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Introduccion

La Paraconsistencia remite al enfoque légico-deductivo que se aplica al
analisis y el estudio de contextos tedricos y racionales, los cuales pueden
venir a contener inconsistencias (contradicciones) sin que esto implique su
trivializacién inmediata o falsificacion. Los sistemas deductivos subyacentes
a estos contextos, capaces de codificar logicamente tal condicién, son dichos
sistemas logicos paraconsistentes. Un punto de partida fundamental para ese
proyecto, no obstante, y el analisis del desarrollo l6gico-formal y conceptual
de la ley légica, conocida por su adagio latino, ex falso sequitur quodlibet, la
cual establece que se puede admitir licitamente cualquier conclusion median-
te inconsistencia o contradiccién logica. Esta ley 16gica funciona como divisor
de aguas y codifica la clausula fundamental del fenémeno logico de la trivia-
lizacion formal. De hecho, es valida en la Légica Clasica y en la Intuicionista.
No es valida, en general en cualquier clase de légicas paraconsistentes. De
su importancia como indicador inicial de posturas logico-tedricas de caracter
paraconsistente; que es una piedra de toque, esa regla es decisiva en la iden-
tificacién de autores que fueron favorables o desfavorables a un enfoque que
hoy puede ser considerado paraconsistente, ya sea en un sentido amplio o en
un sentido estricto [18].

El objetivo principal de esta tesis es buscar una semantica de tipo Kripke
y una axiomatizacién tipo Hilbert para la Légica Paraconsistente CGy.

En el Capitulo 1 se presenta una breve Historia de la légica, partiendo de
los principios fundamentales de la deduccién logica para posteriormente ha-
blar de la Logica Clasica, las Légicas Multivaluadas, la Légica Intuicionista
y culminando con las Logicas Paraconsistentes.

En el Capitulo 2 se fija un Lenguaje Proposicional que contiene conecti-
vos y variables proposicionales para luego definir una Logica Proposicional.
Nuestro interés se centra en el estudio de una semantica de tipo Kripke y un
sistema tipo Hilbert para la Légica Paraconsistente CGj para ello se definen
algunos conceptos basicos de la teoria de prueba y de la semantica de Kripke.
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El Capitulo 3 se enfoca a estudiar algunas logicas béasicas, se comienza
presentando a la Légica Positiva, se sigue con la Légica Cw. Después se pre-
senta la axiomatica y la seméantica de tipo Kripke de la Logica Intuicionista,
la Logica Gg y se finaliza con la Logica daC.

El Capitulo 4 se dedica al estudio de la Légica Gj. Primero desde el pun-
to de vista de la semantica multivaluada, para posteriormente presentar la
semantica de tipo Kripke para Gj, considerando que los modelos de Kripke
en Gj son un subconjunto de esos modelos de daC. Asi también se presenta
una teorfa forma axiomética G3j, para Gj y se examinan algunas propieda-
des interesantes de G3j,. Se finaliza el capitulo probando que G3j, es robusta
y completa con respecto a CGj.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta a la Logica CGj. Primero desde
el punto de vista de la semantica multivaluada, para posteriormente presen-
tar la semantica de tipo Kripke para CGj, de dos maneras diferentes. La
primera se basa en la semantica de tipo Kripke de la Légica Gj. La segun-
da nocion de semantica de tipo Kripke se logra cambiando la definicion de
validez; se propone una forma alternativa de definir la relaciéon de mode-
lado considerando que los modelos de Kripke en CGj son un subconjunto
de esos modelos de Gj validando existencialmente las férmulas. Posterior-
mente se presenta una teoria forma axiomatica L para CGj y se examinan
algunas propiedades interesantes de IL. Se prueba que L es robusta y comple-
ta con respecto a CGj. Se concluye el capitulo examinando la propiedad de
sustitucién en CGY4 y comparando a CGY con algunas légicas multivaluadas.

Los resultados presentados en los Capitulos 4 y 5 son propios y se en-
cuentran publicados en [8, 9, 15, 32].

Al final de la tesis se incluyen algunos apéndices complementarios. En
el Apéndice A y B se presentan las demostraciones de las afirmaciones de
la seméntica de tipo Kripke asi como los teoremas que se cumplen en Gj y
CGj, respectivamente.

Miguel Pérez Gaspar

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas, BUAP
Puebla, Puebla, México

13 de septiembre 2018






v



Indice general

Introduccién

1. Historia
1.1. Loégica Clasica . . . . . . . . . . ...
1.2. Légicas Multivaluadas . . . . . . ... .. ... ... .. ...
1.3. Légica Intuicionista . . . . . . . . ... ... ... ... . ...
1.4. Légicas Paraconsistentes . . . . . . . . ... ... ... .. ..

2. Conceptos Basicos
2.1. Teoria de Prueba . . . . . .. ... .. ... ... ...
2.1.1. Sistema tipo Hilbert . . . . . ... ... ... .. ...
2.2, Semanticas. . . . . . . ...
2.2.1. Semantica Multivaluada . . . . . .. ... ... .. ..
2.2.2. Semantica de Kripke . . . . . ... ... ...

3. Algunas légicas basicas
3.1. Logica Positiva . . . . . . . ...
3.2. Logica Gy, . . . . o o
3.3. Logicalnt . . . . . .. ...
3.3.1. Semantica de Kripke paraInt . . . . . . .. ... ...
34. Logica Gg . . . . . ..
3.4.1. Semantica de Kripke para Gg . . . . . . ... .. ...
3.5. LoégicadaC . . . ... .. .. ...
3.5.1. Semantica de Kripke paradaC . . ... .. ... ...

4. Légica G}

4.1. Semantica Multivaluada para G5 . . . . . . . ... ... ...
4.2. Seméntica de Kripke para G5 . . . . . .. ... .. ... ...

v

11
11
12
13
14

17
17
18
18
19
20
21
21
22



INDICE GENERAL

VI
4.3. Sistema deductivo de tipo Hilbert para G5 . . . . . . . . . .. 27
4.3.1. Teoremas de Robustez y Completitud . . . . . . . . .. 32
5. Légica CGj 37
5.1. Semadantica Multivaluada para CG5 . . . . . . . ... .. ... 37
5.2. Seméntica de Kripke para CG5 . . . . . . .. ... ... ... 37
5.2.1. Semaéntica basadaen G5 . . . . .. ... ... .. 38
5.2.2. Seméntica cambiando la nocién de validez . . . . . .. 38
5.3. Sistema deductivo de tipo Hilbert para CGy . . . . . . . . .. 39
5.3.1. Teorema de Robustez y Completitud . . . . . .. ... 42
5.3.2. Teorema de Substitucién . . . . . . ... ... A7
5.4. Comparaciones de CGj con otras logicas . . . . . . ... ... 48
Conclusiéon 52
A. Pruebas de la Légica G 55
A.1. Semantica tipo Kripke . . . . . . .. ... ... ... 55
A.2. Teoria de Prueba . . . . . ... ... ... ... ... 58
B. Pruebas de la Légica CGj 69
B.1. Semantica tipo Kripke . . . . . . ... ... 0. 69
B.2. Teoria de Prueba . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 72

Bibliografia 93



Un estudio de la Légica CGj

Miguel Pérez Gaspar

13 de septiembre 2018






Capitulo 1

Historia

Los principios fundamentales de la logica fueron establecidos por Aristote-
les hace mas de 2300 anos. Estos principios son tres:

I. Principio de identidad. Afirma que todo objeto es igual a si mismo:
Aes A

I1. Principio del tercero excluido. Se formulo en la logica tradicional
asi: o bien P es verdadera, o bien su negacién (=P) lo es.

ITI. Principio de no-contradiccién. Ninguna cosa puede ser y no ser:
dos proposiciones contradictorias P y =P no pueden ser ambas verdaderas.

Estos principios fundamentales de la logica se identificaron con las leyes
del pensamiento y, por lo tanto, no se cuestionaban. Asi como la Geometria
Euclidiana es la tnica geometria evidentemente posible y asombra por su
exacta aplicabilidad a la realidad, estas leyes aristotélicas describian con exac-
titud la que parecia ser la Uinica manera correcta de razonar. Sin embargo,
en la primera mitad del siglo XIX, después de una complicada serie de inten-
tos de demostrar el famoso postulado de las paralelas, suponiendo solamente
cuatro postulados, (postulado 5 del Libro I de Euclides), el matematico ruso
Nicolas Ivanovich Lobachevski construyé una geometria en la que resultaba
falso el quinto postulado de Euclides. El descenso de la categoria de “tnica”
de la geometria euclidiana miné el estatus de invulnerabilidad del que gozaba
la Légica Clésica, pues algunos logicos comenzaron a pensar que, aun cuando
estas tres sencillas leyes correspondiesen con exactitud a nuestra manera de
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razonar, eso no las revestia de algun caracter especial.

1.1. Légica Clasica

La Logica Clasica fue ideada originalmente para estudiar la verdad de las
proposiciones, es decir que su objetivo sélo es decidir si una proposicion es
verdadera o falsa. Durante muchos anos la logica fue dominada por estudios
relativos a fundamentos matematicos; sin embargo, las exigencias en diversos
campos del conocimiento hicieron notar que la Légica Clasica era insuficiente
para la representacién del razonamiento “comun” del ser humano.

En los inicios del siglo XX surgen nuevos sistemas logicos, por un lado, re-
chazando uno o varios de los principios de la Légica Clésica y por otro exten-
diéndola para obtener logicas con mayor expresividad [34]. Para formalizar
el estudio de estos sistemas, conocidos como légicas no clasicas, surgieron
herramientas en la teoria de prueba como: calculo tipo Hilbert, célculo de se-
cuentes, deduccién natural, &c. También se desarrollaron herramientas para
estudiar la semantica tales como: semanticas de Kripke, matrices logicas y
tablas analiticas, entre otras.

1.2. Légicas Multivaluadas

En la Légica Clasica todo enunciado tiene uno y sélo un valor de verdad
que se elige entre dos posibles: verdadero o falso. El Principio del tercero
excluido hace bivalente a la Logica Clasica. A principios de los anos veinte,
algunos 16gicos como Emil Post, Jan Lukasiewicz junto con Alfred Tarski
hicieron a un lado el Principio del tercero excluido y mostraron que era po-
sible construir sistemas logicos trivalentes perfectamente consistentes. Junto
a estas logicas trivalentes que se presentaron como extensiones semanticas
de la Loégica Clasica aparecié una en especial a la que denominaron Logica
Intuicionista, la cual fue construida por el matematico y filésofo holandés
Luitzen Egbertus Jan Brouwer, de la que hablamos en seguida.
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1.3. Ldgica Intuicionista

Una de las légicas no clasicas mas importantes es la Légica Intuicionista
[22]. Alrededor de 1930 Arend Heyting (1898-1980) crea el primer sistema
de prueba tipo Hilbert para la Légica Intuicionista. El objetivo de Hey-
ting fue dar una base formal al Intuicionismo Matematico o Constructivismo
Matematico propuesto previamente por su maestro Luitzen Egbertus Jan
Brouwer (1881-1966) alrededor de 1907. De acuerdo a Brower el Principio
del tercero excluido ¢ V =g (tertium non datur TIND) no debe ser aplica-
do en la matematica clasica. Esto ultimo debido a que Brower rechazaba el
uso de una logica bivaluada, por ejemplo, la Légica Clasica, como base de
la matematica. Varios 16gicos desarrollaron otros formalismos para la Légica
Intuicionista, primero Kurt Godel y Gerard Gentzen en la década de 1930 y
mas tarde en 1952 Stephen Kleene.

Empleando una formalizacion tipo Hilbert, la Logica Intuicionista se puede
definir con los axiomas Pos1-Pos8 y Modus Ponens como tnica regla de
inferencia, junto con los axiomas siguientes:

Intl: (¢ = ¢¥) = ((p = ) = )
Int2: —p — (¢ — )

Estos dos axiomas modelan el comportamiento de la negacion. Por una parte,
nos permiten realizar demostraciones por contradiccion, de manera un poco
limitada; pero por otra no permiten hacer demostraciones por casos.

La Logica Intuicionista no niega el Principio del tercero excluido ni evita
la introduccién de la doble negacién, por ejemplo:

(Vo) y e = ()
son demostrables en intuicionismo. Sin embargo,
) e e

no lo son. Més atn, la triple negaciéon de una proposicién si es equivalente a
su negacion,
~(=(=p)) ¢ .
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Partiendo de la Loégica Intuicionista se crearon diversas logicas propo-
sicionales que la extienden de algin modo. A esta familia de logicas se le
conoce como Légicas Super-Intuicionistas. La Légica Clasica es la légica
Super-Intuicionista mas fuerte con la propiedad de ser consistente. Enton-
ces las Loégicas Super-Intuicionistas consistentes se encuentran en medio de
la Légica Intuicionista y de la Légica Clasica, es por ello que se les conoce
como Légicas Intermedias.

En 1933 Godel creé una sucesion infinita de Logicas Intermedias Gy, con
i € N; cada una mas débil que la anterior. El objetivo de Godel al crear esta
familia de logicas fue mostrar que la Logica Intuicionista no tiene una matriz
logica finita; es decir, no existe una interpretacion adecuada para la Logica
Intuicionista con un nimero finito de valores de verdad.

Cada una de estas Légicas Intermedias se obtiene agregando algunos axiomas
extras a la Logica Intuicionista, por ejemplo, agregando el axioma:

G3: (¢ = 9) = (((p = ¢¥) = 9) = )

se obtiene la légica trivaluada de Godel Gg, la cual es una de las Loégicas
Intermedias mas conocidas. A esta légica también se le denomina como logica
Here and There (HT).

Gabbay y de Jongh propusieron en 1974 otra familia infinita de Légicas Inter-
medias interesantes Dj, con ¢ € N. Cada una de estas logicas es finitamente
axiomatizable y a diferencia de las légicas de Godel satisfacen la propiedad
de la disyuncién; es decir que, si ¢ V1 es demostrable en un sistema, entonces
al menos una de las proposiciones ¢ y 1) debe ser demostrable en ese sistema
también.

Asi como las logicas de Godel o las de Gabbay y Jongh podriamos citar
muchas otras Loégicas Intermedias, por ejemplo: la logica de Jankov KC, la
logica de Godel-Dummett, la de Kreisel-Putnam, la de Medvedev o la de
Scott. Cada uno de estos sistemas extiende la Légica Intuicionista con la
adicién de algin principio, dependiendo del fin para el cual fue creada. Al-
gunas de ellas han encontrado diversas aplicaciones a pesar de que fueron
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concebidas s6lo como un contraejemplo tedrico, tal es el caso de las légicas
de Godel. Las aplicaciones de estas logicas en la actualidad no se limita a la
l6gica misma, también incluyen la solucién de problemas dentro de la ma-
tematica, la computacién o la filosofia.

1.4. Lobgicas Paraconsistentes

Desde Aristoteles las contradicciones no tienen cabida en la Logica Clasi-
ca, ya que, si se las admite, la logica se torna trivialmente inconsistente, es
decir, en ellas es posible deducir cualquier afirmacién. Duns Escoto fue el
primero en expresar esta idea mediante el Principio de Explosién, ex contra-
dictione quodlibert ECQ: p,—p F p, y el primero en criticarlo fue el légico
ruso N. A. Vasilév (1910). Una vez finalizada la Segunda Guerra Mundial, los
primeros sistemas de Légica Paraconsistente aparecieron en lugares distintos
de manera independiente unos de otros y motivados por distintas razones. El
primer sistema fue creado por el légico polaco S. Jaskowski (1949) y otros se
deben a F. G. Asenjo (Argentina, 1954), N. C. A da Costa (Brasil, 1958), T.
J. Smiley (Reino Unido, 1959), Belnap, Dunn y Meyer en Estados Unidos.
El término paraconsistente fue propuesto por el peruano F. Miré Quesada
en el 3er. Simposio Latinoamericano sobre 16gica matematica (1976).

Las Légicas Paraconsistentes son sistemas logicos que tienen la propiedad
de aceptar contradicciones sin llegar a ser triviales, en este sentido decimos
que son “tolerantes a la inconsistencia”. Aunque no existe un consenso ge-
neral sobre la definicion de una Légica Paraconsistente, en Analysis of the
paraconsistency in some logics, podemos encontrar una discusién exhaustiva
sobre la paraconsistencia y algunos ejemplos de sistemas paraconsistentes se
pueden encontrar en [1].

En términos generales, podemos decir que las Légicas Paraconsistentes
son sistemas que no satisfacen el principio ECQ, este principio establece
que, a partir de una proposicién contradictoria, se puede deducir cualquier
otra proposicion. Para otros autores, una logica es paraconsistente cuando el
Principio de no-contradiccién LNC —(p A =p) no es valido.

En [31] Palau senala que una familia de sistemas paraconsistentes muy
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conocida es la constituida por los sistemas C, (1 < n < w), formulados por
N. C. A. da Costa en 1974 y por A. I. Arruda en 1980. Esta familia tiene una
estructura jerarquica de tal forma que si n es igual a 1, entonces Cy es la
Légica Clasica. Los siguientes sistemas se construyen debilitando la negacion
de la Logica Clasica hasta que la regla EC(Q resulte invalida, pero de forma
tal que continien siendo validas las leyes clasicas que rigen los restantes co-
nectivos proposicionales.

Una Logica Paraconsistente de reciente creacion es la légica CGj, in-
troducida en [29]. Esta l6gica se define en términos de una semdantica mul-
tivaluada y tiene la propiedad de contener a la légica Gj [17], los autores
definen a CGj usando las tablas de verdad de G% pero cambian el conjunto
de valores de verdad designados. En [17] los autores presentan un estudio
entre la relacién que tiene CGj y algunas otras ldgicas usando un céalculo
tipo Hilbert, sin embargo, ellos no presentan un céalculo tipo Hilbert o una
Semantica de tipo Kripke para esta légica.

En la actualidad las logicas no clasicas, particularmente la Logica In-
tuicionista y las Logicas Paraconsistentes, se han convertido en una herra-
mienta fundamental para la representacién del conocimiento y razonamiento
humano. En general existen muchas aplicaciones de estas logicas en distintas
areas del conocimiento como lo podemos constatar en publicaciones como
[3, 4], de ahi la importancia de su estudio.

Independientemente del sistema logico que se desee estudiar es posible
adoptar dos enfoques: sintéctico (empleando calculo tipo Hilbert, célculo de
secuentes, deduccién natural, &c.) o semantico (usando semanticas de Krip-
ke, matrices logicas, semanticas algebraicas o topoldgicas, o tablas analiticas
entre otras). Los métodos sintdcticos y semdnticos de la légica formal son
métodos alternativos para detectar las verdades logicas, asi como las relacio-
nes de consecuencia de un sistema logico dado.

En [7] Borja Macias puntualiza que las Logicas Paraconsistentes son sis-
temas logicos que tratan las contradicciones de forma atenuada, es decir que
son “tolerantes a la inconsistencia”. Aun cuando no existe un consenso en la
definicién de lo que es una Légica Paraconsistente, en [1] podemos encontrar
una discusion sobre el concepto de paraconsistencia y algunos ejemplos de
Légicas Paraconsistentes. De manera general podemos decir que las Légicas
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Paraconsistentes son aquellas 1égicas en las que se permiten teorias incon-
sistentes pero no triviales es decir, estos sistemas no satisfacen el Principio
de Explosion ECQ. Recordemos que el Principio ECQ establece que de
una proposicién contradictoria se puede deducir cualquier otra proposicion.
Para otros autores una logica es paraconsistente cuando el Principio LNC:

—(p A —p) no es vélido.
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Capitulo 2

Conceptos Basicos

En este capitulo introducimos la sintaxis de las férmulas 16gicas conside-
radas en este trabajo ademéds de algunas definiciones y conceptos basicos.

Definicién 2.1. Un lenguaje proposicional L se define como una pareja
(Ar,Sc) formada por el alfabeto A y la sintaxis S del lenguaje donde:

= FEl alfabeto A, estd conformado por la terna (P, C, A)

e P es un conjunto de letras proposicionales.
e (' es un conjunto de conectivos.

o A es el conjunto de simbolos auziliares {(,),,}.

= La sintaxis S; es el conjunto de reglas que definen el concepto de
formula bien formada. Como consideramos légicas proposicionales, una
formula bien formada en el lenguaje L es una secuencia de simbolos
del alfabeto que podemos definir recursivamente mediante el siquiente
conjunto de reglas:

1. Las letras proposicionales del alfabeto Ay son formulas bien for-
madas y son llamadas formulas atomicas.

2. Si x es un conectivo n-ario del alfabeto Ay y a1, 9, ..., a, son
formulas bien formadas entonces *(ay, as, ..., ) también es una
formula bien formada.

3. Toda secuencia de simbolos producida por la aplicacion de los pa-
sos 1 y 2 en cualquier orden, constituyen una formula bien for-
mada.
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4. Ninguna otra secuencia de simbolos es una formula bien formada.

Sea L un lenguaje proposicional, con Form(L) denotamos al conjun-
to de férmulas bien formadas del lenguaje L£. Los elementos de Form(L)
seran denotados por letras minusculas del alfabeto griego («, 3,7, ...), a los
subconjuntos de Form(L) también denominados teorias los denotamos por
letras mayusculas del alfabeto griego (I', A, ...), a las letras proposicionales
las denotamos por letras minusculas (p,q,r,...) y al conjunto de férmulas
atomicas lo denotamos por atom(L).

Definicién 2.2. Una substitucion o en un lenguaje L es un conjunto que
tiene la forma {p1/B1,p2/ B2 ..., pn/Bn} donde p; € atom(L), p; # pj sit # j
y Bi € Form(L) para todo © € {1,2,...,n}. La sustitucion o aplicada a una
formula bien formada o, denotada por o(«) o por a[p1/B1, pa/B2s - - Pn/Bnl,s
es la formula que se obtiene al reemplazar cada ocurrencia de p; en « por la
formula B; para toda i € {1,2,...,n} de manera simultinea. La sustitucion

o aplicada a un conjunto de formulas bien formadas I es el conjunto o(I") =
{o(a)|av € T'}..

Definicién 2.3. Dado un lenguaje L, una légica es un conjunto de formulas
L C Form(L) tal que satisface las siguientes condiciones:

1. L es cerrado bajo la regla Modus Ponens MP : 1 es consecuencia directa
de o =y o

2. L es cerrado bajo la regla de substitucion.

A los elementos de L se les denomina teoremas. Habitualmente la notacion
F1, « se emplea para establecer que a es un teorema de L, es decir, a € L.

Definicién 2.4. Dados dos lenguajes L1 y Lo tal que el conjunto de conec-
tivos de L1 estda contenido en el conjunto de conectivos de Lo y dos logicas

Lq en Ly y Ly en Ly, respectivamente. Se dice que Ly es una extension de
Ll, St L1 C L2

Definiciéon 2.5. Dados dos lenguajes L1 y Lo tal que el conjunto de conecti-
vos de Ly estd contenido en el conjunto de conectivos de Lo y dos logicas Ly
en L1 y Ly en Ly respectivamente, se dice que Ly es una extension con-
servativa de Ly: si Ly es una extension de Ly y cualquier teorema de Lo en
el lenguaje L1 es un teorema en L.
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2.1. Teoria de Prueba

La Teoria de la Demostracion o Teoria de la Prueba es una rama de la
Légica Matematica que trata a las demostraciones como objetos matemati-
cos, facilitando su analisis mediante técnicas matematicas. Las demostracio-
nes suelen presentarse como estructuras de datos inductivamente definidas
que se construyen de acuerdo con los axiomas y reglas de inferencia de los
sistemas l6gicos.

2.1.1. Sistema tipo Hilbert

Un sistema axiomdtico o sistema tipo Hilbert consiste en un conjunto
de axiomas que se utilizan, mediante deducciones y reglas de inferencia, pa-
ra demostrar teoremas. Ejemplos de sistemas axiomaticos deductivos son la
geometria euclidiana compilada por Euclides en los Elementos y el sistema
axiomatico de la légica proposicional.

Definicién 2.6. Dado un lenguaje L y una formula cualquiera o € Form(L),
una tnstancia de « es cualquier formula o(a) € Form(L) donde o es una
sustitucion en L.

Definicién 2.7. Dados un lenguaje L y dos conjuntos I'y) A C Form(L)
finitos una regla de inferencia R es un subconjunto de P(Form(L)) X
P(Form(L)), tal que (I'; A) € R y para cualquier sustitucion o se tiene que
(e(I),0(A)) € R. SiT ={v,....,7%} y A ={d1,...,0n} habitualmente la

regla R se denota por uR.

50,
Definicion 2.8. Dado un lenguaje L, una axiomdtica o un sistema de
prueba tipo Hilbert o simplemente un sistema de Hilbert es una pareja
A= (A\,R) donde A C Form(L) es un conjunto de formulas bien formadas
denominadas esquemas de axioma y R es un conjunto de reglas de inferencia.

Definicién 2.9. Una demostracion o prueba para una formula o en una
axiomdtica A es una sucesion finita de formulas 5y, PBa, . .., B, donde B, = «
y cada B; es una instancia de un esquema de azioma en A o es consecuencia
de formulas previas aplicando alguna regla de inferencia en A. Si existe una
demostracion para o en A decimos que . es un teorema en A y lo denotamos
por 4 a.
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Dado un sistema de prueba tipo Hilbert y la definicién de demostracion
se tiene una manera sintactica para definir logica.

Definicién 2.10. Dado un lenguaje L y una axiomdtica A, la logica gene-
rada por ésta es el conjunto

A:={ae€Form(L): Fua}

Definicién 2.11. Una formula o es consecuencia légica de un conjunto
de formulas I' en una axiomdtica A si existe una sucesion finita de formulas
b1, Bay ..., Bn donde B, = a y cada B; es una instancia de un esquema de
axioma, es una instancia de una formula en I' o es consecuencia de formulas
previas aplicando alguna regla de inferencia en A y lo denotamos por T 4 a.

Definicién 2.12. Un sistema de Hilbert restringido es un sistema
de Hilbert en el que I' Fx «a denota Fx v — (- (v — «a)---) donde

v, wmp Sl yneN.

2.2. Semanticas

Como senala Béziau en [6] las semédnticas multivaluadas y de tipo Krip-
ke son dos generalizaciones de la seméantica clasica en dos formas diferentes,
incluso podemos decir que “opuestas”. La seméntica multivaluada trata de
mantener la idea de homomorfismos entre la estructura de la lengua y un
algebra de funciones de verdad, pero el dominio del algebra puede tener mas
de dos valores. La semantica de Kripke mantiene sélo dos valores, pero se
introduce una relacion entre bivaluaciones. Estas dos semanticas pueden ser
filosoficamente controversiales, pero son herramientas técnicas muy utiles y
potentes que se pueden utilizar para dar una explicacion matematica de no-
ciones filoséficas bésicas.

La existencia de un tipo de semantica para un sistema logico no garantiza
la existencia de otros tipos de semdantica para ese mismo sistema. El hecho
de que existan semanticas de algiin tipo para una légica dada tampoco ga-
rantiza que otros sistemas “parecidos” también lo tengan.

Existen diferentes formas de definir la semantica de una légica, para el
caso de las logicas no clasicas la gama es muy amplia. A continuacién, se
presenta la seméantica multivaluada.
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2.2.1. Semantica Multivaluada

Una forma usual de definir la semantica multivaluada de una légica es
mediante el uso de matrices.

Definicién 2.13. Dada una logica L en el lenguaje L, la matriz de L es
una estructura M := (D, D*, F') donde:

= D un conjunto de valores de verdad (dominio).
= D* un subconjunto no vacio de D (conjunto de valores designados).

» F:={f.|c € C} un conjunto de funciones de verdad, con una funcion
para cada conectivo logico en L.

Definicién 2.14. Dada una légica L en el lenguaje L, una valuacion o
interpretacion es una funcion t : atom(L) — D que mapea los dtomos a
elementos en el dominio.

Una interpretacién ¢ se puede extender a una funcién  : Form(L) — D
como es habitual, es decir aplicando de manera recursiva las funciones de
verdad de los conectivos légicos en F'. Las interpretaciones nos permiten
definir la nocion de validez para este tipo de seméntica del siguiente modo:

Definicién 2.15. Dada una formula ¢ y una interpretacion t en una logica
L decimos que la formula ¢ es vdlida bajo la interpretacion t en la logica L
sit(p) € D* y lo denotamos por tI=p ¢.

En este caso la validez depende de la interpretacion, pero si deseamos
encontrar las “verdades logicas” del sistema entonces tenemos que:

Definicién 2.16. Dada una formula ¢ en el lenguaje de una logica L, deci-
mos que esta es una tautologia en L (o simplemente que es vdlida), si para
cada posible interpretacion, la formula ¢ es vdlida y lo denotamos por =y ¢.

Cuando definimos una légica via una semantica multivaluada lo que se
hace habitualmente es definir al conjunto de teoremas de la logica como el
conjunto de las tautologias que se obtienen a partir de la seméantica multiva-
luada, es decir ¢ € L si y sélo si I, .



14 Conceptos Basicos

2.2.2. Semantica de Kripke

Las semanticas de Kripke se conocen también como Semanticas Rela-
cionales, Semanticas de Marcos o Semanticas de los mundos posibles. Estas
fueron desarrolladas por Saul Kripke y André Joyal a finales de la década de
1950. Primero se cred la versién para las logicas modales y posteriormente
para la Légica Intuicionista e Intermedias. En realidad, la creacién de este
tipo de semanticas fue un parteaguas en el estudio de la teoria de modelos pa-
ra las l6gicas, en particular el estudio de Teoria de Modelos par las no clasicas.

Definicién 2.17. Un Modelo de Kripke es una terna M = (W, R, v)
donde:

» W es un conjunto no vacio (universo).
» R una relacion binaria en W (relacion de accesibilidad).

» v es una valuacion en M es decir es una funcion v : atom(L) —

PW).

Una vez que se ha definido el modelo es necesario establecer una relacién
entre este y las férmulas de tal manera que establezca qué formulas son
validas por el modelo establecido y cuéles no.

Definicién 2.18. Dados un dtomo p en una léogica L y un punto w en un
modelo M, p es verdadera en el punto w del modelo M si w € v(p)
y se denota por:

(M, w) Fr p.

Para ¢ € Form(L) la relacion de modelado estd definida recursivamente
dependiendo de los conectivos en L y de la logica en cuestion.

En general la nociéon de modelado es s6lo un paso intermedio para definir
la nocion de validez en este tipo de semanticas.

Definicién 2.19. Una formula ¢ se dice que es valida en un modelo M
para una logica L si ¢ es valida en todos los puntos x en M y lo denotaremos

por M Ey, ¢.

Dependiendo de la logica que deseemos caracterizar se impondran distin-
tas condiciones sobre:
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Universo (W).

Relacién de accesibilidad (R).

Valuacién (v).

Relacién de modelado ().

Del mismo modo que se establecen condiciones diferentes para los mode-
los, dependiendo de la légica en cuestién, la nocion de validez de una féormula
serd definida de modo diferente, dependiendo de la logica.
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Capitulo 3

Algunas légicas basicas

En esta tesis trabajamos con varias légicas por lo que es pertinente es-
pecificar los nombres que emplearemos para algunos sistemas a los cuales
haremos referencia:

3.1. Ldgica Positiva

La Légica Positiva Pos es una légica en el lenguaje £, = {A,V,—} vy
una axiomdtica para ella es ({Posl,...,Pos8}, {MP})! donde:

Posl: ¢ — (¢ — )

Pos2: (¢ —= (¢ = 0)) = ((¢ = ¥) = (¢ = 0))
Pos3: (o A1) — ¢

Posd: (pAY) = ¢

Pos5: ¢ = (¥ = (¢ AY))

Pos6 : ¢ — (pV V)

Pos7: ¢ — (¢ V1)

Pos8: (p— o) = (v —0) = (¢ Vi = 0))

LCon el simbolo A se denota al conjunto de férmulas {Posl, ..., Pos8}.

17
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Dicho de otra manera, la Logica Positiva consta de ocho esquemas de
axioma y una unica regla de inferencia MP. Esta regla de inferencia estara
presente en todos los sistemas 16gicos que se definen en el trabajo.

3.2. Légica C,

La Logica C, es una légica en el lenguaje £y = {A,V,—, -} y una
axiomética para ella es (Ao, {MP}), en la cual Ay se define como el conjunto
Ay U{Cw1l,Cw2} donde:

Cwl: oV -p
Cw2: ——p—op

Es importante subrayar que (¢ V =) es un teorema en C,,. Sin embargo,
((p A =) — ) no lo es. Este tltimo hecho permite hablar de inconsisten-
cias locales sin inferir cualquier formula a partir de una inconsistencia. Esto
es una de las motivaciones para el estudio de las Légicas Paraconsistentes.
C,, no puede definirse mediante multivaluaciones finitas, no obstante, puede
definirse mediante un calculo de secuentes.

3.3. Logica Int

La logica Intuicionista fue desarrollada originalmente por Arend Heyting
para proporcionar una base formal para el proyecto intuicionista de Brou-
wer. Desde la perspectiva de la teoria de la prueba, el calculo de Heyting es
una restriccion de la Légica Clasica en donde la ley del tercero excluso y la
eliminacion de la doble negacién son eliminadas del sistema.

La Légica Intuicionista Int es una légica en el lenguaje { L, A, V,—, ~}
denotado por L. y una axiomédtica para ella es (A.,{MP}) en el cual A, se
define como el conjunto Ay U {Int1,Int2} donde:

Intl: (p —q) = ((p =~ q) =~ p)
Int2: ~p— (p—q)

La negacion se define como ~ o = ¢ — L.
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3.3.1. Semantica de Kripke para Int

Comenzaremos por definir los modelos de Kripke para la Légica Intuicio-
nista.

Definicién 3.1. Un modelo de Kripke paraInt es una estructura (W, R, v),
donde:

= W es un conjunto no vacio de mundos

s R es una relacion sobre los mundos que es reflexiva, transitiva y anti-
simétrica

» v es una funcion valuacion de atom(L) a P(W). De tal modo que dado
un punto w en W tenemos que para cada dtomo p

ou(p) = {1 siw € v(p)

0 en otro caso
y satisface la restriccion de que para cada dtomo p:

si wRw' y v,(p) =1 entonces v,y (p) = 1.

Esta ultima restriccion sobre las valuaciones se denomina propiedad he-
reditaria. Como podemos observar en la Proposicion 2.1 en [13] la propiedad
hereditaria se extiende a todas las formulas.

Definicién 3.2. Sean M = (W, R,v) un modelo de Kripke para Int, w € W
y @ una formula. La relacion de modelado para Int se define de la
stguiente manera:

= 51 :=p es dtomo, de la Definicion 2.18 tenemos que:

(M, w) Emt p sii w € v(p)

= si © no es dtomo, la relacion de modelado se define recursivamente
como:

Sean ¢, ¥ formulas y para todo mundo w € W :
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1. (M,w) Emt ¢ AN siy sélo si (M,w) Fmg ¢ ¥y (M,w) Fimt ¥,
2. (M,w) Ft ¢ VU siy solo si (M, w) Emt ¢ o (M,w) Emt ¥,
3. (M,w) Emt ¢ — ¥ si y solo si para todo w' tal que wRw', si
(M, W) FE1ng ¢ entonces (M, w') Emt ¥,
4. (M,w) Emt~ ¢ siy sdlo si para todo w' tal que wRwW',
(M, w') Pt .

3.4. Logica Ggs

Esta légica de tres valores fue definida por Godel, quien definié una
familia de l6gicas multivaluadas, Gj, con valores de verdad en el dominio
D ={0,1,...,i—1} y D* = {i — 1} como conjunto de valores designados.

La matriz de la légica Gz esta dada por: M = (D, D*, F') donde: el do-
minio es D = {0,1,2} y el conjunto de valores designados es D* = {2} y
el conjunto F' de funciones de verdad para los conectivos A, V, — y — estd
formado por las funciones mostradas en la Tabla 3.1.

Saflo 1 2] [Afo ot 2] [f]0o 1 2] [f]
0000 [0]012] [0 222 0 || 2
1o 1 1| (111 2] |1 [0 22 10
2 o 1 2] |22 2 2| |2 [01 2 2 |0

Tabla 3.1: Funciones de verdad de los conectivos A, V, — y = en Gg

La logica Gg, también conocida como la 16gica de Aqui y Alld es una logica
en el lenguaje £, = {1, A,V,—} y una axiomética para ella es (A, {MP})
en el cual A, se define como el conjunto A. U {G3} donde:

G3: (v =9) = (V= 9) =¥) =)

La negacion se define como ~ ¢ = ¢ — L y la equivalencia se define
como ¢ < ¢ = (¢ = Y) A (Y = ¢).
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Figura 3.1: Modelo de Kripke para Gg

3.4.1. Semantica de Kripke para Gj

Es bien sabido que Gj es una extensién de Int, y la semantica de Kripke
de ambos sistemas esta relacionada, en efecto los modelos de Kripke para
Gj3, es justamente un subconjunto de los modelos de Kripke para Int.

Definiremos ahora un modelo de Kripke para Gz de la manera siguiente.

Definicién 3.3. Un modelo de Kripke para la légica Gs es un modelo
de Kripke para Int, M = (W, R,v), con las restricciones siguientes:

» W es un conjunto de cardinalidad dos

n R es una relacion de orden lineal

Entonces un modelo de Kripke para Gg es una estructura como la que se
muestra en la Figura 3.1.

3.5. Logica daC

En [12] Castiglioni et al. presentan una axiomatizacion tipo Frege-Hilbert
de la Logica de da Costa daC, dicha axiomatizacién se utiliza para demostrar
que la logica tiene la propiedad del modelo finito. A continuacion, se presenta
un sistema de Hilbert restringido para daC.

Definicién 3.4. [24] El sistema de Hilbert restringido DC' tiene como con-
Jjunto de axiomas a los esquemas de axioma de la logica Pos agregando el
esquema Cwl. Ademds de las siguientes reglas de inferencia:

Q oz—>BMP aV

— M
5 L



22 Algunas légicas basicas

Teorema 3.5. [2/] El conjunto de teoremas de la ldgica generada por la
axiomdatica DC' coincide con el conjunto de teoremas de la l6gica daC.

3.5.1. Semantica de Kripke para daC

En [33] Priest expone que una de las motivaciones de da Costa para
construir la Légica Paraconsistente C,, fue dualizar la negacion de la Logica
Intuicionista. La Logica Intuicionista es una légica que permite lagunas de
valores de verdad; por ejemplo, la Ley del Tercero Excluso falla. Deberia
ser posible construir una légica de la misma forma, con excepcion de que la
negacion se comporte de una forma dual de manera que la Ley de la No-
Contradiccion falle. La l6gica C,, logra este cometido, aunque existan costos
claros. Por ejemplo, la propiedad de sustitucion en formulas equivalentes falla.
Da Costa procede en una manera axiomatica, preserva la parte positiva de
intuicionismo y cambia los axiomas que involucran negacion. Pero las diversas
semanticas para Logica Intuicionista sugieren otras maneras para conseguir
los objetivos de da Costa. Muestra de ello es la Légica Paraconsistente creada
por Priest que surge al dualizar las condiciones de modelado para la negacién
en la semantica de Kripke para Intuicionismo. A este nuevo sistema se le
denomina légica de da Costa (daC), veamos la caracterizacién de esta logica
empleando modelos de tipo Kripke.

Definicién 3.6. Un modelo de Kripke para la logica daC es una es-
tructura (W, R,v), en donde:

» W es un conjunto no vacio de mundos
= R es una relacion sobre los mundos que es reflexiva y transitiva

» v es una funcion valuacion de atom(L) a P(W). De tal modo que dado
un punto w en W tenemos que para cada dtomo p

ou(p) = {1 siw € v(p)

0 en otro caso
y satisface la restriccion de que para cada dtomo p:

si wRw' y v,(p) =1 entonces vy (p) = 1.
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Esta ultima restriccion sobre las valuaciones se denomina propiedad here-
ditaria. Como podemos observar en [33] la propiedad hereditaria se extiende
a todas las férmulas.

En este caso la relacion de modelado se define de la siguiente manera.

Definicién 3.7. Sean M = (W, R,v) un modelo de Kripke para daC,
we W y ¢ una formula.

= Sip:=p es dtomo, de la Definicion 2.18 tenemos que:

(M, w) Fdac p sii w € v(p)

= si © no es dtomo, la relacion de modelado se define recursivamente
como:

Sean ¢, ¥ formulas y para todo mundo w € W :
1. (M, w) Faac ¢ AN siy solo si (M, w) Fdac ¢ ¥ (M, w) Faac ¥,
2. (M,w) FEdac ¢ V¥ siy sdlo si (M, w) Egqac ¢ 0 (M,w) Egac ¥,
3. (M,w) FEdac ¢ — ¥ si y solo si para todo w' tal que wRw', si
(M, w") Egac ¢ entonces (M, w') FEqac ¥,
4 (

Como podemos observar en las definiciones de modelos de Kripke para
Int y daC, la unica diferencia se da en la condiciéon de modelado para la
negacion, y una es el dual de la otra.

M,w) Eaac ¢ sty sdlo si existe w' tal que w' Rw, (M,w') Fqac ¢-
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Capitulo 4
, e /
Logica Gy

En [11] Carnielli y Marcos definen a Gj como una herramienta para
probar que (¢ A (¢ — 1)) no es un teorema de C, (la mas débil de las
Légicas Paraconsistentes definida por da Costa et. al [16]).

4.1. Semantica Multivaluada para Gj

La matriz de la lgica G§ estd dada por: M = (D, D*, F') donde: el do-
minio es D = {0,1,2} y el conjunto de valores designados es D* = {2} y
el conjunto F' de funciones de verdad para los conectivos A, V, — y — estd
formado por las funciones mostradas en la Tabla 4.1.

SnJo 2] (Aot 2] [/f]0L 2] [fA] |
oo o0o0] [0]o0o 12| o2 2 2 02
1o 1 1| |11t 1 2] |1 |0 2 2 1|2
2 o1 2] |2 ]2 2 2| |2 |01 2 2 |0

Tabla 4.1: Funciones de verdad de los conectivos A, V, — y = en Gj

4.2. Semantica de Kripke para G}

En [17] Osorio et al. demuestran que la légica G5 es una extension de la
l6gica daC por lo cual es natural considerar que los modelos de Kripke para

25
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G4 sean una subcoleccién de los modelos de Kripke para daC. Por otro lado,
como hemos visto para el caso de Gz los modelos de Kripke son modelos de
Kripke para la Légica Intuicionista pero inicamente aquellos de cardinalidad
dos con relacién de tipo lineal. Combinando estas dos ideas tenemos ahora
una semantica de Kripke para Gj.

Definicién 4.1. Un modelo de Kripke para la logica G% es un modelo
de Kripke para daC, M = (W, R,v), con las restricciones siguientes:

= W es un conjunto de cardinalidad dos.
= R es una relacion de orden lineal.

Observacién 4.2. La relacion de modelado =g, queda entonces delimitada
por las Definiciones 3.7 y 4.1.

En analogia con la légica Gg, denominamos a los mundos en un modelo
de Kripke para Gj respectivamente como H (Here) y T' (There).

Veamos ahora que en efecto el conjunto de tautologias de la légica mul-
tivaluada GY corresponde con el conjunto de férmulas validas de la clase
de modelos de Kripke para Gj. Para ello tenemos la siguiente definicién y
proposicion.

Definicién 4.3. Sea f : D — P(W) una funcion definida de la siguiente
manera:

f0) — 0
f) — {1}
f2) — {H7T}

Observacion 4.4. La funcion f de la Definicion 4.3 es una funcion biyectiva
por lo cual existe su funcion inversa y esta es uno a uno.

Proposicién 4.5. Ezxiste una interpretacion t tal que t(¢) = a, entonces
existe una valuacion v tal que v(p) = f(a). Y del mismo modo si eziste una
valuacion v tal que v(p) = b, entonces existe una interpretacion t tal que

t(p) = f7H(b).

Demostracion. Ver Apéndice A. m
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Teorema 4.6. Sea ¢ una formula en el lenguaje de G, entonces ”:Gg Y Sty

sélo si para cualquier modelo de Kripke M para Gy se tiene que M ):G% ©.

Demostracion. Por contradiccion empleando la Proposiciéon 4.5. Dada una
férmula ¢ esta no es una tautologia en Gj si y sélo si existe un modelo en el
cual la formula no es vélida en todos los mundos. [

4.3. Sistema deductivo de tipo Hilbert para
Gj

En esta seccién se presenta un sistema deductivo tipo Hilbert para Gj
este sistema es presentado por M. Coniglio et al. en un trabajo atin inédito
titulado Some Remarks on logic G3’ [15].

Sea G3;, una teorfa axioméatica formal para la logica G definida sobre
el lenguaje 3 = {1, A, V,—,—}, ademds se definen otros conectivos, que son
considerados como abreviaciones de la siguiente manera:

~p o= p— L (Negacién intuicionista)
°op = ~~vp A (Operador de inconsistencia)
op = ey (Operador de consistencia)
e = (p—=>Y)A (W —¢) (Equivalencia légica)

Las tablas de verdad de los conectivos ~,e o y <+ pueden observarse
en la Tabla 4.2, el conjunto de férmulas bien formadas se construyen de la
manera usual, y se denota mediante Form(L).

l\JI—‘O$
— N O =
N — O N

(=1
ol oo 2
ol ol e
| O N o
o o llo

Tabla 4.2: Tablas de verdad de ~, e, 0 y <>
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Ahora se presenta el conjunto de esquemas de axioma y las reglas de in-
ferencia para G3y,.

Esquemas de Axioma
Posl: ¢ = (¢ = o)
Pos2: (¢ = (¥ = 7)) = (g = ¥) = (¢ =)
Pos3: (o A1) — ¢
Posd : (o A1) = ¢
Posb5: o — (¥ = (p A Y))
Pos6 : ¢ — (p V1)
Pos7: ¢ — (¢ V)
Pos8: (¢ —=7) = (¥ —=7) = (¢ V) = 7))
Cwl: oV -y
Cw2: —mp =
G3-1: L >
G3'-2: —~p = (0 = 1))
G3-3: "~ v
G3-4: ~(p =) & (5~ @ A=) A (0p V op)))

G3-5: ~ (pAY) = (~ VvV ~ )

Reglas de Inferencia

® Z—WMP’ oV Jsovtﬁex

P.
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Decimos que ¢ es derivable de I' en G3;,, denotado como I' Fag; ¢, si
existe una derivacién de ¢ de I' en G3,.

Un resultado muy conocido afirma que en cualquier célculo tipo Hilbert
que satisface Posl y Pos2 y tal que MP es la tnica regla de inferencia
entonces el Teorema de la Deduccion se cumple [21]. En G3j, se tienen dos
reglas de inferencia, entonces el Teorema de la Deduccion no se cumple en
G3},, pero se puede probar una versién restringida. Esta es la afirmacion en
la Proposicion 4.7.

Proposicién 4.7 (Teorema de la Deduccién Restringido). Suponga que
[, 1, tal que existe una derivacion en G34, de la formula 1p de T'U {p}
que no usa la regla de inferencia exp, entonces I' Faar o — .

A continuacién, se enuncian algunos meta teoremas vélidos en G3},.

Teorema 4.8. Sean I', A conjuntos de formulas y @, cualesquiera formulas,
entonces las siguientes propiedades se cumplen en G3y,.

Monotonia Sil g3 ¢ entonces 'UA gz .
Corte Sil'tas © y A, pltas ¢ entonces T'UA Fagsr 9.
R-AND I'Fas @AY siysilosil'as ¢ yI'Fas 9.

Demostracion.

Monotonia. Se sigue del hecho de que una deducciéon en G3j, con I' como
hipdtesis es también una deduccién con I' U A como hipdtesis.

Corte. Se sigue del hecho de que una deduccién de ¢ con ¢ y A como hipéte-
sis puede ser precedida con una deducciéon de ¢ con I' como hipdtesis para
producir ' U A Fqg; .

Rules-AND. La primera implicacién se sigue de los axiomas Pos3 y Pos4.
La otra implicacién se sigue del axioma Pos5.

]

Proposicién 4.9. Para cualesquiera formulas ¢, ¥ y v en Form(L), la
formula (V) A (¢ =)V 7y)) = (¥ V) es derivable en G3},.
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Lema 4.10. Sean p, p1, ps variables proposicionales tales que p es diferente
a py y pe. Entonces

V — V V Vp,(—p1 V V
p1Vp, (p1 — p2) pMP* y (p1Vp2) Vo, (=p1 Vp2) Vp exp *
p2Vp p2Vp

son derivables en G3y,.

Lema 4.11. Sean I' U{p, ¥, v} un conjunto de formulas en G3j, entonces
la siguiente propiedad llamada prueba por casos se cumple en G3,:

Diobas, vyl ¢ Fagsa v sty sdlo sil bFasy 7.

Lema 4.12. Sean I' U {p, 9} un conjunto de formulas en G3j, entonces la
siguiente propiedad llamada prueba fuerte por casos se cumple en G3j:

T s, ¥ y Tomp by, ¥ siy sdlo siT Fag .
Lema 4.13. Las siguientes formulas son teoremas en G3j,:

(¢) F L& (o A-mp)

(d) F~ (V) = (~ oA~
(e) F(~ @A ~1h) =~ (Vi

(f) F(~—pA—p) = L

)
(c) Flp =) = (~Y =~ )
)
)

(9) b~ mp o g

(h) om0 = (~ Y = (0 = 9)
(i) F o= (~ Y =~ (0= 1))
(1) b~ = (9= 1)

(k) b~ = -

() P~ @A) & W =~7) gy~ (P AY) & (v =2~ 9)
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(m) = (~ @V ~ ) =~ (9 AY)

(n) B~ (o = ¢) =~ (9 AY)

(1) F~ (o = ) = (0 =~ ¥)
Demostracion. Ver Apéndice A. ]
Proposicién 4.14. Si ¢ = L sin usar exp, entonces - —p.

Demostracion. Supongamos que existe una derivacion en G3j, de L a partir
de ¢ sin usar la regla de explosién. Entonces, por la Proposicién 4.7 se sigue
que Fgs; ¢ — L. Esto ultimo es Fga; ~ ¢. Finalmente, aplicando el Lema
4.13 (k) se tiene el resultado. O

El siguiente resultado es consecuencia de la Proposicion 4.14, y del Teo-
rema de la Deduccion.

Corolario 4.15. En G3;, se cumple lo siguiente:
(a) F =L,
(b) Fol

Demostracion.

(a) Como L F L sin usar exp, entonces aplicando la Proposicién 4.14 se
tiene que F —_L.

(b) Como 1,—1 F L sin usar exp se sigue que L A =L F L sin usar
exp. Entonces F~ (L A —L) por el Meta-Teorema de la Deduccién y
la Definicién de ~. Esto es - o_L.

Proposicion 4.16. La regla de explosion con respecto a la negacion —

L
L

(R-exp)

es derivable en G3j,.
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4.3.1. Teoremas de Robustez y Completitud

En esta seccidn, se presenta la adecuacion de G3;, con respecto a la matriz
semantica de G3’. El primer resultado que se presenta es el Teorema de
robustez de G3;,, este resultado relaciona aquellas férmulas que son teoremas
en G3;, con las formulas que son tautologias en G3'.

Teorema 4.17 (Robustez de G3}). Para cada T'U {p} C Form(L):
si I Fas; ¢ entonces T Faq, ¥

Demostracion. Cada esquema de axioma de G3j, evalia a 2, de acuerdo
a las tablas de Gj, es decir, cada esquema de axioma es una tautologia en
CGj;. Resta ver que las reglas de inferencia MP y exp preservan tautologias.
Primero, supongamos que @ y ¥ — 7 son tautologias. Si v toma el valor 0
para alguna tres-valuacién. Como 1) es una tautologia, debe tomar el valor
2. Por lo tanto, ¢ — ~ es forzada a tomar el valor 0 para esa valuacién. Esto
contradice la suposicién que ¢ — v es una tautologia. Entonces v nunca
toma el valor 0 y por lo tanto MP preserva validez.

Ahora supongamos que (¢ V ¥) vy (—¢ V ¢) toman el valor de 2. Entonces
ya sea que ¢ vale 2 o ¢ vale 2 y por otro lado que —¢ tome el valor 2 o ¥
tome el valor de 2. Si ¢ vale 2, entonces —¢ tiene un valor distinto a 2 y por
lo tanto v vale 2 esto por la segunda condicién. Ahora si ¢ toma un valor
distinto a 2, entonces 1) vale 2, esto por la primera condiciéon. En ambos casos
se cumple que v vale 2 y por lo tanto exp preserva validez. O

Ahora para probar el teorema de completitud de G3}, con respecto a G3',
se necesitan algunas definiciones y resultados previos.

Definicién 4.18. Una logica L es Tarskiana, si para cada conjunto de
formulas T’ U AU {a} C Form(L), se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Sia €l entonces ' F .
2. SiTFayl CA entonces A+ «.

3. SiAFayl'F B para cada f € A entonces I' - «.
Diremos que la logica L, es finitaria si satisface la siguiente propiedad:

4. SiI'F « entonces existe un subconjunto finito I'y de T, tal que I'y F «.
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Definicién 4.19. Sea L una logica Tarskiana. Un conjunto de formulas T’
es cerrado en L si, para cada formula : U 1 si y solo si € T.

Definicién 4.20. Sea L una légica Tarskiana y sea T'U {p} un conjunto de
formulas. Diremos que I' es p-saturado en L si, I' t/ ¢ pero ', = ¢ para
cualquier 1) ¢ T.
Teorema 4.21 (Lindenbaum-Los). Sea L una légica Tarskiana y finitaria
sobre un lenguaje Form(L). Sea TU{p} C Form(L) un conjunto de férmulas
tal que T' t/ . Entonces, existe un conjunto de formulas A tal que A es -
saturado en L y " C A.

G3}, es una logica Tarskiana y finitaria, ya que G3;, estd dada por un
calculo tipo Hilbert. Entonces, el Teorema 4.21 se puede aplicar. Por otro

lado, las siguientes propiedades se cumplen:

Lema 4.22. Sea A un conjunto p-saturado en G3y,. Entonces para cuales-
quiera formulas ¥ y v en Form(L), A satisface las siguientes propiedades:

1. Algs ¢ sty sdlo siyp €A,

2. (YVy)€eAsiysdlosipeNoyeA.

3. (W Ay) €A siysdlosiyeAyyeA.

4. Y €A sty solo st & A siy solo si——p € A.
5. Si~1 e A entonces ) & A.

6. Sivy e A entonces ) — v € A.

7. ~(yANY) € A siysdlo si (~yV ~1)).

8. Si~1Y & A entonces ~~ 1) € A.

9. v =Y A siysilosi(~yV)V(eyNey) e A.

Demostracion. La prueba de los incisos 1, 2 y 3, puede verse en [10], se
presenta ahora la demostracién de los incisos restantes.
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. Supongamos que ¥ € A. Si =) € A entonces por exp se tiene que la

formula ¢ € A, esto significa que A = ¢, lo cual es una contradiccion.
Reciprocamente suponga que =1 € A, entonces A, =) F ¢, por otro
lado, si ¥ € A, entonces A, F ¢, finalmente aplicando SPC con-
cluimos que A F ¢, nuevamente tenemos una contradiccién. La otra
demostracion es andloga usando el Axioma G3'-2.

. Del Lema 4.13 (k) sabemos que la férmula ~ ¢ — =) € A si supone-

mos que ~ 1 € A aplicando MP se tiene que =) € A y por lo tanto
b A

. Como ¢y € Ay ) — (v — 1) €A por MP tenemos ¢ — v € A.

. Primero veremos que (~ vV ~ ¢) =~ (y AvY)) € A. Por Pos3 y

Pos4 sabemos que (y AY) = vy (y Av) — 1, aplicandole a estas
férmulas el Lema 4.13 (c) y MP obtenemos que ~ v —~ (y A 9)
y ~ 1 —~ (v A ¢). Finalmente aplicando Pos8 y dos veces MP
concluimos que (~ YV ~ 1)) =~ (YA Y)) € A.

. Supongamos que ~ ¥ ¢ A y aplicando el Lema 4.22 (4) se tiene que

= ~ 1 € A. Luego por el axioma G3'-3 sabemos que - ~ 1) —~r~ 1)
y por una aplicacién de MP concluimos que ~~ 1 € A.

. Parte necesaria. Supongamos que (v — ¢) € A, luego por el Lema 4.22

(4), =(y = ¢) € A, y del axioma G3'-4 sabemos que —(y — ) <
(2~ Y A=) A (o7 V orp)), entonces ((— ~ Y A=) A(oy Vo)) & A,
esto ultimo implica que (= ~ vy A =) ¢ A o (oyVop) € A. En el
primer caso, si (- ~ vy A ) ¢ A, entonces =~ v &€ Ao —) & A.
Luego (~ vV ) € A. Y finalmente, (~ vV 1) V (ey A o)) € A.
En el segundo caso, si (oy V o)) € A, entonces por Definicién de o
tenemos que (—eyV o) & A. Luego ey € Ay o) € A. Por lo tanto
(ey Nerh) € Ay por ende (~y V1)V (ey A o)) € A.

Parte suficiente. Supongamos que (~ vV 1)V (ey A o)) € A, entonces
tenemos dos situaciones (—~y A =) € A o (oyVoh) & A.

a) (4~ A1) & Ay observando el axioma G3'-4 se tiene que
(Y =) €A

b) (oy Vo) & Ay de igual manera por el axioma G3'-4 se obtiene
que ~(y = ¥) £ A.
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En ambos casos se lleg a la siguiente conclusién, =(y — o) € A.
Aplicando el Lema 4.22 (4) tenemos que (y — ¢) € A, como se queria
probar.

]

Lema 4.23 (Lema de la verdad). Sea A es un conjunto p-saturado en
G3l, y h: Form(L) — V una Gy-valuacion tal que, para cada dtomo p

0 sit p€A,~peA

hip)=<¢ 1 sii pgA,~pgA
2 sii pEA

Entonces para toda o € Form(L) se cumple:

0 sit agdA~acA
hla)=< 1 sii agA~agA
2 st a€eA

Demostracion. Véase el Apéndice A. ]

Observe que en la tercera condicién se tiene que: ~ o ¢ A, pues en caso
contrario ~ a« = a — 1L € A, ademaés de la propia condicion tres tenemos
que a € A, ahora por una aplicacion de MP concluimos que L € A, lo cual
no puede ocurrir.

Ahora se prueba que G3' es completa con respecto a G3j,.

Teorema 4.24 (Completitud fuerte de G3}). Sea I' U {p} C Lx un
conjunto de formulas.

si ”:Gg @ entonces I Fas; ¢.

Demostracion. Supongamos que I' ¥gg; ¢, usando el Teorema 4.21, existe
un conjunto de férmulas A tal que A es yp-saturado en G3}, y I' C A. Por
el Lema 4.23, existe h una Gj-valuacion tal que h[I'] C {2}, pero h(p) €
{0,1} (pues ¢ ¢ A). Por lo tanto, I' ffgs ¢ y el teorema se cumple por
contrareciproca. O
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Capitulo 5

Loégica CG&

5.1. Semantica Multivaluada para CGj}

La légica CGj es una Légica Paraconsistente cuyos valores de verdad
estan en el dominio D = {0,1,2} y el conjunto de valores de verdad desig-
nados es D* = {1,2}. Las funciones de verdad de los conectivos A, V, — y —
se definen como en el caso de Gj y las podemos encontrar en la Tabla 5.1.

aflo 1 2] [Afot 2] [fo]or 2] [f]
00 00| [0]01 2] [0 222 0 |2
1 o1 1| |11 1 2] |1 [0 22 1|2
2 o 1 2] |22 2 2| |2 [01 2 2 |0

Tabla 5.1: Funciones de verdad de los conectivos A, V, — y = en CGj

5.2. Semantica de Kripke para CGj

Dada la estrecha relacion entre G5 y CGj es natural pensar que de existir
una semantica tipo Kripke para esta tltima, tendra que ser muy parecida a
la de G%. En realidad, podemos definir una semantica de tipo Kripke para
CGj de dos formas distintas. La primera basandonos en la semantica de Gj
y la segunda redefiniendo la nocién de validez como veremos a continuacion.

37
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5.2.1. Semantica basada en Gj

Definicién 5.1. Sean M = (W, R,v) un modelo de Kripke para G, w € W
y ¢ una formula. Definimos la relacién de modelado denotada por Fcgy
de la manera siguiente:

(M, w) FEca, ¢ siy solo si existe wRw' tal que (M, w') =y, ¢.
Teorema 5.2 (Monotonia). Sean M = (W, R,v) un modelo de Kripke para
5, ¢,y €W y ¢ una formula.
Si (M, z) Fcay w y Ry, entonces (M,y) Fcay, ¢-
Demostracion. Ver Apéndice B. m

El siguiente teorema establece una equivalencia entre la seméantica multi-
valuada y la semantica de Kripke para CGj.

Proposicion 5.3. Sean ¢ una formula en lenguaje de CGYy tenemos que
existe una interpretacion t : L — {0,1,2} tal que t(p) =0 si y sélo si existe
un modelo de Kripke para CGY cuya valuacion v es tal que v(p) = ().

Demostracion. Ver Apéndice B. O]

Teorema 5.4 ([8]). Sea ¢ una formula en el lenguaje de CGY, entonces:

”:ccg @ si y solo si para cualquier modelo de Kripke para CGY se tiene que
M Ecay ¢

Demostracion. Anéalogo al Teorema 4.5 empleando la Proposicién 5.3. O

5.2.2. Semantica cambiando la nocion de validez

Una manera alternativa de definir la relacién de modelado para CGY es
considerar que los modelos para CGj son aquellos para Gj pero cambiando
la Definicién 2.19 por la siguiente.

Definicién 5.5 ([8]). Una férmula ¢ se dice que es e-vdlida' en un modelo
M para la l6gica CGy si existe un punto x en M tal que (M, x) Fqy ¢

'E] uso de la letra e en e-valida es para remarcar que la caracterizacién de la validez
depende de un cuantificador existencial y para distinguirla de la nocién de validez en la
Definicién 2.19
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Lema 5.6 ([8]). Sea ¢ una formula en el lenguaje de CGy, entonces:

”:cc;g @ si y solo si para cualquier modelo de Kripke M para CGYy se
cumple que ¢ es e-valida.

5.3. Sistema deductivo de tipo Hilbert para
CG;

En esta seccién se presenta un sistema deductivo tipo Hilbert para CGY
este sistema es presentado por M. Pérez-Gaspar et al. en un trabajo en pro-
ceso de revisién titulado An aziomatic approach to CGY logic [32].

Sea L una teorfa axiomética formal para la 16gica CGY% definida sobre el
lenguaje ¥ = {A, —, -}, ademds se definen otros conectivos, que son consi-
derados como abreviaciones de la siguiente manera:

~p o= o= (tpAmp) (Negacion fuerte)
Vo = ~~@eA-p (Oper. inconsistencia)
eV = ((p—=v)=>Y)A (Y = @) = ¢) (Disyuncién légica)
e = (= Y)A W — @) (Equivalencia légica)

Las tablas de verdad de los conectivos ~,V,V y <+ pueden observarse
en la Tabla 5.2, el conjunto de formulas bien formadas se construye de la
manera usual, y se denota mediante Form(L).

[ ~[V] [v[io 1 2] (<0 1 2]
0] 2] 0 00 1 2 02 0 0
102 1)1 1 2 10 2 1
200 22 2 9 2 o 1 2

Tabla 5.2: Tablas de verdad de ~,V,V y <>

Ahora se presenta el conjunto de esquemas de axioma y las reglas de in-
ferencia para L.
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Esquemas de Axioma

Posl: ¢ — (¢ — ¢)

Pos2: (¢p = (v —0)) = (¢ =) = (p = 0))
Pos3: (p A1) — o
Posd: (p A1) =

Pos5: o = (¥ = (p A Y))
Cwl: pV -
CG-1: ((p =) =) =0
CG-2: ~=(p = ¥) © ((p = ) A (7 = 20))
CG-3: ~=(p AY) < (mmp A=)
CG-4: ~p = (mmp = ¢)
Reglas de Inferencia

o =P
r  ""MP
(0

Decimos que ¢ es derivable de I' en L, denotado como I' k-, ¢, si existe una
derivacion de ¢ de I' en L.

Como se puede observar, la lista de axiomas dada anteriormente contiene
unicamente los cinco primeros axiomas del fragmento positivo de la Logica
Intuicionista, ademas de Cwl, CG-1, CG-2, CG-3 y el axioma CG-4. El
siguiente teorema muestra algunos de los meta-teoremas de la teoria formal
L.

Teorema 5.7. Sean I', A conjuntos de formulas, y sean ¢, ¥ formulas ar-
bitrarias, entonces las siguientes propiedades se cumplen en L.

Monotonia Si T L o entonces ' U A F, .
Teo. de la Deduccion T, ot 1 siy solo si 'y o — 1.
Corte SiT Ly A ek entonces TUA ).

Reglas-AND DoAY siysolosi Ty oyl .
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Demostracion. La demostracién de Monotonia, Corte y Reglas-AND, se si-
gue de manera similar a la demostracién hecha en el caso de CG’3y, (véase
Teorema 4.8). A continuacién, se analiza la propiedad restante.

Teorema de la Deduccién. Como se tienen los axiomas Posl, Pos2 y
MP como la tnica regla de inferencia, entonces es verdad que si I', o Fp, ¥
entonces I' Fr, o — 1. El reciproco se obtiene aplicando Monotonia y MP a

[

Lema 5.8. Para cualesquiera formulas p,v,0 y &, las siguientes formulas
son teoremas en L.

(a) Fo—¢

b)) p=v, b —=okp—o

(c) o=, 0= (pAho) = (AL
(d) (o= (=) = (eAP) =)
(¢) o= W —=7)Fv—=(p—7)

(f) Fleny) & (P Ay)

(9) o= (e =) - )

(h) ¢ = o (p—=v)=00—=dko

Demostracion. Cada inciso puede ser demostrado usando Pos1-Pos5, MP
y Teorema de la Deduccion. ]

Vale la pena mencionar que en la lista de esquemas de axioma de L no
se incluyen todos los axiomas de fragmento positivo de 16gica Intuicionista,
sin embargo, se pueden derivar de esta lista, asi como de otros esquemas de
axioma bien conocidos algunos de ellos se muestran en el siguiente lema, su
prueba se puede encontrar en el Apéndice A.
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Lema 5.9. Las siguientes formulas son teoremas en L.

Pos6 : o= (p V)

PosT7 : v — (V)

Poss: (v =)= (0> 0) = (pVe > 0)
Cw2: Y = P

CG’3: Vo — ¢

ON: P

La importancia de la formula CG’3 puede verse a lo largo de la prueba
del teorema 5.19.

Teorema 5.10. Sea I' un conjunto de formulas y sean @, ¥ formulas arbitra-
rias, entonces la siguiente propiedad, prueba fuerte por casos, se cumple
en L.

DobFry y =LY sty solo si Ty, 1.

Demostracion. Supongamos que I', ¢ Fr ¢ y I', —p 1, 9. Usando Teorema
de la Deduccion tenemos que I' F, ¢ — ¢ vy I' b —¢p — 1), entonces
aplicando Pos8 obtenemos I" by, (¢ V =) — 1. Finalmente por el esquema
de axioma Cw1l y MP, tenemos que I' k-, ¢, como es requerido. O

5.3.1. Teorema de Robustez y Completitud

Ahora se prueba que CGYj es robusta con respecto a L, es decir, los
teoremas en L son tautologias en CGj.

Teorema 5.11 (Robustez de L). Sea ¢ una formula. Si ¢ es un teorema en

L entonces ¢ es una tautologia en CGj, es decir, sily, ¢ entonces Fcay, ¢-

Demostracion. Cada esquema de axioma de L evaltia a 1 o 2, de acuerdo a
las tablas de CGYj, es decir, cada esquema de axioma es una tautologia en
CGj5. Resta ver que MP preserva tautologias. Supongamos que ¢ y ¥ — v
son tautologias. Si 7 toma el valor 0 para alguna tres-valuaciéon. Como v es
una tautologia, debe tomar el valor 1 o 2. Por lo tanto, v — v es forzada a
tomar el valor 0 para esa valuacion. Esto contradice la suposicién que ¢ —
es una tautologia. Entonces v nunca toma el valor 0. O]
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Para demostrar el Lema 5.16, que es esencial para demostrar el teorema
de completitud se necesita el Lema 5.14, cuyas pruebas necesitan algunos
resultados adicionales, a saber, Proposicién 5.12 y Lema 5.13.

Proposiciéon 5.12. Para cualesquiera formulas ¢, ), las siguientes formulas
son teoremas en L.

(a) F~ o = (@ = V)

(b) (=) = (¢ =~ ) = (¢ = (7 A=)
(¢) F (= A==0) = (= A =)

(d) F(p = 9) = ((p =~ ) =~ @)

(e) Flp = 0) = (~ ¥ =~ )

(f) P~ = (v = (Y = 9) = (~ YA ~~ 3)))
(9) F (YA~ ) = (Y = @) A=Y = @)
(h) F (~~ YA~ ) = (P = )

(1) oo = (Y — )

(j) o =g

(k) Fib = (~ o =~ (¥ = )

(1) Fp =
(m) b (~re N e ) = (0 A Y)

Lema 5.13. Las siguientes férmulas son teoremas en L.

(a) b~ @ = =g

(b) b~ mp =

(¢) b= =~ =g

(d) b == =

() b o
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(f) o~
(9) Fr~ o = (2 = =)
(h) = ==(e AY) = ¢
(i) F (mp A=) = =(p A D)
(1) = (Vo AV) =ron (0 A1)
(k) = (Vo AVY) = =(p AY)
(1) F (7= AVY) =~ (9 = 3)
(m) = (m=e AVY) = (72(p = ¥) = =)
(n) = (== AVY) = (o = )
(1) = (Vo A=p) = (0 A1)
(0) F (Vo A==1h) = =(p A1)
Lema 5.14. Las siquientes férmulas son teoremas en L.
(a) === =~ g
(b) = Ve =~
(c) Fr o = =g
(d) b~ = ==(p = ¥)
(e) F == = ==(p = 1)
(f) B (VoA ~3) =~ (9 = )
(9) = (Vo AVY) = ==(p = 1)
(h) = (7= AVY) = V(e — )
(i) F (oA ~ ) =~ (0 = 1))
() b~ =~ (0 AY)
(k) = (Vo AVY) = V(e AY)
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() = (Vo A==p) = V(e Ay)

Ahora se prueba que CGj es completa con respecto a L. Para probar
que cada tautologia en CGj es un teorema en LL se sigue la estrategia de la
prueba de completitud utilizada para la Légica Proposicional Clasica dada
en [21] originalmente debido a Kalmar.

Definicién 5.15. Dada una tres-valuacion v de CGj y una formula ¢, se
define la formula p, llamada la ¥magen de ¢, como sigue:

@ st v(p) =2
po=14 Vo siv(p) =1
~@ st v(p)=0

Sea & un conjunto de formulas con @, se denota al conjunto {p,|p € O}.

Lema 5.16 (Lema de Kalmar). Dada una formula ¢ yv una tres-valuacion
en CGy, si Atoms(p) denota el conjunto de formulas en o, entonces Atoms(p), =

Po-
Demostracion. Véase Apéndice B. ]

El siguiente Lema resume algunos resultados importantes relacionados
con los conectivos =y ~.

Lema 5.17. Las siguientes formulas son teoremas en L:

(a) Fr~ @ = (0 = o)
(b) F ==~ = 2 = —mp)
(¢) F == = (e = =)
(d) == = 2=(p = 2mp)
(e) F=(p = —p) =~ ~p
(f) F=(p = ~mp) =

(9) F=(p = ==p) = —p

(h) F (mo A (p = ==p)) =~
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Demostracion. Ver prueba en el Apéndice B. m

Sélo se necesita un lema mas para dar la prueba de completitud, este
lema permite eliminar hipdtesis una vez que se muestra que ellas son inde-
pendientes de la derivacién.

Lema 5.18. Sean v, ¥ formulas y I un conjunto de formulas. Si T, ~—p F 1;
I'VeokEv yI',~@F1; entonces I' = 1.

Demostracion. Aplicando el Teorema de la Deduccién a F (¢ — ——¢) —
(p = =) tenemos que, ¢ — ——p, ¢ = . Mediante Corte a esta tlti-
ma férmula y la hipdtesis I', == F ), obtenemos T, (¢ — ——¢), ¢ F . Por
otro lado, del inciso h) del Lema 5.17, tenemos F (—p A (¢ = ==¢p)) =~ ¢,
ahora empleando el Lema 5.8, se deriva - (¢ — ——¢) — (mp —~ @),
y por el Teorema de la Deduccién se obtiene (¢ — =), —p F~ ¢, por-
que de esta férmula y la hipdtesis I',~ ¢ F 1 usando Corte, se con-
cluye que I', (¢ — ——¢), ¢ F 1. En este momento, hemos demostrado:
L= ), eyl (¢ = ——¢), ¢ F 1, entonces aplicando Prueba
Fuerte por Casos, se deriva I', (¢ — =) F 9.

Por otro lado, aplicando Reglas-AND al inciso f) y g) del Lema 5.17, se
obtiene (¢ — ——p) F (~~ p A =), equivalentemente, debido a la abre-
viatura de V, =(¢ — =) F Vo, entonces aplicando Corte a esta férmula
y la hipétesis I, Vi = 9, se concluye que T', =(p — =) F 4.

Por lo tanto, aplicando Prueba Fuerte por Casos a I', (¢ — ——p) F ¢ y
I, (¢ — =) F 9 se concluye que I' - ). ]

Finalmente se tiene uno de los principales resultados de este capitulo. La
demostracion es consecuencia del Lema 5.16, Lema 5.18 y el Teorema 5.7.

Teorema 5.19 (Completitud débil de L). Sea ¢ una formula. Si ¢ es
una tautologia en CGY, entonces ¢ es un teorema en L, es decir, si ”:CG;, ©

entonces Fr, .

Demostracion. Suponga que ¢ es una tautologia cuyo conjunto de férmulas
atomicas es @. Del Lema 5.16, se tiene que &, - ¢, para cada tres-valuacion
v. Entonces se tiene dos casos.

Caso 1:  siv(p) = 2, entonces @, F ——p.
Caso 2: siv(p) =1, entonces @, - V.
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En el caso @, F ==y, por el axioma Cw2 y Modus Ponens se tiene que
&, F p. Sea p cualquier férmula atémica en @ y sea I' := @\ {p}, entonces se
tiene que, I'y, p, F ¢ para cualquier v valuacién. Por lo tanto, se tiene que:
Ly,—pFop Ty, VpEopyl,,~pk e Porel Lema 5.18 se tiene que I', F .
Después de |®| pasos, finalmente se obtiene que F .

En el caso @, - Vi, por la férmula CG’3 y Modus Ponens se tiene que
?, F ¢. Sea p cualquier férmula atémica en ® y sea I' := @\ {p}, entonces se
tiene que, I'y, p, F ¢ para cualquier v valuacién. Por lo tanto, se tiene que:
Ly, pkEop, Ty, VpEopyD,,~pk . Porel Lema 5.18 se tiene que I', F .
Después de |®| pasos, finalmente se obtiene que F . ]

5.3.2. Teorema de Substitucion

Vale la pena mencionar que el simbolo <+ no define una relacién de con-
gruencia entre formulas en CGj. De hecho, es suficiente considerar que la
féormula (p — p) <> (pV ~ p) es un teorema; pero —(p — p) <> —(pV ~ p) no
lo es. Siguiendo un tratamiento similar al propuesto en [2], puede definirse
una nocién fuerte de equivalencia, un nuevo conectivo < como sigue. Escri-
bimos ¢ < 1 para denotar a la férmula: (¢ <> ) A (—p <> —).

Se puede verificar que ¢ <> 1 es una tautologia si y sélo si para cada
valuacién v uno de los siguientes casos es verificado; v(p) = v(¢¥); v(p) = 2
y v() = 1; v(p) = 2 y v(vv) = 2. Por otro lado, ¢ < 1 es una tautologia si
y sélo si para cada valuacién v, v(¢) = v(¢). Véase Tabla 5.3.

L

<~
0
1
2

o o no
— N O =
o~ Ol
I.\DI—‘O@
o oo
o N O
o O O

Tabla 5.3: Tablas de verdad de la bicondicional en CGY%

Definicién 5.20. Para un par de formulas 0, ¢ y un dtomo p, escribimos
0[¢/p| para representar la formula obtenida por reemplazar cada ocurrencia
del atomo p en 6 por la formula .
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Teorema 5.21 (Teorema basico de Substitucién). Sean ¢, 1, 0 formulas
y q un dtomo q. Si ¢ < 1 es una tautologia, entonces 0[¢/q| <> 0[/q| es
una tautologia.

Demostracion. Si ¢ < 1 es una tautologia entonces para cada v, una CGj-

valuacién, v(p) = v(1). Por lo tanto, v(0]p/q]) = v(0[¢/q]) asi, Olp/q] <
0[¢)/q] es una tautologia. O

Definicién 5.22. Sea ¢ una formula en el conjunto I' y supongamos que
damos una deduccion i, ...,1Y, de I', junto con la justificacion para cada
paso en la deduccion. Decimos que 1; depende de p en esta prueba si y
solo si:

1. v; es ¢ y la justificacion para ; es que pertenece a I', o

2. 1; esta justificada como una consecuencia directa por MP de algu-
nas formulas precedentes de la sucesion, donde al menos una de estas
formulas precedentes depende de .

Proposicion 5.23. Si la formula ¢ no depende de p en ', Fcay, ¥, en-
tonces I’ l_CGg P

Demostracion. La demostracién es similar al proceso propuesto en [21]. [

Lema 5.24 (Substitucién). Sean p; y o dos formulas en CGY, tales que
Feay @1 <> 2, y tales que esta derivacidn no depende de Vo — ¢. Sean 0
una férmula y p un dtomo. Entonces Fcay, 0]¢1/p] <> 0[p2/p).

Demostracion. La prueba es similar a la propuesta en [25]. O

5.4. Comparaciones de CGj con otras légicas

Vamos a comparar ahora CGj con otras logicas. En este punto del andlisis
estamos en posicion de tratar teoremas y tautologias en CGj de igual ma-
nera. Como se mencioné anteriormente, cualquier tautologia en Gj es una
tautologia en CGj, por lo tanto, cualquier teorema en Gj es un teorema en
CGj5. Ademas de esto, tenemos que la férmula:

(¢ —=0) = (g =¢) =0) = 0)
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es un teorema en CGj. Sin embargo, esta férmula no es un teorema en Gj.

Es un resultado notable, ya que confirma que CGj es una extensién propia
de Gj.

Por otro lado, es bien sabido que, en algunas légicas, como la logica Z,
desarrollada por Béziau en [5]; en la légica daC de da Costa y en la légica
G4}, la propiedad ——-necessitation se verificada, para méas detalles véase [17].
Esta propiedad establece que, si ¢ es un teorema en la légica X, entonces
también ——¢ debe ser un teorema en X. Esta propiedad, sin embargo, no es
verifica en CGjy, para ver esto basta con considerar a la férmula pV ~ p, que
es un teorema en CGYj, sin embargo, su doble negacién =—(pV ~ p) no lo es.

Otra féormula importante es una de las leyes de De Morgan, a saber, la
férmula (-p A =1p) — =(¢ V ¥), que es un teorema en CGj5 pero no es un
teorema en Z. Como un simple corolario de estos ejemplos se tiene que:

Corolario 5.25. CGj y Z son incomparables.

En la Figura 5.1 se presentan algunas logicas relacionadas con CGj, las
flechas en la figura significan contenciéon. PH; es equivalente a S e IPC™.
L5 es equivalente a T'CC,,. Estas logicas: S, IPC™ y TCC,, se puede ver en
[26]. P-FOUR es una logica 4-valuada y estd definida en [27] y se estudia
con mas detalle en [28]. daC’ se define debilitando una regla de inferencia
satisfecha por la légica daC. Z1 y P-FOUR' son extensiones de Z. Estas
légicas daC’, Z1 y P-FOUR' se puede ver en [30].

71, P-FOUR, P—]—"OUR’)

Figura 5.1: Relaciones entre légicas cercanas a CGjy
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Veamos ahora que la légica de tres valores L3 de Lukasiewicz y CGj
tienen el mismo poder expresivo. Para construir la légica tres-valuada L3 de
Lukasiewicz considérese un lenguaje proposicional £, un conjunto numerable
de férmulas atémicas, el conjunto de conectivos binarios {—p3, Ars, Vis}, el
conjunto de conectivos de aridad uno {—p3, o3, Ops} y la constante légica
J—L3-

Lema 5.26. En L3 si consideramos — g3 y Lz3 como conectivos primiti-
vos podemos obtener el resto de conectivos como abreviaturas de la siguiente

manera:
eVizh = (P =) 2y
—3p = 9=zl
A3 = —ps(Tse Vi 1s)
Or3p =T3P PR3 P
U3 = (e =3 T3w)

Demostracion. La prueba sigue se directamente de las tablas de verdad de
L3. O

Lema 5.27. Los conectivos de CGy son definibles en el lenguaje de los
conectivos de LS.

Demostracion. Es suficiente mostrar que “ca, Y —rcay son definibles en
términos de los conectivos en L3, ya que el resto de conectivos tienen las
mismas tablas de verdad en ambas légicas. Observe lo siguiente:

* ca,p =Ly
» Y oGy ¥ = (SD —L3 ¢> Ars HUrs—Ls (DL?ﬁL?, (DLSﬁLzz(DL?ﬁLSSD) —L3 Tﬁ))

]

Lema 5.28. La negacion y la implicacion L3 pueden ser expresadas en térmi-
nos de los conectivos de CGy.

3¢ = (¢ —eay (PAca,ca,p))Aea, (PVea, (¢ —cay ca;~ca,®))
¢ =130 = (¢ Acay, "cay) Veay (¢ —cay )

Observe que L3 = —p3(0 =13 ).
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Teorema 5.29. Los conectivos de L3 pueden ser expresados en términos de
los conectivos de CGy y viceversa.

Demostracion. Directo de los Lemas 5.26, 5.27 y 5.28. ]
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Conclusion

Las légicas paraconsistentes son sistemas 16gicos que intentan tratar las
contradicciones en una manera cautelosa. También, las l6gicas paraconsisten-
tes se ocupan del estudio y desarrollo de sistemas tolerantes a la inconsisten-
cia. Las logicas tolerantes a la inconsistencia existen desde 1910, la palabra
paraconsistente (mds alld de la consistencia) fue propuesta por el filésofo
Peruano Francisco Miré Quesada en 1976.

En este trabajo estudiamos algunas logicas no clasicas desde un punto de
vista semantico y sintactico. Primero hicimos un estudio de algunas logicas
como Int, Gs y daC. Después de eso, nos enfocamos en Gj y obtuvimos
una caracterizacion en términos de los modelos de Kripke, posteriormente
se dota a esta légica de una teoria axiomatica formal para desarrollar teoria
de prueba. La técnica utilizada para obtener la axiomatizacion fue mediante
conjuntos @-saturados.

También, se proporciona una teoria axiomatica formal para CGj. La
l6gica CGYj se defini6 en [11] por medio de seméntica multivaluada. En este
trabajo se da:

» Una caracterizacién de CGY% usando los modelos de Kripke. Gracias
a la semantica tipo Kripke para estas légicas, obtuvimos una nueva
herramienta que puede ayudarnos a tener una mejor comprensién de
estas logicas paraconsistentes.

» Una axiomatizacién tipo Hilbert para CGj, este sistema axiomdatico
satisface muchas propiedades, como las que se presentan en Lema 5.8
y Teorema 5.7. Entre estas propiedades podemos mencionar Teorema
de Deduccién, Transitividad, Reglas-AND, Corte, &c. En Lema 5.9 de-
mostramos que esta axiomatizacion contiene el fragmento positivo de
la Légica Intuicionista, incluso mas, el fragmento positivo de la Légica
Clasica esta contenido en IL. Vale la pena mencionar que esta axio-
matizacion es una extension de la axiomatizacion para C,. Probamos
que esta teoria axiomatica formal es robusta y completa con respecto
a CGj, y estudiamos la propiedad de sustitucién para esta légica.
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= Mediante esta axiomatizacion realizamos algunas comparaciones con
otras logicas como Z y G% y también mostramos que L3 y CGj tienen
el mismo poder expresivo.

Como trabajo futuro, planeamos analizar si CGj es algebraizable en el
sentido de Block y Pigozzi.
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Apéndice A

Pruebas de la Légica Gg

A.1. Semantica tipo Kripke

Demostracion de la Proposicién 4.5
Haremos la prueba por induccién sobre la longitud de la férmula ¢.

= Base. Supongamos que ¢ = p, en donde p es una férmula atémica,
entonces el resultado se verifica directamente de la Definicién 4.3.

H.I. Supongamos que, si ¢ tiene longitud n, entonces la traduccién se
satisface.

Paso inductivo. Sea ¢ de longitud n+1, entonces tenemos lo siguiente:
= El caso de la disyuncion: si p =9 V 7.

i) [=] ! tlp) = 0siysdlosit) =t(y) =0, en donde ¢ y v
tienen longitud menor o igual que n, entonces por H.I. se tiene
que v(v)) = v(y) = 0. Por lo tanto, v(¢ V) = v(p) = 0.

(<] Supongamos que v(1)V~y) = (), esto implica que v(¢p) = v(y) =
(), entonces por H.I. se tiene que t(1)) = t(y) = 0. Por lo tanto,
t(y V) =0.

1Usaremos [=] como sfmbolo para indicar que demostraremos la parte necesaria de
una proposicién y [<] como simbolo para indicar que demostraremos la parte suficiente.

95
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i) [=] t(e) = 1 siy sélo si max{t(y),t(v)} = 1. Supongamos sin

pérdida de generalidad que (1)) = 1, luego por hipétesis de in-
duccién tenemos que v(y)) = {T'}, entonces v(¢ Vv) = {T'}.
[«<] Supongamos que v(v) V ) = {T'}, entonces v(¢)) = {T'} o
v(y) = {T}. Supongamos sin pérdida de generalidad que v(v)) =
{T}, entonces v(y) = {T'} o v(y) = 0, luego por hipétesis induc-
tivat(y) =1y (t(y) =1o0t(y) =0). Asit(p V) = 1.

iii) [=] t(p) = 2 si y sélo si maz{t(¢)),t(y)} = 2. Supongamos sin
pérdida de generalidad que (1)) = 2, entonces v(v)) = {H, T}, asi
U(¢ \% 7) = {H7 T}'

[«<] Supongamos que v(1)V~y) = {H,T}, entonces T € v(¢)) o T €
v(7y). Supongamos sin pérdida de generalidad 7" € v(v)), entonces

v(v) = {H,T} luego por hipétesis inductiva t(1)) = 2. Asi t(¢ V

7) =2

= El caso de la conjuncién: si ¢ =) A~.

i) [=] t(p) = 0 siy sblo si min{t(¥),t(y)} = 0. Supongamos sin
pérdida de generalidad que t(¢)) = 0, entonces v(1)) = (). Asi
v Ay) =0
[«<] Supongamos que v(Avy) = 0, entonces H ¢ v(¢)) o H ¢ v(7).
Supongamos sin pérdida de generalidad que H ¢ v(%), entonces
v(¢) =0, luego t(v) = 0, asi t(yp Ay) = 0.

i) [=] t(p) = 1 siy solo si min{t(¢)),t(y)} = 1. Supongamos sin

pérdida de generalidad que t(¢)) = 1, entonces v(¢) = {T'} y
v(y) = {H,T}. Por lo tanto, v(¢» Ay) = {H,T}.
[«<] Supongamos que v(y) Ay) = {T'}, entonces v(¢p) = {T} y 0 #
v(y) C{H, T} ov(y) ={T} y 0 # v(¢) C {H,T}. Supongamos
sin pérdida de generalidad que v(¢) = {T'}, entonces vy (Y A7) =
0, vr( Ay) =1. Asi v(p Ay) ={T}.

i) [=] t(p) =2siysdlosit(y) =1t(y) =2siysdlosiv(y)={H,T}
y v(y) ={H,T}. Por lo tanto, v(¢v Avy) = {H,T}.

[«<] Supongamos que v(¢) Ay) = {H, T}, entonces v(¢p) = v(y) =
{H, T}, por hipdtesis inductiva tenemos que t(¢)) = t(v) = 2. Por
lo tanto, t(y Ay) = 2.

= El caso de la implicacién: si ¢ =1 — 7.
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i) [=] t(p) =0siysolosit(y) e {1,2}yt(y) =0, entonces

a) t() =1y t(y) =0, entonces v(v») = {T} y v(y) = 0, luego

v =) =0y v — ) = 0. Por lo tanto, v(¢) — ) = 0.

b) t(¥) =2y t(y) = 0, entonces v(¢)) = {H, T} y v(y) = 0, luego

v —v) =0y vp(¢p — ) = 0. Por lo tanto, v(v) — ) = 0.

[«<] Supongamos que v(¢p — ) = 0. vp(yp — ) = 0, entonces

vr(¢) = 1y vr(y) = 0, entonces v(y) =0y 0 # v(v) € {H, T}

por hipétesis inductiva t(y) = 0y t(¢0) € {1,2}, entonces t(¢p —
7) = 0.

ii) [=] t(¢) = 1siysdlosit(y) =2y t(y) =1, entonces v(¢p) =
{H, T}y v(y) = {T}, luego vy (¢ = 7) = 0y vr(¢p =) = 0.
Por lo tanto, v(¢p — v) = 0.

[<] Supongamos que v(¢) — ) = {T'}, entonces vy (¢ — v) =0,
es decir que vy (¢) = 1y vy (y) =0y vr(¢b — v) = 1 ademds como

vy (¥) = 1, entonces vr(¢)) = 1 = vp(y). Luego v(¢v) = {H, T},
v(y) = {T'}, asi por hipétesis de induccién () = 2 y t(y) = 1.
Por lo tanto, t(¢) — v) = 1.

iii) [=] Si t(y) = 2 entonces tenemos cuatro subcasos:
a) t() =t(y) = 0, entonces v(¢) = v(y) = 0, entonces vy (1) —
v) =1y vr(b — 7) = 1. Por lo tanto, v(vp — ) = {H,T}.
b) t() =0y t(y) = 1, entonces v(vp) = 0y v(y) = {T}, luego
vpg(Y — v) =1y vr(¢p = ) = 1. Por lo tanto, v(yp — ) =
{H,T}.
&) t(¥) = 1y t(7) = 1, entonces v(8) = {T} y v(r) = {T},
luego vy (¢ — v) =1y vr(¢» — ) = 1. Por lo tanto, v(¢) —
v) ={H,T}.
d) t(v) € {0,1,2} y t(v) = 2, entonces v(vy) = {H,T}. Por lo
tanto, v(¢y — v) ={H,T}.
[«<] Supongamos que v(¢) — ) = {H, T}, entonces vy (¢ — ) =
lyovr(p =) =1
a) Siwv(y) = {H,T}, entonces v(vy) = {H, T}, entonces t(¢)) =
t(y) =2. Asit(yp =) =2.
b) Siv(v) = {H}, entonces O # v(vy) C {H,T} y por hip6tesis
de induccién t(¢) =1y t(vy) € {1,2}. Asi t(yp — ) = 2.
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¢) Siv(y) = 0, entonces por hipdtesis de induccién ¢(¢p) = 0y
ty =) =2

= El caso de la negacidn: si ¢ = ).

i) [=] Sit(¢) = 0, entonces t(¢)) = 2, luego por H.I. v(v)) = {H, T},

luego vy (=) = 0 = vp(—) ya ni que en H ni en T existe evi-
dencia por abajo de ellos de que 1 sea falso.
[«<] Si v(p) = 0, entonces vy(—)) = vp(—y) = F, entonces no
existe evidencia en H ni en T de que 1 sea falso. Por lo tanto,
va(¥) = vr(¥) =V y v(¢) = {H,T}, por HI £(y)) = 2y de la
Definicién t(—) = 0.

ii) [=] Si t(p) = 2, entonces t(¢p) € {0,1}, luego por H.I. v(¢p) = 0
o v(yp) = {T}, entonces vy(¢)) = 0. Por lo tanto, vy(—7) =
vp(—) =1, luego v(—) = {H,T}.

[«<] Si v(p) = {H,T}, entonces en H y T existe evidencia por
abajo de que 1 sea falso, entonces vy (1) = 0, luego v(¢)) = 0 y
por H.I. t(¢)) = 0 y de la Definicién tenemos t(p) = 2.

iii) No es posible que v(¢) = {T} puesto que v(p) = {T'} entonces
vr(—1) = 1 es decir, existe evidencia por abajo de T' de que 1 es
falsa, entonces vg (1)) = 0. Por lo tanto, vg(—¢) = 1. Asi v(—¢)) =
{H,T}.

A.2. Teoria de Prueba

A continuacion, se presentan las pruebas de las afirmaciones que no se
muestran en el cuerpo de la tesis. Usamos las siguientes abreviaturas: TD
para Teorema de la Deduccién, Hip para Hip, abrev. para Abreviacion, Prop
para Proposicién, R-AND para Reglas-AND, Mon para Monotonia, SPC
para Prueba Fuerte por Casos, Def para Definicién y Cut para Corte.

Demostracion del Lema 4.13 Se presenta la demostracién de cada inciso:

(@) L (mpA-myp)

Por el Teorema de la Deduccién restringido veamos lo siguiente:
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e Ak L
1. —p A Hip
2. —p = (e — 1) G3'-2
3. (mp A=) = L
4. 1 MP(1,3)
5. o AN——p kL 1-4
L E(mp A=)
1.0 Hip
2. L= (mpA-mp) G3'-1
3. — A\ @ MP(1,2)
4. LF(mpA-p) 1-3
(b) ~ ek e = (mpA-mp)
1. ~ Hip
2. p—=1 abrev. ~
3. okl TD
4. LF-pA-gp Parte a)
5. e (mp A=) Cut(3,4)
6. © = (mp A =) TD
e = (e A—mp) b~
L o= (mpA-y) Hip
2. %) Hip
3. A MP(1,2)
4.  —pA-—pk L Parte a)
5. L MP(3,4)
() Flp—=¢) = (v =~ o)
1. p, o=, v — L EFL MP
2. 1+ (—|(p A _\_|(p) Parte a)
3. o= = LE (o A-mp) Cut(1,2)
4. o=, = LEp—o (e A-mp) TD
5. o=~~~ abrev. ~, (b)
6. Flp—=9)—=(~Y—=~y) TD
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(d) F~ (V) = (~eA~1h)

N otk W

~
o
~

= N A i ol

= e

(f)

=N

(8)

S G LN

o= eV
Y—=eVy

i

E<p—>(<pvw);—> (~(pVe) =~ @)
(o Vip) =~ )

Y= (pVih)) = (
~(pVih) =~
~ (e V) =~
~ (V) = (~ A~ )

~ PN~ P~ (o V)

~ QN ~ P

(~ oA~ P) =~
(~ A~ P) =~y
~

~

=1

P — L

(p=L) = ((W—=L1)=((pve) = 1))

(¥ —=L1) = ((pVvy)— 1)
(pVy) = L
~ (p V)

~ P
-y
- — L
1

~ e

~ o,k L
1=

~ g, p B o
- [ P

~ T, g e

Pos6

Pos7

Parte c)

Parte c)
MP(1,3)
MP(2,4)
R-AND(5,6)

Hip

Pos3
Pos4
MP(1,2)
MP(1,3)
abrev. ~
abrev. ~
Pos8
MP(5,6)
MP(4,7)

abrev. ~

Hip

Hip
abrev. ~
MP(2,3)

Parte f)
Posl11, MP
Cut(1,2)
i

Mon
SPC(3,5)



A.2 Teoria de Prueba

61

G o=

(h)

O NG WD

—~
o
A

G o=

_‘_'QD
—p = (2 = (2 A )
P — (—\—|(p A —\—\—\gp)

N_|(p

SR T
Equivalentemente:

~r i, B (o = )
Aplicando la parte c¢) tenemos que:

(p=>1L)—=>Lv—->1F(p—=v)—> 1L

o=

P — L

(p—>L)— 1

p—= L1

1

e, =L (p—L)—1F 1L
v=L(p—=1)=>1F(p—=y)—> L
~ P, o~ (o =)

Fe— (~ v o (e )
Equivalentemente:

P~ (o= ¢)
Equivalentemente:

0,0 —= LE(p—=¢)— L

'
P — L
o=
(0
1

Hip
G3'-2

MP(1,3)
Parte b)

Hip

Hip

Hip
Trans(1,2)
MP(3,4)
1-5

TD

Def ~

Hip
Hip
Hip
MP(1,3)
MP(2,4)
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(G) Fr~e = (=)
1. v, p—LFL1 MP
2. Lk G3'-1, MP
3. pe—>LlEY Cut(1,2)
4. o, ~pkF Def ~
5. ~pk(p—=1) TD
6. ~p—=(p—=) TD
(k) F~p— g
1. ~ @, D@ F Mon
2. ~p, ok p Parte j), MP
3. ~ ko SPC(1,2)
4. ~p =P TD
0 ~@AY)FY o~y
Equivalentemente:
(A7) = Lo — (7= 1)
1. WAy — 1L Hip
2. P Hip
3. v Hip
4. (A7) R-AND(2,3)
5. L MP(1,4)
Y o~y b~ (P AY)
Equivalentemente:
by = LE@WAy) =1L
1. P Hip
2. y— L Hip
3. (YvA9) Hip
4 (WA7) =y Pos4
5. 5 MP (3,4)
6. L MP(2,5)

~(~ (@A) Ay =~y

La demostracién es similar al hecho en este inciso.
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Observe que los incisos m, n y n son teoremas de Int y por lo tanto son
derivables en G3y,.

Demostracion del Lema 4.23

La demostracion se hara por induccion sobre la complejidad de la férmula a.

= Base. Supongamos que a = p, donde p es una férmula atémica, enton-
ces se verifica por la Definicion de h.

H.I. Supongamos que la afirmacién se verifica para cada férmula de
complejidad menor que la de «; esto es, si § es una férmula que tiene
complejidad menor que la de «, entonces se cumple que:

h(B) =0 sii B¢T,~Bel
hB) =1 sii BT, ~BET
hpB)=2 sii BeT

Note que, es suficiente probar la parte “necesaria” de la afirmacion,
pues las tres condiciones del lado derecho son incompatibles por pares,
ademads h(f) sélo puede tomar uno de los siguientes valores 0, 1, 2. Por
ejemplo, si la primera condicién del lado derecho de la afirmacién se
cumple para una férmula [, entonces las otras dos condiciones son fal-
sas y por lo tanto h(fB) ¢ {1,2}. Asi, h(5) debe ser 0.

Paso inductivo. Sea o de complejidad n + 1.

= El caso de la negacién: si a« = —1).

1. Supongamos que h(«) = 0, debemos verificar dos cosas que o ¢ A
y ~a € A. Como 0 = h(a) = h(—) = —h(¢). Por la tabla de
la negacién (=) se tiene que h(1)) = 2. Como v es de complejidad
menor que la de o por H.I. se tiene que ¢» € A y por el Lema
4.22 (4), == € A. Ademas, por el Lema 4.13 (g), concluimos
que ~ = € A.

2. Ahora, supongamos que h(o) = 1. Por demostrar que @ ¢ Ay
~ a ¢ A. Como h(a) = 1, entonces h(—1)) = —h(¢) = 1. De la
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tabla de la (=) se ve que no hay posibilidad para alguna férmula
de que su negacion tome el valor de 1. Por tanto, no es posible
que h(a) = 1.

3. Finalmente, supongamos que h(a) = 2, debemos demostrar que
a € A. Como 2 = h(a) = h(—)) = —h(1)). Observe que de la
tabla de la negacién (—) se tiene que h(¢)) € {0,1}. Como 1 es de
complejidad menor que la de o por H.I. se tiene que ¢ € A, y por
el Lema 4.22 (4) se concluye que =) € A.

= El caso de la conjuncién: Si a = S A ~.

1. Primero, supongamos que h(a) = 0. Por demostrar que o ¢ Ay
~ a € A. Como h(a) = 0, entonces h(SAY) = h(B) Ah(vy) =0, de
acuerdo con la tabla de la conjuncién (A), tenemos que: h(8) =0
o h(v) = 0. Analicemos ambos casos:

a) h(B) =0. Como 8 es de menor complejidad que «, aplicando
H.I. tenemos que f € Ay ~ € A. Notemos que (BA7) € A
pues en caso contrario si (8 Av) € A entonces por el Lema
4.22 (3) deberia ser que 5 € A, lo cual es una contradiccion.
Por otro lado, como ~ 3 € A, por el Lema 4.22 (6) tenemos
que (y —~ () € A. Finalmente, aplicando el Lema 4.22 (7)
tenemos que ~ (S Ay) € A.

b) h(y) = 0. Anélogo al anterior.

2. Supongamos ahora que h(a) = 1, en este caso debemos verificar
dos cosas que: « € Ay ~ a € A. Dado que h(a) = 1, se tiene que:
h(5 A~) = h(B) A h(vy) = 1, observando la tabla de la conjuncién
(A) tenemos dos casos: (h(8) =1y h(y) € {1,2}) o (h(B) € {1,2}
y h(7) = 1).

a) h(B) =1y h(v) € {1,2}. Aqui tenemos dos subcasos:

1) h(B8) = 1,h(y) = 1. Como a v y [ se les puede aplicar
H.I. pues ambas férmulas son de complejidad menor que
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b) h(B

la de «, entonces tenemos que S € A, ~ B & A, vE Ay
~ v & A. Se debe cumplir que (5 A7) € A pues en caso
contrario (BAy) € A, entonces el Lema 4.22 (3) obligaria a
que 8 € A, lo cual es una contradiccién. También se cum-
ple que (~ BV ~ 7) € A en caso contrario tendriamos
que (~ BV ~ ) € A aplicando el Lema 4.22 (1) tenemos
que ~ 3 € A o ~~v € A nuevamente una contradiccion.
Por el Lema 4.22 (7) se concluye que ~ (S A7) € A.

h(8) = 1,h(y) = 2. Como v y /8 son féormulas de comple-
jidad menor que la de o entonces por H.I. tenemos que
BE&A ~p&Ay~ye A Supongamos que (BA7y) € A
entonces por el Lema 4.22 (3), 5 € Ay v € A lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto (5AY) ¢ A. Por otro lado,
si suponemos que ~ (5 A7) € A, entonces por el Lema
4.22 (7), (~ vV ~ B) € A. Aplicando el Lema 4.22 (1)
tenemos que ~ f € Ao~y €A, pero~ ¢ Ay como
h(~) = 1 entonces ~ v ¢ A lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto ~ (B A7) & A.

) € {1,2} y h(y) = 1. Este caso se verifica de manera

analoga al anterior.

3. Supongamos que h(a) = 1. Por demostrar que o € A.

Como 1 = h(a) = h(B Av) = h(B) A h(v). Entonces h(5) =1 =
h(7y). Como B y = son de complejidad menor que la de ¢ por H.I.
se tiene que § € Ay v € A. Por lo tanto, aplicando el Lema 4.22

(3) (BA7) € A.

= El caso de la disyuncién: Si a =3V 7.

1. El primer caso es h(a) = 0, en este caso tenemos que ver que
se cumple lo siguiente: « € Ay ~ a € A. Dado que h(p) =0
entonces 0 = h(S V) = h(5) V h(v) se debe cumplir que h(8) =0
y h(y) = 0y por ser 8y v de menor complejidad aplicando H.I.
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se tiene que f ¢ A~ € Ay € Ay ~ v € A. Aplican-
do el Lema 4.22 incisos (1) y (3) tenemos que (V) € Ay
(~ BA ~ ) € Ay por el Lema 4.13 (e) sabemos que a partir de
(~ BA ~ ~) € A podemos construir una prueba de ~ (V). Por
lo tanto, ~ (5 V) € A.

. Ahora supongamos que h(«) = 1, para este caso tenemos que de-

mostrar lo siguiente: a € Ay que ~ a € A. Como 1 = h(p) =
h(BV ) = h(B) V h(v) se debe cumplir que h(5) =1y h(y) = 0;

h(B) =0y h(y) =10 h(8) =1= h(y) y por ser 5y v de menor
complejidad aplicando H.I. se tienen los casos siguientes:

a) BEA~B & ANy & A~~~ A Aplicando el Lema 4.22
incisos (1) y (3) para este caso, se tiene que (8 V vy) € A
y (~ BN ~ ) € A, también por el Lema 4.13 (d) que
~ (BV7y) = (~ BN ~7) €A, entonces si suponemos que ~
(BV~) € A aplicando MP tendriamos que (~ SA ~ ) € A,
una contradiccion, por lo tanto ~ (5 V y) € A.

b) B A ~BeAvEA ~v¢&A, La prueba de este caso es

completamente analoga al caso anterior.

c) BEA~BENyEA ~yEA Enestecaso (3Vy) ¢l y

(~ BN ~ ) & T, por el mismo argumento que el caso anterior
concluimos ~ (V) € T

. El ultimo caso es suponer que h(a) = 2 y demostrar que ¢ € T

Como 2 = h(p) = h(BVy) = h(B) V h(y) entonces h(B) = 2 o
h(y) =2.Si h(B) =2 por H.I. p € " y por Lema 4.22 (1) se tiene
que (BV ) €I'. Un caso similar sucede cuando h(y) = 2.

= El caso de la implicaciéon: Si a =5 — 7.

1. Supongamos que h(a) = 0, debemos demostrar que o« ¢ A 'y que

~ «a € A. Por el Lema 4.22 (5), basta con probar que ~ o € A.
Como h(p) = 0, se tiene que: h(5 — 7v) = h(B) — h(y) = 0. De
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acuerdo con la tabla de la implicacién tenemos que: (h(8) =1y
h(v) =0) o (h(B) =2y h(y) = 0). Analicemos ambos casos:

a) h(B) =1y h(y) = 0. Dado que B y 7 son de menor compleji-
dad que ¢, aplicando H.I. tenemos que 8 € A, ~ 3 & A, v & T’
y ~v€A. Como ~ & A por el Lema 4.22 (8), ~~ 5 € A
también ~ v € A y por el Lema 4.13 (h) se cumple que:
~r = (~y =~ (B — 7)), aplicando MP dos veces obte-
nemos ~ (8 — ) € A.

b) h(B) =2y h(y) =0. Como [y 7 son de menor complejidad
que ¢, aplicando H.I. tenemos que f € A,y € Ay ~ v € A.
Como se cumple que 8 — (~ v —~ (S — 7)) por el in-
ciso (i) del Lema 4.13, aplicando MP dos veces obtenemos
~ (B =) €A

2. El siguiente caso es h(a) = 1, aqui tenemos que ver que o € Ay
que ~ a & A.

Dado que h(a) = 1, entonces h(8 — ) = h(8) — h(y) = 1. De
acuerdo con la tabla de la implicacién (—) tenemos que: h(f) = 2
y h(y) = 1. Aplicando H.I. tenemos que f € A,y € Ay ~ v & A.
Si suponemos que f — v € A tendriamos que v € A, una con-
tradiccién. Por lo tanto, 8 — v € A. Ademas, si suponemos que
~ (8 — 7) € Ay por otro lado sabemos por el Lema 4.13 (k)
que ~ (8 — v) = —=(8 — ) obtendriamos —(5 — 7) € A y de
aqui que  — v € A lo cual es una contradiccién, por lo tanto
~(B—7) & A.

3. Por dltimo, supongamos que h(a) = 2. Por demostrar que a € A.
Por hipétesis tenemos que h(a) = 2, entonces h(5 — ) = h(f) —
h(y) = 2. De acuerdo con la tabla de la implicacién (—) tenemos
los siguientes casos: h(5) = 0; h(y) =2 0 h(B) =1 = h(y)

a) Si h(B) = 0, aplicando H.I. § € A,~ § € A. Por el Lema
4.13 (j) se sabe que ~  — (8 — 7) € A, aplicando MP
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obtenemos f — v € I

Si h(y) = 2, recordar que v es de complejidad menor que la
de a entonces al aplicar H.I. tenemos que v € A. Por el axio-
ma Posl sabemos que 7 — (8 — 7) € A, aplicando MP
obtenemos g — v € A.

Si h(B) = 1 = h(y) por H.I. tenemos que: f & A~ [ ¢
AyEAy~~vy¢gA. Del Lema 4.22 (4) y (8) tenemos enton-
ces que 7 € A,~~ e A=y € Ay ~~ v € A. Por otro
lado por el Lema 4.22 (9), sabemos que:

(~BVAy)V ((NNB/\—'ﬁ)\/(va/\—W)> € A siy sélo si
B —veA.

Se verifica que (~~ A =f) V (~~ 7 A=) € A es decir el

segundo disyunto es elemento de A. Por lo tanto, f — v € A.
Esto concluye la prueba.
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Pruebas de la Loégica CG?3

B.1. Semantica tipo Kripke

Demostracién del Teorema 5.2
Supongamos que (M, z) Fcay ¢ ¥ ©Ry. Por demostrar que (M, y) Fcay, ¢-

Haremos la prueba por induccion sobre la complejidad de .

= Base. ¢ = p, en donde p es una férmula atémica, entonces tenemos
dos casos:

1. Si z = w, entonces tenemos dos subcasos:

e y=wy como (M,z) Fcg, p, entonces existe wRw* tal que
(M,w*) Fa, py como xz = w =y, sea w* = y. Por lo tanto
<M7 y) ):CGQ p-

e y=w'y como (M,z) Fcg; p, entonces existe wRw* tal que
(M, w*) gy p, entonces tenemos dos subcasos:

a) si w* = w, entonces v(p) = {w,w'} asi y = W' € v(p),
entonces (M,y) =gy p- Por lo tanto (M, y) Fcay p-
b) si w* =w', entonces {w'} € v(p), entonces (M, y) =gy, p-
2. x = w' tenemos sé6lo un caso:
e y = w', entonces (M,w') =g, p. Porlo tanto (M, w') Fcgy p-
H.I. Supongamos que, si ¢ tiene longitud n, entonces la propiedad se
satisface.

69
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Paso inductivo. Sea ¢ de longitud n+1, entonces tenemos lo siguiente:

= El caso de la conjuncion: si ¢ = 1 A 5.

Como (M, ) Fcay ¥1 A y xRy, tenemos los siguientes subcasos:

1. si x = w, entonces tenemos un subcaso:

a) si y = w, por hipétesis tenemos que (M, ) FFcay, ¥1 A 2; es
decir, (M,w) Fcay %1 A ¥ equivalentemente (M,y) Fcay
1 A s

2. si x = w', entonces tenemos un subcaso:

a) y = w' este caso es andlogo a 1.

= El caso de la disyuncion: si ¢ = 11 V s.

Este caso es analogo al de la conjuncion.

= El caso de la implicacién: si ¢ = 1; — 5.
Como (M, r) Fcay 1 — 19, entonces existe z Rw* tal que (M, w*) Fqy
1 — 19, tenemos dos subcasos:
1. si w* = w entonces (M, w) Fq; %1 — 12 y como [=g;, es mondto-
a (M,w') Fay 1 — . Por lo tanto (M, y) Fcay Y1 — 2.
2. st w* = w', entonces (M,w') Fa, V1 — 2. Ast (M,y) Fcay
Y1 — o
= El caso de la negacién: ¢ = —);.
Como (M, r) Fcagy, 1 y Ry, entonces tenemos lo siguiente:
ez =w,y=uwycomo (M,w) Fcg, 71, entonces existe wRw*
tal que (M, w*) Fq;, =91, entonces tenemos dos subcasos:

L. si w* = w, entonces (M, w*) ¥y, 11. Observe que w*Ruw' = y,
entonces (M, w') gy, —¢1. Por lo tanto (M, y) Fca;, 1.

2. si w* = w', entonces (M,w') Fg; 11, esto es, (M,w') =gy
—¢1. Ademds, y = w’, entonces (M,w') Fcg, 1 O

Demostracion de la Proposicién 5.3

Haremos la prueba por induccién sobre la complejidad de la féormula ¢.
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= Base. Supongamos que ¢ = p, en donde p es una férmula atéomica,
entonces el resultado se verifica directamente.

H.I. Supongamos que, si ¢ tiene longitud n, entonces la traduccién se
satisface.

Paso inductivo. Sea ¢ de longitud n+1, entonces tenemos lo siguiente:

= El caso de la disyuncién: Si p =9 V 7.

[=] Por hipétesis se tiene que (¢ V ) = 0; esto es, t(¢) = 0 = t(7),
observar que ¥ y 7 son férmulas de complejidad menor que la de ¢,
entonces por H.I. existe un modelo de Kripke para CGj cuya valuacién
v es tal que v(y)) =0 = v(y). Ast v(¢p Vy) = 0.

[«<] Por hipdtesis existe un modelo de Kripke para CGj en donde
v(1) V v) = 0, entonces v(v) = ) = v(7), entonces por H.I. existe una
interpretacién ¢ : £ — {0, 1,2} tal que t(¢)) =0 = t(v), asi t(Vy) = 0.
Por lo tanto, t(¢) = 0.

= El caso de la conjuncion: si ¢ =1 A 7.

[=] Por hipdtesis tenemos que t(¢» A ) = 0, entonces se tienen los
siguientes casos:

L. t(¥) = 0y t(y) € {0,1,2}. Como t(¢)) = 0, entonces por H.I.
existe un modelo de Kripke para CGj% cuya valuacién v es tal que

v(Y) = 0. Asi v( Avy) = 0.
2. t(v) € {1,2} y t(y) = 0, es andlogo al caso anterior.

[«<] Por hipétesis existe un modelo de Kripke para CGj en donde
v(tp Ay) =0, entonces H ¢ v(¢)) o H ¢ v(7y). Supongamos sin pérdida
de generalidad que H ¢ v(y), esto es que v(1)) = (), entonces por
H.I. existe una interpretacién ¢ : £ — {0,1,2} tal que t(¢0) = 0. Asi

t(p Ay) =0.
= El caso de la implicacion: si p =9 — 7.

[=] Por hipétesis tenemos que t(1) — ) = 0, entonces se tienen que
t(¢) € {1,2} y t(y) = 0, entonces por H.I. existe un modelo de Kripke
para CGj cuya valuacion v es tal que v(y) = 0. Luego vy (¢ — ) =0
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y vr(¢ — ) = 0. Por lo tanto, v(¢) — v) = 0.

[«<] Por hipdtesis tenemos que existe un modelo de Kripke para CGj
cuya valuacién v es tal que v(¢p — ) = 0, entonces v(y) = 0, luego
por H.I, existe una interpretaciéon t : £ — {0,1,2} tal que t(y) = 0.
Asi t(yp — v) = 0.

= El caso de la negacién: si ¢ = ).

Es andlogo al caso de la implicacion.

B.2. Teoria de Prueba

A continuacién, se presentan las pruebas de las afirmaciones que se mues-
tran en el cuerpo de la tesis. Se usan las siguientes abreviaturas: TD para
Teorema de la Deduccion, Hip para Hip, abrev. para Abreviacion, Prop para
Proposicién, R-AND para Reglas-AND, Mon para Monotonia, SPC para
Prueba Fuerte por Casos y Cut para Corte.

Demostracion del Lema 5.9
A continuacién, presentamos una prueba para cada inciso, recordemos
que ¢ V 1 es una abreviacién de ((¢ — ¥) = ) A (¥ — ) = @).

Pos6 F ¢ — (¢ V)

1. © Hip
2. = (=) =) Posl
3. (b =)= MP(1,2)
4. o= ((p =) =) Lema 5.8
5. (p =) = MP (1,4)
6. (Y =) = )

= (=) =)= (g =) = D)A (Y = @) = 9)) Pos5
7. ((p=) =) = (g =) = V)N (Y = @) = @) MP(3,6)
8. (e =) =) A (Y = ) = @) MP(5,7)
9. YV abrev. V
10. ok (eVY) 1.9
1. o= (pV) TD a 10

Pos7 F ¢ — (o V)

La prueba es analoga al caso anterior.
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Pos8 F(p —0)— (Y > 0) = ((pVY) = o)

250N ot W

Equivalentemente:
p o —=ak((pVY) = o)
Equivalentemente:

p=op =0t ((((p=¢) =) A (Y = 0) =) =2 o)

Equivalentemente:

p=o0p =0 (((0=9) 2PN (L —=9) =) Fo

o0

Y=o

(g =) = V) A (¥ = @) = ¢)
(p =) =9

(p—=1p) >0
p—=o(p—o)—=vE(c—9Y)—0o
(c =) =0

((c 5v) = 0)—o0

=0 =0, (((p—=¢) 2PN —=9)=p)ko

Cw2 F——p — @

1.
2.

w

oot

o= (7m0 = @)

= (77 = )

(o= (= =) = ((mp = (7= — »))

= ((p V=) = (729 = )

(= (7 = @) = ((p V) = (7 = @)
(V=) = (7m0 = @)

PV op

2

Hip

Hip

Hip

Pos3
Lema 5.8
Lema 5.8
1-6

CG-1
MP(7,8)
1-9

Posl
CG-4

Pos8
MP(1,3)
MP(2,4)

Cwl
MP(5,6)
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CG'3 -FVyp —p

1. Ve Hip
2. ~e N abrev. V
3. (~~ o A ) o Pos3
4 o~ MP(1,2)
5. ~p = (v AN~ ) abrev. ~
6. (e = (A=) = (m~ A"~ ) abrev. ~
7. o () CG-4
8. (m~p AT~ ) S Lema 5.8
9. (= (mp A=) = Lema 5.8
10. (g = (mp A=) = @) = ¢ CG-1
1. MP(9,10)
12. Vol 1-11
13. Ve—=o TD a 12

El F (m¢ = %) < (7Y = o)

E1 se prueba en [29] usando el fragmento positivo de la Légica Intui-
cionista, Cw1l y CG-4, por lo tanto, se cumple en CGj5.

1. S — T Cw2
3. i — MP(1,2)
6. i — MP (4,5)
8. i — MP(6,7)
9. (= = =) A (7o = —p) R-AND(3,8)
10. S 4 abrev.
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Demostracion del Lema 5.12 Ahora, se presenta la prueba de cada inciso.
Recordar que ~ ¢ es una abreviacién de ¢ — (= A 7).

(@) F~e = (e =)

O NG WD

(p = (7 A=) = (p = (mp A=)
(¢ = (e A ==9)), @ = (mp A =)

= = (7 — 1))

(g A ==p) = 2

(= (mp A=), 0 =

(o= (mp A=) o — 1

~pk(p— 1)

~p = (=)

(b) F(p =)= ((p=~1) = (¢ = (—Y A7)

© X NI WD

o=

o=~

®

(0

~

P = (2 A=)

A —=p

=P, p =~k A

(o =) = ((p =~ ) = (¢ = (~Y A=)

(c) F (Y A==1) = (- A=)

2.

—h = (7=h = (g A =)
(Y A=) = (mp A=)

Lema 5.8
TD al
CG-4
Lema 5.8
Cut(2,5)
TD a 5
abrev. ~
TD a7

Hip

Hip

Hip
MP(1,3)
MP(2,3)
abrev. ~
MP(4,6)
1-7

TD a8

CG-4
Lema 5.8



76 Pruebas de la Légica CGj

(d) F(p—=>9) = (¢—o~p) o~ )

L (p=19) = (p—=~1) = (9= (= A=) Parte b)
2. (p=Y) (g =), ok (2 Ao)) TD a1
3. (Y A-) = (mp A o) Parte c)
4. (A=) F (mp A ) TD a 3
5 (p= 1Y) (p—=~), 0k (mp A—mp) Cut(2,4)
6.  (p—=9),(p—=2~) = (mpAamp) TD a 5
7 (p=) (=~ P abrev. ~
8. (p—=P)F(p—=~y) o~ TD a7
9. (p—=9) = ((p—=~9) 2~ ) TD a 8

(e) F(p—v) = (~¢—~yp)

L. ~ = (p =~ ) Posl
2. ~YE (o=~ TD a1
3. (p=2Y) = ((p—=~y) =~ ) Parte d)
4. (p=2Y)F((p =~ 1) =~ o) TD a 3
5 (p—=)(p=~ih) g TD a 4
6. (p—=i),~yk~ep Cut(2,5)
7. (@—>¢)F~w—>~ TD a 6
8.  (p—=9) = (~Y—=~p) TD a7

(f) Fr~p = (v = (Y = @) = (~ PN~ Y)))

1. ~r ) Hip
2. ~ Hip
3. (=) Hip
4. (¥ = @) = (v =~ ) Parte e)
5. (~ =~ 1) MP (3,4)
6. ~ MP(2,5)
7. ~p = (v h = (YA 1) Pos5
8.~ ) = (~ YA~ 1h) MP (6,7)
9. ~ PN o MP(1,8)
10 ~~ b~ o, (1 = @) e A~ ) 1-9
1.~ = (v = (Y = @) = (v A ~~ 1)) TD a 10
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(8) F(~YA~~Y) = (=(Y = @) A==(h — @)
1. ~A~~ Hip
2. (~ YN~ ) 5t Pos3
3. (~ YA 1) o 1 Pos4
4~ MP(1,2)
5. et MP(1,3)
6. ~eo ) = () = = = ) Parte a)
7. ~ 1= = = @) MP(5,6)
8. ﬁ(z/) — g@) MP(4,7)
9. o) = () = (Y = ) Parte a)
10. ~ = = — ) MP(5,9)
11. (1 = @) MP(4,10)
122 =@ = ¢) = (=@ = 9) = (@ = @) A== (Y = 9))) Pos5
13, (= 9) = (= = o) A== (Y — ) MP(8,12)
14. —\(’4/1 — g@) A —\—\(’L/) — g@) MP(11,13)
15, ~YA~~ b E (= o) AP = p) 1-14
16.  (~ YA~ th) = (2 = @) A (Y = ) TD a 15
(h) F(~~ YA~ @) =~ (P — @)
L. ) = (v o = (= @) = (YA~ ) Parte f)
2. o b~ o, (0 — @) B A o 1) TD al
3. (~ YA~ ap) = (2(0 = ) A== (Y = ) Parte g)
4. (~ YA~ h) () = ) A==(h — @) TD a3
5. ~rth o (Y = o) B (Y = @) A (Y — ) Cut(2,4)
6. ~ P~ o B (Y= ) = (2(Y = @) A — ) TD a5
7. o~ o e (Y = @) abrev. ~
8. ~ro 1) = (o = (P = ) TD a 7
9. (vt = (v oo (= 9)) = (v~ YA ~ @) =~ (Y — ) Lema 5.8
10.  (~~ YA~ ) =~ (Y — @) MP(8,9)
(i) ko~ = (P — )
1. o= (= p) Posl
2. (g2 @W—=9) 2 (~ @ =) —=~p) Parte e)
3. ~[W—=p) o~ MP(1,2)
4 (W2 p) o~ p) = (v o (Y = ) Parte e)
5.~ o (=) MP(3,4)
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() Fe—or~op

No otk W

Equivalentemente:
Fo—=(~ve—= (0~ A~ g)

®
~p

~p—=(p—= (e AT~ )
o=~ p AT~ )

T~ AT~
oM~ AT~
p—=(ve—=(m~pAa~y)

k) Fo—=(~ve—=>~ (1 —=¢)

1.

SO N

)

5 © XU

Y =t

~p e

(YA ~ ) = (~~ YA ~ @)
(v YA~ o) = (Y — )
(YA ~ @) =~ (Y = )
Y= (~ o=~ (P =)

Fe~ @ — @
Fe—=e

ol

~~ b
Vo = ¢

(v~ o Amp) = @
~r o= (mp = )
~ e =
~ e b

~ o

~ PP

Hip

Hip
Parte a)
MP(2,3)
MP(1,4)
1-5

TD a 6

Parte j)
Lema 5.8
Lema 5.8

Parte h)
Lema 5.8
Lema 5.8

Lema 5.8
TD a1
Mon
CG’'3
abrev. V
Lema 5.8
TD a 6
TD a7
SPC(3,8)
TD a9
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(m) b (~ve oA v ap) oo (0 A )

1. s PN\~ ) Hip
2. ~(eAY) Hip
3. (o A o ) = Pos3
4. (v PN o)) — oo 1) Pos4
5. o~ MP(1,3)
6.  ~~) MP(1,4)
7. ~ O P Parte 1)
8. ~e ) — ) Parte 1)
9. ¢ MP(5,7)
0. ¥ MP(6,8)
1. o= (W= (pAY)) Pos5
12 = (pAY) MP(9,11)
13. @AW MP(10,12)
4 (e A) > (PAD) > (e (PAD) A~ (9 A D)) Parte a)
15, (pAD) = (e ($ AB) A~ (0 A1) MP(2,14)
16. "~ (pAY)A~(pAY) MP(13,15)
17~ A~ (AP Emm ~ (@ AY) A=~ (0 AY) 1-16
18. (v~ oA~ ) = (2 (0 AY) = (mm ~ (@A) A~ (9 AY))) TD a 17
19. (o~ A o)) = (@ A YY) abrev. ~

Demostracion del Lema 5.13 Se presenta la demostracion de cada inciso:

(@) F~o— e

1.

S T W

—p = (~ 9= =)
—p,~ b
~p = (p— )
~ @, ot p

~ ke

~ Q=

(b) b~ s~

—_

© XN

~
~ P Ty
e
e

¢

p o
~ep

~ P
~ T e

Posl

TD a1
Prop 5.12
TD a3
SPC(2,4)
TD a b

Hip
Parte a)
MP(1,2)
Cw2
MP(3,4)
Prop 5.12
MP(5,6)
1-7

TD a 8
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(c) F—omp—o~—p
1. = (7 = (4 A ) CG-4
2. (ﬁg@ A\ ﬁwp) — (ﬁﬁ@ A\ ﬁﬁﬁ(p) Lema 5.8
3. (e Amp) = (ke A ) Lema 5.8
4. —mp = (mp = (e A ) Lema 5.8
5. ——p —~ abrev. ~
(d) F—=p =~
1. =g =~ Parte c)
2. ~op o~ Parte b)
3. ——p b Lema 5.8
1. ~ Hip
2. © = (mp A ) abrev. ~
3. —p = (7 = (e A D)) CG-4
4. ~ P = TP Parte a)
5. ~ @ = (7 = (e A ) Lema 5.8
6. = = (g A ) MP(5,1)
7. (e (e Amme)) A (e = (o A ) R-AND(2,6)
8. ((p = (= A ==9)) A (77 = ==(=p A =)
= 27(p = (e A ) CG-2
9. (e = (me Amp)) MP(7,8)
10. R abrev. ~
11. N(pl—ﬁﬁwgz) 1-10
12. ~Q— T~ TD a 11
f) Fa~p—o~~e
L oo (=) Posl
2. ~p—o o~ Parte e)
3. ﬁmgp,mgpl—ﬁwgp TD a1l
4. ~pkEom~p TD a 2
5. a~p,~plE-om N~ Mon to 4
6. —~p~eE(m~EAT ) R-AND(3,5)
T o~pbrp o (v pATT ) TD a6
8. “~ R~ abrev. ~
9. T~ e TD a 8
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1. ~ @ Hip
2. - Hip
3. —p — (7 — ) CG-4
4. (= A=) = 2 Lema 5.8
5. (== A =) = Lema 5.8
6. == = (— — ) Lema 5.8
7. —p — 2 MP(2,6)
8. ~ = Parte a)
9. ~ =Y Lema 5.8
10. - MP(1,6)
11. ~ @, Y 1-10
12. ~ @ = (mmp = ) TD a 11

(h) F—==(pAY) = e

L —=(pAy) Hip
2 o A) = (g A ) cG-3
3. Ao MP(1,2)
4. (e A-p) = g Pos3
5 - MP(3,4)
6. —(eAY)E - 1-5
7. ——(p AY) = - TD a6

(i) F (e AY) = (pAY)

1. (e AY) = Parte h)
2. (P AY) = mmp) = (mp = (e AY)) E1
3. mp = (pAY) MP(1,2)
4. o (e AY) TD a 3
5. =, F =(p A1) Mon
6. 0 = () —= = (p AY)) TD a5
7. (= (Y = (e AY))) = (e A ) = —(p AY)) Lema 5.8
8. (mpA~) = ~(pAY) MP(6,7)
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)

e R i

== = e e e = ©
OO = o

(k)

S IR o e

= e e e e e O
SOtk W= o

- (Vo A V) o (9 A9)

Vo AV

(Vo AVY) = Vo

(Vo A V) — Vi

Ve

~ o AT

Vi

~ YN Y

(v~ P Amgp) =
(~ P A=) = 1)
~e

~r )

~r N o 1)

(v o oo ah) o (0 A )
~~ (P AY)

Vo AV~ (0 A1)
(Vo AVY) = (0 AY)

E (Ve AVY) = =(p AY)

Vo AV

(Vo AVY) = Vo
(Vo AVY) = Vi

Vo

~ o A

Vi

~e N

(~~ o A ) = =
(v~ A=) = )
g

-

—p A

(mp A=1p) = =(p AY)
(e A)

Vo AV E=(p A)
(Vo AVY) = =(p A)

Hip

Pos3

Pos4
MP(1,2)
abrev. V
MP(1,3)
abrev. V
Pos3

Pos3
MP(5,8)
MP(7,9)
R-AND(10,11)
Prop 5.12
MP(12,13)
1-14

TD a 15

Hip

Pos3

Pos4
MP(1,2)
abrev. V
MP(1,3)
abrev. V
Pos4

Pos4
MP(5,8)
MP(7,9)
R-AND(10,11)
Parte 1)
MP(12,13)
1-14

TD a 15
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D) F (e AVY) o~ (0 = )

1. oo 1) = (0 = 1) Prop 5.12
2. (v~ AY) men ) Pos3
3. (v~ p A=) e (0 = ) Lema 5.8
4. (e~ AY) B (o =) TD a2
5. —mp, v Y A th o (= 1)) Mon
6. o= (v~ AY) =~ (o =) TD a5
7. e = (Vi = (0 = ) abrev. V
8. (= (VY =~ (9 = 1)) = ((mmp A V) =~ (0 = 1) Lema 5.8
9. (mmp AVY) =~ (0 — 1)) MP(7,8)

(m) F (2= AVY) = (m2(p = ¢) = 79h)

1. ——p AV Hip
2. (=) Hip
3. (e =) = (o = o) CG-2
4. T — ﬁﬁ’t/) MP(2,3)
5. (7= AVY) = = Pos3
6. 2 MP(1,5)
7. =) MP(4,6)

(n) F (e AVY) = (e =)

1. ——p A V) Hip
2. (7= AVY) = VY Pos4
3. Vo MP(1,2)
4. ~ A abrev. V
5. (v~ A=) = =) Pos4
6. - TD a b
7. (= AVY) = (=@ = ) = =) Parte m)
8.  —(p—y) = MP(1,7)
9. (2l =) = =) = (Y = —(p = ¥)) E1
10.  —Y = (e =) MP(8,9)
L () MP(6,10)
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(B) F(VoA=ah) =~~~ (o AY)
L. (o N p) = Pos3
2. o =) Parte d)
3. ((~~ @ A=) A ==th) = (v A e 1)) Lema 5.8
4o (v N o)) —o (A YD) Prop 5.12
5. ([~ o A=) A=) = (9 A YD) Lema 5.8
6. (Vi A==1p) = (0 AY) abrev. 9

(0) F(VeA=t) = =(pAt)
L. —p = (o = (2 = ) CG-4
2. 2 = (72 A =2=p) — ) Lema 5.8
3. (i A mp) = ) TD a 2
4. (e AY) = (7 A=) CG-3
5. (e AY) = (mmp A=) Mon
6. (e AY) = Lema 5.8
7. —p = (m(p A) = ) TD a 6
8. (= AY) = =) = (7 = === (p AY)) E1
9. = = (7=p = a=(p AY)) Lema 5.8
10. (v~ Amp) = =g Pos4
11. Vo = —p abrev. V
12. Vo = (7= = 2==(p AY)) Lema 5.8
13. (Vo A==p) = ——==(p A)) Lema 5.8
4. —==(pAY) = (e AY) ON
15. (Vo A==1)) = =(p AY) Lema 5.8

Demostracion del Lema 5.14 Se presenta la demostracién de cada inciso:

(a

N otk e

e
= = (mmp = (2 A )
i = (2 = (2 A )
—p = (2 A )

~

g F

T =

Hip
CG-4
Lema 5.8
MP(1,3)
abrev. ~
1-5

TD a 5
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1. Ve Hip
2. ~e N\ T abrev. V
3. (v~ Amp) = e Pos4
4. e MP(2,3)
5. T — o ON
6. e MP (4,5)
7. Vg@ }— ﬁﬁﬁgo 1—6
8. Vo= o TD a 7
L~y Hip
2. ~p—o e Lema 5.13
3. MP(1,2)
4. —p— o ON
5.~y MP(3,4)
6. ~pbk-mmp 1-5
7.~ o TD a 6

(d) F~e = =a=(p =)

L. ~¢p Hip
2. ~p—=(p—) Prop 5.12
3.~ = (e = ) Lema 5.13
4. ~e= (g =) A (e = =))) R-AND(2,3)
5. (¢ =2 Y) A (e = o) MP(1,4)
6. (¢ =) A (= 2=1h)) = == (p = ) CG-2
7. (e =) MP(5,6)
8. ~ok-om(p =) 1-7
9. ~p—= (e =) TD a 8
() + = = ——(p — %)
1. ) = Cw2
2. P=(p—=79) Posl
3. W= (p =) Lema 5.8
4. —=p = (2 — ) Posl
5. 2= ((p = ¥) A (mmp = 2 ) R-AND(3,4)
6. (¢ =) A (= =) = == (p = ¥) CG-2
7. —=p = 2= = 1)) Lema 5.8
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(f)

OO N

(8)

PO NG W

== = = e = O
I i i

(h)

N ote W

(VoA ~ ) =~ (¢ = )

(~ o A ) —eom @

~ap =)

(v~ @ A 2N~ p) = (o A ~ 1)
(v N~ ) = (0 = 1))

(v~ @ A=A~ th) =~ (0 = 1))
(VoA ~ ) =~ (¢ = 1))

F (Ve AVY) = ==(p — )

Vi — 9

(VYo =) = (Vo Ap) = (Vi = 1))
(Vo Ap) = (VY =)

Vo= (¢ = (VY — )

Vo = (Vip = (o — 1))

(Vo AVY) = (o = 9)

(~~ o A ) =~

Vo = —p

(Vi = =p) = (VY A=) = (Vo = —p))
(VY A=) = (Vo — —p)

Vip = (= = (Vi = =p))

Vip = (Vo = (=Y — =p))

(Y = =)

(Vo AVY) —
P = ) = (2 — )
Vo AVY) = (2= — =)
= ((p = V) A (=2 = =)

(p = ) A (72 = ==9)) = ==(p — )
Vo AVY) = ==(p — )

(
(
EVQD/\VdJ)
(
F(m—e AVY) = V(e — 1)

(= AVY) =~ (0 — 1))
(7= AVY) = =(p = 1)

= AV E o (9 = )

“p AVY (e =)

T AVY B (9 = ) A=(p — 1))
= A VY F V(o — 1)

(e AV) = V(e = 9)

Pos3
Lema 5.8
Lema 5.8
Prop 5.12
Lema 5.8
abrev. V

CG'3
Posl
MP(1,2)
Lema 5.8
Lema 5.8
Lema 5.8
Pos3
abrev. V
Posl
MP(8,9)
Lema 5.8
Lema 5.8
Lema 5.8
E1l

Lema 5.8
R-AND(6,15)
CG-2
Lema 5.8

Lema 5.13
Lema 5.13
TD a1

TD a2
R-AND(3,4)
abrev. V

TD a 6
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1) F(meA~ ) =~ (¢ = 1)
1. A ~ Hip
2. (=N ~ ) = Pos3
3. (m—A ~h) =~ ) Pos4
4. - MP(1,2)
5.~ MP(1,3)
6. = Cw2
.y MP (4,6)
8. = (~ Y =~ (0 =) Prop 5.12
9. ~ =~ (p— ) MP(7,8)
10,  ~ (=) MP(5,9)
11, —=pA ~ Y~ (o =) 1-10
12, (0mpA~ ) = (9 = 9) TD a 11
(1) F~e—=~(eAY)
1. ~o Hip
2. (pAY) = Pos3
3. (pAB) = ¢) = (~ 9o~ (P AD)) Prop 5.12
4. ~p—o~(eAY) MP(2,3)
5. ~(pAY) MP(1,4)
6. ~pk~(pAY) 1-5
7. ~p o~ (eAY) TD a6
(k) F(VeAVY) = V(pAY)
1. (Vo AVY) =~ (0 A1) Lema 5.13
2. (VoAVY) = =(pAY) Lema 5.13
3. (Ve AVY) o (v (9 A1) A (A D)) R-AND(1,2)
4. (Vo AVY) = V(e A1) abrev. V
1) F(VeA-p) = V(pAy)
1. (Vo A=) =~ (p A1) Lema 5.13
2. (Vo A=) = =(p A1) Lema 5.13
3. VoA-)pEr~~ (pAY) TD al
4. Vo A== E=(pAY) TD a2
5. Vo A= F o (@A) A=(p AY) R-AND(3,4)
6. VoA-—1)EV(ipAy) abrev. V
7. (Vo A=) = V(p AY) TD a 6
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Demostracion del Lema 5.16
Sea ¢ una féormula y v una tres-valuacién en CGj. La prueba se realiza
por induccion sobre la complejidad de .

Base: si ¢ = p, donde p es una férmula atémica, entonces se debe mostrar
que Atoms(p), F ¢,, pero esto es evidente, ya que Atoms(p), = p, = Py-

Veamos ahora que para cualquier férmula ¢ la afirmacion es verdadera. Su-
pongamos que, si 1 es una férmula de complejidad menor que la de ¢, en-
tonces la afirmacion se cumple.

Paso Inductivo: Suponga que ¢ no es una féormula atémica. Se tiene tres
casos:

Caso de la negacién: si p = —f.
Por hipétesis inductiva sabemos que Atoms(f3), F ,. Entonces, tenemos tres
subcasos:

1. si v(B) = 2, entonces B, = ——f5. Por hipétesis inductiva tenemos:
Atoms(f), F ——B. Note que v(p) = v(—f5) = 0, entonces p, =~ ¢,
pero ¢ = —f3, por lo tanto, ¢, =~ —3. Observe que Atoms(f3), =
Atoms(p), ya que  y ¢ tiene las mismas férmulas atémicas. Se debe
demostrar que Atoms(p), F~ —f. Por el Lema 5.14 F == —~ —f
y por hipétesis de induccién Atoms(p), F =—5. Aplicando MP a las
férmulas previas se concluye Atoms(y), =~ —f.

2. si v(B) = 1, entonces 5, = V. Por hipdtesis inductiva tenemos:
Atoms(B), F V. Por otro lado, v(p) = v(=f) = 2, asi ¢, = —,
pero ¢ = =3, entonces ¢, = 7. Note que Atoms(3), = Atoms(¢),
ya que ambas formulas tienen las mismas formulas atomicas. Por de-
mostrar que Atoms(p), F =—=—f. Del Lema 5.14, sabemos que - V3 —
———f y por hipétesis inductiva, Atoms(y), F V3. Con la aplicacién
de MP a los pasos previos, se concluye Atoms(yp), = =—==0.

3. si v(B) = 0, entonces [, =~ (. Luego por hipédtesis Atoms(3), b~ .
Observe que v(p) = v(=8) = 2, asi ¢, = =g, pero ¢ = —f, entonces
vy, = 7. Note que Atoms(S), = Atoms(y), ya que 8y  tienen las
mismas férmulas atémicas. Debemos probar que Atoms(y), = ———0.
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Por el Lema 5.14, sabemos que -~  — === y por hipdtesis inducti-
va, Atoms(p), b~ (. Aplicando MP a las férmulas previas se concluye
que Atoms(p), F ——==p.

Caso de la implicacién: si p = 3 — (.
Por hipétesis de induccién sabemos que Atoms(3), = B, y Atoms((), F (-
Entonces, tenemos seis subcasos:

1. si v(B) = 0, entonces 3, =~ (. Por hipdtesis de induccién se tiene
Atoms(3), F~ . Observe que v(p) = v(f — () = 2, asi ¢, = =,
pero ¢ = 3 — ¢, por lo tanto, ¢, = =—=(5 — (). Debemos verificar
que Atoms(p), F ==(5 — (). Por el Lema 5.14, sabemos que F~ § —
—=(8 — () y por hipétesis de induccién, Atoms(f), F~ 5. Con la
aplicacién de MP a las féormulas previas, se concluye que Atoms(f), -
—=(8 — (). Finalmente, por monotonia Atoms(p), = —=(8 = ().

2. si v(¢) = 2, entonces (, = =—(. Por hipédtesis: Atoms(¢), F =—¢. Note
que v(p) = v(B8 — () = 2, entonces p, = =y, pero p = [ — (,
entonces ¢, = ——(S — (). Debemos demostrar que Atoms(y), H
—=(8 — (). Por el Lema 5.14, tenemos que - == — —=—(8 — () y
por hipétesis inductiva, Atoms(¢), F =—¢. Con la aplicaciéon de MP a
los pasos previos, se concluye Atoms((), = ——(8 — (). Por monotonia
Atoms(p), F —=(8 = ().

3. siv(f) =1y wv() =0, entonces 5, = V3 y (, =~ (. Por hipdtesis
inductiva, tenemos que, Atoms(f3), = V5 y Atoms(¢), F~ (. Note
que v(p) = v(B — () = 0. Asi ¢, =~ ¢, entonces p, =~ (8 — ().
Necesitamos probar que Atoms(p), F~ (8 — (). Por el Lema 5.14,
sabemos que F (VA ~ () —~ (8 — (). Por hipétesis inductiva,
monotonfa y Reglas-AND tenemos que: Atoms(y), = VBA ~ (. Con
la aplicacion de MP a los pasos previos se concluye que Atoms(y), F~

(B = Q).

4. siv(f) =1y () =1, entonces 8, = VB y (, = V(. Por hipdtesis
inductiva, tenemos que, Atoms(3), = VB y Atoms((), + V(. Note
que v(p) = v(B = () = 2, asi ¢, = 7, pero ¢ = [ — (, entonces
vy, = (8 — (). Deseamos verificar que Atoms(y), = —=—=(8 — ().
Por el Lema 5.14, se sabe que - (VBAV() = =—(5 — (). Por hipétesis
inductiva, monotonia y Reglas-AND tenemos que: Atoms(p), = V5 A
V(. Finalmente, por MP concluimos que Atoms(y), = —=(8 — ().
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5. st v(f) =2y v(() =1, entonces 5, = == y ¢, = V(. Por hipétesis

inductiva, se tiene que, Atoms(5), - ——5y Atoms((), = V(. Observe
que v(p) = v(f — ) =1, asi ¢, = V(B — (). Por demostrar que
Atoms(p), = V(B — (). Por el Lema 5.14, se sabe que F (== A
V() — V(B — () y por hipdtesis inductiva, monotonia y Reglas-AND:
Atoms(p), F == A V(. Con la aplicacion de MP a las férmulas
previas, se concluye que Atoms(p), F V(5 — ().

.siv(B) =2y v() =0, entonces B, = =0y , =~ (. Por hipdtesis

inductiva se tiene que, Atoms(8), = =5 y Atoms((), F~ (. Note
que v(p) = v(f — ¢) =0, asi ¢, =~ ¢, pero p =  — (, por lo
tanto, ¢, =~ (8 — (). Por demostrar que Atoms(p), F~ (8 — ().
Por el Lema 5.14, se sabe que - (==8A ~ () —~ (f — () y por
hipétesis inductiva, monotonia y Reglas-AND: Atoms(p), = =—8A ~
. Aplicando MP a las férmulas previas, se concluye que Atoms(g), F~

(B = Q).

Caso de la conjuncion: si ¢ = S A (.
Por hipétesis inductiva se sabe que Atoms(8), F B, y Atoms((), F (..
Entonces, tenemos seis subcasos:

1. si v(B) = 0, entonces [, =~ (. Por hipétesis inductiva, Atoms(3), F~

B. Observe que v(p) = v(BAC) =0, asi ¢, =~ @, pero ¢ = A,
entonces ¢, =~ (8 A (). Por demostrar que Atoms(p), F~ (8 A ().
Por el Lema 5.14, se sabe que F~ 5 —~ (8 A () y por hipdtesis y
monotonia, Atoms(y), -~ , aplicando MP a las férmulas previas, se
concluye que Atoms(y), F~ (6 A ().

. si v(¢) = 0, entonces la prueba es andloga al caso previo.

.siv(fB) = 1, v(() = 1, entonces B, = VB y (, = V(. Por hipdtesis

inductiva: Atoms(B), = V5 y Atoms((), = V(. Note que v(p) =
v(BAC) = 1. Asi p, = Vi, pero ¢ = B A (, entonces ¢, = V(5 A ().
Se debe mostrar que Atoms(p), = V(B A (). Por el Lema 5.14, se sabe
que F (VB AV() = V(B AC) y por hipdtesis inductiva, monotonia
y Reglas-AND, Atoms(y), = V5 A V(. Aplicando MP a los pasos
previos, se concluye que Atoms(g), = V(B8 A ().

.siv(B) =1y o) =2, entonces 5, = VB y ¢, = =—(. Por hipdtesis

inductiva: Atoms(f), = V5 y Atoms((), F =—¢. Observe que v(p) =
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v(BAC) =1, asi g, = Vo, pero ¢ = B A (, entonces ¢, = V(5 A ().
Por demostrar que Atoms(y), = V(8 A (). Por el Lema 5.14, se sabe
que - (VB A —==¢) = V(B A () y por hipétesis inductiva, monotonia y
Reglas-AND, Atoms(¢), = VB A =—=(. Con la aplicacién de MP a las
férmulas previas, se concluye que Atoms(¢), = V(8 A ().

. siv(B) =2y v(¢) =1, entonces la prueba es andloga al caso previo.

.siw(B) =2y v(() =2, entonces 3, = -y {, = =—(. Por hipdtesis

inductiva, Atoms(8), = =5y Atoms((), F =—=(. Note que v(p) =
v(BAC) = 2 asi ¢, = 7, pero ¢ = BAC, por lo tanto, ¢, = == (BA().
Por demostrar que Atoms(y), = ==(5 A (). Por el axioma CG3-3,
se sabe que F (==f A ==() — —=(6 A () y por hipdtesis inductiva,
monotonia y Reglas-AND, Atoms(p), = =5 A —=—(. Aplicando MP a
los pasos previos, se concluye que Atoms(p), = —=(8 A Q).

Demostracién del Lema 5.17

(a) F~e = (e = 2p)

1.

Ll

[ e e e (2] ON

- H 2 TD al

~ p, P - %) Mon
F~o = (5 = o) TD a 3

(b) F ==~ = (e = )

—_

5 © XNk W

~ @ = (p— =) Prop 5.12
~ @ = (7 = ) Parte a)
~ e E (=) TDal
~ @k (mmp = ) TD a 2
~ (= 2mp) A(omp = o) R-AND(3,4)
((p = 7=9) A (= = =2mm1p)) = ==( = =) CG-2
~ (e = o) MP (5,6)
~ @ = (e = ) TD a7
NNl —~ © CW2
e~ = (= ) Lema 5.8
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(d) F=2~e = 2a(p = )

I G S )
i = (p = —mp)
i b (2 = )
—=p (o = —mp)
i (= =) A (7 = )
((p = =) A (7= = ==m9)) = == (= =)
i == = )
i = (= )

S A i ol M

o

(f) Falp—= ) 2

L ) R
3. (e =) o

N

(8) F (e —= )= o

(== = == = =77p)) = (2 = =) = )

(= ) = 2

W=

(h) F(mpA(p—= ) =~

Equivalentemente:

(= A (o = =79)) = (¢ = (=9 A —p))

Posl
ON
Lema 5.8

Parte c)

Posl1

TD a1

TD a 2
R-AND(3,4)
CG-2
MP(5,6)
TD a7

Parte b)
El
MP(1,2)

Parte €)
Lema 5.13
Lema 5.8

El1
Parte d)
MP(1,2)
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1. F oA (@ — =) Hip
2. Fo Hip
3. F(mpA(p— ——p)) = - Pos3
4. FmoA(p—= ) = (0= ) Pos4
5. F - MP(1,3)
6. Fop— e MP(1,4)
7. F - MP(2,6)
8. F o = (e = (50 A —p)) Posb
9. F e = (9 A —p) MP(7,8)
10.  F - A-p MP(5,9)
11. |——|Lp/\((p—>ﬂ—\(p),<p|——\—|(p/\—|(p 1-10
12 F (oA (e — ) = (o= (m—p A—p)) TD a 11
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