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Introduccion

Horst Herrlich en Limit-Operators and Topological Coreflections [I5] pre-
senta tres métodos para obtener categorias correflexivas en la categoria de
espacios topologicos y funciones continuas, Top, y estudia el reticulo de todas
las subcategorias correflexivas de Top; en dicho trabajo se consideran subca-
tegorias U de Top las cuales son plenas y repletas. Concretamente el tercer
método que Herrlich presenté identifica todas las subcategorias correflexivas
de Top, empleando operadores | que asocian a cada par (X, A), donde X
es un espacio topolégico y A es un subconjunto de X, con un subconjunto
Ix(A) de X, tales que:

1. Si A es subconjunto de X, entonces A C Ix(A) C ZX;
2. Si Ay B son subconjuntos de X, entonces Ix(AUB) = Ix(A)Ulx(B);

3. 51 f: X — Y es una funcién continua y A es un subconjunto de X,
entonces

f(Ix(A)) C Iy (f(A)).

A estos operadores les llama operadores limite. Herrlich muestra lo si-
guiente:

Proposicién 0.1 (Herrlich [15]). La subcategoria plenaU(l) de Top que tiene
por objetos los espacios topologicos X tales que todo subconjunto A de X, con
Ix(A) = A es cerrado en X, es correflexiva en Top.

La estrategia para la obtencién de este resultado es demostrar que U(() es
cerrada bajo cocientes topolégicos y uniones disjuntas, y asi por el Teorema
6 de [I7] o bien por el siguiente Teorema 0.2 [Teorema A, [21]], se tiene que:

Teorema 0.2 (Herrlich y Strecker [17], Kennison [21]). U es correflexiva
en Top si y solo st U es cerrada bajo la formacion de uniones disjuntas
topoldgicas y cocientes topologicos.



Se tiene que U(l) es una subcategoria coreflexiva de Top. A su vez cuando U
es una subcategoria correflexiva, se cumple el siguiente resultado de [I5]:

Proposicién 0.3 (Herrlich [15]). Sild es correflexiva en Top y si ¢y » Xy —
X denota los morfismos coreflexion, entonces Ix(A) = cyclx, (c;;'[A])] define
un operador limite idempotente [(U).

La proposicién anterior provee el proceso inverso a la Proposicion
asignando a cada subcategoria correflexiva un operador limite idempotente.
En la categoria Top se tiene que las correflexiones resultan tener por funcion
subyacente la funcion identidad; asi, en la demostraciéon de la proposicion
anterior resulta sencillo mostrar que el operador [(U) es un operador aditivo,
esto es que cumple 2 en la definicién de operador limite. Dos observaciones
importantes en el mismo articulo son:

Proposicién 0.4 (Herrlich [15]). Si [ es un operador limite entonces para
cada espacio X la familia

{AJA C X,Ix(A) = A}

es la familia de conjuntos cerrados del espacio topolégico Xy con el mismo
conjunto subyacente de X y la funcion identidad i de Xy a X es la U(I)-
correflexion de X.

Teorema 0.5 (Herrlich [15]).
1. Sil es un operador limite idempotente entonces L(U(l)) = 1.
2. SilU es correflexiva en Top entonces U(L(U)) =U.

Concretamente los resultados aqui comentados son los que en este trabajo
se pretenden extender a las categorias topoldgicas.

La teoria acerca de la topologia categorica desarrollada por Ryosuke Na-
kagawa en [27] presenta el marco de trabajo ideal al cual transportar los
resultados de Herrlich en la categoria Top a categorias topolégicas. Como se
ha comentado, en el trabajo de Herrlich en [15]; un espacio topolégico se de-
nota por X, y sélo cuando es necesario denotar otra topologia sobre el mismo
espacio subyacente de X lo denota por un simbolo distinto, por ejemplo Xj;;
en particular este espacio topolégico depende de un parametro /. Se puede
hablar de una asignacién de Top a Set mediante el conjunto subyacente, que
puede definirse en los morfismos asignando, a cada funcién continua la mis-
ma funcién; esta asignacién define un funtor, llamado el funtor que olvida,
y tiene la propiedad de generar topologias iniciales y finales, y esta propie-
dad es la adecuada para hablar de categorias que imitan a la categoria Top.
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Siendo el objetivo identificar las subcategorias correflexivas de una categoria
topoldgica (x, F') (Ver seccién donde y hace el papel de la categoria Top
y F', un funtor de x a Set, hace el papel del funtor que olvida la estructura
de espacio topolégico y continuidad, haremos uso del teorema de caracteri-
zacion de subcategorias correflexivas usado por Herrlich, pero en una version
general, el Teorema de la seccién |1.2] version general del Teorema (0.2
que estd fundamentado sobre la teoria de los sistemas de (£, M) factoriza-
ci6én, como se puede ver en [27], [17], [3] y [20], siendo posible caracterizar las
subcategorias M-correflexivas de x, para M una clase de monomorfismos de
X- A primera vista, el fijarnos sélo en las subcategorias M-correflexivas de
X pareceria reducir el alcance de las subcategorias correflexivas a identificar,
pero como veremos, concentrarnos en una clase especifica M nos bastard
para identificar las subcategorias bicorreflexivas de y.

Al trabajar con sistemas de (£, M)-factorizacién en una categoria x, es
posible trasladar los conceptos de subobjeto, orden en los subobjetos (con-
tenciones de conjuntos), uniones de subobjetos, imégenes directas e inversas.
Estos recursos en la categoria Top estan relacionados con las propiedades de
levantamiento del funtor que olvida, como se puede ver en los dos siguientes
resultados:

Proposicién 0.6 (Ver 3.9 de [29]). Sea f : (X,7) — (Y,0) una funcion
continua. Entonces existe (e, i) factorizacion de f tal que i es encaje y e es
epimorfismo. Si ademds existe (€',i') otra factorizacion de f con i’ encaje y
e epimorfismo entonces existe h homeomorfismo, tal que hoe = ¢’.

Teorema 0.7 (Ver 5.10 de [29]). Toda funcion continua f: (X, 7) — (Y, 0)
posee una factorizacion (p,m) unica, salvo por un homeomorfismo, donde p
es identificacion y m es continua e inyectiva (Top-monomorfismo).

Estos dos resultados se basan en la factorizacion de f mediante factori-
zaciones que son realizadas en Set y que, mediante las topologias iniciales
o finales, se pueden ver como funciones continuas, y el factor restante es
continuo por las propiedades de dichas topologias. Esta forma de generar
factorizaciones en Top se puede trasladar de forma natural a las categorias
topoldgicas, gracias a las propiedades de levantamientos iniciales y finales que
tiene el funtor F'; este proceso de dotar de una estructura de factorizacién
a toda categoria topoldgica x, es el que provee la suficiente estructura para
establecer el teorema de caracterizaciéon de subcategorias M-correflexivas;
esto es expuesto en la Seccién Toda la estructura categorica que tienen
las categorias topoldgicas sobre sus subobjetos permite establecer la teoria
de operadores clausura de Dikranjan, Tholen y Giuli, [§] y [9], sobre las cate-
gorias topoldgicas y asi definir los operadores limite, en el sentido de Herrlich,
sobre los subobjetos M.



Con estas herramientas en mente hemos procedido a revisar minuciosa-
mente las formas de prueba de los resultados en [I5] pero, al trasladar las
pruebas a la teoria general, nos hemos encontrado con algunos aspectos que
deben de ser aclarados y parecen importantes de resaltar ya que, propiedades
particulares de la categoria Top y el operador Kuratowski, son usadas para
completar las pruebas; estas propiedades pueden ser contextualizadas en el
lenguaje de las categorias topoldgicas y operadores clausura. Uno de los as-
pectos a aclarar es el comportamiento de los subobjetos sobre los cuales se
definen los operadores limite con respecto a las imégenes inversas y uniones.
La Seccién [2.2| presenta una forma para obtener el comportamiento deseado
de los subobjetos; para esto se estudian una clase de subobjetos caracteri-
zada mediante el levantamiento de morfismos proyectivos y las nociones de
ortogonalidad; de esta forma llegamos al Teorema [3.16] que generaliza la Pro-
posicion [0.3] a cualquier categoria topoldgica. Asi mismo una propiedad del
operador Kuratowski es que los subconjuntos cerrados en una topologia final
quedan determinados por los conjuntos cerrados en los espacios topolégicos
dominio de la estructura final, lo cual inspira lo que llamamos operador clau-
sura definido por pozos finales, descrito en la Definicién [3.28] De esta forma
obtenemos la Proposiciéon m que indica que la categoria U(l) es cerrada ba-
jo la formacion de coproductos e imagenes de elementos de una clase especial
&, contextualizando la estrategia usada por Herrlich en la Proposicion 0.1
asi, en [3.12| reproducimos la Proposicién [0.1]en las categorias topoldgicas, lo-
grando asociar a todo operador limite inferior una subcategoria bicorreflexiva
de x.

En las Secciones y presentamos ejemplos, en la categoria topoldgi-
ca de espacios de convergencia generalizada, de operadores limite inferior
respecto al operador Katétov, mediante operadores definidos en Set y levan-
tados a la categoria &€onb usando la propiedad de levantamiento del funtor
topoldgico.

Para finalizar, en la categoria Top, para todo espacio topolégico (X, 7),
el tener definido el operador Kuratowski en (X, 7) es equivalente a tener
definida la topologia 7 sobre el conjunto X, es decir todo objeto en Top queda
determinado completamente por el operador clausura Kuratowski; esta forma
de ver a todo espacio topolégico mediante su operador Kuratowski permite
demostrar la Proposicién y el Teorema de una forma muy natural. El
presente trabajo ha avanzado en la parte inicial de describir una teoria para
adecuar dichos resultados a las categorias topolédgicas, pero en particular para
estos dos resultados nos limitamos a puntualizar las nociones que faltan para
trasladar estos resultados a una forma general.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. (&, M)-Categorias

En 1964, J. R. Isbell en [18] desarroll6 nociones y resultados en la teoria
de las estructuras de categorias, relacionando la adecuacién categérica (ade-
quancy, left adequate subcategories) con las estructuras de ideales y com-
pletitud; dentro de ese articulo se muestra que, bajo ciertas hipdtesis de
completitud y de pequenez (lo cual méas tarde fue expresado en términos de
categorias bien potenciadas respecto a una clase de subobjetos), la clase de
Mono-subobjetos y de subobjetos extremales es cerrada bajo intersecciones,
y que los subobjetos extremales forman una clase cerrada bajo composi-
cién [I8, Teorema 2.1]. En la seccién 3, “Adequate and Reflexive”, Isbell
se interes6 por los funtores a Set dentro de la teoria de extensiones y la
representabilidad, destacando el resultado:

Teorema (3.3 de [18]). Sea C una categoria en la cual toda familia de objetos
tiene sumas directas y productos directos, y donde todo morfismo tiene una
factorizacion m o e con m un monomorfismo y e un epimorfismo. Sea F un
funtor reflexivo a una subcategoria plena A de C. Entonces F es representable
en C, de hecho, para algin objeto X que es un epi-cociente de una suma
y un mono-subobjeto de un producto de objetos de A, F es naturalmente
equivalente a Map(A, X) y F* es naturalmente equivalente a Map(X,A).

En 1969 en el articulo “Monomorphism, epimorphisms, and pull-backs”
[19], G. M. Kelly estudia diversos tipos de factorizaciones canénicas de mor-
fismos arbitrarios mediante clases de monomorfismos y epimorfismos, estable-
ciendo los resultados de Isbell en categorias mas generales, evitando hipotesis
sobre completitud en la categoria donde se factoriza; una de las factorizacio-
nes canonicas que estudia es mediante las clases de epimorfismos regulares,
los cuales tienen el comportamiento siguiente:



Proposicién (2.7 de [19]). Si A admite factorizaciones requlares, son equi-
valentes las siguientes proposiciones:

1. Los epimorfismos requlares son cerrados bajo composicion,
2. En cada factorizacion reqular n or, n es un monomorfismo.

Ademas la proposicién 4.2 da una hipétesis suficiente para que todo objeto
tenga sélo un conjunto de cocientes regulares. Una clase més de epimorfismos
que estudia son los epimorfismos fuertes, los cuales son los epimorfismos que
son ortogonales (izquierdos) a todo monomorfismo; esta clase de epimorfis-
mos es cerrada bajo composicién y cointersecciones, independientemente de
la estructura categérica [19, Proposition 3.1]. Ademas, en el Corolario 3.5
muestra que las factorizaciones candnicas (a travéz de epimorfismos fuertes)
son esencialmente tnicas. Finalmente muestra que los epimorfismos, epimor-
fismos fuertes y epimorfismos regulares son preservados bajo push-outs. Todo
esto, como veremos en el Capitulo [2| representan las propiedades duales a
las de los subobjetos en las categorias topologicas.

En el articulo “Constructions of factorization systems in categories”, [4],
A. K. Bousfield recalca propiedades bésicas de los sistemas de factorizacion
para una categoria arbitraria; los sistemas de factorizacién (€, M) constan de
dos clases de morfimos tales que cumplen las propiedades de levantamiento
derecho (e izquierdo) tinico una respecto a la otra, estoes £ = Mty M =&,
y que existe la factorizacion m o e, cabe destacar el ejemplo siguiente de su
teoria:

Ejemplo (5.1 de [4]). En la categoria Top de espacios topoldgicos, sea &
la clase de funciones X — Y que inducen una biyeccion entre Top(Y,I) y
Top(X, 1), donde I es el intervalo cerrado. Entonces (€1, M(&1)) es un siste-
ma de factorizacion en Top. Se puede mostrar que la (Ey, M(&y))-localizacion
en Top es la compatificacion de Stone-Cech.

En esta seccién presentamos de forma rapida los sistemas de factorizacién
en categorias, que de forma general abarca los términos de factorizaciénes es-
tudiados por Isbell, Kelley, Bousfield y Herrlich. La notacion, las definiciones
y resultados expuestos en esta seccién pueden verse en [27] y [§].

Sean & una categoria y M una clase fija de monomorfismos de S; para
cada S-objeto X, un elemento m de M, con codominio X, es llamado M-
subobjeto de X, o bien subobjeto de X, si no es necesario indicar la clase
M correspondiente. La clase de M-subobjetos de X es denotada por M|x.
Cada familia de subobjetos M|y, es una clase preordenada donde m < n si
existe un S-morfismo j que hace conmutativo el diagrama
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N A

X

Se denotard por m <’ n si es necesario indicar al morfismo j; notar que el
morfismo j tal que m <’ n es Unico, pues n es monomorfismo.

Definicién 1.1 (ver 1.1 de [§] ). Sea S una categoria; dos morfismos con
codominio comun X, f:Y — X yg: Z — X son morfismos isomorfos
st existe un S-isomorfismo h 'Y — Z tal que f = goh, esto se denotard por
f =" g obien f=g. Ah sele llama isomorfismo de morfismos.

Observacién 1.2 (ver 1.1de [§] ). Para f:Y = X yg:Z — X, si f =" g,
entonces ¢ =~ f. Ademds para m,n € Mono(S), m = n es equivalente a

(m <n)A(n<m).

Observacion 1.3 (ver 1.1 [§] ). Para toda categoria S, si M C Mono(S) es
cerrada bajo composicion con isomorfismos y contiene a todas las identida-
des, entonces M contiene a todos los isomorfismos de S, ya que, para todo
isomorfismo ¢ : X =Y, se tiene que Iy = ®.

Definicién 1.4 (ver 1.8 de [§]). Sean f : X - Y yg: Z — W dos S-
morfismos; f es ortogonal a g , denotado por fLlg, si para cualesquiera
S-morfismos u : X — Z yv:Y — W tales que gou = vo f, existe un
unico morfismo d Y — Z tal que do f =u y god = v, esto es, conmuta el
diagrama

X—=7

| A

Definicién 1.5 (ver 1.8 de [§]). Sea f : X — Y un S-morfismo; una M-
factorizacion derecha de f es una factorizacion en S, f = moe tal
que:

(1) m : M — X es un elemento de M, llamado M-parte de la M-
factorizacion derecha de f;

(2) Para cualquier diagrama conmutativo en S de la forma



XN
/’l
|
M

.

conn € M, existe un unico morfismo d que hace conmutar el diagrama
completo.

A la propiedad (2) se le llama propiedad de diagonalizacion de la
factorizacion.

Observaciéon 1.6. La propiedad de diagonalizacion de la factorizacion de-
recha hace unicos salvo isomorfismos las partes £ y M de una factorizacion
derecha, esto es, si f =moe y f =mnod son M-factorizaciones derechas de
f, se tiene quem=nenS ye=d en S.

Teorema 1.7 (Ver 1.8 de [§] ). Sea S una categoria y M C Mor(S). Las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) Todo S-morfismo tiene una M-factorizacion derecha y M es cerrada
bajo composicion;

(i1) Eziste una clase € de morfismos de S tal que:

a) Todo S-morfismo f tiene una factorizacion f = moe con m € M
yeef&;

b) Todo elemento e € € es ortogonal a todo elemento m € M.

Definicién 1.8 (Ver 1.8 de [§]). Una categoria S tiene (€, M)- factoriza-
ciones si las condiciones (a) y (b) del Teorema[1.7 se cumplen.

Observacion 1.9. La clase £ generada en el Teorema no necesariamente
es una subclase de los epimorfismos de S (ver 1.8 de [8]), pero las clases €
y M se determinan una a otra univocamente:

E=(M)" :={ee Mor(S)| (VYm € M)elm}

M= (), :={me Mor(S)| (Ve E)elm}.



Definicién 1.10 (ver 1.6 de [§]). Sea S una categoria en la cual todo mor-
fismo tiene una M-factorizacion derecha. Para cada morfismo f : X — Y
en S, se define el operador f(-) : M|x — M|y que asigna a cada subobjeto
m: M — X de X la M-parte de la M-factorizacion derecha de la composi-
cion fom. A f(m): f(M) =Y se le llama la imagen directa de m bajo

f.

Observacién 1.11. Para todo morfismo f: X — Y y cadam € M|x, f(m)
es Unico salvo isomorfismos, esto por la Observacion [1.6,

Definicién 1.12 (ver 3.1 de [27]). Un funtor D : K — S, con K una cate-
goria pequena, es llamado diagrama D en S sobre K.

Definicién 1.13 (ver 3.2 de [27]). Sea D : K — S un diagrama en S.
Un par (X, (a;)icobjk)), donde X es un S-objeto y para cada i € Obj(K),
a; : X — D(i) es un S-morfismo, es llamado fuente natural para D si
para cada K-morfismo a i — j, D(a) o a; = .

Definicién 1.14 (ver 3.3 de [27] ). Una fuente natural (X, (0;)icobjk)) para
el diagrama D : K — S es un limate para D, si para cualquier fuente natural
(Y, (Bi)icowjix)) para D, existe un tnico morfismo ¢ : Y — X en S tal que
para todo i € Obj(K), Bi = a;0p. A ¢ se le llama morfismo conector de
la fuente natural (Y, (5;)icovix)) al limite (X, (os)iconjc))-

Dual 1.15. Pozo natural para D, co-limite para D, morfismo co-
nector del pozo natural al co-limite.

Definicién 1.16. Sea K la categoria con Obj(K) = {1,2,3} y Mor(K) =
{1, I5,I3,a : 1 — 3,b: 2 — 3}. Para un par de morfismos f : X = Y y
n:N—=Y enS, sea D: K — S el funtor tal que D(a) = f y D(b) = g.
El limite (W, (a1, a2, a3)) para D es llamado pullback del par (f,g), ya que
a3 = foay = goay, usualmente az es omitido. En otras palabras (W, (aq, az))
es un pullback de (f,g) si:

1. foa; =goay,

2. Para cualquier tripleta (V, (51, B2)) tal que f o By = g o B, existe un
unico morfismo ¢ 1V — W tal que 1 = a1 0@ y Pa = ag 0 .

Proposicién 1.17 (Ver 3.4 de [27]). Para un diagrama D en una categoria

S sobre una categoria pequena IC, el limite (X, (o;)iconjc)) para D es tinico
salvo isomorfismo (de objetos y morfismos).
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Definicién 1.18 (Ver 1.2 de [§]). La categoria S tiene M-pullbacks si,
para cada S-morfismo f : X — Y y cada n € Mly, existe un pullback
(M, (m, ") de (f,n) en S con m € M|x.

ML

|

Por las propiedades de pullback, m es inicamente determinado hasta isomor-
fismos, Proposicion [1.17, y es llamado imagen inversa de n bajo f; m
es denotado por f~(n): f7}(N) — X.

Nota 1.19. Dado que las definiciones de los operadores imagen directa e
imagen inversa estdn definidos hasta isomorfismo, serd suficiente enunciar
hasta isomorfismo (de morfismos) las propiedades requeridas de estos opera-
dores.

Observacién 1.20 (ver 1.8 de [§]). Para todo morfismo f : X — Y los
operadores f(_) y () preserva orden.

Demostracion. Sean m : M —Y yn: N =Y dos M-subobjetos de Y con
m <) n,ysea f: X — Y un morfismo de S, para (f~H(N),(f~'(n), f}))
y (f7Y M), (f~Y(m), 1)) los pullbacks de (f,n) y (f, m) respectivamente,
tenemos que conmuta el diagrama

) . N

\*\ j

AN
\\f M
71 m) N y n
N\
fHM) m
77 m)

X - Y

de donde existe un tinico morfismo ¢ : f~1(M) — f~1(N) tal que f~!(n)op =

f7Hm)y frop=jo fi, estoes f71(m) <¥ f~'(n).
Seanm: M — X yn: N — X dos M-subobjetos de X con m </ n, y
sea f: X — Y un morfismo de S, tenemos el diagrama conmutativo
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M
fom|  f(M) Fn)
f(m)l
Y - Y

de donde por propiedad de diagonalizacién de la factorizacion de f om
existe d : f(M) — f(N) tal que conmuta el diagrama completo, esto hace

que f(m) <? f(n). N

Definicién 1.21 (ver 1.3 de [8]). Un par de operadores ¢ : P — Q y ¢ :
QQ — P entre clases preordenadas son llamados operadores adjuntos, si
para cada m € P yn € Q

m <p (n) & p(m) <g n.

Mas precisamente diremos que ¢ es adjunto izquierdo de i o que ¢ es
adjunto derecho de ¢, y este hecho lo denotaremos por ¢ 1.

En toda categoria x la existencia de imagenes directas e imagenes inversas
bajo un morfismo f guarda una relaciéon con la existencia de los operadores
adjuntos de f(_) y f~1(_); el siguiente teorema caracteriza esta relacién (ver

1.6 de [8)).

Teorema 1.22 (Ver 1.6 de [§]). Son equivalentes:

i) S tiene M-pullbacks y todo morfismo tiene una M-factorizacion dere-
cha.

i) S tiene M-pullbacks y f~1(_) tiene un adjunto izquierdo para todo mor-
fismo f.

iii) Todo morfismo tiene una M-factorizacion derecha y f(_) tiene un ad-
junto derecho para todo morfismo f.

Definicién 1.23 (Ver 1.6 de [8]). Una categoria S es finitamente M-
completa si cumple una (y entonces todas) de las propiedades del Teorema

(.22
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Sean H, K : D — x funtores, una transformacion natural n: H — K
es un operador que asocia a cada D-objeto i un morfismo en x, n; : H(i) —
K (7) tal que para todo a : i — j morfismo en D, conmuta el diagrama

Sean (H*, (h; : H* — H(i))iep) y (K*, (k; : k* — K(i));ep) limites para
H y K respectivamente, tenemos que (H*, (n;oh; : H* — K (i));ep) es fuente
natural para K; asi, existe un unico morfismo v : H* — K* en yx tal que
para cada ¢ € D, conmuta el diagrama

o () .

I

al morfismo 7 se le llama limite de la transformacién natural 7.

Proposicién 1.24 (Ver 1.7 de [§]). Sea x una categoria con M-factorizacion
derecha para cada morfismo; entonces, para todo diagrama tipo D, M es
cerrada bajo D-limites, esto es, para toda transformacion naturaln : H — K,
con HYK : D — x funtores, el limite de n pertenece a M sin; € M para
todo i € Obj(D).

Corolario 1.25 (Ver 1.8 en [8]). Si S tiene (£, M)-factorizaciones, entonces
M es cerrada bajo D-limites y € es cerrada bajo D-colimites; ambas clases
son cerradas bajo composicion.

1.2. Subcategorias Correflexivas

Dadas una categoria x y una subcategoria plena U de x, tenemos el fun-
tor inclusion @ : U — x; ciertas subcategorias U pueden dar gran informacion
de la categoria y, asociando a cada objeto X de y un objeto proyeccion o
modificacién en U y un morfismo especial, con lo cual se puede definir un
funtor R : x — U; en los casos especiales donde este funtor tiene un compor-
tamiento de adjuncién respecto a i es cuando se tiene una categoria reflexiva
o correflexiva. En esta secciéon exponemos los conceptos de correflexividad y
uno de los teoremas de caracterizacion, que, como puede verse en [27], [17],
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[20], un sistema de (£, M)-factorizaciéon puede aportar informacién signifi-
cativa.

Definicién 1.26. Una subcategoria U de una categoria x es una subcate-
goria correflexiva si, para cada x-objeto X, existen un U-objeto Xy y un
x-morfismo rx : Xy — X tales que, para cada x-morfismo f : U — X, con
U un U-objeto, existe un tinico U-morfismo fO: U — Xy, conryx o fO = f.
A Xy y arx seles llama U-correflector de X y U-correflexion de X,
respectivamente. Asi mismo el funtor definido en objetos por R(X) := Xy
y definido en morfismos por R(f) := (f orx)?, para cada f : X — Y, es
llamado funtor correflector .

Definicién 1.27. Sean x una categoria, M una sub-clase de morfismos de
X Yy U una subcategoria de x; U es una subcategoria M-correflexiva de
X, st U es una subcategoria correflexiva de x y para cada x-objeto X, la U-
correflexion de X es un elemento de M. En particular si M es la clase de los
bimorfismos de x, una subcategoria M-correflexiva serd llamada subcategoria
bi-correflexiva.

Definicién 1.28. Sea x una categoria y M una sub-clase de monomorfismos
de x. Diremos que x es una categoria M-bien potenciada si existe My C
M tal que para cada x-objeto X, My|x es un conjunto de representantes de
M|x, esto es, para cada X € Obj(x), Mo|x es un conjunto y para cada m €
M| x existe un mg € My|x tal que m = mg. A My se le llama esqueleto

de M.

La demostracién del teorema dual al siguiente teorema se puede encon-
trar en 8.7 de [27], una versién para el caso particular de una categoria
(ExEpi, Mono)-factorizable se puede encontrar en [I7] , y una versién para
subcategorias Epi-reflexivas se puede ver en, Teorema 4 de [3]; en [20] para
estructuras en bicategorias con aplicaciones para una subcategoria generada
mediante los espacios simplemente conexos en Fop:

Teorema 1.29 (Caracterizacién de subcategorias M-correflexivas). Si x es
una (€, M)-categoria, M-bien potenciada, M C Mono(x) y con coproduc-
tos, entonces, para toda subcategoria U de x, plena y cerrada bajo isomorfis-
mos, son equivalentes:

1. U es M-correflexiva en x.

2. U es cerrada bajo coproductos y satisface que si f : X — Y es un
elemento de € y X € Obj(U), entonces Y € Obj(U).
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Corolario 1.30 (Ver 8.8 de [27]). Si x es una (€, M)-categoria, M-bien
potenciada, M C Mono(x) y con coproductos, entonces se tiene que:

1. La interseccion de cualquier clase de subcategorias M-correflexivas de
X es una subcategoria M-correflexiva de x.

2. Para cualquier subcategoria U de x, existe una subcategoria U* que
es M-correflexiva en x, llamada envolvente M-correflexiva de U,
tal que satisface:

a) U es subcategoria de U*

b) SiU’ es una subcategoria M-correflexiva de x yU C U’, entonces
U* es subcategoria de U'.

c) Un x-objeto X pertenece a U* si y solo si existen una clase
(Xi)ier de U-objetos, indexada por un conjunto I, y un morfis-
mo f: ][ X; — X, elemento de E.

Definicién 1.31. Para U subcategoria de x, la categoria M-correflexiva U*
generada en el Corolario[1.3( es llamada envolvente M-correfleriva de
U.

Definicién 1.32. Un objeto S de una categoria x es un objeto separador
de x si para cualesquiera dos x-morfismos f,qg: X — Y distintos, existe un
x-morfismo x : S — X tal que fox # go .

Proposicién 1.33 (Ver 6.11 de [27]). Sea x una categoria con un objeto
separador S, yU una subcategoria de x tal que S € Obj(U). U es subcategoria
bi-correflexiva de x st y solo si U es subcategoria correflexiva de .

1.3. Categorias Topoldgicas

Sea I una clase, y sea {(X;, 7;)|i € I} una familia de espacios topoldgicos;
para toda familia de funciones { f; : Y — X;|i € I}, existe p, la topologia més
gruesa en Y que hace a cada f; : (Y, p) — (X;, ;) continua. Esta construccién
fundamental en la categoria Top se puede generar en diversas categorias
similares a Top. Las siguientes definiciones y resultados pueden revisarse en
12 de [27].

Definicién 1.34. Para una categoria S, un par (X, (fx : X — X)\)xea), don-
de X es un S-objeto y (X, (fa: X — X)\)rea) es una familia de S-morfismos
indicada por una clase, posiblemente propia, es llamado S- fuente. Para un
funtor F' : x — S, una S-fuente de la forma (X, (fy: X — F(X)))xen) €s
llamada F-fuente .
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Definicién 1.35. Un funtor F : x — S es un funtor topoldgico si para
toda F-fuente (X, fr : X — F(X)))aea) existe una tnica x-fuente (X, (f :
X — Xy)acn), llamada F-levantamiento inicial de la fuente (fy)xea ,
que cumple las propiedades:

1. F-Levantamiento: F(X) = X y para cada A € A, F(f,) = f;

2. F-Inicialidad : Para toda x-fuente (Y, (g : Y — X)\)aea) y para todo
S-morfismo h : F(Y) — X tal que fyoh = F(gy), para toda A € A,
existe un tinico morfismo gy <" fy 1Y — X tal que: F(gy <M ?,\) =h
y frolgn <" f)) = oa

F

T~

¥L> X, X P pixy)
gth?A: % h A)
Y F(Y)

Diremos que un x-morfismo f : X — Y es un morfismo F-inicial en x
si la x-fuente (X, (f)) es un F-levantamiento inicial de la fuente (F(X), (F(f))).

En “Topological Functors” de H. Herrlich, seccién 2 de [16], para una
(€, M)-categoria S se define lo que es un (£, M)-funtor topoldgico; esta
nocion especifica que la existencia de levantamientos iniciales se restringe a
fuentes de M, esta definicién permite ver a la categoria Haus como una
categoria (EpiReg, Mono)-categoria, la cual no es una categoria topolégica,
ver 1.2 de [16].

Definicién 1.36. Para una categoria S, un par (X, (fr : Xx = X)enr),
donde X es un S-objeto y (fr : Xn — X)aea) €s una familia de S-morfismos
indicada por una clase, posiblemente propia, es llamado S-pozo . Para un
funtor F: x = S, un S-pozo (X, fr: F(X)\) = X)aea) es llamado F-pozo.

Definicion 1.37. Un funtor F' : x — S es un funtor co-topoldgico si
para todo F-pozo (X, (fx : F(X)) = X)aea) eziste un tnico x-pozo (X, (f, :
X)x = X)aen), llamado F-levantamiento final , que tiene las propiedades

stquientes:

1. F-Levantamiento: F(X) = X y para cada X € A, F<fx) = fx;
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2. F-Finalidad: Para todo x-pozo (Y,(gn : Xa — Y)rea) y para todo
S-morfismo h 1Y — F(X) tal que ho f\ = F(gy\) para cada A € A;
existe un tnico morfismo f <hgy: X =Y tal que: F(f, <tg ) =h

yf,<"grof, =ox

f
X, =2 X F(X)) L x
!
N o F(gx "
\, A
Y F(Y)

Diremos que un x-morfismo f : X — Y es un morfismo F-final en x si
el x-pozo (X, (f)) es un F-levantamiento final de (F(X),(F(f))).

Notacién 1.38. Para X,Y dos x-objetos, denotamos por [ X, Y]X a la clase
Hom, (X,Y).

Definicién 1.39. Una categoria KC es una categoria localmente pequena
si [X, Y], es conjunto para cualesquiera KC-objetos X y Y.

Definiciéon 1.40. Un funtor F : x — S es un funtor fiel si para cuales-
quiera x-objetos Z y'Y, se tiene que la funcion entre clases F' : [Z, Y]x —
[F(Z),F(Y)]s cumple que si f y g son elementos de [X,Y], y F(f) = F(g),
entonces f = g.

Proposicién 1.41 (Ver 12 de [27]). Todo funtor topoldgico F : x — S, con
X una categoria localmente pequenia, es un funtor fiel.

Definicién 1.42. Una categoria K es una categoria pequena si la clase
Obj(K) es un conjunto.

Observacién 1.43. Una categoria localmente pequena K es una categoria
pequena si y solo si Mor(K) es conjunto.

Definicién 1.44. Un funtor D : J — x, con J una categoria pequena, es
llamado diagrama en x de tipo J.

Proposicién 1.45 (ver 12.5 de [27]). Si F': x — S es un funtor topoldgico
y D : K — x es un diagrama en x, con K una categoria pequena, son
equivalentes:

1. (X, (o : X = Xj)jconjc)) es limite para D.
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2. (X, (oy + X = Xj)jeovji)) es F-inicial y (F(X), (F(a ))jeonik)) es
limite para F o D.

Corolario 1.46 (Ver 12.6 de [27]). Todo funtor topoldgico preserva limites
y monofuentes.

Corolario 1.47 (Ver 12.9 de [27]). Si F' : x — S es funtor topolégico y S
es (co-)completa, entonces x es (co-)completa.

Teorema 1.48 (Ver 12.7 de [27]). Un funtor F : x — S es topoldgico si y
solo si F': x — S es un funtor cotopoldgico.

Definicién 1.49 (Ver 13 de [27]). Sea F' : x — S un funtor. Un par (x, F),
con x una categoria localmente pequena, es una categoria topoldogica si:

1. § = Set y I es un funtor topoldgico.

2. Para todo A € Obj(Set), la clase F71(A) :={X € Obj(x)|F(X) = A}
es un conjunto.

3. Para todo conjunto {p} de un punto p, F~'({p}) consiste de un solo
x-objeto

4. Cualesquiera dos objetos en F~1(D) son isomorfos.

La definicién anterior de categoria topoldgica exige que todos los x- obje-
tos que son mandados al conjunto vacio mediante F' sean isomorfos, algo que
en la definicién de categoria topoldgica dada por R. Nakagawa en [27] no es
necesario; esto para que el subespacio asociado al conjunto vacio sea tinico
salvo isomorfismo y esté presente como subespacio de todos los objetos de .

Observacién 1.50. Sea (x, F') una categoria topolégica , para cada morfismo
de Set, f : A — B, tenemos que

F7H(f) == {g € Mor(x)|F(9) = [}

es conjunto pues

FY(f) < U U xv].

XeF-1(A)YeF—1(B)
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Capitulo 2

Levantamientos de estructuras

En este capitulo se presentan los resultados de la investigacién realiza-
da, organizando y sistematizando dichos resultados en el contexto de nuestro
trabajo. Las definiciones y resultados indicados con el simbolo g, han sido
producto original de nuestro trabajo de investigacion; algunos de ellos pu-
blicados en [2]. Sea M una coleccién de monomorfismos en Set; si Set es
una (M, E)-categoria, toda categoria topoldgica hereda dos estructuras de
factorizacién respecto a M y levantamientos, ya sea mediante la fibra de M
bajo F' o bien mediante levantamientos iniciales de M; estas dos estructuras
Mp y Mz, Definicién 2.1], también heredan el buen comportamiento de M;
son subclases de monomorfismos de x y son cerradas bajo composiciéon, la
existencia de uniones y pullbacks. Por otro lado las clases generadas median-
te &, su fibra bajo F' y sus levantamientos finales, corresponden a las clases
que completan las estructuras de factorizacién de x, ver proposicién 2.7 Es
importante senalar que las propiedades de pequenez y completez de las clases

Mg y M7z tambien se heredan de M, Proposicién 2.5]y Corolario
2.1. Levantamiento de (£, M)-estructuras

Definicién 2.1 (Ver [2]p). Sean F : x — S un funtor topoldgico y M C
Mono(S), definimos

Mp = {m € Mor(x)|F(m) € M};
My i= {m € Mor()|F(m) € M A m=F(m)}.
Aqui (M, F(m)) es un F-levantamiento inicial de (F(M), F(m)) con M =

Cod(m). Sea X un x-objeto, a cada elemento m de Mz con codomino X le
llamaremos F-subespacio de X.
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Proposicién 2.2 (Ver [2]p). Si F': x — S es un funtor topolégico y M C
Mono(S), entonces:

1. Mg C Mono(x) y Mz C Mono(x);

2. St M contiene a todas las identidades de S, Mg y Mz tienen a todas
las identidades de x.

3. Si M es cerrada bajo composicion con isomorfismos, entonces Mp y
Mz son cerradas bajo composicion con isomorfismos.
Demostracion.

1) Sean m € Mp, m: M — X,y u,v: Z — M tales que mou = m o v;
tenemos que F(mowv) = F(mou), de donde F(m)o F(v) = F(m)o F(u), y
F(v) = F(u), pues F(m) es monomorfismo; ademds, u = v ya que F' es fiel,
por la Proposicién [1.41] Asi Mz C Mp C Mono(x).

2) Sea_]X una identidad en x; F(Ix) = Ipx) € M. Ademas es claro que
Ix = Ip(x), de donde Ix € M.

3) Sean m : M — X un elemento de Mgy ¢ : Z — M un y-isomorfismo;
tenemos que F(m o ¢) = F(m) o F(¢) € M, pues F(¢) es isomorfismo;

ademds, si m € M, entonces mo ¢ = F(m o ¢). [

Definicién 2.3 (Ver [2]p). Sean F : x — S un funtor topolégico y & C
Epi(S), definimos

Er:={e € Mor(x)|F(e) € £}.

Er = {e € Mor(x)|F(e) e Eye %w}.

donde, para cada e : X — E tenemos que (E, F(e)) es un F-levantamiento
final de (F(E), F(e)).

[Ver [2]p] Dualizando la Proposicién [2.2] obtenemos:

Proposicién 2.4. Si F' : x — S es un funtor topolégico y € C Epi(S),
entonces:

1. &r C Epi(x) y Er C Epi(x);

2. St € contiene a todas las identidades de S, Ep y Ep tienen a todas las
identidades de x.
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3. St € es cerrada bajo composicion con isomorfismos, entonces Ep y Ep
son cerradadas bajo composicion con isomorfismos.

Proposicién 2.5 (p). Si (x, F : x = S) es una categoria topoldgica, S es
categoria M-bien potenciada y M es cerrada bajo composicion de isomorfis-
mos, entonces x es una categoria Mp-bien potenciada.

Demostracion. Para cada y-objeto X definimos:

Isog(F(X)) :={h: F(X)— F(X)|h es S — isomor fismo} .
Sea My un esqueleto de M, denotemos por Mp, x a la clase
{moh e Mor(x)|F(m) € Mo|px), F(h) € Isog(F(Dom(m))}

Para cada X, Mg x es conjunto pues

Mpox C o U (F_l(m)) X U (M, Ms)).

meEMolr(x) Mi,Ma€ F~1(F(Dom(m)))

Sea Mpg = UXeObj(X) Mg x; entonces Mpg C Mp, pues, para cada
moh € Mgy, tenemos que F(moh) = F(m)o F(h) € M.

Seam € Mp, m : M — X, tenemos que existe my € My|px) tal que
F(m) 229 my, esto es ¢ : My — F(M) es un isomorfismo con mg = F(m) o @,
consideremos ¢ : My — M un F-levantamiento inicial de ¢, tenemos que ¢ es
bimorfismo pues es levantamiento de un isomorfismo; tomando my : Hg —- X
un F-levantamiento de myg, tenemos que conmutan los diagramas

F

T

My X My —22+ F(X)
A
MO MO
M- M My —2~ F(M)
A
IM<]¢71$: It ¢1[ %)
M F(M)
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de donde ¢ es isomorfismo; finalmente,

12

—1 —
m =% myo(modp) 1™ my € Mpg|x.

O

Proposicién 2.6 (Ver 21.16 de [1]). Sea (x, F) una categoria topoldgica;
todo elemento P € F~'({p}) para cada conjunto unipuntual {p} es un x-
separador.

Demostracion. Sean f,g: X — Y dos y-morfismos diferentes, tenemos que
F(f),F(g9) : F(X) — F(Y) son funciones distintas, de donde existe x :
{p} = F(X) funcién tal que F'(f)ox # F(g) o x; consideremos 7 : {p} — X
el F-levantamiento inicial de z; tenemos que {p} = Py foZT # goT. O

Una versién de la siguiente proposicion para factorizaciones de fuentes
iniviales o para morfismos iniciales y (M, £)-funtores topolégicos puede verse
en 4.2 de [16] y 21.14 de [1]

Proposicién 2.7 (p). Sean F : x — S un funtor topolégico y S una cate-
goria con (€, M)-factorizaciones. Entonces x tiene (€, Mp)-factorizaciones
y (Ep, M%)- factorizaciones.

Demostracion. Sea f : X — Y un y-morfismo, consideremos F(f) = moe
una (€, M)-factorizacién derecha de F'(f); tenemos que f = m o g, donde
m es un F-levantamiento inicial de F(m) y g = f <¢ m, es una (Ep, Mp)-
factorizacién derecha, pues sean n € M5, u y v morfismos en x tales que
conmutan los siguientes diagramas, el de la izquierda en x y el de la derecha
en Set:

F

\/\

X—“-N F(x) 2L v
7 7
g 7 € //
_L//d/ l // d
f ]\f n F(f) ]\f F(n)

Entonces d’ = (vom) <1¢ n, entonces conmutan los diagrama completos.
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Analogamente, para la (£, Mp)-factorizacién derecha de f, considere-
mos f =loe, donde e es un F-levantamiento final de e y [ = e <™ f, pues
tenemos los diagramas

T

X—u;N F(X)—>F(N)
7
e / e s
l //t/ j ///t
M n F(f) M F(n)
donde ¢ = e < u. O

Proposicién 2.8 (Ver [2]p). Sean F : x — S un funtor topolégico y S una
categoria con M-pullbacks. Entonces x tiene M p-pullbacks y My-pullbacks.

Demostracion. Sean f: X - Y m: M —-Y yk: K —Y y-morfismos con
m € Mgy k € Mg, para (h,n) y (h,l) los M-pullbacks de (F(m), F(f))y
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(F(k), F(f), consideremos los diagramas:

F

n Q m m)
A -

X 7 Y F(X) 0 F(Y)

W i K W h F(K)
> \ /
ANYL ° F(s)

1 Q k ! F(Q) F(k)
A ”

X 7 Y F(X) e F(Y)

donde ¢’ = g; <® foconfi=mn, fo=h g =79 =35, (fol) <" ky
o =r<?l [

Corolario 2.9 (Ver [2]p). Sean F : x — S un funtor topolégico y S una
categoria finitamente M-completa, entonces x es finitamente Mpg-completa
y finitamente Mz-completa.

La (&, M)-situacién generada por Herrlich en [16] es una construccién si-
milar de (£, M)-estructura para los conceptos de (€, M)-categoria topolégica
y (€, M)-funtor topoldgico.

2.2. Levantamiento de objetos proyectivos

Definicién 2.10 (Ver [24]). Sea f: X — Y un S-morfismo, un S-objeto P
es proyectivo respecto a f si para todo S-morfismo y: P — Y existe un
S-morfismo x : P — X tal que fox =1y. Para un S- objeto P, definimos la
clase de morfismos respecto a los cuales el objeto P es proyectivo por:

[s(P) :={f € Mor(S)|P es proyectivo respecto a f}
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Para un pozo en S (fy : Xx — Y)aea, P es proyectivo respecto al
pozo (fr)aen St para cada S-morfismo y : P — Y existe un A\g € A y
x: P — X), tal que: f\,ox =1y.

Observacion 2.11. Si {p} es un conjunto unipuntual, s ({p}) = Epi(Set)
y (Hset({p})).L = Mono(Set).

Proposicién 2.12 (Ver [2]p). Sean (x, F') una categoria topoldgica y P €
F~Y({p}), entonces tenemos que:

1. 11, (P) C Epi(x) y es estable bajo pull-backs a lo largo de monomorfis-
mos;

2. (IL(P)) L = Mono(Set)x;
3. x es una (I, (P), (IL, (P)) 1 )-categoria.

Demostracion. 1. Sie € I, (P), tenemos que F(e) € g ({p})

E F(E)
e F) 7
/ Ve
/ s
P e {p} F(e)
X X
X F(X)

Sean u,v : X — Z dos y-morfimos tales que uoe = v o e, tenemos que
F(u)o F(e) = F(v) o F(e), de donde F(u) = F(v) y asi u = v.

2. Sim € (I, (P)) L, entonces F(m) € (Ilsee({p}))L

E—- M E—%F(M)
T / T /
/ /
/
P (mom)aw| ;4 |m {r} e / /F(d) F(m)
/ /
/
\_/ F(y) )/
X —Y X ——~F(Y)

Por lo que F(m) es monomorfismo en Set.

Sea g : Y — X un y-morfismo tal que existe Set-morfismo h : F(Y) —
F(M) con F(m)oh = F(g); tenemos que conmutan los diagramas
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FY) M F(Y)—~ F(M)
/ /4 /
/
/
P Td //d m {p} Id L F(m)
/
X // F(y)
Y ——Y F(Y)WF(Y)

donde (F(Y), (h,Id)) es un F-levantamiento inicial para
(F(Y),(h,Id)); como g <" m := d, tenemos que m es morfismo F-
inicial.

Sean m € Mono(Set)zy e € 11, (P) tenemos que conmutan los diagra-
mas

E—"a M FE) 2L R
7 7
el /;, m F(e) //d/ lF(m)
/ -

para d' = v <% m, de donde m € (IL,(P)),.

. Sea f: X — Y un x-morfismo; consideremos la factorizacién de F'(f)
en Set dada por la inclusién i del conjunto A = F/(f)(F (X)) al conjunto
F(Y) y elarestriccién de F'(f) al codominio A, tenemos que F'(f) = ioe
y conmutan los diagramas

F

T~

X s N FX) 2L p(w)
7 7
f<1€il/ /; El //t/
— 7 -
f zf n F(f) T F(n)

donde ¢’ = (voi) < n, estoes, f = io(f <) es una (I, (P), (I, (P)),)-
factorizacién derecha de f.
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Definicién 2.13 (Ver 1.9 de [§]). Sea (my : My — X)aea una familia de
elementos de M|x; un M-subobjeto m : M — X es llamado M-union de
la familia (my)aep si existe una familia de morfismos (jx : My — M)yen tal
que:

1. Para cada A € A, mo jy =my;

2. Para todo diagrama conmutativo

M,\LN

7
. 7/
]/\l /w
Ve

ma M n

conn € M, existe un unico morfismo w : M — N connow =vom y
para cada X € A, woj\ = uy. Denotaremos a la M-union de la familia
(my)aen por Vmy, y a su dominio por VM.

Lema 2.14 (Ver [2]p). Sean (x, F) una categoria topoldgica, P € F~'({p})
y (my 2 My = X)aea una familia de elementos de (1L, (P)),; tenemos que:

1. Para Ny :=J F(mx)(F(M,)) e iy : Ny — F(X), la funcion inclusion
Vimy 2 g

2. P es proyectivo respecto al pozo (jx : My — VMy)rea de la (IL,(P)) -
union.

Demostracion. Sea (my : My — X)) ea una clase de elementos de (I1,(P)) ;
consideremos, para cada A € A los siguientes morfismos:

1. La biyeccién hy dada por la restriccién de F'(my) a su imagen, deno-
tando por Ny = F(my)(F(M,));

2. La inclusion iy : F'(my)(F(My)) — UF(my)(F(M,));

3. ky: F(M)\) — UF(m)\)(F(M/\)) definido por k‘)\ ‘=1, 0 h)\.
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Ya que io_es morfismo inicial, existe j) := my <Fx 4y con my = iy o Ix,esto
es, my < 1g.

F

\/\
kx
M, Na

h 7
—_— F(M,) 2 > Ny—2> N,
X F(X)

Supongamos que para cada A € A conmuta un diagrama en y de la forma

ma<Fxig=jy

M, —2 N F(My) 2L ()
jxj kxt
ma| Ny no Fmy)| Ny F(n)
J .
X——>Y F(X) 5 F(Y)

Con n € (I, (P)); entonces conmutan los diagramas

—1
Ny 2 p(ay) PL ()
N
Na F(n)
F(X) e F(Y)
Si ¢’ = (voip) <¥ n, conmuta el diagrama
M, NN
J'Al /
N S
my NA n
J



Asi Vmy = iy y, para cada XA € A, jy = my < .
Sea x : P — Nj un y-morfismo, tenemos que conmutan los diagramas

M, F(M)\O)
_ 7
P j)\o {p} ; N)\O
X_ F(y) L%
NA NA

para algin \g € A.

El siguiente resultado se encuentra enunciado en 1 de []].

Proposicién 2.15. Sea x una categoria M-completa (i.e. tiene M- facto-
rizaciones derechas y M-uniones), € = (M)* y P un x-objeto tal que para
cada x-morfismo:

e € £ & P es proyectivo respecto a e.

Para todo x-morfismo f : X — Y y toda familia no vacia (my)xen de ele-
mentos de My, si P proyectivo respecto al pozo (jx : My — M)en de la
unidn m = Vmy, entonces f~1(Vmy) =2 V1 (my)

Demostracion. Sea Vmy = m : M — Y, consideremos para cada A € A el
diagrama conmutativo

M, 22 M
: /
-
£, /2 (M) - i
Y

Veamos que [[hy € E;siy : P — f~Y(M) un y-morfismo, tenemos que
floy: P — M esun x —mor fismo, asi existe A\g € A y existe z : P — M),
con jy, oz = f oy, de donde también existe z : P — f~1(M,,) tal que
conmuta el diagrama
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f_1<M)\0) M>\0
SOz /
hxg op Jxo
/
fHM) M

ast [[hao]l,, 0z =v.

Ademas conmuta el diagrama

L1/~ (M) S5 v ()

Hhxj ///d/ jvf_l(mx)

fHAM)

f71(m)

donde ky son tales que f~1(my) <P VT (my), v ast fH(m) <4 VT my).
Para la desigualdad contraria basta notar que el operador f~1(_) preserva
orden. O

Corolario 2.16 (Ver [2|p). Toda categoria topolégica (x, F'), con P € F~*(p),
es una (IL (P), (IL (P))L)-categoria tal que para todo x-morfismo f : X =Y
y para toda familia no vacia (mq : My — Y )aen de elementos de (IL,(P)).),
se tiene que

f_l(\/ma) = \/f_l(ma)

Corolario 2.17 (Ver [2]p). Sea (x, F) una categoria topoldgica y P € F~({p})
tenemos que:

1. x es una (I1,(P), Mono(Set)x)-categoria
2. (Mono(Set)z) L C Epi(x)

3. Para cada x-morfismo f: X — Y y cada clase (my)ep de subespacios
de Y se tiene que:

f_l(\/ma) = \/f_1<ma)'

Teorema 2.18 (Ver [2]p). Sea (x, F) una categoria topoldgica y sea P €
F=1({p}), para M = (I, (P)) L y € = IL,(P):
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1. x cumple las hipotesis del Teorema de Caracterizacion de subcategorias

M-correflezivas (Teorema .

2. x tiene por separador a cualquier objeto cuya imagen bajo F' sea un
conjunto unipuntual, de donde toda subcategoria M-correflexiva con
un objeto de imagen bajo F' un conjunto unipuntual es Bi-correflexiva

3. Para todo x-morfismo f, se tiene que el operador f(_) preserva M-
UNLONES.
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Capitulo 3

Operadores limite y
subcategorias correflexivas

En 1972 en Aspects of Topoi, P. Freyd [13], pdg 16, comenta lo siguiente:

En cualquier conjunto parcialmente ordenado, visto como una categoria,
las subcategorias reflexivas plenas estan en correspondencia uno a uno con los
inflacionarios idempotentes que preservan orden, esto es, con las funciones
f tales que

r<y= f(z) < f(y)
r < f(z)
f(f(x)) = f(z)
Claramente, el reflector de una subcategoria plena y reflexiva es una de di-

chas funciones. A la inversa, dada una tal f, entonces Imagen(f) es reflexiva
de la siguiente manera: Dado y € Im(f) entonces x <y = f(z) < f(y) =y

y f(z) <y=2< flz) <y.

Enseguida, de la proposicién 1.41 de [13], Freyd define los operadores
clausura para las algebras de Heyting como operadores unarios denotado por
T tales que:

8l
Il
8

<7
TANY=TNY

y hace notar que la imagen de un operador clausura es una subdlgebra de
Heyting reflexiva.

En Limit-Operators and Topological Coreflections de Horst Herrlich 1969,
[15], provee ejemplos de correflexiones topoldgicas. En la primera parte de
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dicho articulo procede a presentar tres métodos para generar subcategorias
correflexivas en Top; en particular el tercer método que presenta es rela-
cionando las correflexiones topolégicas y operadores limite inferior, que son
operadores clausura mas finos que el operador Kuratowski. Ryosuke Naka-
gawa en 1976 en [26] genera, mediante sistemas de factorizacién (€, M) en
Top, un operador clausura monétono, anclado (en el espacio total), extensi-
vo e idempotente y aditivo en el caso de que M sea cerrado bajo uniones,
definido sobre los monomorfismos extremales; ademés logra establecer una
correspondencia uno a uno entre adecuados sistemas de factorizacion y las
subcategorias bicorreflexivas de Top, ver Teorema 4 de [26].

Para una (£, M)-categoria arbitraria x la nocién de operador clausura,
introducida en [9] en 1987 por Dikran Dikranjan y Eraldo Giuli, captura en
una nocién abstracta, los conceptos y propiedades de los operadores clausura
utilizados por Herrlich y Nakagawa en la categoria Top, pero también permite
incluir las nociones aparentemente distantes (que no tienen conexién intuitiva
con los conjuntos cerrados en espacios topoldgicos) de los operadores clausura
en Topos o dlgebras de Heating (ver [25] y [13]).

En toda categoria arbitraria x en la cual una clase de subobjetos M
determinada tiene la suficiente estructura, un operador clausura (categérico)
C estd definido como una familia de operadores (Cx)xey, que actiian sobre
los subobjetos, tal que satisface las propiedades de extensién, monotonia y
aditividad (ver [§]).

3.1. Operadores Clausura

Sea y una categoria y M una clase fija de monomorfismos de x que
contiene a todos los isomorfismos de y, cerrada bajo composiciéon y para la
cual x es finitamente M-completa.

Definicién 3.1 (Ver 2.2 de [§]). Un operador clausura en x respecto a la
clase M de subobjetos, es una clase de operadores C' = {Cx : M|x — M|X}X€Obj(x)
tal que cumplen las siguientes propiedades:

1. Extension: Para cada m € M, m <Im Cx(m) ;
2. Monotonia: Sim,n € M|x con m <n, entonces Cx(m) < Cx(n);

3. Continuidad: Para cada x-morfismo f: X =Y y cada m € M|y,

f(Cx(m)) < Cy(f(m)).
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Definicién 3.2. Sea x una categoria con M-uniones. Un operador clausura
C en x respecto M es anclado en X si:

Cx(0z) = ox.

donde ox : Ox — X es el menor elemento de M|x. El operador C es llamado
anclado si es anclado en todos los objetos de x. El operador C' es aditivo
en X si para cualesquiera M-subobjetos m yn de X:

Cx(mVn)=Cx(m)V Cx(n).

C es llamado aditivo si es aditivo en todos los objetos de x.

Observaciéon 3.3. Por propiedad de monotonia de un operador clausura C
tenemos que m = m/' implica Cx(m) = Cx(m’), de donde es suficiente definir
al operador C' en un esqueleto de M.

Si la propiedad de monotonia se cumple, la propiedad de continuidad es
equivalente a que para cada x-morfismo f: X =Y, y cadan € M|y

Cx(f71(n) < f~H(Cy(n)).

Lema 3.4 (Lema de diagonalizacién de clausuras, ver 2.4 de [§]). Sea C' un
operador clausura en x respecto a M. Para todo diagrama conmutativo

X =N

conm yn en M, existe un unico morfismo w tal que conmuta el diagrama

M N N
ST
Cx(M) - = >Cy<N)

Cx(m)l l
X

Definicién 3.5. Un M-subobjeto m : M — X es un sub-objeto C'-
cerrado (en X ) si es isomorfo a su C-clausura, esto es, si jy, : M — cx (M)
es isomorfismo. m es un subobjeto C-denso (en X ) si su clausura es iso-
morfa a lx, esto es, si cx(m) : cx(M) — X es isomorfismo. El prefijo C
puede ser omitido.
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En esta seccién consideramos una categoria topolégica (x, F') y una (€, M)-
estructura para la categoria Set , i.e.;

1. La clase M es una clase de monomorfismos de Set cerrada bajo com-
posicién, que contiene a todos los isomorfismos de Set; y, para cada
conjunto A, la inclusién 7 : ) — A es un elemento de M.

2. La clase £ := (M) es una clase de epimorfismos de Set.
3. La categoria Set tiene (£, M)-factorizaciones y es finitamente M-completa.
De lo anterior se tiene que:

1. las clases Mp y M5 son clases de monomorfismos de x cerradas bajo
composicion, las cuales contienen a todos los isomorfismos de y, Pro-

posicion y Observacién [I.3] Ademds para cada y-objeto X existe
ox 2 ANMg|x con o, :=i:0— X.

2. La clases £ y Ep son clases de epimorfismos de y, (1) de Proposicién

24

3. La categoria y tiene (Ep, Mp) y (Er, M%) factorizaciones y es tanto fi-
nitamente M p-completa como finitamente M#-completa, Proposicién

y Corolario 2.9

3.2. Operadores limite inferior

Definicién 3.6 (Ver [2]p). Sea Cy un operador clausura en x respecto a
M, un operador limite inferior respecto a C, , es una coleccion de
operadores | = {ZX}XGX, donde lx : M|x — M|x son tales que para cada
X € x cumplen:

1. Extension: m < Ix(m) < Cox(m) para cada m € M;
2. Aditividad: Ix(mVn) = lx(m)Vlix(n) para cada m,n € M|x;

3. Continuidad: f: X =Y, f(Ix(m)) <ly(f(m)) para cada f: X —Y
ym e M.
Observaciéon 3.7. La propiedad de aditividad de | implica la propiedad de
monotonia de l (y asil estd bien definido hasta isomorfismo, esto es, lx(m) =
Ix(n) sim = n), de donde la propiedad de continuidad puede ser expresada
como:

Ix(f7H(n) < fH (v (n),
para cada f: X =Y yn € M|y.
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Definicién 3.8 (Ver [2]p). Para cada operador limite inferior | respecto a
Cy, denotamos por (1) la subcategoria plena de x con clase de objetos:

Obj(U(1)) :={X € Obj(x) : (Vm € M|x)lx(m) = m < Cox(m) = m}.

Proposicién 3.9 (Ver [2]p). Para cada operador limite inferior I respecto a
Co, la subcategoria U(I) es repleta.

Demostracion. Sean X € U(l) y h : X — Y un y-isomorfismo, supongamos
que m € Mly con ly(m) = m, para g :== h™' : Y — X, tenemos que
g(n) = h=Y(n) para cada n € M|y, asi

Ix(g9(m)) = Ix (k™ (m)) < h™ Iy (m)) = g(ly(m)) = g(m),

de donde Ix(g(m)) = g(m). Como X € U(I), tenemos que Cyx(g(m)) =
g(m), entonces

g (g(m)) = g~ (Cox(g(m))) > Coy (g~ (g(m)) = Coy (m).

Finalmente m = Coy(m) y Y € U(1). O

I

m

Proposicién 3.10 (Ver [2]p). Sean Cy un operador clausura anclado y 1 un
operador limite inferior respecto a Cy. Si P es un objeto tal que F(P) = {p},
entonces la subcategoria U(l) tiene a P como objeto.

Demostracion. Sea m : M — P un M-subobjeto de P. Supongamos que
m = oy, tenemos que Cyx(0x) = ox ya que Cy es anclado. Por otro lado, si
F(m) es la funcién constante {q} — {p}, entonces F(Cyx(m)) es la funcién
constante {r} — {p}. El levantamiento F-inicial de la funcién constante
{r} — {¢}, y la unicidad de los levantamientos de conjuntos unipuntuales,
muestran que Cox(m) < m. O

Proposicién 3.11 (Ver [2]p). Sea Cy un operador cerradura definido por
pozos finales (Definicion . Para todo operador limite inferior | respecto
a Cy se tiene que:

1. U(1) es cerrada bajo la formacion de coproductos;

2.8 f : X = Y es un elemento de Er y X € Obj(U(l)), entonces
Y € Obj(U(l)).

Demostracion.
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1 Sea { X, }rea una clase de x-objetos indexada por un conjunto A. El levanta-
miento F-final (X, (i,)xea) del F-pozo (][ F(Xy), (ix : F(X)) = [T F(X)A)ren)
es el coproducto de { X }rea en x. Sea m € M|x con lx(m) = m; para cada
A € A, tenemos que:

Ix, (i3 (m) < iy (Ix(m)) = iy (m)
asf Ix, (iy'(m)) 2 i, (m); como cada X es un U(l)-objeto, tenemos que
Cox, (i3 (m) = 13" (m).

Finalmente Cyx(m) = m.

2 Sean f : X — Y un elemento de Ep, X € Obj(U(l)) y m € Mpg|y, con
ly (m) = m; tenemos que

lx(ffl(m)) < v (m) = £ (m);

ast, Ix(f~Y(m)) = f~(m) y, debido a que X € Obj(U(l), tenemos que
Cox(f~1(m)) = fﬁl( ), finalmente Cyy (m) = m ya que Cj es definido por
pozos finales. O

De aqui en adelante, denotaremos por Cy a un operador clausura aditivo,
anclado y definido por pozos finales en x respecto a Mpg.

Teorema 3.12 (Ver [2]p). Para cada operador limite inferior | con respecto
a Cy, la subcategoria plena U(l) es una subcategoria bicorreflexiva de x.

Demostraciéon. Por la Proposicién 3.3 de [2], x es My bien potenciada; por
la proposicién 3.5 de [2], x tiene (Er, M)-factorizaciones; por el teorema
21.16 de [1], x tiene colimites y en particular coproductos; asi, el teorema
de caracterizacion de subcategorfas M-correflexivas aplicado a la (£, MF)
estructura de y, y la Proposicion muestran que U(l) es correflexiva en
x. Por la Proposicién , tenemos que U(l) tiene un separador por objeto.
Finalmente U(l) es bicorreflexiva en y. O

Definicién 3.13 (p). Sea BiCo(x) la clase preordenada de subcategorias
bicorreflexivas de x (con un separador o un espacio que no esté en la F-fibra
del conjuto vacio), con Uy < Uy si Uy es una subcategoria plena de Us.

Definicién 3.14 (p). La clase preordenada de operadores limite inferior
en x respecto a Cy, es denotada por Lim(x,Cy), con ly < ly si para todo

X € Obj(x) ym e Mp|x, li(m) < lr(m).

Proposicién 3.15 (p). El operador U(_-) : Lim(x, Co) — BiCo(x) preserva
orden.
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Demostracion. Sean Iy y ly en Lim(x,Cp) con Iy < ly y X € Obj(U(ly)).
Para cada M p-subobjeto m con lox(m) = m tenemos que l;x(m) = m; asi,
Cox(m) =my X € Obj(U(ls)). 0

Para M = Mono(Set) y una categoria topoldgica (x, F') consideramos la
(Er, ME)-estructura para y inducida por F. Sea Ky un operador clausura
aditivo en x respecto a M.

Teorema 3.16 (Ver [2]p). Sea A una subcategoria bicorreflexiva x, y sea
rx .A(X) — X para cada x-objeto X la A-correflexion de X . El operador
L(A) {ZA}XGOb definido (hasta isomorfismos) por:

I (m) =mV ry(Koa)(ry'(m))),

para cada m € Mxg|x, es un operador limite inferior en x respecto a K.
Ademds si Ky es idempotente, y A es Mg-correflexiva, entonces L(A) es
tdempotente.

Demostracion. Si X un y-objetoy m € Mz|x, 15 (m) es un elemento de M4
(x tiene Mp-intersecciones y Mz-pullbacks), y por definicién, m < I5(m).
Como

rx (Ko (rx' (m))) < rx (ry' (Kox (m))) < Kox (m),
tenemos que I5(m) < Kox(m). Como Kj es un operador clausura, tenemos
que:

ry (m) < Koaco (ry' (m)),
de donde rx (15" (m)) < rx(Korx(ryk'(m))); ademds, como rx es bi-morfismo,
tenemos que m = rx(ry' (m)), y ast m < I¢(m). Para m,n € My|x, se tiene
que (por el Corolario [2.17)):
ry (mvn) 2ri(m)Vry(n).
Asf £ (mVn) 21 (m) Vig(n). Sean f : X — Y un y-morfismo, m € Mz|y
y Rf el y-morfismo tal que f ory =ry o Rf, tenemos que:
rx (Koaoo (ry' (f71(m))) = rx (Koaoo ((f o rx) 7 (m))) =2
rx (Koaoo ((ry o Rf)™H(m))) = rx (Koaco (Rf 7 (ry' (m)))) <

rx (R (Ko (ry' (m)) < f7H (ry (Koagx (ry (m)));
asi, I£(f71(m))) < f7Y(I$(m)). Si Ky es idempotente, y cada rx es un
elemento de M7, entonces

rx (Korx (ry' (rx (Koaco (rx' (m)))))) 2 rx (Koo (Koacx) (ry' (m)))

rx
= rx (Koac) (rx' (m)));
asi, [(U) es idempotente O
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Proposicién 3.17 (p). El operador L : BiCo(x) — Lim(x, Ky) preserva
orden.

Demostracion. Sean A y B elementos de BiCo(x) con A < B; para cada
x-objeto X existe h : A(X) — B(X) tal que: r4x = rx o h, de donde para
cada m € Mg,

max (Ko (rax (m)) = rax (Koago (h™'rpx (m))

< rux (W (Kosex) (rax (m))) < Tdy (rgx (Kosx) (rpx (m))))
> rpx (Kosx) (rpx (m)))-

]

Observaciéon 3.18 (p). La forma en que se define el operador L es similar
a la forma que Clementino define el operador discreto finex(m) = m en [7]:

finex(m) =m v \/{h(Coarp(h™"(m)))|h: P — X, P € P},
donde P denota la clase de objetos preterminales de x, y C'oar es el operador
Coarx(m) = \{f~'(f(m))|f : X — P,P € P}.

Observaciéon 3.19 (). Sea (x, F') una categoria topoldgica. Para cada x-
morfismo f: X =Y y cada Mgl|y-subobjeto m, fpn*(m) = fﬂ_l(m)

Proposicién 3.20 (p). Sea x una categoria con M-imdgenes inversas y
directas, para cada m € M| y cada diagrama conmutativo

T T
X Y

tenemos que: (g~ (m)) < f~1(s(m))

g

_

_

f

Demostracion. Ya que:

Fr(g™ (m))) = (for) (g™ (m)) = (s 0 g)(g~" (m) = s(g(g~" (m))) < s(m),

por adjuncién se tiene r(g~1(m)) < f~(s(m)).
[l
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3.3. Levantamiento de operadores

Definicién 3.21. Sea (x, F') una categoria topoldgica, un operador clau-
sura conjuntista para (x,F) es una familia de operadores C = {Cx :
P(F(X)) = P(F(X))}xeonj(y), donde P(A) denota al conjunto potencia de
A, tales que:

1. Para cada M € P(F (X)), M C Cx(M);

2. Si M C N e P(F(X)), entonces Cx(M) C Cx(N);

3. Para todo x-morfismo f: X — Y y todo M € P(F(Y)),
Cx(F(f)"(M)) € F(f) (Cy(M)).

Definicién 3.22. Sea C' un operador clausura conjuntista para (x, F'); se
define el operador C' = {C% : Mp = Mrp}xeconjy) donde, para cada x-
objeto X y cada Mp-subobjeto m de X

C'x(m) = icy (Fm)(F(M))

Proposicién 3.23. Sea C' un operador cerradura conjuntista para (x, F'), el
operador C" definido por C' es un operador clausura en x respecto a Mg (o

bien My ).
Demostracion.

1 Sea X € Obj(x), y seam € Mp|x, ya que F(m) <'icy(pm)rr))), se tiene
que m < C’%(m)

2 Sean X un y-objeto, y m, n dos Mpg-subobjetos de X tales que m < n, se
tiene que iCX(F(m)(F(M))) S iCX(F(n)(F(N)))v de donde CS( (m) S CS((TL)
3 Sea f: X — Y un y-morfismo y sea m un Mpg-subobjeto de Y, notar que
Cx(F(fHm)(F(f~1(M)))) = Cx(F(f)" (F(m))(F(f)" (F(M))))
= Cx(((F ()" (f(m)(F(M))))) = Cx(E(f)~ (F(m)(F(M))))
C F(f)" (Cy(F(m)(F(M))))

esto es, conmuta el diagrama

Cx (F(f~1(m)(F(f~1(M)))) =2

] I

FX) F(f)
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y ya que C} (m) es un levantamiento inicial de i : Cy (F(m)(F(M))) — f(Y),
tenemos que existe y-morfismo ¢ tal que conmuta el diagrama

_ f
f7HCy (M) Cy (M)
~ - t
T~ /
FHC(m) Ch(f~1(M) Gy (m)
S (f7Hm)
X 5 Y

Finalmente por propiedad de f~(C4-(m)), existe xy-morfismo ¢ tal que

Cx(f~H(m)) <" f7H(Cy(m))
O

Definicién 3.24. Sea C' un operador clausura conjuntista, C' es anclado
en X si Cx(0) = 0. C es anclado si es anclado en todo x-objeto.

Proposicién 3.25. Sea C' un operador cerradura conjuntista para (x, F')
respecto a M. Si C es anclado en X y la funcidn inclusion i : ) — X es
un elemento de M|x, entonces el operador C' definido por C' es un operador
clausura anclado en X.

Demostracion. Si C' es un operador conjuntista anclado en X, para oy = I
) — X se tiene que F(ox) = F(C%(0x)), de donde ox = C%(0x). O

Definicion 3.26. Sea C' un operador clausura conjuntista, C' es aditivo en
X si para cualesquiera subconjuntos M y N de X, Cx(MUN) = Cx(M)U
Cx(N). C es aditivo si es aditivo en todo x-objeto.

Proposicién 3.27. Sea C' un operador cerradura conjuntista para (x, F'). Si
C' es aditivo (en X ), entonces el operador C' definido por C' es un operador
clausura aditivo (en X ) para los Mp-subobjetos.

Demostracion. Si C' es un operador conjuntista aditivo en X, sean m y n dos
Mz-subobjetos de X, tenemos que (por el Lema [2.14]):
F(Cx(mVn)) =i:Cx(F(m)(F(M))UF(n)(F(N)) = X
F(Cx(m) Vv Cx(n)) =i: Cx(F(m)(F(M)) U Cx(F(n)(F(N))) — X
y, dado que ambos morfismos son el mismo, por la aditividad de C, tenemos

que:
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Cx(mVn) = F(Cx(m) v Cx(n)).
O

La siguiente propiedad de un operador clausura estd relacionada con el
comportamiento del operador clausura en los objetos que son levantamientos
finales de F-pozos y los subobjetos C-cerrados en dicho objeto.

Definicién 3.28 (p). Un operador clausura C' en x respecto a Mz es un
operador clausura definido por pozos finales si, para todo pozo F-final
(fa: Xoo = X)aen, y todo Mg-subobjeto m de X, m es C-cerrado si y solo
si fx'(m) es C-cerrado para cada \ € A.

Definicién 3.29 (p). Un operador clausura conjuntista C' para (x, F') es un
operador clausura definido por pozos finales si para todo pozo F'-final
(fx: X\ = X)rer, y todo M C F(X) se cumple que:

Cx(M) =M & Cx, (F(f\) ' (M)) = F(f,)""(M)para cada\ € A.

Proposicién 3.30 (p). Sea C' un operador clausura conjuntista para (x, F).
Si1 C' es definido por pozos finales, entonces el operador C" definido por C' es
un operador clausura definido por pozos finales.

Demostracidn. Sea m € Mp|x tal que para cada A € A, C (fy'(m)) =
I H(m), se tiene que:

F(fyH(m)) = F(fA)7H(F(m)) = i1« F(f)7 (F(m)F(M)) — F(X,)
F(Cx, (f(m))) =iz : Cx, (F(fx (m))F(f " (M))) = F(X),

asi tenemos que 7; = iy, pues F' preserva isomorfismo de monomorfismos, y
ya que i1 € 19 son inclusiones, tenemos que i; = iy, de donde

F(f)"HF(m)F(M)) = Cx, (F(fx) (F(m)F(M))),

asi F'(f)"Y(F(m)F(M)) es C-cerrado en X, para cada A € A, de donde
Cx(F(m)F(M)) = F(m)F(M), finalmente

_ ) s
Cx (M) = i (P(myFim)) = iP(m

5°

2
I
3

]

Ejemplo 3.31 (p). 1. El operador clausura Kuratowski K = (kx)xesop
en Top es definido por pozos finales.
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2. El operador clausura Cech K = (K x)xepezop €n PrTop es definido por
pozos finales.

K pin(M) == fi(Kx,(f71(M)))
3. El operador clausura Katétov K = (kx)xerc en &Conv es definido por

pozos finales.

KxgM)={zeX:3F)F Lz A M F}

Fihae @ eDGLynfily) =anfG) CF

Definicién 3.32 (p). Sea Cy un operador clausura conjuntista para (X, F),
un operador conjuntista limite inferior respecto a Cy es una coleccion
de operadores | = {lx : P(F(X)) — (F(X))}, tal que :

1. Para cada M C F(X), M Clx(M) C CoX(M);
2. Ix(MUN) =Ix(M)Ulx(N) para cada M,N € P(F(X));
3. Para todo x-morfismo f: X =Y ytodo M € P(F(Y)),

Cx(F(f)71(M)) € F(f)"(Cy(M)).

Proposicién 3.33 (). Seal un operador conjuntista limite inferior respecto
a Cy para (x, F'), el operador 1" definido porl, Deﬁm’cidn es un operador
limite inferior respecto a Cj).

Demostracion. Sean X un y-objeto y m un Mz-subobjeto de X, tenemos
que
Ux (F(m)F(M)) < 1Cx (F(m)F(M))

de donde Iy (m) < C%(m). El resto es andlogo a las demostraciones de las

proposiciones [3.23] y [3.27] O

3.4. Ejemplos

3.4.1. Espacios de convergencia generalizada

En 1948 G. Choquet en [6] axiomatiza el concepto de pseudo-convergencia,
impulsado por estudiar las relaciones multivaluadas entre dos espacios to-
poodgicos, haciendo uso natural e indispensable de la nocién de filtro, Fis-
cher en [11], [12] y Kowalsky [23] presentaron los espacios de convergencia
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y estructuras de convergencia (Limesraum y Limitierung, respectivamente);
axiomatizando el concepto de convergencia de un filtro con requerimientos
mé&s simples de los de Choquet, en 1964 Kent [22] presenta las funciones
de convergencia y espacios de convergencia mas generales que los de Ko-
walsky y Fischer, como una generalizacion de las topologias, y presento los
espacios topologicos, pretopologias, las pseudo-topologias, las estructuras de
convergencia (Limitierung), como casos particulares de las funciones de con-
vergencia. Los espacios de convergencia ademas de capturar a los espacios
topoldgicos y las nociones de funciones continuas, es mas completa con res-
pecto a la existencia de funciones especiales, como la propiedad de ser una
categoria cartesiana cerrada, de especial interés para las teorias de homotopia
y analisis funcional.

Definicién 3.34. (Ver [22] y [28]) Un espacio de convergencia gene-
ralizad(ﬂ (X, q) es un conjunto X junto con una funcion q, llamada con-
vergencia en X o funcién de convergencid’, que asigna a cada v € X
un congunto q(x) de filtros en X, donde F 2y = denota que el filtro F de X
es un elemento de q(x), tal que:

1. Para todox € X, & :={M C X|xr e M} L z,

2. Para cualesquiera filtros en X, F y G, si F % x y F C G, entonces
GL .

Dados dos espacios de convergencia generalizada (X, q) y (Y,r), una fun-
cion f: X =Y es continua (de (X, q) a (Y,r)) si preserva la convergencia
de filtros, esto es si para todo x € X y todo filtro F en X:

Fhao=fFS fa),

donde fF denota el filtro en Y con base {f(F)|F € F}. Los espacios de
convergencia generalizada y las funciones continuas entre ellos definen la
categoria de espacios de convergencia generalizada &Cony.

Nota 3.35. (Ver 3.2 de [28] y [22])
Un espacio de convergencia generalizada (X, q) es llamado:

1. Espacio de convergencia, si F N& € q(x), siempre que F € q(x);

'En [28] L. D. Nel los espacios de convergencia son aquellos para los cuales, si F € ¢(z),
entonces F N € g(x).

2En [22] D. Kent define la funcién de convergencia como una funcién monétona del
conjunto de filtros de X al conjunto potencia de X tal que = € ¢(&) para cada = € X.
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2. Espacio lz/mite, si FNG L x, siempre que F,G 2 x;

3. Pseudotopoldgico, si F < x, siempre que G ~ para todo ultra filtro tal
que F C G;

4. Pretopoldgico, siV, <> ., donde V, es la interseccion de todos los filtros
en q(x);

5. Topoléogico si es pretopologico y todo x,y € X, V, tiene un elemento
VeV,conyeV.

Dando las categorias Con, Lim, PsTop, PrTop y Top, en cada caso los
morfismos son las funciones continuas que preservan la convergencia de fil-
tros, todas estas categorias son topologicas y cada una es birreflexiva en la
categoria que le precede en la lista.

Observacién 3.36 (Ver IV.2 de [10] y 3.2 de [§]). Para una fuente de fun-
ciones (f : X — X)ier con (X;,q;) € &€onv para cada i € I, se define la
estructura de convergencia inicial ¢ en X de la siguiente forma, para cada
filtro F en X :
FLreViel(fiF L fi(x).

FEsto es, el funtor que olvida |_| : &Conv — Set es un funtor topoldgico vy,
debido a como se establecen las convergencias sobre un conjunto X, es facil
ver que (BC€onv, |_|) es una categoria topoldgica.

Ejemplo 3.37 (Las subcategorias PrTop y Top como subcategorias plenas
de BC€onv, ver 3 de [§]). La categoria de espacios pretopoldgicos PrZop tiene
por objetos pares (X, kx), donde X es un conjunto y kx : P(X) — P(X) es
una funcion, llamada pretopologia, tal que:

1. k)((@) = @,’
2. Para todo M C X, M C kx(M);
3. Para cualesquiera M, N C X, kx(M UN) = kx(M)Ukx(N).

Una funcion f : X — Y es continua (de (X,kx) a (Y,ky)) si para todo
M C X se tiene que:

flkx (M) C ky (f(M)).
Para (f; : X — (Y, K;))ier una F-fuente, tenemos que la pretopologia defi-
nida por

hx (M) == () £ (ki fi(M),

el

3En [I1] llamados limitierung por H. R. Fischer.
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hace a (f; - (X, kx) — (Yi, k;))ier un levantamiento inicial de (f;)ie; para el
funtor || : PrTop — Set.

Sea x € X. Una vecindad de x en el espacio pretopologico (X, kx) es un
conjunto M C X tal que x & k,(X\M), para el espacio pretopoldgico (X, kx)
se denota el conjunto de vecindades de x por V,. Todo espacio pretopologico
(X, kx) puede ser visto como un espacio de convergencia generalizada donde
la convergencia q : X — P(F(X)) estd dada por

FireV, CF.

Esta identificacion hace a BrTop isomorfo a una subcategoria plena de
BConv. A su vez la categoria Top es isomorfa a una subcategoria plena de
PrTop; esto, identificando cada espacio topolégico (X, T) con el espacio pre-
topoldgico (X, kx), donde kx (M) =N .

3.4.2. Clases composables de filtros

Las siguientes definiciones que generalizan las nociones de compacidad
hasta la categoria &€onv pueden verse en I.X de [10]

Nota 3.38. Para cada conjunto X, el filtro 2% es llamado filtro degene-
rado.

Convencion 3.39. Se asumird que toda clase de filtros contiene el filtro
degenerado para cada conjunto.

Definicién 3.40 (XIV.3.5 de [10]). Una clase D de filtros es no vacta,
st para todo conjunto X, la clase de filtros en X que son elementos de I,
denotada por DX, contiene un filtro no degenerado.

Definicién 3.41 (11.2.9 de [10]). Sean X un conjunto, A y B dos subconjun-
tos del conjunto potencia de X, diremos que A se mezcla con B, denotado
por A#B, si para todo A € A y todo B € B se tiene que AN B # (. Si
A = {A}, A#B denotard A#B. Dos clases que no se mezclan son llamadas
clases disociadas.

Nota 3.42. St R C X XY es una relacion binaria, F C X,G CY y F es
un filtro en X, entonces

R(F) ={yeY]| ng(fv,y) € R},

de manera similar para la relacion inversa R~ = {(y,z)|(z,y) € R} se tiene
que:

R(G) = {r € X| 3 (na) € R}
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Las siguientes expresiones son equivalentes, ver 11.2.4 de [10]:

(F X G)#R < R(F)#G < F#R (G).
De hecho (z,y) € Ry e R(x) <z € R (y).
St RC X xY, entonces
R[F]:={R(F)|F € F}

es una base de filtro (posiblemente degenerado) en 'Y .
SiRCX XY, FeFX yG eFY, entonces

(F x G)#R < R[F|#G < F#R™[G].

Ahora si R es un filtro sobre X XY, cada uno de sus elementos puede
ser visto como una relacion, y se puede considerar el filtro (posiblemente
degenerado)

RIF] = {R(F)|ReR,F e F}]

Por supuesto, se puede definir de forma similar el filtro (posiblemente
degenerado) R™[G| sobre Y, y se sigue que

(F X Q)#R < R[F|#G < F#R[G].
Definicién 3.43 (ver XIV.3.6 [10]). Sean D y J dos clases de filtros. Diremos
que D es J-composable si para cada par de conjuntos X y Y se tiene que
DeDXANJ eJ(X xY)= J[D] € DY.

Una clase de filtros D es llamada composable si es D-composable.

Notacion 3.44. Sea X un conjunto, denotaremos por FoX el conjunto de
filtros F sobre X tales que existe ) # A C X tal que F = AT, AsiFy denotard
la clase de filtros principales.

En particular, una clase de filtros D es Fo-composable si la imagen, R[D],
de un D-filtro D en X bajo una relacion R C X X Y es un D-filtro en Y, ya
quesi RC X xY y F € FX, entonces R[F| = {R}T[F].

4Para una coleccién A C P(X), AT :={B € P(X)|(34 € A)A C B}.
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3.4.3. Limite inferior compacto £ en &Conv

En esta seccion y en la siguiente desarollamos dos ejemplos de operadores
limite inferior en la categoria topologica &€onv. Para el primer ejemplo son
necesarias definiciones y resultados de una generalizacién de los conjuntos
compactos en &Conv, la siguiente Proposicién [3.46] la Proposicién [3.47y el
corolario pueden verse en XIV.3.3. de [10].

Definicién 3.45 (Ver [11.5 de [10]). Para un espacio de convergencia ge-
neralizada (X, q), la adherencia de una familia A de subconjuntos de X es
definida por:

adhyA= | ) lim/H.

FXSH#A

Definicién 3.46 (Ver X1V.3.11. de [10]). Sean A y B dos familias de subcon-
Juntos de (X, q), y sea D una clase de filtros. Diremos que A es D-compacta
en B si:

(D e DX AN D#A) = adh,D#B.

En caso de que B = {B} o B = {B}" entonces B puede ser remplazado
por B y diremos que A es D-compacta en B. Similarmente, si A = {A}
o A = {A}" entonces A puede ser remplazada por A, y diremos que A es
D-compacto en B.

Diremos que una familia A es relativamente D-compacta si es D-
compacta en X, y diremos que A es D-compacta si es D-compacta en A.

Proposicién 3.47 (Proposicion X1V.3.17. de [10]). Sean A y B dos familias
de subconjuntos de (X, q) y sea D una clase Fo-composable de filtros. Si f :
(X,q) — (Y,p) es continua y A es D-compacto en B entonces f[A] es D-
compacto en f[B].

Corolario 3.48 (Corolario XIV.3.18. de [10]). Sea D una clase de filtros
Fo-composable. Si f : (X,q) — (Y,p) es continua y B C X es D-compacto,
entonces f(B) es D-compacto.

La siguiente definiciéon permite extender el concepto de la £-clausura en
Top, definida en 3.3 de [§], hasta la categoria &Conv.

Definicién 3.49 (p). Sea D una clase de filtros Fy-composable, y sea (X, q)
un espacio de convergencia generalizada, para M C X la D€—clasura de un
subconjunto M de X, denotada por D€ x 4 (M), contiene todos los puntos
x € X tales que existe un D-compacto B de (X,q), con x en la clausura
usual (Kuratowski) k(x.q(M N B).
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Observacién 3.50. Sea D una clase de filtros Fy-composable, para todo es-
pacio de convergencia generalizada (X,q) y x € X, {z} es D-compacto en

(X, q).
Demostracion. Para ver que {x} es compacto en (X, q) veamos que
(D € DX y D#{x}") = adh,D#{z}.
Pero
x € lim,{z}" C U lim,G = adh,D,
G#D
de donde adh,D#{x}. O

Definicién 3.51. Sea (X, q) un espacio de convergencia generalizada, para
cada M C X se define

ko(M) :={z € X|3F)F L AM € F}.

La coleccion de operadores k = {kq}(x,qcocon €5 llamada operador
clausura Katétov.

Proposicién 3.52 (p). Sea D una clase de filtros Fo-composable, el operador
Dt = {]DE(X,q)}(X’q)E@@,w es un operador limite inferior conjuntista en G€onv
con respecto del operador Katétov k.

Demostracion. Sea (X, q) un espacio de convergencia generalizada, denote-
mos por DC, al conjunto de subconjuntos de X que son D-compactos en

(X, 9).

1) Para M C X,y para cada x € M tenemos que {z} € DC,, Observacién
Ly T € kg Mﬂ{z}) de donde M C Dt,(M). Si z € DE,(M), existe
BEDOq,COHZL‘G/{,‘(MﬂB)Ck‘( ).

2) Sean M, N C X;six € DE, (M UN), existe B € DC,, con
r€k,(MUN)NB) =ky(MnNB)Uky(NnNB),

de donde z € D¢, (M) U Dt (N). Para x € DE, (M), existe B € DC, con
x € ky(MNB)Cky((MUN)N B), de donde, x € D¢, (M UN).

3) Sea f : (X,q) — (Y,p) un morfismo de espacios de convergencia ge-
neralizada y sea N C Y, si z € DE,(fY(N), existe B € DC, tal que
z € ko(f~1(N) N B), de donde

f(@) € flko(fH(N) N B)) C ky(f(f71(N) N B))

C kp(ffHN) N f(B) C ky(N 0 f(B)),
y asi f(z) es un elemento de D€,(NV), pues f(B) es D-compacto en (Y, p) por
el corolario [3.48} esto es De,(f~1(N)) C f~1(DE,(N)). O
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Nota 3.53. La restriccion del operador limite Dt a la categoria Top resulta
ser el operador ¥ definido por D. Dikranjan y W. Tholen en [8] y asi mismo,
es no idempotente, anclado, aditivo.

3.4.4. Limite inferior secuencial s en &Conov

Sean (N, 7) el espacio topolégico de los niimeros naturales con la topologia
discreta y (N ,7) el espacio topoldgico generado de la compatificacién a un
punto de (N, 7), denotaremos por (N, q) v (N, §) los espacios (N, 7) y (N, 7),
vistos correspondientemente como espacios de convergencia generalizados.

Definicién 3.54 (p). Una sucesion en un espacio de convergencia genera-
lizada (X,q) es un morfismo en &Conv f : (N,7) — (X, q) denotado por
(Zn)nen, donde para cadan € N, f(n) = x,.

Definicién 3.55 (p). Sean (X, q) un espacio de convergencia generalizada
Y (Tn)nen una sucesion en (X, q); un punto x € X es un limite de (r,)nen
si existe un morfismo f: (N,q) = (X, q) de &Conv tal que fly = (Tp)nen ¥
flw) =,

Proposicién 3.56 (p). Sea (X, q) un espacio de convergencia generalizada
Y (zn = f(n))nen una sucesion con limite x; si z : N — N es una funcion tal
que para todo n € N, n < z(n), entonces x es limite de (x.4) = f(2(n)))nen.

Demostracién. Para ([n,w])ne que converge a w en (N, §), tenemos que
para cada B € f({[n,w])nen), existe [n,w] tal que f([n,w]) C B, asi

foz(nw]) C f(lz(n),w] C f([n,w]) C B,

dedonde B € foz({[n, w|)nen), ast f({[n, w)nen) C foz({[n, w])nen), y ya que
f es morfismo en &€onv, f({[n,w|)nen) — x de donde f o z(([n,w])nen) —
x. [l

Definicién 3.57 (p). Sea (X,q) un espacio de convergencia generalizada,
para M C X la s-clausura, s,(M), de M en (X, q), contiene todos los puntos
x € X tales que existe una sucesion (x,)nen tal que para cadan € N, x, € M
y x es un punto limite de (z,)nen-

Proposicién 3.58 (p). El operador s = {s,}(x,q)cocom €5 un operador limite
inferior en &Conv con respecto de k.

5([n,w])nen := {A c N|3(n € N)[n,w] C A}
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Demostracion. 1 Sea M C X, para x € M, la sucesién constante f(n) =
x tiene a x como limite, de donde M C s,(M), para x € s,(M), el filtro
<xn>neNE| converge a £ y M € (x,)nen, de donde = € ky(M).

2 Seaz € 5,(MUN), existe (2, )nen sucesién tal que tiene a 2 por limite
vy x, € M UN para cada n € N. Supongamos que x no es un elemento
de s,(M) ni de s5,(N).

a)

Sin perdida de generalidad, supongamos que |f~}(M)| < w, te-
nemos que |f~Y(N)| = w, sea m = mazxf (M) + 1, para g :
(N,§) = (X, q) definida por g(n) = f(n+m) y g(w) = , veamos
que (a, = g(n))nen €s una sucesiéon que converge a .

Para n € N, ya que n — n, tenemos que g(n) = f(n%—m) —
f(n+m) = g(n). Para G — w, tenemos que ([n,w))peny C G,
de donde f({[n +m,w))nen) = g({[n,w))nen) C g(G), con ([n +
m,w))nen — w y ya que f es morfismo, f({[n +m,w))nen) — =,
esto es g es morfismo en &&€onv, de donde (a, ) ey tiene a x como
punto limite, y asi z € 5,(N).

Si|f~YN)| =wy |f (M) =w, para cada n € N existe ny € N
tal que n < ny y f(ny) € N, sea z : N — N definida por
z(n) = (na)n, tenemos que {a, = f(z(n))}nen es una sucesién
en N tal que tiene a x por limite y asi © € 5,(N).

De donde z € s,(M) Us,(N).

3) Sea f : (X,q) — (Y,r) un morfismo en &Conv y sea y € f(s,(M));
exite una sucesion (Z,)nen, con x, € M y limite x tal que f(z) = y,
de donde (f(x,)))nen €s una sucesién en f(M) con limite y, de donde

y € s:(f(M)).

[]

Proposicién 3.59 (p). El operador secuencial s y el operador Katétov k

A

coinciden en (N, q).

Demostracion. Notar que:

A, si A es acotado.
ka(A) =
AU{w}, si A no es acotado.

Ya que s es un operador limite inferior respecto a k, s5(A) C kz(A). Sea

x € ki(A);siz=neN, con F LN n, tenemos que F = n, de donde A € n'y

(2 nen = {A C X|3(n € N)(Vs > n,z, € A)}
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n € 55(A). Siz = w, para F 3y z, tenemos que F = ([n, w])nen, asi para cada
n € N, existe z,, € AN [n,w]. Veamos que x es un limite de (z,),en: para

i 2 n, tenemos que f(1) — f(n), pues f(n) C f(n). Si G % w, tenemos
que ([n,w])nen C G; ademas, para cada n € N, tenemos que

f([n, @) C [0, ]

ast, ([n,w])neny C f(G), de donde f(G) L) O

t: N — P(F(N))
{n}TsineN
t(n) =
([, ) hen U{@} sin=w,

Observacién 3.60 (o). Por la Proposicion tenemos que (N,§) es un
objeto de U(s).
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Capitulo 4

Preguntas

En la categoria topoldgica Fop, tenemos que el operador Kuratowski es un
operador clausura aditivo, idempotente y definido por pozos finales; asi mis-
mo el operador clausura Katétov es un operador clausura aditivo y definido
por pozos finales en la categoria &€onv; estos operadores nos permiten asig-
nar subcategorias bicorreflexivas a sus operadores limite inferior y viceversa
en sus respectivas categorias.

Pregunta 4.1. En general, para una categoria topolégica (x, F), ;FEs posi-
ble definir un operador clausura categorico sobre los subobjetos iniciales con
propiedades que definan a toda la categoria x y asi defina las estructuras
iniciales y correflexiones?

En la Seccién se genera un método para definir, en cada categoria
topoldgica, un operador cerradura categérico a partir de un operador con-
juntista y levantamientos iniciales, pero no arroja informacién sobre si hay
un operador clausura mediante el cual la estructura de los correflectores pue-
da ser descrita mediante dicho operador, de forma que se pueda imitar la
Proposicién [0.4} una forma serfa lograr poner la topologia en Xz, en términos
de una topologia inicial o final respecto a una fuente o un pozo especificos.

Para toda categoria topoldgica (x, F'), para M = Mono(Set) y Ky un
operador clausura aditivo en , la clase de subobjetos M7 ofrece la estructura
adecuada para hacer corresponder a cada subcategoria bicorreflexiva U de x
un operador limite inferior (ver Teorema . Es de principal importancia
hacer notar que la clase M+ esta caracterizada como la clase ortogonal a
la clase de morfismos proyectivos respecto del objeto singular (ver Corolario
[2.17)); esto permite mostrar la aditividad del operador L(U).

Pregunta 4.2. ; Euxiste otra clase de subobjetos en x para la cual las sub-
categorias bicorreflexivas de x generan operadores limite inferior?
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Las asignaciones que Herrlich presenta en el Teorema (0.5 nos presentan
una asignacion biyectiva entre los operadores limite inferior idempotentes
respecto al operador Kuratowski y las subcategorias correflexivas en Top,
no triviales; para los operadores definidos en este trabajo, Definicion y
Teorema [3.16] nos preguntamos

Pregunta 4.3. ;FEs posible generar una correspondencia entre operadores
entre los distintos subobjetos seleccionados My y Mz que permita componer
los operadores U y L de forma que se generalice el Teorema[0.5?
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