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ceptio 1
Capitulo

Introduccion

La dindamica compleja en el sentido de iteracién de funciones analiticas ha sido
una de las areas de las mateméticas mas activas en los tltimos anios. Sus origenes datan,
probablemente, desde los antiquisimos procesos de iteracién usados en la civilizacién
babilénica [Bailey, 1989]; estos procesos son las primeras versiones del conocido método
de Newton! desarrollado en el siglo XVII, método iterativo usado para la estimacién
de raices de una funcion, que tiempo después fue ampliado para el caso complejo.

Los primeros trabajos sobre la iteracion de funciones complejas analiticas fueron
presentados en dos revisiones detalladas del método de Newton: La primera, en un
articulo de Schroder publicado en dos partes, en 1870 y 1871, junto con George Cantor
[Schroder, 1870], [Schroder, 1871]; la segunda, escrita por Arthur Cayley, apareci6 en
1879 [Cayley, 1879].

Posteriormente, un gran impulsor para el desarrollo del estudio de la iteracién
de funciones complejas fue el mateméatico francés Paul Montel que en 1907 recibi6 su
doctorado por su investigacén relacionada con sucesiones de funciones de variable real
y compleja, y fue unos anos después que Montel trabajé sobre la teoria de funciones de
variable compleja donde introdujo la teoria de familias normales. En sus dos trabajos
publicados en 1912 y 1916, Montel estudio la teoria de Picard, considerando su estudio
como la mas importante aplicacion en su teoria de familias normales. En 1917, Montel
uso su teoria de familias normales para probar el teorema de la aplicacion de Riemann.

El estudio de los sistemas dinamicos en el campo de la dindmica holomorfa se dio
a comienzos del siglo XX con las investigaciones de los mateméticos franceses Gaston
Julia (1893- 1978) y Pierre Fatou (1878-1926), véase [Julia, 1918] y [Fatou, 1919]. Estos
dos matematicos estudiaron principalmente la iteracién de funciones racionales en la
esfera de Riemann. Un teorema de Montel sobre familias normales permitié a estos

!Cabe mencionar que este método no es obra solamente de Sir Isacc como uno supondria, segiin
Nick Kollerstrom [Kollerstrom, 1992] el crédito debiera ser compartido con Thomas Simpson -autor
de la conocida regla de Simpson-, Joseph Raphson y Joseph Fourier. De tal manera que el método
podria ser llamado el método de Newton-Raphson-Simpson-Fourier.



matematicos descomponer a la esfera de Riemann en dos conjuntos, que ahora llevan
sus nombres: El conjunto de Fatou (o conjunto estable) es el conjunto de puntos en
el plano complejo (o en la esfera de Riemann) donde la sucesion de iteradas esta bien
definida y es normal para alguna vecindad de tal punto y el conjunto de Julia (o
conjunto cadtico) es el complemento del conjunto de Fatou.

Una de las preguntas que dejaron pendientes Fatou y Julia fue: ;jexisten compo-
nentes en el conjunto de Fatou que sean errantes para el caso de funciones racionales?
D. Sullivan, en [Sullivan, 1985], demostré en 1985 la no existencia de esas componentes,
ademads, probo que las componentes ciclicas de Fatou se pueden clasificar en cinco tipos:
componentes de atraccién, componentes de super-atraccion, componentes parabdlicas,
discos de Siegel y anillos de Herman.

Como ya se menciond, la teoria clasica de los conjuntos de Julia y de Fatou
fue estudiada alrededor de 1920 para funciones racionales. En 1926, Fatou extiende
ciertos resultados a la teorfa a funciones transcendentes enteras (infinito es singularidad
esencial), véase [Fatou, 1926]. En 1929, Fatou muere dejando varias preguntas abiertas
relacionadas con la dinamica de funciones trascendentes enteras que fueron respondidas
en su mayorfa por el matematico I. Noel Baker, véase [Baker, 1968].

La teoria de Fatou-Julia de funciones trascendentes meromorfas (denotada en este
trabajo por ) fue asentada y estudiada entre 1990 y 1992 por 1. N. Baker, J. Kotus
y Lii Yinian, véase [Baker et al., 1992], [Baker et al., 1991b], [Baker et al., 1990]
y [Baker et al., 1991a], estableciendo la teoria cimentada por Fatou y Julia para esta
clase de funciones. Muchas de las propiedades basicas de las funciones trascendentes
meromorfas resultan ser similares a las propiedades de las funciones racionales y las
funciones trascendentes enteras, pero hay que tener cuidado porque en cada clase de
funciones mencionadas anteriormente se requiere una demostracion diferente.

Después de Baker, Kotus y Yinian, muchos matematicos han seguido investigando
la dinamica de funciones trascendentes meromorfas. Para un estudio méas profundo
sobre la iteracién de esta clase de funciones se sugiere consultar [Bergweiler, 1993].

Es en las tltimas dos décadas del siglo XX que se retomo el estudio de la dinamica
holomorfa teniendo un importante desarrollo el caso de las funciones trascendentes
enteras y trascendentes meromorfas, esto se debié al uso de las computadoras y la
implementacion de programas en lenguajes como C++, Java, Xaos, Mathematica, etc,
dado que con la graficacion del plano de pardametros de las familias de funciones a
investigar se puede conocer informacién acerca de la dindmica de éstas, siendo una
fuente imperecedera de vias de busqueda para nuevos resultados concernientes a las
familias de variable compleja de estudio.

La dindmica de la familia compleja gy(z) = Asen(z), A € C\ {0} fue estudiada
en 2002 por Dominguez y Sienra, véase [Dominguez and Sienra, 2002]. Se pensaba que
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la familia gy(z) debfa tener una dindmica similar a la familia hy(2) = Ae*, A € C\ {0},
estudiada por R. Devaney, véase [Devaney, 1991], pero en un resultado de C. McMullen
en el ano de 1994, véase [McMullen, 1994], donde afirma que para la funcién exponencial
la medida de Lebesgue del conjunto de Julia es cero, mientras que para la funcion sen(z)
no es cero, determinaba que sus dinamicas no podian ser similares.

Es natural preguntarse: ;Qué sucede si agregamos un polo a la familia Asen(z)?

En este trabajo de tesis se investiga la perturbacién de la familia g)(z) = sen(z)
anadiendo un polo simple y un nuevo parametro, esto es,
Prao = Asen(z) + —F—, Az € R. M
— 20

Cabe mencionar que esta familia no ha sido investigada dentro del area de sistemas
dindmicos complejos, por ello es el objeto de estudio de este trabajo de tesis.

La importancia del estudio de esta familia radica en la busqueda de la ampliacion
y comparacion de los resultados obtenidos en [Dominguez and Sienra, 2002]. También,
se busca estudiar las componentes de Fatou que se originen de la familia (1), y compren-
der que propiedades topoldgicas se conservan con la perturbacion. En el desarrollo del
trabajo de tesis se observa la familia la familia g(z) = sen(z) y la familia presentada
en (1) son dos familias de funciones con comportamientos dindmicos distintos.

1.1. Organizacion del trabajo

En el Capitulo 2 se enuncian algunos teoremas de variable compleja, definiciones
de singularidades y valores singulares de una funcién de variable compleja, asi como la
definicién de familia normal, sus propiedades y los teoremas de Montel y Picard.

En el Capitulo 3 se define la clase de funciones meromorfas con al menos un
polo que no es un valor omitido, denotada por 9. Se define la iteracién de funciones
pertenecientes a esta clase y los conjuntos de Fatou y Julia acoplados a la clase 9.
También, se mencionan algunas propiedades de los conjuntos de Fatou y Julia y la
clasificacion de las componentes de Fatou para estas clases de funciones. Por ltimo
se aborda la subclase B definida por Eremenko y Lyubich en [Eremenko and Lyubich,
1992].

En el Capitulo 4 se desarrolla la dindmica de la familia de estudio (1). Dicho
analisis esta dividido en dos casos debido a la influencia de la ubicacion de la pertur-
bacién, el primer caso donde el polo es un valor distinto de cero y en el segundo caso
cuando lo es. Inicialmente, se estudia el caso donde el polo no esta en el origen y se
presenta una generalizacién de un resultado obtenido por Dominguez en [Dominguez,
1998]. Posteriormente, se aborda el caso donde el polo estd en el origen y se anali-
za la geometria que guarda cada una de las funciones de la familia, posteriormente
abordamos caracteristicas de los puntos fijos, puntos criticos y valores criticos.
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En el Capitulo 5 se analiza lo que definimos como Cortes del Espacio de Pardame-
tros y se establece la relacion que guardan los cortes para la graficacion. También, se
estudian los conjuntos de Fatou y Julia para determinados parametros.

En el Capitulo 6 se enuncian las conclusiones obtenidas del analisis de la familia
en (1) y se exponen preguntas abiertas para una futura investigacion.

Finalmente, se anexa un apéndice sobre Elementos de la Topologia en Espacios
Métricos en caso de que el lector no esté familiarizado con los términos usados en las
tesis.

Algunos resultados de los Capitulos 4 y 5, como el Teorema 4.1, el Corolario4,1
y 4.2 y la graficacién de los cortes del espacio de parametros, forman parte del articulo
“A study of the dynamics of the family fy, = Asen(z) + £~ where A\, € R\ {0}
and k € Z \ {0} aceptado en 2016 en la revista Discontinuity. Nonlinearity, and

Complezity, véase [Dominguez, Vazquez and Montes de Oca, 2016].
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Capitulo

Elementos de la Variable Compleja

En este capitulo describimos conceptos primigenios de la variable compleja, como
son: familias normales, singularidades de una funcién analitica y de su inversa. También
damos los elementos requeridos que ocuparemos a lo largo de los siguientes capitulos
para su uso en demostraciones de resultados y para abordar los conjuntos de Fatou y
Julia de una familia de funciones dada; conjuntos que son el fundamento de la rama
de estudio de este trabajo.

A continuacion, analizaremos una lluvia de ideas, conceptos y teoremas, para
resaltar su importancia para una mayor comprensiéon del material a exponer en esta
tesis. Los siguientes resultados se pueden consultar en [Ahlfors, 1984], [Noguchi, 1998],
[Lin, 2011] y [Marsden and Hoffman, 1999], entre otros.

2.1. Numeros complejos

El orden de los ntimeros reales implica que z? > 0 para todo z € R. Asi, la
ecuacién algebraica 22 +1 = 0 no se puede resolver en el sistema de los ntimeros reales,
por lo que es necesario considerar un sistema donde si se pueda resolver; por ende,
definimos al conjunto

C={z+wy|z,y € R}

como el conjunto de los niumeros complejos; donde i la definimos como una solucién a
la ecuacién x? + 1 = 0. Llamaremos a i la unidad imaginaria. Observemos que —i es
también una solucién de la ecuacién z2 + 1 = 0.

Asignemos al conjunto C las siguientes operaciones. Sean z; = 1 + iy, yV 22 =
Ty + 1y € C:

1. Adicién: z; + 2o = (21 + x2) +i(y1 + y2)

2. Multiplicacién: z; - 2o = (2122 — Y1Y2) + i(T1Y2 + T211)
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Es facil ver que (C, +, ) es un campo algebraico. Los nimeros 0+ 07 y 1+ 0i son
el neutro aditivo y el neutro multiplicativo respectivamente, y cada elemento x + 1y
con x 6 y no ambos ceros admite un inverso multiplicativo de la forma: %ﬂz — z%ﬂﬂ

Observacion 2.1. R C C.

Demostracion. Sea el subconjunto de C:
R={z+i0 | z €R}.

R es cerrado bajo las operaciones de adiciéon y producto de C con sus propias opera-
ciones definidas por restricciéon. Luego, la correspondencia

® : R—R
x — x + 10,

es inyectiva, suprayectiva y preserva las dos operaciones definidas, con lo que identifi-
camos a R con R, concluyendo que R C C. ]

Observacién 2.2. C no es un campo ordenado.

Demostracion. Supongamos que C es campo ordenado, dado que ¢ # 0, se tiene que
1> 0061 <0, ambas desigualdades implican que

i =—1>0,

multiplicando ambos lados por —1 tendriamos que 1 > 0, pero sumando de ambos
lados 1 tendriamos 0 > 1, que es una contradiccion. ]

Ahora, fijemos un sistema de coordenadas zy en el plano R2. Designemos el punto
(x,y) como el nimero complejo z = z + iy y viceversa. Esta designacion establece una
correspondencia inyectiva y suprayectiva entre los niimeros complejos y puntos en el
plano. Por lo tanto, nos referimos a C como El plano complejo.

En particular, por los argumentos anteriores, los ntimeros reales estan en corres-
pondencia biunivoca con los puntos en el eje z, de aqui que lo llamemos el eje real,
y de manera analoga los imaginarios puros y los puntos en el eje de las y estdn en
correspondencia biunivoca y de aqui el eje y es llamado el eje imaginario.

Por lo tanto, no se hara distincién entre el conjunto de los niimeros complejos
C = {z + 1y|z,y € R} y el plano complejo, también denotado por C.

A continuacion se define el médulo de un nimero complejo. Dado que un nimero
complejo z = x 41y puede ser considerado como un vector geométrico con punto inicial
(0,0) hacia el punto (z,y) € R? se tiene que x y y son las proyecciones en el eje x y en
eje y correspondientes a la parte real e imaginaria, respectivamente; procediendo a la
siguiente definicion.



2.1 Niimeros complejos 7

Definicién 2.1. Dado z € C, se define su médulo o valor absoluto como:

2] = V/[Re(2)]? + [Im(2)]2.

Definicién 2.2. Llamamos al punto simétrico de un nimero complejo z = x + iy con
respecto al eje x, denotado por z = x — 1y, el conjugado de z.

Observemos lo siquiente:
1. |2] >0y 2| =0« 2=0.
2. z4+ZzZ=Re(z) y z— 2= Im(z).

Definicién 2.3. En el caso z = z + iy € C* = C\ {0}, llamamos el dngulo, denotado
argz, entre el vector z y la direccién positiva del eje real el argumento de z. El valor
del argz que estd en el intervalo 0 < 6 < 27 es llamado el argumento principal de z y
es denotado por Argz. De tal manera, tenemos que:

argz = Arg z + 2mn, n=0,4,1,+2,..
Observemos que:

1. z = Z & Im(z) = 0, es decir, z € R, entendiendo asi, que la asignacién del
conjugado relaciona a un nimero real a si mismo.

2. z-z =1z >0, por lo que se tiene una forma distinta de hallar el médulo de un
nimero complejo.
A partir de la métrica euclidiana, definida a través de la funcion médulo por:

d(z,w) = |z — w|, para cualesquiera z,w € C,

es claro que el sistema de los niimeros complejos C, con la funcién médulo | - |, es un
espacio métrico, véase Apéndice A. Més aun, (C,1,) también lo podemos considerar
como un espacio topolégico, donde 7, es la topologia inducida por la métrica |- |, véase

Apéndice A.

Ahora, recordamos los conceptos relacionados con sucesiones de nimeros com-
plejos:

Definicién 2.4. Definimos una sucesion zi, 22, ..., Zp, ..., 0 (2,) de nimeros complejos
por una funcién ¢ : N — C tal que ¢(n) = z,.

Observacion 2.3. Este concepto debe ser distinguido del conjunto de la imagen de la
sucesion o(N) = {z,}.
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Definicién 2.5. Una sucesion (z,) de niimeros complejos decimos que converge hacia
un (punto) limite zo € C, cuando n — oo, si para cualquier € > 0 existe un nimero
natural N = N (e) tal que |z, — 29| < €, cuando n > N. Una sucesién compleja (z,) C C
decimos que diverge hacia oo o converge hacia oo, cuando n — oo, si para cualquier
R > 0 existe un imero natural N = N(R) tal que |z,| > R.

Si una sucesion (z,) C C no converge a un punto zy € C o diverge hacia oo,
entonces decimos que (z,) es divergente.

Recordemos que una sucesiéon de numeros complejos (z,) es de Cauchy si dado
e > 0, existe un nimero natural N = N (e) si para cualquier m,n > N, |z, — z,| < €.

Sea (z,) una sucesién de Cauchy de nimeros complejos. Usando el hecho que
|Re(zm) — Re(zn) [ Im(zm) — Im(2)] < |2m — 20| < |Re(2m) — Re(zn)| + [Im(2zm) — Im(zy,)|
y la completitud de los nimeros reales R, se sigue que cada sucesion de Cauchy converge
(hacia un punto) en C. De aqui, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. El campo complejo C es completo como un espacio métrico dotado
con la métrica | - |.

Por otro lado veamos una propiedad de C que sera necesaria para la siguiente
seccion:

Proposicion 2.2. C es un espacio métrico localmente compacto.

Demostracion. Dado que los discos cerrados (de centro en z € C y radio r > 0):

D(z,r) ={weC:|z—w| <r}

son compactos, se sigue que cada entorno de un punto z € C contiene un conjun-
to compacto que es un entorno de x, es decir, admite una base local de contornos
compactos. [ |

2.2. La proyeccién estereografica y la esfera de Rie-
mann.

Consideremos la 2-esfera S* = {(z1, 79, 23) € R® | 22 + 23 + 22 = 1} en R3.

Identifiquemos el plano complejo C con el hiperplano x3 = 0, es decir, el punto
z = x+1iy es el punto (x,y,0) si P(x,y,0) € C, entonces podemos conectar al punto P
con una linea recta al polo norte N = (0,0, 1), intersectando la esfera S* \ {N} en un
tnico punto Q(z1, s, x3). De la interseccién de esta recta con la 2-esfera, obtenemos
la llamada proyeccion estereogrdfica de @, véase Figura 2.1.
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(1,22, T3) (0,0,1)

Figura 2.1: Proyeccién Estereografica

Definimos de la 2-esfera quitandole el punto norte con la funcion 7
T : SH\{N} —C
Q+— P

El objetivo es obtener una forma explicita par m. Observemos que la ecuacién de
la recta que pasa por N y @ es

((t) = N +t(Q — N) = (tay, tws, 1 + (x5 — 1)1).

Sit € R es tal que {(t) € C, entonces t = ﬁ Con ello podemos definir 7 de la
siguiente forma:

 S*\{N} — C

X1 ) T . X2
> — O p— .
(21,22, 5) (1—:(;3’1—333’ ) 1—:53“(1—3:3)

Ahora, sea Q(r1, 9, 73) € S, si 2 = 7(xy, 9, T3), entonces:

; 2 2
2 T1 + 129 2 €Ty + €Ty 1+ I3 |z|2—1
pu— pu— pu = ]_
- 21, Z+z 2> =1 _ _2tZ
S <1_|z|2+1 =T Rp @
_ 209 2=z El 2—%
Z—Z—l_x?):}.iﬁl— 2 (1_‘,2’2—}—1 :>x2_z(|z| ) (3)

Por lo tanto, la inversa de 7 estd dada por las Ecuaciones 1, 2 y 3:
™' C — SA\{N}

(z—i—z z2—Zz |z|2—1>
z ) . 9 °
 \FEr iR D R




2.2 La proyeccion estereografica y la esfera de Riemann. 10

Para generar la métrica en C observemos que la métrica d := | - | no puede
ser inducida sobre C: En particular se tendria que d(n,o00) — 0 < n — oo pero
n = d(n,0) < d(0,00) + d(co,n) < d(0,00) + M para toda n > ng, de modo que el
conjunto N estaria acotado, que es una contradiccion.

Figura 2.2: Métrica cordal y

Ahora, para crear una métrica en la esfera tomaremos la distancia entre las pro-
yecciones de 21, zo € C en la esfera en términos de z1, 2. Denotando las proyecciones
en la esfera por 7(z1) ™! = (1, 72, 23) ¥ 7(22) " (1, Y2, y3) se tiene:

d(z1,22) = |77 (z1) =77 (21)]
= (&1 —y1) + (22 — y2) + (w5 — y3)]*.
Ahora bien, se tiene por estar en S? se cumple:
(z1 = 11)” + (22 — y2)* + (23 — y3)* = 2 — 2(x1y1 + Tay2 + T3Y3).
Luego, por las funciones 7 y 7! tenemos lo siguiente:

T1Y1 + ToYyo + T3Yy3 =

247, ztT . A-F, 2-E [z1P—1  |z2]2—1
AP+ 2P+l [aPHL 2P+l | [m P [P
22173 +271 22+ |21 22]% — |21 |2 —22]%+1

(|z1241)(22]2+1)
—2(z1—22)(Z1—22)+(lz1 P+ 1) (|22[>+1)

(Jz1[2+1)(J22]2+1) '

Por consiguiente:
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2|21 —20|?
V(= y1)? + (w2 — 12)? + (25 —y3)? = \/2 -2 (1 B (|ZI|2L1)(\222||2+1)>'

2|21 —22|
VAR EIRVARREAE
En el caso que 2z, = oo obtenemos lo siguiente:
2> — 1
1+ z[?

T1Y1 + ToYo + T3Y3 =

En este caso se tendria que:

2

\/1 + ’21|2'

Vi —y1)? + (22 — 12)* + (35 — y3)? =
Por lo anterior, definimos:

( 2|Zl — 22|

V1I+ [P+ 2

21,22 € C

X(thQ) —2 s 21 € C,ZQ =0
A/ 1 + |Zl|2
\ 0 Z1 = 29 = QO

Donde y satisface la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. Para cualesquiera zy, 2o, 23 € C:
1. x(21,22) > 0;
2. x(21,22) =0 & 21 = 29
3. x(21,22) = x(22, 21);

4- x(21,22) < x(21, 23) + x(22, 23).

Demostracion. Las primeras tres afirmaciones se siguen de la definicién. Ahora, para
demostrar la cuarta afirmacién, primero recordemos la Iqualdad de Shizuo-Kakutani:

Sean a,b,c € C: (a—b)(1+ ce) = (a — ¢)(1 + &) + (¢ — b)(1 + ¢a).
Asi

|(21 — ZQ)(l + 232_3| = |(Zl - 23)(1 - 2_322) + (2?3 — 22)(1 + 2_321)|
< ’21—23“1—2_322|+|23—22H1—|—Z_321‘.

La ultima desigualdad se debe a que
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11— Z20)? = (14 2329) (1 4+ Z329) < (14 |23)%) (1 + |22)?).

Por consiguiente:
|Zl — Z3||1 — 27322| + |23 — ZQ||1 + 5321| S

21 = z3| /1 + |32/ 1+ 2] + |23 — z2[3/1+ |22/ 1 + [

Asi

(a1 = 22) 11+ [20P] < VIF TP (121 = 28/ TF ool + |2 — 2l VT [21P)

O bien

(51 = 2)/TH 2P < VIH TP (I = 28l T+ TP + |25 — 22/ T+ [21P)

Como consecuencia tenemos:

|21 —22[4/ 14|23/ |21 —23] |z2—23]
< + )
V1212014222 Vit /142

|Z1—22‘ |21—Z3| + ‘752_ZB|
VIt 2y/14z22 T \/14al2y /14282 \/1+|22)2y /14 28]
X(Zlsz) < X(21,23) +X(227Z3)‘

AN

Se hace de forma similar cuando uno de los puntos es infinito. |

Retomando el hecho que (C,| - |) es un espacio métrico completo y localmente
compacto, véanse las Proposiciones 2.1 y 2.2 respectivamente, y el hecho que todo
espacio métrico es Hausdorff, citemos el siguiente teorema que nos da una topologia
para (C, x), cuya demostraciéon puede consultarse en [Munkres, 2000].

Teorema 2.1 (Teorema de Alexandrov). Sea (X,71) un espacio topoldgico, véase
Apéndice A, localmente compacto y de Hausdorff. Sea oo un objeto matemdtico tal
que 0o & X. Definimos Xoo = X [ J{oo} y ={n} U{A C X : X\ A es compacto}.
Entonces,

1. (X, T2) es un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff.
2. La topologia inducida en X por X, es 7.

Es importante observar que pese a todo, en C ya no se podra operar como en C,
el objeto oo s6lo se ha incorporado con fines topolégicos, no operacionales.
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2.3. Funciones analiticas

En esta seccién sélo escribiremos algunas definiciones y resultados que son im-
portantes para este trabajo de tesis, a sabiendas que el estudio de funciones analiticas
comprende una abundante area de ideas, definiciones, demostraciones que dan soporte
y forma a la teoria de la variable compleja.

Definicién 2.6. Sea f : A € C — C una funcién compleja definida sobre A, se le
asocian a f las siguientes funciones:

L f(z) = f(2);
2. Re(f) = %?;

3. Im(f) =1L,

27

Observaciéon 2.4. Cada funcion compleja f sobre un conjunto A esta relacionada con
dos funciones reales u(x,y) = Re(f) parte real de f y la funcion v(z,y) = Im(f) parte
imaginaria de f, definidas para toda z = x + iy € A, asi podemos ver a f como:

f(z) = Re(f)+iIm(f)
= u(z,y) +iv(z,y).

Recordamos que un funcién compleja definida sobre A C C tiene limite o € C
cuando z tiende a zy, si zg es un punto de acumulacién de A y dado € > 0, 36 > 0 tal
que |f(z)—a| < esiz € (D(z,8)\{z0})NAy se escribe a = lim,_,, f(z). En particular
sizg € Ay f(z0) = lim,_,,, f(2) decimos que la funcién es continua en zy. Un concepto
méas general que continuidad que emplearemos mas adelante es el de continuidad uni-
forme esto es, una funcién compleja f definida sobre A es uniformemente continua si
dado € > 0, existe > 0 tal que si z, w € A con |z—w| < d, entonces | f(z) — f(w)| < e.

Observemos la sutil diferencia entre continuidad y continuidad uniforme: permi-
timos en continuidad que d dependa de z y de €, mientras que en continuidad uniforme
solo puede depender de €. Por supuesto, si f es uniformemente continua, podemos ase-
gurar que f es continua, pero vemos enseguida que el reciproco no es cierto, con el
siguiente contraejemplo. Sea

f:C —» C
T = T
si € = 1, existird 6 > 0 verificando que z,w € C, |z —w| < = |22 —w? < 1, pero
esto no es posible, porque fijando n € N con % <y tomando z =n, w =n+ %, se
obtiene 2 4 (£)? = |w? — z%| < 1, que es una contradiccion.

Con estos conceptos, enunciamos el siguiente lema.
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Lema 2.1. [Noguchi, 1998] Una funcidn continua compleja f sobre un subconjunto
compacto A es uniformemente continua.

Definicién 2.7. Una funcién de variable compleja f : a C C — C se dice compleja
diferenciable en el punto zy € A, si el limite

lm f(z) = f(z0)

Z—20 zZ— 20

= f'(20)
existe y es finito. Llamaremos a f’(zg) la derivada compleja de f en zy y la denotamos
por f'(z0) = - f(z0).

dz

Definicién 2.8. Si A C C es un subconjunto abierto, decimos que f es holomorfa en
A, si es diferenciable para todo z € A. En este caso, la funcién

FrA S A

a — f'(a)
L . . df
es llamada la funcién derivada o la derivada de f, que denotaremos por e
z

Un concepto equivalente a una funcion holomorfa es el siguiente.

Definicién 2.9. Sea f una funcién sobre un conjunto abierto A C C. Decimos que f

es analitica si para cualquier zp € A existe r > 0 tal que D(zp;7) C Ay la serie de
(o]

potencias Z an(z — 2z9)" es convergente en D(zp;7) y cumple que

f(z)= Zan(z —20)", z € D(z0;7).
n=0

La equivalencia que mencionamos antes de la Definicién 2.9 la otorga el siguiente
teorema.

Teorema 2.2. [Noguchi, 1998] Una funcion es analitica en un dominio D si, y sélo si
f es holomorfa en D.

La necesidad del teorema se obtiene que si f se expande en serie de potencias con
radio de convergencia r, entonces f es diferenciable en D(z,r) y admite la forma

f(z) = nan(z)" ",

donde el radio de convergencia lo obtenemos por el criterio de la raiz. La suficiencia
la obtenemos por la féormula integradora de Cauchy y demés elementos de la teoria de
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integracion de funciones complejas.

Se sigue que una funcién f(z) expresada por una serie de potencias convergente
alrededor de a es compleja diferenciable n-veces y los coeficientes a,, estan determinados
por las n-ésimas derivadas f™(a) de f(z), donde

Ap = %f(n)(a)

hecho que nos dice que los coeficientes de la serie de potencias estan determinados de
manera unica.

Algunos resultados que obtenemos de la diferenciabilidad de funciones se encuen-
tran en la siguiete proposicion.
Proposicién 2.4. [Conway, 1978] Dadas f,g: A C C — C funciones holomorfas
1. f+g,fg,fog son funciones holomortfas.

2. Si f es una funcion es holomorfa, es continua.

Ahora, un resultado que nos ayuda a caracterizar las funciones diferenciables
complejas esta dado del hecho que el limite que define a una funcién diferenciable debe
ser el mismo indistintamente de cémo hacemos tender a h hacia 0. Por lo que, cuando
h — 0 con h real y con h imaginario puro obtenemos, respectivamente:

o) ou(z, O (z,
fllz) = & = “ézy) 4 vgﬂy)
— ;o8 _ ov(@y)  ;Oulzy)

Ay Y oy

Se sigue entonces que

ou Ov Ou ov

dxr Oy 9y Oz’

las llamadas Fcuaciones de Cauchy-Riemann.

Por lo tanto, si pensamos a f : A C C — C como f(z) = f(x +iy) = u(z,y) +
i v(z,y) y de resultados de andlisis de varias variables, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5. [Conway, 1978] Una condicion necesaria para que f sea analitica
en un abierto A C C es que se satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann y si las
derivadas parciales anteriores son continuas en A C C, entonces las ecuaciones de
Cauchy-Riemann son condiciones suficientes para que [ sea analitica en A.

Una forma equivalente de establecer las ecuaciones de Cauchy-Riemann es defi-

0 0, = Q_ como:

%y 0z

b=f=i(ser) Tr=4=3(%-15)

niendo los operadores 0, =
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y que se cumpla que 0, f = 0.

Para finalizar el apartado de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, notemos lo si-
guiente:

1. Podemos escribir f'(z) = g—; + i%,

2. Si f es una funcién holomorfa sobre un dominio D y satisface que f' = 0, entonces
f es constante. Mas aun, si Re(f) 6 Im(f) son constantes, también lo es f.

Estas afirmaciones se siguen sé6lo de la definicion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

2.3.1. Funciones conformes

La regla de la cadena junto con las condiciones de Cauchy-Riemann proporcionan
una interesante interpretaciéon geométrica de la derivada.

Proposicién 2.6. Si v : [a,b] — Ces una curva continua diferenciable, A un abierto
en C que contiene a y([a,b]) y [ : A — C es holomorfa, entonces f oy es una curva
diferenciable y

S(Fomn(t) = on) A1), Vel

Demostracion. Sean t, t' € [a,b] con t # t/

for#) = fer®) _ 4, A(t) - V() =) O(W(t/) - 7(15)).

t—t t—t t—t
) —~(t
Dado que lim % = ~/(t') se concluye el resultado. [ |
t—t’ —

Esta proposicién comprende la geometria local de las funciones analiticas. Para
entender esto, consideremos una curva diferenciable v en un dominio A en C.

Sea 7y : [a,b] = Cy f:a— C. Denotamos la curva f o+ por ¢, de tal manera

c(t) = f' (@) ().

Supongamos que 7'(t) # 0 para todo t € [a,b] v f'(7/(t)) # 0. Bajo estas suposi-
ciones se tiene que:

1. d(t) #0.

2. La direccién de la tangente a la curva ¢ en ¢(t)esta determinada por argc(t) =
arg f'(y(t)) + arg/(t), mod(2r).
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Esto nos dice que el dngulo que forman las tangentes a ¢ en ¢(t) y a vy en ~y(t) es
arg f'(v(t)), es decir, no depende de la curva -, sélo depende del punto z = v(t) y de la
funcion f. Estas hipotesis también implican que curvas que tienen la misma tangente
en z = (t) se transforman bajo f en curvas que tienen la misma tangente en f(z) y
que curvas cuyas tangentes forman un dngulo 6 en z se transforman en curvas cuyas
tangentes forman un &dngulo 6 en f(z).

A la propiedad de conservar angulos le llamamos conforme.

Definicién 2.10. Sea A C C dominio y f : A — C analitica. Decimos que f es
conforme en a € A si f'(a) # 0.
fle2)

f(er)
0\ f(20)

Figura 2.3: Las aplicaciones conformes preservan angulos entre curvas

En el limite que define una funcion diferenciable y tomando médulo, tenemos que
la razén de contraccién o dilatacién de cualquier segmento (que comience en zy) bajo
f, es, en el limite , constante y no depende de la direccion en que se aproxime al limite.
En particular si ¢, v y f son como antes, se tiene:

[ = 1 (V@O (@),
esto es, los vectores tangentes a curvas en zy se dilatan o se contraen por el factor

|/ (z0)]-

Por lo tanto, una transformacién conforme, infinitesimalmente cerca de z, es
aproximadamente una rotaciéon por un dngulo arg f’(z) seguida de una homotecia por
un factor |f'(2)].

2.4. Singularidades de una funcién de variable com-
pleja
Recordemos que un punto zy donde la funcién f(zp) no es analitica se denomina

punto singular. Estos puntos pueden ser:

(a) Singularidades aisladas. Si una funcién f(z) es analitica en todo entorno de un
punto 2y, salvo en el propio zp, entonces decimos que el punto zp es una singula-
ridad aislada de la funcién f(z).
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(b) Singularidades no aisladas. Si una funcién f(z) contiene un conjunto de singu-
laridades aisladas en cada vecindad de un punto zg, entonces decimos que zy es
una singularidad no aislada. Es decir, una singularidad no aislada de una funcion
es un punto limite del conjunto de sus singularidades aisladas.

2.4.1. Clasificacién de las singularidades aisladas

A partir del concepto de singularidad aislada, presentamos la siguiente clasifica-
cién:
(1) Un punto singular aislado 2y le decimos punto singular evitable de la funcién f(z)
si existe el limite

lim (z — z0) f(2).

Z— 20

(2) Un punto singular aislado zj le llamamos polo si
lim f(z) = o0
y establecemos que f(a) = co.

3) Un punto singular aislado zg le decimos singularidad esencial si no es polo ni
singularidad aislada.

La singularidad aislada evitable estd motivada por el teorema sobre la extension
analitica de f en una regién (2, teorema que puede ser consultado en [Ahlfors, 1984].
En algunos libros a los puntos zy removibles se les dice puntos regulares.

En el caso de los polos, existe &' < § tal que f(z) # 0 para |z — a| < &', en esta
regién la funcién g(z) = 1/f(z) esta definida y es analitica, pero la singularidad de
g(z) en a es removible y g(z) tiene una extensién analitica con g(a) = 0. Dado que
g(z) no es cero idénticamente, el cero en a tiene un orden finito y podemos escribir
g(2) = (z — a)"gn(2) con gi(a) # 0. El nimero h es el orden del polo y f(z) tiene la
representacion

F(2) = (= — @) " il2),
donde fi () = 1/gn(2).

Definicién 2.11. Una funcién f(z) que es analitica en una regién €2 excepto por los
polos decimos que es una funciéon meromorfa en Q.

El cociente f(z)/g(z) de dos funciones analiticas en 2 es una funcién meromorfa
en (2 siempre que g(z) no sea identicamente cero. Los tinicos posibles polos son los ceros
de g(z) porque los ceros en comun de f(z) y g(z) llegan a ser singularidades removibles,
en este caso el valor del cociente llegaria a ser determinado por continuidad analitica.

Maés generalmente:
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Proposicién 2.7. [Ahlfors, 1984] La suma, el producto y el cociente de dos funciones
meromorfas es una funcion meromorfa.

El caso de que la funcién del denominador identicamente cero debemos excluirlo,
al menos que deseemos considerar la constante oo como una funcién meromorfa.

Supongamos que f(z) no es identicamente cero. Entonces, si f(a) = 0 existe una
primer derivada f( (a) que es distinta de cero, asi decimos que a es un cero de orden
n. Como una funcién analitica tiene el mismo comportamiento local que un polinomio,
sélo que en el caso de los polinomios podemos escribir f(z) = (z—a)" f,(z) donde f,(z)
es analitica y f,(a) # 0y como f,(2) es continua, f,(2) # 0 en una vecindad de a y
z = a es el Unico cero de f(z) en esta vecindad, de aqui tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.8. [Ahlfors, 1984] Los ceros de una funcion analitica son puntos ais-
lados.

Esta proposicién implica lo siguiente:

1. Si f(2) y g(2) son analiticas en un dominio Q y f(z) = g(z) en un conjunto
que tiene un punto de acumulacién de €, entonces f(z) es identicamente igual a
g(z) y la conlusién se sigue de la consideracién de la funcién diferencia h(z) =

f(z) = g(2).

2. Dado el comentario de la funcion analitica con la presencia de polos se sigue que
los polos tampoco se acumulan.

Los polinomios y las funciones racionales son funciones meromorfas. Las siguientes
funciones seran de utilidad més adelante en esta tesis.

Definicion 2.12. Las funciones trascendentes enteras, son funciones analiticas en el
plano complejo que no son polinomios. Es decir, los coeficientes de su serie de Taylor
que son distintos de cero son una cantidad infinita.

Las funciones trascendentes meromorfas son aquellas funciones meromorfas que no son
racionales. Las funciones trascendentes se caracterizan por tener singularidad esencial
en oo.

2.4.2. Valores singulares de funciones analiticas

Para definir los valores singulares de f necesitamos los conceptos de valores criti-
cos y valores asintéticos que presentamos a continuacién.

Definicién 2.13. Sea f una funcién analitica sobre A un subconjunto abierto del
plano. Decimos que w es un wvalor critico, si w = f(z) con f'(z) = 0 y al punto z le
llamamos punto critico.
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Definicién 2.14. Un punto w € C es llamado un valor asintdtico si existe una curva
v : [0, c0) — C tal que y(t) = ooy f(7(t)) = w cuando t — oc.

Para ilustrar los conceptos anteriores, consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1. Si g(z) = cos(z), entonces ¢'(z) = — sin(z). Como a partir de la derivada
calculamos los puntos criticos, obtenemos que los puntos criticos de g son de la forma
km.k € 7Z. Luego, los valores criticos de la funcién g son los puntos g(kn), resultando
el conjunto {1, —1}.

Ejemplo 2.2. Sea exp(z) = €* y la curva 7: [0,00) — C dada por (t) = —t. Asi,
cuando t — oo, f(y(t)) = e* — 0, por lo tanto 0 es un valor asintético de la funcién
exponencial.

Con los anteriores conceptos definimos el siguiente conjunto.

Definicién 2.15. El conjunto de valores singulares de una funcién f es la clausura del
conjunto de valores asintéticos y valores criticos y lo denotamos por:

SV (f) = { Valores Asintéticos y Valores Criticos }.

A continuacién definiremos el concepto de valor omitido.

Definicién 2.16. Un punto w € C es un valor omitido por una funcién f, si f(z) # w
para z € C. Un punto w € C es un wvalor localmente omitido por f, si existe r > 0y
una componente G del conjunto f~'(B(w,r)) tal que f(z) # w en G.

Recordemos la clasificacién de singularidades de Iversen, véase [Iversen, 1914].
Sea f una funcién trascendente meromorfa y a € C. Considere los discos abiertos
B(a,r) de radio r, centrados en a. Para cada r > 0, es posible elegir una componente
U, de la preimagen f~! (B(a,r)) tal que 1 < ry implique que U,, C U,,.

Puede suceder lo siguiente:

L. ()~ Ur consiste de un punto, o

2. Mooy Ur = 0.

En este tltimo caso, decimos que nuestra eleccion r — U, define una singularidad
trascendente de f~! sobre a. También decimos que a es la proyeccién de la singularidad
trascendente, o que la singularidad trascendente cae sobre a, y los conjuntos U, son
llamados vecindades de la singularidad trascendente. Las proyecciones de singularidades
trascendentes coinciden con los valores asintéticos de f. Una singularidad trascendente
sobre a es llamada directa si para algun r > 0 tenemos que f(z) # a para z € U,.
En otro caso, es llamada indirecta. Una singularidad directa es llamada logaritmica si
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la restriccién f : U, — B(a,r)\{a} es un cubriente universal para algin r > 0. Estas
definiciones también se pueden dar para a = oo usando B(oo,7) ={z € C: |z| > 1}.

De estas definiciones es claro que, los valores localmente omitidos son exactamente
las proyecciones de singularidades directas.

sinz
Por ejemplo, e* tiene una singularidad logaritmica sobre 0, y —— tiene dos
z

singularidades indirectas sobre 0.

2.5. Familias normales y teoremas de Picard

En esta seccion estudiaremos algunos resultados relacionados con Familias Nor-
males, iniciando con la definiciéon de convergencia normal en una sucesion de funciones
para después revisar algunos resultados importantes que seran de ayuda para el tema
principal de esta tesis.

Sean A, B C C y definimos
F={f|f:A— B},
a F C F le llamamos una familia de funciones de F.

Diremos que FF esta acotada puntualmente en D C C si para cada z fijo en D, el
conjunto de valores

{f(z) - ferF}

es un conjunto acotado de nimeros complejos.

La familia F es localmente acotada en D C C si cada f € F es uniformemente
acotada en cada conjunto compacto de D, es decir, existe para cada subconjunto com-
pacto K de D una contante m = m(K) con la propiedad |f(z)| < m para cada punto
z € K y cada funcién f € F.

Definicién 2.17. Una familia F de funciones complejas se dice normal en D C C si
cada sucesién (f,,) de funciones f,, € F contiene o una subsucesién (f,,,) tal que (f,,)
converge uniformemente, o bien una subsucesién (f,,) que converge uniformemente a
oo en cada subconjunto compacto de D.

Observacién 2.5. Si F es una familia de funciones analiticas, entonces la funcion
limite f, de (f,,) es una funcién analitica o identicamente oco.

Observacion 2.6. La definicion anterior no requiere que las funciones limite de las
subsucesiones convergentes pertenezcan a la familia F. Por ejemplo, F puede estar
formada por todas las iteradas de f(z) = 22, definidas sobre un abierto D contenido
en S'; para este caso la funcién limite es la funcién constante cero; no pertenece a F
y sin embargo es normal.
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Lema 2.2. Supongamos que D es un conjunto abierto en el plano complejo y K un
subconjunto compacto de D. Entonces existe un r > 0 tal que para cada z € K, el disco
A(z,r) estd contenido en D.

Demostracion. (Por contradiccion). Sea r > 0 fijo. Si D = C, el lema se cumple para
cualquier r > 0 que tomemos. Supongamos que D # C. Ademas, para cada r > 0,
existe z € K tal que A(z,r) C D.

Sir =1, existe z1 € K, A(z1,1) ¢ D, entonces wl € A(z1,1) tal que wy ¢ D.

Sir= %, existe zo € K, A(z2,5) ¢ D, entonces wy € A(z9, %) tal que wy ¢ D.

N |

Sir =g, existe 23 € K, A(z3,3) ¢ D, entonces ws € A(z3, 5) tal que ws ¢ D.

Wl

Sir= %, existe z, € K, A(z,, %) ¢ D, entonces w, € A(z,, %) tal que w, ¢ D.

Observemos que w,, € C\D, |z, —w,| < % Dado que K es compacto, la sucesion
(z,) tiene un punto de acumulacién en K. Sea z, tal punto, y sea (z,) una subsucesion
de (z,) con la propiedad limy_,« z,, = 20. Entonces

1
|wnk - ZO| S |wnk - an| + |an - ZO| S TL_ + |an - ZO| — 0
k

cuando k — 1, asi limy_, w,, = 2o. Esto lleva a que 2y sea un punto de acumulacién
de (wy,). Como (w,) es una sucesién en C\D y C\D es un conjunto cerrado, entonces
zo € C\D. Por lo tanto, zo € K N (C\D), lo cual es imposible ya que K es un
subconjunto de D = C\(C\D). [

El siguiente lema serd de gran ayuda para la comprension de la convergencia
normal de una sucesion de funciones.

Lema 2.3. Sea (f,) una sucesion de funciones definidas en un conjunto abierto D
del plano complejo. La sucesion converge normalmente en D si, y solo si converge
uniformemente sobre cada disco cerrado contenido en D.

Demostracion. (=) se cumple por definicién de la convergencia normal.

(«<=) Supongamos que (f,) converge uniformemente sobre cada disco cerrado de D.
Denotamos por f a la funcién limite. Sea K C D, compacto y no vacio. Demostraremos
que f, — f uniformemente sobre K. Sea r > 0 fijo tal que para cada z € K el disco
A(z,r) estd contenido en D, y considerando el lema anterior escogemos un punto

21 € K, o K esta contenido en A; = A(zy,7), o podemos elegir un 2z, de K\A;. Si

sucede este tltimo caso, sea Ay = A(zy,7), entonces, o K € A;UA,, o podemos elegir
un punto 23 de K\(A; U Ay), y asi sucesivamente. Después de un numero finito de
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pasos, digamos p pasos llegamos a una coleccién Ay, Ay, ... A, de discos cerrados en
D, cuya union cubre a K. Dado que f,, — f uniformemente en cada uno de los discos
Ay, Ay, ... Ay, la convergencia uniforme se da también en Ay UA;U---UA,, y por lo
tanto en K. Se sigue que f, — f normalmente en D.

|

Definicién 2.18. Sea D C C. Las funciones analiticas de una familia F se dicen
equicontinuas en un conjunto D’ C D si, y sélo si para cada ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal
que para toda f € F:

zyw€ D, |z —w| <d— |f(2) — f(w)| <e.

Observaciéon 2.7. En este caso, cada f € F es uniformemente continua.

A continuacién, enunciamos dos teoremas donde el primero presenta una demos-
tracion analoga al Lema 2.1, y el segundo nos ofrece la condiciéon de normalidad para
una sucesiéon (f,,) en un conjunto abierto D C C:

Teorema 2.3. [Noguchi, 1998] Si una sucesion (f,,) de funciones complejas en D C C
es uniformemente acotada y equicontinua sobre subconjuntos compactos de D, entonces
contiene una subsucesion que converge uniformemente en subconjuntos compactos de
D.

Teorema 2.4. [Palka, 2012] Supongamos que cada funcion de la sucesion (f,) es
analitica en un conjunto abierto D C C y (f,) converge normalmemte en D a la fun-
cion limite f. Entonces f es analitica en D. Por otra parte, fék) — f®) normalmente
en D para cada entero positivo k.

En seguida, enunciaremos un teorema bastante util, que establece la relacion entre
la definicién de equicontinuidad y normalidad de una familia de funciones complejas.

Teorema 2.5. [Ahlfors, 1984] Una familia F' de funciones continuas definidas en una
region D del plano complejo es normal si, y solo si

1. F es equicontinua en cada subconjunto compacto E C D; y

2. para cada z € D, {f(z) : f € F} se encuentra en un subconjunto compacto del
plano.

Demostracion. Probaremos la necesidad de 1. Si F es equicontinua en E, entonces exis-
te un € > 0 sucesiones de puntos z,, 2, € FE y funciones f,, € F tal que |z, — 2| — 0
si | fu(2n) — fu(zn)')| > € para toda n. Dado que E es compacto, podemos elegir sub-
sucesiones de (z,) y (2),) que converjan a un limite en comin z” € E, y dado que F es
normal, existe una subsucesién de (f,,) que converge uniformemente en E. Observemos
que podemos elegir a las tres subsucesiones de tal forma que todas tengan los mismos
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subindices ny. La funcién limite f de (f,,) es uniformemente continua en E. Por lo
tanto podemos encontrar un k tal que las distancias de f,, (zn,) & f(zn,), de f(zn,) a
f(2,) yde f(z,,) a fn,(z,,) sean todas < /3. Se sigue que |fy, (2n,) — fu, (2, )] <&,
contrariamente a la suposicién de que |fy, (2n,) — fn, (2, )] > € para toda n. Para la
necesidad 2. Mostramos que la clausura del conjunto formado por todos los valores
f(z),f € F, es compacto. Sea (w,) una sucesién en dicha clausura. Para cada w,
fijamos f, € F tal que |f,(z) — w,| < 1/n. Por la normalidad existe una subsucesién
convergente (fy,(2)), y la sucesién (w,, ) converge al mismo valor.

Para demostrar la suficiencia de 1 y 2 usaremos el proceso de la diagonal de
Cantor. Primero observemos que por todas partes de D existe una sucesién densa de
puntos (. De la sucesién (f,,) escogeremos una subsucesion tal que converja en todos
los puntos (. Encontrar una subsucesion que converja a un punto dado es siempre
posible por la condiciéon 2. Por tanto podemos encontrar un coleccion de subindices
tal que

i <9 S .. TS L.
Mol < Moo < ... < Moy << ...

Tt SR L e SR s

(a) cada fila esta contenida en la anterior, y
(b) lim; s o, (¢k) existe para toda k.

Por lo tanto (n;;) es una sucesion de (f,,) que converge por (b) a todos los puntos
(k- Por conveniencia, escribiremos f,, en lugar de f,,,. Ahora, sea K un subconjunto
compacto de D, entonces por 1 tenemos que F es equicontinua en K. Dado ¢ > 0,
existe un 6 > 0 tal que para 21,20 € K y f € F sucede |23 — 25| < ¢|, entonces
|f(z1) — f(22)|] < 4. Dado que K es compacto, la cubierta de las vecindades de radio
d/2 tiene una subcubierta finita; tomemos un punto (; de cada una. Para toda h y j
suficientemente grandes, diremos que h, j > g, |fn,(Ck) — fn,(C)| < € para todos los
Ck (esto porque f,,.(Cx) converge cuando i — 00).

Como hemos tomado una §/2 subcubierta, para cada z € K, existe un ( tal que
G — 2| <6,y ast | fu;(CG) = fn,;(2)] > &, | fu,(2) = fu, ()| < € por la equicontinuidad.

Asi
3 > | fan (2) = Jan (G| + [frn (Gr) = Sy (Co)| 4 | fiy (G) = Sy ()] = | frn () = fins (2)]-

Por lo tanto, dado que ¢ es un nimero positivo arbitrario, (f,,) es uniformemente
convergente en K. [ |
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Para familias de funciones analiticas, podemos aplicar la siguiente consecuencia
del teorema de Arzela-Ascoli, cuya demostracién puede ser consultada en [Ahlfors,
1984]:

Teorema 2.6. Una familia F de funciones analiticas en una region D C C es normal
si las funciones en F son uniformemente acotadas en cada subconjunto compacto de

D.

Con todos los elementos anteriores, podemos tambiien considerar la normalidad
en el caso de la sucesion de derivadas (fn )) de una sucesion de funciones analiticas

(fn)

Teorema 2.7. (Weierstrass) [Shiff, 1993] Sea (f,) una sucesion de funciones analiticas
en un dominio D C C que converge uniformemente en subconjuntos compactos de D

a una funcion f. Entonces [ es analitica sobre D y la sucesion de derivadas <f,(1k))

converge uniformemente en subconjutos compactos a fr(lk), k € N.

Demostracion. Sea zy € D, consideremos D(zg,7) CDy C,:={2 € C: |z — z| < r}.
Dado € > 0, existe N € N tal que paran > N, |f,(¢) — f({)] < € para toda ¢ € C,.

Por la férmula integradora de Cauchy, podemos definir

A = o | L% ke

T 270 Jo, (C— 2)FH

para cada z € D(zo,7/2).
Sea n > N, entonces

k! QLIS fa(€

i Jo G, e <

= 2mi

|Fi(2) = fu(2)| =

k! / £ (€) = fulQ)lldC]
Cr

[

esto es, ) — Fi(z) uniformemente en D(z, 5,k € N. Para k = 0 f,(2) = f(2) ¥y
fn(2) = Fo(2), que implica f(z) = F'(z), es decir, es una funcién analitica en D(zo, 7).
Como z; es un punto arbitrario del dominio D, se tiene entonces que fT(Lk) — )
uniformemente sobre D(z, 5) y por compacidad se concluye el resultado. |

Como se mencioné en la introduccion de este trabajo de tesis, Montel estable-
ci6 las condiciones para que una familia de funciones analiticas tenga la propiedad de
ser normal:

Teorema 2.8. (Montel) [Palka, 2012] Sea F una familia de funciones analiticas en un
conjunto abierto U C C. Supongamos que F es localmente acotada en U. Entonces F
es una familia normal en U.



2.5 Familias normales y teoremas de Picard 26

Demostracion. Por ser localmente acotada F en U, entonces F es puntualmente acota-
da, por lo tanto por el Teorema de Arzela-Ascoli, bastarda demostrar que la familia F es
equicontinua en U. Sea z, € U y r > 0 tal que el disco cerrado D(zy, §) esta contenido
en U. Ademads existe una constante v = v(K) > 0 tal que |f({)] < v para f € Fy
¢ € K. Para z € D(zy,7) y f € F tenemos por la férmula integradora de Cauchy:

1 f(Qd¢ 1 RAOLY
|f(2) = f(z0)] i /C—ZO|=27" (C—2) 2mi /C_ZO|:27' (€ —20)

_ lE—a / f(Q)d¢
27 | Jie—zol=2r (€ — 2)(C — 20)
|Z—Zo/ L/ (O)l]dc]
27 Jic—zpl=2r 1€ — 2][C — 20|
vz — 2zl
r

Dado € > 0, consideremos 6 = min{r, “*}. Por el argumento anterior, |f(2) — f(20)| < €
para cada f € F y cada z que satlsfaga |z — 29| < 0. Por lo tanto, F es equicontinua
en un punto arbitrario zy, conluyenso asi, que F es normal en U.

No es dificil demostrar que F es normal en un dominio D si, y s6lo si F es
normal en cada punto de D. Como la funcién limite de la subsucesién convergente no
es necesariamente una funcién f perteneciente a la familia F dada, oo es una posible
funcion limite. Asi, por el Teorema de Weierstrass, las funciones limite son funciones
meromorfas y éstas pueden ser holomorfas si todas las funciones en F lo son, al menos
que la funcién limite sea oo.

Observemos que si una sucesiéon de funciones converge con especto a la mética
euclideana, entonces ésta también converge con respecto a la métrica cordal y. Escribi-
remos (f,) — f si (fn) converge a f (con respecto a la métrica cordal), cuando n — oo,
uniformemente sobre los subconjuntos compactos del dominio D donde las funciones
fny f estan definidas.

Por f# denotaremos la derivada esférica de f definida por:

1) [#(2) = T58p stz # 00y f(2) # 00, 6

2) f#(2) = lim,_,. f#(w) en otro caso.

Teorema 2.9. (Marty) [Conway, 1978] Sea F una familia de funciones meromorfas

en un dominio D C C Entonces, decimos que F es normal en D si, y sélo si (f#)er
es localmente acotada en D.
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Teorema 2.10. (Montel) [Conway, 1978] Sea F una familia de funciones meromorfas

en un dominio U C C. Sean a,b,c € C puntos distintos dos a dos y supongamos que
f(2) # a,b,c para todo z € D y toda funcion f € F Entonces, F es normal en D.

Teorema 2.11. (Montel) [Shiff, 1993] (con la métrica cordal) Sea F una familia de

funciones analiticas en un dominio U C C. Supongamos que F es localmente acotada
(con respecto a la mética cordal) en U. Entonces F es una familia normal en U.

Corolario 2.1. Sea F una familia de funciones analiticas en un dominio U C C tal
que para toda vecindad V de zy la familia no es normal. Entonces,

U, /V)

omite a lo mds dos puntos en C.

Obsevemos que el Teorema 2.11 es un caso especial del Teorema 2.10. La prueba
del Teorema 2.10 es, sin embargo, considerablemente mas dificil que la del Teorema
2.11. Nos referimemos, en adelante al Teorema 2.10 como el Teorema de Montel. Una
consecuencia del Teorema de Montel, son los teoremas de Picard.

Teorema 2.12. (Pequeno de Picard) [Conway, 1978] Si f es una funcion entera que
omite dos valores, entonces f es constante.

Teorema 2.13. (Grande de Picard) [Conway, 1978] Toda funcion analitica f toma en
un entorno arbitrario de un punto singular esencial zy cualquier valor finito, a excepion,
posiblemente, de uno.

Del Teorema 2.13 se sigue que si zp es una singularidad esencial de f, entonces
una de las ecuaciones f(z) = a, f(z) = b, f(z) = c tiene infinitas soluciones en cada

vecindad de zy. En el caso especial donde D = C y ¢ = z; = 0o se tiene el Teorema
Pequeno de Picard con el siguiente enunciado mas fuerte:

Teorema 2.14. (Teorema Pequeno de Picard) [Shiff, 1993] Si una funcion meromorfa
f en D\ {2} tiene una singularidad esencial en zy, entonces f toma todos los valores
de C un nimero infinito de veces en una vecindad arbitraria de zy excepto a lo mds
para dos puntos en C.



Captio 3
Capitulo

La Clase de Funciones )1

En este capitulo definimos la clase de funciones donde yace nuestra familia de
estudio, definimos los conjuntos de Fatou y Julia para esta clase, y enunciamos algunas
propiedades que presentan estos conjuntos. También, presentamos la clasificacion de
las componentes de Fatou.

Definicién 3.1. Sean X =Cy Y = C. Definimos la clase de funciones
M :={f: X = Y] [ es trascendente meromorfa con al menos un polo no omitido}.

Los pioneros en el estudio de la dindmica de funciones en la clase 9 fueron Baker,
Yinian y Kotus, véase [Baker et al., 1992, [Baker et al., 1991b], [Baker et al., 1990]
y [Baker et al., 1991a], alrededor de la tltima década del siglo pasado y hoy en dia se
siguen dando resultados nuevos en esta rama.

Observacién 3.1. La tunica singularidad esencial para funciones en la clase 91 es oo.
Ejemplos de familias de funciones en la clase 9 son los siguientes:
» La familia f) ,(z) = Asen(z) + &, A, u € C\ {0}.
» La familia fy(z) = Man(z), A € C\ {0}.
= La familia f,\(2) = Ae* + £, X, € C\ {0}.

3.1. Iteracion de funciones en la clase 91

Consideremos una funcién f € 991. Observemos que la composicién de f consigo
misma no necesariamente es una funcion en la clase 9. Por ejemplo, tenemos que la
. _ 4 i . _ B
comi)osu:lon de f(z) = )\sen‘(z) + £ consigo misma es f(f(2)) = Asen(Asen(z) + £) +
Yeen(z)7E> due tiene singularidades esenciales en z = 0, 2 = 0o y en los puntos donde
la ecuacién Asen(z) + £ = 0 tiene solucién.

28
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En el caso de funciones f € 9, donde f : C — (E, se presenta el problema del
dominio en la composicién de funciones, es por ello que debemos definirlo de tal manera
que oo sea la unica singularidad esencial para composicién de funciones. Consideremos
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.1. Sea

f:C%(E
6Z
Z = —.
z

Definimos el dominio de la n-ésima composicion de la funcién f consigo misma

por D =C\{ze€C: f(z) =00} =C\ {0}.
Ejemplo 3.2. Sea

f(z)=1¢ 0, si z=1;

Z, en otro caso.

Definimos el dominio de la n-ésima composicion de la funcién f consigo misma
por Dign =C\{z€C: f(z) =00, i <2} =C\ {0,1} paran > 2.

Observamos que la restriccién bajo el conjunto D = {z € C| f(z) = 0o} no es una
condicién suficiente. El dominio de la funcion definida por la composicion de f consigo
misma n-veces, estard determinado por el conjunto Dyn = C\{z € C: f(z) = 00, i <

Definicién 3.2. Definimos la n-ésima iterada de f como la composicion de f consigo
misma n-veces. Denotaremos la n-ésima iterada de f por f°*, 6 bien f™ , esto es

fO2) =2y [7(2) = f(f"V(2)).

Definicién 3.3. Sea z; € C. Definimos:

» La érbita hacia atras O~ (zg) de 2o por

O (20) = | J £°7"(20),

n=0

donde f°2)(2) = {z: f(2) = 2}
= La érbita hacia adelante de zy la definimos como el conjunto
O (20) = {zn = f*"(20) : n € N}.
= La gran érbita de zy estda dada por

O(Z()) == O_(ZO) U O+(Z()).
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Observacién 3.2. La Observacién 3.2 es equivalente a que O~ (00) es un conjunto
infinito. En efecto, f°(=3)(c0) es infinito como consecuencia del teorema de Picard. Asf,
el conjunto abierto més grande donde todos los iterados estan bien definidos estd dado

por C\O~(o0).

Definicién 3.4. Un punto zy € C es llamado excepcional si la gran 6rbita O(zg) es
finita. El conjunto de puntos excepcionales de f se denotara por E(f).

Observemos que si una funcion analitica f es conjugada a otra funcién analitca
g, en el sentido que ¢ = T o f o T!, donde T es una aplicacién conforme, entonces
E(g) =T(E(f)); por lo tanto, podemos decir que el conjunto de puntos excepcionales
de una funcién se preserva bajo conjugacion.

3.2. Puntos fijos y peridédicos

Los puntos fijos y periddicos en conjunto con los valores singulares dictan el
comportamiento dinamica que puede llegar a tener una familia de funciones. A pesar
de la simplicidad de su definicién son de gran utilidad y aparecen de forma natural en
cualquier estudio dinamico, este estudio no sera la excepcion.

Definicién 3.5. Sea f una funcién en la clase 9. Si 2y es un punto que cumple
f(20) = 2o, entonces decimos que zy es punto fijo de la funcién f.

Definicién 3.6. Decimos que zy es un punto fijo periodico, de periodo n, de la funcién
f, si n es el menor natural que cumple que f°"(zy) = 2.

Evidentemente un punto fijo es un punto periédico de periodo 1.

Los puntos fijos y perddicos se clasifican de acuerdo al médulo de la derivada.
Esto se debe a las consecuencias dinamicas que de ello se pesprende.

Definicién 3.7. Sea f analitica y zg un punto fijo.

1. Si |f'(z0)| = 0, entonces zy es un punto fijo superatractor.
2. Si|f'(20)] < 1, entonces 2 es un punto fijo atractor.
(

)
)

3. Si |f'(z0)] > 1, entonces zy es un punto fijo repulsor.
)

4. Si |f'(20)] = 1y es raiz de la unidad, entonces z; es un punto fijo indiferente
racional.
5. Si |f'(z0)] = 1 pero f/(z) no es raiz de la unidad, entonces zy es un punto fijo

indiferente irracional.
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La Definicion 3.7 se generaliza a puntos peridédicos considerando que si zy es
de periodo m, entonces zy es un punto fijo para f°". Aplicando Regla de la Cadena
tenemos f°"(z) = H;:Ol f'(f%(20)), asi puntos periddicos superatractores, atractores,
repulsores, indiferentes racionales e indiferentes irracionales son segin |(f°") (29)| sea
cero, menor a uno y distinto de cero, mayor que uno, siendo uno si es raiz de la unidad
o0 no, respectivamente. Al valor de |(f°")'(z0)| se le conoce como el multiplicador de z.

Observemos que si f y g son conjugadas por Ty si zp es un punto fijo de f,
entonces T'(zp) es un punto periddico de g, con el mismo periodo y multiplicador. De
aqui que en algunas ocasiones se dice que ciertas propiedades dindmicas son preservadas
bajo conjugacion, ya que sobre los puntos periddicos yacen determinadas definiciones
y propiedades de los Conjuntos de Fatou y Julia.

Si zp es el infinito, entonces el multiplicador de zy esta dado por (¢°*)'(0), donde
1
)

En ocasiones, siempre que un punto periddico, o fijo, cumpla |f°")'(zo)| = 1, nos
referimos a zg simplemente como punto periddico, o fijo, indiferente.

9(2) =

Si zp es un punto periddico de periodo n, entonces decimos que la 6rbita hacia
adelante de zq es un ciclo atractor, repulsor o indiferente, segin zy sea atractor, repulsor
o indiferente.

Los puntos no periédicos para los que existe n natural tal que su imagen bajo
f°" es un punto periddico, les diremos preperiddicos.
3.3. Conjuntos de Fatou y Julia

Los Conjuntos de Julia y Fatou juegan un papel central en el estudio de los siste-
mas dinamicos. En esta seccién presentamos la definicién y algunas de las propiedades
de estos conjuntos. En adelante, las funciones referidas son funciones pertenecientes a

la clase 9.

Definicién 3.8. Sea f € M. El conjunto de Fatou, denotado por F(f), se define como:
F(f)={z € C: f°*(z) estd bien definida y es normal en alguna vecindad de z }.

El conjunto de Julia, denotado por J(f), es el complemento del conjunto de Fatou,
esto es:
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Recordemos que cuando f(A) C A para algin subconjunto A del dominio de
f decimos que A es un conjunto invariante hacia adelante. Si f~1(A) C A se dice
que A es invariante hacia atras. Si el conjunto A cumple con ambas condiciones A es
completamente invariante.

A continuacién, enunciaremos algunas propiedades de los conjuntos de Julia y
Fatou para las funciones trascendentes meromorfas:

Si f € 9N, se tienen las siguientes propiedades:

a) F(f) es abierto y J(f) es cerrado.
(

(
(b

f) es perfecto.

(
(d) Fr(f)=F(f)y J°"(f) = J(f) para todo n € N.
(e

) F
) J
¢) F(f)y J(f) son completamente invariantes.
) F
) J(f

(f) es la clausura del conjunto de los puntos periédicos repulsores de f.

Las propiedades anteriores fueron demostradas para funciones trascendentes me-
romorfas por Baker, Kotus y Lii entre 1990 y 1991, véase [Baker et al., 1992], [Baker
et al., 1991b], [Baker et al., 1990] y [Baker et al., 1991a].

Las siguientes definiciones y lemas muestran la relacién que existe entre el multi-
plicador y la definicion topoldgica de los puntos fijos, ofreciéndonos informacién acerca
de su relacién con los conjuntos de Fatou y de Julia.

Definicién 3.9. (Puntos Atractores) Un punto fijo zy de una funcién analitica f es
atractor si existe una vecindad V', donde la sucesién {f" |/} converge uniformemente
a 2p.

Lema 3.1. (Caracteristica de un Punto Atractor) [Milnor, 2006] Un punto fijo para
una funcion holomorfa f es topolégicamente atractor si, y solo si su multiplicador es
MENOT que UNO.

Teorema 3.1. [Milnor, 2006] Si zy es un punto fijo atractor de una funcion analitica
f en el disco D(zo, R), entonces la familia de iteradas {f"} de f es normal en alguna
vecindad D(zo,7),7 < R de zp.

Definicién 3.10. (Puntos Repulsores) Un punto fijo zo de una funcién analitica f es
repulsor si existe una vecindad U de zp, tal que para cada z € U \ {2z} existe n > 1
que cumple f* € U

Lema 3.2. (Caracteristica de un Punto Repulsor) [Milnor, 2006] Un punto fijo de una
funcion analitica f es topologicamente repulsor si, y solo si su multiplicador es mayor
que uno.

Teorema 3.2. [Milnor, 2006] Si zy es un punto fijo repulsor de una funcion analitica
f en U, donde U es una vecindad centrada en zy, entonces la familia de iteradas {f"}
de f no es normal en zy.
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3.3.1. Clasificaciéon de las componentes de Fatou

Por definicion, el conjunto de Fatou es abierto, asi podemos hablar de sus compo-

nentes véase Apéndice A. De aqui en adelante “componente” siempre significara “com-
ponente conexa’.

Definicién 3.11. Sea f € 9 y U una componente del conjunto de Fatou F(f).

1.

U es periddica, si existe n > 0 tal que f"(U) = U.

2. U es eventualmente periédica o preperiddica, si existe n natural y I' C F/(f) com-

ponente periédica, tal que f"(U) C T

3. U es errante, si para todo n > 0 los conjuntos f°"(U) son ajenos por pares entre

si.

A continuacién, enunciamos la clasificacién de las componentes periddicas para

funciones trascendentes meromorfas, que caracteriza la dinamica en el conjunto de
Fatou de las componentes periddicas.

Sea f € M y U una componente peridédica de F'(f) de periodo n. Entonces se

tiene alguna de las siguients 5 posibilidades:

1.

La componente U contiene un punto z atractor de periodo n. Entonces f°*(z) —
2o para toda z en U cuando k tiende a infinito. La componente U se llama la
componente de atraccion de zy.

La frontera de U contiene un punto periédico zy de periodo n, tal que fo™*(2) — 2
para toda z en U cuando k tiende a infinito. Entonces |(f°")'(z0)| = 1. En este
caso a U se le llama componente de Leau o componente parabilica.

. Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — D, con D el disco unitario, tal que

¢ conjuga a f°" con exp?™® z para « irracional, es decir, una rotacién irracional.

En tal caso, U se llama disco de Siegel.

Existe un homeomorfismo analitico ¢ : U — A, donde A = {z:0 < |z| <r},
con r > 1, tal que ¢ conjuga a f°" con exp*™® z para « irracional, es decir, una
rotacion irracional. En tal caso, U se llama anillo de Herman.

Existe un punto 2y en la frontera de U tal que f°"*(2) — z, para toda z en U
cuando k tiende a infinito, pero f°"(zp) no esta definida. En este caso U se llama
componente de Baker.
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La caracterizacion de las componentes periddicas del conjunto de Fatou fue dada
para el caso para funciones en la clase 9t por Baker, Kotus y Lii en 1991, véase [Baker
et al., 1991a].

En el caso del ciclos de componentes de Baker, siempre existe una componente
donde zg = 0o, mas ain cualquier componente cumple que el punto zg correspondiente
es un pre-polo [Bergweiler, 1993].

Siguiendo la idea de Eremenko y Lyubich en [Eremenko and Lyubich, 1992] se
define la clase de funciones B de tipo acotado que enunciamos a continuacion.

Definicion 3.12. La clase B es el conjunto de funciones f € 9 tales que todos sus
valores singulares estan contenidos en un conjunto acotado en C.

Ejemplos de familias de funciones en la subclase B son los siguientes:

1. Las familias fi(z) = Ae®, A € C\ {0} y ga(2) = Asen(z), A € C\ {0}, dado que

estas funciones tienen un conjunto finito de valores singulares.

2. La familia hy(z) = AseTn(Z),A € C\ {0}. Esta familia de funciones posee un
valor asintético en z = 0 y un conjunto infinito de valores criticos tales que
{w :|w|] < 1}.

En [Eremenko and Lyubich, 1992], Eremenko y Lyubich demostraron que si f es
una funciones trascendentes entera que pertenecen a la clase B, entonces no existe una
componente U de F(f) tal que f" |y— oo cuando n — oo, obteniendo como corolario
que las funciones enteras trascendentes de tipo acotado no poseen dominios de Baker.

Observemos, que lo mencionado anteriormente no se cumple en general para
funciones trascendentes meromorfas en la clase B. Como un ejemplo, consideramos
f(z) = 1/z — e*. Baker, Kotus y Lii demostraron en [Baker et al., 1991a] que f posee
un dominio de Baker de periodo 2 y es facil reconocer que f es una funcion trascendente
meromorfa de tipo acotado. En este ejemplo, 0 es punto de acumulacion de los valores
criticos de f, que es ademas uno de los limites correspondientes al ciclo de dominios
de Baker.



ceptio 4
Capitulo

La Familia f) , . (z) = Asen(z) + £, A\, i, 20 € R

z—2zp’

La familia gy(z) = Asen(z), estudiada por [Dominguez and Sienra, 2002] , [Dong,
1992] entre otros, presenta fenémenos dindmicos de gran intéres para el estudio de
la dindamica de funciones trascendentes, algunos de estos resultados son a través del
valor que puede tomar el parametro de la familia, derivando en afirmaciones sobre las
propiedades de sus respectivos conjuntos de Fatou y Julia. Ciertos aspectos de la familia
antes mencionada seran de utilidad para investigar la familia f) ,(2) = Asen(z) +
ﬁ, A, 20 € R

Cuando examinamos la gréfica de la funcién real fy,.,(v) = Asen(z) + ;24
para determinados pardmetros reales 0 < A\ < 1, 0 < py xo € R\ 0, no es dificil
observar que existen dos puntos fijos de los cuales uno es atractor y otro repulsor, asi,
por los Teoremas 3.1 y 3.2, sabemos que el primero pertenece al Conjunto de Fatou y

el segundo al Conjunto de Julia de la funcién, véase Figura 4.1.
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Figura 4.1: Grafica de la funcién f, ,, = Asen(z) + x—_’%o, para A = u = 0,5, 19 = 7.
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En cambio, si graficamos la funcién real fy ,0(z) = Asen(z) + £ para ciertos pa-
ramétros reales 0 < A, u suficientemente pequenos, observamos que existen dos puntos
fijos que tienen el mismo comportamiento, es decir, ambos son atractores, o ambos son
repulsores; hecho que se justificara mas adelante, véase Figura 4.2.

kY

15

f(x)=x

f (:{) =Asen (%) +p/x

dl | 7‘)

L N a ——— e ¥ <
-30 ~—~25 15 ~ 20 ~—25 307

Figura 4.2: Gréfica de la funcién f,, = Asen(x) + £, para A = p =1

El estudio de la familia:

Papz(2) = Asen(z) + £ A\, 20 € R (1)

z—z0’

esta constituido en dos partes: Caso I: Cuando el polo zy # 0 y Caso II: Cuando zy =
0. Estudiaremos las situaciones por separado debido a que son dos comportamientos
dindmicos distintos.

4.1. Estudio del Caso 1

En esta seccién, demostraremos una generalizaciéon del resultado en [Dominguez,
1998], que enunciamos en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. [Dominguez, Vazquez and Montes de Oca, 2016] Si A, i son pardmetros
reales tales que 0 < |A| < 1 y p > 0 suficientemente pequeno, entonces la familia
fau(z) = Asen(z) + A=, k € Z\ {0}, posee una componente atractora completamente

wmvariante y multiplemente conexa en el conjunto de Fatou.

Demostracion. Consideremos el caso 0 < A < 1, dado que para el caso —1 < XA < 0 la
demostracion es analoga.

Sea A, u, @ € R tales que 0 < A < 1, u > 0 suficientemente pequeno y 0 < o < 1
y definimos la regiéon H = {z € C: |Im(z)| < a}.
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TomemosO<p<a<1talqueO<ﬁ<p, sesigueque)\(e+l)+%<1
y consideremos el conjunto:

T=Hn{ze€C:l|z—kn|>pkeZ\{0} fijo},

véase Figura 4.3.

—p

RN

Figura 4.3: Regién T, donde km = 7w para k =1

Afirmacion. Existe una componente atractora invariante U del conjunto de Fatou
que contiene a T.

Primero demostraremos que para cualquier z = x+iy € T la diferencia | fy ,(2) —
Asen(x)| estd acotada por 1. Dividimos la prueba en dos casos:

(a) Cuando y = 0 tenemos |fy,(z) — Asen(z)| < A[sen(z) —sen(z)| + A = £ <1
para p suficientemente pequena.

(b) Cuando y #0y —1 < a <y < « < 1, obtenemos lo siquiente:

|f(z) = Asen(z)| = |Asen(x + iy) + ﬁ — Asen(x)]
_ . . .
= |A(sen(x) cos(iy) + cos(x) sen(iy)) + T — Asen(x)|
, 1
= h h 7
|A (sen(z) cosh(y) + i cos(x) senh(y)) + P —— Asen(x)|
< Alsen(@)l]cosh(y)] + | cos(a)l| senb(y)| + M sen(a)| + - —
W
< A h h A ———
< Alloosh(y)] + [senb)) + A+ 2
Y_ eV Y_ ey
< /\‘e ‘ ’ ‘6 c ‘+/\+7.M
2 2 | + iy — 20|
< MY+ 1) +upt <1
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En ambos casos, observamos que Asen(z) € [—A,A] y dado que consideramos
0 < A < 1 se sigue que fy,(z) estd acotada en una bola con centro en A y radio
0 <r <1, estoes B(A,7) C T, mas atn, la familia f,,(z) estd uniformemente
acotada. Entonces por el Teorema de Montel, f) ,(2) es normal en T, por lo tanto,
T pertenece a una componente invariante U del conjunto de Fatou. En consecuencia,
fru(2) pertenece a un subconjunto compacto S C T, tal que f, ,(2)" — 3 donde 3 es
finito y pertenece a la clausura de S, por lo tanto, § es un punto fijo atractor de la
familia f) ,(2).

En consecuencia, existe una componente atractora invariante U, la cual contiene
a T, en el conjunto de Fatou.

Afirmacion. Todos los valores criticos de fi ,(2) = Asen(z) + £~k € Z\ {0}
estdn contenidos en U.

En primer lugar, observemos que para hallar los valores asintéticos de la funcién

debemos tomar cualquier camino I' que tienda a oo y considerar f) ,(I'(t)). Dado que

1 I'—oo I'—oo I
lo cual s6lo se cumple para [ = oo debido a que la funcién sen(z) no posee valores
asintdticos finitos, véase [Zhang, 2005].

0, obtenemos que f) ,(2) tiene limite [ si, y sélo si Asen(I'(z))

Asi, se sigue que ademas de oo, todos los valores singulares de fy , son sus valores
criticos finitos, los cuales estan dados por la solucion de la ecuacién:

/ H
f)\”u(Z) = ACOS(Z) — m =0.
Consideremos dos casos:
(i) Si f1,.(2) =0y [z — kr| >t =7, entonces
_ p o Mop _2u
leos(z)l = =2 <3 <z < n
y por otro lado,

42 442
|sen(z)| = [\/1 — cos(2)?| < 1—V §1+V’

asi, sen(z) = £(1 +n) donde |n| < %\"2—2 (si pu fue escogida lo suficientemente pequeno).

Ahora, dado que |fy,(z) — Asen(z)| = |£=| < % y que |fru(2) — Asen(z)| =
| fru(2) £ A(1+n)|, obtenemos que
2u A

Por lo tanto, podemos concluir que en este caso los valores criticos de f ,(2) €
T C U (si p es lo suficientemente pequena).



4.1 Estudio del Caso 1 39

(i) Si fy,(2) =0y |z — kn| <t =7, entonces

Acos(z)] = |u(z — k)2
Se sigue que

1
e

K
Acos(z)

ol
< V2—
—‘[x

LE}

<|(z—km)*| = |

dado que |cos(z)| > |cos(z)cosh(y)| > \/Li y que |cos(z)| < €. Por lo tanto, |(z —
km)?| < \/iﬁ de aqui que |z — k7| < Qi\/g, y con unos célculos andlogos |sen(z)| <

2/ 8y plz —kn| ™t < ViV Ae.

Asi, obtenemos que

1
z —km

< 2\/ﬁ\/X + 1e.

| frusen(z)| = |Asen(z)] +

Por lo que podemos concluir que fy ,(2) € T C U.

De (i) y de (ii) obtenemos que todos los valores criticos de la familia f ,(z) estan
contenidos en U, asi la afirmacion esta demostrada.

Afirmacion. No existen discos de Siegel ni anillos de Herman.

Sea B; = {z € C: ff\'# no es meromorfa en z}, asi By = 0, By = {o0}, y
Bj = {oc}U f;;(oo) U...u f/{;l(oo) en general.

Designaremos por E,(fy,) = {Valores singulares de f} }, para n € N, asi,
E; es el conjunto de los valores singulares de f ,(2) que consiste de un subconjunto
numerable de T cuya clausura es compacta en T, junto con co. De igual manera, dicha
observacion es la misma para los siguientes conjuntos:

(a) E= Ujio fi,M<E1 \ B])7
(b) E' = {puntos tales que 6 bien son puntos de acumulacién de E o singula-

ridades de alguna rama de la n-ésima preimagen de la funcién, f, LL, para un nimero
infinito de valores de n}, y

(c) BEUE" = UZo(Er \ {o0}) U {8, o0}

Por (c) afirmamos que no existen discos de Siegel ni anillos de Herman dado
que la frontera de un disco de Siegel o un anillo de Herman debe estar contenida en
E U E’ por el Teorema 8.2 en [Dominguez, 1998] que enuncia: Si f es una funcion
meromorfa y C = {Uy, Uy, ...,U,_1} es un ciclo de discos de Siegel o anillos de Herman
de F(f), entonces para cada j, OU; C E(f)UE'(f). Ademds, en cualquier ciclo atractor
o parabdlico las funciones limites pertenecen a E'(f). Por lo tanto, el tnico ciclo de
componentes de F'(f) es U.
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Afirmacion. U es completamente invariante.

En la primera afirmacion obtuvimos que todos los valores singulares finitos de
fau(z) estdn contenidos en U. Tomemos un punto 2o € U y una rama g de f ,(z)™*
tal que g(z9) € U. Para cualquier z; € U y para cualquier rama h de fy,(z)"" en z
podemos llegar a h(z1) por continuacién analitica de g a lo largo de un camino v de 2
a z1. Ahora « es homotépica a un camino v, en C\ E;(f) de 29 a 21, y la continuacién
de g alo largo de 71 es h en z;. Pero g(v1) pertenece a F(fy,) y de aqui que g(v1) C U.
Por lo tanto U es completamente invariante.

Afirmacion. No existen componentes errantes.

Los posibles limites constantes de sucesiones fy , en las componentes de F (Fap)
son solamente oo y el punto fijo atractor 5. Por lo tanto, si existieran otras componente
de Fatou, deben ser componentes errantes tales que f” — oo cuando n — oo por
definicion de tales componentes. Demostraremos que tales componentes no existen. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que el polo de la familia es 7, considerando k = 1.

Supongamos que existe una componente errante, digamos G, tal que f},(G) no
intersecta B(,7), donde 0 < r < a < 1 para cualquier n € N dado que f} ,(G) — oo.
Asf debemos tener que Imf} , — oo en G, entonces f3 ,(f%,) — ooy (f3,) — oo en
G. Por el Teorema de Bloch, [Xiong, 2004], que afirma lo siguiente: Sea f una funcion
holomorfa en B(0,1) tal que f'(0) = 1, entonces f(B(0,1)) contiene una bola de radio
3/2—+/2 > 1/12, se sigue que ff;l(G) contiene algtin disco de la forma D(a, 47), donde
|Im(a)| puede tomar cualquier valor arbitrariamente grande, pero entonces sobre el
didmetro horizontal de D(a,m) no es dificil ver que f;f(G) contiene algunos puntos
reales, los cuales deben estar contenidos en U, como esto es imposible, concluimos que

no existe tal dominio G.
Afirmacion. La componente U es multiplemente conexa.

El conjunto de Fatou consiste de una componente U completamente invariante
que es atractora y multiplemente conexa debido a que km para algin k € Z \ {0} fijo,
no pertenece al conjunto de Fatou, es decir, km esta contenido en el conjunto de Julia.

Con las afirmaciones demostradas el Teorema 4.1 queda verificado.
|

A partir del Teorema 4.1 se deducen los siguientes dos corolarios.

Corolario 4.1. Para A =1 y 0 < p € R suficientemente pequeno, la familia de funcio-

nes f1,(z) = sen(z)+ L, k € Z\{0} tiene una componente atractora, completamente

mvariante U y multiplemente conexa en el conjunto de Fatou.

Demostraciéon. Escojamos A = 1, 0 < p suficientemente pequena, « < 1, H = {z € C:
|[Im(2)| < a} y T como en la demostracién del Teorema 4.1. No es dificil demostrar que
| f1,, —sen(z)| < 1 para cualquier z = x4+t € T. Por lo tanto, f; , estd uniformemente
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acotada en una bola con centro en 1 y radio 0 < r < 1, B(1,r) tal que B(1,r) C T,
entonces se sigue, como en la demostracion de Teorema 4.1, que f;, pertenece a un
subconjunto compacto S7 de T. Por lo tanto T pertenece a una componente invariante
U del conjunto de Fatou en el cual fl’fu(z) — p, donde p es un punto fijo atractor de
fru(2). Ademaés de (i) y (ii) de la demostracién del Teorema 4.1 se sigue que:

[fru(z) £1] < 2u% + 2 y | fiu(2)] < 20/ + /R

Por lo tanto, f1,(2) € T C U, siempre que p sea lo suficientemente pequena, lo
cual implica que todos los valores criticos finitos de f; ) estan contenidos en U.

Para la demostracion de que U no es una componente errante, U es la tnica
componente del conjunto de Fatou, U es completamente invariante y U multiplemente
conexa se sigue sin complicaciones de la demostracién del Teorema 4.1.

Corolario 4.2. La familia fy,(2) = Asen(z) + L=,k € Z\ {0}, pertenece a la clase
B.

Demostracion. Por (i) y (ii) de la demostracién del Teorema 4.1 concluimos que A, —A
y 0 son puntos de acumulacién de todos los valores singulares finitos de f) ,(2), por lo
tanto podemos tomar un conjunto acotado C' tal que contenga £\, 00 y 0 en la esfera.
Asi, fau(z) = Asen(z) + £—,k € Z\ {0}, pertenece a la clase de funciones de tipo
acotado B, véase la Definicion 3.12. |

En el Capitulo 5 se presentaran cortes del espacio de parametros y se graficaran los
Conjuntos de Fatou y Julia de f , definidos por pardmetros que satisfacen el Teorema
4.1.

4.2. Estudio del Caso 11

En esta seccion investigaremos la familia:

uo(z) = Asen(z) + £, A peR 2)

Inicialmente estudiaremos las propiedades geométricas que podemos apreciar en
este caso donde el polo estd en zy = 0 y que no se presentan en el Caso 1. Posteriormente
calcularemos los puntos fijos, puntos criticos y valores criticos de la familia en (2).



4.2 Estudio del Caso I1 42

4.2.1. Geometria de las funciones en la familia f) , ()

El primer aspecto a estudiar es la geometria que guarda cada una de las funciones
que integran la familia (2), para ello consideremos valores particulares de los pardme-
tros, y a partir de la variacion de éstos comprender qué modificaciones geométricas se
generaran. La siguiente afirmacién se puede consultar en [Needham, 1998].
Proposicién 4.1. La funcion sen(z) = sen(z) - cosh(y) + i cos(x) - senh(y) envia rectas

de la forma ((t) = kt,k € R, en hipérbolas y rectas ((t) = ct,c € R, en elipses.

Figura 4.4: Transformacién del plano bajo la funcién sen(z)

Consideremos los pardmetros A = p = 1 y descompongamos la funcién f10(2)
en sus partes real e imaginaria, esto es:

fiio(z) =sen(z) + 1 = sen(x +iy) + —=
z z+iy

= sen(z) - cosh(y) + i cos(z) - senh(y) +

S
m24’,y2 m24’,y2

_ (sen(a:) - cosh(y) + xQ""”Tw) +1 <cos(.q:) -senh(y) — %ﬂ/»

Obteniendo en este caso curvas que se asemejan a las dadas en la Figura 4.4,
véase Figura 4.5.

Figura 4.5: Transformacién del plano bajo la funcién sen(z) + 1/z

Si eligimos una cuadricula del plano més fina, obtenemos la Figura 4.6. Este
fenémeno se debe al hecho que la funcién fi10(2), al igual que g\(z) = sen(z), sigue
siendo una aplicacién conforme, salvo un conjunto que estudiaremos posteriormente,
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Figura 4.6: Transformacién del plano bajo la funcién sen(z) + 1/2z con una malla mas
fina.

el conjunto de puntos criticos; de tal manera que preserva angulos bajo curvas diferen-
ciables, en este caso las rectas paralelas a los ejes.

Nos percatamos que la geometria de esta funcion fi ; o(z) presenta simetrias, éstas
se deben a que para cada funcién de la familia fy,0(2) = Asen(z) + £, A pu e Cse
cumple para todo z = x + iy € C tenemos f ,0(z + iy) = —fruo(—2z — iy) debido a
las propiedades de las funciones trigonométricas complejas y la inversién respecto al
origen.

En el caso cuando A = p = £ € C no es dificil comprobar que se obtiene una
rotacién y una homotecia de la transformacién presentada en la Figura 4.5, en funcion
del Arg ¢ y al médulo de &, €], respectivamente:

a) b)

Figura 4.7: Caso l: A=p,a) { =2+2iyb) & = -5+ 3.

4.2.2. Puntos fijos de la familia f) , ()

En este apartado describimos los puntos fijos de la familia dada en (2). Para
calcularlos, requerimos resolver la ecuacién

Asen(z) + g —2=0 (3)
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que resulta ser un céalculo complicado, pero es facil ver que la familia tiene una infinidad
de puntos fijos cuando z # km, k € Z y una adecuada eleccion de los parametros A, i,
para analizar el comportamiento de los puntos fijos en casos particulares. En particular,
observamos los siguientes casos:

1. Cuando z = § es un punto fijo de (3) y A € C\ {0}, el pardmetro u siempre lo

podemos obtener con la expresion

7]_2

T
~ L _ )z
=" =73

para corroborarlo, evaluamos en f, .2 ,.(2) y obtenemos:
’ 4 2

7T2 T
AS

o (g) = )\sen(g) L4 72

Maés ain, cuando z = @,k € Z\ {0} y A € C\ {0}, podemos obtener el

parametro p por la expresion:

e Y (e

2. Cuando z =z € R\ {kn}, \,p € R\ {0} con p > 0 afirmamos que la familia en
(2) tiene al menos dos puntos fijos en z), € R™ y —x) € R~ respectivamente.

De hecho, sea 1 € R, con pu > 0 fijo y definimos
h(z) = fru(z) — .

Si tomamos z; > 0 donde

<M| —VIAP +4p A+ VIAP +4u>
2 ’ 2 '

ZE1€

Observamos que h(z;) > 0, dado que:

h(zy) = Asen(zy) + L. r1 < A+ L T

T T
AN == a?
T .
Al tomar z; entre las raices del polinomio p(x) = —x? + |\|x — u, tenemos que

p(z) > 0y asi h(xy) > 0.
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Ahora, consideremos x5 > 0, donde x5 > , asi obtenemos:

AL+ VIAR A+ 4p
2

h(xg) = Asen(xq) + a:% —xy < M+ SL% — Ty

Ao — p — 292

X2

Por lo tanto p(x) < 0 y asi h(zz) < 0. Entonces, por el Teorema de Valor
Intermedio existe un punto z, tal que fA, u,0(x,) = z,. De aqui concluimos que
z) € RT es un punto fijo de la familia en (2). Si elegimos 1, 75 € R™! y hacemos
calculos anslogos a los anteriores, obtenemos un punto fijo —x, € R7%

4.2.3. Puntos criticos y valores criticos de la familia f) , ()

Los puntos criticos de la familia en (2) pueden ser hallados resolviendo la siguiente
ecuacion:

Acos(z) — o 0

que equivale a la ecuacion:

Acos(z) = Ly

52
Dado que no es una ecuacién facil de resolver, tomemos z = x € R, asi,

I

Acos(z) — — =0
T

o bien:
1

Acos(z) = et

Observamos que el parametro A, en la ecuacién anterior, determina la amplitud de
la grafica de la funcién A cos(z). Sin pérdida de generalidad podemos tomar A = 0,5 y
p =1, con esto se puede resolver una ecuaciéon mas facil, es decir, cos(z) = 1/22. En la
Figura 4.8, observamos que las graficas de cos(z) y 1/2% se intersectan en una infinidad
de puntos, digamos (x;,y;),7 € Z. Los puntos z; son las soluciones de la ecuacién
Acos(x) = 13,y éstos a su vez, son los puntos criticos de la subfamilia fi0(2). Lo
anterior lo podemos formalizar en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. Siz € R, A = 1, entonces la familia F\(z) = A\senz+1/z tiene una
infinidad de puntos criticos.

Demostracion. Para determinar los puntos criticos, necesitamos obtener la derivada de
la familia F3(2), es decir,

f{,1,0<x) = cos(x) — 1/2°.
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Igualando FY(x) a cero:
cos(z) — 1/2* =0,
o bien:
cos(z) = 1/2°.

Si V7 una bola abierta con centro en (37”, 0) y radio 6 = 1, existe y; € R tal que
cos(z) = y; = 1/x2, donde y; es la coordenada en el eje y del punto de interseccién
de las 2 graficas. La funcién cos(z) es periodica, por lo tanto existe una vecindad V;
con centro en (57“, 0) y radio 6 = 1/2, asi, podemos encontrar un punto (zs,y) € R?
tal que cos(wy) = y» = 1/x3%. Inductivamente podemos considerar la sucesiéon de
vecindades {V;} ;en con centro en los puntos (@,O), k € N, y radio 06 = 1/n es
posible hallar la sucesién {x; };en, donde cada uno de los puntos de tal sucesién satisface
cosz; = y; = 1/27,i € N. Por lo tanto f110(z) = Asenz + 1/z tiene una infinidad de
puntos criticos reales cuando A =1y z € R. |

Figura 4.8: Gréficas de las funciones f(z) = cos(z) y g(z) = &

A partir de los puntos criticos podemos demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3. La familia F\(z) = Asen(z) + 1/z tiene una infinidad de valores
criticos cuando A =1y z € R.

Demostracion. Por la Proposicion 4.2, se tiene que hay una infinidad de puntos criticos

de la forma @ + €k, donde ¢, — 0, cuando k — oo. Sean xp, = M + €k ¥

= M + €, para ky # ko € Z. Supongamos que Fi(xy,) = Fy(zy,), entonces

1 1
sen(x + — =sen(x + —.
( kl) Tk, ( kz) Th,

l’kQ

(2ky — )7 1 (k- )m 1
sen < +er )+ ( = s.e]a(i2 +ep,) + —M N 6k2.
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Asi ) )
|cos(eg,)| + 5————— = | cos(ép,)| + 50—
1 (2]{:12 1)71' + Ekl 2 (2k22 1)71' ‘I" 6k2

O bien:

2k1 — D)7 2ko — )7
ChUm R DT e, — e+ (cos(en,)| — | cos(en, ).

Por lo tanto:
(k1 — k2) = 2(ex, — €x,) + 2(| cos(ex, )| — [ cos(ex, )]),
que es una contradiccion, dado que €, , €x, — 0, por lo que se concluye el resultado. W

A continuacién, presentamos un resultado mas general que la Proposiciéon 4.3,
que nos brinda informacién sobre los valores criticos de la familia fy ,0(2).

1
Proposicién 4.4. Los valores criticos reales de la familia fx10(2) = Asen(z)+—,A € C
z
son infinitos. Mas ain, X y —\ son puntos de acumulacion de éstos.

.z 7L ’ ! o 1 o 7 .
Demostracion. Sea x € R punto critico, asi f} () = Acos(z) — 5 = 0, 6 bien

Acos(z) = x% Sustituyendo en la funcién fy10(x), tenemos que

Hoaolz) = Asen(x)Jri

1
= /A2 — \2cos?(x) 4+ —

T
, N1

— /a2t
¥t x
para distintos x es claro que f 1 o(z) son diferentes. Ademas cuando x — oo fy10(x) —
+\ de aqui se sigue A y —\ con puntos de acumulacién. |

Asi, obtenemos que A y —A\ son puntos de acumulacién de los valores singulares;
independiente de que valor z; sea el polo, y es de esperarse, dado que cuando consi-
deramos valores z € C cercanos a oo es similiar al comportamiento que presenta la

familia fy(z) = Asen(z).

Corolario 4.3. La familia de funciones fy,0(z) = Asen(z) + ﬂ, A\, 1, € C, pertenece
20
a la clase B

Demostracion. Dado que la familia Asen(x) no posee valores asintéticos finitos, ver
[Zhang, 2005], tendria que poseer un valor asintético finito la inversién %, pero clara-
mente no lo posee; de tal manera que los valores singulares de f) ,o son inicamente
los valores criticos, que se acumulan en A y —\ de aqui que son acotados; concluyendo
asi que fy 0 estd en la clase B n
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La siguiente proposicion contribuira a dilucidar el porqué no se puede extender
el Teorema 4.1 en el caso donde el polo es zy = 0.

Proposicién 4.5. Sea fy,0(z) = Asen(z) + £, X p € C fijos. Se cumple para todo
z=wx+iy € C que |f} oz +iy)| =[f1,0(-7 +iy)|.

Demostracion. Sea z = x+1y € C, sin pérdida de generalidad consideremos A = u =1,
asi fi1,0(2) = sen(z) + £.

: 94 / _ 1 /
Derivando fi1(2) obtenemos la funcién fj ; 4(z) = cos(z)—z. Evaluando f] ; 4(2)
en x + 1y y descomponiendo en su parte real e imaginaria obtenemos:

flaole+iy) = cos(z+iy) —

(z +1iy)?
. 2 —y? . 2xy
= cos(x) cosh(y) — isen(x) senh(y) — (@2 = 22 1 402y +1 @272 1 47y
x? —y? . 2xy
= (cos(w) cosh(y) — (272—?J2)—2+4272y2) +1 ((m2—1;2)—2+4m2yz — sen(z) senh(y)) .

Y por otro lado tenemos que

1
M-z +iy) = cos(—z+iy) —

(—z +1y)?
. 2 — y? X 2xy
= cos(—x) cosh(y) — isen(—x) senh(y) — @ = g2 + da7y? —1 @272 1 47y
x? —y? . 2xy
= (cos(m) cosh(y) — (xQ—y2)—2+4x2y2) —1 ((182—y2)—2+4$2yQ — sen(z) senh(y)) .

Asi, tenemos:
Re ff,l,o(m +iy) = Re f{,l,(](_x +1y);
Im fLLo(x +iy) = —Im f{,l,o(_w + iy).

Al tomar médulo concluimos la proposicion. [

Por lo tanto, tomando los puntos fijos reales descritos en la Seccién 4.2.2 (2),
digamos x) y —x), si x) es atractor, —x, también sera atractor; si x, es repulsor, —x,
también sera repulsor, etc. Se sigue que no podemos hablar de una sola componente
atractora en el conjunto de Fatou de f) , 0 como enuncia el Teorema 4.1, dado que en
ese caso solo existe un s6lo punto fijo. En todo caso podemos considerar que se tienen
2 componentes atractoras en el conjunto de Fatou, y por la relacién que guardan
los puntos fijos, se necesitara demostrar que el eje imaginario pertenece al conjunto
de Julia, como sucede de manera similar en el estudio de la dindmica de la familia
ga(z) = Asen(z). Es por ello que concluimos que no se puede extender el Teorema 4.1
al caso cuando el polo zy = 0.



Captio D
Capitulo

Cortes del Espacio de Parametros

En general, si estudiamos una familia de funciones definidas a partir de un
parametro, digamos A, y un punto critico de las funciones que integran la familia,
podemos seguir la érbita de tal punto critico bajo la iteraciéon de la funcién y obte-
ner asi lo que llamamos el plano de parametros. Por ejemplo, en el caso de la familia
cuadratica g.(z) = 22 + ¢,c¢ € C y su unico punto critico finito, z = 0, es a través de
la orbita de dicho punto critico que podemos graficar el plano de parametros para la
familia cuadratica g.(z). Este plano de pardmetros es el conjunto de Mandelbrot.

En el caso de la familia

M
zZ— 20

f)\7ﬂ720(z) - AS@H(Z) + 7)‘7:LL7ZO € (C

que depende de tres pardmetros y sabiendo que la familia f) , ., (z) tiene una infinidad
de puntos criticos, véase demostracion del Teorema 4.1 y de la Proposiciéon 4.2, no
podemos graficar un plano de parametros bajo las mismas técnicas del caso de la familia
cuadratica; no obstante, podemos graficar lo que llamaremos un corte del espacio de
pardmetros. En lo que sigue fijaremos dos pardmetros de la familia f , .,(2) y seguir
la 6rbita de un punto critico bajo tales condiciones.

Definicién 5.1. Se define un corte del espacio de pardmetros de la familia en (1) como:

M = {\ e C:|[f},. (punto critico)| estd acotada}.

Observacién 5.1. Si le asignamos diferentes valores a u y a 2y obtendremos diferentes
cortes del espacio de parametros.

Una vez que se considera la subfamilia f) ,, .,(2) es necesario tomar un punto
critico de las funciones f que pertenecen a f) ,, -, (2), es decir, considerar w € C tales
que:

fg\,u,zo ((,U) - )\COS(CU) -

(w— 20)?

49
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Por ejemplo, si tomamos 1 = 1y zg = 0 nos lleva a estudiar los puntos criticos de
la familia de funciones cuando el polo estd centrado en el origen fy1(2). Del capitulo
anterior, obtuvimos que existen una infinidad numerable de puntos criticos que son de
la forma:

Wi = COS ((Zk + 1)%) + € donde ¢, < %, k € N.

Dado que al variar el parametro A variara el valor de ¢;; es ineludible considerar
alguna manera que los puntos criticos dependan del pardmetro A y sean los mismos
para cuando la variable es compleja. Esto serd a través de su desarrollo en serie de
potencias de las funciones de variable compleja f} ; 4(2), es decir:

/ 1 > (—1)” I+l 1
fa10(z) = Acos(z) — — = )\Z mz +1 5

Para fines computacionales consideramos el desarrollo de la expresion anterior en
sus primeros tres términos e igualando a 0, obtenemos las siguientes cuatro raices:

_\/c—\/(c—Q)c c—+/(c—2)c

2 = 2y = \| ————;
c

c++/(c—2)c c++/(c—2)c

23 = —\| —— Z4 = _— .
c c

En el caso de considerar un término mas a la expansion anterior de Taylor, las
raices son de la forma:

. 2i/24/3¢ 22¢
1= -
4¢3 £3¢2 +v/—16¢0 + 2465 + 94 V/4e3 + 3¢2 + /—16¢5 + 245 + 9

Nl=

i3/ 4¢3 + 3¢2 + /1660 + 24¢D 1 92 B /4¢3 +3¢2 - v/—16¢5 1 24¢5 + 9cA "y
V2¢ NoYe

. 2iv/2v/3c¢ 2¢/2¢
2= -
/463 +3¢2 + /=166 + 24¢5 + 9cF  V/4c3 + 3¢2 + /— 1665 + 24¢5 + 9cA

Nl

iV33/463 + 3¢ + v/—1668 + 2465 + 92 /4¢3 + 3¢2 + /— 1665 + 24c5 + 9 "y
NoYe ¢

B 2i/2v/3¢ B 2/2¢
/463 +3¢2 4 v/—165 + 24¢5 + 9ct  V/4c3 + 3¢ + /— 1666 + 24¢5 + 9ch

iv33/463 + 3¢ + /—1668 + 24¢5 + 92 /4¢3 + 3¢2 + /— 1665 + 24¢5 + 9 2
- +4
NoYe NoYe

zZ3 = —

-
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. 2i4/2v/3c 2¢/2¢
4= - -
/463 +3c2 +/—1660 £ 24¢5 + 9cF  V/4c3 + 3¢2 + v/—16¢8 + 24¢5 + 9ct

Nl=

iv/33/463 + 3¢ +v/—1668 + 24¢5 + 92 v/4e3 + 3¢2 + /— 1665 + 24c5 + 9
- +4
NoYe 2

Considerando una de las primeras cuatro raices (;, que son puntos criticos para
fra0(2); y utilizando el software Fractalstream, programa diseniado por la Universidad
de Cornell- Departamento de Matematicas que permite explorar sistemas dindamicos
complejos, podemos obtener una representaciéon del conjunto M, véase Definicién 5.1,

esto es:

1n
M = {)\ € C:[f10(¢)] = |Asen(¢) + = | estd acotado, n € N} :

donde ¢; es un punto critico de fy1,0(2).

Figura 5.1: Conjunto M para u=1,2p =0

La eleccion de la raiz (; es independiente porque las funciones que pertenecen a
o0 son simétricas respecto al eje real, es decir, fi10(2) = fi1,0(%), esto porque la
funciones senoidal sen(z) y la inversion % respetan conjugacién como se comento en el
Capitulo 4. Un acercamiento en la Figura 5.1, del lado derecho, nos presenta un simil
al conjunto de Mandelbrot, sin ser el objeto de estudio de este proyecto, véase Figura
5.2.
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Figura 5.2: Acercamiento de M parau=1y zg =0

Es necesario efectuar calculos analogos si variamos los parametros u y zo. Por
ejemplo, si consideramos g =0.5y zp = 7 , la Figura 5.3 muestra un corte en el
espacio de parametros para la siguiente familia:

0.5
Frosx(z) = Asen(z) + ., MeC.

Z—T

Figura 5.3: Un corte del espacio de parametros con y =0.5y 29 =7

Al estudiar los cortes del espacio de parametros variando el polo zy = km, k €
Z\ {0} a zp = 2w y 2o = 3w se presenta una similitud de tales cortes, véase Figuras
5.4y 5.5,



53

Figura 5.5: Un corte del espacio de parametros con p = 0,5y 29 = 37

Conjetura 5.1. Los cortes del espacio de pardmetros para la familia f) o5x-(2) =
Asen(z) + 22k € Z\ {0}, son casi-conformes.

z—km

Fijando un valor del parametro A en alguno de los cortes del espacio de parame-
tros, podemos obtener sus conjuntos de Fatou y de Julia. Por ejemplo, si fijamos los
parametros p = 0,5,29 = 27 y tomamos el valor A = 0,5 obtenemos el conjunto de
Fatou y de Julia de fy5052-(2). Los parametros dados satisfacen el Teorema 4.1, asf,
sabemos que el conjunto de Fatou es una componente completamente invariante, atrac-
tora y multiplemente conexa, (parte negra de la Figura 5.6). El conjunto de Julia es la
frontera del conjunto de Fatou que no es conexo en C.
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0,5

Figura 5.6: Conjunto de Fatou para la funcién fy5052-(2) = 0,5sen(z) + =5

Cuando el polo es zp = 0 y los pardametros A, i son como los establecidos en el
Teorema 4.1 del Capitulo 4, se originan dos componentes atractoras en su conjunto de
Fatou, véase Figura 5.7.

0,5
z

Figura 5.7: Conjunto de Fatou para la funcién fo5050(2) = 0,5sen(z) +

Por ultimo, si asignamos distintos valores al punto critico de fy ,, ., (2) obtendre-
mos otras aproximaciones a su conjunto de Fatou y de Julia, de aqui la relevancia de
fijar el punto critico al empezar el estudio de los cortes del espacio de parametros y los
conjuntos de Fatou y Julia originados a partir de éste.

Conjetura 5.2. Si f),0(2) y los parametros A,y reales son tales que 0 < |\ <
1,0 > u suficientemente pequena, entonces el conjunto de Fatou tiene dos componentes
atractoras simplemente conexas.

Conjetura 5.3. Si f) ,0(2) y los parametros A, p reales son tales que 0 < |A| < 1,0 > p
suficientemente pequena, entonces el eje imaginario pertenece al conjunto de Julia.



captio O
Capitulo

Conclusiones y Trabajo a Futuro

En esta tesis se ha se ha elaborado un estudio dindmico de la familia f , .,(z) =
Asen(z)+ ﬁ, A, 14, 20 € R. En este capitulo se enumeran algunas de las contribuciones
de este trabajo asi como las lineas de investigacion para un futuro.

6.1. Contribuciones de esta tesis

Para entender las contribuciones de esta tesis conviene recordar que nuestros
puntos de partida fueron:

(A) El trabajo elaborado por Dominguez y Sienra en [Dominguez and Sienra, 2002]
sobre la familia Asen(z), y

(B) El ejemplo de Dominguez presentado en [Dominguez, 1998|.

Se pregunté qué resultados obtenidos en el estudio de la familia de funciones gy(z) =
Asen(z) se podian extender cuando esta familia de funciones es perturbada, en nuestro
caso fue una perturbacion de un polo simple complejo.

Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

(1) El Teorema 4.1 que es una extension el resultado obtenido por Dominguez en
[Dominguez, 1998], que afirma la familia fy,(2) = Asen(z) + —£—, donde A\, €
R\ {0},k € Z\ {0}, 0 < |\ <1y p > 0 suficientemente pequena, tiene una
sola componente atractora U completamente invariante y multiplemente conexa
en el conjunto de Fatou. Mas aun, el teorema es valido para A = 1y 0 < p
suficientemente pequenina.

(2) Se define el Corte de Espacio de Parametros y a través de determinados cortes, se
estudia para qué valores del parametro A se cumple el Teorema 4.1. En general,
sabemos que no es un problema facil de resolver, empero por medio del corte
adecuado podemos estudiar los conjuntos de Fatou y de Julia para valores del
pardmetro < |[A\| < 1y 0 < p suficientemente pequena.

95



6.2 Lineas de trabajo futuro 56

(3)

6.2.

En el caso donde el polo estd en el origen se estudia la geometria, puntos y
valores criticos, y el tipo de puntos periédicos presentes en la familia f) ,o. Si
bien los miembros de la familia fy , o presentan simetrias con respecto al origen,
es por este hecho que no es posible extender el Teorema 4.1. Se conjetura un
nuevo comportamiento dindmico completamente distinto para cuando el polo no
esta en el origen.

Se presentan conjuntos de Fatou y de Julia para determinados parametros \
graficados a través del software FractalStream. Se representa la componente de
Fatou mencionada en el Teorema 4.1 donde podemos apreciar las caracteristcas
que se describen en dicho teorema. Asimismo, se presenta Conjuntos de Fatou y
de Julia para funciones que poseen el polo zyg = 0, donde corroboramos que son
dos comportamientos dinamicos distintos en los dos casos de estudio.

Lineas de trabajo futuro

A lo largo del trabajo de tesis se establecen determinadas preguntas abiertas

relacionadas con la dindmica de la familia, las cuales mencionaremos a continuacién.

(A)

Figura 6.1: Conjunto de Fatou para la funcién fr/2105i05.2x(2) = (540,5) sen(z) +

¢Hasta qué valor se puede considerar del parametro A € C,|\| > 1 para que se
satisfaga el Teorema 4.17.

Para una posible respuesta, debemos investigar el corte correspondiente al espacio
de parametros. Este corte se puede definir fijando el valor del polo y el punto
critico. Por ejemplo, en el caso donde el polo es de la forma zy = km, k € Z\ {0},
podemos estudiar los conjuntos de Fatou y de Julia para valores del pardmetro A
en una vecindad de radio % centrada en 7/2. A partir de la representacion grafica
de sus conjuntos de Fatou y de Julia, apreciamos que es parecido al dado en la
Figura 5.6, véase Figura 6.1.

0,5

Z—T
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(B)

¢ Qué comportamiento dindmico se presenta cuando el polo zg € C estd en el
origen?.

La presencia de dos puntos fijos atractores generan un comportamiento dinamico
distinto al caso donde el polo zp = km, k € K\ {0}. Es a través de la represen-
tacion grafica de su conjunto de Fatou y de Julia que podemos conjeturar que el
Conjunto de Fatou tiene dos componentes atractoras simplemente conexas.

¢Fs el Teorema 4.1 verdadero para zg € R\{0}? ; Es necesario que el polo zy € C
sea un polo simple?.

Al parecer, es necesaria una relacion entre el parametro A y el polo zy de tal
manera que estén lo suficientemente separados para no presentar problemas en la

acumulacion de los valores criticos, fenémeno que se puede apreciar en el Teorema
4.1.



pendics A\
Apéndice

Elementos de la Topologia en Espacios Métricos

En este apéndice mencionaremos ciertos conceptos primigenios de la topologia de
conjuntos, y algunas propiedades de éstos, que seran de ayuda para el desenvolvimiento
de los capitulos subsecuentes. En general, los conceptos son tratados en un espacio
métrico cualquiera pero para los fines de la comprension del lector se pueden bien

imaginar que se abordan en el plano complejo (C) o la esfera de Riemann (C), espacios
que se profundizaron a lo largo de este trabajo de tesis.

Definicién A.1. Un espacio topologico es un ocnjunto X junto con una coleccion 7
de subconjunto de X que satisfacen las siguientes propiedades:

l.0er, X er.

2. La interseccion de cualquier subcoleccién finita de conjuntos de 7 pertenece tam-
bién a 7.

3. La unién arbitraria de conjuntos de 7 pertenece también a 7.

Los conjuntos de 7 con los conjuntos abiertos, y sus complementos en X son llamados
conjuntos cerrados. La coleccion 7 es llamada topologia en X.

Definicién A.2. Un espacio métrico es un conjunto X con una funcién distancia
asociada (también llamada métrica) d : X x X — RT donde d cumple lo siguiente:
Para cualesquiera z,y, 2z € X:

1. d(z,y) >0

2. d(z,y) =0 x=uy;

3. d(z,y) = d(y,z);

4. d(x,z) < d(z,y) +d(y, z).

Sea X un conjunto, sea d una métrica sobre X y sea A un subconjunto de X. Un
punto a € A se llama punto interior si existe un nimero r > 0 tal que B(a,r) C A.

o8
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Definicién A.3. Si a es un punto de un espacio E con métrica p y € es cualquier
ntimero real positivo, el conjunto de todos los nimeros x que satisfacen p(z,a) < € se
llamard bola abierta de centro a y radio € o una e-esfera de a; es denotada por B(a,¢)
6 By(a,€), cuando deseamos evidenciar la métrica p.

Observacién A.1. Si b es cualquier punto de B(a,¢), entonces existe un § positivo
tal que
B(b,0) C B(a,¢).

Definicién A.4. Un conjunto A en E es un conjunto abierto, si cada uno de sus puntos
tiene una bola abierta contenida en A.

El conjunto nulo y el espacio total son siempre conjuntos abiertos.

Definicién A.5. Sea X un conjunto y sea d una métrica sobre X. Denotaremos por
Ay al conjunto de todos los conjuntos abiertos con respecto a la métrica d.

Teorema A.1 (Topologia inducida por la métrica). [Munkres,2000] Sea X un conjunto
y sea d una métrica sobre X. Entonces el conjunto Ay de todos los subconjuntos de
X abiertos con respecto a la métrica d es una topologia sobre X. FEsto significa que
cumplen las siguientes condiciones:

A; €

1. Si (Ai)ics es una familia de conjuntos pertenecientes a Ag, entonces

Ag.

icJ

2. S1 Ay, Ay € Ay entonces Ay N Ay € Ag.
3. X e A,

Lema A.1. [Munkres,2000] (1) La union arbitraria de conjuntos abiertos es un con-
Junto abierto.

(2) La interseccion de un nimero finito de conjuntos abiertos es un abierto.

La primera parte del Lema A.1 es valida para una unién infinita de conjuntos
abiertos, mientras que la segunda parte no se puede extender. De hecho, el conjunto
singular {a}, que en general no es un conjunto abierto, es la interseccién de los conjuntos
abiertos B(a, %), n=1,2---.

Lema A.2. [Newman, 1939] El complemento de un conjunto finito de puntos es abierto.

Definicién A.6. Se llama entorno (o vecindad) del punto a a todo conjunto abierto
que lo contenga.

Asi, en particular, una esfera abierta de centro a y cualquier radio £ es una
vecindad de a.

El concepto de entorno esta motivado por la idea intuitiva de cercania o proxi-
midad al punto en cuestién. Esa nocién y, por consiguiente, su definicién precisa como
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entorno, constituye una de las ideas fundamentales sobre la que se apoya el Analisis
y la Topologia. Los conceptos como el de limite, continuidad, derivada y otros tienen
alli su origen.

Siguiendo la corriente de estas ideas formularemos el concepto de punto de acu-
mulacién de un conjunto. Como su nombre lo indica, es un punto alrededor del que
se acumulan, se concentran, los puntos del conjunto, de forma tal que, por “pequeno”
que sea el entorno, siempre los hallaremos en él.

Definicién A.7. Sea A un conjunto en el espacio métrico (F, p) y x € E. Decimos que
x es un punto de acumulacion del conjunto A, si todo entorno de x contiene puntos de
A distintos de z, es decir, para todo entorno S de x se cumple:

(S —{z})NA#0.

Al conjunto de todos los puntos de acumulacién de un conjunto A se llama conjunto
derivado de A y se denota por A’

En general, A’ puede contener desde ninguno hasta infinitos puntos y su relaciéon
con A puede ser cualquiera: desde coincidir con él, contenerlo, estar contenido en él,
ser disjunto o ninguna de las anteriores.

Observacién A.2. Las siguientes proposiciones siempre se cumplen:
1. Si A es finito, A’ = 0.

2. Un punto z puede ser un punto de acumulacion de A sin pertenecer al conjunto

A.

Definicién A.8. Sea (E,p) un espacio métrico y A un subconjunto de E. Si A’ C A
decimos que A es un conjunto cerrado.

Observacién A.3. El conjunto ) y E son cerrados trivialmente.

Definicién A.9. Si z € A pero no es un punto de acumulacion de A, recibe el nombre
de punto aislado de A.

Por ejemplo, el conjunto B = {1, %, %, .. } en R! tiene al 0 como su tinico punto

de acumulacién y todos los elementos de B son puntos aislados.

Definicién A.10. Si un conjunto A de un espacio métrico (E, p) posee la propiedad
que A’ = A, es decir, es cerrado y que todos sus puntos son de acumulacién, decimos
que A es un conjunto perfecto.

Unos ejemplos clasicos de conjuntos perfectos son el conjunto de Cantor y un
intervalo cerrado de mas de un punto en la recta real.

Con cualquier conjunto A en un espacio (E, p) estdn asociados dos conjuntos, su
clausura y su interior, que son respectivamente el més pequeno conjunto cerrado que
contiene a A y el mas grande conjunto abierto contenido en A.
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Definicién A.11. La clausura del conjunto A de un espacio métrico (E,p), 6 RA,
esta definida como la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a A,

A=RA= ﬂ F

ACF,
F cerrado

Definicién A.12. El interior, JA, de un conjunto A de un espacio métrico (F,p) es
la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en A.

RN
GCA
G abierto
Lema A.3. [Newman, 1939] Las siguientes proposiciones siempre se cumplen:
1. Una condicion necesaria y suficiente para que A sea cerrado es que A = A.
2. Una condicion necesaria y suficiente para que A sea abierto es que JA = A.
Teorema A.2. [Munkres, 2000] Las siguientes proposiciones siempre se cumplen:
1. La union de un numero finito de cerrados es un conjunto cerrado.

2. La interseccion de una familia cualquiera de cerrados es un conjunto cerrado.

Definicién A.13. La frontera, §A, de un conjunto A de un espacio métrico (F, p), es
por definicion A — JA.

Junto las definiciones fundamentales de conjuntos cerrados y abiertos, estable-
cemos conceptos relacionados a las sucesiones convergentes de puntos de un espacio
métrico general.

Definicién A.14. Una sucesioén (z,) en un espacio métrico (E, p) se dice de Cauchy
(o que satisface la condicién de Cauchy), si cualquiera sea £ > 0 existe una constante
N(e) € N tal que para cada pareja de enteros positivos n,m > N(e), tenemos que
(T, ) < €.

Es claro que toda sucesién de Cauchy es convergente, el reciproco en general no
es cierto, dando pie a la siguiente definicién.

Definicién A.15. Un espacio métrico (E,p) se dice completo, si toda sucesién de
Cauchy es convergente.

Teorema A.3 (Bolzano-Weierstrass). [Newman, 1939] Cada sucesion acotada en algin
espacio métrico homeomorfo a R™ admite una subsucesion convergente.

La importancia de los conjuntos que definiremos a continuacién es fundamen-
tal en la topologia asociada a la métrica y en la topologia general, dado que poseen
propiedades interesantes y facilidad de su manejo.
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Definicién A.16. Sea un conjunto A, no vacio en un espacio métrico: decimos que A
es compacto, si toda cubierta abierta de A admite una subcubierta finita.

Estudiaremos una caracterizacion de los conjuntos compactos en los espacios
métricos. Dado un niimero € > 0, una e-red en (E, p) es una coleccién A de puntos de
E tal que, para todo x € E, existe y € A tal que p(z,y) < . La e-red se dice finita si
el conjunto A es finito. Un espacio métrico es totalmente acotado, si para cada ¢ > 0
existe en F una e-red finita.

Lema A.4. [Newman, 1939] Sea (E,p) un espacio métrico, A C E. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

1. A es compacto.

2. A admite un punto de acumulacion en A.
3. Toda sucesion en A tiene un punto limite.
4. A es totalmente acotado y completo.

Definicién A.17. Dos subconjuntos H; y Hs de un espacio (F, p), constituyen una
disconexién de A, A C E, si son no vacios, disjuntos, abiertos en el subespacio (A4, p)
y la unién forma al conjunto A. Un espacio, o conjunto, es conexo si no admite una
disconexion.

En general, si A admite una disconexion, ésta puede no ser unica.

Definicién A.18. Un conjunto abierto, conexo y no nulo en un espacio E, es llamado
un dominio.

Definicién A.19. Los subconjuntos conexos maximales (ordenados por la inclusién)
de un espacio topoldgico no vacio se llaman las componentes conexas del espacio.

Dado que si C' es una componente de un espacio £, C' es un subconjunto conexo
del mismo espacio, que intersecta a C por lo tanto esta contenido en C', dado que la
componente es un conjunto maximal, asi se tiene que las componentes son conjuntos
cerrados. En el caso donde el nimero de componentes es finito, cada componente es
también un subconjunto abierto, sin embargo, si el niimero de componentes es infinito,
podrian resultar no abiertos, tal es el caso de las componentes conexas del conjunto de
los racionales en la recta real, que resultan ser los conjuntos singulares, que en general
no son abiertos.

Definicién A.20. Dados pos puntos x e y de un espacio topoldgico X, un camino en
X que une z con y es una aplicacién continua f : [a,b] — X de algun intervalo cerrado
de la recta real en X, de modo que f(a) =z y f(b) =y. Un espacio X se dice que es
conexo por caminos si cada par de puntos de X se pueden unir mediante un camino
en X.
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El siguiente lema establece una relacién entre los conjuntos abiertos y conexos
con los conjuntos conexos por caminos.

Lema A.5. [Croom, 2016] Cada subconjunto E abierto y conexo de R™ es conexo por
caminos.

Definicién A.21. Un dominio conexo por caminos D se dice simplemente conexo si
cualquier curva cerrada simple puede ser contraida a un punto continuamente en D. Si
un dominio D es conexo pero no simplemente conexo, decimos que D es multiplemente
conezo. En particular, decimos que un subconjunto E C R? es simplemente conexo si
E y R?\ E son conexos.
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