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Introduccion

Desde el punto de vista histoérico, los primeros teoremas del punto fijo surgieron en
el contexto de demostrar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales e inte-
grales. Poincaré fue el primero en trabajar en este campo, en 1886. Luego, Brouwer en
1912, probd un teorema del punto fijo para un cuadrado, una esfera y sus contrapartes
en dimensién n.

Uno de los primeros resultados trascendentales en el campo de la Teoria del Punto
Fijo en espacios métricos fue presentado en 1922 por Stefan Banach; con su célebre
teorema conocido como el Principio de Contraccién de Banach, es considerado como
uno de los principios fundamentales en el campo del Anélisis Funcional. Una de las
restricciones principales del Teorema del Punto Fijo de Banach es que las funciones
contractivas en el sentido de Banach son uniformemente continuas.

Este trabajo se presentan algunos teoremas del punto fijo sobre espacios métricos no
tan conocidos. También se presentan teoremas de punto fijo sobre algebras normadas
ordenadas, donde las pruebas se basan principalmente en sus propiedades de orden.
Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

Primer capitulo

Contiene una introduccién sobre la Teoria del Punto Fijo en los espacios métricos,
donde se destaca el Teorema de Punto Fijo de Banach ya que sirvié de inspiracion
en otros investigadores para el desarrollo de esta Teoria. Creando su propia nocién de
funcion contractiva, como lo hicieron los matematicos Hardy y Rogers.

Segundo capitulo

Se dan conceptos sobre espacios vectoriales ordenados, necesarios para el resto del

trabajo. Se revisa el concepto de cono y se analiza cuando una sucesion es x—uniformemente

convergente. Se presenta el concepto de funcional de Minkowski, la forma de inducir



una norma mediante este y la relacion que guarda la convergencia dada por el funcional
de Minkowski de [—z, x] y la x—uniformemente convergencia.
Tercer capitulo

Se define el concepto de w—convergencia para espacios normados ordenados y se
comparan la convergencia en términos de la norma de este espacio con la x—uniformemente
convergencia y la w—convergencia. Se aplica esta teoria para obtener Teoremas de Pun-
to fijo en funciones Lipschitz en orden.
Cuarto capitulo

Se revisan algunos conceptos de algebras normadas. En particular, el algebra de
operadores. Se presentan algunos Teoremas de Punto Fijo para algebras normadas que

posean un orden inducido por un cono.
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Capitulo 1

Teoremas de Punto Fijo en Espacios

Meétricos

En este capitulo se desarrollan algunos teoremas de punto fijo del tipo Banach en

la teoria que se obtuvo para espacios métricos.

1.1. Teorema del Punto Fijo de Banach

Se comienza respondiendo a la pregunta, ; Qué es un punto fijo? Luego se dan algunos

ejemplos simples de este concepto.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto no vacio y f : X — X wuna funcion. Un

elemento x en X es un punto fijo de f si f(x) = .

Ejemplo 1.1.1. Mediante inspeccion se puede verificar que:

(1) Sea f: R — R definida por f(x) = x> — 2 — 3. Los puntos fijos de f son -1y 3.
(2) Sea f: R — R definida por f(x) = x*. Los puntos fijos de f son 0y 1.

(3) Sea f:R — R definida por f(x) =x — 3. f no tiene puntos fijos.
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CAPITULO 1. TEOREMAS DE PUNTO FIJO EN ESPACIOS
METRICOS

(4) X #0 y sea [ : X — X definida por f(x) = x. El conjunto de sus puntos fijos
de f es X.

Definicién 1.1.2. Para cada g € X yn € {0,1,2,...} se define inductivamente f"(x)

como

Z st n=20,
[ (@) =
FOf"Haxg)) si n>1.
A la sucesion {f"(xg)} se le llama sucesion de iterados de Picard. También se
le conoce como sucesion de iterados, sucesion de aproximaciones sucesivas u orbita de

f en xg.

En adelante se usara {x, } para referirse a la sucesién de iterados de Picard { f"(z¢)}

de un elemento zy cuando no se provoque confusion.

Teorema 1.1.1. Sean X un espacio métrico, x en X y f : X — X wuna funcion

continua en x. Si existe vy € X tal que lim f"(x,) = x, entonces x es un punto fijo.
n—oo

Demostracién

fx) = f(1m f"(x0))

n—o0

= 1m " (z,)

n—oo

Teorema 1.1.2. Sean X wun espacio métrico y f : X — X una funcion. Si existe
no € N y un dnico x* en X tal que f™°(x*) = z*, entonces x* es el unico punto fijo de

f.



1.1. TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH

Demostraciéon
Fo(f() = o (@T) = F(F (@) = f(57), Le., f(z) es un punto fijo de f7°.
Por la unicidad del punto fijo de f™ se tiene x* = f(z").
Sea x € X otro punto fijo de f entonces x es también un punto fijo de f™°, y entonces
x = z* por la existencia unica de punto fijo de f™. Por lo tanto z* es el tinico punto
fijo de f. |
El siguiente teorema servird para simplificar en este capitulo las pruebas para el

Teorema de Banach y el de Hardy-Rogers.

Teorema 1.1.3. Sean (X, d) un espacio métrico completo, f : X — X una funcion. Si
existe a € (0,1) tal que para todo xo € X se cumple d(f*(xo), f(x0)) < ad(f(x0),70),

entonces existe x* € X un punto fijo de f tal que

1. {f™"(x0)} converge a z*,

2. d(f"(zg),x") < d(f(zo),x0), para todo n en N.

1—a

Demostracion
Se afirma que para todo n € N, d(f™(x), "™ (z0)) < a™d(f(z0), x0).

Para n =1 se tiene que

d(f" (o), [ (x0)) = d(f (w0), f*(x0)) < ad(f(x0), x0) = a"d(f(x0), xo)-

Suponiendo que se cumple la proposicién para n € N

d(f" (xo), [* (o)) = d(f(f"(x0)), F(F* " (20)))
< ad(f™(xo), f* (x0)) < a1 d(f(x0), z0)-



CAPITULO 1. TEOREMAS DE PUNTO FIJO EN ESPACIOS
METRICOS

Sean m,n € N. Se cumple:

d(f™ (o), ["H ™ (o)) < d(f™ (o), [ (o)) + -+ - + d(f" o), [ (o))
< a”d(f (o), xo) + -+ - + a" " d(f(x0), o)

< a"d(f(zo),z0)(1+a+a®+-+a™ ")

- d(f(x0), 7o)

a
<
—a 1—a

Asi,

an

A(f" (o), ™ (w0)) < T—d(f (w0), w0). (1)

De (1.1) y a € (0,1) se concluye que {f™(x)} es una sucesién de Cauchy y como X

es completo, existe x* € X tal que la sucesion {f"(zo)} converge a z”.

Haciendo tender m a infinito en (1.1]) se obtiene

d(f" (@), x7) <

d(f(ﬁo)u 7). (1.2)

Ahora se prueba que z* es punto fijo de f.

Se observa que para todo n € N se cumple que:

d(f ("), 2*) = d(f(x), " (w0)) + d(f* (o), 27)
< ad(z*, f*(x0)) + d(f"(x0), %)
<d(z*, f"(zo)) + d(fn+1 (x0),2").

Sea € > 0, existe ng € N tal que k > ng implica d(f*(xo),2*) < %
Se sigue que d(f(x*),z*) < d(z*, f"(z0)) + d(f™F (20), 2%) < g + g =c
Por lo tanto, d(f(z*),z*) = 0, es decir, f(z*) = z". |

En esta parte se presenta un Teorema que tiene los resultados ideales a obtener en

un Teorema del Punto Fijo.

Definicién 1.1.3. Sean X un espacio métrico, o € (0,1) y f: X — X una funcion.

Se dice que f es a-contractiva en X, si
A(F(x), £(3)) < ad(z, ), para toda ,y € X.
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1.1. TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH

A f también se le llama a-contratante o simplemente contraccion.
A continuacién se presentan algunas de las propiedades de las contracciones.

Teorema 1.1.4. Sean (X, d) un espacio métrico, o € (0,1) y f : X — X una funcidn

a-contractiva en X. Entonces f es uniformemente continua en X.

Demostracién

Sean x, y en X y € > 0. Se elige a 6 = ‘5o Luego,
a

d(f(x), fy) < ad(z,y) < ad = €.

Por tanto, f es uniformemente continua. |

Teorema 1.1.5. Sean X un espacio métrico completo, a € (0,1) y f : X — X una

funcion a-contractiva, entonces f tiene a lo mds un punto fijo x € X.

Demostracién
Sean x, y puntos fijos de f, entonces d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y).

Como 0 < a < 1, entonces d(x,y) = 0, es decir, x = y. [ |

Teorema 1.1.6 (Teorema del punto fijo de Banach). Sean X un espacio métrico com-
pleto, a € (0,1) y f: X — X wuna funcidn a-contractiva. Entonces, f tiene un inico

punto fijo x en X y para todo xoy en X, se tiene:

(a) lm (f"(z0)) = .

n—oo

(b) Estimacion del error:

A (20), 2) < ( ’

«Q
_a> (o, f(x0)).
Demostracion

Por el Teorema [1.1.5 f tiene a lo mas un punto fijo.

1

Sea ro € X. Como f es a—contractiva se tiene que
d(f*(20), f(x0)) < ad(f(w0), zo).
Por el Teorema se cumple el resultado. |
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CAPITULO 1. TEOREMAS DE PUNTO FIJO EN ESPACIOS
METRICOS

1.2. La contraccion de Hardy-Rogers

En el Teorema [1.1.4] se demostré que toda funcién a-contractiva es uniformemente
continua. Una de las preguntas que surgen es ;Hay una definicién de funcién contractiva
que no implique que la funcién sea continua? Una respuesta afirmativa fue dada en [6]

por los mateméticos Hardy y Rogers.

Definicién 1.2.1. Sean X un espacio métrico y T : X — X una funcion. Si existen
5

ai,as, as, ayq, as > 0 escalares tales que Zai <luy

=1

d(T(x),T(y)) < md(z,y) + azd(z, T(x)) + azd(y, T(y)) + asd(z, T(y)) + asd(y, T(x)),
entonces T' se dice que es una contraccion en el sentido de Hardy-Rogers.
Los siguientes resultados fueron dados al igual que la definiciéon en 1973.

Teorema 1.2.1. Sean X un espacio métrico y'T : X — X una funcion contractiva

en el sentido de Hardy-Rogers, entonces T' tiene a lo mads un punto fijo.

Demostracién

Supongamos que existen x, y € X puntos fijos de T', entonces

d(T(2), T(y)) < ard(z,y) + azd(z, T(x)) + asd(y, T(y)) + asd(z, T(y)) + asd(y, T (x))
= ard(z,y) + azd(z, z) + azd(y,y) + asd(x,y) + asd(y, )
= (a1 + a4 + as)d(z,y)

< (ay +as + az + ay + as)d(z,y)

Como z, y son puntos fijos se tiene que d(x,y) < (a1 + as + az + a4 + as)d(x, y).
5

Ademas, ai,as,as, ay, a5 > 0 escalares tales que Z a; < 1 implica x = y. |
i=1
Teorema 1.2.2 (Teorema del punto fijo de Hardy-Rogers). Sean X un espacio métrico

completo, f: X — X una funcion contractiva en el sentido de Hardy-Rogers, entonces

T tiene un punto fijo x*. Ademds, dado x¢ € X, se tiene que

8



1.2. LA CONTRACCION DE HARDY-ROGERS

(a) h;m f(xg) =z,

(b) Estimacion del error:

d(fn<5(]0),l‘) < 1—

ad(xo, f(z0)), donde o = ay + ag + asz + a4 + as.

Demostracién

Sea x € X, entonces

d(T%(z),T(z)) < ad(T(z),z) + ad(T (), T*(x)) + asd(z, T(z))
+ a4d(T(x), T(z)) + asd(z, T*(x))
= (ay + a3)d(x, T(z)) + axd(T(x), T?(x))
+ asd(z, T?(z))
< (a1 + a3)d(z, T(z)) + axd(T(x), T?(x))
+as(d(z, T(x)) + d(T(x), T*(x)))
< (ay + a3+ as)d(z, T(x)) + (ay + as)d(T(z), T*(x)).

a1+ az + ay

En consecuencia, d (T%(z), T(z)) < 1—d(x, T(x)).
— a2 — Q5
Observamos que
ar + as +as+ay < a <1, entonces a; + as + ag < 1 — ay. Asi, w < 1.
Por otro lado, se tiene que
1 1
0<1l—ag<1—ay—aso bien .
— Q9 — Ay 1— a9
Por lo cual, 81105 04 < 1.
1— a9 — Ag
Por lo cual, usando el Teorema ([1.1.3]) se sigue que 7" tiene un punto fijo y por el
Teorema ((1.2.1)) se tiene la unicidad. [

A continuacién se dan ejemplos.

1
Definicién 1.2.2. Sean X un espacio métrico, o € (0, 5) yf: X — X una funcion.

Decimos que [ es a-contractiva en el sentido de Kannan, si

d(f(z), f(y)) < ald(z, f(z)) +d(y, f(y))], para todo x, y en X.

9



CAPITULO 1. TEOREMAS DE PUNTO FIJO EN ESPACIOS
METRICOS

« se llama constante de contraccion de Kannan.

Definicién 1.2.3. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion. Se dice que
. . : . 1

f es contractiva en el sentido de Chatterjea, si existe o € (0, 5) tal que

d(f(x), f(y)) < ald(x, f(y)) + d(y, f(x)), para todo x,y € X.

A « se le llamard constante de contraccion de Chatterjea.

Se observa que una a—contraccién en el sentido de Banach es un caso particular
de la contraccién de Hardy-Rogers, donde a« = ay y ay = a3 = a4 = a5 = 0. En esta
seccion se presentan definiciones de algunas contracciones que cumplen con ser un caso
particular de la contraccién de Hardy-Rogers. Analogamente se tiene que el Kannan es

o

e
un caso particular con 7= as = agz y el de Chatterjea también pero con 7= a4 = as.

Por lo cual se obtiene.

Teorema 1.2.3 (Teorema del Punto Fijo de Chatterjea). Sean X un espacio métrico
completo, f : X — X wuna funcion contractiva en el sentido de Chatterjea con cons-
tante de contraccion o. Entonces, f tiene un unico punto fijo v € X. Ademds, dado
xo € X, se tiene que

a) nh_}rgo f(xo) = 2.

b) Estimacion de error:

11—«

) S < (72) (Foa ) dlon fGau)

Se obtiene un resultado analogo para la contradiccion de Chatterjea.

Ahora se verd la independencia entre las definiciones de que una funcién f sea
contraccion en el sentido Banach, contraccién en el sentido de Kannan y contraccién
en el sentido de Chatterjea.

Este primer ejemplo muestra una funcién a-contractiva en el sentido de Banach,

pero no es contractiva en el sentido de Kannan.

Ejemplo 1.2.1. Sean D = {(z1,32) € R*:|| (1, 22) ||< 1} con la métrica usual en R*.

Se define f: D — R? por f(x1,25) = Z(_xl’xQ)' Se afirma que f es contractiva en

10



1.2. LA CONTRACCION DE HARDY-ROGERS

el sentido de Banach, pero no es contractiva en el sentido de Kannan ni Chaltterjea.

Demostracién
Primero se probara que es una contraccion en el sentido de Banach.

Sean x,y € D, con x = (z1,x2),y = (y1,y2) se tiene que:

A @), F0) =1 (s m2) = Sy =2 | (a2 — (i, 0) |

= VEn T @ = | m) — () = d(e,0).

3
Lo cual prueba que f es Z-Contractiva.

1
Veamos que f no es [-contractiva en el sentido de Kannan para ningin 8 € (0, 5)

1
Sea 3 € (0, 5) Para x = (0,1), y = (0,0) se tiene que

AF@), Fw) = 5 > 285 = B3 + )

= Bld(x, f(x)) + d(y, f(y))].
Asi, f no es contractiva en el sentido de Kannan.

Por dltimo se vera que f no es contractiva en el sentido de Chatterjea.

1
Sea [ € (0, 5) Para = = (0,1), y = (0,0) se tiene que

AF@). fw) = 2 > 285 = B3 + )

= Bld(z, f(y)) + d(y, f(z))].

Asi, f no es contractiva en el sentido de Chatterjea. |
Ejemplo 1.2.2. Sea X = [0, 1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por

1

3 si z€[0,1),

flz) =
0 st z=1.
Se afirma que f es contractiva en el sentido de Kannan pero no en el sentido de

Chatterjea ni es contraccion.

11



CAPITULO 1. TEOREMAS DE PUNTO FIJO EN ESPACIOS
METRICOS

Demostracion

1
Se ve que f es f—contractiva en el sentido de Kannan para toda [ en {5’ 5)
Se hard por casos. Caso (1) z, y€[0,1) 6z =y = 1.

Ahora se ve que f no es una contracciéon en el sentido de Chatterjea.

1
Sea ( en (0, 5) Para x =0, y = 1 se cumple que

Bld(a. d(y)) +dly, f(2))] = 65 < 5 = d(f(2), F(w).

Por lo cual f no es contractiva en el sentido de Chatterjea.

Por ultimo, como f no es continua, entonces f no es una contracciéon. ]
Ejemplo 1.2.3. Sea X = [0, 1] con la métrica usual y definamos f : [0,1] — [0, 1] por

1 si xze(0,1],
flx) =

S s x=0.
BSZZL'

Entonces f es contractiva en el sentido de Chatterjea pero no el sentido de Kannan

ni es contraccion.

Demostracién

11
Se ve que f es f—contractiva en el sentido de Chatterjea para toda 3 en {5’ 5)
Se hard por casos. Caso (1) z, y € (0,1] 6 z =y = 0.



1.2. LA CONTRACCION DE HARDY-ROGERS

Caso (2) z € (0,1] e y = 0.

< fd(y, f(x)) < ld(x, f(y)) + dly, f(2))].

Wl =

d(f(x), f(y)) =

Ahora se vera que f no es una contraccién en el sentido de Kannan.

1
Sea (3 en (O, 5) Para x =0, y = 1 se cumple que

Bldta, f() +d(y, J(@)) = B3 < 5 = d(F (), f(0)

Por lo cual f no es contractiva en el sentido de Chatterjea.
Por 1ltimo, como f no es continua, entonces f no es una contraccion. [
Como se hizo mencién anteriormente, hay varios tipos de contracciones en espacios

métricos y al lector que este interesado en conocer mas puede revisar [13].
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Capitulo 2

Teoremas del Punto Fijo para

espacios vectoriales ordenados

2.1. Espacio Vectorial Ordenado

En esta seccién se introduce el concepto de cono en un espacio vectorial, el cual
permite inducir una estructura de orden parcial a un espacio vectorial. Comenzamos
con las definiciones correspondientes a espacios vectoriales y relacion de orden que se

ocupan en la tesis.

Definicién 2.1.1. Sean X un conjunto diferente del vacio y “ <7 una relacion binaria
sobre X. Se dice que “ <7 es una relacion de orden o una relacion de orden parcial

sobre X, si para todo a, b, ¢ € X se cumple que:
(R1) a < a. (refleziva)

(R2) Sia<byb<c, entonces a ="b. (antisimétrica)
(R3) Sia <byb<c, entonces a < c. (transitiva)

Al par ordenado (X, <) se le llama conjunto parcialmente ordenado o conjunto

ordenado.

14



2.1. ESPACIO VECTORIAL ORDENADO

Definicién 2.1.2. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Se dice que (X, <)

es una cadena si para toda x,y € X, se tiene que v <y oy < x.

A la cadena también se le conoce como conjunto totalmente ordenado o con-

junto linealmente ordenado.

Observacion 1. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y a, b € X. Se tiene

la siguiente notacion:

1. a < b representa que a < b y a # b;

2. la,b] denota al conjunto {x € X :a <x <b} y se llama intervalo ordenado

cerrado de (X, <);

3. Andalogamente se define el intervalo ordenado abierto.
En espacios con un orden parcial, se puede definir cuando estan acotados en orden.

Definicién 2.1.3. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subconjunto A

de X no vacio es:

1. Acotado superiormente en orden, si eriste x € X tal que para todo y € A

se cumple que y < x;

2. Acotado inferiormente en orden si existe x € X tal que para todo y € A se

cumple que x < y;
3. Acotado en orden, si es acotado superiormente e inferiormente en orden.
Teorema 2.1.1. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A, B C X.

(1) Si A es acotado superiormente en orden y B C A, entonces B es acotado supe-

riormente en orden.

(i1) Si A es acotado inferiormente en orden y B C A, entonces B es acotado inferior-

mente en orden.
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(i1i) Si A es acotado en orden y B C A, entonces B es acotado en orden.

Demostracion

(i) Si A es acotado superiormente en orden implica que existe x € X tal que para todo
y € A se cumple que y < x. Como B C A equivale a que si b € B entonces b € A, es
decir, b < x. Por tanto, B es acotado superiormente en orden.

(ii) Anélogo al caso (i).

(iii) Se deduce de (i) y (ii). |
Corolario 2.1.1. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y A, B C X.

(i) Si A es acotado superiormente en orden, entonces ANB es acotado superiormente

en orden.

(ii) Si A es acotado inferiormente en orden, entonces AN B es acotado inferiormente

en orden.
(1ii) Si A es acotado en orden, entonces AN B es acotado en orden.

Demostracion

Obsérvese que AN B C A, aplicando el teorema anterior se tiene el resultado. |
Se continua con la definicién de cono dada en [3], que proporciona una caracte-

rizacion para cierto tipo de conjuntos con un orden parcial. Los cuales son espacios

vectoriales y se prueba que este conjunto induce un orden parcial que tiene relacién con

su estructura algebraica.

Definicién 2.1.4. Sea X un espacio vectorial. Un cono en X es un subconjunto no

vacio P tal que cumple las siguientes propiedades:
(C1) Siz,y € P, entonces x+y € P.

(C2) SiA\>0yx e P, entonces \x € P.
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(C3) Siz, —x € P, entonces x = 0.

A la pareja (X, P) se le llama espacio vectorial ordenado. En general diremos

simplemente espacio vectorial ordenado X.

Observacidn 2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado con cono P, entonces 0 € P.

En efecto, como P # 0, existex € P y 0 =0x € P.

El siguiente teorema prueba que un espacio vectorial ordenado X es un conjunto
parcialmente ordenado donde la relacién de orden “ <7 en X estd definida como z <y
si y —x € P. En el siguiente teorema se prueba que “ < 7 es una relacién de orden
parcial que preserva el orden bajo la suma y el producto bajo el producto por un escalar

no negativo.

Teorema 2.1.2. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado, a,b,c € X y A >0,

entonces la relacion “ <7 en X definida como x <y sty —x € P cumple:
(1) a <a,

(2) Sia<byb<a, entonces a =b,

(3) Sia<byb<e, entoncesa<c,

(4) Sia <b, entonces a+c<b+ec,

(5) a < b, entonces Aa < Ab.

Demostracién

Sean a,b,c € X y A > 0, se cumple que:
(1) Como a —a = 0 y por la observacién [2] se tiene que 0 € P, entonces a < a.

(2) Sia<byb<a,entonces (b—a),—(b—a) € P lo que implica que b — a = 0.
Asi, a = 0.
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(3) Sia <byb < c, entonces (b—a), (c—b) € P. Por tanto, c—a = (¢c—b)+(b—a) € P,

es decir, a < c.
(4) Sia <bimplica que (b+¢) — (c+a) =b—a € P, entonces a +c < b+ c.
(5) a < bimplica (b—a) € P, entonces A(b —a) € P, es decir, Aa < \b.
|

Definicién 2.1.5. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. Cualquier vector x € X
que satisface x > 0 es llamado vector positivo y el conjunto de todos los vectores
positivos X1 = {x € X : x > 0} se llama cono positivo de X . El cono positivo también

es denotado por X ™.

El nombre de cono positivo es bien merecido pues en efecto es un cono, ya que X

coincide con el cono P. Lo cual queda expresado en el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Sea X un espacio vectorial con una relacion de orden parcial que preserva
sumas y producto, entonces X es un cono para X .

Si (X, P) es un espacio vectorial ordenado y con la relacion de orden definida en

Teorema entonces X = P.

Demostracién

Sean 7,y € X, se tiene que:

(C1) Como x >0, y > 0. Lo que implica x +y > x > 0, es decir, z +y > 0.
Asi, v +ye XT.

(C2) Siz e XT y A>0, entonces Az > 0.
Asi, \x € XT.

(C3) Sizx e Xty —we€ X', entonces z >0y —x >0, es decir, v —0=x € Py
—2—0=—-z€P.
Asi, x = 0.
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Por lo tanto, X es un cono de X.

Si (X, P) es un espacio vectorial ordenado y con la relacién de orden definida en
Teorema se tiene que x € P, si y sélo si z — 0 € P, equivalentemente z > 0.
Por lo cual X* = P. |

A continuacion se presentan ejemplos de conos.

Ejemplo 2.1.1. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado yY subespacio vectorial de
X, entonces Py = PNY es un cono en Y.

En efecto, sean z,y € Py, entonces v,y € P yx,y € Y. Asi, St A\ > 0 implica
r+AXyePyx+lyeyY obienx+ \y € Py.

Six,—x € Py C P implica que x = 0.

El cono Py se le llama cono generado por el cono P.

Ejemplo 2.1.2. Sea X un espacio vectorial, entonces {0} es el 1inico subespacio vec-
torial de X que es cono.
En efecto, {0} es no vacio y las propiedades de cono se derivan de que su unico elemento

es 0. A {0} se le conoce como cono trivial.
En la siguiente definiciéon se da un conjunto de ejemplos de conos.

Definicién 2.1.6. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado. P es Arquimediano

si para cada y € X, v € P tales que ny < x para todo n € N implica y < 0.
Un caso particular de cono arquimediano es el siguiente.

Ejemplo 2.1.3. Sean X = Cla,b] y P, = {f € C|a,b]| f(x) > 0 para todo = € |a,bl]}.
Veamos que Py es un cono arquimediano en X.

En efecto, sean f,g € P, y A\ > 0, se tiene que

(C1) f+ g es continua ya que suma de continuas es continua y para todo x € |a,b] se

cumple (f + g)(z) = f(z) +g(z) > 0. Ast, f+g € P,.
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(C2) Para todo x € [a,b] se cumple que (Af)(x) = Af(xz) >0 y Af es continua ya que

f es una funcion continua. Asi, \f € P;.

(C8) Si —f € Py entonces para todo x € |a,b] se cumple que f(x),—f(x) >0, se sigue
que f(x)=0.

Por lo cual es un cono.

Luego, si h € X y existe f € Py tal que para todo n € N, nh < f entonces para todo
x € [a,b] se cumple que nh(x) < f(x) < fo, donde fo = sup{|f(x)| : z € [a,b]} el cual
existe ya que f es continua sobre [a,b]. Asi, h(x) <0 para todo x € |a,b.

Por lo tanto, P, es un cono arquimediano.

Ejemplo 2.1.4. Sean X =R* y P = {(z,y) e R* : 2 > 0} U {(z,y) e R?* : 2 =0,y >
0}. Veamos que P es un cono no arquimediano de X.

Es fdacil ver que P es un cono. Para ver que no es arquimediano basta con observar
que (0,1),(1,0) € P y para todo n € N se cumple que n(0,1) < (1,0), pero es falso
(0,1) <(0,0) ya que esto implicaria que —(0,1) € P y como (0,1) € P se tendria que
(0,1) = (0,0) lo cual es una contradiccion.

X con P es conocido como plano lexicogrdfico vy P induce un orden conocido
como orden lexicogrdfico para R* que estd definido también como

(x1,m2) > (y1,y2) siy solo si 1 > yy 0 bien xo > yo cuando xq1 = y;. Observemos que

este orden es total.

La definicién de cono arquimediano es similar a una propiedad que se tiene en los
numeros reales que se llama propiedad arquimediana. Usando una analogia que surge
del cono de los niimeros reales mayores o iguales que cero por otro cono en un espacio
vectorial real. El siguiente lema muestra parte del comportamiento que resulta tutil de

un cono arquimediano.

Lema 2.1.2. Sea (X, P) espacio vectorial ordenado con P arquimediano.

Sean x, y € X y {t,} una sucesién convergente 0 con t, > 0.
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(a) Six € P y para todo n € N se cumple y < t,x, entonces y < 0.
(b) Si para todo n € N se cumple —t,xv < y < t,x, entonces y = 0.

Demostraciéon
Inciso (a).

Para todo n € N se cumple y < ¢,z y para cada k € N, existe ¢, tal que ¢,, < o
entonces y < ¢, x < %x o bien y < %x Como P es arquimediano se sigue que y < 0.
Inciso (b).

Si para todo n € N se cumple —t,z <y < t,x, entonces 0 < y + t,x < 2t,x.

Asi, z € Py ademéds —y, y < t,, x. Por el inciso (a), se sigue que y = 0. [

Una versién comun de este Lema es dada en el siguiente corolario.

Corolario 2.1.2. Sea (X, P) espacio vectorial ordenado con P arquimediano.

1 1 _
Sean x, y € X, si ——x <y < —x para todo n € N, entonces y = 0.
n n

2.2. El ideal generado por un vector

Observamos que en el caso real, la sucesién {x,} converge a x*, esto significa que
Ve>0dng €N : n>ny= |z, —2"| <g,

y equivale a

Ve>0dnoeN : n>ny= —e<z, —2" <e. (2.1)

En [3] se estudia una convergencia similar a la que se tiene en (2.1)) para espacios

vectoriales parcialmente ordenados. Esta convergencia es la siguiente:

Definicién 2.2.1. Sea {z,} una sucesion en un espacio vectorial ordenado X yx € X

con x> 0. Se dice que {x,} es:

. . x
(i) r—uniformemente convergente a un vector x* € X y se denota por x,, — x*

St
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Ve>0dngeN : n>ny=—= —cx <z, — 2" <ex.
(ii) x—uniformemente Cauchy si
Ve>0dng eN : n, m>ny—=— —ex < x, — 1, < €.

Se dice que X es:

(iii) r—uniformemente completo si

cada sucesion {x,} r—uniformemente Cauchy en X es x—uniformemente

convergente.
(iv) es uniformemente completo si
X es u—uniformemente completo para cada u > 0.

Definicién 2.2.2. Sean (X, P) con P un espacio vectorial ordenado y © > 0. D C
X es x—cerrado por sucesiones si para cada {x,} C D, z, es xr—uniformemente

convergente a y implica que y € D.

En adelante nos referiremos a los conjuntos x—cerrados por sucesiones como x—cerrados
y las sucesiones xr—uniformemente convergentes por sucesiones r—convergentes.
A continuacién se da un ejemplo de una sucesién e;—convergente a un vector x* y

otra que no es e;—convergente para un cono P.

Ejemplo 2.2.1. Sea X =R? y P = {(2,y) € R:2 >0,y = 0}.

Se tiene que (X, P) es un espacio vectorial ordenado y ey = (1,0) € P.

1
Se afirma que la sucesion {(1 + —, 1) } es ey—uniformemente convergente a (1,1).
n
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1
Sea € > 0 existe N € N tal que sin > N implica e — — > 0.
n

Ast,
1 1
<6——,0),(6+—,0> epP
n n

. 1 . 1
0 bien (—¢,0) < [ —,0 ) < (¢,0) o equivalentemente —ee; < [ 1+ —,1 ) —(1,1) < eey.
n n
Lo cual termina la prueba.
1
Ahora veamos (0, — | no es e;—convergente para el cono P.
n

Supongamos que existe (x,y) € R tal que para todo € > 0 se cumple

1
—eep < (0, —) — (z,y) < eey
n
o bien

n

(—€,0) < (—x, —y+ l) < (€,0)

1 1 1

o equivalentemente (e -, — — y) , (6 +x,y— —> € P, entonces y = — para todo
n n n

n € N lo cual es una contradiccion.

Lo cual termina la prueba.

El siguiente resultado nos dice que dos sucesiones se acercan mucho en la linea de
un vector y una de estas es x—convergente, entonces para algtin y > 0 también la otra

es y—convergente al mismo elemento.

Teorema 2.2.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado y sean {y,}, {z,} sucesiones
en X. Si existen x1,15 > 0, y* € X tales que {yn} es x1—convergente a y*

y {zn — Yn} €s wa-convergente a 0, entonces {z,} es (x1 + x2)—convergente a y*.

Demostracion
Sea € > 0, entonces existen Ny, Ny € N tales que n > N; implica —exy < y* — vy, < €y
y n > Ny implica —exy <0 — (2, — y,) < €xo.

Si se define Ny = max{Ny, N2}, se sigue que n > Ny implica
—er1 Y —yn < €ry, —€ry < Y — 2, < €70
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Sumando se obtiene —e(xy + z5) < y* — 2z, < €(x1 + T2).
Por tanto, {z,} es (z1 + z2)—convergente a y*. |
Aunque una sucesion tenga limite no significa que este sea tinico. A continuacion se

da un ejemplo de esto.

Observacion 3. Para esto véase el ejemplo de un cono que no es arquimediano
y se probard que existe una sucesion que no tiene limite es unico. El cual es:
Sean X =R?> y P ={(x,y) €ER:2 >0} U{(r,y) ER:2 =0,y > 0}.

Para esto se define 0, % sucesion en X . Sea € > 0 existe N € N tal que sin > N

1 1 1
implica que — < € o bien e — — > 0. Asi, O,e——) e P.
n n n

1 1 1
Por otro lado, también (O,e + —) , (e, 1+e— —> , <e, —1+4+e+ —) € P. Asi,
n n n

—e(0,1) < (o, %) (0.0 < (0.1),

(1,1 < (0, %) —(0,1) < e(1,1).

El siguiente teorema en el inciso (ii) se prueba que basta que el cono P sea arqui-

mediano para que el limite de la x—convergencia se tnico.

Teorema 2.2.2. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado donde P es arquimediano,

x € P y{x,} es una sucesion x—convergente a x*. Se cumple:
(i) Para todo ¢ > 0, {z,} es una sucesion cx—convergente a .
(i) Siy € P cumple que {x,} es y—convergente a algin y*, entonces z* = y*.

(iii) Sean y* € X y {y,} es una sucesion x—convergente a y* tal que para todo n € N

se tiene x,, < vy,, entonces z* < y*.

Demostracién

Prueba (7).
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Sea € > 0, como {x,} es una sucesién cx—convergente a x*, entonces existe n € N
tal que —(ec)r < x, — 2" < (ec)x o equivalentemente —e(cx) < x,, — z* < €(cx).
Prueba (ii).

Sea € > 0, como {z,} es y—convergente a y* y x—convergente a x*, entonces existe
n € Ntalque —ex < x,—z" < ex, —ey < y*—x, < ey. Asi, —e(z+y) < y"—z* < e(x+y)
y como P es arquimediano, entonces * — y* = 0 o bien z* = y*.

Prueba (ii7)

Para cada k € N, existe n; € N tal que n > ny, implica

1 .1 1 § 1
RIS TY SopT Y Tt ST m i S ol
Asi,
(g — 5) + (2° — 20) < (2 +2) = ~a.
- 2k k

Por otro lado, 0 < y,, — x,, para todo n € N implica z* — y* < (y,, — x,,) + (2* — y*).
1
Como (yn, — x,) + (z" —y*) = (yo — ¥") + (" — z,,), entonces z* — y* < 7 ¥ para
cada k € Ny como P es arquimediano se sigue que z* — 3* < 0 o bien z* < y*. |

Ahora se dara una coleccion de conjuntos z-cerrados.

Teorema 2.2.3. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado y a,b € X con a < b. Si

P es arquimediano, entonces |a,b] es z-cerrado, para todo x > 0.

Demostraciéon
Sean {y, } una sucesién en [a,b] y z > 0. Si y* € X es tal que {y,} es x-convergente a
y*, entonces para cada k € N, existe ny € N, tal que

1 1 1 1

——r <y —y, <-x obien —-z<y,—y" <
2 Y yk_k 2 Y Yy

Por otro lado,

. 1 .
ynkgblmphca—zxgynk—y <b-y",
a <y, implica a —y* <y, —y* <
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1
Por lo cual, y* —b,a —y* < 7% para todo k € N. Como P es arquimediano se sigue que
y* —b,a—y* <0, es decir, a < y* < b. Por tanto, [a,b] es z- cerrado. |
A continuacién se presentan la definicién de otro tipo de conjuntos que son x—convergentes

para todo z > 0.

Definicién 2.2.3. [a,00) denota al conjunto {x € X : a <z} y se llama intervalo
ordenado infinito semicerrado por la izquierda de (X, <).

Andlogamente se define (—oo, al.

Teorema 2.2.4. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado y a € X. Si P es arqui-

mediano, entonces [a, ), (—oo,a] son x—cerrados, para todo x > 0.

Demostracion
Sean {y,} una sucesién en [a,00) y # > 0. Si y* € X es tal que {y,} es x-convergente
a y*, entonces para cada k € N, existe ny € N, tal que
1 1 ) 1 1
—Exgy*—ynk < Ex oblen—ExSyn—y* < Ew
Por otro lado,

1
a < yy, implica a —y* <y, —y" < .

Por lo cual, a — y* < %x para todo k € N. Como P es arquimediano se sigue que
a—1y* <0, es decir, a < y*. Por tanto, [a,00) es z—cerrado. De forma andloga se
prueba que (—oo, a] es z—cerrado. |

Una pregunta natural es ; Cuando esta convergencia en orden es equivalente a alguna

convergencia con norma? Para esto necesitaremos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.4. Sean X un espacio vectorial ordenado y x € P. El ideal generado

por el vector x es

Vei={yeX:IA>0: - x<y<A}.
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Teorema 2.2.5. Sean X un espacio vectorial ordenado y x € P, entonces

oo
Ve = U [—nz, nz] = U n[—z,x] es un espacio vectorial.
n=1 n=1

Demostracion
Como x € P, entonces —x < 0 < z, es decir, 0 € V,. Ademas, para zi, 22 € V, existen
A1, Ag > 0 tales que — Az < z; < Mz, —Aox < 25 < Mgz y por el Teorema[2.1.2]se sigue
que —(A1 + Xo)z < 21 + 20 < (A + Ag)z.
Sea a € R se tienen lo siguientes casos:

Casol a>0

Como — Az < z1 < Az, por el Teorema [2.1.2] se tiene que —alz < az; < alizx.

Caso2 a <0
Como — Az < z; < Az, entonces Como — Az < z1 v 21 < Az, o bien
—z1 < Mz y —\ix < —2z;. Por otro lado, al multiplicar por —a > 0 y por el Teorema
se sigue que (—a) — 21 < (—a)Mz y (—a) — Mz < (—a) — 2.
Por lo cual, —al iz < az; < alzx.
Por lo tanto, V, es subespacm de X.

Ahora veamos que V, = U —nz, nx U n|[—z,xl.

n=1
Observe que para todo n € N se cumple que [—nz,nx] = n|[—z,z] ya que

x € n|—x,z| siy sblo si existe y € [—x,x] tal que x = n*y, pero y € [—z,x] si y sélo

si por el Teorema 2.1.2) 2 = ny € [—nx, nz]. Por lo cual,

o0

U TL.CE?’L.%' UTL ZL’%’

n=1

Por otro lado, para todo n € N se cumple que si y € [—nz, nz] por definicién V.

y € V, si existe A > 0 tal que y € [—Ax, \x], pero existe ng € N que cumple 0 < \ < ng
y [—Az, Ax] C [—nox, npx] C U [—nx,nx]. Lo cual termina la prueba. |
n=1

Usando los Teoremas del apéndice B se define el siguiente funcional de Minkowski

para [—z,x] en V.
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Teorema 2.2.6. Sean X un espacio vectorial ordenado y v € P, entonces [—x, x| es

absorbente, balanceado y convexo V,.

Demostraciéon
Por el Teorema se tiene que [—x, x| es absorbente en V.
Sean |\ <1,y € [—z,z].
Caso 1) 0 <A< 1.
y € [—z,z] implica —x <y<zyasi -z < - A< y<x<z.
Por lo cual, \y € [—z, z].
Caso2) —1 <A <0.
Como 0 < —A < 1, entonces —x < —Ay < x o equivalentemente —z < Ay < x.
Por lo cual, [—z, z] es balanceado en V.

Por tltimo, para y, z € [—z,z] y 0 < A < 1 se tiene que
<A<t y —(1-XNz<(1-XNz<({1-N=.

Asi,
r=—[1-XNz+ ] <Ay <[(1—-Nz+ ] =z

Por lo cual, [—x, z| es convexo. |

2.3. Funcional de Minkowski de [—z, ]

Como [—z, z| es absorbente, balanceado y convexo en V. se puede definir una norma

para V, mediante el funcional de Minkowski de [—x, z].

Definicién 2.3.1. Sea X un espacio vectorial ordenado y sea v € P. Se define
lylle =f{t >0 : yet|-z, x]}.

Teorema 2.3.1. Sea X un espacio vectorial ordenado y x € P se sigue que:
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(1) || - ||l es una seminorma mondtona en V.

(2) Si{x,} es una sucesion x—uniformemente convergente a un vector x* € X equivale

a ||z, — x|z — 0.
(8) Si X también es Arquimediano, entonces

(a) |||l es una norma sobre Vy,

(0) {y € Va: |lyll. <1} = [—a, ],
(c) el cono P, =V, NP deV, es || ||.-cerrado.
Demostracién
Prueba (1).
Por el Teorema [—x, z| es absorbente, balanceado y convexo V.. Por el

Teorema || - ||z el funcional de Minkowski de [—z, x] es una seminorma.

Sean y,z € V,, tales que 0 < y < z. Si A > 0 cumple que —\z < z < Az, entonces
<0<y <z< .
Por lo cual, — Az <y < Ax. Asi,
{A>0: =X <z< Az} C{A>0: -z <y <Az}
lo cual implica
l|12]]l; = mf{A >0: = x <z < Az} <inf{A >0: -z <y <Az} =||y|l.

es decir, || - ||, es mondtona para V.

Prueba (2).
Sea € > 0 se tiene que {z,} es una sucesién x—uniformemente convergente a un vector
x* € X siy sélo si existe N € N tal que para todo n € N si n > N implica que

—ex < x, —x* < ex que es equivalente a ||z, — z*|| <e.
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Prueba (3a).
Por el inciso (1) tenemos que || - ||, es una seminorma, sélo falta probar que ||y||, = 0
implica que y = 0.
Como ||y||. = 0 entonces existe {t,} sucesién de nimeros positivos que converge a 0 y
—tpxr <y < t,x, por el Lema y = 0. Por lo cual, ||y||, es una norma.

Prueba (3b).
Sea y € [—x,x] se tiene que —z <y <z, porlocual 1 € {\>0: —-dzx <y < Az}, es
decir, ||y||. < 1.

Sea y € V, existe {\,} sucesién de nimeros positivos convergente a ||y||, tal que
—\x <y < \x para todo n € N, entonces y < \,x, —y < A,z 0 bien
y = yller < Az = [ylloz, —y = [[yllor < Anz — |lyl[oz.

Asi,

y = Nllez, =y = llyller < (A = [lyllo)z

y como {\, — ||y||.} converge a 0, por Lema se sigue
y = yllex, =y = [lyllaz <0

y asf —[Jyllaz <y < [yl

Por lo cual, ||y||. < 1 implica que —z < —||y||.xz <y < ||y||l.x < z o bien y € [z, x].
Prueba (3c).

Por el Ejemplo [2.1.1] se sabe que P, =V, N P es un cono para V.
Sea y € X y {yn} sucesién en P, tal que ||y, — y||. — 0, entonces existe {\,} con

An > 0 tal que converge a

||yn_y’|x: Hy_yan:O y — M <y—y, <\

Como ¥, > 0 se sigue que

AT <Y =Y <(Y—Yn) +ya =y obien y< Az
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Como P es arquimediano y por Lema implica —y < 0, es decir, y € P.
Por otro lado, =\, <y —y, < A\, x equivale a —\,z + vy, <y < \,x + y,. Particular-

mente para n = 1 se tiene que
“Mr+p <y< Mty
y como y; € V, existe un A > 0 tal que —Azx < y; < A, lo cual implica que
M+ Nz <y < (M + Nz

es decir, y € V.. Por lo cual, y € P,, es decir, P, es || - ||,-cerrado en V. [ |
Por el Teorema [2.2.5] sabemos V, es un subespacio de X, una pregunta natural
es (Cuando V, es igual a X7 Para responder a esta pregunta se usan la siguientes

definiciones.

Definicién 2.3.2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado y e € P. Se dice que e es
una wunidad de orden ( o de P-orden) si para cada v € X existe X = A(z) > 0 tal

que x < Ae.

Teorema 2.3.2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado y e € P.

Si e es una unidad en orden, entonces V, = X.

Demostracién
Sea z € X, como e es una unidad en orden existen A, Ay > 0 tales que x < Aqe,
—z < Age. Asi, —(A\1 + A)e < —dge <z < Aje < (A1 + Ag)e, es decir, e € V..

Asi, X C V, y es claro que por ser subespacio V, C X, por lo cual X =V,. |

Lema 2.3.1. Sea (X, P) es un espacio vectorial ordenado, e € P unidad en orden y

xr € X. 81 X\ >0 es tal que x < \ge, entonces x < Ae para A > \g.

Demostracion
Sea A > A¢ implica que A — Xy > 0y e € P. Asi, (A — N\g)e € P, que a su vez esto

implica (A — Ag)e > 0, entonces Ae > Age y como Age > z, lo cual implica e > z. W
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La definicién de unidad de orden se da sélo en términos de orden y la
multiplicaciéon por un escalar. La siguiente definicién es equivalente pero en términos

de la estructura algebraica que tiene un espacio vectorial.

Definicién 2.3.3. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado y e € P. Se dice que e
es un  punto interno si para cada v € X existe AN(x) > 0 tal que e + \x € P para

0 <A< \ax).

Lema 2.3.2. Sea (X, P) espacio vectorial ordenado.

Un vector e € P es una unidad de orden si y solo si e es un punto interno.

Demostracion
=]
Supongamos que ¢ € P es una unidad en orden y x € X, entonces existe \; > 0 tal que

/ / / — €T —
—r < Aie, si A > A\ entonces —x < Ae. Asi, e+ x > 0 o bien e+720, es decir,

1 1
e—l——GP entonces e + A\x € Ppara 0 < A= — < — = A
N N TN

*. e es un punto interno.

<]

Sea e € P un punto interno y x € X, entonces existe A; > 0 tal que e + /\,( xr) € P
para 0 < by < A1, es decir, e + X(—x) > (0 o bien e > Nz o equivalentemente z < )\l
Si N >0, entoncesx<)\edonde)\—)\i2)\ll—)\0>0

*. e es unidad de orden. |

Ejemplo 2.3.1. Sean X = Cla,b] y P, ={f € Cla,b]| f(x) > 0 para todo x € [a,b]}.
Toda funcion f € X tal que f(x) > 0 para toda x € |a,b].
por el Ejemplo sabemos que (X, P) es un espacio vectorial ordenado.

Sean f,g € X f(x) > 0 para toda x € [a,b]. Como g es continua [a,b] entonces
lg| es continua en [a,b]. Asi, g alcanza su mdzimo en [a,b] y lo definimos por Gy =
max{|g(z)| : x € [a,b]}. Por otro lado, f es continua en [a,b] y positiva, entonces

existe 0 < fo = min{f(z) : © € [a,b]} y asi existe ng €€ N tal que Gy < ngfo, pero
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g(x) < lg(x)]| < Go y0 < fo < f(x) para x € [a,b], lo cual implica g(x) < nof(x) o

bien g < nof. Por lo cual f es una unidad de orden.

No todo espacio vectorial ordenado tiene unidades de orden. A continuacién se da

un ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. Sea X = {{z,} :x, € R} y P ={{z,} € X : z,, > 0}.
Se afirma que (X, P) es un espacio vectorial ordenado que tiene un cono P es
arquimediano que no tiene unidades de P—orden.

Efecto, como X lo podemos ver como {f : N — R funciones } el cual sabemos que
es un espacio vectorial sobre R ya que es un caso particular del Ejemplo[A.3.1]

Luego, P es no vacio ya que la sucesion constante {1} pertenece a P. La prueba de
las condiciones de que P es un cono son similares al del ejemplo|2.1.5,

También es arquimediano, para esto sean
y=Ayn} € Xz ={x,} € P tal que para todo k € N

se cumple y < T, entonces para todo n € N se tiene que y, < kx,,.

@]

Por lo cual, para todo n € N se tiene que y, <0 y asi y <
Ahora se verd que no tiene unidades de orden.

Si se hace la suposicion de que existe € = {e,} € P, entonces existe A > 0 tal que
1= {1} < Xe, es decir, para todon € N se tiene 1 < Xe,. Se sigue que para todon € N,
en, > 0. Observemos que {ne,} € X y como € es unidad de orden existe Ay > 0 tal que
{ne,} < e lo cual implica que para todo n € N se cumple ne, < \ge, y como e, > 0,
entonces n < \g para todo n € N lo cual es una contradiccion.

Por lo cual X no tiene unidades de orden.

2.4. Funciones Lipschitz en orden

Comenzamos recordando el significado de una funcién Lipschitz con la definicion

dada en [I] para espacios métricos.
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Definicién 2.4.1. Sean (X,dx), (Y, dy) espacios métricos yT : X — Y una funcion.
T se llama funcion Lipschitz con constante de Lipschitz k, si existe k € R con 0 < k

tal que

dy (T (z),T (y)) < kdx (x.y) para todo x, y € X.

Para este trabajo en particular se opera con espacios normados y con X =Y. Esto
para seguir el manejo que se tiene en [I] y [12].

Siguiendo el esquema dado para la definicion de r—uniformemente convergente, se
observa que:

Si X =Y =R, entonces para x, y € R con y < z,
T (z) =T (y)| < Kz —y]
que es equivalente a
—k(z—y) <T(2)=T(y) <k(zr—y).

Es decir que la condicion de Lipschitz, que esta escrita en términos del valor absoluto
se puede reescribir en forma equivalente mediante su relacién de orden.

Comenzamos con algunas de las definiciones dadas en [1], [§] y [9].

Definicién 2.4.2. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado, D C X subespacio vecto-
rial yT : D — X una funcion. T' se llama Lipschitz en Orden, si existen constantes

[, keR conl, k>0 tales que
—l(x—y) <T(2) =T (y) <k(x—y)
para todo x, y € D cony < x.
Se van a definir otros conceptos relacionados con las funciones Lipschitz en orden.

Definicién 2.4.3. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado, D C X un subespacio

vectorial y T : D — X una funcion. T se llama Lipschitz por la derecha en
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orden, si existe una constante k € R con k > 0 tal que
T(x)=T(y) <k(r—y)
para todo x, y € D cony < x.

Lema 2.4.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado, M C X no vacio y
Lo, To, Vo € M con pg < xg < 1.

ST : M — X es una funcion creciente, entonces para todo n € N se cumple que:
(ii) 0 < vy — 2y < Vp — fin

donde {x,},{pn} v {vn} son las sucesiones de iterados de Picard de xq, j1o y vo para el

operador T respectivamente.

Demostracion
Sea xg € X tal que pg < ¢ < 1. Se probara que pu, < x, < v, para todo n € N, donde
{zn}, {in} y v son las sucesiones de iterados de Picard de xg, po y vy respectivamente.
Para n = 1 se cumple que p; = T(p) < T(xg) < T'(vy) = v1, por ser T' creciente.
Ast, pp <z <.
Supdngase que para algin n € N, u, < z, < v,, como T es creciente se tiene que:
finyr = T(pn) < T(2n) < T(Vn) = Vg1 ASE, pingr < Tppn < V.

Por lo tanto, para todo n € N, u,, < z,, < 1,. Se sigue que

()an_ﬂngyn_,un y OSVn_wnSVn_/JJn

Corolario 2.4.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado, M C X no vacio y

Lo, Vo € M con pg < vgy. Sea T : M — X es una funcion creciente, se cumple que:
(1) St po < T(po), entonces para todo n,k € N se tiene pi, < fp -
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(i) Si T(v) < vy, entonces para todo n,k € N se tiene v,y < V.
(iii) St po < T(uo) y T(vo) < vy, entonces para todo n,k € N se tiene p, < vg.
Donde {im}, {vm} son las sucesiones de iterados de Picard de ug y vy respectivamente.

Demostraciéon
Prueba (7).
Sean k,n € N, se probara que pg < T*(po) = fu.
Para k = 1 se cumple por hipétesis. Supéngase que para algin k € N pg < T'(ug,).
Como g < g, aplicando el Lema se tiene 0 < T" () — o = fnsk — Mk
Ast, pin < iy
Prueba (ii).
Es andloga al inciso (7).
Prueba (7i).
Sean n, k € N, por incisos (i) y (i7) se tiene fip, < fipnsr Y Vprk < Vg
Por otro lado, por el Lema Pk < Upag. Se sigue que p, < vg. [ |

Por el Teorema y el corolario anterior se tiene la siguiente resultado.

Corolario 2.4.2. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado, M C X no vacio y
o, Vo € M con pg < vy. Sea T : M — X es una funcion creciente, x > 0 y
{tm}, {vm} las sucesiones de iterados de Picard de g y vo respectivamente.

Para todo n € N se cumple que:
(i) Si{pm} es x—converge a x* y pg < T(uo), entonces p, < z*.

(ii) Si {vn} es x—converge a ™ y T(vy) < vy, entonces para todo k € N se cumple

que ™ < vy

(7ii) Si{pm}, {vm} son x—converge a x*, x™* respectivamente y po < T (o),

T(v) < vy, entonces x* < ™.
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(iv) Si M es x—-cerrado, T es Lipschitz por la derecha y se cumple (i) o (ii), entonces

T tiene un punto fijo en M. A saber ™ o x™, segun se cumpla (i) o (i1).

Demostracién
Prueba (i), (1) y (iii).

Sean n, k € N, por el Corolario se cumple que:
(O < finsy (@) Vngn < vy (d00) g < Vg

Aplicando el Teorema inciso (i7i) al dejar n fijo y al hacer tender k al infinito
se tiene que: (i)u, < x*, (i)z™ < v,y (iti)x™ < ™.
Prueba (iv).

Se hara primero el caso cuando se cumple el inciso (7). Se tiene que para todo n € N
se cumple p, < x* lo que implica T'(u,) < T'(z*). Como T es r > 0 Lipschitz por la

derecha se tiene
0<T(@") = ppyr = T(2") = T(pn) < 7r(x" — ).

Por otro lado, para todo € > 0 existe N, € N tal que para n > N, implica

€ % € , *
——x <o —pu, < -z yasi r(@ —p,) <ex.
r r

Como 0 < T(z*) — ppy1 < r(z* — ), entonces —ex < T'(z*) — 1 < ex, es decir,
{ptns1} es x—convergente a T'(z*).

Pero {p,+1} también es z—convergente a z*. Como P es arquimediano el z—limite
es tnico y asi T'(z*) = z™.

x* € M ya que la sucesion {u,} en M es x—convergente a z* y M es x—cerrado.
Prueba inciso (i7). Es andloga a la prueba del inciso (7). |

Las pruebas para los incisos (i) y (i) del Corolario se pueden adaptar sin el
operador T' para funciones crecientes.

El siguiente teorema nos dota de un criterio para saber cuando las funciones Lips-

chitz por la derecha tienen un tnico punto fijo.
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Teorema 2.4.1. Sea (X, P) un espacio vectorial ordenado con P un cono arquimediano
Y ug,v9 € X, con ug < vg. Sea T : [ug,vg] — [ug, vo] una funcion creciente y Lipschitz
por la derecha con 0 < r < 1. Si existen v > 0,79 € [ug,vo] tales que {x,} es z-

convergente a algin x* € X,{x,} la sucesion de iterados de Picard de xy, entonces
(a) x* es el unico punto fijo de T,

(b) para todo y € [ug, vol, {yn} la sucesion de iterados de Picard de y es z- convergente

a x*, donde z = x + (vg — uy).

Demostracién
Como T : [ug, vg|] — [ug, vo], entonces para todo n € N, z,, = T"(zg) € [ug,v] y como
{z,} es - convergente a x* y como [u, y| es z—cerrado, entonces =* € [ug, vg].

Por otro lado, por Lema {vn — 2}, {tty — 2, } son (vy — ug)—convergentes a 0.
Por Teorema {vn},{u,} son [z + (vg — up)]- convergentes a z*.
Por Corolario inciso (iv) se tiene que x* es un punto fijo de 7.

Por otra parte, {v, — .}, {u, — z,} son (vy — uy)—convergentes a 0 implica por

1 _
Teorema [2.2.2 inciso (i) que {v, — x,},{u, — x,} son 5(1)0 — ug)—convergentes a 0

1
y por Teorema [2.2.1} {v,},{u,} son [z + 5(110 — up)]- convergentes a x* y para cada

y € [1o, o] su sucesién de iterados de Picard cumple por el Lema que {v, —yn} es

_ 1
(vo — ug)—convergentes a 0 y por Teorema [2.2.2({v,, — y, } es §(UO — ug)—convergentes

a 0. Por el Teorema {yn} es [z + (vo — po)]—convergente a z*. |
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Capitulo 3

w y r convergencia sobre Espacios

Normados Ordenados

3.1. Espacios Normados Ordenados

En este capitulo se revisa, como su nombre sugiere, parte de la Teoria que hay sobre
la x—uniforme convergencia y la w—convergencia, asi como su relacion que se tiene con
la norma de un espacio normado.

En el capitulo anterior se vio la importancia de un cono Arquimediano para el fun-
cional de Minkowski. En este capitulo se analizan los beneficios que tiene el trabajar
teniendo una norma y se quiere mantener ciertos los resultados antes estudiados. El
siguiente teorema proporciona una condicién suficiente para que un cono sea arquime-

diano en un espacio normado.

Teorema 3.1.1. Sea (X, ||-||) un espacio normado con un cono P. Si P es cerrado con
respecto a la topologia inducida por la norma || - || en X, entonces P es arquimediano.
Demostracion

Sean y € X, x € P tales que para todo n € N se cumple que ny < x, entonces

1 _ _
—z —y € Py como P es cerrado se tiene que —y € P obien 0 < —y. Asi, y <0. N
n
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En este trabajo cuando se tenga un espacio normado se trabajara particularmente

COIn COonos que sean cerrados en norma.

Definicién 3.1.1. Sea X un espacio normado, un cono ordenador en X es un
subconjunto P no wvacio tal que P es un cono en X como espacio vectorial y P es
cerrado con respecto a la topologia inducida por la norma en X.

Al espacio normado (X, || - ||, P) donde P es un cono ordenador se le conoce como

espacio normado ordenado.

Observacion 4. Si (X, ||-||, P) es espacio normado ordenado, entonces P es arquime-
diano por el Teorema[3.1.1. Pero no todo cono arquimediano es necesariamente cerrado
en norma. Para esto ver el siguiente ejemplo.

Sea X =R? y P ={(z,y) € R*: 2,y > 0} U{(0,0)}.

Se observa que X es un espacio vectorial sobre R y P un cono arquimediano para X .

Como un cono ordenador P es un cono viendo a X como espacio vectorial, en lo
que sigue soélo se le llamard cono a P sino se permite confusién.

A continuacion, se da un ejemplo de cono ordenador.

Ejemplo 3.1.1. Sea X = Cla,b] con la norma es ||-||«, definida en el ejemplo|A.3.5
Se tiene que P = {g € C[a,b] : g(x) > 0} es un cono ordenador en X.

Se sabe por el Teorema inciso (7it) que si {x,, }, {yn} son x—uniformemente a x,
y respectivamente y x, < y,, entonces se preserva el limite cuando P es arquimediano.
El siguiente resultado es analogo pero usando la convergencia en norma y la propiedad

de que P es un cono cerrado.

Teorema 3.1.2. Sean (X,||-||, P) un espacio normado ordenado, x,y € X y dos
sucesiones {x,}, {yn} en X que convergen a x ey respectivamente. Si x, < y, para

cada n € N, entonces x < y.
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Demostracion

Para cada n € N, se tiene y, —x,, € Py la sucesién {y,, — z,,} converge a y —z, entonces

y —x € P, como P es cerrado, esto implica y — z € P. Asi, z < y. ]
En adelante se dird que {x,} converge a z* para hacer referirse a que {x,} converge

en norma a x*.

Observacién 5. Del Teorema se sigue que para todo (X,||-||,P) espacio de
normado ordenado y a, b € X con a < b, el intervalo cerrado [a,b] es realmente un

congunto cerrado.

Anéalogamente como se definié conjuntos acotados en orden se puede definir el caso
particular para sucesiones sobre espacios con un orden parcial, se puede definir cuando

la sucesién esta acotada en orden.

Definicién 3.1.2. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado. La sucesion {x,}

es:

1. Acotada superiormente (inferiormente) en orden, si existe x € X tal que

para todo n € N se cumple que x, <z (v < x,);
2. Acotada en orden, si es acotada superiormente e inferiormente en orden.

Teorema 3.1.3. Sean (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado y A C X.
Si A es acotado superiormente (inferiormente) en orden, entonces A es acotado

superiormente en orden.

Demostracion

Supongamos que A es acotado superiormente y sea xy > 0 tal que z < x( para cada
x € A. Sea z € A, entonces existe una sucesiéon {r,} de elementos de A que converge
a z. Esto implica que, xg — x,, € P para cadan € Ny {zq— x,} converge a zg — z.
Entonces, por el Teorema xo — z € P, es decir, x( es cota superior de A.

La prueba es analoga cuando A es acotado inferiormente. [
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La siguiente definicién nos proporciona una caracterizacion para que los conjuntos

acotados en orden sean acotados en norma que posteriormente se probara.

Definicién 3.1.3. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado. El cono es Normal,
si existe M > 0 tal que si para todo x,y € P, 0 <x <y, entonces ||z [|[< M ||y ||.

A la constante M se le llama constante normal.

A continuacién, se presenta un ejemplo de un cono normal y el segundo ejemplo
muestra que se puede definir la propiedad de normalidad del cono sin la cerradura de

este.

Ejemplo 3.1.2. Sean X = Cla,b] y P = {g € Cla,b] : g(x) > 0}, donde la norma es
|||lso; definida en el ejemplo[A.3.3 Se tiene que P es un cono normal.

Ejemplo 3.1.3. Sea X = R? es un espacio normado con la norma usual y un cono
P ={(z,y) € R*: 2,y > 0} U{(0,0)} un cono. Se verd que P cumple la propiedad de
un cono normal excepcion de la cerradura del cono.

En efecto, sean (x1,22), (y1,y2) € X tales que (0,0) < (z1,22) < (y1,Y2).

Asi para i € {1,2},

w7 < x4 2y — v+ (v — 3)° =y

Por lo cual, ||(z1, z2)[| < [[(y1, y2)l|-

De la misma manera no todos los conos que son arquimedianos son normales. A

continuacion se da un ejemplo.

Ejemplo 3.1.4. Sea X = C'[0,27] espacio vectorial de las funciones real valuadas con
deriva continua. X con P ={x € X : x2(t) >0, 0 <t <27} es un espacio vectorial
ordenado con P un cono arquimediano. La prueba de esto es andloga a la del Ejemplo

2. 1.9l

Por otro lado, con la norma ||x|| = ||2||e + ||2||cc n0 es normal.
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Para esto observe que para todo n € N se tiene x,(t) = 1 — cos(nt),y,(t) =2 € X
y 0 <1—cos(nt) <2. Ast, 0 <z, <y, donde 0 es la funcién 0(t) = 0.

Por otro lado, ||z,|| =2+ n y ||ya|| = 2. Por lo cual, P no es normal en (X, || -|]).

EL siguiente teorema nos presenta una condicién suficiente para relacionar la con-

vergencia en norma con la x—uniforme convergencia.

Teorema 3.1.4. Sea (X,|| - ||, P) un espacio normado ordenado, x* € X y {x,} una
sucesion que es convergente a x*. Si existe v > 0 es tal que {x,} es x— Cauchy, entonces

{z,} es x—convergente a =*.

Demostracién

Sea € > 0, existe N € N tal que si m,n > N implica
—€e-rx<x,;—T, L€

o bien

Tp—€-r<x,<€e-x+z,

dejando a n fija y haciendo tender m a infinito. Por el Teorema [3.1.2} es decir,
—c-r<zx—x,<e€e-x

[
Para la siguiente definicion se necesita una definicion de espacio de Banach en los
espacios métricos. Como particularmente un espacio normado es espacio métrico (ver

apéndice A), por lo cual se puede usar esta definicién en espacios normados.

Definicién 3.1.4. Un espacio de Banach ordenado es un par (X, || - ||, P), donde

X es un espacio de Banach y P es un cono ordenador en X.
Teorema 3.1.5. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado y P normal.

(a) Si{x,} es una sucesion x—convergente a algin z* € X y x > 0, entonces
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(i) {x,} es converge a z*,

(i1) ||z — z,|| < [2M + 1eol|x|| cuando —epx < ™ — x, < €
donde M > 0 es la constante de normalidad de P.
i X es Banach, entonces X es uniformemente completo.
(b) Si X es B h t X f t let

Demostracién

Prueba (a).

€
Sea € > 0. Se define ¢y = > 0.
2M + 1](1 + ||=[[)
Luego, existe N, € N tal que n > N, implica —epz < 2" — z,, < €o.
Asi,

0<z"—x,+ecr <20 obien |[z*—x,+ x| < M||2607]|.

Se sigue,
2% = anll < [J27 — 20 + eox|[ + [|eo]|
< M||2eox]] + [[eo]|
= [2M + 1]eol|z|| < e.
Prueba (b).

Sea {x,} es una sucesién r—Cauchy a algin z > 0, entonces para todo ¢ > 0 se
cumple existe N, € N tal que m,n > N, implica —egz < x,,, — z,, < €.

Haciendo un anélisis similar se obtiene
@ — || < [2M + 1eol|z]],

es decir, {z,,} es Cauchy en norma. Como X es un espacio de Banach, entonces existe
" € X tal que {z,} es converge a z*. Aplicando el Teorema se tiene que {x,} es
x—uniformemente convergente a x”*. |

El siguiente teorema nos sirve para probar que si una sucesiéon en un espacio de

Banach ordenado es acotada en orden por otras dos sucesiones tales que convergen en
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norma a un mismo limite z*, entonces esta también converge a x* mientras el cono sea

normal.

Teorema 3.1.6. (Teorema del emparedado) Sean (X,||-||,P) un espacio normado
ordenado. P es normal si y sdlo si para todas {x,}, {yn}, {zn} sucesiones en X tales
que eziste x* en X con la propiedad de que {x,}, {z,} convergen a x* y para cada n

en N se cumple que x, <y, < z,, entonces {y,} converge a x*.

Demostracién
=]

Ty < Yp < 2, implica 0 < y,, — 2, < 2, — @,,. Como P normal existe M > 0 tal que
[yn — @all < M|zn — 2| £ M [[|2" = zn|| + [[27 — 2a][].-
Se sigue,

2% = ynll < 2" = zall + [lyn — 2]
< (14 M)||x™ — || + M||z" — 2,]].
Aplicando limite cuando n tiende a co, se obtiene que {y,} converge a z*.
<]
Se hara por contra reciproca. Supdngase que P no es normal, entonces existen

{zn}, {yn} sucesiones en X tal que para cada n € N se cumple
0 <2 < yny nllynl| < [lznl]-

Como ||z,|| > nl|ynl| ¥ |lyn]| = 0, entonces ||z,|| > 0.

Asi,
ool 1
[lznll — 1
es decir, I converge a 0.
faall “
Por otro lado, 0 < I n“ < ||yn||, pero I n“ no converge a 0
Tn, Tn, Tn,
| W E2 :
ya que W — 0|l = TN = 1. Lo cual termina la prueba. ]
Tn Tn
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Teorema 3.1.7. Sea (X,|| - ||, P) un espacio normado ordenado. Si P es un cono

normal en X, entonces todo intervalo cerrado es un conjunto acotado en norma.

Demostracién

Sean a, b€ X, con a < by z € [a,b], entonces 0 < x —a <b—a.

Como P es normal, existe M >0 tal que ||z —a || < M| b—a ||

De esta manera, || z || < || a || + M||b—a |l

Por lo tanto [a, b] es acotado en norma. |
El reciproco también es verdadero, la prueba la prueba se puede encontrar en el

Teorema 2.1.1. de [5].

3.2. w—convergencia

Otro tipo de convergencia es descrita en [§] y [9]. Estd convergencia guarda una
relacién mas directa con la convergencia en norma. Para analizar dicha convergencia se

necesita conocer la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado. El cono es solido,

si int(P) # 0.

A continuacion, se da un ejemplo de una familia espacios normados ordenados con

cono soélido.

Ejemplo 3.2.1. Sea X = Cl[a, b] espacio vectorial de las funciones real valuadas con
deriva continua. X con P = {x € X : 2(t) > 0, a <t < b} es un espacio vectorial
ordenado . Por otro lado P es sdlido, con la norma ||z|| = ||| + ||2'||co-

En efecto, como 1,3 € X donde 1) (t) = 1 para todo t € [a,b]. Sea f € X,
si||f = g

1
Asi, f(t) > 3 > 0, es decir, f € P. Por tanto, P es sdlido.

1 1
| < 3 entonces para todo t € [a,b] se cumple |f(t) — 1| < 3
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Ahora se presenta una relacién necesaria para definir la w—convergencia.
Notacion:
Sea (X, || - ||, P) con P un cono sélido. Para cada =, y € X se escribe x << y si y sélo
siy —x € int(P).
Ahora se analiza la relacién que hay entre las relaciones << y <. Asi como algunas

de las propiedades que tiene la relacién <<.

Lema 3.2.1. Sea (X, P) espacio de Banach ordenado.
(a) Siz, y€ X tal que x << y implica que x < y.

(b) Sixe P,ye X tal que x <<y, entonces y € intP.

Demostracién
Prueba (a).

Sean x,y € X con x << y, entonces x —y € intP C P. Asi, x—y € P o bien z < y.
Prueba (b).

Como x << y se tiene que y—x € intP, entonces existe r > 0 tal que B(y—=z,r) C P.
Luego, si z € B(y,r) implica ||z —x — (y — z)|| = ||z — y|| < r.
Asi, z —x € B(y — z,r) C P lo cual implica z < z. Como x > 0, se sigue que 0 < 2 o

bien z € P. Por lo cual, B(y,r) C P, entonces y € intP. [

Lema 3.2.2. Sea (X, P) espacio de Banach ordenado. Sean x,y,z € X si se cumple
alguna de las siguientes condiciones v < y << z, x <<y <z, = <<y <<z,

entonces r << z.

Demostracion

Caso 1) z <y << z.

Ya que x < y, entonces y —x € P. Ademas y << z, es decir, z —y € intP, por lo tanto
existe r > 0 tal que B(z —y,r) C P.

Sea w € B(z — x,r), entonces ||[w — (y —x)] — (z —y)|| = [|lw — (z — z)|| < r.
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Asi, [w — (y — )] € B(z —y,r) C P. Luego, usando el hecho de que P es un
cono y que también y — x € P, resulta que w = [w — (y — x)] + (y — z) € P o bien
B(z —z,r) C P, entonces z — x € intP, esto es, r << z.

Caso 2) r <<y < z.

Es andlogo al caso 1).

Caso 3) © <<y << z.

Es un caso particular del caso 1) y del caso 2). |

El siguiente resultado, nos da una caracterizacion para crear nuevos puntos interiores

a partir de otros ya existentes.

Lema 3.2.3. Sea (X, || - ||, P) un espacio de Banach ordenado con P un cono sdlido.

Sean x € P, y € int(P) y A > 0, entonces x +y, Ay € int(P).

Demostracion
Como 0 < 2,0 <<y, entonces 0 <<y=0+y <z +y.
Por Lema resulta que

0 <<z +y, esdecir, z+y € int(P).

Como y € int(P), entonces existe r > 0 tal que B(y,r) C P.

1
Para cada w € B(Az, Ar) se tiene que ||w — Az|| < Ar o bien o<
Asi,
1
W€ B(z,r) C Py A > 0 implica w € P.
Por lo cual, B(Az, \r) C P o bien \zx € intP. |
Observacion 6. Sea (X, ||-||, P) un espacio normado ordenado con P sdlido y A > 0,

entonces int(P) = int(P) + int(P) = P + int(P) = Xint(P).
Por Lema[3.2.5 se tiene que int(P) + int(P) C P+ int(P) C int(P).

1
Sean x € intP, entonces 595 € P y por el Lema(3.2.5), se sigue que

1 1
T =g + ST € int(P)+int(P).  Ast, int(P) C int(P) +int(P) C int(P) + P.

Por lo cual, int(P) = int(P) + int(P) = int(P) + P.
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Por Lema[3.2.5 se tiene que AintP C intP. Ahora mostramos que intP C \intP.
1 1 1
Para esto sea x € intP. Como 3 > 0, entonces Xas € mtP y asi x = )\Xas € \intP.
Por tanto, MintP = intP.

El siguiente Teorema muestra la consistencia con entre la relacién de orden del

campo y <<.

Lema 3.2.4. Sea (X, || - ||, P) un espacio de Banach ordenado con P un cono sdlido.

Si0<a<p, 0<x<<y, entonces ax << fy. En particular ax << ay

Demostracién

0 <z <<y implica que x € P, y —x € intP. Como 0 < a < 3 y usando el Lemam

se tiene que B(y — x) € intP, (f — a)x € P.

Asi, By — ax = B(y — z) + (8 — )z € intP, lo cual implica ax << By. [
A continuacion, se presentan los conceptos bésicos para poder trabajar con la

w—convergencia.

Definicién 3.2.2. Sean (X, || - ||, P) con P un cono sdlido y {x,} una sucesion en X.

Se dice que {x,} es:

(i) w—convergente a x. Si por cada € € int(P), existe un numerong € N yx € X
tal que —e << x, —x << € para cada n > ng(denotar x, Y x y x se llama

w—limite de {x,}).

(1i) w—Cauchy. Si por cada € € int(P), existe un nimero ng € N tal que —e <<

Ty — Ty << € para cada m,n > nyg.

Definicién 3.2.3. Sean (X, P) con P un cono sélido y D C X es w—cerrado si para

cada {x,} C D,z, % x implica que x € D,

A continuacion, se analizara la relacién entre la convergencia en norma con respecto

a la w—convergencia.
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Teorema 3.2.1. Sea P un cono sdlido de un espacio (X, || - ||, P) normado ordenado,
{pn} una sucesion en X y pu* € X. Si {u,} es convergente en norma a p*, entonces

{pn} es w—convergente a j1*.

Demostraciéon
Sea € € int(P), entonces existe 7. > 0 tal que B (¢,r.) C P.

Te .
Se afirma que si z € B (e, 5), entonces z € int(P). En efecto,

r. . ) re T
||z —z|| < 56 implica ||z —€|| < ||z — z|| + ||z — €| < §E+5€ = r.

Como { i, } es convergente a u*, existe ng € N tal que n > ng implica ||p, —p*|| < %
Se sigue € £ [u, — p*] € B (e, %) y asi € £ [p, — p*] € int(P).
Por lo tanto, —e << p, — pu* << ¢, es decir, {u,} es w—convergente a p*. |
El reciproco no siempre se cumple. El siguiente ejemplo es de una sucesién w—convergente

pero no convergente en norma.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = C'[0,1] espacio normado ordenado con el cono P = {x €

X:xz(t) >0, 0<t<1} ylanorma ||z]| = ||2||eo + ||7']|co-
in(nt
Paran € N se define z,,(t) = sin(n ), pero (x,(t)) = cos(nt) entonces ||(xn (1)) ]| = 1.
n

_ 1
Ast ||x,|| > 1 por lo cual {x,} no converge en norma a 0. Por otra parte, para y, = —
n

se tiene y, € P y {y,} converge en norma a 0 y —y, < x, < y,. Por Teorema
se tiene que para todo € € int(P) existe ng tal que n > ng implica 0 < y,, << € y por

tanto —e << x, << €. Por lo cual, {z,} es w—convergente a 0.

En el ejemplo anterior se tiene que P no es normal. El siguiente teorema prueba
que un cono P sea normal es una condicion suficiente para que la w—convergencia y la

convergencia en norma sean equivalentes.

Teorema 3.2.2. Sea P un cono sdlido de un espacio (X, || - ||, P) normado ordenado,
{pn} una sucesion en X y p* € X. Si {un} es w—convergente a p* y P normal con

constante de normalidad N, entonces {j,} es convergente en norma a p*.
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Demostracién

(llzll + EN +1)

Asi, existe nyg € N tal que n > ng implica —y << p, <<y o bien 0 << u,, +y << 2y.
Por Lema 0 < pn +y < 2y. Como P es normal se cumple ||u, + y|| < N||2y]|.

Sean x € int(P)y e > 0, por Lema|3.2.3/se tiene que y = x € int(P).

Por consiguiente,

IEGILS
pnll < {lpm +yll 1] = yll < N{I2y[] + Iyl = CN + DIyl = T+ la] =€
Por lo tanto, {j,} converge a 0. |
Teorema 3.2.3. Sea (X, ||-||, P) un ENO con P un cono sélido y {j,} es una sucesion

en X. Si{p,} es w—convergente, entonces {j,} es x—uniformemente convergente para

todo x € int(P).

Demostraciéon

Sea z € int(P), por el Lema para todo € > 0 se cumple ex € int(P) y como {u,}
una sucesién w—convergente para algun p* € X, entonces existe ng € N tal que para
n > ng se cumple —ex << z,, — " << €.

Aplicando el Lema que dice que la relacion << implica la relaciéon de orden

. !

<, se tiene ——z <z, —x < —=x. ]
n n

Lema 3.2.5. Sean (X, || - ||, P) un espacio de Banach ordenado con P un cono sdlido.

Si 1 es un elemento de X tal que 0 < pu << ¢ para todo 0 << ¢, entonces j = 0.

Demostracién

1
Sea ¢ € intP por Lema |3.2.3 para todo n € N se tiene que —c € intP.
n

1 1
Luego, para todo n € N se tiene que y << —c o bien —c — p € intP C P.
n n
1
Como {—c — p} converge a —u y P es cerrado, se tiene que —u € P.
n
Ademads por hipétesis . € P, por lo cual u = 0. [
EL siguiente teorema nos caracteriza los elementos en int(P) en términos de las

unidades de P—orden.
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Teorema 3.2.4. Sea (X, ||-||, P) un espacio normado ordenado con P un cono sdlido.

Si e € P, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) e es una unidad de P-orden,
(ii) e € int(P), es punto interior de P,
(iii) e es punto interno de P.

Demostracién

() implica (7).

P sélido implica intP # (), es decir, existen * € P y r > 0 tal que B(z*,r) C P, esto
implica que

para todo y € X, si ||y — z*|| < r implica y € P. (3.1)

Por otro lado, si ¢ € P unidad en orden implica que existe A > 0 tal que z* < e,

entonces
50 (3.2)
e——>0. .
Y2
r r o r
Observemos que B (e, X) CPyaqueyc B <e, X) lo cual implica ||y — e|| < T

Se nota que

* *

1, . T R N r
S+ 0w =20 =l = |5+ =0 = | =l el < .

Asi, ||[z" + Ay — Ae] — 2¥| | < rypor (3.1), [z"+Ay—Ae] € P. Como A > 0, entonces

{%-I—(y—@)} € P. Por lo cual, %Jr(y—@) > 0.

Por 1} se sigue que y = [e - %} + {% + (y — e)] > 0.
Asi, y € P, es decir, B (e, g) CP.
e eantP.
(73) implica (7i7).
e € int(P) implica que existe r > 0 tal que B(e,r) C P. Sea z € X, se define

M= >0.S10< A< Ao, ||[e+ Aa] — ]| = MNJz|| = —

— - |z]| < 7.
1+ ||| 1+ [|z]|
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Asi, [e4+ A\x] € B(e,r) C P o bien [e+ Az] € P para 0 < A < .
.. e es un punto interno de P.

(¢44) implica (¢) por Lema [2.3.2] |

Nota: y € A punto interno si y sélo si para todo = € X existe 0 < ay < 1 tal que

[ay + (1 — a)x] € A, para todo ap < o < 1.

El teorema anterior probd que siempre que se tengas puntos interiores de P se tiene
unidades de P—orden, el reciproco no siempre se cumple. Los siguientes ejemplos son
de un mismo espacio vectorial cuando a = 1, b = 2 que tiene unidades de P—orden

pero dependiendo la norma se tiene o no puntos interiores para P.

Ejemplo 3.2.3. Sea (C[1,2],|| - ||o) un espacio normado. Observemos que 1p g :
[1,2] — R dado por 1(z) = 1 es una unidad de orden para el orden inducido por

P={feC[1,2]: f(x) >0 para todo x € [1,2]}. Mds ain, es un punto interior de P.

1
Sea f € C[1,2] tal que || f—111,9]]e < 5 Y |f(z)=1] < ||f—1]||e para toda z € [1,2].
1 1
Entonces, |f(x) — 1] < 5» bera toda = € [1,2]. Asi, 3 < f(z), es decir, f € P.
ASZ/, 1[1’2] € intP.

Ejemplo 3.2.4. Sea (Cla,b],|| - ||1) un espacio normado ordenado con el cono P =
b

(f € Clat) s 5@) 2 0) w |11l = [ 1 F(e)ldo.

Particularmente, para a =0 y b = 1a se tiene que 1pq : [0, 1] — R dada por 1y 1)(z) =
1 una unidad de orden, pero no es un punto interior de P, ya que la sucesion de
funciones f,, : [0,1] — R dada por

1 1
n(1+r)(m—— +1,si0< 2 < —,
fulz) = n " para cada n € N, donde r > 0, se
1,50 —<ax<1,
n
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cumple

1
| fn = Lol = /0 | fu(2) — Ljo,4()|dx

- / "1 ule) = Lpuy(a)lde

:/0’1‘ In(1 +r) (x—l) da

1

:/Onn(l—{—r) (1—x>d:¢

([ (%—:g) da]

1+r

0
yfn( ) = -1 <0
Por tanto, 191 no es punto interior.

El ejemplo es un (X, P) espacio vectorial ordenado que nunca podria tener
una norma que haga a P sélido, ya que por Teorema [3.2.4] estd seria una unidad de
orden y este espacio no tiene unidades de orden.

Cuando el cono P es sélido y normal se puede definir una norma equivalente a la

original. Para definir esta norma se presenta los siguientes resultados.

Teorema 3.2.5. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado. Si P un cono sdlido,

entonces para todo x € X existen y, z € int(P) tal que x =y — z.

Demostracién

Sea z € X, si x =0, entonces z = 0 — 0.

Siz # 0, se elige xo € int(P) lo cual implica que existe r > 0 tal que B(xg,r) C P.

Se sigue que :170+H Hx € B(zg,r) C int(P). Como H;—H > 0 y por el Lema [3.2.3] se
r
, _H y| . I 1| O .
tiene que y = O—I—H Hx eimt(P)yz= 5 |20 e ||x € int(P).
r
Ademas, x = y — z lo cual termina la prueba. |
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Los conos so6lidos no son los tinicos conos que pueden crear una descomposicién de
cada elemento de X en -por asi decirlo- una parte positiva y una negativa. Las siguientes

definiciones son con respecto a este tema.

Definicién 3.2.4. Sea (X, || - ||, P) un espacio normado ordenado. Se dice que P es
(i) reproductor, si X = P — P,
(ii) total, si X = P — P,

donde P—P={xe X :3y, ze P:x=y—z}.

Observacién 7. Por Teorema[3.2.5 si P es sdlido, entonces P es reproductor y como

P — P C P — P entonces si P es reproductor implica que P es total.

Lema 3.2.6. Sea (X, ||-||) un espacio normado y A C X no vacio tal que para todo
xenAyr>0, se cumple que rx € A.
SiT={xeX:r<]|lz||] <R} C A, entonces A =X.

Demostracién
r+ R 2||z||

Sea z € X diferente de 0, observemos que r—— €T C Ay —— > 0.
2||z|| r+ R
r+R 2|z

2l|z|| r+ R '

Como A es no vacio, entonces existe 1o € Ay asi 0 = xy-0 € A. Por tanto A= X. N

Lo cual implica z = x

Los resultados que usaremos sobre conos reproductores son los siguientes.

Lema 3.2.7. Sea (X,|| - ||, P) un espacio de Banach ordenado. Si P es reproductor
entonces existe o > 0 tal que para todo x € X, eziste y € P, tal que ||y|| < ollz|| y

r <.

Demostracion
Para cada n € N se define E,, :={zx € X : Iy € P:x <y, |ly|]| < n||z||}.

Basta demostrar que X = Fj, para algin k € N.
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Sea xy € X, como P es un cono reproductor se sigue que existen yy, 2o € P tales
que xg = Yo — 2o 1o que implica zg < xg + 20 = Yo-
Si y # 0, entonces ||y|| > 0y asf existe ng € N tal que ||yo|| < nol|zoll-
oo

Lo cual prueba que X = U E, y usando el Teorema de Categoria de Baire se sigue
n=1

que existen n; € N, 2} € E,, y R > 0 tales que B(z}, R) C E,,.
Sea r € (0, R), se muestra que existe k € Ntal que T} = {x € X : 7 < ||z]| < R} C E.
Ya que por el Lema y el hecho de que si x € E) también tx € Ej para todo
t > 0 implicard que Ej, = X.
Se nota que para —zj existen y; € P, ny € Ntales que —z7 < i v ||y7]| < na||—27]]
Sea nz € N tal que |n; + %(nl + 712)H.§L’TH:| < n3. Se probard que T' C E,,,.
Seax € T,entoncesy=x —a; €Ty={r € X :r < ||z —2}|| < R} C E,,.
Por lo cual, existe {z;} sucesién en E,, y convergente a y, que para cada i € {1,2,---}
se cumple que x; € T y existen y; € P tal que x; < y; v [|lyi]| < na|z]-

Luego, para cada i € {1,2,---} se tiene que x; — 2] < y; +yj, i +y; € Py

yi + yill < lwsll + [l
< |zl | 4 nal|2i]|
< mifl|zi — 21l + [|21][] + nall2]]
< (n + no)lz1]| + [z — 21|

Lo *
Como z; € T} entonces 1 < M Asi

r

|| — ]|

(1 + na)lf27]] < (1 + ng)||27]].

Iy + 91l < (n1 + n2) |2 + |2 — 27|

M=l

i+ ng)||zi]| + |z — 21|
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Por lo cual, para todo i € {1,2,---} se tiene que z; — ] € E,,.
Pero {z; — 2}} converge ax =y — 2. Asf, s € T} y X = E,,,.
Por tltimo probaremos que X = E,,,. Sea x € X si x = 0, entonces = € E,,,.
Supongamos que z # 0 entonces ||z|| > 0 y asf existe z; € E,, tal que ||z — z4]| <
el
Luego, existe xo € FE,, tal que ||(x — x1) — x2|| < %HxH y haciendo induccién

matemdtica se obtiene una sucesién {z,} de E,, tal que ||z —x1 — a9 — -+ — || <
1

WWH-

Asi, x = X772, Se observa que para todo k € N con k > 2

[|]]

lonll < lle = Sdl + fl — Dyl < EL.

Luego, como {x,} es una sucesién de FE,, implica que existe {y,} sucesién de P tal que
para todo n € N se tiene x, <y, v ||[yn]| < nsl||x,ll.
Se observa que

1

150219l < EnZallynl] < na¥02, [oall < 2oz o flell = [l2]].

Por lo cual, y = ¥7° |y, converge como cada y,, € P, entonces y € P. Més atn,

v =300 S5 yn =y, [yl < X0 lyal| < nsf[].

Lo cual implica que x € E,, y asi X = E,,,. Lo cual termina la prueba. [ |

El siguiente lema nos da un poco mas de informacion sobre conos reproductores.

Lema 3.2.8. Sea (X, || ||, P) un espacio de Banach ordenado. P es reproductor si y

solo si existe o > 0 tal que para todo x € X, existen y, z € P, tales que
(i) z=y -z,
(i) [yl < ol|z|],

(ii) ||2|] < ol|x]].
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Demostracién

Si P es reproductor cumple que existe ¢ > 0 para todo x € X existe y € P tal que
lyl| < o*||z]||, * <y. Ademas, x =y + (y — z) donde y,y —x € P.

Por otro lado, |ly — || < [[yl| + [[z]| < o™[[z[| +[|z]| = (" + D)[|]].

También ||y|| < o*||z|| < (6" + 1)||z||. Por lo cual, si se define z =y —xyo=0"+1

se tiene el resultado deseado. [ ]

Lema 3.2.9. Sea P un cono reproductor normal de un espacio de Banach (X, || ||).

Se define || - ||, : X — [0, 00) por:
lallg = Zp{llull : ~u <z <u},  VzeX. (3.3)
Se tiene que || - ||, es una norma equivalente a ||-|| y (X, || - ||,) es un espacio de Banach.

Demostracion
De lema |3.2.8| se deduce que hay un 7 > 0 tal que, para cada z € X, existen y,z € P
con |ly|| < 7l|z|| ¥ ||2]] < 7]|z|| tal que x =y — z y entonces se tiene
—(y—2)<r<y+=z (3.4)
Entonces para cada x € X existe u € P tal que
—u<zr<u (3.5)

Por lo cual || - ||, estd bien definido. Es facil verificar que || - ||, es norma de X.

Para cada x € X de y la normalidad de P, se obtiene
[zl < o+ ul| + [[ul] < 2N + 1)][ul].
Por lo tanto
l2z]] < 2N + Dinfuep{||ul| : —u <2 <u} = (2N + D],
Por otro lado, para cada x € X por se tiene
lzlly < [ly + 2] < [lyl + [|=]| < 27]|=]].
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2]’\’796! . < ||z||, £ 27]||z|| para cada € X. Esto muestra que || - || es

equivalente a || - ||, v por lo tanto (X, || -||,) es un espacio de Banach. |

Por lo tanto,

A continuacién se presentan algunos Teoremas del Punto Fijo propios, pero inspi-

rados en [5], [8] y [9].

Teorema 3.2.6. Sean (X,||-||,P) un espacio de Banach ordenado con P normal,
o, Vo € X con g < vg. Si T : (o, vo] — [po, vo] es una funcion creciente y Lipschitz

por la derecha con 0 < r < 1, entonces existe x* € [ug, vo] tal que para todo xq € 1o, vo|
(a) x* es el inico punto fijo de T';
(b) nh_):ngo x, =" donde {x,} es la sucesion de iterados de xy;
(c) ||xn —z"|| < 2r"N||vo — uol|| donde N es la constante normal de P.

Demostracién

Sean n, k € N. Como py € [10,vo, por el Lema se tiene que
Gg,unJrk_/JJn SVn_,un

Como T Lipschitz por la derecha implica v, — p, < r"(vo — po)-

Asf, 0 < pinyr — ftn < r™(vo — pto). Por otro lado, el Teorema [3.1.5] parte (b) nos
garantiza que X es uniformemente completo.
Por lo cual, existe z* € X tal que {u,} es (1 — po)—uniformemente convergente a x*.
Por Teorema x* es el inico punto fijo de T

Ahora se calcula la velocidad de convergencia {u,} a * de la siguiente manera.

Por Corolario [2.4.2] se tiene u,, < z* lo que implica
0<a" — pi =T"(2") = p < 7™ (2" — po) < 7" (10 — o).

Por lo cual, ||, —x*|| < Nr"||vo — pol|-

Por 1ltimo, se observa que para todo zg € [, vg| se cumple por Lema que
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0 <z, — pin <y — pi <7™(19 — p1o) 0 bien ||z, — pal| < Nv™||vo — po|- Asf,

[|n = 27| < fan — pn]| + [l — 27]]

< Nr'||vo — pol| + N7"[|vo — paol|

= 2r"N[vo — pol,
donde {z,} es la sucesién de iterados de Picard de xy. |
Teorema 3.2.7. Sea (X, || ||, P) un espacio normado ordenado. Sean py € X,

T : [po,00) — [10, 00) una funcion creciente y Lipschitz por la derecha.
Si {pn} es x—convergente a algin x* € X, entonces x* es un punto fijo de T
y para todo punto fijo y en [py,o0) se tiene z* < y.

Si ademds la constante O < r < 1 entonces x* es el unico punto fijo de T.

Demostraciéon
Como {u,} es x—converge a x*, entonces {1} es r—convergente a z* y para todo
n,m € N se cumple g < pn < fpim. Como cada [u,,00) es x—cerrado, entonces

tn < x*, esto implica que T'(i,) = pnr1 < T'(x*). Se sigue que

0 <T(z") = pnr = T(a") = T(pn) < (" = pan)-

*

Asi, {fin+1} es x—converge a T'(z*) y 2*. Como P es arquimediano, entonces T'(z*) = x*.

Sea y € [, 00) un punto fijo de T, entonces para todon € N, p, <y, =T"(y) =y

lo que implica que z* < .

Por otro lado z* < y implica T'(z*) < T(y) obien 0 < 2* —y = T(2*) =T (y) < r(z*—y).

Si0<r<1implica z* =y. |
Los siguientes dos teoremas para funciones Lipschitz en orden son tomados de [§]

dando una un prueba un poco diferente que usa la teoria hasta aqui expuesta.

Teorema 3.2.8. Sean (X, || - ||, P) espacio de Banach ordenado con P normal, pg, vy €

X tales que po < wvo y T : (1o, vo] — X una funcion Lipschitz en orden.
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Si o < T(uo), T(vo) < vy y k <1, entonces existe un unico punto fijo x* € [uo, vo|

de T y para cada xo € [po, vo] se tiene:

1
(i) {x,} la sucesion de iterados de Picard de xo para A(zx) = 1—+Z(T(x) + lz)
converge a T~
g . n : k+1
(11) ||zn—2"|| < 2r"N||vog—pol|, donde N es la constante normalidad de P yr = T
0<r<1).
Demostraciéon

Para la prueba se usa una funcién auxiliar con los mismo puntos fijos que T" en [ug, Vo).

Se define A : [ug,v9] — X por A(z) = %—I—l (T(z) + (x)).

k+1
Observacién 1). A es creciente y Lipschitz por la derecha con r = 1—1[
En efecto, sean x, y € [ug, o). Como T es Lipschitz se cumple
Uz —y) <T(z) - T(y) < k(z—y).
1 )
Como > 0 se tiene
1+1
_ 1 1 k+1
0< — (T l —— (T l < —
< 1+l( (z) +1(z)) 1+l( (y) +1(y) < 1+l($ Y),

o equivalentemente

0 < A(z) — A(y) < r(z —y).

ket
Yademésrzl—LE(O,l)yaquek<1yl>0.

Observacién 2). A([po, vo]) C [po, vo)-
Por hipétesis po < T'(10) < T'(vp) < v de lo cual se sigue:

(I +Dpo < T(po) + Upo) < T'(vo) + Uro) < (1 + D

Ast, g < A(po) < A(vg) < 1y y como A es creciente, entonces A([uo, vo]) C [1o, Vo]
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Por Teorema existe un unico punto fijo z* de A en [uo, 1)

Por 1ltimo, observe que:

y es punto fijode T'< T'(y) =y

< A(y) (T(y) +Uy)) =y

T 1+
< y es un punto fijo de A.

Por lo cual, z* es el tinico punto fijo de T en [ug, 1)- |

62



Capitulo 4

Teoremas del Punto Fijo sobre

Algebras Normadas Ordenadas

4.1. Conceptos previos sobre Algebras Ordenadas
Se comienza con la definicién de Algebra de Banach la cual es tomada de [11].

Definicién 4.1.1. Un espacio vectorial X sobre un campo K se llama dlgebra si existe
una multiplicacion en X tal que para cada x, y, z € X ya € K, las siguientes

condiciones son satisfechas:

1) zy € X;

(1) (xy) z =z (y2);
() (x+y)z=xz4+yz yx(y+z)=ay+axz;
(V) a(zy) = (ax)y = x (ay).

Si existe algin elemento e € X tal que ex = xe = x para todo z € X, se le llama

unidad (unidad multiplicativa).
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Cuando el espacio vectorial es particularmente un espacio normado, se da nueva

definicion que relaciona el concepto de algebra con el de norma.

Definicién 4.1.2. Un espacio normado (X, || - ||) se llama dlgebra normada si cumple:

W) Nyl < [|llyll;

(11) si X tiene una identidad e, entonces ||e|| = 1.

Si X es espacio de Banach, se llama X dlgebra de Banach y si X tiene unidad multi-

plicativa se llama dlgebra de Banach con unidad.

A continuacion se presentan algunos de los resultados sobre algebras de Banach

necesarios para el desarrollo de este trabajo.

Proposicién 4.1.1. Sea X un dlgebra con normada. Si {x,}, {y,} son sucesiones que

convergen a x, y respectivamente, entonces {x,y,} converge a xy.

Demostracion
Como {x,}, {y.} son sucesiones que convergen a x, y respectivamente, entonces existe
M >0y ng € N tales que para todo n € N se cumple que ||y,|| < My

sea € > 0 existe ng € N tal que si n > ng implica que

€ €
|2 —2|| < c—= ¥l —¥|| < 57—
2(||z|| + M) 2(|||| + M)

Asi,
znyn — 2yl < [lzn = 2ll[lyall + llyn = yllllz]] < (|l + M)([[zn — (| + |y —yl]) <e.
Lo cual termina la prueba. ]

Definicién 4.1.3. Sea X un dlgebra y x un elemento de X. El espectro de x es el

congunto denotado y definido por o(x) ={X € R: (x — Xe) no es invertible}.
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Definicién 4.1.4. Sea X un dlgebra y x un elemento de X. El radio espectral de x

es el nimero denotado y definido por r(x) = sup{|\| : A € o(x)}.

Proposicion 4.1.2. Sea X es un dlgebra de Banach con unidad e. Si x € X tal que

llz|| < 1, entonces e — x es invertible,

1
(e — ) Zl" yll (e H_l—HxH-

Demostracion
n+m
Para cada n € N se define S,, = Z x'. Como Syypm — Sy = Z z', entonces
=0 i=n+1
n+m n+m
1Snem = Sull = || D ' < Y |12
i=n+1 i=n-+1
n+m m—1
<Ol =l
i=n+1 i=0
|||+
1]

Asi, {S,} es de Cauchy y como X es Banach, entonces {S,} es convergente y

converge a Z z'. Por otro lado, para cadan € N, (e—x)S, = e+(—1)"2""! = S,(e—x).

(5) o (5] n

Por lo cual,
Por lo tanto,in:(e—x) y asi || (e — x) ||<Z||Z‘|| = |

||x||

Corolario 4.1.1. Sea X es un dlgebra de Banach con unidad e. St x € X tal que
1

lle — x|| < 1, entonces = es invertible y ||Jz7] < ————.
1—{le — ]
Demostraciéon
Como ||le —x|| < 1y por la Proposicién se tiene que x = e — (e — x) es invertible y
1
|

I —
e H_l—He—ﬂ|
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Teorema 4.1.1. Sea X un dlgebra de Banach con unidad e.

Para cada x € X se tiene r(z) < ||z||.

Demostracién
1
Obsérvese que para todo A € R tal que ||z|| < |A| implica ||e — (e — XI) ‘ = % <L
1
Por el Corolario [4.1.1| se tiene que e — 3E o8 invertible y asi Ae — x es invertible.
Por lo cual, si ||z|| < |A| implica A ¢ o(z), lo que es equivalente a
A € o(z) implica [A| < ||z|| y entonces r(z) < ||x]|. |

Ahora se estudiara un poco el conjunto de los elementos invertibles de un algebra

normada con unidad.

Definicién 4.1.5. Sea X un dlgebra normada con unidad e. Se define

G(X) ={z € X : x es invertible } el conjunto de los elementos invertibles de

X.

El siguiente Lema se puede encontrar la demostracion y la definicion correspondiente

en [I1] pagina 399.
Lema 4.1.1. Sea X un dlgebra de normada con unidad e, entonces G(X) es un grupo.
Teorema 4.1.2. Sea X un dlgebra de normada con unidad e. Se cumple:

(i) G(X) es abierto.

(ii) La funcion f : G(X) — G(X) dada por f(z) =2~ es continua.

Demostracion
Sean z,y € G(X) y e > 0.
Prueba (7).
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1
Sea z € X tal que z € B (x, W), es decir, ||z —z|| < , entonces
—

1
[|z=]
le =27zl = lla7 e — 27 2| = ]2 (z — 2)|
< |lz7 | ||z — =]
<1
Por Corolario vz € G(X) y como G(X) es un grupo z = x(x 'z) € G(X).

Por lo tanto, B (x, ) C G(X), es decir, G(X) es abierto.
Prueba (ii).

[lz=]]

1
Observe que ||z — y|| < §Hx’1H implica

_ _ 1
le =2yl < [le"|l flz —yll < 5.
Por el Corolario se tiene que
1
ly~"al| = [|(z""y) '] < <2
1—le =21yl
Asi,
M <y 2|l [l=7H] < 2fla™]
y como [|lz7! =y 7| = [Ja™" (z — y)y ||, entonces
™ =y < a7 ] e =yl ly 7 < 2lla 7 Plle =yl
P , € 1
Por tltimo, se define 6 = mm{ —Tig — }
2[|z= 2" 2[[z1|
Si ||z —y|| < 6 implica ||z —y || < e [

Proposicion 4.1.3. Sea X un dlgebra de Banach con unidad e.

Para cada x € X yn € N se cumple (r(z))" < r(z").

Demostracién
Sea A € o(x), entonces A" € o(z") y asi A" < r(z") o bien A < 7“(x”)%7 entonces
r(z) < T(x”)%, o equivalentemente (r(z))" < r(z"). [

La prueba de la proposicién se pueden encontrar en [10].
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Proposicién 4.1.4. Sea X un dlgebra de Banach con unidad e.

Para cada x € X se cumple la formula de Gelfand,

1
r(z) = lim ||a"||".

Proposiciéon 4.1.5. Sea X es un dlgebra de Banach con unidad e. Si x € X tal que

r(z) < 1, entonces e + x es invertible y (e + )" = Z(—l)’dti = Z(x)%(e — ).
i=0 i=0

Demostracién

Se define y = —x, entonces r(y) < 1. Por la proposicién [4.1.2|

o0
(e — y)_l = Z y', al sustituir y = —z se tiene que
i=0

(e+2z)' = Z(-W' = ZA% — ). |

Sea X un espacio normado, un algebra de Banach no conmutativa muy importante
es la creada por la operaciones usuales de producto, suma y composicién en operadores
lineales y acotados sobre espacios normados B(X).

Las definiciones correspondiente 7' € B(X) son las siguientes:

El espectro del operador T es el conjunto denotado y definido por o(z) = {\ €
R : (T — Md)™! no existe}.

El radio espectral de T es el nimero denotado y definido por r(7') = sup{|A| :
Aeo(T)}.

Definicién 4.1.6. Sea X un dlgebra (dlgebra normada) con unidad e. P C X es un

cono en X si cumple que
(i) P es un cono espacio vectorial (espacio normado),
(i) para cada x, y € P implica xy € P,
(iii) e € P.
Proposicién 4.1.6. Sea X un dlgebra con unidad e, con cono P. St A € P tal que

r(A) < 1, entonces
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(i) Si x invertible y =+ > 0 implica que x > 0, entonces para todo entero n > 1,

At<A<e.
(i) Para todo pu >0, p £ A, es decir, \p— pu ¢ P.
(i4i) Si XA >0, entonces (e — \)~* > 0.

Demostracién

() )

Como 7(A\) < 1, implica que (e — \)™" = Z)\i > 0, particularmente (e — \) > 0,
conlleva a A <e. =

Usando induccion se obtiene lo deseado.
(ii)

Supéngase que existe o > 0 tal que gy < Apg, entonces
(=M <0 ycomo (e—AN)"'>0
se sigue que py < 0,
po=(e=X)"(e=Nup<0-(e=A)7"=0

es decir, 119 < 0 lo cual es una contradiccion.
(iii)
Como 7()\) < 1, entonces e — A es invertible y (e — \) ™' = Z No= Z N 4e>e>0.
i=0

i=1

Se define an:Z)\i € Py A\ € P paratodo i € N.

i=0
Ademés, a,, converge a (e — \)~! cuando n tiende a infinito y P es cerrado implica que
(e—A)"t € P, es decir, (e — \) . |

Lema 4.1.2. Sea (X, P) un dlgebra normada ordenado con P un cono sélido y x €

int(P). Siy € P tal que y tiene inverso multiplicativo, entonces xy € int(P).
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Demostracion
Como z € int(P), entonces existe r > 0 tal que B(z,r) C P. Ademés, como y tiene un
inverso multiplicativo, entonces ||y || > 0.

r
Se probara que B | xy, ——— | C P.

|y~

Sea z € B (xy, , entonces ||z — zy|| < Asi,

r T
[y~ ly=HI

ley™ —all < flz —ayll Iy~ <7

lo que implica que zy~* € B(z,r) C Py como y € P
se tiene que z = zy 'y € P.

Por tanto, B (:)sy, ﬁ) C P, es decir, xy € int(P). |
Yy

. Cémo son los elementos invertibles en un (X, || - ||, P) dlgebra de Banach con
unidad €°? Lo primero que podemos asegurar es que no todos los elementos tienen
inversos multiplicativos. Mas atin, es falso que como en el caso real los niimeros tienen
inverso o al menos si tienen inverso este sea positivo, es decir, si x € P es invertible

implique ! € P.

Ejemplo 4.1.1. Sea (C[1,2],]| - ||) y P ={f € C[1,2] : f >0 y f creciente}.
En efecto, sea f(x) =1, Va € [1,2] es la unidad en C[1,2], sea fi(z) =x = f € Py

1 1
)= = ——— jent tant L¢P
(f1) " (x) o que no es creciente y por tanto (f1)~" ¢
Ejemplo 4.1.2. Sea X = Cg[0,1] dotado de la norma ||ul| = ||ulle + ||¥]lee ¥ P =

{ue X u(t) >0,Vt € 0,1]}, donde ||u||oec = mazicpau(t) para cada u € Cgl0,1].
Defina la multiplicacion en X como (zy)(t) = x(t)y(t) para cada x,y € X yt € [0,1].

X es un dlgebra de Banach con una unidad e(t) =1 y P es un cono sdlido no normal.
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4.2. Teoremas de Punto Fijo para Algebras Orde-
nadas

En esta seccién se desarrollan algunos teoremas de punto fijo para a algebras or-
denadas ordenadas. Usando la definicién de [9] que sustituye nimeros positivos por su

andlogo [, k € P.

Definicién 4.2.1. Sean (X, P) un dlgebra de Banach ordenado, D C X no vacio y
T : D — X un operador. T" se llama Lipschitz en Orden sobre Algebm,s de

Banach, si existen [,k € P tales que
—l(x—y) <T(z)-T(y) <k(z—y)
para todo x,y € D cony < x.

En este capitulo sélo se va e escribir como Lipschitz en orden, para referirme también
a las funciones Lipschitz en orden sobre algebras de Banach.Saber si se habla de la

definicion 0 dependera solamente de si X es una algebra o no.

Proposicion 4.2.1. Sea X un dlgebra de Banach ordenada con unidad e, P normal y
T : [0, vo] — [1o, Vo] una funcion de Lipschitz en orden sobre X.

Sik,JI<e, [l <1yllk+1]| <1—]||l||, entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracién
En la prueba se usa una funcién auxiliar con los mismos puntos fijos que T en [ug, Vo).
Como ||| <O£ por Proposicién se sigue que (e + 1) es invertible y
(e+) ' = Z(l)%(e —1)>0yaquel,e—1>0.
Se define A ?:[(ZLO, vo] — X dada por A(z) = (e + 1) (T(z) + ().
Se hacen las siguientes dos observaciones. La primera es que A es creciente.

Sean x, y € [uo, ] Como T es Lipschitz
—l(z—y) <T(x) = T(y) < k(z —y).

71
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Lo cual implica
0 < (T(z) +U(z) = (T(y) +Uy) < (k+ Dz —y).

Multiplicando por (e +1)~' > 0 se tiene que 0 < A(x) — A(y) < r(z —y),
donde r = (k+1)(e+1)""' €[0,¢] yaque — <k <e.
La segunda observacion es que A([uo, v0]) C 1o, vo]-

Ya que po < T(uo) vy T'(vo) < vy implica
o + o < T(po) +luo  y  T(vo) +lve < v+ g

Multiplicando por (e +1)~! > 0 se tiene que po < A(po) y A(vo) < 1.
Por la primera observacién A es creciente y asi se tiene A([uo, o)) C [po, 10)-
En consecuencia, sean {v,} la sucesién de iterados de Picard de 1, para el operador

Ay n, meN secumple que 0 < v, — Vi < 1"(p — 11). Como P es normal implica
1 = vkl < NIl (o — )| < NJrlsp — ]|

Ademas,

G

Ik +De+ D7 < kDI e+ D7 < T <1

Por lo cual, {v,,} es Cauchy y converge a x* € [ug, ).

Luego, sea g € [, o] se cumple
[V = @ul] < N[r"(vo — zo)[| < NI|r|["[[vo — zol|.

Por lo cual, {z,} converge a z".

Obsérvese que
|A(z") — 27| < [[A(2") — s || 4+ |t — 27|] < Nl — 27| + [ — 27|

Asi,
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lo que implica T'(z*) = z*.
Si y € [uo, 0] es punto fijo de T, entonces A(y) = (e+1)"" (T(y) + ly) =y, es decir,

y es punto fijo de A, es decir, {y,} converge a y, pero también a z*. Asi, y =z*. N

Proposicién 4.2.2. Sea X un dlgebra de Banach con un cono solido arquimediano P
y T : 1o, Vo] — [to, o] una funcion de Lipschitz en orden sobre X .

Sik<<e, ||l|| <1yeé€int(P), entonces T tiene un unico punto fijo.

Demostracién
Para la prueba se usard una funcién auxiliar que tiene los mismo puntos fijos que 7" en
[0, o). Se observa que (e + [) es invertible ya que r(l) < 1.
Se define A : 1, v0] — X dada por A(z) = (e + 1) (T(z) + I(z)).
Se hacen las siguientes tres observaciones. La primera es que A es creciente.

Sean x, y € [uo, o]. Como T es Lipschitz
—l(z —y) <T(x) = T(y) < k(z —y).
Lo cual implica
0 < (T(x) +Uz)) = (T(y) +1(y) < (k+ Dz —y).
Multiplicando por (e + 1)~ > 0 se tiene que
0< A(z) - A(y) <r(z —y)
donde r = (k+1)(e +1)"'. Ya que K << e implica que
0<k+l<<e+l obien 0<(k+l)(e+) << (e+Dle+l)=e
Se sigue que e — (k +1)(e + 1)~ € int(P), entonces existe A > 0 tal que

0<(k+De+D"'<Ae—(k+D(e+D7)
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o equivalentemente

A

6§%+0@+U*§1+A

e.

Sean z, y € [uo, 1], entonces
0 < A(z) = Aly) < (B + (e + 1) (z —y).

Asi, L. = X y el funcional de Minkowski || - ||¢

es una norma para L, ya que P arquimediano. Ademas, recuérdese que
|z||le = sup{\ > 0: 2 € [-Xe, Ae]}

A
de lo que sigue que ||[(k+ (e + 17", < T méas atn

_ A
1A(@) = AW)lle < [1(k + (e + )7 lelle = ylle < 775 llz = ylle-
La tercera observacion es que A([uo, o)) C |10, Vo).
Ya que po < T(uo) v T'(vo) < vp implica
po+ o < T(po) + 1oy T(vo) + g < v+ .

Multiplicando por (e +1)~" > 0 se tiene que o < A(uo) v A(vo) < 0.
Por la primera observacién A es creciente y asi se tiene A([uo, o)) C [1o, Vo)
En consecuencia, sean {v,} la sucesién de iterados de Picard de v para el operador A

y n, m € N se cumple que 0 < v,, — v < r"(vg — v1). Luego

A n
1 = vmselle < 11" (6 = )l < NPl = walle < (m) [

Por lo cual, {v,} es Cauchy y converge a z* € [uo, o).

Luego, sea g € [po, o] se cumple
vn = znlle < [[r"(vo — xo)lle < NI|rl["|lvo — 2ol

Por lo cual, {z,} converge a z*.

Obsérvese que
|A(z") — 2"[[e < [[A(2") = pnsalle + a1 — 27(|e < | — 27([e + [|pns1 — 27
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Asi,
A@) ="y A@) = (e+)" (T(") +iz")

lo que implica T'(z*) = ™.

Siy € [po, 1) es punto fijo de T, entonces A(y) = (e+1)~" (T'(y) + ly) = y, es decir,
y es punto fijo de A, es decir, {y,} converge a y, pero también a z*. Asi, y = x*. ]

Las definicién s0lo cumple una de las condiciones de la definicion .
Otra extensién del concepto de Lipschitz en orden es:

Se presentan algunos teoremas que son para funciones Lipschitz en orden sobre

Algebras de Banach. Para este teorema son necesarias las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.2. Sean (X, P) con P un cono solido normal, T : X — X una

funcion, xg € X y{x,} la sucesion de iterados de Picard de xq. Se dice que T es:

(i) Picard completo en x, si {x,} es w— Cauchy implica que {x,} es w—

convergente.

(i1) Picard completo en X, si T es Picard completo en x, para cada v € X.

Teorema 4.2.1. Sea P un cono sdlido del dlgebra de Banach (X, ||-||) v po,v0 € X con
po < vo. Asumir que T : (o, Vo] = [1o, o] €s una funcidn de orden Lipschitz creciente
conk,l € P. Sir(k) <1yT es Picard completo en gy y vy, entonces T tiene un inico
punto fijo x* € [uo, vo] ¥ para cada ¢ € 1o, 1o] se tiene que x, — x*, donde {z,} es la

sucesion de iterados de Picard de xq.

Demostraciéon
Sean {1}y {vn} las sucesiones de Iterados de Picard de py y v9. Como T es creciente

en [, o] y Corolario resulta que para cadan € N
po <pn Spg <o Sppy Ko S < <y Sy S, (4.1)
Por P? C P se obtiene que
0 < v — fin < k(o1 — pin-1) < k> (V-2 — pin—2) < -+ < K" (1o — po). (4.2)
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Entonces para cada m > n, por Lema (2.4.1) y Corolario (2.4.1)) se tiene

(_)S,Um_ﬂn<l/n ,un<k< M(])?

] (4.3)
0<vp—Un<Uy— ptn <E"(vog— o).
Como r(k) < 1, por la férmula de Gelfand existe ng € Ny a € [0, 1) tal que
[E"[] < a™, Vn>ng (4.4)

lo que implica que k" 11 5. Note que ||k (vo — po)|l < [IE"]|||(vo — wo)]|, entonces

se obtiene k" (vy — o) iy} Ademss,

Asi se desprende de (4.3) y (4.5)) y se tiene que {p,} y {v»} son secuencias de w—Cauchy.

Como T es Picard completo en g y vy, existen p*, v* € X de manera que
[ — 1, Un = UF (4.6)

Haciendo n — oo en (4.2) por (4.6) se tiene pu* = v*. Sea z* = p* = v*, entonces
x* € [uo, o] por (4.1). Para cada m > n, por (4.1) se tiene

P < gy < oo L vy < 1y (4.7)
Haciendo m — oo en , por se tiene que
pn < 2" <wv,, VnéeN, (4.8)
junto con la propiedad no decreciente de T" en [, 1] implica que,
pn = T(pin—1) <T(x*) <T(Vno1) =y, VneN (4.9)

Dejando n — oo en (4.9)), se obtiene z* = Tz* por (4.6) y que el limite es tnico.

Por lo tanto z* es un punto fijo en T
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Para cada g € [uo, o], sea x, = T"xo. Esta claro que p; = Tpo < Taxg =21 < Tvg = 11y

ya que T' es creciente en [po, vp]. Luego, por induccién, se obtiene
pn <, <v, VneN, (4.10)

que junto con implica que x, — z*. Sea y* € [0, vo] ser otro punto fijo de Ty
Yn = T"(y*). Del mismo modo, podemos mostrar que y, — x*. Tenga en cuenta que
y, = T™y* = y* implica que y, — y*, entonces x = z*. Por lo tanto, T tiene un punto
fijo tnico x* € [uo, ). |

El siguiente teorema nos dice cuando tiene una convergencia en norma.

Teorema 4.2.2. Sea P un cono sélido normal de un dlgebra de Banach (X,||-]|) v
T : X — X una funcion Lipschitz en orden conl =k € P. Sir(k) < 1, entonces T
tiene un punto fijo unico x* € X y para cada xo € X, se tiene x, M> z*, donde {x,}

es la sucesion de iterados de Picard de xg.

Demostracion
Sean x,y € X. Como P es solido, por Lema |3.2.8| existe u € P tal que —pu < x—y < p.

Se probara por induccién que para todo n € N se cumple —k"p < T"z — T"y < k" p.
Tty —p Ty —p
Ty Sm Ty S
Asi, aplicado que T es Lipschitz en orden sobre un algebra de Banach se tiene

Lk (w) < Tw_T (WT—M) <k (w) (411)

() enn (252 e (52)

la segunda desigualdad se puede reescribirse como

g (W) <7 (WT—M) CTy<h <W> - (4.12)

Sumando (4.11)) v (4.12)) se tiene —ku < Tz — Ty < kpu.

7

Para n = 1, se tiene que —p < & —y < p implica <u,
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Suponer que para algin n € N se cumple —k"p < T"z —T"y < k" .
Se sigue que

Tz +TMy — k™
2

T +T"y — k™

< Tz,
2

<T"y.

Aplicando que T es Lipschitz en orden sobre un algebra de Banach se tiene

g (T x—T2y+k u) gT”*lx—T(T x+T2y—k ,u)

4.13
(T"x—T”y—i—k:”u) ( )
<k
- 2
y
i Ty =T "z 4+ k" <y T T+ Ty — k"u <k Ty — Tz + k"
2 2 2
que puede reescribirse como
—k<T y—TQI—i—k M)§T<T x—l—sz—k M)—T"Hy
. . . (4.14)
Sk(Ty—TQ:JEJrk; u).

Sumando (4.13)) y (4.14) se obtiene —k" "ty < Ty — Ty < "y

Por lo tanto se cumple que para cada n € N se tiene —k"u <T"x — T"y < k" .
Asi,

|1T"z = T ylly = 2p{llv]l : —v < T"w =Ty < vh < [[K"pl] < [[E"]] [|p]]-
Como g es un elemento arbitrario que cumple —pu < x —y < p, se tiene
1Tz = Tyl < I[E"|[2p{Ilull : —u <z —y <u}, = ||E"]] [z = yll,-

De la formula de Gelfand y (k) < 1 se sigue que existen ng € Ny a € [0,1) tal que

67| < o™y asi

177 = Tlly < |16 |z~ wlly < a”llz — yllp,  paran > no.
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Por otro lado, o™ < 1 implica que 7™ : X — X es una contracciéon de Banach.

Por el Lema (X, || - llo) es un espacio de Banach, luego por el principio de con-
traccion de Banach, T™ tiene un punto fijo unico z* € X, es decir, T™z* = x*. Por
Teorema se tiene x* es el unico punto fijo de T'.

Sea rg € X y {z,} la sucesién de iterados de Picard de xy. Observe que {z, : n €
N} = {zo, 21, , Tpg—1, T™00, T™ 21, -+, T™ 20y 1, T 20, T* 21, T2 1, } =
{2, T™ 20, T* 10, - - - YU{w1, T2, T?21, - YU - U{T0y 1, T g1, T Ty 1, * }-

Se define ¢! = T""x; para cada n y cada 0 < i < ny — 1.

Observe que {y’} es la sucesién de iterados de Picard de z; para el operador T7.

Se sigue que, para cadai € {0,1,--- ,ng—1} 3, M o*y {yt :n € N} = {x;, T"x;, T*x;, - -
Asf, para cada € > 0 existe un entero positivo m{ tal que ||y, — x*||, <€, si n > m}.

Sea my = Mmaxo<i<n,—1My, entonces para cada 4, se tiene ||y, — z*||, < €, si n > my.
no—1

Ademés, {z, :n € N} = U {y}, : n € N} implica que ||z, — 2*||, <€, si n > mgno.
i=0

Por tanto, o, s y asf z, LR z*, ya que || - || y || - ||o son equivalentes. |

Definicién 4.2.3. Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado, D C X subespacio vecto-
rial y T : D — X una funcion. T se llama Lipschitz en orden con restricciones
operadores lineales y acotados, si exristen

A, B: D — X operadores lineales y acotadas tales que
—A(x—y)<T(x)-T(y) <B(z—y)
para todo x, y € D cony < x.

En [9] se sustituyen los nimeros —I, k por operadores —A, B, sin embargo, también
se pueden sustituir por elementos [, k € P que son analogos a los niimeros positivos en

espacios vectoriales ordenados.

También se pueden sustituir los niimeros [, k por operadores que estén bien definidos

sobre x — y cuando y < x, pero esto ultimo por definicion es equivalente a x — y € P.
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Asi se tiene la siguiente definicién dada en [8]. La cual daremos como una observacién

de la anterior.

Observacion 8. En [8] la definicion 4.2.3 se presenta:
Sean (X, P) un espacio vectorial ordenado, D C X yT : D — X wuna funcion. T se
llama Lipschitz en Orden con restricciones operadores lineales y acotados,

si existen constantes A, B : P — P operadores lineales y acotados tales que
Alx—y) <T(x)-T(y) < Bz -y
para todo x, y € D cony < x.

Un caso particular de la definicion Lipschitz para operadores lineales acotados es el
Lipschitz sobre algebras de Banach pensando en A(z2) =1(z) y B(z) = k(2).

A continuacion se escribiran los resultados pertinentes a estas definiciones.

Teorema 4.2.3. Sea P un cono reproductor normal y T' : X — X es un operador
Lipschitz en orden con restricciones operadores lineales y acotados. St A =B : X —
X, ||B|| < 1 y positivo,entonces T tiene un punto fijo unico x* en X y, para cualquier

xo € X, si {x,} la sucesion de iterados de Picard de xq y T es convergente a x*.

Demostracion
Sean x,y € X. Como P es reproductor, por Lema |3.2.8| existe u € P tal que

—pu <z —y <pylanorma ||z||, = nf{||y|| : p € P,—p < & < pu} es equivalente a la

- : 1 1
norma original || - ||. Se sigue que z > §(x+y — W), Y= §(x+y — W)
Aplicando que T es operador Lipschitz, se tiene
_p(TTYERY cpp o (TR TR o p (TIYERY (45
2 2 2
y
—B(—y_§+“)sTy—T<—x+g_“)§B(—y_';+“). (4.16)
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Al restar a , entonces se obtiene —Bu < Tx — Ty < Bp.
Como B es positivo y 0 < p, entonces 0 = B(0) < B(u) y asi Bu € P.
Asi, ||Tx —Tyl|, < ||Bp|l < [|B]] ||p]]. Ademas, dado que p es arbitrario, se tiene
| Tz —Tyll, < ||B] |z —ylly- Ya que ||B]| < 1, segtin el principio de contraccién de
Banach, T tiene un punto fijo inico z* y, para cualquier zy € X, si x, = Tz,_1(n =
1,2,3,---), entonces se tiene ||z, — x"||, converge a 0. Por la equivalencia de || - ||, v
|| - ||, se obtiene ||z, — z*|| converge a 0 cuando n tiende a oco. |

A continuacién se da un aplicacién para la teoria expuesta en capitulos anteriores.

Ejemplo 4.2.1. Sea X = Cy[0,1] esta dotado de la norma ||ul| = ||ulls + |[¢/]|s0 ¥
P={ue X :u(t)>0,Vte|0,1]}, donde ||u||oc = m[éx} u(t) para cada u € Cg|0,1].
tefo,1

Defina una multiplicacion en X por (zy)(t) = z(t)y(t) para cada x,y € X yt € [0, 1].
Claramente, (X,]| - ||) es un Algebra de Banach con una unidad e(t) =1 y P es un
cono solido no normal por el ejemplo|5.2.1,.

2

1
Sean Tx = z°,ug = 0 yvo(t) = a, donde 0 es la funcion constante cero y a € [0, —) )

2
Claramente, Tuy > ug y Tvy < vo.Para cada x,y € [ug, vo] con y < z, tenemos

0 < (Tx)(t) — (Ty)(t) = 2*(t)-y*(t) = ((t) + y() (=(t) — y(1)) < k(=(t) — (1))

para cada t € [0,1], donde k = 2ae. Esto muestra que T : [ug,vo] — X es una funcion
de orden de Lipschitz creciente con r(k) = 2a < 1. Sea {u,} y {v,} el sucesiones de
iterados de Picard de ug y vo, luego u, = 0 y v, (t) = a* para cada n, y asi ||u,|| = 0
y ||vn|| = a®" para cada n, lo que obliga a que u, converge con la norma ||-|| a 6 y v,
andlogamente converge a 6.

Se sigue que las sucesiones {p,}, {vn} son w—-convergentes a la funcion 0. Sea
€ € int(P) se sigue que {p,}, {vn} son e—uniformemente convergentes a la funcion 0.

Luego, por el Teorema se tiene que la funcion 0 es el unico punto Fijo de T.
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Capitulo 5

Conclusiones

Sea una funcién f de un espacio normado X en si mismo. La propiedad de tener un
punto fijo es independiente de la norma que tenga X.

En [3] y [5] se definen otras convergencias para los espacios normados ordenados.
En este trabajo se analizaron la w—convergencia y la x—uniforme convergencia, asi
como la relacién que guardan con la convergencia en norma.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

(1) En [§] y [9] se trabaja con la w—convergencia para obtener Teoremas del Punto
Fijo tipo Banach, usando principalmente las siguientes propiedades.
En el Teorema|3.2.1|se prueba que la convergencia en norma implica la w—convergencia.
El Ejemplo es de una sucesién w—convergente, pero que no converge en norma.

Si el cono es normal, entonces las convergencias son equivalentes.

(2) En el capitulo 2 se define V, el ideal generado por un vector x > 0.
V, es subespacio de X que tiene una norma || - ||, definida mediante el funcional de
Minkowski y la convergencia en || - ||, es equivalente a la x—uniforme convergencia.
Como V,, se define en espacios vectoriales ordenados, entonces se tiene la norma
|| - || independientemente de si X es un espacio normado o espacio vectorial.

Por lo cual, la z—convergencia es 1til si el espacio no tiene norma.
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(3) La w—convergencia implica la z—uniformemente convergencia para x € int(P).
Como no todo cono es sdlido, se tiene que la xr—uniforme convergencia no implica
la w—convergencia. Por lo cual, la x—uniformemente convergencia es ttil cuando

el cono no es solido.

(4) En el Ejemplo se da una sucesién que es convergente norma pero no es
x—convergente y la Observacion |3 proporciona un ejemplo de una sucesién que
es r—uniformemente convergente, pero no converge en norma. Por lo cual,

la z—uniformemente convergencia es 1til cuando la sucesién no converge en norma

(5) Si el cono es normal se tiene que una sucesion que es x—uniformemente convergente
es convergente en norma. Asi encontrar un punto fijo y la estimacion de velocidad
de convergencia mediante un vector es suficiente para tener un punto fijo y su
estimacion en V. Para que el algoritmo funcione en todo X se debe buscar que x

sea una unidad de P—orden.

(6) Los Teoremas |3.1.5] y las Proposiciones {4.2.1] son una variacién de

otros Teoremas que aparecen en [5], [§] y [9]. Los primeros son demostrados usando
la z—uniforme convergencia y conjuntos z—cerrados. En [5], [8] v [9] se usa la

w—convergencia y los conjuntos w—cerrados.
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Apéndice A

Espacios métricos

A.1. Espacios métricos

Definiciéon A.1.1. Sea X un conjunto diferente del vacio y d : X x X — R una
funcion. Se dice que d es una métrica o distancia en X, si para cada z, y, z € X, d

cumple con las siguientes propiedades:

(M1) d(z,y) > 0.

(M2) d(z,y) =0 si y sélo si x =y.

(M3) d(z,y) = d(y,x) (simetria).

(M4) d(z,z) < d(x,y)+ d(y, z) (desigualdad del triangulo).

Si X es un conjunto y d es una métrica en X, entonces a la pareja (X,d) se le
llama espacio métrico . Cuando no haya confusion, a X se le llamard espacio métrico

sin hacer referencia a la métrica d.

Ejemplo A.1.1. Sean v = (1, %9, ..., 7)), Yy = (Y1, Y2, ..., Yn) en R, se define

dy : R" x R* — R como:

di(z,y) = Z|J3z — Yil.
=1
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A esta métrica se le conoce como la métrica del tazxista.

A continuacién se presentan las siguientes definiciones, las cuales se usaran en capitu-

los posteriores.

Definicién A.1.2. Sea (X,d) un espacio métrico, para cada x € X yr € R tal que

r > 0. Se definen los siguientes subconjuntos de X:

1. La bola abierta con centro en x y radio r es el conjunto :

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}.

2. La bola cerrada con centro en x y radio r es el conjunto :

Blz,r] ={y € X : d(x,y) <r}.

3. La esfera con centro en x y radio v es el conjunto :

S(x,r)={ye X :d(x,y) =r}.

Observacion 9. Si el radio r es un numero estrictamente positivo entonces la bola
abierta y la bola cerrada son conjuntos diferentes del vacio, ya que al menos contienen

a su centro.

Las siguientes definiciones generalizan el concepto de bola abierta y bola cerrada de

un conjunto.

Definicién A.1.3. Un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) es:
1. Abierto, si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.
2. Cerrado, si X \ A = A® es abierto.

Definicién A.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico, v € X y A C X. Se dice que x es:
1. Un punto interior de A, si existe € > 0, tal que B(x,€) C A.

2. Un punto adherente de A, si para cada r > 0, B(z,7) N A # (.
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Usualmente en la definicién de punto interior el € depende de x. Pero, en lugar de

escribir €, se escribira € bajo el entendido que se comprende que existe esta dependencia.

Definicién A.1.5. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X, d); el interior de
A se denota porint(A) y se define como:

int(A) = {x € X : x es punto interior de A}.

Definicién A.1.6. Sea A un subconjunto de un espacio métrico (X,d), la cerradura
de A que se denota con A se define como:

A= {r € X :x es punto adherente de A}.

Definicién A.1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion en (X,d), es una
funcion f: N — X.

Donde f(n) se representa como x, para cada n € N y se usard la notacion usual
para sucesion {Ty tnen, {Tn}oeq,{zn} o simplemente (x,).

Nota. No se deberd confundir {z,} que es la notacion de una funcién f: N — X

con f(N) ={z, :n € N} que es el rango de la sucesion.

Definicién A.1.8. Sean (X,d) un espacio métrico, {x;}ien una sucesion en X y x un

elemento de X, se dice que:

1. {z;}ien converge a x si para todo € > 0 existe k € N de tal forma que para cada

n >k se cumple que d(x,,x) < e.

2. {z;}ien es de Cauchy si para todo € > 0 existe k € N de tal forma que para cada

m,n >k se cumple que d(x,,,z,) < €.

Una sucesion no convergente se llama divergente.

Teorema A.1.1. Toda sucesion convergente en un espacio métrico (X,d), es una su-

cesion de Cauchy.
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El reciproco del Teorema no es verdadero, es decir, una sucesién de Cauchy
no siempre sera convergente en un espacio métrico X.

1
Contraejemplo: Sea X = (0,1) con la métrica euclidiana en R. La sucesién {—} es
n

n—oo M,

1 1
de Cauchy en (0,1). Se sabe que lim — = 0. Pero 0 ¢ (0,1). Por lo tanto, {—} no es
n
convergente en (0, 1).
Ya que no en todo espacio métrico una sucesiéon de Cauchy es convergente, surge la

siguiente definicién.

Definicién A.1.9. Un espacio métrico (X, d) es completo, si toda sucesion de Cauchy

es convergente en X.

Definicién A.1.10. Sea A un subconjunto no vacio en (X, d) espacio métrico. Se dice

que A es acotado, si existe k > 0 tal que para todo x, y € A, se tiene que

d(z,y) < k.
Una sucesion en un espacio métrico se dice que es acotada si su tmagen es acotada.
Teorema A.1.2. Toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico X es acotada.

El reciproco del Teorema no siempre es cierto, es decir, una sucesién acotada
no siempre es de Cauchy.
Contraejemplo: La sucesién {(—1)"} es acotada, pero es facil comprobar que tal

sucesion no es de Cauchy.

Definicién A.1.11. Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (X,d). Sea {ny}
-, ’ . . e o0
una sucesion de nimeros naturales estrictamente creciente. A la sucesion {T,, },_, se

le llama subsucesion de {z,}.

Teorema A.1.3. Si una sucesion de Cauchy {x,} en un espacio métrico (X,d) admite
una subsucesion convergente, entonces {x,} es convergente y ambas tienen el mismo

limite.
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Definicién A.1.12. Sean (X,dx), (Y,dy) dos espacios métricos, xo en X y f : X —
Y wuna funcion. Se dice que la funcion f es continua en el punto xy, si se cumple
la siguiente condicion: para cada € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que si v € X y

dx(z, ) < 9§, entonces dy (f(x), f(xg)) < €.

En realidad, se deberia decir que f es dx — dy continua en el punto zy ya que, en

general, la continuidad de f depende de las métricas que se estén considerando.

Definicién A.1.13. Sea A C X. Se dice que la funcion f: X —Y es continua en A,
si f es continua en cada punto de A.

Cuando ocurra que A = X, se dird que f es continua.

Definicién A.1.14. Sean (X, dx), (Y,dy) dos espacios métricos, se dird que la funcién
f: X =Y es uniformemente continua en X si f cumple que: para cada € > 0, existe

d >0, tal que si x1,x9 € X y dx(z1,22) <6, entonces dy (f(x1), f(z2)) <.

Note que § depende de €. De esta manera, se deberfa escribir como §(€), pero se
dejard como 9 bajo el entendido que se comprende lo anterior. Ademas, a diferencia de
la definicién de continuidad de una funcién, en este caso se tiene que 6 no depende de

x.

A.2. Teorema de Categoria de Baire

Definicién A.2.1. Un subconjunto M de un espacio métrico X se dice que es:
* raro o nunca denso en X si la clausura M no tiene puntos interiores.

x flaco o de primera categoria en X si

M:QAn

donde cada A,, es nunca denso en X.
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x de segunda categoria en X si M no es de primera categoria.
Lema A.2.1. Sea X un espacio métrico y A C X
a) Si A es nada denso entonces A es nada denso
b) intA =10 siy sélo si (X\A) =X.

Demostracién

A continuacién se muestran las demostraciones por separado
a) Es consecuencia inmediata de la definiciéon

b) Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es cerrado
= | Si intA = ) entonces cualquier abierto no vacfo, digase F, no estd contenido en
A, luego existe e € F tal que e ¢ A, entonces e N A° # (). Por tanto X'\ A es denso,
de ahf que (X\A) = X

< | Demostracién andloga
|

Lema A.2.2. Sea X un espacio métrico y A C X. Entonces A es un nada denso si y
solo si para cada U conjunto abierto no vacio, existe un V' conjunto abierto no vacio

tal que V.CU yVNA=1

Demostracién

= ] Sea U un subconjunto abierto no vacfo de X . Como intA = () se cumple que U € A,
con lo cual U N X\A # 0 es abierto y (UNX\A) NA+# (. Tomando a V =U N X\A,
se termina la prueba.

<« | Supéngase que intA # (). Por hipétesis existe V' C intA abierto no vacio tal que
VNA=10.SzeV, dado que V C intA C A, entonces x € Ay, como V es una
vecindad de #, ANV # () lo cual es falso. Por tanto intA = §. |

Ejercicios:
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1. Sean O, Oy abiertos densos en X, entonces O; N Oy es abierto y denso en X.

2. Sea {O,,} una sucesién de abiertos y densos X. Entonces ﬂ O,, es denso en X.

n=1
Teorema A.2.1. [Teorema de Categoria de Baire]

Sea X es un espacio métrico completo y {A,} sucesion de subconjuntos de X .

oo
St X = U A,, entonces existe un ky € N tal que el interior de Ay, es no vacio.

n=1

Demostracion

Sea {A,}, ., una sucesion que X = U A,,. Supéngase que {4, } _  es una sucesion de

new
new

conjuntos nada densos. Como para cada n € N, A, es nunca denso, es decir, int(A,) = 0
y por el Lema (A.2.1) inciso (b) se tiene que X\intA, = X o bien X\A, = X. As
tomando F;, = X\ A,, se tiene que cada F}, es abierto y denso. Por Ejercicio 2 se cumple

que m F,, # 0. Por tanto X'\ U A, # () lo cual es falso. |

Asi sabemos que todo espacio métrico completo es de segunda categoria.

A.3. Espacios normados

Definicién A.3.1. Un conjunto X no vacio es un espacio vectorial sobre un campo K,
st en X estdn definidas dos operaciones binarias, denotadas por + (llamada suma y que
es una operacion interior) y - (producto por un escalar que es una operacion ecterior)

tales que para cada x,y,z € X y o, € K se cumple:

(Vi) x+ye X ya-p€K,

(V2) x+ (y+2)=(z+y)+ =z

(V3) v +y=y+uw.

(V4) Ezisten 0 € X y1 € K tales quex +0=z y 1 -x==x.
(V5) Existe —x € X tal que x + (—x) = 0.
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(V6) a- (x+y)=a-x+a-y.
(V7)) (a+8) - x=a-x+ - x.
(V8) a-(B-z) = (a-f)-x.

En adelante usaremos o - x = azr , a - f=af y llamaremos a los elementos de X

vectores y a los elementos de K escalares.
Ejemplo A.3.1. {f: X C R — R} es un espacio vectorial sobre el campo R.

Definicién A.3.2. St X es un espacio vectorial sobre K y si W C X no es vacio,
entonces W es un subespacio de X si bajo las operaciones de X, W forma un espacio

vectorial sobre K.

Proposicion A.3.1. §i X es un espacio vectorial sobre K y W C X no vacio, entonces
W es un subespacio de X siempre que wi,wy € W y a, B € K implique que cw,+ Pwy €
w.

Definicién A.3.3. Si x4,...,x, son vectores y aq,...,au, escalares, el vector

n
E ;5
i=1

es una combinacion lineal del sistema de vectores {x;}i; .

Definicién A.3.4. Dado un sistema de vectores {x;}1-,, se dice que es linealmente

independiente cuando
n
E a;r; = 0
i=1

implica que a;; = 0 para todo 1 <1 < n.

Ahora se hablara de lo que es un espacio normado ordenado. Para esto recordemos

las siguientes definiciones.
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Definicién A.3.5. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K (K =R o K = C).
La funcion || - ||: X — R se llama norma en X si para cada x, y € X y para cualquier

t € K se cumplen las siguientes propiedades:
(N1) ||z [|= 0.

(N2) ||z ||=0 <=z =0.

(N3) |t |l=[ 2] [} ]

(N Iz +y <=+ 1yl

Si || - || es una norma en X, al par (X,| - ||) se le llama espacio normado o
espacio vectorial normado.
Si se cumplen las condiciones (N1), (N3) y (N4) en lugar de cumplir (N2) cumple

una propiedad (N2') la cual es x = 0 = ||z|| = 0 se dice que es una seminorma.

Lema A.3.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado. La funcion d : X x X — RT U {0}

dada por d(x,y) =|| x —y || para z, y € X es una métrica para X.

Demostracién

Sean z, y, z en X, la funcién d cumple:
(N1) d(z,y) =[x =y [[> 0.
(N2) d(z,y) =0<=|z-y|=0<=2-y=0<=2=1y.

(N3) d(z,y) =z —y =] (-D)(y —2) =] =1 || y =z ||=[ y — = ||= d(y,z) luego
d(z,y) = d(y, ).

(N4) d(z,y) =z —y = (@ —2)+ c-y) ISz =2+ |z -y ||=d(z,2) +d(z,y).
Por lo tanto, d es una métrica para X, es decir, (X, d) es un espacio métrico. |
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Observacion 10. En lo que resta del trabajo cuando se hable de la métrica de un
espacio normado, serd la métrica definida en el Lema[A.3.1], a menos que se especifique

lo contrario.

Se presentan algunos ejemplos de espacios normados.

Ejemplo A.3.2. Sea ||| : R" — R definida por

|20 = 1121?2;\5m| para cada v = (x1, To, ..., T,) en R™.

La pareja (X, ||||o) €s un espacio normado.

Definicién A.3.6. Sea X un espacio normado. Se dice que X es un espacio de

Banach, si X es un espacio completo.

Los espacios de Banach reciben su nombre en honor al matematico polaco, Stefan
Banach. Estos son uno de los objetos de estudio mas importantes en el Analisis Fun-
cional.

El siguiente ejemplo se usard con frecuencia en el capitulo 4.

Ejemplo A.3.3. Sean X = C ([a,b],R) = {f : [a,b] — R| f es continua en [a,b]}
Y |Ille : X — R definida por

[fllse = sup {|f(2)| para cada x en [a,b]}.

La pareja (X, ||||oc) €s un espacio de Banach.
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Complemento de espacios

ordenados

Lema B.0.1. Sea (X, P) un espacio normado con P un cono sélido y x en X. Si existe

1 1 _
y € int(P) tal que para todo n € N se cumple ——y << x << —y, entonces x = 0.
n n
Demostracion

1 1 _
Para cada n € N, se cumple que ——y << x << —y, lo cual implica que 0 << z — —,
n n n

_ 1 11
0 << — —zobienz——,——x € int(P) C P. Aplicando limite cuando n tiende a
n n’'n

infinito y el hecho de que P es cerrado, se tiene que —x,x € P, es decir, z = 0. ]

B.1. Funcional de Minkowski

Para esta seccion comenzamos con las siguientes definiciones

Definicién B.1.1. Sean X un espacio vectorial real y A C X no wvacio. Se dice que A

es:
1) Estelar en X, si cumple
() ) p
VO<t<l,xe A=z etA
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(ii)) Absorbente en X, si cumple

Vee X dtg >0 t2t0:>l’€tz4

(111) Balanceado, si cumple

VIAl<1=MACA.
(iv) Convexo, si cumple

0<A<1I=XMM+(1-NACA

Observaciones sobre conjuntos absorbentes:

Sean X un espacio vectorial real y A absorbente en X. Se cumple:

1. 0 € A
En efecto, ya que A es absorbente entonces para 0 existe t > 0 tal que t0 € A y

como 0 = t0 se tiene el resultado deseado.

2. Ve e X,inf{t >0 : ze€tA} >0.
Como A es absorbente entonces para z existe ¢ > 0 tal que txr € A y asi
{t>0: z€tA} # (0 y como {t >0 : z €tA} es acotado inferiormente por
0 implica que existe inf {t >0 : x € tA}. Méds aun, inf{t >0 : x €tA} > 01lo

cual termina la prueba.

3. A esabsorbente & Vre X 3t; >0 : 0<t<t; = txe A
En efecto, A es absorbente en X, si y sélo si para todo x € X existe tg > 0 tal
que t >ty implica = € tA o equivalentemente existe z; € A tal que

o1
x = tx; o bien ;x = 7.

Por otro lado se tiene que ¢t > ¢y > 0 si y s6lo si 0 <

S

1
< —.
=%

1
Definiendo t; = . te tiene el resultado deseado.
0
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4. AC B C X = B es absorbente.
En efecto, A es absorbente en X, si y solo si para todo z € X existe ty5 > 0 tal
que t > to implica x € tA o equivalentemente existe x; € A tal que

x =tr; y A C B implica que z = tx; € tB lo cual concluye la prueba.

Definicién B.1.2. Sean X un espacio vectorial real y A C X absorbente. Se define
pa: X — [0, c0)

pa(z) =mf{t >0 : z €tA}. A la funcion pa se le llama funcional de Minkowski

de . A

La observacién 2) sobre conjuntos absorbentes se tiene que el funcional de Minkowski

estd bien definido.

Teorema B.1.1. Sean X un espacio vectorial real, A C X absorbente y \ € R.
Sea py : X — [0, 00) dada por pa(x) = inf{t >0 : x € tA} el funcional de Min-
kowski de A.

(i) Si A es balanceado, entonces © € X se tiene pa(Ax) = |A|pa(z).
(ii) Si A es convexo, entonces para todo x,y € X se tiene pa(x+y) = pa(x)+ pa(y).

Demostraciéon
Prueba (7).
Sea x € X, por la observacion 2, pa(z) > 0 estd bien definido.
Caso 1) A > 0. Primero se probara que pa(Ax) < Apa(z).
Para todo t > 0 tal que = € tA existe x; € A que cumple x = tx; si y sélo si Ax = tAx;.

Asi, pa(Ax) <t para todo ¢ con la propiedad ya mencionada.

A
Luego, pal\) es cota inferior de {t > 0 : = € tA}. Se sigue que
”A(;“’) <tf{t>0 : x€tA} = pa(x).

Ahora, se probard que pa(Ax) > Apa(z).
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t
Para todo t > 0 tal que A\x € tA existe x; € A que cumple Az = tx; si y sélosi z = th'

Asi, pa(x) < ;, se sigue que Apa(x) < t. Por lo cual,
Apa(z) <inf{t >0 : Az € tA} = pa(Az) lo cual termina la prueba.
Caso 2) A = 0.
Observemos que Az = 0 y por la observacién 1, 0 € A, lo que implica que para todo
r > 0 se cumple 0 = r0 € A, es decir, pa(Ar) = pa(0) = 0 = Apa(x).
Caso 3) A < 0.
Primero se probard que ps(Az) < —Apa(x).
Para todo t > 0 tal que = € tA existe x; € A que cumple x = tx; si y s6lo si Az = tAx;
o equivalentemente Az = (—\t)(—z;) donde —z; € A ya que A es balanceado. Asi,

pa(Azx) < =\t para todo t con la propiedad ya mencionada.

A
Luego, paAT) es cota inferior de {t >0 : = € tA}. Se sigue que
A
pA()\x) <if{t>0 : xe€tA} = pa(x).

Ahora, se probard que pa(Ax) > —Apa(z).

Para todo t > 0 tal que Az € tA existe z; € A que cumple Az = tz; si y sélo si
r = _—)\(—xt). Asi, pa(z) < _L)\, se sigue que —Apa(z) < t. Por lo cual,
—Apa(z) <inf{t >0 : \x € tA} = pa(Ax) lo cual termina la prueba.

Prueba (7).

Sean t1,ty > 0 tales que existen xy,, 7z, € A cumplen x = t124,,y = toxy, y como A es
1 to

r+y| = xr + xo| € A. Asi, [x+y] € (t1+12)A.
t1+t2[ Yl t1+t21 t1+t22 [z+y] € (t1+12)

Por lo cual, pa(x + y) < t; + t3 lo cual implica pa(z +y) — t1 < to. Asi,

convexo, entonces

pa(r+y)—t1 < paly) se sigue que pa(z+y) —t1 < pa(y) o bien pa(z+y) —paly) < t1.
Por lo cual, pa(z 4+ y) — pa(y) < pa(x) o bien pa(z +y) < pa(x) + paly). u
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Teorema B.1.2. Sean X un espacio vectorial real y A C X absorbente. Si A es balan-

ceado Yy convero en X, entonces pA €S Uuna Seminorma.

Demostracién

Por el Teorema |B.1.1|se tiene que cumple los axiomas de seminorma. |
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de iterados de Picard,

subsucesion,

Vector positivo,
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