Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

BASES DE GROBNER APLICADAS A LA
GEOMETRIA EN CIENCIAS DE LA COMPUTACION

Tesis presentada al
Colegio de Matematicas
como requisito parcial para la obtencion del grado de

LiCcENCIADO EN MATEMATICAS

por

Zaida Adriana Garate Cahuantzi

Asesorada por
Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez

César Cejudo Castilla

Puebla Pue.
9 de mayo de 2023






Benemérita Universidad Auténoma de Puebla

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

BASES DE GROBNER APLICADAS A LA
GEOMETRIA EN CIENCIAS DE LA COMPUTACION

Tesis presentada al
Colegio de Matematicas
como requisito parcial para la obtencién del grado de

L1CENCIADO EN MATEMATICAS

por

Zaida Adriana Géarate Cahuantzi

Asesorada por
Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez

César Cejudo Castilla

Puebla Pue.
9 de mayo de 2023






Titulo: BASES DE GROBNER APLICADAS A LA GEOMETRIA
EN CIENCIAS DE LA COMPUTACION
Estudiante: Zaipa ApriaNA GARATE CAHUANTZI

COMITE

Agustin Contreras Carreto
Presidente

Carlos Guillén Galvan
Secretario

Xabier Garcia Martinez
Vocal

Ixchel Dzohara Gutiérrez Rodriguez
Asesor

César Cejudo Castilla
Asesor






"Mientras el dlgebra y la geometria siguieron caminos separados, su avance fue lento y sus
aplicaciones limitadas. Pero cuando estas ciencias se unieron, extrajeron una de la otra una nueva
vitalidad y, desde entonces, marcharon a paso rdpido hacia la perfeccion”.

-Joseph-Louis Lagrange
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Introduccion

Con la ayuda del algebra podemos resolver problemas de la vida cotidiana, todo
empieza con el hecho de poder representar el problema y sus hipétesis con expresiones
algebraicas, de modo que se puede plantear un sistema de ecuaciones, en consecuencia
se ha buscado la creacién de diferentes métodos para resolver sistemas de ecuaciones.
El objetivo principal de las bases de Grobner es resolver sistemas de ecuaciones
polinomiales para encontrar soluciones lo mas exactas posibles sin importar el grado de
complejidad del sistema de ecuaciones. Esto fue un gran avance para las matematicas
computacionales. Por su versatilidad y gran ntimero de aplicaciones han permitido que
dichas bases sean usadas para la investigaciéon de diversas ramas de las matematicas,
como por ejemplo, el dlgebra conmutativa, la geometria algebraica, teoria de grafos, teoria
de cédigos, criptografia, programacion lineal entera, entre otras. Podemos considerar a
las bases de Grobner como el algoritmo de eliminacién de Gauss en varias variables.

Histéricamente, las bases de Grobner surgen del teorema de la base de Hilbert donde
nos dice que Todo ideal I C k[xy,...,x,] tiene un conjunto finito de generadores. Este teorema
surge como una solucién a un problema de Paul Gordan en la teoria de variedades
que trata sobre el calculo de una base finita de invariantes para formas binarias de
cualquier grado. La demostracién del teorema de la base de Hilbert es existencial, en
consecuencia varios expertos en el tema no aceptan la prueba, incluso Gordan dice la fra-

se “jesto no es matematicas; es teologfa!”, sin embargo Hilbert continua trabajando su idea.

Posteriormente, en 1893, Hilbert envia una segunda evaluacién de su trabajo [10], en
donde logra demostrar su teorema usando teoria de anillos que habian sido estudiadas
por Kronecker. En ese trabajo Hilbert demuestra el Teorema Nullstellensatz o Teorema de
los ceros de Hilbert, estos teoremas son importantes en la teoria de variedades. Gordan
reconoceria la importancia del trabajo de Hilbert con la frase:“He de admitir que incluso
la teologia tiene sus ventajas.” y en [12] se publicé una versiéon del teorema propuesto
por Hilbert en donde se introduce una idea similar a las de Bases de Grobner titulado “le
systeme irreductible N”.



En 1964, Wolfgang Grobner trabaja en el problema que consiste en encontrar una base

del k-espacio vectorial M

, siendo I un ideal de dimensién cero y le propone
a su estudiante de doctorado, Bruno Buchberger continuar el problema que estaba
trabajando. En 1965, Buchberger consigue crear la teoria de las bases de Grobner junto
con un algoritmo para calcularlas conocido actualmente como algoritmo de Buchberger,
el cual fue publicado en su tesis doctoral [3]. En honor a su maestro, Buchberger le llamé
a estos conjuntos: Bases de Grobner. Las bases de Grobner también son conocidas como

bases de Groebner.

En el 2007, Buchberger recibié un premio de la Association for Computing Ma-
chinery’s Paris Kanellakis Theory and Practice Award por su trabajo, reconociendo la

importancia de su contribucién a las matematicas y a las ciencias computacionales.

El presente trabajo tiene como propésito un estudio introductorio a la teoria de
las bases de Grobner y algunas aplicaciones. En la primera parte se presentan los
fundamentos, inciando con la teoria basica de anillos de polinomios presentando a los
ideales de un anillo y hablando de la pertenencia en un ideal, para ello hacemos uso
del algoritmo de Euclides en varias variables y el Lemma de Dickson, y vemos que es
necesario introducir los 6rdenes monomiales e ideales monomiales respectivamente.

En el Capitulo 2, se presentan el Teorema de la Base de Hilbert, para asegurar que todo
ideal en el anillo k[x, ..., x,] tiene un conjunto finito de generadores, en consecuencia se
define la base de Grobner. Mas atin, se introduce la definicién de S-polinomio y usando
el criterio de Buchberger se muestra si dada una base es de Grobner, siguiendo esta idea
se utiliza el algoritmo de Buchberger para calcular una base de Grobner.

Una vez que se calcula la base de Grobner para el ideal I podemos considerar el conjunto
de todas las soluciones del sistema de ecuaciones polinémicas, es decir, consideramos la
variedad del ideal I. En el Capitulo 3 estudiaremos la teoria de variedades del ideal I.
Asimismo, se enuncian los Teoremas de los Ceros de Hilbet y un teorema que muestra
la relacién entre la base de Grobner y la variedad, brindando informacién sobre la
existencia de soluciones al sistema de ecuaciones polinémicas. Este capitulo aporta teoria

importante que usaremos en las aplicaciones de este trabajo.

Asimismo, en la segunda parte de esta tesis se estudiardn tres aplicaciones en geome-
tria algebraica en el drea de las ciencias de la computacion. En la primera aplicacién se
trata el problema cinematico inverso en los brazos de robots, se analizardn las variedades
algebraicas para describir el espacio de configuraciones de mecanismos tales como
brazos de robots y se usara este enfoque para resolver problemas cinemadticos de ciertos
tipos de robots. Ademas, en el capitulo 5 se presentan dos métodos para demostraciones



automaticas de teoremas geométricos cldsicos, cuya 4rea es de gran interés para los
investigadores en inteligencia artificial. Por tltimo, en el capitulo 6 se utilizard la teoria
de las bases de Grobner para el estudio de la solucién a problemas de coloracién de grafos.






Parte I

Fundamentos






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, se enunciardn las propiedades y definiciones basicas de los anillos
de polinomios, junto con el algoritmo de la divisién en varias variables. Asimismo, se

estudiaran los 6rdenes e ideales monomiales.

1.1. Anillos de Polinomios

En esta seccién se estudiardn las definiciones y propiedades mds importantes de los

anillos de polinomios.

1.1 Definicién. Un anillo k es un conjunto con dos operaciones binarias + : k Xk — ky

- 1k Xk — k (lamadas suma y producto) que cumplen:
(i) (k,+,0) es un grupo abeliano.
(ii) (k,-,1) es un monoide.
(iii) Ya,b,cek:a-(b+c)=a-b+a-c.
Decimos que k es conmutativo si Va,b € ktal quea-b="b-a.
1.2 Ejemplo. Z y k[x1,...,xy]
1.3 Definicién. Sea k un anillo.

(i) Un elemento a € k no cero es llamado divisor de cero si existe
bek\ {0} talqueab = 0.

(ii) Sea k un anillo con 1 # 0. Un elemento u € k \ {0} es llamado unidad o invertible en

k si existe v € k tal que uv = 1.
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1.4 Definicién. Diremos que k es dominio entero si cumple las siguientes condiciones:
(i) Seana,b € k. Si existe c € k tal que b = ac, entonces diremos que a divide a b.
(ii) Siu € k es una unidad, entonces u divide a 1.
(iii) Dos elementosa, b € ksonllamados asociados enk sia = bu para algtin u € kunidad.
1.5 Definicién. Un subconjunto I C k[xy, ..., x,] es un ideal si satisface:
(i 0el
(ii) Si f,g €1, entonces f + g€ l.
(iii) Si f € lyh €klxy,...,x,], entonces hf € I.

1.6 Definicién. Para fi,..., f; polinomios en k[xy, ..., x,], definimos el conjunto

fireeerfo) = {Zhifi LBy b ek[xl,...,xn]}
i=1

(fi,..., fs) es un ideal.

1.7 Lema. Si f1,..., fs € k[x1,...,x,], entonces (f1, ..., fs) es unideal de k[x, ..., x,].

Diremos que (fi, ..., fs) es el ideal generado por fi, ..., f;.

Demostracién. Demostremos que {fi, ..., fs) es un ideal.

(1) OE(fl,...,fs>yaque0=;SIOﬁ
(ii) Sean f = gpiﬁyg: g,slqifi,entoncesf+g: épiﬁ+éqiﬁe (fr,-eon f)

(iii) Sean f = gpiﬁyhek[xl,...,xn],asihf: é(hpi)ﬁe Fiveeer £
O

Elideal (fi,..., fs) tiene una buena interpretacion en términos de ecuaciones poliné-
micas.

Dado fi, ..., fs € k[x1,...,x,], obtenemos el sistema de ecuaciones

fi=0

=0

4
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Apartir de estas ecuaciones, se pueden derivar otras usando algebra. Por ejemplo, si
multiplicamos la primera ecuacién por hy € k[x;, ..., x,], la segunda por hy € k[x;, ..., x,],
asi sucesivamente hasta la ecuacién f; por hs € k[x;,...,x,] y sumamos las ecuaciones
resultantes, obtenemos hy fi + haofo + ... + hsfs = 0.

Note que el lado izquierdo de la ecuacién es un elemento del ideal (fi,..., fs). Asi,
podemos pensar de (fi, ..., fs) como consistente en todas las “consecuencias polinémicas
” de las ecuaciones fi = fo = ... = f; = 0.

Para ver lo que esto significa considere el ejemplo

x=1+t
y=1+ 12 (L.

Despejando f tenemos que t = x — 1, entonces y = 1+ (x — 1)> = x? — 2x + 2, asf
x> -2x+2-y=0.

Rehagamos este ejemplo igualando a cero las ecuaciones.

x—1—-t=0
y—l—tZ:O (1.2)

Para cancelar el término t multiplicamos la primera ecuacién por x — 1+t y la segunda
ecuacion por -1
(x-1+tH)x-1-t) = (x-17>-+
(-Dy—-1-1) = -y+1+#

Sumando las ecuaciones obtenemos (x —1)> —y+1=0=x>-2x+2— .

En términos del ideal generado por las ecuaciones podemos escribirlo como
X2=2x+2-y=@x-1+)x-1-t)+(-1)(-y+1+t}) e{x-1-t,y—1-12).

De manera similar, cualquier otra “consecuencia polinomial” de (1.2), es decir, el

sistema de ecuaciones igualadas a cero conduce a un elemento de este ideal.
1.8 Ejemplo. Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

f=22+3y"-11=0 (1.3)
g:xZ—y2—3:0 (14)

Veamos que (2x> + 3y% — 11, x> — y> = 3) = (x? = 4,y> - 1).

5
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De la ecuacién (T.4) despejamos y? y obtenemos x> — 3 = y?, luego sustituimos en la
ecuacién (1.3) y tenemos

224302-3)=11=0 e 22+3:2-9-11=0
— 5x2-20=0
= x2-4=0

Ahora, si despejamos x? de la ecuacién (T4) tenemos que x> = y? + 3, al sustituir x?
en la ecuacion (1.3) tenemos

27 +3)+3y>—11=0 < 2*+6+3y>-11=0
— 5y2-5=0
= y-1=0

Note que f = 2(x> —4) + 3> - 1) = 2x> -8 +3y*> -3 = 2x% + 3> — 11
yg=E-4HY9-w*-1) = 2-4-y2+1 = x> - y*> - 3. Por lo tanto,
(22 +3y? — 11,22 — y*> = 3) = (x> — 4, y*> — 1).

1.9 Ejemplo. Sea fi =y -2z, fr =x+2y+3zy f3 = 3x — 4y + 2z polinomios en Qlx, y, z],
consideremos el ideal (fi, f2, f3) y obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones.

y—-z=0
x+2y+3z=0 (1.5)
3x—-4y+2z=0

La reduccion de filas es la siguiente:

0 1 -1 0o 1 -1 01 -1
1 2 3|—|1 2 3 |—™J|1 2 3
2 -4 2 0 -10 -7 0 0 =17

Esto dice que se genera un nuevo conjunto para I que es {f1, f», —17z}. Note que el
polinomio —17z se obtiene bajo la reduccién

A2 10y-72 L5 172

. . p fuf
El uso de estos pasos de reduccion como el anterior se denotara por f3 — —17z.
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Note que f3 = =10f; — 3f, — 17z, tenga en cuenta que —17z no se puede reducir més
utilizando el principio de términos de f; y f>.

No es dificil ver que f € I = (f1, f2) = (f1, f3) si y s6lo si el resto es cero, es decir, si el
resto ya no se puede escribir en términos de los polinomios f; y f>.

1.2. Ordenes monomiales

Como observamos en los ejemplos anteriores de sistemas de ecuaciones polinomicas
es necesario tener un 6rden en el método de la eliminacién gaussiana y en el algoritmo

de la divisién de polinomios para su resolucion.

Para el algoritmo de divisién de polinomios, estamos tratando con el orden de grados

en los monomios de una variable como:

2 m+1

l<x<x<...<x"<x <...

y si hacemos eliminacién gaussiana trabajando con ecuaciones lineales en k[x1, ..., x,], el
orden suele ser:

<. <P <x

En esta seccién, discutiremos las propiedades que deberia tener tal ordenacion.

1'...xy", los exponentes

a = (a1,...,a,) son elementos de IN" y entonces existe una correspondencia entre

Primero, observemos que en un monomio x* = x

el conjunto de monomios y IN". En consecuencia, toda ordenacién > sobre el espacio IN"

induce una ordenacién sobre los monomios, es decir, si a > g, x* > xP.

Dado que un polinomio es una suma de monomios, nos gustaria poder ordenar los
términos en un polinomio sin ambigiiedades en orden descendente (o ascendente). Para
hacer esto, debemos poder comparar cada par de monomios para establecer su posiciones
relativas adecuadas. Por tanto, exigiremos que nuestros ordenamientos sean lineales o
totales, esto significa que para cada par de mononios x* y xf, se debe cumplir una de las
tres situaciones: x® > xf, x* = xP o x* < xP.

1.10 Lema. Una relacién de orden < en IN” es un buen orden si, y sélo si, toda sucesiéon
decreciente de elementos de IN”,

a(l)>a)>a3)>...,

7
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es estacionaria, es decir, existe n € N tal que a(n) = a(m) para todo n < m.

Demostracién. Demostraremos que > no es un buen orden si, y sé6lo si, existe una sucesion
infinita estrictamente decreciente de elementos de IN.

Si > no es un buen orden en IN”, existird un subconjunto no vacio S € IN" que no tiene
elemento minimo. Como S es no vacio, podemos elegir un elemento a(1) € S; como a(1) no
es el elemento minimo de S, existe a(2) € S tal que a(1) > a(2); como a(2) no es el elemento
minimo de S, existe a(3) € S tal que a(2) > a(3). Continuando este proceso construimos
una sucesion infinita estrictamente decreciente de elementos de IN" . Reciprocamente, si

existe una sucesion estrictamente decreciente de elementos de IN
a(l)>a)>a3)>...,

entonces el subconjunto S = {a(1), @(2), @(3), ...} € IN" es no vacio y no posee un elemento
minimo, asi que > no puede ser un buen orden. m]

1.11 Definicién. Un orden monomial en k[xy, ..., x,] es una relacién > en IN", equiva-
lentemente una relacién en el conjunto de los monomios, que satisface las siguientes

propiedades
(i) La relaciéon > es un orden total (o lineal) en IN".
(ii) Sia > B, entoncesa +y > f +y paray € N".
(iii) La relaciéon > es un buen ordenamiento en IN".

1.12 Definicién. (Orden lexicogrdfico) Sean a, € IN". Se dice que a >, f si en la
diferencia @ — p € IN" la primera componente es positiva y diferente de cero.

1.13 Ejemplo. Sean f = xy* y ¢ = y°z* polinomios en k[x, y,z], entonces a = (1,2,0) y
B =1(0,3,4). Asi, (1,2,0) >, (0,3,4), yaquea — f = (1,-1,-4).

1.14 Ejemplo. Si usamos el orden lexicografico con x < y en k[x, y], entonces tenemos
l<x<x?<¥®<..<y<axy<r?y<..<y’><..

1.15 Proposicién. El orden lexicografico en N" es un orden monomial.

Demostracién.  (a) > s un orden total, se sigue del orden total de IN".

(b) Sia >y, entonces x*-x’ = x**V
x‘B . xy = xﬁ+y
Asi, (a+y)=(B+y)=a-p>0.
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(c) Supongamos que >, no fuera un buen ordenamiento. Por el Lema existe una
sucesion estrictamente decreciente en IN”. Mostraremos que esto conduce a una
contradiccion.

Considere las primeras entradas de los vectores a(i) € IN". Por la definicién del
orden lexicografico, estas primeras entradas forman una sucesién no creciente de
enteros no negativos. Dado que IN” estd bien ordenado, las primeras entradas de
a(i) deben “estabilizarse” eventualmente. En otras palabras, existe I tal que todas
las primeras entradas de a(i) con i > [ son iguales.
Comenzando en a(l), la segunda entrada y las subsiguientes entradas entran en
juego determinando el orden lexicografico. Las segundas entradas de a(l), a(l +
1),... formar una sucesién decreciente. Por el mismo razonamiento que antes, las
segundas entradas se “estabilizan” eventualmente. Continuando el proceso, para
algtnm, a(m), a(m+1),...formar una sucesiéon decreciente. Esto contradice el hecho
de que a(m) > a(m + 1).

O

1.16 Observacién. Hay muchos ordenes lexicograficos, para n variables xy, ..., x, hay n!
6rdenes lexicograficos.

Para nosotros el orden lexicografico significara
X1 >Xp>X3>...>Xy

X>y>z

1.17 Definicién. (Orden graduado lexicogrdfico)
Sean a, f € IN". Se dice que a >gyjex B

n n
silal = Zlai> Zlﬁi: Bl o lal =1l y a >px B.
i= i=
1.18 Ejemplo. Sean f; = xy?z3, f» = x°y?, g1 = xy*z* y g2 = xyz° polinomios en k[x, y, z].
(@) (1,2,3) >gnex (3,2,0), ya que(1,2,3)| = 6 > |(3,2,0)| = 5.

(b) (11 2/ 4) >grlex (]-/ 1/ 5)/ Ya que |(]-/ 2/ 4)' = |(1/ 1/ 5)|
Y (1/ 2/ 4) >lex (11 11 5)

1.19 Ejemplo. Usando el orden graduado lexicografico en k[x, y] con x < y tenemos:

l<x<y<®<xy<p?<®<Py<xp?<y’<..
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1.20 Definicién. (Orden graduado lexicogrifico inverso)
Sean a, f € IN". Se dice que @ > gepiex

n n
Silal = Y. a; > ), i =B 10 lal =|fl y la tercera componente del vector &« — § € IN" es
i=1 i=1

negativa y diferente de cero.
1.21 Ejemplo. Sean f; = x*y’z, f, = x*?2%, ¢1 = x*yz® y ¢» = xy°z? polinomios en k[x, v, z].
(@) 4,7,1) >grevtex (4,2,3), yaque|(4,7,1)| =12>|(4,2,3)| = 9.
(b) (1,5,2) >grevtex (4,1,3), ya que |(1,5,2)] = 8 = (4,1, 3)]
y(1,52)-41,3) =(-3,4,-1).

2

2XX3 > X1X3

> con respecto al orden grlex

1.22 Ejemplo. Consideremos los polinomios x

con x3 < Xp < X1.

X%X2X3 < xlxg con respecto al orden grevlex con x3 < x; < x7.

1.23 Ejemplo. Sea f = 2x?y® — 3x°yz* + xyz* + 4x° — y? € k[x, y,z]. Vamos a ordenar a f
respecto a los 6rdenes monomiales mensionados anteriormente con x > y > z.

(i) Respecto al orden lexicogréfico (lex) reordenariamos los términos de f en orden
decreciente como:
f=4x% - 3%yz* + 2% + xyzt + 2

(ii) Respecto al orden graduado lexicografico (grlex) ordenamos a f como:
f=-30yz* + 222 + 4x® + xyzt - 2.
(iii) Respecto al orden graduado lexicografico inverso (grevlex) ordenamos a f como:
f=2x28 - 3x°yzt + 4x® + xyzt — 12

1.24 Definicién. Sea f =} a,x* un polinomio distinto de cero en k[x,...,x,] y sea > un
2%

orden monomial. Definimos:

(i) El multigrado de f como: multideg(f) = max{a € IN" : a, # 0}.
El maximo se toma con respecto a >.
(ii) El coeficiente principal de f como: LC(f) = @yutideg(y) € k-

(iii) E1 monomio principal de f como: LM(f) = x"!ides(f),

10
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(iv) El término principal de f como: LT(f) = LC(f) - LM(f).

1.25 Ejemplo. Sea f = 2x2y® — 3x%yz* + 4x° + xyz* — v? € k|x, y,z], de acuerdo al orden
jemp y Y Y y y

monomial tenemos:

Lex. multideg(f) = (6,0,0), LC(f) = 4, LM(f) = x% y LT(f) = 4x°.

Grlex. multideg(f) = (5,1,4), LC(f) = =3, LM(f) = x’yz* y LT(f) = -3x°yz*.

Grevlex. multideg(f) = (2,8,0), LC(f) = 2, LM(f) = x2y® y LT(f) = 2x18.

1.26 Lema. Sean f, g € k[x1, ..., x,] polinomios distintos de cero. Entonces:
(i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).

(ii) Si f + g # 0, multideg(f + g) < max {multideg(f), multideg(g)}. Ademads se cumple la
igualdad si multideg(f) # multideg(g).

La demostracién de este resultado es inmediata.

1.3. Algoritmo de la Divisién en varias variables

En esta seccion formularemos un algoritmo de divisién para polinomios en k[xy, . . ., x;]
que extiende el algoritmo para k[x]. En el caso general, el objetivo es dividir f € k[xy, ..., x;,]

por fi, ..., fs € k[x1, ..., x,]. Como veremos, esto significa expresar f en la forma

f = El1f1 + a2f2 + ...+ asfs +7,

donde los “cocientes” ay, ..., as y el resto r estdn en k[xy, . . ., x,]. Aqui es donde usaremos los
ordenes monomiales. Luego veremos como el algoritmo de divisién se aplica al problema

de pertenecer al ideal.

1.27 Ejemplo. Sean f = x>y +xy? + %, fi =xy — 1y f» = y*> — 1, con el orden lexicogra-
fico. Sidividimos f por f1. LT(f) es multiplo de LT(f1), asi que primero dividimos f entre f;

’xy—l ‘ v -1

X
f=xy+xy +y°
X%y + x

xy? +x+

Como xy? es divisible por LT(f1), continuamos dividiendo entre f;

11
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’xy—l ‘ -1
X+y
f=y+xy’ +y?
X%y + x
xy? +x+ y°
Xy +y
X+ +y

Note que LT(x + y* + y) = x no es divisible por LT(f1) = xy, ni por LT(f2) = y*. Sin
embargo, x + y> + y no es el resto pues LT(f,) divide a y?, asf x forma parte del resto y

continuamos dividiendo por f,.

’xy—l ‘ y? -1
£ =22y + 27 + 17 x+y 1
xy* +x + i
X+yr+y
x-y*+1
x+y+1

Como y y 1 no son divisibles por LT(f1) ni LT(f,) pasan al resto. Asi, el resto es x+y+1.

Por lo tanto, x>y + xy? + y> = (x + Y)(xy = ) + 1(y¥* = 1) +x + y + 1.

1.28 Teorema. (Algoritmo de la divisién en k[x, ..., x,])
Silarelacion > en IN" es un orden monomial fijo y sea F = (fi, . .., f;) una s-tupla ordenada

de polinomios en k[xy, ..., x,]. Entonces, cada f € k[xy, ..., x,] se puede escribir como

f=amfh+..+afs+r

donde a;,r € k[x1,...,x,], y ¥ = 0 0 r es una combinacién lineal de monomios con

coeficientes en k, ninguno de los cuales es divisible por algan LT(f),..., LT(f;).

Ademés, sia;f; # 0, tendremos que
multideg(f) > multideg(a; f;).

Demostracién. Demostraremos la existencia de los a; y r, mediante un algoritmo:

Entrada: fi,..., fs, f

12
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Salida: aq,...,as,7
a1:=0;...;a,:=0;r:=0
p=f
WHILE p # 0 DO

i=1

ocurriodivision := falso

WHILE i < s AND ocurriodivision := falso DO
IF LT(f;) divide a (p) THEN
a; := a; + LT(p)/LT(f;)
p:=p— (LT(p)/LT(f:)fi
ocurriodivision := verdadero

END IF

ELSE
i=i+1
END WHILE
IF ocurriodivision := falso THEN
r:=r+LT(p)
p:=p-LI({p)

La variable “ocurriodivision” nos dice cudndo algtan LT(f;) divide el término principal

del dividendo intermedio, lo que nos lleva a dos casos:

1. Sialgan LT(f;) divide a LT(p), entonces el algoritmo procede como en el caso de una

variable.
2. Siningtn LT(f;) divide a LT(p), entonces el algoritmo suma LT(p) al resto.

Para probar que el algoritmo funciona, primero mostraremos que

f=mf+...+asfs+p+r (1.6)

se cumple. En efecto, esto se cumple para los valores iniciales ay,...,45,p y r. Ahora,
supongamos que (L.6) se cumple en la primera iteracion del algoritmo, si el sigueinte

paso es una divisiéon entonces alguna LT(f;) divide a LT(p), y la igualdad

aifi +p = (a;i + LT(p)/LT(f)) fi + (p = (LT(p)/LT(f)) fi)
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muestra que 4;f; + p no cambia. Dado que todas las demds variables no se ven afectadas,
permanece cierto en este caso. Por otro lado, si el siguiente paso es un paso restante,

entonces p y r cambiaran, pero la suma p + r no cambia ya que

p+r=(p—-LT({p)+(r+LI({p).

Como antes, la igualdad [I.6|atin se conserva.
A continuacioén, observe que el algoritmo se detiene cuando p = 0. En esta situacién, (1.6)

se convierte en
f=ah+...+asfs+r

Dado que los términos se agregan a r solo cuando no son divisibles por ninguno de
los LT(f;), se sigue que a4y, ...,4s y r tienen las propiedades deseadas cuando termina el
algoritmo.

Finalmente, necesitamos mostrar que el algoritmo eventualmente termina. La clave
es que cada vez que redefinimos la variable p, la disminucién de los grados (relativo a
nuestro ordenamiento) se convierte en 0. Para ver esto, primero suponga que durante

alguna diovision, p se redefine como:

,_ . LT .
p _P_T(fi)fl

y tenemos que

LT(p)\ LTGQ) . _
LT(LT(fi)) = Tropy T = L)

de modo que p y (LT(p)/LT(f;))f: tienen el mismo término principal. Por lo tanto, su
diferencia p’ debe tener un multigrado estrictamente méas pequefio cuando p’ # 0. A
continuacién, suponga que si la siguiente iteracién es una iteracién para el resto, p se

redefine para ser
p'=p-LT(p)

Note que multideg(p’) < multideg(p) cuando p” # 0. Asi, en cualquier caso, el multigrado
debe disminuir. Si el algoritmo nunca terminara, entonces obtendriamos una secuencia
decreciente infinita de multigrados. La propiedad de buen orden de > muestra que
esto no puede ocurrir. Por lo tanto, p = 0 debe ocurrir eventualmente, de modo que el

algoritmo termina después de un ntimero finito de pasos.

Ahora, estudiemos la relacion entre multideg(f) y multideg(a; f;). Cada término en a;
es de la forma LT (p)/LT(f;) para algtn valor de la variable p. El algoritmo comienza con

14



Preliminares
1.3 Algoritmo de la Division en varias variables

p = f y mostramos que el multigrado de p decrece. Por lo tanto, LT(p) < LT(f), usando
la condicién (ii) de la definiciéon de un orden monomio se tiene que multideg(a;f;) <
multideg(f) cuando a;f; # 0. ]

1.29 Ejemplo. Sean f = xy?—xy f; = xy+1, fo = y*>—1 € k[x, y] con el orden lexicografico
x > y. Sidividimos f por F = (fi, f2)

’xy+1 ‘ v -1
Yy

f =2y~ x
—xy> -y

Como ni —x y —y son mdltiplos de LT(f1) ni LT(f>), terminamos la divisién obteniendo

xy? —x=y@xy+1) +0(y* = 1) + (—x — v)
Ahora, si dividimos f por F = (f2, f1)

’xy+l ‘ -1

x
xy? —x

—xy? +x

0
Por lo tanto, xy* — x = x(y> = 1) + O(xy + 1) + 0.

1.30 Ejemplo. Sea f = x?y + xy? + y?, dividamos a f entre f; = y> — 1y f» = xy — 1 usando
el orden lexicografico x > y.

Si dividimos f por F = (fi, f2), como LT(f) no divide a LT(f;) pero si divide a LT(f>)

comenzamos a dividir por f,

’yz—l ‘ xy—1

X
f=y+xy +y°
X%y + x

xy? +x+ y°
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Luego, LT(xy? + x + y?) es divisible por LT(f1), entonces tenemos

’yz—l ‘ xy—1
x x

xzy + xy2 + yZ

xy* +x + i
—xy? +x
2x + 12
2xno es multiplo de LT(f;) ni de LT(f>), asi que 2x forma parte del resto y continuamos
dividiendo
’ y? -1 ‘ xy—1
x+1 x

2y + xy* + 1
Xy +x+ y?
2x+y2
2x—y? +1
2x +1

De igual manera 1 forma parte del resto. Por lo tanto,

x2y+xy2+y2:(x+1)(y2—1)+x(xy—l)+2x+1.

Comparando con el Ejemplo podemos observar que los restos de las divisiones
son distintos.
Los Ejemplos y muestran que el orden de los s-tupla de polinomios (fi, ..., fs)
importa y si seguimos el algoritmo podemos notar que a4y, ..., as y r estdn determinados

si reordenamos fi, ..., fs.

En k[x] necesitamos que el resto sea cero para que f pertenezca al ideal I. En

k[x1,...,x,], si después de la divisién de f por F el resto igual a cero, entonces

f:a1f1+...+asfs

demodo que f € (fy, ..., fs). Por lo tanto, r = 0 es una condicion suficiente para pertenecer
al ideal. Sin embargo, en los Ejemplos y podemos notar que aunque el resto es
distinto de cero, f pertenece al ideal generado por F. asi, la condicién de que f pertenece

al ideal I siy sélo si r = 0, no es aplicable para el caso de varias variables.
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1.4. Ideales Monomiales

1.31 Definicién. Un ideal I C k[x,...,x,] es un ideal monomial si existe un subconjunto
A C IN" (posiblemente infinito) tal que I estd formado por todos los polinomios que son
sumas finitas de la forma ) 4 hox®, donde h, € k[x1, ..., x,]. En este caso, escribimos

I={" : ae Al

1.32 Lema. Seal = {x* : a € A} un ideal monomial, entonces el monomio xf pertenece a

Isiy solo si xP es divisible por x* para algtin a € A.

Demostracién. Si x* es multiplo de x%, entonces x? € I por definicién de ideal. Ahora, si
xP € I, entonces xf = Y, hix®® donde h; € k[x1, ..., xn] y a(i) € A. Si desarrollamos cada
h; como una combinacién lineal de monomios, vemos que cada término en el lado derecho
de la ecuacién es divisible por algtin x*@). Por lo tanto, el lado izquierdo x* debe tener la
misma propiedad. m]

Note que x# es divisible por x* exactamente cuando ¥ = x* - x para algtin y € IN”,
esto es equivalente a f = a + , entonces tenemos el conjunto a + N" = {a +y : y € N"}

que consta de los exponentes de todos los monomios divisibles por x“.

1.33 Teorema. (Lema de Dickson).
Seal = {x* : o € A} Ckl[xq,...,x,] unideal monomial. Entonces I se puede escribir de la

forma I = (x®D), ... x*®)) donde a(1), ...,a(s) € A. En particular, I tiene una base finita.

Demostracién. Realizaremos la demostraciéon de este Lema por induccién sobre 7, el

numero de variables

Sin =1, entonces I estd generado por el monomio x1%, dondea € A C IN". Si S es el
elemento més pequefio en A, entonces ff < & para todo « € A, por lo tanto, x;# divide a
todos los demds generadores x;“. Asi, I = (x1P).

Ahora, supongamos que n > 1y que el teorema se cumple paran — 1.

Escribiremos las variables como xi,xy,...,X,-1,, de modo que los monomios en
k[x1, ..., x4-1, y] se pueden escribir como x*y™, dondem € Ny a = (a1, ..., a,-1) € N1
Supongamos que I C k[x1, ..., X,—1, y] es un ideal monomial. Sea | el ideal en k[x1, ..., x,-1]
generado por los monomios x* para los cuales x*y™ € I para algtin m > 0. Como | es
un ideal monomial en k[xy, ..., x,—1], nuestra hipétesis inductiva implica que un ntimero
finito de los x* genera a J, es decir, | = (x @ x@6)y,

Para cada i entre 1y s, la definicién de ] nos dice que x*?y™ € [ para algtn m; > 0.

Sea m el méximo de los m;, entonces para cada k entre 0 y m — 1, consideremos el ideal
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Jx C klx1,...,x,-1] generado por los monomios xP tal que xﬁyk € I. Por nuestra hipétesis

de induccién, Ji esté generado por un nimero finito de elementos, J; = (x®M, ..., x¥®)),

I es generado por los siguientes monomios:

Para |: x@Mym L @)y
Para Jp: x®o@) - yaolso)
Para  Ji:  xy,.. xac0y,

Para [,-1: x“m-l(l)ym‘l, e, x“m-l(sm-l)ym‘l.

Primero veamos que todo monomio de I es divisible por alguno de los anteriores.
Sea x*y? € I. Si p > m, entonces x*y es divisible por algtin x*?y™ por construccién de J.
. . . . y V04 i Le
Sip < m—1, entonces x*y” es divisible por algtin x%)y” por construccién de J,. Por el
Lema los monomios anteriores, generan un ideal que tiene los mismos monomios

que I, asi que tienen que ser iguales.

Finalmente, tenemos que demostrar que el conjunto finito de generadores, se puede
escoger de entre un conjunto de generadores dados del ideal. Si volvemos a escribir las
variables como x1, ..., x;;, nuestro ideal monomiales I = (x* : « € A) C k[x1,...,x,]. Como
= (xPD, ..., xF®), para ciertos monomios x*? € I, por el Lemal[1.32, cada x*?) es divisible
por 1) para algin a(i) € A. De este modo, I = (D x@6)y, m]
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Capitulo 2

Bases de Grobner

En este capitulo se define el objetivo principal de este trabajo, se estudia el teorema
de la base de Hilbert, y en consecuencia se define la base de Grobner y sus propiedades
basicas. Asimismo, se introduce la definicién de S-polinomio y el criterio de Buchberger
con los cuales se muestra si una base dada es una base de Grobner, esta idea conduce a un

algoritmo conocido como el algoritmo de Buchberger para calcular una base de Grobner.

2.1. Definicién y propiedades

2.1 Definicién. Sea I C k[xq,...,x,] unideal distinto del {0}:

(i) Definimos el conjunto de los términos principales de elementos de I como:
LT(I) = {LT(f) = cx* : existe f eI\ {0}}.

(ii) Denotaremos por (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Siles elideal generado por {fy, ..., fs}, entonces (LT(f1), ..., LT(fs)) € (LT(I)). El siguiente
ejemplo muestra que no siempre los ideales son iguales, es decir, no necesariamente los
tefminos principales del ideal coinciden con el ideal generado por los términos principales

de cada polinomio en I.

2.2 Ejemplo. Seal = (fi, f»), donde f; = x> = 2xy y fo = x>y — 2y + x. Si usamos el orden

graduado lexicografico en k[x, y], tenemos que
x(xPy = 24 + x) — y(x> — 2xy) = 27,

tal que x> € (fi, f»), asi, x*> € (LT(I)). Ademas, x> no es divisible por LT(f;) = x> ni por
LT(f») = x*y, por lo tanto LT(I) & (LT(f1), LT(f2)).
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2.3 Proposicién. Sea I C k[xq,...,x,] un ideal. Las siguientes aseveraciones son equiva-
lentes.

(1) (LT(I)) es un ideal monomial.
(ii) Existen g1,...,¢s € I tales que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs))-

Demostracion. =] Supongamos que (LT(I)) es un ideal monomial. Por demostrar:
Existen g1, ..., s € I tales que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs))-

Como (LT(I)) es un ideal monomial, por el lema de Dickson x*@ ) xe® gene-
ran a (LT(I)) y por el Lema cada x*® € (LT(I)) si y solo si es divisible por algtn
monomio monico que genera a (LT(I)), entonces x*? = LM(g;) para algtin monomio g; € I.

<] Ahora, demostremos que (LT(I)) es ideal monomial.
Los monomios principales LM(g) de elementos g € I\ {0} generan el ideal monomial
(LM(g) : g €I\{0}), dado que LM(g) y LT(g) difieren de una constante distinta de cero el
ideal (LT(g) : g €I\ {0}) =(LT(I))
O

2.4 Teorema. (Teorema de la Base de Hilbert)

Todo ideal I C k[xy, ..., x,] tiene un conjunto finito de generadores.

Demostracion. Si I = {0}, el conjunto generador sera {0}. Si I # 0, por la proposicion
anterior, existen polinomios g, ..., gs € I tales que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)). Veamos
quel =(g1,...,8s)
Es claro que (g1,...,¢s) C I, ya que cada g; € I. Para la otra contencién, sea f € I
un polinomio cualquiera. Aplicando el algoritmo de la divisién para dividir f entre
(g1,---,8s), obtenemos

f=mg1+...+asgs+7,

donde ningtin término de r es divisible por ningtin LT(g1), ..., LT(gs) y tenemos dos casos:
r#0o0r=0,sir =0 hemos terminado.
Note quesir # 0,

r=f-mg1—...—asgs €1

ya que f y g1,...,8s pertenecen a I, entonces LT(r) € (LT(g1),...,LT(gs)), esto nos dice
que el término principal de r es divisible por algin término principal de algtn g;, lo cual

no es posible por el algoritmo de la divisién, de este modo r = 0, teniendo

f=mg1+...+a8s+0€(g1,...,95)

por lo tanto, I C {g1,...,8s)- O
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La base utilizada en la demostracién anterior tiene una propiedad especial, que es
(LT(I)) = (LT(g1),---LT(gs)). Esto nos lleva a la siguiente definicion.

2.5 Definicién. Fijado un orden monomial. Sea G = {g, ..., g} un conjunto finito de un
ideal I C k[xy,...,x,], se dice que es una base de Grobner si

(LT(§1), -, LT(gs)) = (LT(I)).

En el Ejemplo 2.2/ nos muestra que la base {f;, 2} no es una base de Grobner para I,
ya que x? € (LT(I)), pero x* ¢ (LT(f1), LT(f2)).

2.6 Corolario. Fijado un orden monomial, todo ideal I C k[xy, ..., x,] distinto del {0} tiene

una base de Grobner. Ademas, cualquier base de Grobner para un ideal I, es base de I.

Demostraciéon. Dado un ideal distinto de {0}, el conjunto G = {g1,...,gs} construi-
do en la demostracién del Teorema es una base de Grobner por definicién. Si
(LT(g1),...,LT(gs)) = (LT(I)), el argumento dado en el Teorema nos muestra que
I=(g1,...,8s), de modo que G es una base para I. m|

2.7 Teorema. (Condiciéon de la Cadena Ascendente)

SeaLChLCIl;C...

una cadena ascendente de ideales en k[x, ..., x,]. Existe N > 1 tal que
IN=InNy1i=In2 = ...

Demostracién. Dada una sucesion ascendente I C I, C I3 C ..., consideremos el conjunto

I =2, L. Veamos que I es un ideal.
(i) 0 €1, yaqueO € I; para toda i.

(i) Sean f, g € I, por definicién f € [; y g € I; para i # j tal que i < j. Como los ideales
forman una cadena ascendente, I; C I}, asi f € I;, demodoque f + g€ I; C L.

(iii) Sea f € I'yr € k[xy,...,x,], entonces f € I; paraalgunaiyrf € I; C 1.

Por lo tanto (i), (ii) y (iii) muestran que I es un ideal. Ahora, por el Teorema de la Base de
Hilbert[2.4] el ideal tiene un conjunto finito de generadores I = (fy, ..., fs). Cada uno delos
generadores pertenece a un [}, es decir, f; € I;,. Si N es el maximo de los ji, entonces por
la definicién de cadena ascendente tenemos que I = (f,..., fs) CINC Iy €...C1. O

A continuacién estudiemos las propiedades bésicas de la base de Grobner.
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2.8 Proposicién. Si G = {g1,...,9s} es una base de Grobner del ideal I C k[xq,...,x,]
y f € k[x1,...,x,]. Entonces existe un tnico r € k[xy,...,x,] que cumple las siguientes

condiciones:
(i) Ningan término de r es divisible por ningtn LT(g1),...,LT(gs).

(ii) Existeun g€ ltalque f = g+7r.
En particular, r es el resto de la division de f por G, sin importar como esten

ordenados los elementos de G al aplicar el algoritmo de la divisién.

Demostracién. Por el algoritmo dela division f = a1 91 +...+a:g:+7, esto demuestra la exis-
tencia der. Parala unicidad, supongamos que f = g+r = ¢’+r satisfacen (i) y (ii), entonces
r—r =g —ge€l,demodo quer # 1, entonces LT(r — +') € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢))-
Por el Lema se sigue que LT(r — 1’) es divisible por algtan LT(g;), pero esto no puede
ser ya que ningtn término de r y r’ es divisible por algtn LT(g1),...,LT(g:), por lo cual

r —1" = 0, demostrando asi la unicidad. O

2.9 Corolario. Sea G = {g1, ..., gs} una base de Grobner para el ideal I C k[xy,...,x,] y sea
f €klx1,...,x,]. Entonces f € I siy sélo si el resto r de la divisién de f por G es cero.

Demostracién. Hemos observado que si el resto es cero f € I. Ahora, si f € I, entonces
f=g+ry f = f+0 satisface las condiciones de la proposicién anterior, de modo que

cero es el resto de la division de f por G. m]

—F
2.10 Definicién. Denotamos por f al resto de la divisién de f por la S-tupla ordenada
F=(f1,...,fs). SiF es unabase de Grobner podemos ver a F como un conjunto (sin ningtin

orden en particular), por la Proposicién
2.11 Definicién. Sean f, g € k[xy, ..., x,] polinomios no cero.

(i) Si multideg(f) = a, multideg(g) = By seay = (y1,...,Yn), donde y; = méx(a;, f;)
para cada i. Llamaremos a x” el minimo comtn mdltiplo (LCM) de LM(f) y LM(g),
escrito como

x” = LCM(LM(f), LM(Y)).

El minimo comtin multiplo lo denotamos como LCM.

(ii) El S—polinomio de f y g es la combinacién

xV

S(f, §) = —
V8= 11 T e 8
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2.12 Ejemplo. Sean f = 4x?z — 7y* y g = xyz> + 3xz* en R[x, y, z] con el orden graduado

lexicografico, entonces y = (2,2,4) y

2.2 2,2
5(,8) = zyz f- ~ 8= iyz(élxzz — 7y%) — x(xyz® + 3xz%) = 3x%2* + L—Zfz.

X%z xyz?

Un S—polinomio S(f, g) esta “disefiado” para producir la cancelacién de los términos
principales.

S

2.13 Lema. Supongamos que tenemos una suma Z cifi,donde ¢; € Ky multideg(f;) = 6 €

i=1
s

S

IN" para toda i. Si multideg(z cifi) < 6, entonces Z cifi es una combinacién lineal con
i=1 i=1

coeficientes en k de los S-polinomios S(fj, f¢) para 1 < j, k < s. Ademas, cada S(f;, f;) tiene

multigrado menor que 0.

Demostracién. Escribimos a f; = x*g; y sea d; = LC(f;), de modo que c;d; es el coeficiente

principal de c;f;, como c;f; tiene multigrado 6 y su suma es estrictamente menor que el
S

multigrado 0 se sigue que Z cidi = 0.
i=1

Ahora, definimos p; = fi/d;, y note que el coeficiente principal de p; es 1. Considere la

suma

S S

Zcifi = Zcidipi

i:l l=1

= cidip1 + cadopar + ...+ Co_1ds-1Ps—1 + CsPss

= cdipr +cadipz —cidipa + ...+ cidips—1 — c1dips—1 + c1d1ps — c1dips+
Codopa + codaps — Codops + ... + Codaps—1 — Codops—1 + Codaps — codops+
oo+ Cso1ds_1ps—1 + Co—1ds1Ps — Cs—1ds—1Ps + Csdsps

= cadi(pr —p2) + (adr + c2da)(p2 —p3) + ... +

(cidi + ...+ Cs—lds—l)(ps—l - ps) +(cidy + ...+ Csds)ps

Ademas, LT(f;) = dix® y LM(fx) = x°, esto implica que LMC(LM(f;), LM(fx)) = x2,

entonces

x® x® x0 x?
Uk = Tryi ~ Tr s = el g TP @1
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S

Usando la ecuacién (2.1) y que Z cid; = 0, tenemos que la suma
i=1
S

Y cfi = adS(fi,f) + @ +d)S(f, f3)
i=1
+...+ (C1d1 + ...+ Cs—lds—l)s(fs—lrfs)~
Dado que p; y pi tienen mulgrado 6 y coeficiente 1, la diferencia p; —py tiene multigrado

menor que o m|

2.14 Teorema. (Criterio de Buchberger)

Sea I un ideal de k[x,...,x,]. Una base G = {g1, ..., s} de I es una base de Grobner
de I si y solo si para todos los pares p # g, el resto de dividir 5(gy, ;) por G (listados en
cualquier orden) es cero.

Demostracion. =] Si G es una base de Grobner, como S(gy, &) € I, por el Corolario el

resto de la divisioén por G es cero.

[< Sea f un polinomio distinto de cero. Debemos demostrar que si todos los
S—polinomios tiene resto cero en la divisiéon por G, entonces LT(f) € (LT(g1), ..., LT(g:))-
Sea f €I =(g1,...,8:), existen polinomios h; € k[x1, ..., x,] tales que

t
f= Z higi (2.2)
i=1
Por el Lema se sigue que
multideg(f) < max(multideg(h;g;)) (2.3)

Sea m(i) = multideg(h;g;) y definimos 6 =méx(m(1),...,m(t)). Entonces la desigualdad
(2.3) se convierte en
multideg(f) < 0.

Ahora, consideremos todas las formas posibles en que f puede escribirse en la forma
y note que para cada expresién obtenemos un 6 posiblemente diferente. Dado que
un orden monomial es un buen orden, podemos seleccionar una expresién como en la
ecuaciéon para f tal que 0 sea de grado minimo.

Si multideg(f) = 0, la igualdad ocurre en (2.3), entonces multideg(f) = multideg(h;g;) para
algtin i y se sigue que LT(f) es divisible por LT(g;), asi LT(f) € (LT(g1), ...,LT(gt)), que es
lo que queremos demostrar.

Mostremos que multideg(f) = 6. Probaremos esto por contradiccion, supongamos que
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multideg(f) < 6 y escribamos a f como

o= ), hgi+ Y g (2.4)
m(i)=6 m(i)<d
= ) LT(wgi+ Y (i—LT(i)gi+ ) higs
m(i)=0 m(i)=0 m(i)<o

Las dos ultimas sumas del segundo renglén tienen multideg < 6 y por hipodtesis
multideg(f) < 6, entonces la primera suma también tiene multideg < 6.
Sea LT(h;) = c;ix*®, entonces Zm(i)zé LT(h))gi = Zm(i)zé cix@® gi tiene exactamente la forma
descrita en el Lema con f; = x*g;. Entonces, el Lema implica que la suma es
una combinacion lineal de los S—polinomios S(x*®*)g,, x*@g,). Sin embargo,

x0

ap) g, (@) S 1 ) P S L1 ()
= xé—)/pqS(gp, gq),
donde x”7 = LMC(LM(gp), LM(g;))-
Entonces existen constantes cy, € k tal que
Y LT()gi =) cpgx®S(3p, 8): 2.5)

m(i)=0 pq

El siguiente paso es usar nuestra hipétesis de que el resto de S(g, g;) en la divisioén por
g1, ..., 8+ es cero. Usando el algoritmo de la division, esto significa que cada S—polinomio

se puede escribir en la forma

t
S(8p, &9) = Z Aipg8i (2.6)
i=1
donde ajy, € k[x1, ..., x,]. El algoritmo de la divisién nos dice

multideg(aipggi) < multideg(S(gp, 84)) para todoi,p,q (2.7)

Multiplicando la expresién S(gy, g;) por x>~/ obtenemos

t
XMS(gp, &) = Z bipgQi, donde bipg = x° 7 aj, (2.8)
P

La desigualdad y Lema implican que

multideg(bipsi) < multideg(x® 7w S(gp, 8q)) < 6. (2.9)
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Si sustituimos la expresion por xX*771S(g,, ;) en la ecuacion (2.5) obtenemos la

ecuacién
Z LT(hi)gi = Z Cpax° 7158, 89) = Z Cpa [Z bipqgi] = Z higi
m(i)=06 P4 P4 i i

Por la desigualdad se tiene la propiedad de que para toda i,
multideg(h;g;) < 6.
Para el paso final de la demostracién vamos a sustituir
t
Y. =LT()gi =) higi
m(i) i
en la ecuacion y obtenemos la expresion para f :

t
f= Y g+ Y, i LTR)g+ ), hig 210)

m(i)=6 m(i)<o

donde todos los términos tienen multideg < 6. Esto contradice la minimalidad de 6 y
completa la demostracion del teorema. m]

2.15 Ejemplo. Considere el ideal I = (y — x2,z —x3). Afirmamos queG = {y— x2,z—x3) es
una base de Grobner con el orden lexicografico y > z > x.

Demostracién. Para demostrar esto, consideremos el S — polinomio
z z
Sty —x%,z-x%) = y—(y —x%) - y?(z —x) = —zx® + yx°

Usando el algoritmo de la divisién tenemos que

2+ =20 (Y- + (=) - (z—-x°) + 0

De modo que S(y — 2,z — x3) = 0. Por lo tanto, por el Criterio de Buchberger, G es
una base de Grobner para I. m]

2.2. Algoritmo de Buchberger

Usando la definicién de S—polinomio y el criterio de Buchberger se puede probar si
dada una base es una base de Grobner, siguiendo esta idea, en 1965 Bruno Buchberger
crea el algoritmo conocido como algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grobner.
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2.16 Ejemplo. Considere el anillo k[x, y] con el orden graduado lexicografico y sea I =
(fi, 2y = (x* = 2xy, x*y — 2% + x). En el Ejemplo estudiamos que {f1, f2} no es una
base de Grobner para I, ya que

X3 X3
S(f1, o) = x—gy(x3 —2xy) — é(xzy - 2y2 +x) = y(x3 —2xy) — x(xzy - 2y2 +Xx)

entonces LT(S(f, f2)) = —x* ¢ (LT(f1), LT(f2)).

El resto en la divisién por F(fi, f2) es igual a —x?, que es distinto de cero. Por lo tanto,
deberiamos incluir ese resto como un nuevo generador f3 = —x. Si establecemos
F = (f1, f2, f3), podemos usar el Criterio de Buchberger para probar si este nuevo

conjunto es una base de Grobner para I.

S(f1, f2) = —x* = f3, entonces S(f1,f2)F =0, .
S(f1, f3) = (x> = 2xy) — (=x)(—x?) = —2xy, pero S(f1, f3) = —2xy # 0.

Por lo tanto, debemos agregar f; = —2xy a nuestro conjunto de generadores. Si
F = (f1, f2, f3, f1), tenemos

S(f1, £ = ¥° = 2x9) = (1/202%(-2xy) = =222 = yfi, S(f, ) =0,
S(fa, f5) = (Y = 2% +x) — (—y)(—x?) = —21% +x, S(fa, f3) =212 +x #0.

Por lo tanto, afiadimos fs = —2y*> + x al conjunto de generadores, haciendo
F(fi, f2, f3, fa, f5) y haciendo los calculos correspondientes obtenemos que WF =0
paratodo 1 <i < j<5.Por el Criterio de Buchberger se deduce que una base de Grobner
para I viene dada por

U, oo for fur fo) = 16° = 2xy, 2%y — 207 + x, =32, =2xy, =21/ + x}.

El ejemplo anterior muestra que se podria extender una base Grébner F sumando su-
cesivamente restos distintos de cero de los S-polinomios. Esta idea es una consecuencia
del Criterio de Buchberger y conduce al siguiente algoritmo para calcular una base de
Grobner.

2.17 Teorema. (Algoritmo de Buchberger)
Seal =(f1,..., fs) # {0} unideal de polinomios. Entonces se puede construir una base
de Grobner para I en un ntiimero finito de pasos mediante el siguiente algoritmo:

Input: F = (f1,..., fs)

Output: G =(g1,...,8),FCG
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G:=F
REPEAT
G =G
FOR each pair {p,q},p # ¢in G’ DO
S = S(p, q)G/
IFS#0THEN G := GU {S}
UNTIL G =¢

Demostracién. Primero mostraremos que G C I se cumple en cada etapa de el algoritmo.
Inicialmente G es un conjunto de generadores de I, con ello G C I. Ademas, afladimos a G
el resto S = S(P, Q) Q) parap,q € G. Asi, si G C I, entonces p,q y S(p,q) € I y como estamos
dividiendo por G’ C I, obtenemos G U {S} C I. También notamos que G contiene la base
dada F de I, de modo que G es en realidad una base de I.

El algoritmo termina cuando G = G/, lo que significa que S = Wcl = 0 para todo
p,q € G. Por lo tanto, G es una base de Grobner de (G) = I por el Criterio de Buchberger.
Ahora, mostraremos que el algoritmo termina tras un ntimero finito de pasos. Conside-
remos lo que sucede en cada iteracion. El conjunto G estd formado por G’ (la anterior G)

junto con los restos distintos de cero de S-polinomios de los elementos de G’. Entonces
(LT(G")) c(LT(G)) (2.11)

yaque G’ C G. Si G’ # G, afirmamos que (LT(G’)) es estrictamente menor que (LT(G)).
Para probar esto, suponga que un resto r distinto de cero de un S-polinomio ha sido
anadido a G. Dado que r es un resto de la divisién por G’, LT(r) no es divisible por
los términos principales de los elementos de G’, entonces LT(r) ¢ (LT(G’)). Sin embargo
LT(r) € {LT(G)), lo que prueba nuestra afirmacion.

Por (2.11)), los ideales (LT(G’)) de las sucesivas iteraciones forman una cadena ascendente
de ideales k[x1,...,x,], la Condicién de la Cadena Ascendente (Teorema implica
que después de un ntimero finito de iteraciones la cadena se estabilizard, de modo que
(LT(G")) = (LT(G)) ocurre eventualmente. Esto implica que G = G’, por lo que el el

algoritmo debe terminar después de un ntimero finito de pasos. m]

2.18 Lema. Sea G una base de Grobner para el ideal de polinomios I. Sea p € G un
polinomio tal que LT(p) € (LT(G — {p})). Entonces G — {p} es también una base de Grobner
para l.

Demostracion. Como G = {g1,...,4:,p} una base de Grobner para I se cumple que
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(LT($1),-..,LT(g:), LT(p)) = (LT(I)) y por hipétesis

LT(p) € (LT(G = {p})) = (LT(81), .- ., LT(g1))

Asi, G — {p} es una base de Grobner para I. m|

2.19 Definicién. Una base de Grobner minimal para el ideal I es una base de Grobner de

I tal que

(i) LC(p) = 1 para todo p € G.

(ii) Paratodop € G, LT(p) ¢ (LT(G — {p})).

2.20 Ejemplo. Para construir una base de Grébner minimal para un ideal distinto de cero,

volvamos una vez mads a la idea que estudiamos en el Ejemplo

Usando el orden grlex, encontramos la base de Grobner F = {f1, f2, f3, f1, f5} tal que

fi=x—2xy
f=xy-2y* +x
fr=-2
fa=-2xy

f5 = —2y* +x

Dado que algunos de los coeficientes principales son diferentes de 1, el primer paso es

multiplicar los generadores mediante constantes adecuadas para que 1 sea el coeficiente

principal y tenemos

fi=x—2xy
fo=x*y-2p* +x
fr=x

fa=xy

fs=y*—(1/2)x

Ademés, note que LT(f;) = x*> = —x - LT(f3) y LT(f2) = x>y = —(1/2)x - LT(f1) y por el
Lema [2.18 podemos eliminar f; y f, de la base de Grobner minimal. No hay mas casos

en los que el término principal de un generador divida el término principal de otro

generador. Por eso, {fs, fi, fs} es una base de Grobner minimal.
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Un ideal puede tener muchas bases de Grobner minimales, afortunadamente, pode-
mos destacar una base de Grobner minimal que sea mejor que las demas, lo que nos lleva

a la siguiente definicién.

2.21 Definicién. Una base de Grobner reducida para un ideal de polinomios I es una base
de Grobner G de I tal que:

(i) LC(p) = 1 para todo p € G.
(ii) Para todo p € G, ningtin monomio de p pertenece a (LT(G — {p})).

2.22 Proposicién. Sea I # {0} un ideal polinomial. Dado un orden monomial, I tiene una
Unica base de Grobner reducida.

Demostracién. Sea G una base de Grobner minimal de I. Decimos que g € G es reducido
para G siempre que ningin monomio de g este en (LT(G — {p})). Nuestro objetivo es
modificar G hasta que todos sus elementos se reduzcan.

Una primera observacién es que si g se reduce para G, entonces g también se reduce para
cualquier otra base Grobner minimal de I que contiene g y tiene el mismo conjunto de
términos principales. Esto se deduce porque la definicién de que reducido solo involucra
los términos principales.

Dado g € G, sean g’ = §(G_{g}) y G" = (G - {g}) U {¢’}. Afirmamos que G’ es una base de
Grobner minimal para I. Para probar esto, primero note que LT(g") = LT(g), ya que al
dividir ¢ por G — {g}, LT(g) se afiade al resto de la divisién dado que no es divisible por
ningtn elemento de LT(G — {g}). Esto muestra que (LT(G")) = (LT(G)).

Como G’ estd claramente contenida en I, vemos que G’ es una base de Grobner y es
minimal. Finalmente, ¢’ se reduce para G’ por construccion.

Ahora, tomemos los elementos de G y apliquemos el proceso anterior hasta que se reduz-
can. La base de Grobner puede cambiar cada vez que hacemos el proceso, pero nuestra
observacion anterior muestra que una vez que se reduce un elemento, permanece reduci-
do ya que nunca cambiamos los términos principales de la base. Por lo tanto, terminamos
con una base de Grobner reducida.

Para probar la unicidad, supongamos que Gy G son bases de Grébner reducidas para I.
Entonces, en particular, G y G son bases de Grébner minimales, eso implica que tienen los
mismos términos principales, es decir, LT(G) = LT(E). Entonces, dado g € G, existe §€ G
tal que LT(g) = LT(g). Si probamos que g = g, entonces G = G.

Para probar que g = g, consideremos ¢ — ¢ € I. Como G es una base de Grébner tenemos
que Fg = 0. Ademas, LT(g) = LT(g), entonces los términos principales se cancelan

en ¢ — ¢ y los términos restantes no son divisibles por ninguno de los elementos de
— ~ =G —
LT(G) = LT(G) ya que G y G son bases reducidas. Esto prueba que g—¢ =g¢-g=0y

asig=g. O
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2.23 Ejemplo. Sea el ideal I = (x% - 3y+z-12,x—y+z-9,x+y—z-17) Cklxy,...,x,].
Calculemos una base de Grobner y una base de Grobner reducida para el ideal I usando
el programa Singular, en la Figura [2.1se muestra el codigo.

call Singular

SINGULAR / Development
A Computer Algebra System for Polynomial Computations / version 4.3.1
B<
by: W. Decker, G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann %\ Jun 2822
FBE Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern Y

// **% running in restricted mode: shell invocation and links are disallowed
> 'ﬂing R=@, (x,y,z},lp;

> poly f = x*2-3y+z-12;
> poly g = x-y+z-9;

> poly h = x+y-z-17;

> ideal T = f,g,h;

> std(I);

_[1]=2z-145

_[2]=y-z-4

_[3]=x+y-2z-17

> option(redSB);
> std(I);
[1]=2z-145
_[2]=2y-153
[3]=x-13

>

Figura 2.1: Cédigo para generar una base de Grébner Reducida
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Capitulo 3

Variedades

En este capitulo se presenta la teoria basica de variedades y los teoremas de los ceros
de Hilbert para el estudio de las aplicaciones de la base de Grobner.

3.1 Definicién. Sea un campo k y sean fi,..., f; polinomios en k[xi, ..., x,], entonces el

conjunto
V(fi,..., fs) ={@a1,...,a,) €K' : fi(a1,...,a,) = 0 paratodo 1 <i<s)

A V(fi,..., fs) lo llamaremos variedad o variedad afin definida por (f1, ..., fs).

Asi, una variedad afin V(fi,..., fs) C k" es el conjunto de todas las soluciones del

sistema de ecuaciones
filxr,..x0) =00 = fo(xq,...,x,) = 0.
3.2 Proposicién. V(I) es una variedad. En particular, siI = (f, ..., fs), entonces

V() =V(h, ..., f).

Demostracion. Por el teorema de la base de HilbertR.4, I = (fi, ..., f;) para algin conjunto
generador finito. Afirmamos que V(I) = V(fi,..., fs).
Primero, como f; € I, si f(ay,...,a,) = 0 para todo f € I, entonces fi(ay,...,a,) = 0, con ello
V() € V(f,..., fs). Por otro lado, sean (ay,...,a,) € V(f1,..., fs)y f €L.SiI ={f1,..., fs),
podemos escribir a f como

S

f=) hf
i=1

para algtn h; € k[xy, ..., x,]. Entonces
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flay, ..., an) = ihi(al,...,an)fz-(al,...,un) = ihi(al,...,an) -0=0.
i=1 i=1
Asi, V(f1,..., fs) € V(I) y, por tanto, son iguales. O
3.3 Definicién. Dado un subconjunto V C k" definimos el ideal I(V) en k[xy, ..., x,] como
I(V)={f €klx1,...,x4] | f(a1,...,a,) = 0 para todo (ay,...,a,) € V}
3.4 Lema. Si V C k" es una variedad afin, entonces I(V) C k[x1, ..., x,;] es un ideal.
Demostracién. Demostremos que I(V) es un ideal

(i) 0 €I(V), ya que el polinomio cero se anula en todo K".

(ii) Supongamos que f, g € I(V) y sea (a3, . ..,a,) un punto arbitrario de V, entonces
flai,...,an) +g@1,...,a,) =0+0=0.Asi f + g€ I(V).

(iii) Por dltimo, supongamos que f,g € IV) y h € k[x,...,x,], entonces
h(ay,...,an)f(a1,...,a,) = h(ay,...,a,)0 = 0. De modo que hf € I(V).

Por lo tanto, I(V) es un ideal. O
3.5 Teorema. Sean V una variedad e I un ideal se cumple V(I(V)) = V.

Demostraciéon. Sea V = V(f1,..., fs) una variedad en k. Como f € I(V) es cero en V, la
contension V' C V(I(V)) se sigue directamente de la definicién de V. Parala otra contensién,
note que fi,..., fs € I(V) por la definicién de I, entonces (fi,..., fs;) € I(V). Como V es
inversora de inclusiones, tenemos que V(I(V)) C V({f1,..., fs)) = V. Asi, V(I(V)) = V. O

3.6 Lema. Sea V una variedad, Si f € I(V), entonces f € I(V).

Demostracién. Sea x € V. Si f™ € I(V), entonces (f(x))" = 0. Pero esto puede ocurrir si
f(x) = 0. Dado que x € V es arbitrario, tenemos que f € I(V). m|

3.7 Definicién. Sea K un campo de extensién de k, es decir, K es un campo tal que k C K.

Dado un subconjunto S C k[x, ..., x,], definimos la variedad, Vk(S), en K" como
Vk(S) = {(m,...,a,) € K"| f(a1,...,a,) = 0 para todo f € S}
Por la Proposicion[3.2) siI = (fi,..., fs) C k[x1,...,x,], entonces

Vi) = (a1, ...,a0) €K" | fi(ay,...,a0) =0, 1 <i<s}=Vi(fi,..., fo).
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3.8 Ejemplo. Para K = R tenemos VR(x? + y?) = VRr(x, y) = {(0,0)} € R?. Por otro lado,
para K = C tenemos que V¢ (x? + y?) es la unién de dos rectas y = +ix, donde i = V-1, asf
que Ve(x, v) es {(0,0)}.

3.9 Ejemplo. Consideremos el polinomio f = x*> + y* + 1. Entonces para K = R vemos
que VR(f) = 0, mientras que V¢ tiene un ntimero infinito de puntos. La situacién es
similar para f = x* + y* + 1. De hecho, hay infinitos ideales de R[x, y] cuya variedad
correspondiente en R? es vacia.

Los Ejemplos y muestran que un sistema de ecuaciones puede tener “muy
pocas soluciones” en k" para darnos una idea de las propiedades algebraicas y geomé-
tricas de I y Vk(I). En el Ejemplo los ideales (x? + y2> y (x + y) dan lugar a la misma
variedad sobre IR, pero son “esencialmente diferentes”. La misma situacion se da en el
Ejemplo Ampliando el campo R a C, ideales “esencialmente diferentes"dara lugar a
diferentes variedades.

Para enunciar el Teoremas de Hilbert Nullstellensatz, consideramos la cerradura alge-
braica del campo k, denotada k. Recuerde que un campo K es algebraicamente cerrado si
para cada polinomio f € K[x] en una variable, la ecuacién f = 0 tiene solucién en k. Cada
campo k estd contenido en un campo k que es algebraicamente cerrado y tal que cada
elemento en k es la raiz de un polinomio distinto de cero en una variable con coeficientes
en k.

3.10 Teorema. Teorema Débil de los Ceros de Hilbert

Sea I un ideal contenido en k[x1, ..., x,]. Entonces Vg(I) =0siysolosil =k[xy,...,xu].

3.11 Teorema. Teorema de los Ceros de Hilbert
Sea k un campo algebraicamente cerrado. Si f, f1,..., fs € k[xq,...,x,] tal que f €

I(V(f1,..., fs)), entonces existe un entero positivo m > 1 tal que

frelfi, .. fs)

Demostracién. Dado un polinomio f distinto de cero que desaparece en cada cero comtn
de los polinomios fi, ..., fs, debemos demostrar que existe un entero m > 1y polinomios
Aq, ..., A tal que

=Y Aif:
i=1

Considere el ideal I' = (f1,..., fs,1 = yf) Cklx1,...,xn,y] , donde f, f1,..., fs son polino-
mios descritos en el pérrafo anterior. Afirmamos que V(I’) = 0.

Para probar esto, sea (a1, ..., a4, an+1) € k™1, Tenemos dos casos
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(@) (a1,...,a,) es un cero comun de fi, ..., fs.
(b) (a1,...,a,) no es un cero comun de fi, ..., fs.

En el primer caso f(ay,...,4,) = 0 ya que f desaparece en cualquier cero comun de
fi,..., fs. Asi, el polinomio 1 — yf toma el valor 1 —a,41f(a1,...,4,) =1 # 0 en el punto
(a1,...,an,an+1). Enparticular, (ay, ..., a,,a,41) ¢ V(I'). Enel segundo caso, paraalgtni, 1 <
i <s,debemos tener fi(ay,...,a,) # 0. Pensando en f; como una funcién de n + 1 variables
que no depende de la dltima variable, tenemos fi(a1,...,a,,a,41) # 0. En particular,
de nuevo concluimos que (ai,...,a,,a,+1) ¢ V(I'). Dado que (a1, ...,a,,a,41) € k"1 era
arbitrario, concluimos que V(I’) = 0.

Ahora, por El Teorema Débil de los Ceros de Hilbert[3.10|concluimos que 1 € I . Eso es,

1= ZP:‘(XL X, Wi+ qxa, . xn, )1 = yf) (3.1)
i=1

para algunos polinomios p;,q € k[x1,...,x,, y]. Ahora, si definimos vy = 1/f(x1,...,xp).
Entonces, la ecuacién implica que

1= Zpi(xlf---/xn/]-/f)fi' (32)
i=1

Multipliquemos ambos lados de esta ecuacién por una potencia f , donde m se elige
suficientemente grande para borrar todos los denominadores. Esto produce

S
=Y A
i=1
para algunos polinomios A; € k[xy, ..., x,], que es lo que teniamos que mostrar. m]

3.12 Definicién. Para un ideal I de k[xy, ..., x,] definimos el radical de I, denotado por
VI, como
V= {f €klx1,...,x,] | existe e € IN tal que f* € I}

3.13 Lema. Silesunidealenk[xy,...,x;], entonces VI también es un ideal en klxi,...,x4].

Demostracion. Note que siempre se tiene que I ¢ VI ya que f € I implica f! € I, por lo
tanto, f € VI por definicion.

Para mostrar que VI es un ideal, suponga f, ¢ € VI. Entonces hay enteros positivos m y
I tal que f™,¢' € I. En el desarrollo del binomio (f + £)"*~! todo término tiene un factor
fighconi+j=m+1-1.Comom<iol<j yasea f ogl estdenl, donde fig/ely

cada término de la expansién binomial estd en I, por tanto, (f + g)"*'~! € L. Por lo tanto,
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f+ge VL
Finalmente, supongamos que f € VIyh € k[x, ..., x,]. Entonces f™ € I para algtin entero
1 < m. Dado que I es un ideal, tenemos (i - f)" = k" f" € I. Por lo tanto, hf € VI. Esto

muestra que VI es un ideal. ]

3.14 Teorema. E! Teorema Fuerte de los Ceros de Hilbert

Sea K un campo algebraicamente cerrado. Si I es un ideal en k[xy, ..., x;,], entonces
(VD) = VI para todo I enk[xq,...,x,]

Demostracién. Ciertamente tenemos VI C I(Ve(D)) yaque f € VI implica que f™ € I para
algtn m. Por lo tanto, f™ es cero en Vi(I), lo que implica que f es cero en Vi(I). De este
modo, f € I(VE(I)).

Para la otra contencién, suponga que f € I(Vi(I)). Entonces, por definicién, f es cero en
Vi(I). Por El Teorema de los Ceros de Hilbert existe un entero 1 < m tal que f™ € I.
Pero esto significa que f € VI. Como f era arbitraria, tenemos que I(Ve(D) c VI. Esto
completa la prueba. m]

3.15 Teorema. V§(I) =(0siysoélosil € G. Es decir, dados los polinomios fi, . . ., f;, entonces
no hay soluciones para el sistema f; =0, ,=0,...,f,=0 € K si y s6losi G = {1}.

Demostracion. Por Teorema Débil de los Ceros de Hilbert Vi(l)=0siysdlosilel
Pero la dltima condicién es equivalente a G = {1}, ya que G es una base de Grobner
reducida. ]

3.1. Variedades Irreducibles

3.16 Definiciéon. Una variedad V C k" es irreducible si V se escribe en de la forma
V =V1UV;,,donde V1 y V> son variedades, entonces Vi =V 6V, = V.

3.17 Definicién. Unideal I C k[xy,...,x,] es primosi f, g € k[xy,...,x,]y fg € I, entonces
felogel

3.18 Proposicién. Si V C k" una variedad. Entonces V es irreducible si y sélo si I(V) es un
ideal primo.

Demostracién. Supongamos que V es una variedad irreducible y f, g € I(V) tal que fg €
I(V). Sean Vi = VN V(f)y Vo = VN V(g) variedades, entonces fg € I(V) implica que
V = V1NnV;.Dado que V es una variedad irreducible, tenemos dos casos V = V10V = V5.
SiV =V, entonces V = Vi = VN V(f). De modo que f es cero en V(f), asi f € I(V).
Analogamente, si V = V; implica que V = V, = V N V(g). Entonces g es cero en V(g), asi
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g € I(V). Por lo tanto, I(V) es un ideal primo.

Ahora, supongamos que I(V) es un ideal primo, V = Vi NV, y V # V. Demostremos que
I(V) = I(V>). Para demostrar esto, notemos que I(V) C I(V>) ya que V, C V. Asimismo,
I(V) € I(V1) dado que V; € V. Asi, podemos escoger f € (V1) \ I(V) y g € I(V3). Como
V = V1 U V,,sesigue que fges ceroen V, por lo tanto fg € I(V). Por hipétesis I(V) es un
ideal primo, esto implica que f o g pertenecen a I(V). Sabemos que f ¢ I(V)y g € I(V).
Esto demuestra que I(V) = I(V>), usando el Teorematenemos que V = V5. Por lo tanto
V es una variedad irreducible. O

3.19 Teorema. (Condicion de la Cadena Descendente)
SeaVi2Vpo2V32...

una cadena descendentes de variedades en k". Entonces existe N un entero positivo tal
que

VN=VN1=VNi2=...

Demostracién. Usando el Teorema de la Cadena Ascendente de Ideales[2.7|tenemos que
I(Vi)cI(Vo) cI(V3) < ...,

entonces existe N tal que I(Vn) = I(Vn+1) = I(VNns2) = .... Dado que V(I(V)) = V para
alguna variedad V, tenemos Vy = Vny1 = Vo = .. m|

Podemos usar esta proposicion para demostrar el siguiente resultado bésico sobre la
estructura de las variedades.

3.20 Teorema. Sea V C k" una variedad. Entonces V se puede escribir como una unién
finita
V=ViuU...uVy,,

donde cada V; es una variedad irreducible.

Demostracion. Supongamos que V es una variedad que no se puede escribir como una
union finita de variedades irreducibles, entonces V no es irreducible, de modo que V =
Viu V;, donde V # Vi yV # V’l. Mas atn, una de las variedades V; y V’1 Nno es una
unién de variedades irreducibles, ya que V no es una unién finita de variedades. De igual
manera, como V7 no es una union de variedades irreducibles tenemos que V1 = V, U V.,
donde Vi # Vo y Vi # V., y V2 no es una unién de variedades irreducibles. continuando

el proceso tenemos una sucesion infinita de variedades

VoVi2V,D...
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conV # V1 # V, # ..., esto contradice el Teorema de la cadena Descendente 2.7} O

3.21 Definicién. Sea V C k" una variedad. Una descomposicién
V=Viu...uV,,

donde V; coni = 1,...,m es una variedad irreducible, la llamaremos descomposiciéon
minimal o unién irredundante si V; ¢ V; parai # j. Ademads, cada variedad V; se llama

componente irreducible de V.
Esta definién nos introduce al siguiente teorema.

3.22 Teorema. Sea V C k" una variedad. Entonces V tiene una descomposicién minimal
V=ViU...uV,,

donde V;coni =1,...,m es una variedad irreducible y V; £ V; para i # j. Mas atn, la

descomposicién minimal es tinica.

Demostracion. Por el Teorema([3.20} V se puede escribir dela forma V = V;U...UV,, donde
cada V; es una variedad irreducible. Ademas, si V; estd contenida en alguna V; parai # j
podemos eliminar V; de la unién. Repitiendo el proceso obtenemos una descomposicion
minimal de V.

Para demostrar la unicidad, supongamos que V = V] U... U V] es otra descomposicion

minimal de V. Entonces para cada V; tenemos
Vi=VinV=Vin(Viu...uV)=(V;nV)u...uV;nV)).

Como V; es irreducible, se sigue que V; = V; N V} para algtn j, es decir, V; C V]’.. Usando
el mismo argumento para V} (usando las componentes V; para descomponer V) tenemos

que V; C Vi para algun k, entonces
VicC V; c Vg,

Por minimalidad, i = k, y se sigue que V; = V}. Por lo tanto, cada V; aparece en V =
V{ U...u Vl’ , lo que implica m < I, demostrando la unicidad. O

Para un estudio mas detallado ver [16].
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Capitulo 4

Problema cinematico en los brazos de
robots

Nuestro propésito general es mostrar como las variedades afines se pueden utilizar
para modelar los brazos de un robot y concretamente el papel de las bases de Grobner

en estos modelos.

Siempre consideraremos robots construidos a partir de eslabones o segmentos rigidos
que estan conectados en serie, como en una extremidad humana. Un extremo de nues-
tro brazo del robot generalmente estard fijo en su posicion. En el otro extremo estard la
mano, que a veces se considerard como un segmento final del robot. En robots reales, esta
mano podria estar provista de mecanismos para agarrar objetos o con herramientas para
realizar alguna tarea. Por lo tanto, uno de los principales objetivos es poder describir y
especificar la posicién y orientaciéon de la mano.

Los posibles movimientos de todo el ensamblaje del robot estd determinado por los mo-
vimientos de las articulaciones. Muchos robots reales son construidos usando diferentes

tipos de articulaciones. En este trabajo se abordardn las siguientes articulaciones:

1. Articulacién de revolucién plana:
Es aquella que permite la rotaciéon de un segmento con respecto a otro. Por sim-
plicidad, vamos a suponer que ambos segmentos en cuestién se encuentran en un
plano y todos los movimientos viven en dicho plano, es decir, el eje de rotacién es
perpendicular al plano en cuestion. Ademads, el angulo 0 es el dngulo medido desde
el eslabon i hasta el eslab6én i + 1 en sentido antihorario.

43



Problema cinemaético en los brazos de robots

Articulacion

Figura 4.1: Articularién de revolucién plana

2. Articulacién prismatica.:
Esta permite que un segmento de un robot se mueva a lo largo de un eje. En la
Figura 4.2| se muestra una vista esquematica de una articulaciéon prismética de un
robot que se encuentra en un plano.

- — Retraer -« —Extender

Figura 4.2: Articulaciones prismdticas

Si hay muchas articulaciones en un robot, asumiremos que las articulaciones se encuen-
tran en el mismo plano, que los ejes de rotaciéon de todas las articulaciones de revoluciéon
son perpendiculares a ese plano y que los ejes de traslacién de las articulaciones
prismaticas se encuentran en el plano de las articulaciones. Por lo tanto, todo movimiento

tendra lugar en un plano.
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4.1 Ejemplo. Considere el siguiente brazo de robot plano con tres articulaciones de revo-
lucién y una articulacién prismaética. Todos los movimientos del robot tienen lugar en el

mismo plano.

Articulacion 2

. Mano
Articulacion 3

Articulacién 1
*

Eslabon 3

Eslabon 2 i
Eslabdn 4

extendido

Eslabon 1

Figura 4.3: Brazo de robot

En general, la posiciéon de una articulacién de revolucion entre los eslabonesiei+1 se
puede describir midiendo el d&ngulo 0 (en sentido antihorario) desde el segmento i hasta
segmento i + 1. Por lo tanto, la posicién de tal articulacién puede parametrizarse por un
circulo S! en el intervalo [0, 27t]. Cabe safialar que, si existen obstaculos que no permitan
girar el brazo en todo S!, entonces se parametriza cada posicién en subconjuntos de S'.
De igual manera, la posiciéon de una articulacién prismaética que tiene longitud minima
my y maxima my, donde my,m; € R, puede parametrizarse en el intervalo [my,m2] y lo
denotaremos como I,.

Por otro lado, para un robot con r articulaciones de revolucién y p articulaciones prisma-
ticas, las posibles configuraciones de las articulaciones del robot estardn determinadas

por el siguiente producto cartesiano:

J=8"%x...xS'xx...xI,
—

r veces

donde hay un factor S! por cada articulacién de revolucién e I, por cada articulacién
prismética. Llamaremos a ] el espacio articular del robot.

Fijando un sistema de coordenadas cartesianas en el plano U C IR?, podemos representar
las posibles posiciones de la mano por los puntos (a,b). De manera similar, podemos
representar la orientaciéon de la mano dando un vector unitario alineado con alguna
caracteristica especifica de la mano. Asi, las posibles orientaciones de la mano estan

parametrizados por vectores u en V = S!. Por ejemplo, si la mano estd unida a una
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articulacion de revolucién, entonces tenemos la siguiente imagen de la configuracién de

la mano:

(a, b) -

u es el vector unitario que
especifica la orientacion de
la mano

(a, b)indica la posicion
de la mano

Figura 4.4: Mano de robot

Asimismo, consideraremos C = U X V como el espacio de configuraciones de la mano
del robot.
Dado que los eslabones del robot son rigidos, cada coleccién de articulaciones colocara
la mano en una tinica posicién, con una tnica orientacién. Por lo tanto, es posible definir
una funcién:
f:]—C

entre el espacio de articulaciones y el espacio de configuraciones del robot, esta funciéon
codifica las posibles posiciones de la mano.
Notemos que en el Ejemploel espacio articulares | = S!xS!xS!x[my, my]y C = UxS.

Existen dos problemas bésicos para describir las distintas posiciones y configuraciones

de la mano y que pueden abordarse en términos de f:

1. Problema Cinematico Directo: ;Es posible dar una descripciéon explicita para f en

términos de las articulaciones (las coordenadas en |) y de los eslabones?

2. Problema Cinemético Inverso: ;Dado c € C, podemos determinar uno o todos los
j € ] tales que f(j) = c?.

Notemos que en el problema inverso necesitamos resolver todas las soluciones para
fG) =e.

En la cinemadtica de los robots se tratan los aspectos geométricos del movimiento del
robot con respecto a un sistema de referencia fijo sin considerar las fuerzas que causan tal
movimiento y se estudia la configuracién espacial del robot con las relaciones entre las
variables del espacio de articulacién, posicion y orientacién del robot.
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4.1. Problema cinematico directo

En esta seccion, presentaremos un método para abordar el problema cinematico di-
recto. Dado un robot en el plano R?, usaremos el sistema de coordenadas (x1,y1) para
describir la posicién y orientacién de la mano. El origen del sistema de coordenas se
colocard en la articulacion del brazo del robot, que también est4 fijo en su posicion.

M
A

Articulacion1

e Eslabén 1

Soporte

Figura 4.5: Brazo de un robot en IR?

Ademas del sistema de coordenadas global (x1, y1), introducimos un sistema de coor-
denadas en cada una de las articulaciones de revolucién para describir las posiciones
relativas de los eslabones que se encuentran en esa articulacién. Naturalmente, estos sis-
temas de coordenadas cambian a medida que varia la posicion del brazo.

En una articulacién de revolucién i, introducimos un sistema de coordenadas (x;+1, Yi+1),
el origen se sittia en la articulacién i. Nétese que para cada i > 2, las coordenadas (x;, y;)
de la articulacion i son (J;, 0), donde I; es la longitud del eslabén i.

Nuestro primer objetivo es relacionar las coordenadas (x;.1, ¥i+1) de un punto con las
(xi, yi) coordenadas de ese punto. Sea 0; el 4ngulo en sentido antihorario desde el eje x;
hasta el eje x;.1.

Si un punto que tiene (x;11, yi+1) coordenadas

q = (ais1, bi+1)
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entonces para obtener las coordenadas (x;, y;) de g, digamos
q= (ai/ bi)/

rotamos por el dngulo 0; para alinear los ejes x; y x;.1, y luego trasladamos el vector (/;, 0)
para hacer coincidir los origenes de los sistemas de coordenadas. La rotacién por 0; se

logra multiplicando por la matriz de rotacién

cosB; —seno;
sen6; cos; |

También, la traslacién se logra sumando el vector (/;,0). De tal manera que, dado un

punto g = (,b) en IR?, las coordenadas de g en términos de (x;, y;) estdn relacionadas con

(Xi+1, Yis1) por:
a; cosB; —sen6;||ai1 N l;
b; senB; cosO; )J\bjq 0)
esta transformacién de coordenadas también se escribe comtinmente en forma abre-
viada usando una matriz de 3 X 3 y vectores de 3 componentes:

a; cosB; —senB; [;\(ai1 Ai1
bil=|sen6; «cosO; O||bi1|=Ai|bis1]-
1 0 0 1)1 1 1

Esto nos permite combinar la rotacion por 0; con la traslacién a lo largo del segmento i en
una unica matriz A; de 3 x 3.
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4.2 Ejemplo. Consideremos el siguiente brazo de robot con cuatro articulaciones de

revolucién.

Figura 4.6: Brazo de un robot en con cuatro articulaciones de revolucién

Observemos que
(i) La mano es el eslabén 5 fijado por la articulacion 4 con el eslabén 4
(ii) El origen de sistema de coordenadas 1y 2 coincide.

(iii) El vector posiciéon del origen del sistema de coordenadas 3 en el sistema de coor-

!
denadas 2 es (é] y del sistema de coordenadas 4 en el sistema de coordenadas 3 es

I3
0
En consecuencia, los problemas directos e inversos se formulan en términos de los

movimientos relativos a esos sistemas de coordenadas.

(iv) La rotacion de la articulacién i + 1 relativa a la articulacién i se mide por el dngulo
0.

(v) Por ejemplo, si P es un punto en la articulacién 4 con posicién del vector vy en
el sistema de coordenadas 4, entonces el vector posicion vz de P en el sistema de

coordenadas 3 esta relacionado con v4 por la siguiente relacion:
cosf3 —sen0s I3
U3 = U4+ ,
senfs  cos O3 0
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cosB3 —senfs I3
U3 U4
[ J =|senfs cosB; O ( ]

1
0 0 1

Esta matriz permite cambiar de sistema de coordenadas 4 a 3.

4.3 Ejemplo. Consideremos el siguiente brazo de robot con 3 articulaciones.
Donde la mano es el eslabén 4 fijado por la articulacion 3 con el eslabén 3, [; es la longitud

del eslabén i.

Figura 4.7: Brazo de robot del Ejemplo

Primero, consideremos la matriz

cosB; —sen0; [;
Ai=|senf; cosO; Ofparai=1,23. (4.1)
0 0 1

Ademas, las coordenadas de cualquier punto en la articulacién i se pueden obtener
comenzando en el sistema de coordenadas (x;, y;) al sistema de origen (x1, y1) mediante
cada sistema de articulaciéon. De manera que las coordenadas de un punto g en términos

del sistema de origen (x1, y1) estan relacionadas con el sistema de coordenadas (x4, y4)
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mediante:
X1 X4
1| = A1A243| ya |,
1 1

usando las formulas trigonométricas obtenemos:

X1 COS(91 + 0, + 93) - sen(91 + 0, + 63) I3 COS(91 + 92) + 1> cos 01 ) (xa
yi|=|sen(01 + 02+ 03) cos(01+ 02+ 03) I3sen(01 + O2) +1rsenOq || ya].
1 0 0 1 1

Como: (x4, y4) = (0,0) porque la mano estd unida directamente a la articulacion 3 se sigue

que
X1 I3 cos(01 + O02) + I cos 64
ni|= l3 sen(61 + 92) + 12 sen 91 . (4.2)
1 1

Asimismo, la orientacién de la mano estd determinada por 01 + 0> + 03. Si combinamos
este hecho sobre la orientacién de la mano con la matriz (4.2) para la posicién de la mano,
obtenemos una descripcién explicita de la funcién f : ] — C en términos de los dngulos

articulares 07 y 02. En consecuencia, la configuracién de la mano estd determinada por:

I3 cos(61 + 02) + I cos 61
f(@], 0>, 93) = l3 sen(91 + 92) + I, sen 011. (4.3)
01+ 6, + 03

4.4 Ejemplo. Consideremos las mismas articulaciones del ejemplo anterior pero afiadi-
remos una articulacién prismadtica entre el segmento 4 y la mano como se muestra en la

Figura 4.8l Asi, el segmento 4 tendra longitud variable v el seemento 5 sera la mano.
g g g y g

Observaciones

» Eleje detraslacién dela articulacion prismatica se encuentra a lo largo dela direccién
del eslabén 4.

» La articulacién prismatica puede cambiar la longitud del eslabén 4 a cualquier valor

como:

(i) l4 = mq para retraer o contraer.

(ii) l4 = my para extender.
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= Las tres articulaciones de revolucién pueden rotar libremente.

En consecuencia, el espacio articular ] es | = S x S x S! x [mq, ms].
P

Figura 4.8: Brazo de robot del Ejemplo

Por el razonamiento dado en el Ejemplo la posicién de la mano se dard multipli-
cando la matriz producto A1 A>Asz por el vector (x4, y4) vector de coordenadas de la mano,

a saber (I4, 0). De ello se deduce que la configuraciéon de la mano estd determinada por

4 cos(01 + 07 + 03) + I3 cos(01 + 03) + I cos(61)
g(@l, 65, 93, l4) = l4 sen(61 + 92 + 63) + 13 sen(91 + 92) + lz sen(@l) , (44)
01+ 6>+ O3

donde I, I3 son constantes de longitud fija y I4 € [m1, m,]. Asimismo, la orientacién de la

mano estd determinada por 0; + 02 + 03. Mas atin, dada la parametrizacién

x = cos(6),

y = sen(6),
para una variedad algebraica V(x? + y* — 1) en el plano. De tal manera que las funciones

¢; = cos(6)),

s; = sen(6;),

estan sujetas a cz.2 + 51'2 —1=0parai=1,2,3. De hecho la variedad estd definida por las
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tres ecuaciones anteriores en R® y geométricamente la variedad es el producto cartesiano
de S x S x S1.
Explicitamente, obtenemos de (4.3) una expresion para la posicion de la mano como una

funcién de las variables c1, 51, ¢2, 52, €3, 53. Dado que

cos(61 + 63) = cos(61) cos(B,) — sen(B1) sen(63) = c1c2 — 5152,

sen(61 + 6;) = sen(61) cos(62) + sen(62) cos(61) = s1¢2 + sacq,

se obtiene que las coordenadas (x1, y1) de las posiciones de la mano estan determinadas
por

(13(C1C2 —8182) + lzcl]. (4.5)

I3(s1¢2 + 52¢1) + I2s1

Del mismo modo, a partir de la funcién g del Ejemplo la matriz en (4.4) se puede
escribir de la forma:

I4(cr1(cocs — s283) — s1(c2s3 + €352)) + I3(c1cp — $182) + ey
ls(s1(cac3 — s253) + c1(c283 + €352)) + I3(s1C2 + S201) + 1251

En donde el espacio de articulaciones | = V X [m,my] C V X R, con

V:V(x%+y%—1, x§+y§—1, x§+y§—1).

4.2. Problema cinematico inverso

En estd secciéon continuaremos el estudio de los brazos de robot abordando el
problema cinematico inverso en términos de un sistema de ecuaciones polinémicas

de n variables con coeficientes reales, cuyo sistema puede resolverse con bases de Grobner.

Dado un punto g con coordenadas (2, b) € IR? y una orientacién, nos gustaria determi-
nar si es posible colocar la mano del robot en ese punto g y con esa orientacion. Mds atn,
nos gustaria encontrar todas las combinaciones de las configuraciones que satisfagan esta
condicién.

En otras palabras, nos interesa determinar la imagen de la funcién
f:]—C

para este robot. En otras palabras, para cada c en la imagen de f, queremos determinar la

imagen inversa f71(c).
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4.5 Ejemplo. Para ilustrarnos, consideremos el siguiente brazo de robot y obtengamos

una descripcién de las configuraciones de la mano.

Figura 4.9: Brazo de Robot del ejemplo

Nuestro robot estd compuesto de:

= Dos articulaciones de revolucién en donde ambas pueden rotar libremente en el

plano y la articulacién 1 estd centrada en el origen (x1, y1) = (0,0).

= Una articulacién prismatica que tiene una longitud minima m; y longitud maxima

my.

En consecuencia, el espacio articular | es:
_ ¢l 1
J=5 %S X [mq, ms].

La coordenadas de un punto g en términos del sistema de origen (x1, y1) estdn relacionadas

con (x2, y2) por:

X1 X2
| =A1A2|y2 |,
1 1
En consecuencia,
X1 cosB0; —-senBy; Il1)[cosB, —senBr I[r\(x;
y1|=|sent; «cosO; O]|senOr cosOr O0]|y2|-
1 0 0 1 0 0 1/11
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Con el hecho de que [; = 0 por que centramos el origen (x1, 1) en la primera articulacion

y (x2,2) = (0,0) por que la mano estd unida directamente a la articulacion 2 se sigue que

X1 0 0 IlcosB1)(0 I, cos 01
yi[=]0 0 DbsenO;|[0|=[Lsen0O].
1 0 0 1 1 1

Explicitamente, las configuraciones de la mano estdn descritas por la funcién f : | — C,
que se puede escribir como:

> cos 61
f(91, 92, lz) = 12 sen 61 . (4.6)
01+ 6,

Mas atin, pasamos de la matriz a una matriz de ecuaciones parametrizadas por bajo
la restriccion

¢; = cos(6;),

s;i = sen(6)),

7 +s7 —1=0parai=1,2. Obteniendo que la posicion de la mano estd descrita por:

Iy
. 4.7)

I>s1
En nuestro ejemplo, la orientacién de la mano es trivial. La tltima articulacion de revolu-
cién no afecta la posicion de la mano. Es decir, dado 0; una orientaciéon a = 0 + 0 esta

determinada por 0, = a — 01 y por lo tanto s6lo necesitamos conocer la posicién de la

mano.

De la matriz (4.6) las posiciones para colocar la mano en el punto (4, b) en las coorde-

nadas (x1, y1) estdn descritas mediante el sistema de ecuaciones:

a= 12 Cc1,
b= Zz S1, (4.8)

0:c%+s%—l.

Para resolver este sistema de ecuaciones calculando una base de Grobner usando el orden
lexicografico con el orden de las variables

c1 >81 > 12.
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En este caso [ no es un segmento fijo, por lo tanto lo consideramos como una variable

al igual que c1 y s1. Generando el siguiente c6digo para obtener nuestra base de Grobner:

> ring R=(0,a,b), (cl,s1,12),1p;
> poly fl1 = 12*cl-a;

> poly f2 = 12*sl-b;

> poly f3 = s1A2+clAr2-1;

> ideal I = f1,£2,£3;

> std(D);

_[11=1242+(-a*2-b"2)
_[2]=(a*2+b*2)*s1+(-b)*12
_[3]1=(a)*cl+s14A2%12-12

> option(redSB);

> std(I);
_[1]=1242+(-a*2-b"2)
_[2]=(a*2+b42)*s1+(-b) *12
_[3]1=(a*2+b*2)*cl+(-a)*12

Asf, la base de Grobner reducida en el anillo R(a, b)[c1, 51, 2] para el ideal I generada
por los polinomios de estd formada por:

@+ +5=0,
—bly + (a* + b*)s; = 0, (4.9)

—al, + (a2 + bz)cl =0,

con soluciones sobre R

a b
=——F/—, 1= ——F——=, h=- Va2+b2}
{ Va? + b2 Va? + b2

a b
{c1 =——, 51=——, b= Va? +b2}
VaZ + b2 Va? + b2
Sin embargo, el primer conjunto soluciéon queda descartado porque I, no puede ser un
nimero negativo, es un namero fijo positivo que toma valores entre un minimo y méximo

en el intervalo [m7, m>]. Por lo tanto, las soluciones a nuestro sistema son

O<mi <= V612+bZSMQ,

2

O<m%§lzza2+b2§m2.

En consecuencia, las posibles posiciones de la mano en el espacio de configuraciones
describen un anillo con centro en el origen (x1, y1) como se muestra en la Figura
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Figura 4.10: Posiciones de la mano de robot

4.6 Ejemplo. Consideremos el siguiente brazo de robot, observe que la mano es el eslabén

4 fijado por la articulaciéon 3 con el eslabén 3.

Figura 4.11: Brazo de robot del Ejemplo

De la matriz se deduce que las posiciones posibles para colocar la mano en
el punto dado (4,b) en coordenadas (x1, 1) estdn descritas por el siguiente sistema de
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ecuaciones:

a =I3(cic2 — s152) + lheq

b =I3(c152 + €281) + sy
_ 2,2

O=ci+s7—-1

_ 2,2
O=c;+s;—-1

Para resolver este sistema, calculamos una base de Grobner con el orden graduado lexi-

cografico y con el orden en las variables

C1 >81>C >8

En donde las soluciones dependen de los valores a,b,15,13, los cuales aparecen

como pardmetros en los coeficientes de la base de Grobner reducida en el anillo

R(a, b, 15, 13)[s1, 1,52, c2] para el ideal I generado por los polinomios de (#.10).

A continuacion se muestra el cédigo realizado con el programa Singular para calcular

la base de Grobner.

> ring R = (0,a,b,12,13),(cl,sl,c2,s2),dp;
> poly f1 = 13*(cl*c2 - s1¥s2) + 12*cl - a;
> poly f2 = 13*(cl*s2 + c2*sl) + 12*sl - b;
> poly f3 = cl*2 + sl*2 - 1;

> poly f4 = c242 + s2+2 - 1;

> ideal I = f1,£2,£3,f4;

> std(I);

_[1]1=(2%12*13)*c2+(-a*2-b*2+1242+1342)
_[2]=(2%ar2*12+2*br2*12) *s1+(2*a*12*13) *s2+(-a*2*b-bA3-b*1242+b*1342)
_[31=(b)*cl+(-a)*s1l+(-13)*s2

_[4]=(2%12*1342)*s242+(a*1242-a*1342) *c1+(b*1242-b*1342) *s1
+(ar2*13+br2*13)*c2+(-a*2*12-b*2*12)

> option(redSB);

> std(D);

_[1]1=(2*12*13)*c2+(-a*r2-bA2+12/2+1342)
_[2]=(2%ar2*12+2*br2*12) *s1+(2*a*12*13) *s2+(-a*2*b-bA3-b*1242+b*1342)
_[3]=(2%ar2*12+2*br2*12) *c1+(-2*b*12*13) *s2+(-a*3-a*bAr2-a*1242+a*1342)
_[4]=(4%12A2%13A2)*s2A2+(ar4+2%ar2*bAr2-2%ar2%]1242-2%ar2*]1372+b"4
-2%pA2%12A2-2%bA2%1342412A4-2%12A2%13A2+1344)
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Asi, nuestra base de Grobner reducida estd formada por los siguientes polinomios:

(2a%1y + 2b%h)cy + (=2blalz)sy + (—a® — ab® — al3 + al3),
(2a%1y + 20%L)s1 + (2alal3)sy + (—a®b — b — bl + bI3),
Qbl)cr + (—a? = b* + 5+ 13),

(4B1)s5 + (a* + 2070 — 20°15 — 2a°15 + b* — 21215 — 2b°15 + [} — 21315 + I3).

1 1 1
2Dy (a% + b2)" 2bl5’ 41212
base de Grobner reducida para el ideal 1.

Multiplicamos por respectivamente y obtenemos la siguiente

2bl,15 a@® + > + 15 - 1)
oL@ T @+ )
2al,15 b(a* + b* + lg - lg)

+ - 7
oL@+ T 2@+ 1)

P oy @1
2 3
2 ol
2, (@® + b?)? = 2(a® + bz)(l§ + l%) + (l% - lé)2
2 4212 '

donde los denominadores dependen solo de a, b, 15, I3.

En la practica, a,b,1 y I3 tomarén ciertos valores y al sustituir su valor nos podemos
preguntar si los polinomios generan un ideal en R[sy, ¢1, 52, c2]. La pregunta es, ;cudndo
generan una base de Grobner bajo estas situaciones?.

En general, reemplazar las variables a, b, I, I3 por valores especificos en un campo se llama
especializacién. En consecuencia, uno se puede preguntar, ;cémo se comporta una base
de Grobner bajo cierta especializacion?.

Por ejemplo, si consideramos el polinomio

2
2+ -1

_ 3
@ 200

hay problemas si el denominador es cero.

En este caso debemos considerar I # 0,13 # 0. De hecho para las Ecuaciones
consideramos I, # 0,13 # 0, (a> + b?) £ 0.

Analizando la Ecuaciones se puede mostrar que el conjunto solucién es finito. Si
resolvemos la dltima ecuacién de podemos encontrar como maximo dos soluciones,
bastaria ver cudles soluciones son reales y estas serian las soluciones que buscamos para
el robot.
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Dado que I, I3 # 0, vamos a sustituir [ = [3 = 1 en (4.11)), esto es:

a2

. 2bl,15 S_a(a2+b2+l§—l§) o b L
L oL@+ 12 2L(a2 + b?) T T @t Y
. 2alyl5 . _b(a2+b2+l§—l§) L b
YT oL@ 2 21 (2% + b?) T T @t Y
a?+*-B-1 ~ 2+ b2
e 2015 —eT T
, @+ 2@+ )G+ +G-BY (@ + ) (@ + 1) - 4)
s2 + = = 3+ 1 .
422

De manera que obtenemos la siguiente base de Grobner en R(a, b, I3, 13)[s1, c1, 52, c2]:

b a
1~ mfa o
51+ L52 - é,
(a% + b?) 2 (4.12)
a + b -2
R
s% Jr_(az + )@ + 1? —-4).

4

Mas adn, {#.12) es una base de Grobner para (4.10) para cualesquiera a,b tal que
+b% # 0.

Si sustituimos b = I3 = 1 en (4.10) y calculamos una base de Grobner con el orden

graduado lexicografico con c; > 51 > ¢ > sp mediante el siguiente codigo:

>
>
>
>
>
>
>

ring R = (0,a,b), (cl,sl,c2,s2), dp;
poly f1 = (cl*c2 - sl1*s2) + cl -a;
poly £2 = (cl1*s2 + c2*sl) + sl -b;
poly f3 = clA2+s142-1;

poly f4 = c242+s242-1;

ideal I = f1,f2,£3,£4;

std(I);

_[1]=2*c2+(-a*2-br2+2)
_[2]=(2*%ar2+2%b*2)*sl1+(2%a) *s2+(-a*2*b-bA3)
_[31=(b)*cl+(-a)*sl-s2
_[4]1=2%s272+(ar2+br2)*c2+(-a*2-bA2)

>

>

option(redSB);
std(D);
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_[1]1=2%c2+(-a*2-br2+2)
_[2]=(2%ar2+2%b*2)*s1+(2%a) *s2+(-a*2%b-b"3)
_[31=(2*ar2+2*b*2) *c1+(-2*b) *s2+(-a*3-a*b*2)
_[4]1=4%s2+2+(ar4+2%ar2%bA2-4%ar2+b*4-4%DbA2)

la base de Grobner reducida esta formada por los siguientes polinomios:

2(a® + b?)c1 — 2bsy — a(a® + b?),

2(Lz2 + b2)51 + 2as, + b(a2 + bz),

20y — (@* + b - 2),

453 + (a* + 22%b* — 4a® + b* — 4b7).
11

Multiplicando por 1) 2% respectivamente y agrupando obtenemos la

base de Grobner reducida (4.12). Esto significa que, ya sea sustituyendo I, = I3 = 1
directamente en la ecuacién o estableciendo I = I3 = 1 en la ecuacién y volviendo
a calcular una base de Grobner en el anillo R(a, b)[cy, 51, c2,s2], obtenemos el mismo
resultado.

Si resolvemos la dltima ecuacién de (4.12) obtenemos que

5 =+ % V(@ + ) (4 - (2% + 1?))

Note que las soluciones son reales si y s6lo si 0 < a* + b* <4y a® + b* = 4.

Figura 4.12: Posicién del brazo del robot cuando 6, =0
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Geométricamente, la distancia de la articulacién 1 a la articulacién 3 es como maximo
I + I3 = 2 y las posiciones con I + I3 = 2 se pueden alcanzar de una sola manera: fijando

0> = 0, de modo que I, y I3 se encuentra en la misma posicién como se muestra en la

Figura

Por otro lado, en el caso 0 < a? + b? < 4, de nuestra base de Grobner tenemos los

siguientes conjuntos de soluciones:

2 3 _ 3 2
{v—z_bz:a,zﬂcpazwzlszzﬂ, , P b sy CFM},

2(a? + b?) 2(a? + b2)

2 3 3 2
N 22 _ab+b°—2as,  a’+ab” +2bsy
{ 2-b2=—-a,2+2cp=a"+b",sp=%1, 8 = e , 0] = ) ,

donde — V2 < b < V2.

Ahora, sustituyamos a a en a? + b =2+ 20, implica, (2 - )+ 1> -2 =0 = 20y,
entonces cos 0, = 0. Por otro lado, por los conjuntos solucién sabemos que sin 0, = +1,
asi 6, = 1t/2,371/2.

a%b + b® — 2as,

.Seaa=V2-b2 =gendonde — V2 <b< V2,
2(a? + b?)

Resolvamos para s; =

Caso (i) Sis; =1, sustituyendo tenemos

51 = }L(b(az +b%) — 2as;) = }L(zb — 2as;) = %(b - V2-1(1)) = %(b —- V2-1?),
en los casos limite — V2/2 < s; < V2/2.

1
Caso (ii) Ahora, si s = —1, entonces s; = E(b - V2-0b%(-1)) = %(b + V2 —1b?), donde
— 2 < b < V2, tomando los casos limite — V2/2 < s; < V2/2.

3 +ab? +2b
Analégamente, resolvamos para ¢ = %. Seaa = V2 - 12 en donde — V2 <
a
b< V2,

Caso (i) Sis; =1, sustituyendo tenemos

€ = }1(”3 +ab® + 2b) = i(a(f + 1) +2b) = }l(Za +2b) = %(a +b) = %(«/2— b2 + ),

tomando los casos limite, — V2/2 < ¢; < V2/2.

1 1
Caso (ii) Para s, = -1, ¢; = E(a -b) = 5( V2 — b?2 - b), de igual manera tomando los
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casos limite V2 [2<c1 £ — \/5/ 2, esto nos dice que el movimiento de I, se mueve de
derecha a izquierda.

En resumen, — V2/2 < ¢1,s1 < V2/2. Por lo tanto, 0; puede tomar cualquier valor en el
intervalo [0, 27t].

Mas atin, si V2 —b? = —a, en donde — V2 < b < V2 se obtienen los mismos valores para
61 y 92.

() 6, = r/4

(€) 6, = 5m/4 (d) 6, = 7r /4

Figura 4.13: Ejemplos de posiciones de el brazo de robot

En la Figura se muestran algunas posiciones de la mano del brazo del robot con
algunos valores que toman 07 y 0, cuando a? + b* < 4.
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Geométricamente, considerando I, = I3 = 1, las soluciones significan que la mano de
nuestro robot puede colocarse en cualquier punto del disco cerrado de radio 2 centrado
en la articulacién 1, el origen de el sistema de coordenadas (x1, y1).

(Qué pasariasia =b =0?
Geométricamente, esto pasa cuando la articulacion 3 estd en el origen del sistema de
coordenadas q = (x1,y1) en la misma posicién que la articulacién 1 y los polinomios
en la base de Grobner no estan bien definidos cuando 2 = 0 = b, entonces esta
especializaciéon falla. De hecho, haciendo [, = I3 = 1y a = b = 0 en el sistema original
calculamos la base de Grobner usando el siguiente cédigo:

> ring R=0, (cl,sl1,c2,s2), dp;

> poly fl = (cl*c2 - sl*s2) + cl;
> poly f2 = (cl*s2 + c2*sl) + sl;
> poly f3 = clr2+s1r2-1;

> poly f4 = c2A2+s2+2-1;

> ideal I = f1,£2,£3,£4;

> std(I);

_[1]=s2

_[2]=c2+1

_[3]=c142+s122-1
> option(redSB);
> std(I);
_[1]=s2
_[2]=c2+1
_[3]=c142+s142-1

Por lo tanto, la base de Grobner estd formada por los polinomios:

c% + s% -1,
c+1, (4.13)
So.
En donde el angulo 0; toma un valor arbitrario y 6, = m ya que cos 0> = —1, resultando

infinitas configuraciones posibles que colocardn la articulacion 3 en la articulacion 1. Por
ejemplo, si 01 = 0y 02 = 7, el eslabén I3 se dobla hacia atrds a lo largo de I, y la posiciéon
de la mano se colocaréa en (a,b) = (0,0), otra forma que colocard la mano en el origen se
da cuando 01 = 31t/4 y 02 = m como se muestra en la Figuram
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(3)61=O, 62=7Z (b)61=3ﬂ/4, 62=T[

Figura 4.14: Ejemplos de posiciones de la mano del robot en el origen

Sia=0yb # 0, en general, la base de Grobner para el ideal es diferente bajo esta

especializacién.

Resumiendo: dado (4,b) en coordenadas (x1,y1) y fijando la articulacién 3 en (g, b)

considerando I, = I3 = 1:

1. Hay infinitas posiciones de la articulacién 1 cuando 4? + b* = 0. La mano del robot

se coloca en el origen del disco cerrado de radio 1 en la articulacién 1.

2. Hay dos configuraciones distintas de la articulacién 1 para a? + b? < 4. La mano del
robot puede colocarse en cualquier punto del disco cerrado de radio 2 centrado en

la articulacion 1.

3. Hay una configuracién cuando a? + b* = 4. La mano del robot se coloca en cualquier

punto de la circunferencia del disco cerrado de radio 2 centrado en la articulacién 1.
4. No hay posiciones posibles de la articulacién 1 cuando a? + b* > 4.

Los casos a® + b? = 0,42 + b* = 4 se conocen como singularidades cineméticas.

Las descripciones de los posibles movimientos de robots como los que hemos desa-
rrollado se utilizan de manera esencial en la planificacién de los movimientos del robot
necesarios para cumplir con las tareas que se le asignan. Los métodos que hemos esbozado
se suelen utilizar para implementarlos en programas para controlar la automatizacién del
movimiento del robot. El objetivo principal de dicho programa seria instruir al robot qué
configuracion debe realizar la articulacion para llevar la mano de una posicion a otra. Los
problemas bésicos a resolver aqui serian; primero, encontrar un camino parametrizado

c(t) € C comenzando en la configuracién inicial de la mano y terminando en la nueva
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configuraciéon deseada, y segundo, encontrar un camino correspondiente j(t) € | tal que
f(j(t)) = c(t) para todo ¢.
Ademas, es posible que deseemos imponer restricciones adicionales en las rutas utiliza-

das, como:

1. Si el espacio de configuraciones del camino c(t) es cerrado (es decir, si el inicio y
el final de las configuraciones son las mismas), también podriamos querer que el
camino j(t) sea un camino cerrado. Esto seria especialmente importante para los
robots que realizan una tarea repetitiva como hacer una determinada soldadura en
la carroceria de un automévil. Asegurando que el camino de el espacio articular sea
cerrado.

2. En cualquier robot real, nos gustaria limitar las velocidades conjuntas necesarias pa-
ra realizar el movimiento prescrito. Los movimientos demasiado rdpidos (o bruscos)

podrian dafiar los mecanismos.

3. Si queremos hacer el menor movimiento articular total posible para realizar cada

movimiento.

Para los lectores que deseen profundizar en este tema, una referencia bésica sobre
robética es el texto [14]. También se puede consultar [4] que contiene otra discusién sobre
la teoria de la base de Grobner para el problema cinematico inverso. Una introduccién a

los problemas de cinemética inversa se proporciona en [13].
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Capitulo 5

Demostraciones automaticas en
Geometria Euclideana

En esta seccién, utilizaremos dos métodos para demostrar teoremas de geometria
euclideana. Tales métodos son de interés de investigadores tanto en inteligencia artificial
(IA) como en modelado geométrico porque se han utilizado en el disefio de programas

que, en efecto, pueden probar o refutar teoremas.

Nuestro objetivo es escribir algebraicamente nuestras hip6tesis y conclusiones para
obtener una base de Grobner y asi probar o refutar los teoremas que se van a presentar.

5.1 Proposicién. Sean U = (u1,uz), V = (v1,v2), W = (w1, w2), X = (x1,x2) puntos en el
plano. Las siguientes propiedades pueden ser expresadas algebraicamente.

(i) UV es paraleloa WX :
(v2 —u2)(x1 —w1) — (01 —u1)(x2 —w2) =0,
(ii) UV es perpendiculara WX :
(01 — u1)(x1 — w1) + (02 — U2)(x2 —w) = 0,
(iii) U,V y W son colineales:
(w2 — uz)(v1 — 1) = (v2 — uz)(w1 — 1),
(iv) La distancia de U a V es igual a la distancia de W a X, es decir, UV = WX :

(1 —m)* + (02 — up)* = (x1 — w1)* + (X2 — w2)?,
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(v) W es el punto medio del segmento UV:
Se cumple si se da que U, V'y W son colineales y UW = VIV.

Demostracion. (i) Dos rectas son paralelas si y sélo si sus pendientes son iguales, en-
tonces
(02 —up) _ (x2 —wy)

Uuvi||wx: =
| (01 —u1) (1 —wy)

& (02 —u2)(x1 —wr) = (01 — u)(x2 — wo)

— (2 —uz)(xy —wy) — (01 —u)(x2 —wz) = 0.

(ii) Dos segmentos son perpendiculares siy s6lo si el producto de sus pendientes es —1.
Asi,
(v2 —up) (x2 —wo)

uv L WX:
(01 —u1) (x1 —wy)

(vp—u2) _ (x1—wr)
= (01 —u1) (2 —w)

=  (vp—up)(x2 —w2) = —(x1 — wy)(v1 — U1)

— (02 —uz)(x2 —w2) + (x1 —wy)(v1 —u1) = 0.

(iii) Para el caso cuando U, V' y W son colineales, W pertenece al segmento UV. La recta

que pasa por Uy V se puede expresar como:

Uy —Up
p=2_"=

= (a—uy) +up &= (b—u2)(vy — uq) = (v2 — uz)(@ — uy).
01— Uy

Sea W en el segmento UV, obtenemos

(w2 — uz)(v1 — uq) = (V2 — up)(wy — uy).

(iv) Uv=wX \/(vl —u1)? + (v — up)? = \/(xl —w1)? + (xp — wy)?

= (01 —u1)? + (v2 — up)* = (x1 — w1)? + (x2 — wr)?

(v) Si W es un punto medio de UV significa que UW = VIW y que W es un punto en
UV, esto se reduce a las ecuaciones de (iii) y (iv).
O

5.2 Ejemplo. Teorema: Sean A, B, C, D los vértices del paralelogramo. Entonces las diago-
nales AD y BC se cortan en un punto N que es el punto medio de ambas diagonales. Es
decir, AN = DN y BN = CN, donde XY denota la longitud del segmento XY.

Las propiedades de los paralelogramos no cambian bajo traslaciones y rotaciones.

Por lo tanto, podemos comenzar por trasladar y rotar el paralelogramo para colocarlo en
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£ =t ug) D = (xy,x;)

/ S N=GExd /

et "
A=(00] B =(u,.0) g

Figura 5.1: Paralelogramo

cualquier posicién que queramos. Para simplificar, establecemos el vértice A en el origen,
y el segmento AB en el eje x. Asi,los vértices A, B, C son de la forma

A= (0/ 0)/ B = (ull 0)/ C= (MZI 1/[3), para algﬁn Uy, Uz, U3 € ]R\ {0}

Note que las variables u1, 12, u3 son variables arbitrarias y que las coordenadas de los
vértices D y N dependen de las elecciones de las coordenadas de los vértices A, B, C.
Por lo que, para las coordenadas arbitrarias, serdn nombradas con las variables u; y
las coordenadas dependientes serdan nombradas con las variables xj. En conseuencia,
D = (x1,x2) y N = (x3, x4). Una hipétesis de nuestro teorema, es que el cuadrilatero ABCD
es un paralelogramo, es decir, que los lados opuestos son paralelos. Con el hecho de que
dos segmentos son paralelos si tienen la misma pendiente, vemos que podemos escribir

estas declaraciones del siguiente modo:

AB||CD:0=22""
X1 — U
AC|IBD: =2 = 2

Uus xl—ul'

Sacando denominadores, obtenemos

hy =x,—u3 =0,

hy = (x1 — u1)uz — xpuz = 0.

Otra hipétesis es que N es el punto e intersecciéon de ambas diagonales, esto implica que
N pertenece a los segmentos AD y BC, entonces, A,N, D'y B, N, C son colineales. Usando
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la férmula de la pendiente, esto se puede escribir en ecuaciones polinémicas como

. X4 U3
A,N,D colineales : — = —,
X3 X1
. X4 us
B, N, C colineales : = .
X3—up U2—Up

Sacando denominadores, obtenemos

hs = x4x1 — x3u3 = 0,

hy = x4(uz — uq) — uz(x3 — uq)uz = 0.

Por lo tanto, las ecuaciones hy, hy, h3 y hy describen las hipétesis de nuestro teorema. Asi-
mismo, las conclusiones también se pueden escribir algebraicmanete usando el Teorema

de Pitagoras y elevando al cuadrado

AN =ND: xg + xi =(x3 —x1)% + (xi - x0)%,

BN =NC: (x3—u1)* + x5 = (x3 — ) + (x4 — u3)”.

Operando, obtenemos las ecuaciones

<1 x% + x% — 2x1x3 — 2x4%p = 0,

by

u% + u% — u% + 2x3uq1 — 2x3uUp — 2x4us3 = 0.

En conclusioén, el teorema afirma que si se cumplen las ecuaciones hy, hy, h3 y hy, entonces

se satisfacen las ecuaciones g1 y g».

Se debe cumplir que el ntiimero de hipétesis y el nimero de variables dependientes
x; sea el mismo, como se muestra en el Ejemplo En general, tendremos m variables
arbitrarias que denotaremos por uy, ..., u,, y n variables dependientes que denotaremos

por xi,...,x,. En consecuencia, las n hipétesis se denotan como

hl(ull"'/umlxll"'lxn) = O/

hy(ug, ..., Uy, X1, ..., %) = 0.
Por otro lado, las conclusiéon del teorema se donota como
gy, ... U, x1,..., %) = 0.

Es suficiente considerar el caso en el que hay una sola conclusién, en caso contrario
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podemos tratar el problema una por una.

La pregunta a responder es, ;cémo podemos deducir g de hy, ..., h, algebraicamente?.
La idea bésica es que queremos que g sea cero siempre que hy, ..., h, sean cero. De tal
manera que, las hipétesis nos definen una variedad

V=V(,..., h,) Cc R™",
para formalizar esto, veamos la siguiente definicién.

5.3 Definicién. Diremos que la conclusién ¢ se deduce estrictamente de las hipétesis
hi,...,hysige (V) c R"™" donde V = V(hy,..., hy).

5.4 Teorema. Sea I = (f1,..., fs) un ideal en k[xy,...,x,]. Entonces f € VI si y so6lo si
l1e{fi,..., fs,1=yf) Cklxy,..., x4, y], donde y es una nueva variable.

Demostracion. Sea k la cerradura algebraica de k, por el Teorema fuerte de los Ceros de
Hilbert tenemos que Vi= I(V(D)), y por lo tanto, f € VI si ysélosi f(ay,...,a,) =0
para todo (a1, ..., a,) € Vz(I). Sea f € VL. Si(ay,...,a,b) € V(fi,..., fs, 1 - yf)), entonces

fi(a1,...,a,) =0para todoi=1,...sy1-bf(ay,...,a,) =0.

Como (a1,...,a,) € V];(I), tenemos que f(ay,...,a,) = 0lo que es una contradiccién ya que
1-bf(a,...,ax) =1 # 0. Entonces no hay puntos en Vi, asique 1 € (fy,..., fs, 1 — yf).
Reciprocamente, sea 1 € (fi,..., fs,1 — yf), entonces

S
1= Zhi + fi+h(1 - yf), conhi,h€klxy,..., xnyl.
i=1

En consecuencia, para todo (a1, ...,a,) € VE(I), tenemos que

1=Q0-yf(a,...,an)h(ar, ..., a0, Y).

1

flai, ..., an)
f(ai,...,a,) =0,y porlo tanto f € VI O

Si f(a,...,a;,) # 0, tomamos y = y se obtiene una contradicciéon. Asi,

Este teorema nos da un algoritmo para ver si un polinomio pertenece al radical de un
ideal.

5.5 Proposicién. Si g € V(hy,...,h,), entonces g se deduce estrictamente de h, ..., h,.
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Demostracién. Si g € V{hi,..., hy), implica que existe un s tal que g° € (hy,..., hy,). Asi,
n

g = Z Aihi, donde A; € R[uy, ..., Uy, x1,...,x,]. Entonces g° es cero en los puntos donde
i=1
hi, ..., hy son cero, y por lo tanto g también es cero en dichos puntos. O

El reciproco de esta proposicién falla cuando V(h, ...,k S I(V). Esta proposicién
junto con el algoritmo que obtenemos del Teorema nos da un método para com-
probar si una conclusién se deduce estrictamente. Mas atn, si I={,... hyl- yg) en
Rluy,..., U, x1,...,%], €l Teorema implica que

g€ \{h,...,hy) & {1} es la base de Grobner reducida de L.
Continuando con el Ejemplo se tenian las hipétesis:

hl =X2 — U3 = 0,
hy = (x1 — up)uz — xou2 = 0,
h3 = x4x1 — x3u3 = 0,

hy = x4(uz — u1) —uz(x3 —up) = 0.
Una de las conclusiones que tenemos para comprobar el Teorema es
g= x% + x% — 2x1x3 — 2x4%x = 0.
Para aplicar la Proposicién 5.5 tenemos que calcular la base de Grébner reducida de
I=,... hy1— yg) C Rluy, up, uz, x1,x2,x3, X4, y.
Calculamos la base de Grobner reducida usando el siguiente cédigo:

> ring R=0, (ul,u2,u3,x1,x2,x3,x4,y),1p;

> poly g = x142+x242-2%x1%x3-2%x4%*x2;

> poly hl = x2-u3;

> poly h2 = (xl-ul)*u3-x2*u2;

> poly h3 = x4*x1-x3*u3;

> poly h4 = x4*(u2-ul)-u3*(x3-ul);

> ideal I = h1,h2,h3,h4,1-y*g;

> std(I);
_[1]=x242%%x3A2%y+X2A2%X4A2%y-2%X2*X3A2*XA*y-2%X2%X4A3%y-X4r2
_[2]=x1*x4-x2%%3
_[3]=x1*x2*x3*%y-2%X1*X3*X4%*y+X2A2*X4A*y-2%X2* X4 2% y-x4
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_[4]=x142%y-2*x1*X3*y+x2A2*y-2%x2%x4*y-1

_[5]=u3-x2
_[6]=u2*x4-u3*x142*x3%*y-u3*x1*x2*xX4*y+2*u3*x1*x322*y+u3*x1*x4A2%y
+u3*x2*x3*x4*y
_[7]1=u2*x2-u3*x1A3*y+2*u3*x1A2*x3*y-u3*x1*x2A2*y+u3*x1*x2%x4*y
+u3*x2A2*x3*y

_[8]=ul*x4+u2*x2-u2*x4-u3*x1+u3*x3
_[9]1=ul*x2-ul*x4+u2*x4-u3*x3

> option(redSB);

> std(I);
_[1]=x242%%x3A2%y+X2A2%X4A2%y-2%X2*X3A2*XA*y-2%X2%X4A3%y-X4r2
_[2]=x1*x4-x2%%3
_[3]1=x1%x2%x3*y+xX2A2%X4*y-2*X2*X3A2%y-2*X2%*X4 A 2¥y-x4
_[4]=x142%y-2*x1*x3*y+x2A2%y-2%x2%x4%y-1

_[5]=u3-x2

_[6]=u2*x4-x2%x3

_[7]=u2%x2-x1%x2

_[8]=ul*x4

_[9]=ul*x2

Como podemos notar, la base de Grobner no es {1}, pero el teorema es cierto, asi que
tenemos que descubrir en que falla el método. Si calculamos una base de Grobner de
I = <hy, hy, h3, hy) C Rlug, up,u3, x1,x2,x3,x4], usando el orden lexicografico con x; > xp >
x3 > x4 > ug > up > uz. Calculamos la base de Grobner reducida, usando el siguiente

codigo

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,ul),lp;
> poly hl = x2-u3;

> poly h2 = (xl1-ul)*u3-x2*u2;

> poly h3 = x4*x1-x3*u3;

> poly h4 = x4*(u2-ul)-u3*(x3-ul);

> ideal I = hl,h2,h3,h4;

> std(I);

_[1]=x1%x4-x3%u3

_[2]=x1*u3-x2*u2-ul*u3

_[3]=x2-u3

_[4]=x3*u3+x4*ul-x4*u2-ul*u3
_[5]=2%x4*ulr2-2%*x4*ul*u2-ulr2*u3+ul*u2*u3
_[6]=2*x4*ul*u3-ul*u3r2
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> option(redSB);

> std(I);

_[1]=x1*x4+x4*ul-x4*u2-ul*u3
_[2]=x1*u3-ul*u3-u2*u3

_[3]=x2-u3

_[4]1=x3*u3+x4*ul-x4*u2-ul*u3
_[5]=2*x4*ulr2-2*x4*ul*u2-ulr2*u3d+ul*u2*u3
_[6]=2*x4*ul*u3-ul*u3+2

Por lo tanto, la base de Grobner reducida estd formada por los siguientes polinomios:

f1 = x1x4 + Xquq — XqUp — U U3,
fo = xqu3 — ujuz — upu3
fa=x2—uz,

fa = Xx3uU3 + X4u1 — X4lp — U U3,

2 1, 1
f5 = xquj — xququp — 5”1”3 + §u1u2u3,

15
fo = xaujuz — §u1u3.

La variedad V = V(hy, ha, h3, hs) = V(f1,..., f6) C R’ definida por las hipétesis es reduci-
ble. Ademas, el polinomio f, se puede factorizar como (x1 —u1 —uz)uz = 0, asi que tenemos

dos casos, uz = 0 0 (x; —uy — u2) =0, lo que implica que

V = Vi(fi,us, f3, fa, f5, f6) U Vol f1, x1 — w1 — u2, f3, fa, f5, fo)-

Veamos que la variedad V se puede descomponer en cuatro variedades irreducibles.

1. Caso u3 = 0. Calculamoslabase de Grobner reducida delideall = {fi,u3, f3, fs, f5, fo) C
R[u1, up, us, x1,x2, x3, x4] usando el orden lexicografico con x1 > x2 > x3 > x4 > 1y >
u > uz mediante el siguiente cédigo:

ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,ul),lp;
poly f1 = x1*x4+x4*ul-x4*u2-ul*u3;
poly f2 = u3;

poly £3 = x2-u3;

poly f5 = x4*ulA2-x4*ul*u2-1/2*ulr2*u3+ 1/2*ul*u2*u3;
poly £6 = x4*ul*u3-1/2*ul*u3+2;
ideal I = f1,f2,£3,f4,£5,£6;

>
>
>
>
> poly f4 = x3*u3+x4*ul-x4*u2-ul*u3;
>
>
>
> std(I);
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_[1]=u3
_[2]=x4*ul-x4*u2-ul*u3
_[3]=x2-u3
_[4]=x1*x4+x4*ul-x4*u2-ul*u3
> option(redSB);

> std(I);

—_[1]=u3

_[2]=x4*ul-x4*u2

_[31=x2

_[4]=x1*x4

Por lo tanto, la base de Grobner estd formada por los polinomios

q1 = us,
g2 = (U1 — uz)xy,
qs = X2,

q4 = X1X4.

Mas atn, el polinomio g, = (11 — uz)xs = 0 nos dice que tenemos dos subcasos:
X4 :Oyu1 — Uy =0.

1.1 Caso uz = 0,x4 = 0. Calculamos la base de Grobner reducida del ideal I =
(91,%4,93,94) C R[uy, up, us, x1,x2, x3,x4] usando el orden lexicografico con x; > x >
X3 > x4 > u1 > up > uz mediante el siguiente cédigo:

ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,ul),lp;
poly ql = u3;
poly g2 = x4;

>
>
>
> poly ¢3
>
>
>
>

X2;
poly g4 = x1*x4;
ideal I = ql1,q92,q93,q4;
option(redSB);
std(I);
_[1]=u3
_[2]=x4
_[3]1=x2
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Asi,la base de Grobner estd formada por

us,
X4,

X2.

Esta solucién nos da la variedad U; = V(xo, x4, us3).

1.2 Caso u3 = 0, u; — up = 0. De igual modo, calculamos la base de Grobner reducida del

ideal I = (g1, u1 —u2,q3,q4) C Rluy,uz,u3, x1,x2,x3, x4] usando el orden lexicogréfico

con xj > xp > X3 > X4 > Uj > Up > uz mediante el siguiente cédigo:

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,ul3),lp;
> poly gl = u3;

> poly g2 = ul-u2;

> poly g3 = x2;

> poly g4 = x1*x4;

> ideal I = ql,q92,93,04;
> option(redSB);

> std(I);

_[1]=u3

_[2]=ul-u2

_[3]=x2

_[4]=x1*x4

Entonces, los polinomios que pertenecen a la base de Grobner reducida son

us,
uy — uz,
X2,

X1X4.

Esta solucién nos da la variedad Uy = V(us, uy — up, X2, x1X4).

2. Caso x1 —u1 —up = 0,u3 # 0. Calculamos la base de Grobner reducida del ideal

I ={f1,x1 —ur —uy, f3, fa, f5, fo) € Rluy,uz,uz,x1,x2,x3,x4] usando el orden lexico-

grafico con x1 > xp > x3 > x4 > 1y > up > uz mediante el siguiente c6digo:

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,u3),lp;

> poly f1 =

x1*x4+x4*ul-x4*u2-ul*u3;
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poly f2 = xl-ul-u2;

poly £3 = x2-u3;

poly f4 = x3*u3+x4*ul-x4*u2-ul*u3;
poly f5 = x4*ulA2-x4*ul*u2-1/2*ulr2*u3+ 1/2*ul*u2*u3;
poly £f6 = x4*ul*u3-1/2*ul*u3+2;
ideal I = f1,f2,£3,f4,£5,£6;
std(I);

_[1]=2%x4*ul-ul*u3
_[2]=x3*u3+x4*ul-x4*u2-ul*u3
_[3]=x2-u3

_[4]=x1-ul-u2

> option(redSB);

> std(I);

_[1]=2*x4*ul-ul*u3
_[2]=2*x3*u3-2*x4*u2-ul*u3
_[3]=x2-u3

_[4]=x1-ul-u2

V V. V V V V V

Entonces, la base de Grobner estd formada por los polinomios

r1 = —u1(uz — 2xy),

7o = —uUqUz + 2U3x3 — 2UnXy,

(5.1)
r3 =X — Uz,
T4 = X1 — Ul — Up.
Por el polinomio r; = —uj(u3 — 2x4) tenemos dos casos, 11 = 00 uz —2x4 = 0.
2.1 Caso xy —uj —up = 0,u3 # 0,u; = 0. Sustituimos u; = 0 en (5.1) y calculamos la
base de Grobner reducida del ideal I = ({(—uqy,2usx3 — 2upxy,13,X1 — Up) C

R[u1, up, us, x1,x2,x3,x4] usando el orden lexicografico con x; > x; > x3 > x4 >
u1 > up > uz mediante el siguiente cédigo:

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,ul3),lp;
> poly rl = -ul;

> poly r2 = 2*u3*x3-2*u2*x4;

> poly r3 = x2-u3;

> poly r4 = x1-u2;

> ideal I = rl1,r2,r3,r4;

> std(I);
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_[1]=ul
_[2]=x3*u3-x4*u2
_[3]=x2-u3
_[4]=x1-u2

Asi, los siguientes polinomios forman una base de Grobner

Ui,

X3U3 — XqlU2,
X2 — Us,

X1 — Up.

Esta soluciéon nos da la variedad Uz = V(uq, X3us — Xqup, X2 — Uz, X1 — Up).

2.2 Caso x; —uy —up = 0,uz # 0, uz — 2x4 = 0. Por ultimo, uz — 2x4 = 0, esto implica que
uz = 2x4, si sustituimos u3z en el polinomio r, de tenemos el ideal I = (u3 —
2x4, —UrlU3 + 2U3X3 + Uslp, 13,74y C Rluq, up, us, x1,x2,x3,x4]. Calculamos la base de
Grobner reducida de I usando el orden lexicografico con x; > x2 > x3 > x4 > up >

uy > uz mediante el siguiente cédigo:

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,ul,u2,u3),lp;
> poly rl = u3-2*x4;

> poly r2 = -ul*u3+2*u3*x3+u3d*u2;
> poly r3 = x2-u3;

> poly r4 = xl-ul-u2;

> ideal I = rl1,r2,r3,r4;

> std(I);

_[1]=2%x4-u3
_[2]=2*x3*u3-ul*u3+u2*u3
_[3]=x2-u3

_[4]=x1-ul-u2

En consecuencia, la base de Grobner reducida esta formada por los siguientes poli-

nomios
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uy + uUp

Ademas, el polinomio u3 (xg, - ) = 0, implica que (x3 - %) =0yaqueuz #0,

de modo que esta solucién nos da la variedad

Uy + Uy u3)

V' = V(xl Ty U Xy m U, X3 T ————, Xy~

Por lo tanto, obtenemos la descomposiciéon en variedades irreducibles
V=V'ul;ul,UUs,

donde

Ui+ Up us
T/x4_ ? s

V' = V(x1 — U] — U, Xp — U3, X3 —

ul = V(x2l X4, M3),
Uy = V(x1,x2,u1 — up, uz),

Uz = V(x1 — up, xp — U3, X3uU3 — X4, U1).

Como ninguna variedad estd contenida en otra, las variedades son componentes
irreducibles en V.

En las variedades U; y U, tenemos que uz = 0, esto es una contradiccién, ya que
u3 arbitrario y diferente de cero. Mas adn, cuando uz = 0, el vértice C estd en el eje
x, esto implica que no existe el paralelogramo ABCD, de modo que tenemos un caso

degenerado. Andlogamente, tenemos 11 = 0 en U3, este es otro caso degenerado.

Si evaluamos la conclusién g en la variedad Ui, tenemos que g = x] — 2x1x3
es distinto de cero ya que x; y x3 son arbitrarios. Por esta razén no fue posible
demostrar el teorema. Si excluimos los casos degenerados U, U, y Uz, tenemos que

g = (ug + up)? — (ug + up)* — u§ + u% = 0 en cualquier punto de V.

Ahora, el objetivo en esta seccién, es desarrollar un método general que pueda ser
usado para demostrar teoremas sin tener que excluir los casos degenerados. Primero,

escribimos V = V(hy,...,h,) € R™" como unién finita de variedades irreducibles.
V=Viu...uV,. (5.2)

Con el hecho de que las variables u; son independientes, vamos a excluir estas variables

en V. Asi que introducimos la siguiente definicién.

5.6 Definicién. Sea W una variedad irreducible en el espacio R™*" con coordenadas

U, ..., Um,X1,...,X,. Decimos que las funciones uj, ..., u,, son algebraicamente indepen-
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dientes en W si ningtin polinomio distinto de cero que solo tenga variables u; sea cero en
W, es decir si (W) N R[u, ..., u,] = {0}.

En consecuencia, en la descomposiciéon de la variedad V dada en la ecuacién (5.2),

podemos reagrupar las componentes irreducibles de la forma
V=Wiu...UW, Ul U...Ul, (5.3)

donde uy, ..., u; son algebraicamente independientes en las componentes W;, y no lo son
en las componentes U;. Como los U; representan casos “degenerados” de las hipétesis

del teorema, consideraremos solamente la subvariedad
V=WUu...UW,cV.

5.7 Definicién. Diremos que la conclusién g se deduce genéricamente de las hipétesis
hi,...,hysige (V') CRluy,..., um, x1,...,X%,], donde como antes, V' € R"*" es la unién
de las componentes de la variedad V = V(h,...,h,) en las que u; son algebraicamente

independientes.

Decir que un teorema geométrico es cierto en el sentido usual significa que las con-
clusiones se deducen genéricamente de las hipétesis. Por lo tanto, debemos descomponer
V, encontrar V’, calcular I(V’) y comprobar si g € I(V’). Afortunadamente, es posible
demostrar que g se deduce genéricamente de hy, ..., h, sin conocer la descomposicién de
V dada en (5.2). Tenemos el siguiente resultado.

5.8 Proposicién. En la situacién descrita anteriormente, g se deduce genéricamente de

hi, ..., hy siexiste un polinomio distinto de cero p(u, ..., un) € Rluy, ..., uy] tal que
p-me VM,

donde M es el ideal generado por las hipétesis hy, € R[uy, up, uz, x1, x2.x3, x4].

Demostracion. Sea V;j una componente irreducible de V’. Dado quep - ¢ € VM, entonces
p - g es cero en V'y también en V;. Entonces, p - ¢ € I(V), pero V; es irreducible, de modo
que I(V;) es un ideal primo por la Proposici(’)n Asi, p- g € I(V;) implica que p € I(V;)
o g € I(V)). Note que p ¢ I(V;) porque las funciones uy,...,u, son algebraicamente
independientes en V;. En consecuencia, g € I(V;) y esto se cumple para todo elemento en
V', asi g € I(V’). O

Para poder aplicar esta proposicién, necesitamos un criterio que nos diga cudndo

existe el polinomio p.
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Por la definicién de radical, sabemos que p - g € VM si y sélo si
n
-8y = ZAjhjl
j=1

con Aj € Rluy, ..., um,x1,...,%,] y s 2 1. Si dividimos ambos lados entre p* tenemos
n
A.
s _ J1
£=), i
j=1

lo que demuestra que g € \/Z\z/l generado por las hipétesis hy, ..., h, sobre el anillo
R(uy,...,um)lx1, ..., %]

Reciprocamente, si g € WVL entonces
n
g = Z Bijh;,
=1

donde B; € R(uy, ..., un)[x1,...,x,]. Si definimos a p como minimo comtin multiplo de

los denominadores, y multiplicamos ambos lados de la igualdad por p°, tenemos
n
(-9° =) Bl
j=1

con B} € R(uy, ..., un)[x1,...,x:] y p solo depende de u;. Por lo tanto, p - g € VM.

5.9 Corolario. Considerando las condiciones de la proposiciéon las siguientes aseve-
raciones son equivalentes

(i) Existe un polinomio distinto de cero p € R[u, ..., u,] tal que p- g € VM.
(i) g€ \/]\_71, donde M es el ideal generado por los ij en R(uy, . .., um)[x1,. .., Xu].
(iii) {1} es la base de Grobner reducida del ideal

h, ... hy, 1 =yg) SRy, ..., um)lx1, ..., x5, yl.

Demostracién. La demostracién es una combinacién del Teorema y la Proposicién
o

Si usamos este corolario y la proposicion obtenemos un método para probar
teoremas de la geometria euclideana mediante las bases de Grobner.
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Para demostrar el teorema de el Ejemplo 5.2l usamos la Proposicién 5.5y concluimos
que la base de Grobner reducida no es {1} aunque el teorema es cierto, por lo que el
método fallaba. Ahora, para demostrar que el teorema es cierto, usando el Corolario
calculamos la base de Grobner reducida del ideal generado por las hipétesis hj,
y 1 — gy en el anillo R(uy, up, uz)[x1, x2,x3, x4, y] usando el orden lexicografico donde
X1 > X > X3 > X4 > Y > up > up > uz con el siguiente codigo:

> ring R=(0,ul,u2,u3), (x1,x2,x3,x4,y),1p;
> poly g = x142+x2A2-2%x1%x3-2%x4%x2;
> poly hl = x2-u3;

> poly h2 = (xl1-ul)*u3-x2*u2;

> poly h3 = x4*x1-x3*u3;

> poly h4 = x4*(u2-ul)-u3*(x3-ul);
> ideal I h1l,h2,h3,h4,1-y*g;

> option(redSB);

> std(I);

_[1]1=1

Por lo tanto, la base de Grobner reducida es {1}, esto demuestra que se cumple el teorema.

5.10 Ejemplo. (Teorema del Baricentro) Sea A ABC un tridngulo cualquiera, si trazamos
las medianas de cada lado estas se cortan en un punto G = (x1, x2), este punto es llamado

baricentro como se muestra en la Figura

C = (up,uz)

@
4=(00) M = (2.0) B = (u;,0)

Figura 5.2: Teorema del baricentro
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Establecemos el punto A en el origen (0,0), asi el segmento AB estd en el eje

x. De modo que B = (u1,0) y C = (up,u3). Mas atn, al trazar las medianas del tridn-

gulo obtenemos los tres puntos medios M; = (u1 ; uz, %) , My = (%, %), yMs = (%, 0).

Por hipétesis, el baricentro G = (x1, xp) pertenece a la recta que pasa por los puntos A
y M, esto se puede escribir en ecuaciones polinémicas como

2%}

Xy = X1 &= Xp =

U —up up —up
2

X1 < h1 = usxg — (u1 - uz)xz =0.

Similarmente, el baricentro G = (x1, x) pertenece a la recta que pasa por los puntos B y

M, esto se puede escribir en ecuaciones polinémicas como

2

P

(x1 — 1) &= hy = usxq + (Quq — up)xy — uzuy = 0.

Con el hecho de que Q es el punto de intersecciéon de las rectas AM; y BM», nuestra
conclusién es que Q es un punto en la recta que pasa por C y M3, esto se puede escribir

como

Xy = us (x1 - %) — g= 2u3x1 + (1/[1 - 2M2)x2 —Ugzuy = 0.

Ahora, calculamos una base de Grobner reducida para el ideal generado por I = (hy,hy, 1-

gy sobre el anillo R(uy, up, u3)[x1,x2, y] con el orden lexicografico usando el siguiente

codigo

> ring R=(0,ul,u2,ul), (x1,x2,y),1p;

> poly hl = u3*x1-(ul+u2)*x2;

> poly h2 = u3*x1+(2*ul-u2)*x2-u3*ul;
> poly g = 2*u3*x1+(ul-2*u2)*x2-u3*ul;
> ideal I = hl,h2,1-g*y;

> option(redSB);

> std(I);

_[11=1

Obtenemos que la base es {1}, por el Colorario 5.9/ queda probado el teorema.
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5.11 Ejemplo. (Teorema del Circulo de Apolonio)

Sea AABC un tridngulo rectdngulo en el plano con el dngulo recto en A. Sea H el punto
de interseccion de la altura con el segmento BC. Entonces, Los puntos medios de los tres
lados y H estan en una circunferencia, como se muestra en la Figura

€ =(0,uz)

H = (x5,x5)

WMy = (,%,)
$M. = (0/x2)

B = (u,0)

=

.
A= (0,0) My = (x,0)

Figura 5.3: Teorema de Apolonio

Situamos el punto A en el origen, a los otros vértices del trangulo les asignamos las
coordenadas B = (u1,0) y C = (0, u2). Los puntos medios dependen de la distancia de los
puntos A y B, entonces los puntos medios son M; = (x1,0), Mz = (0,x2) y M3 = (x3,x4).
Con el hecho de que M;, M, y M3 son puntos medios, usando (vi) de la Proposicién
podemos escribir algebraicamente las hipétesis del siguiente modo:

AM; = MB : x% =(x1 — u1)2 S Ry —u)=0=h =2x1—u1 =0,

AM, = M,C: x% =(xp — uz)2 S upRrxyy—up))=0= hy =2x, —up =0,

CMj3 = M3B : x% + (xp — u2)2 =(x3— u1)2 + xi > up(2x4 — up) = u1(2x3 — uyg).
Si up(2x4 — up) = u1(2x3 — ug) = 0, entonces tenemos dos hipétesis, h3 = 2x3 —uy y
hy =2x4 —upy = 0.
Mas atin, sea H = (x5, x4) el punto de corte de la altura, usando (ii) y (iii) de la Proposiciéon
B.1ltenemos

AH 1L BC: (x5 —0)(0 —uq) + (x¢ — 0)(uz — 0) & hs = x5u1 — x6tp =0,
B,H,C son colineales : (uy — 0)(x5 — u1) = (x¢ — 0)(0 — uq) & hg = x5up + Xgtt1 — uu = 0.
Por otro lado, sabemos que tres puntos no colineales se encuentran en la misma cir-

cunferencia, en este caso son los puntos medios M;, M, Ms3, la conclusién es que el

punto H se encuentra en esta circunferencia. Para expresar las hipotesis algebraicamente
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necesitaremos el centro de la circunferencia O = (x7, xg), entonces

MO =M,0: hy = (X1 —3C7)2 +x§ —x;— (xg —x2)2 =0,

M0 = M30: hg = (X1 - 3(7)2 + xé - (X3 - 3(7)2 - (X4 - Xg)z =0.
Ahora, nuestra conclusién es que HO = M; 0, esto es
g = (x5 — x7)% + (6 — x5)* — (x1 — x7)> — x5 = 0.

Notemos que en el Ejemplo 5.2|y en el Teorema del Circulo de Apolonio el ndmero de
hipétesis y el nimero de variables dependientes x; son iguales.

Por dltimo, calculamos la base de Grobner reducida del ideal generado por las hipétesis
hi y 1 — gy en el anillo R(uy, up)[x1, ..., xs,y] usando el orden lexicografico donde x; >

... >Xg >y >u1 > up con el siguiente cédigo:

> ring R=(0,ul,u2), (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,y),1p;
> poly g = (x5-x7)422+(x6-x8)42-(x1-X7)A2-x842;
> poly hl = 2*x1-ul;

> poly h2 = 2*x2-u2;

> poly h3 = 2*x3-ul;

> poly h4 = 2*%x4-u2;

> poly h5 = x5*%ul-x6*u2;

> poly h6 = x5*%u2+x6*ul-ul*u2;

> poly h7 = (x1-x7)22+x822-x7A2-(x8-%x2)*2;

> poly h8 = (x1-x7)22+x842-(x3-x7)42-(x4-x8)42;
> ideal I = hl,h2,h3,h4,h5,h6,h7,h8,1-g*y;

> option(redSB);

> std(I);

-[1]=1

Como la base de Grobner reducida es {1}, por el Corolario5.9/queda probado el teorema.
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Capitulo 6

Coloracion de Grafos

En esta secciéon queremos ilustrar cémo se puede aplicar la técnica de las bases de
Grobner para resolver un problema conocido en teoria de grafos: determinar si un grafo
dado puede tener 3 colores. Ver [11] para mds informacion.

Primero planteemos el problema con precision. Dado un grafo G con n vértices en
donde como maximo existe una arista entre dos vértices cualesquiera. Queremos colorear
los vértices de forma que solo se usen 3 colores, y no hay dos vértices adyacentes que se
colorean de la misma manera. Si G se puede colorear de esta forma, entonces G se llama
3-coloreable. Se puede ver que esto es lo mismo que el problema de los 3 colores para un
mapa: los vértices representan las regiones a colorear, y dos vértices que estdn conectados
por una arista si las dos regiones correspondientes son adyacentes.

Primero, definimos & = ¢% € C como la raiz cubica de la unidad (es decir, &= 1), donde
cada raiz cubica de la unidad 1, &, &2 es un color. Ahora, sean x1, . .., X, las variables que
representan los distintos vértices del grafo G. Cada vértice tiene asignado uno de los 3

colores. Esto puede ser representado por la siguientes n ecuaciones
x-1=0,1<i<n. (6.1)

Ademas, si los vértices x; y x; estdn conectados por una arista, deben tener un color
diferente. Ya que x; = x?, tenemos (x; — xj)(xz.2 + XX + x?) = 0. Por lo tanto x; y x; tendran

colores diferentes si y sé6lo si

xf + XX + x? =0. (6.2)

Sea I el ideal de C[xj, ..., x,] generado por los polinomios de la Ecuacién (6.1) y para
cada par de vértices x; y x; que estan conectados por una arista por los polinomios en
la Ecuacién (6.2). Consideraremos la variedad V(I) contenida en C" y con el siguiente
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Teorema podremos determinar si la grafica G es 3-coloreable.
6.1 Teorema. El grafo G es 3-coloreable si y solo si V(I) # 0.

Recordemos que si 1 € G, entonces V(I) = 0, en caso contrario V(I) # 0 (ver Teorema
3.15).

6.2 Ejemplo. Consideremos el grafo G de la Figura

Figura 6.1: Grafo G

Los polinomios correspondientes a G son x? -1,parai=1,...,8y
xi2 +xixj + x?, para las parejas (7, j) € {(1,2),(1,5),(1,6),(2,3),(2,4),(2,8),(3,4),(3,8),(4,5),
4,7),(5,6),(5,7),(6,7),(7,8)}.
A continuacién se muestra el cédigo realizado en el programa Singular para calcular una
base de Grobner G para el ideal I, usando el orden lexicogréfico con x; > xp > ... > x3.

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8), lp;
> poly fl1 = x143-1;
> poly f2 = x243-1;
> poly f3 = x343-1;
> poly f4 = x44+3-1;
> poly f5 = x543-1;
> poly f6 = x643-1;
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poly f7 = x743-1;
poly f8 = x843-1;
poly £f9 = x142+x1%X2+X242;

poly f10 = x1A2+x1%*x5+x542;

poly f11 = x142+x1%*X6+X6%2;

poly f12 = x2A2+x2%*x3+x342;

poly f13 = x2A2+x2%x4+x472;

poly fl14 = x242+x2*x8+x842;

poly £f15 = x342+x3%x4+x4+2;

poly f16 = x3A2+x3*x8+x842;

poly £f17 = x4A2+x4%x5+x542;

poly f18 = x4A2+xX4%X7+X772;

poly £f19 = x5A2+x5%X6+Xx6%2;

poly 20 = xX5A2+x5*x7+x742;

poly £21 = xX6A2+X6%*X7+X7°2;

poly f£22 = x7A2+x7%*x8+x842;

ideal I = f1,f2,£3,f4,£5,f6,£f7,£8,£9,f10,£f11,f12,f13,£f14,f15,f16,£17,£18,
119, £20,£21,£22;

> std(I);

_[1]=x843-1

_[2]=x722+x7*x8+x8A2
_[3]1=3%X6+x724-2*X7A3*X8+X7A2%X8"2
_[4]1=3%X5-X6A3*X7-2*X6A2*X7A24+X6*X7A3+2%x7/4
_[5]1=3*xX4+xX5A2%X6%X7-X5A2%X7A2-X6%X7A3+x7*4
_[6]=3*x3+x4+2*xX8A2-x4*xX5A2%%x8-X4*xX8A3+x542%x7%x8-X6A3%Xx8-X672%X7%%x8
-x6*x843+3*x844
_[7]=3*%x2-x3A3*x8-2%x%x322%x8A2+x3%x8A3+2*x8A4
_[8]=3*xX1+x5A2*X7*X8-X5A2*X8A2-X6A2%X7%X8+X6A2%X8"2
> option(redSB);

> std(I);

_[1]=x843-1

_[2]=x742+x7*x8+x842

_[3]1=x6-x8

_[4]=x5+x7+x8

_[5]=x4-x8

_[6]=x3-x7

_[7]1=x2+x7+x8

_[8]=x1-x7

V V V. V V V V V V V V V V V V V V
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Asi, G = {x1 —x7,x2 + X7 + X8, X3 — X7, X4 — X§, X5 + X7 + X§, X6 — xg,x% + x7x8 + xé,xg -1}
Como 1 ¢ G, tenemos que V(I) # 0, y por tanto, por el Teorema el grafo G es
3-coloreable. Podemos usar la base de Grobner G para dar una coloracién explicita, ya
que el sistema de ecuaciones representado por G resulta facil de resolver. Supongamos
que los 3 colores que estamos usando son azul, rojo y amarillo. Primero debemos
elegir un color para xg, digamos rojo, ya que el tinico polinomio en una variable en
3 — 1. Entonces debemos elegir un color diferente para x7, digamos azul, ya

8
que x5 + x7xg + x3 € G. Entonces tenemos que x1 y x3 deben ser azules debido a los

G es x

polinomios x; — x7 = 0y x3 — x7 = 0, de manera andloga x4 — x3, X — xg € G, entonces
x4—xg = 0y x¢—2xg = 0, por lo que x4 y x¢ deben ser rojos. Finalmente, para los polinomios
X2 +x7+xg, x5+x7+x8 € G,igualandolos a cero y restandolos obtenemos x, —x5 = 0,asixp y
x5 tienen el mismo color, que es un color diferente de los colores asignados a x7 y xg, asigna-
remos amarillo para x; y xs. Por lo tanto, el grafo G queda coloreado de la siguiente forma:

Figura 6.2: Coloracién del grafo G

Note que a partir de la base de Grobner se ha coloreado de manera tinica el grafo G,
salvo permutacién de los colores. El siguiente ejemplo muestra la situacién cuando hay

mads de una manera de colorear un grafo.
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6.3 Ejemplo. Considere el grafo G’ de la Figural6.3|

Figura 6.3: Grafo G’

Los polinomios correspondientes a G’ son xf’ -1,parai=1,...,9y
xi2 + XX + x?, para las parejas (7, j) € {(1,2),(1,4),(1,5),(1,6),(2,3),(2,5),(2,7),(3,4),(3,6),
(3,9),(5,6),(6,8),(7,8),(8,9)}.

Ahora, calculamos una base de Grobner G’ para el ideal I’ generado por los polinomios

correspondientes usando el orden lexicogréfico con x; > xp > ... > xg > xo.

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9), lp;
> poly f1 = x143-1;

> poly f2 = x243-1;

> poly f3 = x343-1;

> poly f4 = x44+3-1;

> poly f5 = x543-1;

> poly f6 = x643-1;

> poly f7 = x7+3-1;

> poly f8 = x843-1;

> poly f9 = x943-1;

> poly f10 = x1A2+x1*xX2+X242;
> poly fl11 = x1A2+x1%*x4+x4r2;
> poly f12 = x1A2+x1*x5+x542;
> poly f13 = x1A2+x1*X6+X6%2;
> poly f14 = x2A2+x2*x3+x342;
> poly f15 = x2A2+x2%x5+x542;
> poly f16 = X2A2+4X2*X7+X742;
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poly f17 = x3A2+x3*x4+x4+2;

poly f18 = x3A2+x3*x6+x6%2;

poly f19 = x342+x3*x9+x942;

poly f20 = x5A2+x5*x6+x6%2;

poly £21 = x622+x6%*x8+x842;

poly f£22 = x7A2+x7%*x8+x842;

poly £23 = x842+x8%x9+x942;

ideal I = f1,f2,£3,f4,f5,f6,f7,£8,£9,f10,f11,£f12,f13,f14,f15,f16,£f17,
£18,£19,£20,£21,£22,123;

> std(I);

_[1]=x9+3-1

_[2]=x822+x8*x9+x9A2

_[3]=x742+xX7*x8+x842
_[4]1=19260*x6+7670%x744*x943+13835*x7+3*%x8*x943+16745%x7+3%x974
-10030%x7A3%x9+3520%x7A2*%x8A2%x9A3+9775%x722%x8%x9*24-5440*%x722*x8%%x9
+3710%x7A2%x9A5-75%x722%x942+51470*x7*x8A3%x943-16571%x7*x842*x9A4
+25966*x7*x822*%x9+8695%x7*x8%x945-10570*x7*x946-20730%x7%x943
+8281*x8A3*x944-15460%x843%x9-1164*x8A2*x942+4146%x8%x9+3
_[5]=x542+x5%X6+x6/2
_[6]1=30%x4*x5%x7-10*xX4*x5%x8A3%x9-30*x4*x5%x8A2%x9A2+10%x4*x5%x9+4
+8*x4*x6A3*x7*x8+36%x4%x623%xX7*x9-80%x4*x6A3*x8*%x9+2%x4*xX6A3%x942
+12%x4*X6A2%X7*X8A2+23%X4*X6A2*X7*x8*X9+25%X4*X6A2*X7%X92
-12%*xX4%x672*x8A2%x9+89*x4*xX6A2%x8*x9A2-30%x4*X6A2%X943+150*xX4*X642
-3%*X4*X6*X7A3%x9-5%x4*X6%X7A2%x8*X9-X4*X6*X7A2%X9A2-9%x4*X6*X7*x8*X9A2
+27%X4*X6%*X7%X973+29%*X4*X6%X8*X9A3-72%X4*X6%X9N4+26*X4*X7A3*X9A2
+22%x4%X7A2%x8*X9A2+68%X4*X7A2%X9A3-34*X4*XT7A2-12%xX4*X7*x8*%%9*3
-60*x4%x7%x9704-50%x4%x8*x944+10%x4*x925-60%x4*x942-20%x543*x642%x9
+20%x5A3%x6%x942+20%x542%x6A3%x9-30%x542*x642%x942+10%x542%x6%x943
-30*%x5%x643%x942+40%x5%x6A2%x943-10*x5%x6%x924+20*x6A3*x8*%x942
-40%x643%x943-70%x6A2*x8*x9A3+50%x642%x944-60*x642*x9+50*x6%*x8*%x944
-10%*x6%x9A5+60*x6%x942
_[7]=3*x4A2+xX4*X5A3%X9+2%Xx4*X5A2%X9A2+x4*X5%X622%X9-2*xX4*X5%X9A3
-x4*x6A2%x8*x9+x4*x8*%x9A3-2%x4%x924-x523%x6%X9+x542%x6A2*x9
-2%x5A2%x6%x9A24+2%x5%x6%x9A34+x642%x8%x912-2%x6A2%x943-x6%x8%x943
+2*%x6%x974
_[8]=3*x3%x7-x3%x8A3%x9-2%x3*x822%X9A2+x3*xX8*x923+2*x3*x924+x543*x8%*x9
+2%x5A3%x9A24+x5202*X6%X8*X9+2*X5A2%X6%XIA2+X 54 2% X7 *Xx8*X9+2*X5A2%X7%x92

—X5*%X7A2%x8%X9-2*X5%X7A2%X9A2-X6A2%Xx8*X9A2-2%X6A2*X9A3+x6*x8*%x9A3

V V V V V V V V
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+2%x6%x9A44+x7%x8*x9A34+2%x7%x9/4
_[9]=x3%x4-%3%xX9+x4A2-X942

_[10]=x342+x3*x9+x942
_[11]=3%x2-3*x3A2*X6*X7+3*X3A2*X6%X9+3*%X3A2%X7%X9-3%Xx3A2%X9A2+xX5A3*x7
-3%x5A3%x9+x5A2%X6%X7-3%x542%x6%X9-3*X5402%X7*X9+X5%X6A2*X7+3*x5%x7A2%x9
+3*%X7A2%xX9A2
_[12]=3%x1-xX523%X6-2%X522%X6A2+xX5%X6A3+2*x674

> option(redSB);

> std(I);

_[1]=x943-1

_[2]=x842+x8%x9+x942

_[3]=x742+x7*x8-x8%%x9-%x942

_[4]=x6+x7+x8

_[5]=x542-x5%x7-x5*x8+x7*x8
_[6]=x4*x5%x7+x4*x5%X8+X4*X5%*X9-X4*X7%X9-x4*x8%%x9-x4%%x912
+X5%X7*x8+X5%X7*x9+x5%x8%x9-x7*x8%x9-x7*x942-x8*%x942
_[7]=x442-x4%*x5+x4*x7+x4*x8-x5%x7-x5%x8
_[8]1=x3*x7+x3*x8+xX3*X9-X7*x8+X912
_[9]=x3%x4-x3%*x9+x4*x5-x4%x7-x4*X8+X5%X7+x5%x8-%942
_[10]=x322+x3%x9+x942

_[11]=x2+x7+x8

_[12]=x1+x5-x7-%8

Asi, G’ = {xg -1, xé + xgx9 + xg, (x7 — x9)(xy + x8 + Xx9), X6+ X7+ x3, (—X5 + x7)(—X5 + X3),
(X5 —X9)(X4X7 +X4X8+X7X8+X4X9 +X7X9g +x8x9), (X4 —X5)(X4 +X7 +X8), X3X7+X3X8—X7X8+X3X9+
xé, X3X4+X4X5—X4X7+X5X7 —X4X8 +X5X8 —X3X9 —xé, x% +X3X9 +x3, Xp+X7+Xg, X1+X5—X7—Xg}.
Como 1 ¢ G’, tenemos que V(I') # 0, y por lo tanto, por el Teorema el grafo G’ es
3-coloreable.

Esta base de Grobner parece mucho mas complicada que la del Ejemplo Para
colorear el grafo G’ supongamos que los 3 colores que estamos usando son amarillo, azul

y rojo. Elegimos amarillo para x9, veamos que si xg —1 =0, tenemos x9 = 1, entonces

2 2
8 3

del mismo color que serd rojo. Luego, de los polinomios (x7 — x9)(x7 + xg + X9), (—x5 +

X3+ xgXg + x5 = x5 +xg+1=0yx3+x3%9 + x5 = x5 +x3+1=0,asi x3 y xg se colorean
x7)(—x5 + x3), (X5 — X9)(x4X7 + X4X8 + X7Xg + X4X9 + X7X9 + XgX9), (X4 — X5)(X4 + X7 + x8) € G,
obtenemos que x; = x9 = X5 = x4, asi x4,X5 y x7 se colorean de amarillo. Al restar los
polinomios xg + x7 + xg = 0y x2 + x7 + xg = 0, obtenemos que x¢ y x2 son del mismo color,

les asignaremos azul. Por dltimo, x; + x5 — x7 — xg = 0, como x5 y x7 son iguales tenemos
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que x1 — xg = 0, coloreando a x; y xg de rojo.
Con lo anterior, en la Figura|6.4|se muestra una forma de colorear el grafo G’

Figura 6.4: Coloracién del grafo G’

Mostraremos otras dos soluciones para nuestra base de Grobner G’ generada por los
polinomios del grafo G’, una de ellas es:
x9 = —(—1)13 6x9 = (-1)23, 23 =16 x5 = =1 — x9, X7 = X9, Xg = —Xg — X9,
X5 = X9, X4 = —Xg — X9, X3 = Xgy X1 = Xs.
Es decir, x9 = x7 = x5, X2 = x4 = X6 y X1 = x3 = xg, donde les asignamos los colores rojo,

amarillo y azul respectivamente obteniendo la siguiente coloracion de la Figura (6.5

(2

Figura 6.5: Segunda coloracién del grafo G’

Otra solucién a la base de Grébner es: xg = —(=1)12 6 xg = (=1)*3, xg =1 6 x5 =
—1—X9, X7 = —Xg§—X9, X6 = X9, X5 = —X§—X9, X4X7 = —X§—X9, X4 = —Xg§—X9, X3 = X8, X2 = X9
Yy X1 = Xs.

Se sigue que x; = X3 = Xxg, X2 = X = X9 Y X4 = X5 = X7, asignando los colores amarillo, rojo
y azul respectivamente, dando como resultado la siguiente coloracién de la Figura [6.6|

94



Coloracion de Grafos

Figura 6.6: Tercera coloracion del grafo G’
Notemos que hemos obtenido distintas coloraciones no isomorfas para colorear el
grafo G'.

6.4 Ejemplo. Demostremos que si sumamos una arista entre x; y x5 en la gréfica G no es
de 3-coloreable.

Si se anade una arista entre x; y x5 en el grafo G, obtenemos el grafo H como muestra

la Figura

Figura 6.7: Grafo H

Los polinomios correspondientes a H son xf’ -1,parai=1,...,8y
x? + xixj + x?/ para las Parejas (Z/ ]) € {(1/ 2)/ (1/ 5)/ (11 6)/ (2/ 3)/ (2/ 4)/ (2/ 8)/ (3/ 4)/ (3/ 8)/ (4/ 5)/
4,7),(5,2),(5,6),(5,7),(6,7),(7,8)}.
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Notemos que los polinomios que corresponden al grafo H son los mismos polinomios

que corresponden al grafo G y solo le afiadimos el polinomio x3 + x5x2 + X3.

A continuacién se muestra el c6digo para obtener una base de Grobner para el grafo

H

> ring R=0, (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8), lp;
> poly fl1 = x143-1;
> poly f2 = x243-1;
> poly f3 = x343-1;
> poly f4 = x44+3-1;
> poly f5 = x543-1;
> poly f6 = x643-1;
> poly f7 = x7+3-1;
> poly f8 = x843-1;
> poly f9 = x1A2+x1*x2+x242;

> poly f10 = x1A2+x1*x5+x542;

> poly fll = x142+x1*x6+x642;

> poly f12 = x2A2+x2*x3+x342;

> poly f13 = x242+x2*xX4+x472;

> poly f14 = x2/2+x2*x8+x842;

> poly f15 = x342+x3*x4+x4+2;

> poly f16 = x342+x3*x8+x842;

> poly f17 = x4+2+x4*x5+x542;

> poly fl18 = x4r2+x4*X7+X742;

> poly £19 = x5A2+x5%x2+x242;

> poly £20 = x542+x5%x6+x642;

> poly f21 = X5A2+4X5*X7+X742;

> poly f22 = x622+x6*xX7+xX742;

> poly f23 = xX7A2+x7*x8+x842;

> ideal I = f1,£f2,£3,f4,£5,f6,£7,£8,f9,f10,f11,£f12,£f13,f14,f15,f16,£17,
£18,£19,£20,£21,£22, £23;

> std(I);

_[1]=1

Asi, G = {1}, por Teorema V(I) = 0, se concluye que el grafo H no es 3-coloreable.

6.5 Definicién. Sea G un grafo simple y no dirigido, con vértices Vg = {1, ...,n} y aristas
Eg. Llamaremos ideal de g-coloraciones de el grafo G al ideal I ; C C[x, ..., x,] generado
por
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q .
1 , x; -1, paraZtodo zle Vg,
9-2. A q- 2

+X X+ XiX; + X; ~ para todo (i, j) € E.

X1
1

6.6 Lema. V(Ig,) C C" estd formado por todas las g-coloraciones de G, siendo el conjunto

de colores las g-ésimas raices de la unidad.

Demostracién. La variedad V(Ig,) estd formada por los puntos de C" que anulan todas las
ecuaciones de polinomios de Ig,, igualados a cero. El polinomio x? — 1 se anula si y s6lo
si, el vértice i es una raiz g-ésima de la unidad , es decir, un color.

- T2y + ...+ xx7 2 + 7" seran cero tinicamente si los
i i M Ay j

vértices i y j tienen colores distintos, ya que

) . . 1
Ademas, los polinomios x; = + x

91— (T —
-1 72 2 g1 ST D oG-
X;Hx] XX T+ = :

! ! ] ] Xi — Xj

6.7 Ejemplo. Veamos que el grafo H del ejemplo|6.4|es 4-coloreable.

Primero, introducimos los polinomios pertenecientes al grafo H, generando el si-

guiente codigo:

ring R=0, (x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8), lp;
poly f1 = x144-1;

poly f2 = x244-1;

poly f3 = x344-1;

poly f4 = x4+4-1;

poly f5 = x544-1;

poly f6 = x644-1;

poly f7 = x7+4-1,;

poly f8 = x844-1;

poly f9 = x1A3+x1A2%X2+xX1*X2A2+X243;
poly £f10 = x1A3+x142*x5+x1%x5A2+x543;
poly f11 = x1A3+x1A2%X6+X1*X6A2+X6%3;
poly f12 = x2A3+x222*x3+x2%x3A2+x343;
poly f13 = x2A3+x2A2%X4+X2*X4A2+x43;
poly f14 = x2A3+x242*x5+x2%x5A2+x543;
poly f15 = x2A3+x2A2%x8+x2*x842+x8%3;
poly £f16 = x3A3+x322*xX4+X3%xX4A2+x4+3;
poly f17 = x3A3+x342*x8+x3*x842+x843;
poly £f18 = x4A3+x422*x5+x4%x5A2+x543;

V V V V V V V V V V vV V V V V V V V V
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poly £f19 = x4A3+xX4A2%X7+X4%X7A2+X7A3;

poly f20 = x5A3+x542*x6+x5%x642+x643;

poly £21 = x5A3+xX5A2%X7+X5%X7A2+X743;

poly 22 = x6A3+x6A2*X7+X6%X7A2+X743;

poly £23 = x7A3+x722*x8+x7%*x8A2+x843;

ideal I = f1,f2,£3,f4,f5,f6,f7,£8,£9,f10,f11,f12,f13,f14,f15,f16,£17,£18,
£19,£20,£21,£22, £23;

V V V V V V

Ahora, calculamos una base de Grobner reducida para nuestra grafo H

> option(redSB);

> std(I);

_[1]=x8%4-1

_[2]=x743+x7A2*x8+xX7*x8A2+x843
_[3]=x6A3+X6A2*X7+X06*X7A2-X7A2%*xX8-X7*x8A2-x843
_[4]=x522+X5%*X6+X5%X7+X6A2+X6%*X7+X7"2
_[5]1=x4*2+x4*xX5+X4*X7-X5%*X6-X6*2-X6%*X7
_[6]=x3%xX4%*xX6A2+x3*x4*X6%*X7+x3*X4*X6*X8+X3*X4*X7A2+x3*x4%x7*x8+x3%xX4*x8*2
-X3%*X6A2%x8-x3*X6%*X7*x8-X3*X6%x8A2-X3*X7A2*x8-x3*xX7*x8*2-33%x843
-X4%x5%X6A2-X4*X5%X6%X7-x4*X5%x6%x8-x4*X5%X7A2-X4*X5%X7*x8-x4*x5%x842
+X5%X6A2*x8+x5*x6*x7*x8+x5%X6FXBA2+X5*X7A2*x8+x5%x7* x84 2+x5%x843
_[7]=x3%*x4%x5-%x3%x4%x8-X3*X5*X8+x3*xX8A2+xX4*X5%*X6+X4*X5%X7+Xx4%*X5%X8+xX4*X6A2
+X4*X6*X7+X4*X712-X5%X6%x8-Xx5%X7*x8-x5%x8A2-X622%x8-X6*X7*x8-X7A2%x8
_[8]=x342*x5%*X6-x3A2*X5%*X8+X3A2*X06A2+X3A2*X6*X7-X3A2*X7*X8-x3A2%x842
-X3%*X4*XTA2-2%x3*X4*x7%x8-3%x3%x4*x8"2+2%x3*x5%xX6%x8-2*x3*xX5%x842
+2%x3*x6A2%x8+2*%X3*X6*X7*x8+x3*X7A2%x8+x3*x8A3-x4*X5*X6%X7
+X4%x5%X6%X8+X4*X5%X7A24+3%X4*X5%X7*x8+2*x4*X5%x8A2-X4*X6A2*X7+X4*X672%X8
-X4*X6*X7A2+X4*X6FX7*X8+X4*X7A2*X8-X4*X8A3-X5%X6%X7A2-X5%X6%X7*X8
-X5%X6%x8A2-xX5%X7*x8A2-2%xX5%X8A3-X6A2*X7A2-X6A2%X7*X8-X6A2%xX8A2
+X6*X8A3+X7A2%x8A2+x7%x843
_[9]=x342%x4-x322%xX8-x3%xX4*x7-%3*x4*X8+x3*X5%X6-X3*X5*X8+X3*X622+X3*X6%*X7
+X4%X5%X6+2%X4*X5*X7+X4*X5%X8+X4*X6A2+X4* X6 X7+X4*X7A2-X5%X6%X7
-x5%xX6%x8-x5%x7*x8-x5%x8A2-X622%X7-X6"2%x8-X6%X7A2-X6%X7*X8+X7*x8A2
_[10]=x343+x3A2*x8+x3*x822+x843
_[11]=x2*X5%X6-X2%X5%*X8+X2*X6A2+X2*X6*X7-X2*X7*X8-X2*x8A2+Xx3%*X5%X6
-x3*x5*x8+x3*X6A2+X3*X6%X7-x3*x7*x8-x3*x842+x4*X5%X6-x4*x5*x8+x4*%x6/2
+X4%X6%X7-X4%X7%x8-x4*x822+x5%*X6*X8-x5%x8A2+xX622*x8+X6*X7*x8-X7*x8*2-x843
_[12]=%2*%%4-x2*x8+x3*x4-x3*x8-x4%X5-X4*X7+X5*X6+X6A2+X6*X7-x8A2

_[13]=x2%x%3-X2*X5+X3A2+X3*X4-X4*X5+X5%X6+X5%X7+X6A2+X6%*X7+X72
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_[14]=x272+x2%x5+X2%X8-X3*X4+X3*X8+X4*X5-X5%X6-X5%X7-X6A2-X6%X7-X7A2+X8"2
_[15]=x1*x622+xX1*X6%*X7+xX1*X6*X8+X1*X7A2+X1*X7*X8+X1*X8A2+X2*X6A2+X2*X6%X7
+X2*X6*X8+X2FXTA2+X2%X7*X8+X2*XBA2+X5%X6A2+X5%X6%X7+X5%X6%X8+X5%XT7A2
+X5%X7*x8+x5%x822+x622*x8+X6* X7 *X8+X6*X8A2+X7A2*x8+x7*x842+x843
_[16]=x1*xX4+x1*X5+X1*X6+X1*X7+X2*X5+X2*X6+X2*X7+X2*X8-X3%*X4+x3%*x8+2*x4%*X5
+X4%X6+X4%X7-X672-X6%X7-X772+X84A2
_[17]=x1*x3%*x5+x1%x3*x6+xX1*x3*X7+x1*xX3*x8-X1*X5%X7-X1*X6%*X7-X1%X7A2
-X1*X7%x8-X2*X5%X7+X2*X5%X8-X2*X6A2-2%X2*X6*X7-2%X2*X7A2-X2%X7%X8
-X3A2%x5-x3A2%x6-x342%x7-x342%x8-x3%*X4%x6-x3%x4*x7-2%x3%*x4*x8+x3*x5%x6
+X3%*X6*x8-X3*X7A2+x3*x8A2+X4*X5%X6+X4*X5*X7+2%x4%x5%x8-X5%X6A2-2*X5%X6*X7
-2%x5%x6%x8-x5%xX7422-3*x5%x7*x8-x5%x842-2%x622*x8-3*x6%x7*x8-3*x7+2%%8
-X7%x842-x843
_[18]=x1*x3422+x1*x3*X6+x1*X3*x8-X1*X6*X7-X1*X7A22-X1*X7%X8-X2%*X5*X7+X2*Xx5%X8
—X2%XOA2-2%X2*XOF X7 -2%X2*XT7A2-x2%X7*X8-x342%x8-xX3%x4*X6-X3*X4*X7-2*%x3*x4%%x8
+x3*%x5%x6-X3*X5%X7+x3*x642+x3%*X6*x8-x3*X7A22+x3*x8A2+x4*x5%x6+x4*x5%x7
+2%x4%*x5%x8-x5%x6A2-2*%X5%x6%X7-2*X5%x6*x8-x5%x742-3*x5%x7*x8-x5%x842
-X6A2%X7-2%X6A2%X8-X6*X7A2-3*x6%x7*x8-2*%X72*x8
_[19]=x1%*x%2-x1*X6-X2*X8+X3%*X4-X3%X8-X4*X5+X5*X7+X06*X7+X7"2-x8A2

_[20]=x142+x1%X5+X1*X6-X5%X7-X6%X7-X7A2

Mostraremos algunas soluciones a la base de Grobner reducida dado 4 colores, Sean

verde, amarillo, azul y rojo.

=

O,

Figura 6.8: Primera coloracién del grafo H

(i) Enla primera solucién obtenemos que x1 =1, xp = =1, 1+x3=0, x4 =1, 1 + x5 =
0, x7=~1, x¢+x7=0yxg=1,entoncesx; =1=x4 =xg, xp = —i=x7, x3=—-1=1x5
y x¢ = i = —xy. Por lo tanto, dado los 4 colores, a x;, x4 y xg los coloreamos de
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rojo, x2 y x7 los coloreamos de verde, x3 y x5 los coloreamos de azul y por dltimo,

coloreamos de amarillo a xg como se muestra en la Figura

(ii) Una segunda solucién a la base de Grobner reducidaes1+x; =0, x5 =1, x5 =
x3, X1 +x5 =0, x4 +x5=0,x6 =1, 1 +x7=0yxg =1. Asi, x; = —i=x4, xp = -1 =
X7, X5 =1 =1x3y X¢ = 1 = xg. Entonces, le asignamos el color verde a x; y x4, azul a

X2 Y X7, 10j0 a X3 y X5 y amarillo para x¢ y xg como se muestra en la Figura

Figura 6.9: Segunda coloracién del grafo H

(iii) Otrasoluciénes1+x3 =0, x2+x3=0, x7 =1, x¢+x7 =0, xg =1, X§ = X5, X1 + Xg =
0, x4 +xg =0, resultando x3 =1 =x7, xo = =1 = x6,X5 =i = xg y X1 = —i = x4. Se
concluye que x3 y x7 amarillos, x; y x4 son rojos, x5 y xg son verdes y x; y x4 son
azules. como se muestra en la Figura

Figura 6.10: Tercera coloracién del grafo H
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6.8 Ejemplo. Veamos que el grafo J no es 4-coloreable.

V V V. V V V V V V V V V vV V VvV V V V V V V V V

ring
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly
poly

£10
f11
f12
f13
f14
f15
f16
£17
£18
£19
£20
f21
f22

(x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8,x9,x10), 1p

x144-1;
x274-1;
x374-1;
x4r4-1;
x544-1;
x674-1;
x7/4-1;
x824-1;
x904-1;
x1044-1;

X1A3+x1A2%
X1A3+x14A2%
X1A3+x1A2%
X2A3+X24A2%
X2A3+x2A2%
X3A3+x342%
X3A34x3A2%
X4AA3+x44A2%
X4A3+x4A2%
X5A3+x542%

X6A3+x642

x2+x1%
xX5+x1%*
xX6+x1*
*X3A2+x343;

X3+x2

X7+x2%
X4+x3%
x8+x3*
x5+x4%*
x9+x4*
x10+x5*x1042+x1043;

*x8+x6%x822+x843;

Figura 6.11: Grafo J

X2A2+X24A3;
X5A2+x54A3;
X6A2+X64A3;

X7A2+X74A3;
X4A2+x44A3;
xX872+x843;
X5A2+x54A3;

X9A2+xX9A3;

X6A3+X6A2*X9+X6*X9A2+X943;
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> poly £23 = X7A3+X7A2%X9+X7%X9A2+x943;

> poly f24 = x7A3+x742*x10+x7*x1042+x1043;

> poly £25 = x823+x842*x10+x8*x1042+x1043;

> ideal I = f1,£2,£3,f4,£5,f6,£7,£8,£9,£10,f11,f12,£f13,f14,f15,f16,£17,£18,
£19,£20,£21,£22,£23, £24, £25;

> std(I);

_[1]1=1

Asi, G = {1}, por Teorema 3.15| V(I) = 0, se concluye que el grafo H no es 4-coloreable.
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Capitulo 7

Conclusiones

Todo problema que pueda expresarse mediante ecuaciones polinomicas puede

resolverse con la teoria de las bases de Grobner.

Con el hecho de que todo ideal tiene un conjunto finito de generadores por el teorema
de la base de Hilbert uno de los principales objetivos del Capitulo 2 es definir y
calcular bases de Grobner, haciendo uso del Criterio de Buchberger, se puede mostrar si
una base dada es de Grobner. Mas atin, el algoritmo de Buchberger sigue la misma ideal
que el criterio de Buchberger usando la definicién de S-polinomio, a diferencia de que el
algoritmo de Buchberger nos dice que se puede extender una base de Grobner sumando

sucesivamente los restos distintos de cero.

Por otro lado, la base de Grobner no es tinica, puede cambiar dependiendo el orden
de las variables sobre el anillo en el que estamos trabajando y el orden monomial. En este
trabajo se puede observar que calculamos bases de Grobner usando el orden lexicografico
si nuestro interés era eliminar variables y encontrar soluciones o el orden lexicografico
graduado si solo queremos generar una base. Mas atn, la base de Grobner puede ser
una base generada por una gran cantidad de polinomios y al calcular la base de Grobner

reducida simplificamos los polinomios que pertenecen a ella.

En el Capitulo 3 consideramos las variedades, y se presentaron los teoremas de
los ceros de Hilbert en donde las demostraciones son mas sencillas de entender
con nuestra teoria, en consecuencia se tiene el Teorema [3.I5, este teorema es muy
importante para saber el comportamiente entre la base de Grobner generada por
el ideal I y la variedad de I. Por ejemplo, en el Capitulo 6 el Teorema nos dice
que un grafo es coloreable si y sélo si la variedad del ideal es distinta de cero, este
teorema junto con el Teorema nos dice que si la base de Grobner es {1}, entonces
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no hay soluciones para el sistema de ecuaciones polinémicas, es decir, la variedad
es igual al conjunto vacio y el grafo no es coloreable, en caso contrario, si la base de
Grobner no es {1}, entonces hay soluciones para el sistema de ecuaciones polindmicas,
es decir, la variedad es distinta del conjunto vacio y en consecuencia el grafo es coloreable.

En el Capitulo 4 atendemos a dos problemas en los brazos de robot. En el problema
cinematico directo obtenemos la configuraciéon de la mano mediante un sistema de
coordenadas y en el problema cinematico inverso nos interesa encontrar las posibles
posiciones de la mano en el espacio de configuraciones usando la base de Grobner, de
modo que al tener valores arbitrarios como la longitud de eslabones y la coordenada de
la mano entramos a un problema de especializacién, y por cada condicién tendremos
una base de Grobner resultando diferentes posiciones de la mano. El objetivo principal
es instruir al robot qué configuracién debe realizar la articulaciéon para llevar la mano de

una posicion a otra.

Asimismo, en el Capitulo 5 se estudiaron dos métodos para poder probar la veracidad
de un teorema. En el primer método, se tiene que hacer la descomposicién minimal de la
variedad y excluir los casos degenerados y en el segundo método se usa el Corolario
que es el resultado del Teorema 5.4y la Proposicién[5.8|

Mostramos que las bases de Grobner inducen una variedad, por lo cual podemos usar
bases de Grobner para obtener componentes irreducibles de una variedad.
Por otro lado, en el Capitulo 5 era necesario que la base de Grobner fuese {1} para que la
conclusién se deduciera estrictamente de las hipétesis por el Teorema [5.4]y el Corolario
es decir, estamos hablando de pertenencia en el radical del ideal. Sin embargo, en el
Capitulo 6 Coloraciéon de Grafos al ser {1} la base de Grobner el grafo no es coloreable
debido a que la variedad del ideal es igual al vacio por el Teorema esto implicaba
que no habian soluciones para nuestras variables. En resumen, podemos usar las bases
de Grobner para resolver sistemas de ecuaciones polinomicas, pertenencia a ideales,
calculo de componentes irreducibles de variedades y en demostraciones automaéticas de

teoremas.
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