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And the Raven, never flitting, still is sitting, still is sitting

On the pallid bust of Pallas just above my chamber door;

And his eyes have all the seeming of a demon’s that is dreaming,

And the lamp-light o’er him streaming throws his shadow on the floor;
And my soul from out that shadow that lies floating on the floor

Shall be lifted - nevermore!

-The Raven. Edgar Allan Poe.

Mein Kérper taucht ins Leben

Und mein Geist schwimmt hinterher
Das Herz ist mir mein Kompass
Und die Liebe mein Horizont

Jene Worte sind wie Stiirme

Jene Blicke eine raue See

Oft verschlucken mich die Wellen
Doch besiegen sie mich nie!

-Kelch der Liebe. Lacrimosa.

Hoffnung ist die Kraft

Die das erschafft

Was deine Seele will!
Hoffnung ist die Macht

Die Licht entfacht

Wenn es zu dunkel wird!
Hoffnung ist das Schwert
Das dich befreit

Von Angst und Herzensleid!

-Der Kelch der Hoffnung. Lacrimosa.

Es ist der Traum der mich gefuhrt
Und folgen werde ich bis in die Glut

-Der Kelch des Lebens. Lacrimosa.

Zeit ist nur ein Geschenk
Schau dich an - Schau nicht zuriick
Zeit erfiillt den Zweck - den Zweck, den wir ihr geben

-Apeiron - Der Freie Fall, Part 2. Lacrimosa.
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Introduccion

Como disciplina matemética, el estudio de los sistemas dindmicos probablemente se originé a
finales del siglo XIX a través de la obra de Henri Poincaré en su estudio de la mecanica celeste [18].
Una vez que se formulan las ecuaciones que describen el movimiento y velocidades de los planetas
alrededor del sol y construido el modelo matemaético, el siguiente paso es buscar soluciones para
describir los movimientos de los planetas y hacer predicciones de posiciones en el tiempo. Pero cuan-
do se trata de encontrar soluciones explicitas en ocaciones resulta demasiado complicado o inlcuso
imposible, lo que queda es estudiar la estructura geométrica de las soluciones del modelo para, de
algin modo y de forma creativa, deducir las propiedades significativas de las posibles funciones de
solucion. Poincaré introdujo un nuevo punto de vista que hacia hincapié en cuestiones cualitativas
mas que cuantitativas. Por ejemplo, en lugar de preguntar por las posiciones exactas de los planetas
en todo momento, pregunté: ”’; Es el sistema solar estable para siempre o algunos planetas eventual-
mente volarén hasta el infinito?”. Poincaré desarrollé un poderoso enfoque geométrico para analizar
estas cuestiones. Ese enfoque ha florecido en el tema moderno de la dinamica, con aplicaciones que
van mucho mas alla de la mecanica celeste.

En 1963, E. N. Lorenz [14], propuso el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

r = —ox+oy
Yy = rr—y—xz
z = xy—bz,

como un modelo simplificado de la convecciéon atmosférica.
Lorenz noté que cambios muy pequenos en las condiciones iniciales podian producir resultados
significativamente diferentes.

Figura 1: Atractor de Lorenz

En 1975, los matematicos T. Liy J. A. Yorke [13] publicaron un articulo en el que demostraron
un sorprendente teorema. La existencia de una érbita periddica de periodo 3 en un sistema dindmico



por iteracion definida por una funcion continua f de un intervalo I dentro de si mismo implica la
presencia de orbitas periddicas de periodo n para cada n = 1, 2, 3,.... El titulo de su articulo
es Period Three Implies Chaos. La palabra caos aparecié en este articulo por primera vez, como
sugestiva de la complejidad dindmica del sistema estudiado por Li-Yorke.

En 1976, justo un afio después del articulo de Li-Yorke, el bidlogo R. M. May [16] en el articulo
Sitmple Mathematical Models with Very Complicated Dynamics ilustré la sorprendente complejidad
de la estructura de las érbitas de un sistema dindmico unidimensional gobernada por una funcién
cuadréatica. Por esta época, el interés por sistemas dindmicos que tuvieran caracteristicas similares al
propuesto por Lorenz y a los analizados por Li-Yorke y May comenz6 a aumentar considerablemente.
Surgio la teoria de los sistemas cadticos. Como senala R. Devaney [8]: el campo de los sistemas
dindmicos y especialmente el estudio de los sistemas cadticos ha sido aclamado como uno de los
avances cientificos mas importantes del siglo XX, y sigue teniendo un impacto muy importante en
las matematicas puras como en sus aplicaciones.

II



Capitulo 1

Sistemas Dinamicos

En este capitulo presentamos cierta terminologia basica. Definimos un sistema dindmico. Luego
intoducimos las nociones de 6rbitas, puntos fijos, 6rbitas periodicas y su estabilidad.

1.1. Preeliminares

La nocion de sistema dinamico es la formalizaciéon matematica del concepto cientifico general
de proceso determinista, lo que significa que podemos determinar el estado actual (la poblacion de
una especie, por ejemplo) Gnicamente a partir de los estados pasados. Los estados pasados y futuros
de muchos sistemas fisicos, quimicos, biolégicos, ecologicos, econémicos e incluso sociales pueden
predecirse hasta cierto punto conociendo su estado actual y las leyes que rigen su evoluciéon. Siempre
que estas leyes no cambien con el tiempo, el comportamiento de dicho sistema podria considerarse
completamente definido por su estado inicial. Asi, la nociéon de un sistema dinamico es una forma
de describir el paso en el tiempo de todos los puntos de un espacio dado X.

1.1.1. Definiciéon de un Sistema Dinamico

Definicién 1.1
Un sistema dindmico es una terna {T, X, f'}, donde T es un conjunto que representa el tiempo,

X es un espacio de estados y f : T x X — X es una funcién, donde f(t,x) = fi(z) y ft : X - X
es una familia de operadores parametrizada por t € T que satisface las siguientes propiedades:

1. f9=id, donde id es la funcién identidad en X, id(x) = z para todo x € X.

2. f**% = f'o f*. Esto significa que f***(z) = f*(f*(x)) para todox € X yt,seT.

Observacion 1.2

1 La funcién f* a menudo se denomina operador de evolucién del sistema dindmico.

2 Si ft es invertible, entonces el estado inicial xq define completamente no sélo los estados
futuros del sistema, sino también su comportamiento pasado.

A continuacién, hacemos una breve explicacion de los elementos que conforman un sistema
dinadmico.



= Espacio de estados

Todos los estados posibles de un sistema se caracterizan por los puntos de algin conjunto X.
Este conjunto se denomina espacio de estados del sistema. En realidad, la especificacion de
un punto x € X debe ser suficiente no s6lo para describir la “posicion” actual del sistema sino
también para determinar su evoluciéon. A menudo, el espacio de estados se denomina espacio
de fases.

= Tiempo

La evolucion de un sistema dindmico significa un cambio en el estado del sistema con el
tiempo t € T, donde T es un conjunto que representa el tiempo. Consideraremos dos tipos
de sistemas dindmicos: aquellos con tiempo continuo T' = R, y aquellos con tiempo discreto
T = 7Z o también T = Z* = NU {0}. Los sistemas del primer tipo se denominan sistemas
dindmicos continuos, mientras que los del segundo se denominan sistemas dinamicos
discretos.

= Operador de evolucién

El componente principal de un sistema dindmico es una ley de evolucién que determina el
estado x; del sistema en el instante t, siempre que se conozca el estado inicial xg. La forma
mas general de especificar la evolucion es suponer que para t € T dado se define una funciéon
£t en el espacio de estados X,

fl: X = X,

que transforma un estado inicial ¢ € X cuando t = 0, en algtn estado x; € X en el momento
t:
= f t($0)~

En general, la “trayectoria” de = viene dada por x;. La funcion que lleva ¢t a x; produce una
sucesion de puntos (caso discreto) {z;}ter 0 una curva (caso continuo) que representa la
historia de vida de x cuando t recorre al conjunto 7.

1.1.2. Sistemas Dinamicos Discretos

A lo largo de esta tésis, trataremos solamente Sistemas Dindmicos Discretos. Asumamos que
X =RoICRunintervaloy f:I — I una funcion de clase C", r > 0.

La composicion de funciones es el corazén de la dindmica de iteracién de funciones. La idea
principal es comprender cémo es la 6rbita de un punto cuando la misma funciéon se itera repetida-
mente.

Definicion 1.3

Sean € N = {0,1,2,...}. Denotemos la n — ésima composicién de una funcién f consigo
misma aplicada a x por f™(z) (no confundir con elevar f(x) a la n — ésima potencia ni con la
n — ésima derivada de f).

Un sistema dinadmico discreto esta completamente especificado definiendo solamente la fun-
cién f e inductivamente definimos f° = x para toda z € X, f' = f y paran > 2

fAx) = fof(x)
) = fofr i)



El estado z(, se llama estado inicial. Puede ser cualquier x en el dominio de f. La evolucion
del sistema a partir de z viene dada por la sucesion {x;}+en, donde

z0, 1 = f(20), 2 = f(21) = f(f(20)), 23 = f(x2) = f(F(f(20))), ---
Generalmente escribimos f%(z), f3(x), ...enlugar de f(f(z)), f(f(f(x))), .... Por lo tanto, tenemos
1= f(wo) ¥y Tni1 = f(xn) = f"H(xo) paran>1.

1.1.3. Orbitas, Puntos Fijos, Orbitas Periédicas y su Estabilidad.

Utilizamos un punto de vista geométrico sobre los sistemas dindmicos. Los objetos geométricos
bésicos asociados con un sistema dindmico son sus Orbitas en el espacio de estados y el retrato
de fase compuesto por estas orbitas.

Definicién 1.4

La é6rbita hacia adelante (o simplemente érbita) de un punto x es el conjunto O (z) =
{f () :n >0} = {=, f(x), f2(z), f3(z),...}.. Si f es invertible, entonces la érbita hacia
atras se define usando iteraciones negativas: O~ (z) = {f™(z) : n < 0} y la 6rbita completa
de un punto z es el conjunto O(z) = {f*(x) : k € Z}. Si f no es invertible, entonces hacemos

elecciones y construimos x_1, _o, ... donde f(x_,) = x_,41 0 también z_,, € f~H(x_,41).
(Para una funcién no invertible, f~1(y) = {z : f(z) = y}.)

Definicién 1.5

El punto = es un punto fijo (estado estacionario o equilibrio) para f si f(x) = z. El punto
r es un punto periédico de periodo k si f*(z) = x y f/(x) # x para0 < j < k. Observe que
k es el periodo minimo y que x es k-periédico si es un punto fijo de la funcién f*. Al conjunto
de todos los puntos periédicos de f lo denotamos con Per(f) y el conjunto de puntos periédicos
de periodo k por Pery(f), y el conjunto de puntos fijos por Fix(f). El conjunto de todas las
iteraciones de un punto periédico de periodo k forman una érbita periédica o ciclo. La érbita
de un punto k-periédico es el conjunto Ot (z) = {z, f(z), f*(x),..., fF1(z)}.

Figura 2: Orbita periédica de un sistema discreto



Observacion 1.6

» Siz( es un punto fijo de f, entonces f(xy) = xg, y la érbita de xy es muy sencilla,

O+(£ZEO) = {JC()7 Lo, o, T, - - } = {1‘0}

Proposiciéon 1.7

Sea f : X — X una funcién continua y sean xq y yo dos puntos en X tales que la orbita de xq
converge a Yo, es decir, lim f™(x¢) = yo. Entonces yo es un punto fijo de f.
n—oo

Demostracion. Como f es una funcién continua, entonces

f(yo) = f( I f"(x0)) = Il F"H (@0) = yo.

n—oo

La tltima igualdad se sigue del hecho de que {f"*1(x0)}5°; es una subsucesion de la sucesion
{f"(@o)}nLs u

Encontrar puntos fijos de funciones no es una tarea sencilla. Sin embargo, las funciones que
tienen como dominio y contradominio un intervalo forman un buen lugar donde iniciar para el
estudio de puntos fijos.

Teorema 1.8

Teorema del Punto Fijo. Sea f una funcién continua de la recta real y sea I = [a,b] un
intervalo cerrado tal que f(I) C I. Entonces f tiene un punto fijo en I.

Demostraciéon. Definamos g(z) = f(x) — 2. Entonces, g(z) también es una funcion continua.
Si f(a) = a o f(b) = b, hemos terminado. De lo contrario, supongamos que f(a) # a 'y f(b) # b.
Luego, f(a) > a 'y f(b) < b. En consecuencia, g(a) > 0 y g(b) < 0. Por el Teorema del Valor
Intermedio, existe un punto ¢ € (a,b) con g(¢) = 0. Esto implica que f(c¢) = ¢ y por lo tanto, ¢ es
un punto fijo de f. |

Ejemplo 1.9
La funcién g(z) = z? — 1 tiene puntos fijos en x = (1 4+ +/5)/2, mientras que los puntos 0 y

—1 se encuentran en una érbita periédica de periodo 2. En efecto, las soluciones de la ecuaciéon
g(z) = x son

1++5

P —l=zer’-z-1=0sz= 5

y las soluciones de la ecuacién g?(x) = (g o g)(x) = = son

(?-1)2-l=zezt-22+1-1=zos' -2l —r=0s2(*-22-1)=0.

El problema de resolver g*(z) = x(z — 2z — 1) = 0 se puede reducir tomando en cuenta que
los puntos fijos de g también son raices de esta ecuaciéon y que, por lo tanto, g(x) = x divide a
g*(x) — x.

Efectuando la divisién, obtenemos




9*(x) =z = (9(z) = 2)h(x),
donde h(z) es el polinomio de grado 2
hiz) =x(z+1).

Los puntos buscados de periodo 2 son las raices de h(x), que son x =0y x = —1.
Observe que tanto x =0 y x = —1 no son puntos fijos de g y forman una 6rbita de periodo

2.

Definicion 1.10

Se dice que un punto z es eventualmente fijo de una funcién f si existe un entero positivo r
y un punto fijo zo de f tal que f"(x) = x¢, pero f"~(z) # xo.

jemplo 1.11

Sea f(x) = x%. Entonces f(1) = 1 es un punto fijo, mientras que f(—1) = 1 es eventualmente
fijo. En efecto, las soluciones de la ecuacion f(x) = x son

P=rert-r=0cz(z-1)=0c2=0, 1.

Observe que x = —1 no es un punto fijo, pero para r = 2 tenemos que

Sea ZT el conjunto de ntimeros enteros no negativos.

Definicion 1.12

Se dice que = es eventualmente periédico con periodo k si f**™(z) = f™(x) para algiin
entero positivo k y m € Z (véase la figura 1.21).

Observe que si k = 1, entonces f(f™(z)) = f™(x) y z es entonces eventualmente fijo, y si
m = 0, entonces f*(z) = x y x es k - periédico. En otras palabras, x es eventualmente periédico
si f¥(x) es periédico, para algtin entero positivo k.




Uno de los principales objetivos de la teorfa de sistemas dindmicos es el estudio del comporta-
miento de las 6rbitas cerca de puntos fijos. Introducimos las nociones basicas de estabilidad.

Definicion 1.13

Sea f : I — I una funcién y xq un punto fijo de f, donde I es un intervalo en el conjunto de
niimeros reales R. Entonces

1. x( se dice que es estable si para cualquier ¢ > 0 existe § > 0 tal que para todo x € I con
|z — x| < & tenemos |f"(z) — xo| < € para todo n € Z*.

2. xg se dice que es inestable si existe un €y > 0 tal que para toda ¢ > 0 existex € |[x—xg| < ¢
yn €Z" tales que |f"(z) — zo| > €.

3. xo se dice un atractor (o un sumidero) si existe un abierto U C I de xq tal que, si
x € U, entonces lim f"(z) = zo.
n—oo

4. x se dice un repulsor (o una fuente) si existe un abierto U C I de zg tal que, siz € U,
x # xg, entonces existe n € Z*, n depende de z, tal que f"(z) ¢ U.

5. Sea xg un punto fijo atractor. El siguiente conjunto es conocido como la cuenca de
atraccién de (o el conjunto estable de) xg:

Wé(xg) =:{zel: nh_)rr;o M (x) = xo}.

Las funciones con puntos periédicos hiperbodlicos son los que ocurren tipicamente en muchos
sistemas dindmicos y, ademéas, proporcionan los tipos de comportamiento peridédico méas simples
para analizar.

Definicién 1.14
Sea p un punto periédico de periodo n. El punto p es hiperbélico si |(f™) (p)| # 1.

Ejemplo 1.15

Considere la funciéon f(x) = %(:LJ + x). Existen 3 puntos fijos: x = 0, 1 y —1. Observe que
1(0) =1/2 y f/(£1) = 2. Luego, cada punto fijo es hiperbélico (Figura 3).




e R N

Figura 3: Grafica y el retrato de fase de f(z) = 1 (2® + 2)

Proposiciéon 1.16

Sea p un punto fijo hiperbélico con |f'(p)| < 1. Entonces existe un intervalo abierto U de p tal
que si x € U, entonces
lim f"(x) = p.

n—oo

Demostracién. Como f es C!, existe un ¢ > 0 tal que |f'(z)] < A < 1 para algin = €
[p — €,p + €]. Por el Teorema del Valor Medio tenemos

|f(@) =pl=I[f(z) = f(P)| < Alz —p| < |z —p| <e

Por lo tanto, f(x) estd méas cerca de p que de z, por lo que f(x) € [p —€,p + €], y podemos repetir
el argumento. Por induccion

|f"(x) —p| < A"z — p|

asi que f™(x) — p cuando n — oo. Esto completa la prueba. [ |



Definicion 1.17

Sea p un punto periédico hiperbdélico de periodo n (o punto fijo cuandon = 1) con |(f™) (p)| < 1.
El punto p es asintéticamente estable y se llama atractor o sumidero.

a. b C.

=

™~

___m._m__z—ﬁ"\/é_

Figura 4: Retrato de fase cerca de un punto fijo atractor p en a. 0 < f'(p) < 1, b. f'(p) = 0 y c.
-1< f'(p) <0
Definicién 1.18

Sea p un punto periédico hiperbélico de periodo n (o punto fijo cuandon = 1) con |(f™)'(p)| > 1.
El punto p es inestable y se llama repulsor o fuente.

e

——e oA & A,
N
Figura 5: Retrato de fase cerca de un punto fijo repulsor p

Definicién 1.19

Un punto fijo atractor p con f'(p) =0 se llama superatractor.




1.2. Analisis grafico de las 6rbitas

Existe una técnica util para visualizar las 6rbitas de sistemas dindmicos discretos que son
los diagramas de escalera/telarana, a veces llamados diagramas de Lemeray (Figura 6). Considere
la grafica de f en el plano (z,y) junto con la recta y = x. Tome un punto (a,a) en esta linea y
luego produzca la sucesion de puntos

(a,a), (a, f(a)), (f(a), f(a)), (f(a), F*(a)), (f*(a), f*(a)). ...

“saltando” vertical y horizontalmente entre la grafica de f y la recta y = x. Ahora observe que la
sucesion obtenida al tomar la primera coordenada de todos los puntos impares compone la parte
hacia adelante

a, f(a), f*(a), ...

de la 6rbita que comienza en a € I. Si f es invertible, la parte hacia atras se puede construir de
manera similar saltando entre la recta y = x y la grafica de f, es decir, en el orden opuesto. Observe
que las orbitas constantes (puntos fijos)

.., Q,a,a, ...

corresponden a los puntos, donde la grafica de f intersecta la recta y = z, f(a) = a.

Y

a 1t F@f@ o
’f&,a)

Figura 6: Diagrama de escalera o telarana



Ejemplo 1.20

3

Sea f(x) = x3. Los puntos fijos satisfacen la ecuacion f(x) = x3 = x, entonces

P=red-r=0c20>-1)=0s2=0,1, 1.

Observe que los puntos fijos corresponden a puntos donde la grifica de f, {(z, f(x))}, corta
la diagonal {(xz,x)} (ver Figura 1.2.) La grafica de f es monétona. En (0,1) la grifica de f se
encuentra debajo de la diagonal y f(z) < z. Asi, parax € (0,1), x > f(x) > f?(z) > - f*(x) >
0. Como esta sucesién es monétona, por la Proposicién 1.16, debe converger a un punto fijo
y por tanto a 0. Por lo tanto, (0,1) C W*(0). Un analisis similar muestra que (—1,0) C W*(0)
ya que para x € (—1,0),

< flz) < fAr) < < f(x) <0

Como W#*(0) contiene una vecindad de 0, el punto fijo 0 es un punto atractor. Para
x> 1, f/(x) crece monétonamente. Si esta érbita hacia adelante estuviera acotada, tendria que
converger a un punto fijo. Como no hay ningin punto fijo mayor que 1, la érbita debe ir al
infinito cuando j tiende a infinito. Nuevamente, para x < —1, f(x) decrece monétonamente a
menos infinito cuando j tiende a infinito. Entonces

WH0) = (-1,1)
We(+1) = {+1}.

Observe que para f(x) = 23, f'(x) = 322, f/(0) = 0 y f(£1) = 3. Por las Definiciones
1.17 y 1.18, el punto fijo x = 0 es un atractor y el punto fijo x = +1 un repulsor. Esta conclusién
es la misma que obtuvimos analizando directamente las 6rbitas de los puntos. Observe que es
mucho més réapido entender el hecho de que estos puntos se atraen y se repelen usando las
definiciones, es decir, usando el criterio de la derivada.
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Figura 7: Analisis grafico para f(z) =«

11

3



Capitulo 2

La Familia Cuadrdtica F)

Consideremos el crecimiento de una poblacién en periodos de tiempo discretos n donde hay ha-
cinamiento o competencia por recursos. En comparacion con las ecuaciones diferenciales continuas,
obtenemos las ecuaciones en diferencias discretas

Fy(z) = (1 —x).

Robert May [16] observo que este modelo simple para intervalos de tiempo discretos no necesa-
riamente conduce a un sistema que tiende hacia una poblacién en estado estacionario.

2.1. El Modelo Poblacional

Los sistemas dindmicos ocurren en todas las ramas de la ciencia, desde las ecuaciones diferenciales
de la mecénica clésica en la fisica hasta las ecuaciones en diferencias en la economia y la biologia. Los
bidlogos de poblaciones estén interesados en el comportamiento a largo plazo de la poblacién de una
determinada especie o coleccién de especies. Dados ciertos parametros observados o determinados
experimentalmente (ntimero de depredadores, severidad del clima, disponibilidad de alimentos, etc.),
el bidlogo desea predecir el comportamiento de la poblaciéon de una determinada especie que crece
o disminuye a medida que pasan las generaciones. Denotemos la poblacién viva en la generaciéon n
por P,. Entonces nuestra pregunta es: jpodemos predecir qué sucederé con P, cuando n aumente?
i P, tendera a cero para que la especie se extinga? ;O P, crecerd sin limites hasta el punto de
experimentar una explosion demografica?

Existen muchos modelos mateméticos para predecir el comportamiento de las poblaciones. El
méas simple (y el més ingenuo) es el modelo de crecimiento exponencial. En este modelo asumi-
mos que la poblacién de la generacion siguiente es directamente proporcional a la poblacion de la
generacion actual. Esto se traduce como la ecuacion en diferencias

Py =1rP,

donde 7 es una constante determinada por las condiciones ecologicas. Asi, dada la poblacién inicial
Py, podemos determinar recursivamente la poblacion en las generaciones siguientes:

P1 = TPQ

P2 = rPl = 7’2P0
P3 = ’I“PQ = ’I“SPO
P, = rP,1 = 1mh.

12



determinamos el comportamiento de la poblaciéon mediante iteracion, en este caso, la funcién que
iteramos es F'(z) = rz. Entonces

Pn:FO--~OF(P0):T’nP0.

n veces

Tenga en cuenta que el destino final de la poblacién depende de r. Si r > 1, entonces r" tiende
al infinito, por lo que tenemos un crecimiento poblacional descontrolado. Si r < 1, r™ tiende a
cero, por lo que la especie se extingue. Finalmente, si r = 1, P, = Py, asi no existe cambio en
la poblacién. Por lo tanto, podemos lograr nuestro objetivo de determinar el destino de la especie
para cualquier r. Por supuesto, este modelo simplificado es muy poco realista en el sentido de que
las poblaciones de la vida real se comportan de una manera mucho mas complicada. Por ejemplo,
las poblaciones nunca pueden tender al infinito. Para remediar esto, agregaremos un supuesto a
nuestro modelo que tendra en cuenta la posibilidad de hacinamiento, lo que los ecologistas llaman
el modelo logistico de crecimiento demogrdfico.

En este modelo, suponemos desde el principio que existe una poblacién maxima absoluta que el
medio ambiente puede sustentar. Si la poblacion alguna vez alcanza este ntimero, entonces tendremos
un hacinamiento desastroso, el suministro de alimentos se volveré criticamente escaso y la especie
se extinguira inmediatamente. Para mantener los ntiimeros manejables, supongamos que P, ahora
representa la fraccién de esta poblacion maxima viva en la generaciéon n, de modo que 0 < P, < 1.
El modelo logistico es entonces

P,i1=AP,(1-P,)

donde A es una constante que depende de las condiciones ecologicas. Si P,, = 0 (no hay individuos
presentes), entonces P,11 = 0. Si P, = 1, entonces P, 1 = 0 como hemos supuesto. Por lo tanto,
para comprender el crecimiento y la disminucion de la poblacién segtin este modelo, debemos iterar
la funcién logistica F)(z) = Az (1l — x).

2.2. Dinamica de la Familia Cuadratica F)

Sea A > 0y F) : R — R definimos la familia uniparametrizada Fj(z) = Az(1 —z), a esta familia
se le conoce como la familia cuadratica real o como la famila logistica.

La mayoria de las funciones solo tienen puntos periédicos hiperbélicos. Sin embargo, los puntos
periédicos no hiperboélicos suelen aparecer en familias de funciones. Cuando esto sucede, la estruc-
tura periodica de puntos a menudo sufre una bifurcacion, es decir, un cambio dramético en el
comportamiento de las orbitas.

Las graficas de las funciones F) : R — R, A € [1,4], son parabolas que abren hacia abajo y
cruzan al eje X en los puntos x =0y x = 1. Ver Figura 8.
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A

Figura 8: Algunas graficas de la Familia Logistica

2.2.1. Puntos Fijos y Estabilidad de la Familia Cuadratica

Proposiciéon 2.1

A—1 1
1. Los Puntos fijos de la Familia Cuadratica F son x =0 y py = — = 1-— 3

2. El punto fijo x = 0 es un atractor para 0 < A < 1 y un repulsor para \ > 1.

3. El punto fijo py es un atractor para 1 < A < 3 y un repulsor para 0 < A <1y 3 < A\.

1
4. El tinico punto critico es © = 3 el cual es no degenerado (la segunda derivada de F)

evaluada en x = 1/2 es diferente de cero) y el valor maximo es 1

Demostracion. Por definicién, los puntos fijos deben satisfacer la ecuacion

Az — Az

A — Al —z=0

x(A—=Xx—-1)=0
-1

A
& =0 = —
x o 3

Para determinar su estabilidad, observe que F}(z) = A — 2Az. Por lo tanto, |F,(0)| = |A|, por
lo que el punto fijo z = 0 es un atractor para 0 < A < 1 y un repulsor para A > 1. Por otro lado,
[F{(px)| = |A—=2(A—=1)| = |2— A|. Asi, el punto fijo py es un atractor para 1 < A < 3 y un repulsor
parad < A<ly3 <A

T

To
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Los puntos criticos deben satisfacer F5(z) = A(1 —2z) = A —2Az = 0, por lo que el tnico punto

. " L. .
critico es x = %, luego F), (x) = —2\ entonces x = % es un punto critico no degenerado. Finalmente

1 1 1 A

Observacion 2.2

» F\(z) > 0 cuando A > 0 y 0 < = < 1. Entonces, para cualquier valor de A con 0 < \ < 4,
la funcién Fy(x) = Mz(1 — z) mapea el intervalo unitario en si mismo. Por supuesto,
F»(0) = F)\(1) = 0. El intervalo [0, 1] es invariante para todo A € [1,4] y, por lo tanto, las
orbitas de todos los puntos x € [0, 1], bajo Fy, permanecen en dicho intervalo.

s Para A\ = 1 tenemos

Fi(zx)=2(1l—z) <z, Va>O0.

Cada aplicacién sucesiva de Fy a un x € (0, 1] disminuye su valor. El limite de las iteracio-
nes sucesivas no puede ser negativo ya que x = 0 es el tunico punto fijo. Por lo tanto todos
los puntos en (0, 1] tienden a cero bajo iteracion, pero muy lentamente, ya que F}(0) = 1.
De hecho, para x < 0, las iteraciones derivan a valores mas negativos y luego tienden a
—00.

s Como Fy(1) =0, el punto = 1 es eventualmente fijo para todos los valores de \.

Proposiciéon 2.3

Para x ¢ [0,1] la 6rbita o(x, Fy) converge a menos infinito para A > 1.

Demostraciéon. Siz < 0, entonces tenemos Ax(1 —z) < x ya que A > 1, asi F)\(z) < z. Luego
0>a> F\(z) > F3(z) > --- > F(x)

es una sucesion decreciente. Si esta orbita fuera acotada, tendria que converger a un punto fijo que

serfa un punto negativo. Como no existe tal punto fijo, la érbita o(z, Fy) tiende a menos infinito.
Si 2 > 1, entonces F)(x) < 0 por lo que la érbita o(x, F) converge a menos infinito. |
El analisis grafico produce facilmente los resultados anteriores, como se muestra en la

Figura 9.
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Figura 9: Analisis grafico de Fi(z) = Az(1 — z) para z ¢ [0, 1]

Inspeccionando las graficas es evidente que el punto fijo py es un atractor con 0 < F§(py) < 1
1
2 )
por lo que se vuelve superatractor, es decir, F5(py) = 0. Y para A ligeramente mayor que 2, py se
mantiene como atractor aunque su derivada es negativa, es decir, —1 < F3(px) < 0.

Para A € (1,2] la convergencia a py es monotona, mientras que para A ligeramente mayor que 2
la convergencia es en espiral (ver Figura 10). Este cambio en la forma de la convergencia se produce
justamente en A = 2.

para A > 1 pero cercano a 1. En A = 2 este punto fijo coincide con el punto critico de F), py =

Figura 10: Dos tipos de convergencia a px

Observe también que si seguimos aumentando ligeramente el valor de A, la derivada F3(py) sigue
decreciendo hasta ser menor que —1. Luego, debe existir un cierto valor del parametro, digamos Ay,
para el cual F{(px) = —1,si A=A,y Fi(pr) < —1,s81 A\ < A

Podriamos concluir que existe A\; > 1 de modo que py es atractor si A varia en el intervalo (1, A1)
y es repulsor si A > A;. Ha ocurrido un cambio importante en la dindmica, una bifurcacion, al cruzar
el pardmetro el valor A;. En este caso es facil determinar el valor de A;. Como Fj(py) =2 — A, se
sigue que |F3(pa)| < 1siy solosil < A< 3. Porlo tanto, Ay = 3.

Del anélisis grafico se desprende que si 1 < A < 3, las orbitas de todos los puntos en el intervalo

16



[07 1]a

a excepcion de las de 0 y de 1, convergen al punto fijo atractor.

Proposiciéon 2.4

Sil< A< 3yxe€(0,1), entonces la érbita o(x, F)\) converge al punto fijo py.

Demostracion. Ya que segun el analisis grafico la convergencia de las orbitas a py es de una
forma si 1 < A < 2,y de otra diferente si 2 < A < 3, analizamos estas dos situaciones por separado.

1<A<2
En este caso se cumplen las siguientes condiciones:

1
El punto fijo py =1 — X estéd en el intervalo (0, %}

Se tiene que 0 < F3(py) < 1. Ademas F3(py) =0si A =2.

A
La funcién F) es creciente en (0, 3]. Como Fy(3) = 4 < 1, entonces F)([0, 1]) C [0, 3].

Para toda € (0, 3], la érbita o(x, F) es monétona y acotada, por lo tanto convergente.

Como F) solo tiene dos puntos fijos, x = 0y px, y F5(0) = A > 1, entonces si € (0,px),
entonces x < Fi\(z) < px, y si px < 2 y x € (px, 1], entonces py < Fi(z) < z.

Por lo tanto para toda x € (0, ] se tiene que lim (F))"(z) = pa.
n—oo

Siz e (1,1), FA(z) esta (0,4), y su 6rbita converge también a py.

2<A<3
Ahora se cumplen las siguientes condiciones:

1
El punto fijo py =1 — X esta en el intervalo (%, %)

Se tiene que —1 < Fy(px) < 0. Este hecho es el responsable de la forma en la cual las orbitas
convergen en forma de espiral al punto pj.

Como la funcién F) es creciente en [0, 1] y decreciente en [3,1], y FA(3) = 3 > Fa(px) = pa,
entonces existe un tnico punto en [0, 5], que llamamos gy, tal que Fy(gx) = px. De hecho,
qr = - Asi tenemos que gy < § < px y Fa(qx) = Fa(pa) = pa.

Al aplicar la funcién F obtenemos el siguiente movimiento de intervalos cerrados:

1] 2] [ ) )

Sea F' f = F)\ o F). Para el rango de los valores de A que estamos considerando se tiene que

Fy (A) = A—2(4—)\) > %

Se sigue que FZ([gx,pa]) C [4,px]. Y en particular, obtenemos que

(o) < 1]
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» Como F} es creciente en el intervalo [5,p)] y 2 < FZ(3) < pa, entonces la 6rbita o(%, F7) es
monodtona creciente. Sea x( el siguiente punto

, nl
nl;ngo(Ff) <2> = Zo < Pa.

= Como F) es continua, entonces

1
z 2n+1 - — —
T (5 (3) = B =

Por lo tanto, lim (F\)"(3) = pa.

n—oo

= Siz € [, pa], entonces Fy(x) € [%,p,\}. Por lo tanto, la orbita o(x, F)\) converge también a
DPx-

= Para cada punto z € (0,px) U (p,1) existe n € N tal que (F))"(z) € [3,ps]. Todos estos
puntos tienen 6rbitas convergentes al punto pjy.

Asi concluimos que, también en este caso, la cuenca de atraccion de py es todo el intervalo
abierto (0,1). |

/)

Figura 11: Analisis grafico de Fi(z) = Ax(1 —z) cuandoa. 1 <A <2y b. 2 <A< 3 parazx € (0,1)

Observacion 2.5

s Para \ = 2 el punto fijo es un superatractor.

Cuando A = 2, los puntos + y 1 — % coinciden y son iguales a 3 con Fj(3) = 0 . No existe
una regién “decreciente constantemente” y el punto fijo, x = 5 , es un superatractor: las
iteraciones se acercan al punto fijo mas rapido que cualquier tasa geométrica.

N[O [

s Para A = 3 el punto fijo x = 0 es inestable, pero el tipo de estabilidad del punto py no
se puede determinar de las Definiciones 1.17 y 1.18, ya que Fj(p») = —1. Esto sugiere
que A\ = 3 es un valor de bifurcacién.
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2.3. Bifurcacion de Duplicaciéon de Periodo. Ruta al Caos

Tarataremos una importante bifurcacién que sufre un punto no hiperbélico x, cuando F) se
somete a perturbaciones.

Como hemos visto anteriormente, si el punto fijo =, se vuelve inestable, una érbita no puede
aproximarse a x,. Sin embargo, si las iteraciones permanecen acotadas, es posible que las iteraciones
impares converjan a un punto limite, digamos z*, y las iteraciones pares converjan a F)(z*). Si este
es el caso, entonces FZ(x*) = x* con F\(z*) # x*, esto es z* es un punto perfodico de periodo
2. Esta bifurcacién se llama duplicaciéon de periodo. Un diagrama de bifurcaciéon tipico de esta
importante bifurcacién se muestra en la Figura 12.

*

X

flx*)

Figura 12: Diagrama de Bifurcacién de Duplicacion de Periodo

,Qué pasa con la estabilidad de las orbitas periddicas? Como en el caso de los puntos fijos, los
puntos cercanos a la érbita periddica pueden quedar atrapados o repelidos por la érbita. El hecho
clave es que un punto peridédico para F) es un punto fijo para F f

Es util repasar la regla de la cadena del calculo, que muestra cémo expandir la derivada de una
composicion de funciones:

(fog)(z) = f'(g(x))d (x)

Nuestro interés actual en la regla de la cadena es para f = g = F, en cuyo caso tenemos

(F2\)(2) = FX(Fx(2))F3()

Si z resulta ser un punto de periodo dos para F), la regla de la cadena dice algo bastante
simple: la derivada de F' /\2 en un punto de una o6rbita de periodo dos es simplemente el producto de
las derivadas de F) en los dos puntos de la érbita. En particular, la derivada de F} es la misma
cuando se evaltia en cualquier punto de la 6rbita. Este acuerdo significa que tiene sentido hablar de
la estabilidad de una 6rbita del periodo dos.

Ahora el comportamiento de la 6rbita de periodo dos de F\ = Az(1 — x) con A = 3.3 como
muestra la siguiente tabla puede explicarse completamente.
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n | Fim | Fi) | Fix)
0 | 0.2000 | 0.5000 | 0.9500
1| 05280 | 0.6250 | 0.1568
2| 0.8224 | 0.4764 | 0.4362
3 | 04820 | 0.8232 | 0.8116
4 | 0.8239 | 0.4804 | 0.5047
5| 04787 | 0.8237 | 0.8249
6 | 0.8235 | 0.4792 | 0.4766
7104796 | 0.8236 | 0.8232
8 | 0.8236 | 0.4795 | 0.4803
Q1 0.4794 | 0.8236 | 0.8237
10 | 0.8236 | 0.4794 | 0.4792
11 | 0.4794 | 0.8236 | 0.8236
12 | 0.8236 | 0.4794 | 0.4795
13 | 0.4794 | 0.8236 | 0.8236
14 | 0.8236 | 0.4794 | 0.4794

Tres diferentes orbitas de F3.3 = 3.3z(1 — x). Cada uno se acerca a una orbita de periodo 2

La orbita periodica {0.4794,0.8236} sera un atractor siempre que la derivada (F3) (p1) =
F{(p1)F(p2) = (F%)(p2) sea menor que 1 en valor absoluto. Un calculo sencillo muestra que
este namero es F%(0.4794)F} (0.8236) = —0.2904.

/

k== g = =

P1

P2\

Figura 13: Orbita que converge a un atractor de periodo 2
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2.3.1. 3<A<1+6

1
En este caso, los puntos fijos xt =0y py =1 — Y son repulsores, por lo tanto, si 0 < zg < 1

entonces las iteradas FY (zo) no pueden acercarse a ninguno de los dos puntos fijos. Sin embargo,
permanecen en el intervalo (0,1). Es plausible que a medida que A aumenta hasta 3, el punto fijo
py sufre una bifurcacién que duplica el periodo dando lugar a una orbita periodica asintoticamente
estable de periodo 2; ver Figura 14.

(al
(b)
\
\
(@
\

Figura 14: La funcion logistica cerca de la primera bifurcacion de duplicacién de periodo: (a) A = 2.8,
(b) A=3,(c) A=3.2
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Analizando la segunda iteraciéon de F), es decir, F /\2 para valores de A < 3, podemos observar
que los tnicos puntos fijos siguen siendo 2 = 0y py =1 — 1 (ver Figura 15 (a)) y esta situacion
se conserva hasta el valor A = 3. Ya que Fj(py) = —1 como vimos anteriormente, entonces

(F3) (px) = F5(F3(px)) F3(px) = F3(px) F3(pa) = (=1)(=1) =1
por lo que la funcién identidad es tangente a la grafica de F2 (ver Figura 15 (b)). Sin embargo,

para valorres de A > 3 se produce un cambio importante en el comportamiento en la dinamica de
F, el cual consiste en la aparicion de dos nuevos puntos fijos para F' f (ver Figura 15 (c)).

(a)

fc)

Figura 15: F§ para valores: (a) A = 2.8, (b) A =3, (c) A = 3.2

Proposicion 2.6

Para A > 3 existes dos nuevos puntos periédicos de periodo dos.
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Demostraciéon. Los puntos fijos deben resolver la ecuacion FZ(z) —x = 0. Usando el hecho de
que z = 0y x = p, son raices de F)(z) — z entonces también lo son de FZ(x) — z. Luego, F)\(z) —x
divide a FZ(z) — z, por lo tanto

F}(x) — = = (Fa(x) — 2)P(2),
donde P(x) es un polinomio de grado 2. Ahora, realizando la divisién tenemos

Fia)—z Mzl —2)][l - (1l —2)] -z

Fy(z)—=x Ax(l—x)—x

= A2+ Nz+ (A +1).

En consecuencia, los puntos buscados de periodo 2 son las raices del polinomio P(z) = A\2x? —
(A2 + X)x + (A + 1). Asi, resolviendo la ecuacién P(z) = 0, obtenemos que las raices son:

er:()\—l—l)—&- A+1)(A=3) - A+1) =/ A+1)(A=3)

2X 2

Por lo tanto, existen raices reales cuando (A+1)(A —3) > 0, es decir, cuando A < —1 o se tiene
A > 3. Observamos que cuando A = 3, P(x) sblo tiene una raiz en py = % y en consecuencia no
existen nuevos puntos fijos para F3. Sin embargo, para A > 3 existen dos raices reales y distintas
para P(z) y por lo tanto dos nuevos puntos periédicos de periodo dos para F3. |

Ahora, anallizamos la estabilidad de la nueva 6rbita {z*, 2~} de periodo dos que hemos encon-
trado para Ff con A > 3.

Como lo hicimos anteriormente para el valor A = 3 y usando la regla de la cadena, tenemos que

(FR)'(a™) = FA(Fa(2™)) FA(2™) = F}(a7)F}(a™) = Fi(27) FX(Fa(27)) = (FR)'(27).

Ya que F}(z) = A — 2Az, entonces

Fl@) = A—2) <(“1)+ éi*l)(k?’)) = -V F D=3

2

Fﬁ(x):)\_%(()\—kl)— ()\+1)()\—3)>:_1+\/m
Por lo tanto
(FR)(@*) = (F)'(a7)
= Fi(a")Fy(z7)
= 1-(A+1)(A-3)

= —A24+2)2+4.
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Para terminar, resolvemos la desigualdad |(F7)'(x7)] = [(F?) (z7)] = | = A2+ 2X + 4] < 1, esto
es cuando —1 < —A? +2X +4 < 1, . Sabemos que (F3)'(z7) =1 cuando A = 3. Entonces

(FH(zT)=-1e - 4+22+5=0=)X=1+6.

Ya que solo consideramos valores positivos para A, el valor que nos interesa es 1 + /6. Por
lo tanto para A € (3,1 + +/6) la orbita {z*,2~} de periodo dos es un atractor y un repulsor
si A > 1+ v/6. Observe ademas que para A = 1 + V6 =~ 3.449499 ... tenemos nuevamente una
bifurcacién de duplicaciéon de periodo.

Figura 16: Diagrama de bifurcacién de duplicacién de periodo de la funcién logistica

Observacién 2.7

La raiz positiva de —\2+2A+4 = (F2)/(2%) es A\; = 1++/5. Por lo tanto (F#)'(\1) = 0. Entonces

1
para \; = 1 + /5 tenemos zt = 3 Es decir, los puntos de periodo 2 son superatractores, ya

que uno de ellos coincide con % que es el maximo de Fy, .
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2.3.2. 146 <)< Ay & 3.5699456. . .

La aparicion de la 6rbita del periodo dos a medida que A aumenta hasta 3 es s6lo el comienzo
de una fascinante sucesiéon de bifurcaciones que conducen a una dindmica muy complicada. Por
ejemplo, en A = 3.449 (aproximadamente) la orbita del periodo dos pierde su estabilidad y da lugar
a una orbita del periodo cuatro asintéticamente estable, como se ve en la Figura 17. De hecho, hay
una sucesion creciente de valores de parametros \; < Ao < A3 < ... en el que la funcion logistica
sufre repetidamente una bifurcacién que duplica el periodo: a medida que A aumenta hasta \*, la
orbita periddica asintoticamente estable del periodo 2* se vuelve inestable y una érbita periddica
estable del doble del periodo se bifurca de la érbita del periodo inferior (ver Figura 17.). Los
primeros valores de bifurcacién aproximadamente son:

M =3 2
Ay =3.449. .. 4
Az = 3.54409. .. 8
Ag = 3.5644 . .. 16
As = 3.568759. .. 32
Aoo = 3.5699456 . . . 00

Esta sucesion converge a un nimero Ao, cuando k — 00 y Ao €s 3.5699456 (aproximadamente).
Ademas, la relacion de las distancias de los valores de los parametros entre bifurcaciones sucesivas
que duplican el periodo se aproxima a una constante

" Ak — Ap—1
m —

=4.6692... .
k—o0 )\k+1 — /\;€
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Figura 17: Sucesion de duplicacion de periodo de la funcion logistica: 6rbitas periédicas de periodo 2, 4, 8
vy 16 para valores de A = 3.2, 3.52, 3.55 y 3.567, respectivamente
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2.3.3. A > Ao = 3.5699456. ..

En este rango de parametros la dinamica de la funcién logistica se vuleve bastante complicada.
Para algunos valores de )\, las iteradas se mueven de manera muy erratica, un comportamiento a
menudo llamado caos (ver Figura 18 ).

e 5:555_&%.
|1
p—

-

Figura 18: Caos aparente, o una érbita periédica con un periodo muy largo, en la funcién logistica para
A =3.891

De hecho, mucho antes de que se desentranara la dindmica de la funcion logistica, los analistas
numéricos lo utilizaban como una forma de generar nimeros aleatorios. Para otros valores de A,
hay puntos perioédicos que sufren sucesioness de bifurcaciones que duplican el periodo a medida que
varia el parametro. Toda esta notable dinamica se resume en el diagrama de bifurcacion calculado
numéricamente en la figura 19.
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0 1 . 3 Ao 4

Figura 19: Diagrama de bifurcacion completa generada por computadora para la funciéon logistica

2.4. Ventanas Periodicas

Una de las caracteristicas mas intrigantes del diagrama de érbitas (Figura 19) es la aparicién
de ventanas periddicas para A > Ao.. La ventana del periodo 3 que ocurre cerca de 3.8284 ... < A <
3.8415. .. es el mas llamativo (ver Figura 20).
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Figura 20: Aumento del diagrama de bifurcacion de la funcion logistica

De repente, en un contexto de caos, aparece de la nada una 6rbita estable de periodo 3. Vamos
a comprender como se crea esta orbita de periodo 3. (El mismo mecanismo explica la creacion de
todas las demés ventanas, por lo que basta con considerar este caso méas simple).

2.4.1. A=1+8

Primero, algo de notacion. Sea Fy(z) = Az(1 — z) de modo que la funcion logistica es x,11 =
F)\ (C(,'n)

Entonces @42 = F)(Fx(z,)) o simplemente, x,4+2 = F3(z,). Similarmente, z,.+3 = F}(z,,).
La funcién de la tercera iteracion Fy(z) es la clave para comprender el nacimiento de la 6rbita
de periodo 3. Cualquier punto p en una o6rbita de periodo 3 se repite cada tres iteraciones, por
definicion, por lo que dichos puntos satisfacen p = Ff\s(p) y, por lo tanto, son puntos fijos de la
funcion de la tercera iteracion. Desafortunadamente, dado que F(z) es un polinomio de octavo
grado, no podemos resolver explicitamente los puntos fijos. Pero un gréafico proporciona informaciéon
suficiente. La figura 21 representa F}(x) para A = 3.835.
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Figura 21: Aumento del diagrama de bifurcacion de la funcién logistica

Las intersecciones entre la gréifica y la linea diagonal corresponden a soluciones de F}(z) = .
Existen ocho soluciones, seis que nos interesan y marcadas con puntos, y dos impostores que no
son genuinos del periodo 3; en realidad son puntos fijos, o puntos del periodo 1 para los cuales
Fy(z* = z*). Los puntos negros en la Figura 21 corresponden a una érbita de periodo 3. Observe
que la pendiente de F(z) es poco profunda en estos puntos, lo que es consistente con la estabilidad
de la 6rbita. En cambio, la pendiente supera 1 en el 6rbita marcada por los puntos abiertos. Por lo
tanto, esta orbita de periodo 3 es inestable.

Ahora supongamos que disminuimos A hacia el régimen caotico. Luego, la grafica de la Figura
21 cambia de forma: las colinas bajan y los valles suben. Por tanto, la curva se aleja de la diagonal.
La figura 22 muestra que cuando A = 3.8 las seis intersecciones marcadas han desaparecido. Por
lo tanto, para algin valor intermedio entre A = 3.8 y A = 3.835, la grafica de F3(z) debe haberse
vuelto tangente a la diagonal. En este valor critico de A, las érbitas estable e inestable del periodo
3 se fusionan y aniquilan en una bifurcacion tangente. Esta transicion define el comienzo de la
ventana periédica.
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F3(x)

X

Figura 22: Aumento del diagrama de bifurcacion de la funcion logistica

Se puede demostrar analiticamente que el valor de A en la cual la grafia de la tercera iteracion
es tangente a la funcion identidad es 1 + /8 ~ 3.8284.

2.4.2. A>1++8

A medida que aumenta el parametro A, la 6rbita de periodo 3 sufre una bifurcaciéon que duplica
el periodo y cede su estabilidad a una érbita del periodo 6 asintéticamente estable; ver Figura 23.
Si A aumenta ain mas, hay una sucesion de bifurcaciones que duplican el periodo.

31



\
\

Figura 23: Sucesiéon de duplicaciéon de periodo de una 6rbita de periodo 3 en la funcién logistica: orbitas
periodicas de periodo 3, 6 y 12 para valores de A = 3.8284, 3.845, y 3.849 respectivamente

32



24.3. \=4

En las secciones anteriores estudiamos funciones de la familia logistica F)(x) = A\z(1 — z).
Para valores de A = 3.2, 3.52, 3.55 y 3.567 encontramos 6rbitas periddicas de periodo 2, 4, 8 y 16
respectivamente. A continuacion, nos centraremos en el caso A = 4, que es tan interesante. La razon
por la que es tan interesante es que no tiene sumideros, lo que lleva a preguntar dénde terminan
las orbitas. La grafica de Fy(z) = 4(1 — x) se muestra en la Figura 24(a). Aunque la grafica es una
parédbola del tipo que se estudia a menudo en los cursos de calculo elemental, la funcién definida por
F tiene un comportamiento dinamico muy rico. Para empezar, la recta diagonal y = z intersecta a
Fy(x) = 4(1 — z) en los puntos z = 0 y = 3/4, por lo que hay dos puntos fijos, ambos inestables.
. Tiene F otras orbitas periodicas?

0 -
(a) (b) (©)

Figura 24: (a) La funcién logistica Fy(z) = 4(1 — z), (b) FZ, (¢) F}

Una forma de buscar 6rbitas periddicas es trazar la grafica de F)'. Cualquier punto de periodo
dos, por ejemplo, serd un punto fijo de FZ. Por lo tanto podemos encontrar puntos periédicos
graficamente.

La grafica de F? se muestra en la Figura 24(b). No es dificil verificar la forma general del grafico.
Primero, observe que la imagen de [0, 1] bajo Fy es todo [0,1], por lo que la grafica permanece
completamente dentro del cuadrado unitario. En segundo lugar, observe que Fy(1/2) = 1y F4(1) =0
implica que F7(1/2) = 0. Ademas, dado que Fy(z1) = 1/2 para algin z; entre 0y 1, se sigue que
FZ(x1) = 1. De manera similar, existe otro ntimero x5 tal que F7(z2) = 1. De la Figura 24(b) se
desprende claramente que F? tiene cuatro puntos fijos y, por lo tanto, Fj tiene cuatro puntos que
tienen periodo uno o dos. Ya conocemos dos de estos puntos: son puntos fijos para Fy. El nuevo par
de puntos, p; y pe, forman una érbita de periodo dos: es decir, Fy(p1) = p2 y Fi(p2) = p1.

. Tiene Fy alguna orbita de periodo tres? Existe un punto z3 entre 0 y x; para el cual F4(z3) =
x1. Esto implica que Fj(z3) = 1. Lo mismo se aplica a otros tres puntos en [0, 1], por lo que y
F3}(x) tiene cuatro maximos relativos de altura 1 en [0,1]. Como Fy(1) = 0, F?® tiene raices en
x =0, x. % 22 y 1, que separan los maximos. La grafica de F® se muestra en la Figura 24(c). La
funcién F3 tiene ocho puntos fijos, dos de los cuales se sabe que son los puntos fijos =0y py = %
de Fj. Quedan seis puntos més por tener en cuenta, que deben formar dos é6rbitas de periodo tres.
De manera similar que Fj tiene 16 = 2* puntos fijos, todos en [0, 1]. Con cada iteracién sucesiva de
Fy, el ntimero de puntos fijos de la iteraciéon se duplica. En general vemos que Ff tiene 2% puntos
fijos, todos en [0, 1].
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2.5. El Conjunto de Cantor para )\ > 4

Veremos ahora el caso para A > 4 en el intervalo unitario I = [0, 1]. Dado que A > 4, el valor
mAaximo % de F es mayor que uno. Por lo tanto, ciertos puntos salen de I = [0, 1] después de una
iteracion de F). Denotaremos el conjunto de dichos puntos por Agy. Claramente, Ay es un intervalo
abierto centrado en % y tiene la propiedad de que, si x € Ay, entonces F)(z) > 1, luego FZ(z) <0
y F(z) = —o0. Ay es el conjunto de puntos que escapan inmediatamente de I. Todos los demés
puntos en I permanecen en I después de una iteracion de F.

Sea A1 = {z € I|Fx(z) € Ap}. Si z € Ay, entonces FZ(z) > 1, F(x) < 0, y asi, como antes,
F2(z) = —o0. Inductivamente, sea A, = {z € I|F{(z) € Ao}. Es decir, A, = {z € I|Fi(z) €
Ag para i < n pero Ff“(m) ¢ I}, asi que A, consta de todos los puntos que escapan de I en las
primeras (n + 1) iteraciones. Como anteriormente, si « se encuentra en 4,,, se deduce que la 6rbita
de x tiende eventualmente a menos infinito. Por lo tanto, dado que conocemos el destino final de
cualquier punto que se encuentra en A,,, solo queda analizar el comportamiento de aquellos puntos
que nunca escapan de I, es decir, el conjunto de puntos que se encuentran en

f_@oAn)

Denotemos este conjunto por A. Nuestra primera pregunta es: jqué es exactamente este conjunto
de puntos? Para entender A, describimos mas cuidadosamente su construccion recursiva.

Como Aj es un intervalo abierto centrado en %, I — Ag consta de dos intervalos cerrados, Iy a
la izquierda e I; a la derecha (ver Figura 25).

"D AO j}'
Figura 25: Los intervalos Iy, 11 y Ao

Observe que F mapea Iy e I1 uno a uno en I; Fy crece en Iy y decrece en I;. Como F)\(Iy) =
Fy(I,) = I, existe un par de subintervalos abiertos, uno en Iy y otro en I;, que son mapeados en
Ap por F). Por lo tanto, este par de subintervalos es precisamente el conjunto A;.
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Ahora considere I — (AgU A1). Este conjunto consiste de 4 intervalos cerrados y F) mapea cada
uno de ellos uno a uno en Iy o en I;. En consecuencia, F; mapea cada uno de estos intervalos
en I. Por lo tanto, vemos que cada uno de los cuatro intervalos en I — (Ag U A;) contiene un
subintervalo abierto que F? mapea en Ag. Por lo tanto, los puntos en estos intervalos escapan de
I en la tercera iteracion de F. Este es el conjunto que llamaremos A,. Observamos que F' )? crece
y decrece alternativamente en estos cuatro intervalos. De ello se deduce que la grafica de F/\2 debe
tener dos jorobas, como se muestra en la Figura 26.

Figura 26: La grafica de F?

Continuando de esta manera observamos dos hechos. Primero, A,, consta de 2" intervalos abier-
tos disjuntos. Por lo tanto I — (AgU---U A,,) consta de 2"*! intervalos cerrados ya que

142422+ 42n =2

En segundo lugar, F' ;\”1 mapea cada uno de estos intervalos cerrados monoétonamente en I.
De hecho, la grafica de F ;f"’l crece y decrece alternativamente en estos intervalos. Asi, la gréfica
de F )’\LH tiene exactamente 2" jorobas en I, y se deduce que la grafica de FY' intersecta la recta
y = x al menos 2" veces. Esto implica que FY' tiene al menos 2" puntos fijos en I. Claramente, la
estructura de A es mucho mas complicada cuando A > 4 que en el caso cuando A\ < 3.

La construccion de A nos recuerda a la construccion del conjunto de Cantor de tercio medio
que se describe a continuacién: A se obtiene eliminando sucesivamente intervalos abiertos de los
“medios” de un conjunto de intervalos cerrados.

Definicién 2.8
Un conjunto A es un conjunto de Cantor si es un subconjunto cerrado, totalmente disconexo
y perfecto de I. Un subconjunto de la recta real es totalmente desconectado si no contiene

intervalos. Un conjunto es perfecto si cada punto de él es un punto de acumulacién o punto
Iimite de otros puntos del conjunto.
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Ejemplo 2.9

El conjunto de Cantor de tercio medio. Este es el ejemplo clasico de un conjunto de Cantor.
Comience con I = [0,1] pero elimine el “tercio medio” abierto, es decir, el intervalo (5,%). A
continuacién, elimine nuevamente de lo que queda los dos tercios medios, es decir, el par de

intervalos (%, %) y (%7 %). Contintie eliminando los tercios medios de esta manera; observe que
2™ intervalos abiertos se eliminan en la enésima etapa de este proceso (ver Figura 27).

I /
0 1
0 2
0 1/3 213 1
.00 .02 .20 o
—  — e T
0 179 29 113 2/3 79 89 1

.022
HH H |—|’/ HH HH
0 1

Figura 27: Construcciéon del conjunto de Cantor de tercio medio

Proposiciéon 2.10

|F{(z)| > 1 para todo x € Iy U1y, si y s6lo si A > 2+ /5.

Demostracion. La derivada de F) esta dada por F}(z) = A — 2Az. Ademas, FY(z) = —2X < 0,
entonces el menor valor de |F}(z)| en I; con j =1, 2, ocurre en F)(z) = 1. Resolviendo

1= Fy\(z) = Az — A\z?,

obtenemos

A VAZ =4
2\ )

€r =

Pero para estos puntos,

VN4
A—2) <)\2)\)\/\>’:|i\/)\2—4)\|:\//\2—4)\.

[Py ()| =

Por lo tanto

F(@)| =V —aA>1a X —4A—1>05 A > 245,

y esta tltima desigualdad se cumple tomando la raiz positiva de A2 — 4\ — 1 = 0. |
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Teorema 2.11

Si A > 2+ /5, entonces A es un conjunto de Cantor.

Demostraciéon. Para A > 2 + /5, existe u > 1 tal que |F}(z)| > u para todo = € A. Por la
regla de la cadena, se tiene que |(F})(z)] > p™ también. Afirmamos que A no contiene intervalos.
En efecto, si asi fuera, podriamos elegir z, y € A, x # y, con el intervalo cerrado [x,y] C A. Pero
entonces, |(F{) (a)] > p™ para todo a € [z,y]. Elijamos n de modo que p"|y — x| > 1. Por el
Teorema del Valor Medio, se sigue que

|[FN(y) — FX(2)] > "y — x| > 1,

lo cual implica que al menos uno de F}(y) o quizas F}'(z) estéd fuera de I. Esto es una contra-
diccién, por lo tanto A es totalmente disconexo.

Dado que A es una interseccién anidada de intervalos cerrados, A es cerrado.

Ahora demostramos que A es perfecto. En primer lugar, observe que cualquier punto final de un
Ay estd en A: en efecto, dichos puntos son eventualmente mapeados al punto fijo z = 0, por lo que
permanecen en I bajo iteracion. Ahora bien, si p € A estuviera aislado, cada punto cercano debe
salir de I bajo la iteracion de F). Dichos puntos deben pertenecer a algin Ay. O existe una sucesion
de puntos finales de Ay que convergen a p, o bien todos los puntos en una vecindad eliminada de p
se mapean fuera de I mediante alguna potencia de F\. En el primer caso, terminamos cuando los
puntos finales de Ay se mapean a x = 0y luego estan en A. En el dltimo caso, podemos suponer que
F{ asigna p a 0 y todos los demés puntos en una vecindad de p al eje real negativo. Pero entonces
F} tiene un maximo en p de modo que (FY)'(p) = 0. Por la regla de la cadena, debemos tener
F{(Fi)(p) = 0 para algtin i < n. Por lo tanto F}(p) = 1. Pero entonces F}™'(p) ¢ I y entonces
F}(p) — —o0, contradiciendo el hecho de que F{(p) = 0. Por lo tanto hemos terminado. |

Hemos logrado comprender el comportamiento de las 6rbitas de F) cuando A > 4. O un punto
tiende a —oo bajo la iteracion de F)y, o toda su orbita se encuentra en A. Por lo tanto, entendemos
perfectamente la o6rbita de un punto bajo F) siempre que el punto no se encuentre en A. En la
siguiente secciéon, veremos el anélisis de la dindmica de F)\ analizando la dindmica de F en A.

Cuando A > 2+ /5, hemos probado que |F}(z)| > 1 en Iy UI;. Esto implica que |F}(z)| > 1 en
A. Esta es una condicion similar a la condicion de hiperbolicidad discutida anteriormente, excepto
que requerimos |F%(x)| # 1 en todo un conjunto, no sélo en un punto periédico. Esto motiva la
definicién de un conjunto hiperbélico:

Definicion 2.12

Un conjunto I' C R es un conjunto hiperbdlico repulsor (o atractor) para f si I' es cerrado,
acotado e invariante bajo f y existe un N > 0 tal que |(f™)'(z)] > 1 (respectivamente < 1) para
todon > N y todaz €T.

El conjunto de Cantor A para la funcion logistica cuando A > 2 + /5 es, por supuesto, un
conjunto hiperbolico repulsor con N = 1.

2.6. Dinamica Simboélica para la Familia Cuadratica I,

Nuestro objetivo en esta seccion es dar un modelo para la rica estructura dinamica de la funcion
logistica en el conjunto de Cantor A, discutido en la seccion anterior. Para ello configuraremos una
funcién de modelo que sea completamente equivalente a F.
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2.6.1. El Espacio de Sucesiones

Necesitamos un “espacio” sobre el cual actuard nuestra funcién modelo. Los puntos en este
espacio seran sucesiones infinitas de ceros y unos. No nos preocupamos por la convergencia de
estas sucesiones; mas bien, la nocion dificil es imaginar una sucesion infinita como si representara
un dnico "punto” en el espacio.

Definicion 2.13

22 = {S = (805152 .. )|SJ =0o0 1}
Yo se llama el espacio de sucesiones en los dos simbolos 0 y 1. De manera més general
)
podemos considerar el espacio ¥, que consiste de sucesiones infinitas de niimeros enteros de 0
an—1.

Los elementos de ¥ son cadenas infinitas de nameros enteros, como (000...) o (0101...).
Podemos convertir s en un espacio métrico de la siguiente manera. Para dos sucesiones s =
(sos182...) y t = (totita...), definimos la distancia entre ellas por

o Isi — il
d[S, t} = Z %
i=0
Ya que |s; — t;| es 0 o 1, esta serie infinita estd dominada por la series geométrica
— 1
DEE
21
i=0
y por lo tanto converge.
Ejemplo 2.14
Sis=(000...) yt =(111...) entonces

d[s,t] = 2.
Sir = (1010...), entonces

Proposicion 2.15

d es una métrica en Y.

Demostraciéon. Claramente, d[s,t] > 0 para cualquier s, t € Yo, y d[s,t] = 0 si y solo s; = ¢;
para todo i. Dado que |s; — ;| = |t; — s;|, se sigue que d[s, t] = d[t,s]. Finalmente, sir, s, t € Xo,
entonces |r; — s;| + |s; — t;| > |r; — t;] de lo cual se deduce que d]r,s] + d[s, t] > d]r, t]. |

La métrica d nos permite decidir qué subconjuntos de 5 son abiertos y cuéles son cerrados, asi
como qué sucesiones estan cercanas entre si.
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Teorema 2.16

El Teorema de Proximidad: Sean s, t € Y5 y supongamos que s; =t; parai=0,1, ..., n.
Entonces
1
dfs,t] < on
Inversamente,
1
dfs,t] < on

entonces s; = t; para t < n.

Demostracion. Si s; = t; para i < n, entonces

|si — 54 |si — ti
dls,t] = 3, T Dient1 T
1
S Eioin+1 ?
1
= Q—n.
Por otro lado, si s; # t; para algin j < n, entonces debemos tener
1 1
En consecuencia, si
1
d[S,t} < 27,

entonces s; = t; para todo 7 < n. Esto completa la prueba.

La importancia de este resultado es que podemos decidir rdpidamente si dos sucesiones estan
cercanas entre si. Intuitivamente, este resultado dice que dos sucesiones en Y5 son cercanas siempre
que sus primeras entradas coincidan; cuantas mas entradas concuerden, mas cercanas estaran las
dos sucesiones.

2.6.2. La funcién Shift

Definimos el ingrediente mas importante en la dinamica simbolica, la funcién Shift en .

Definicion 2.17

La funcién Shift o : Y9 — Yo viene dada por

0'(808182 .. ) = (818283 .. )

La funcién Shift simplemente omite la primera entrada de una sucesion y desplaza todas las
demés entradas un lugar hacia la izquierda. Claramente, o es una aplicacién de ¥5 dos a uno, ya
que sg puede ser 0 o 1. Ademas, en la métrica definida anteriormente, o es una aplicaciéon continua.
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Proposiciéon 2.18

0 : Y9 — Yo es continua.

Demostracion. Sea ¢ > 0y s = sp5152.... Elija n tal que 2% < € Sea 6 = ﬁ Sit=
SpS182 ... satisface d[s,t] < ¢, entonces, por el Teorema de Proximidad, tenemos s; = t; para
i < n+ 1. Por lo tanto, las entradas i-ésimas de o(s) y o(t) concuerdan para i < n. Por lo tanto
dlo(s),o(t)] < 5 <e. |

Mas adelante veremos que la funcién Shift es un modelo exacto para la funciéon logistica F)\
cuando A\ > 4. Mientras mostraremos simplemente que la dindmica de ¢ se puede entender comple-
tamente. Por ejemplo, los puntos peridédicos corresponden exactamente a sucesiones repetidas, es

decir, sucesiones de la forma

S:(S()...Snfl, S0-.-Sn—1, SQ...Snfl...).

Por lo tanto, hay exactamente 2" puntos periédicos de periodo n para o, cada uno generado
por una de las 2" sucesiones finitas de ceros y unos de longitud n.

Con el tiempo, los puntos periédicos son igualmente abundantes y faciles de reconocer. Por ejem-
plo, cualquier sucesion de la forma (sg...s,1111...) es eventualmente fija, mientras que cualquier
sucesion que eventualmente se repite es eventualmente periédico para o.

Otro hecho interesante sobre o es que los puntos periddicos forman un subconjunto denso de
>5. Recordemos que un subconjunto es denso en Y5 siempre que su clausura sea todo el espacio
Y5. Para demostrar que Per(o) es denso, debemos producir una sucesion de puntos periodicos 7,
que convergen a un punto arbitrario s = (sps182...) en Xy. Definimos la sucesion

Tn = (S0...8m, S0...8n,...),

es decir, 7, es la sucesion repetida cuyas entradas concuerdan con s hasta la enésima entrada.
Por el Teorema de Proximidad, d[r,,s] < 2%, as{ que tenemos 7,, — s.
Con esto, tenemos las siguientes propiedades en o:

Proposiciéon 2.19

1. La cardinalidad de Per, (o) es 2™.

2. Per(o) es denso en Y.

2.7. Conjugaciéon Topolégica

Ahora veremos como se relacionan la funcion Shift con la funcion logistica F\(x) = Az(1 — )
cuando A > 2++/5. Recordemos que todos los puntos en R tienden a menos infinito bajo la iteracion
de F) con la excepcion de aquellos puntos en el conjunto de Cantor A. Para completar la descripcion
de la dindmica de F), debemos comprender la restriccion de F a A.

2.7.1. La funcion Itinerario

La funcion Itinerario sera una funcion desde el conjunto de Cantor A hasta el espacio de suce-
siones Y. Para definir esta funcién, recordemos que A C IoU ;. Si x € A, entonces todos los puntos
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de la orbita de = se encuentran en A y, por lo tanto, en uno de estos dos intervalos. Asi, podemos
tener una idea aproximada del comportamiento de la érbita observando en cuél de estos intervalos
caen las diversas iteraciones de x. En consecuencia, hacemos la siguiente definicion.

Definicion 2.20

El itinerario de x es una sucesion S(x) = s¢s152... donde s; = 0 si F/{(x) € Iy, s; = 1si
Fi (iE) el.

Asi, el itinerario de x es una sucesion infinita de ceros y unos. Es decir, S(z) es un punto en
el espacio de sucesiones Y. Pensamos en S como una funcién de A a 5. Esta funcion tiene varias
propiedades interesantes.

Teorema 2.21

Si XA > 2+ /5, entonces la funcién Itinerario S : A — Yy es un homeomorfismo.

Demostracion. Primero demostramos que S es uno a uno. Sean x, y € A y supongamos
S(z) = S(y). Entonces, para cada n, F{'(z) y F{(y) se encuentran en el mismo lado de 1. De ello se
sigue que F es uno a uno en el intervalo entre F{'(z) y Fy'(y) para cada n. En consecuencia, todos
los puntos de este intervalo permanecen en Iy U I;. Esto contradice el hecho de que A es totalmente
disconexo.

Para ver que S es sobre, primero introducimos la siguiente notacién. Sea J C I un intervalo
cerrado. Sea

Fy™"(J) ={x € I|F(x) € J}.

En particular, F\- 1(.J) denota la preimagen de J. Observe que, si J C I es un intervalo cerrado,
entonces Fy "(J) consta de dos subintervalos, uno en Iy y otro en I;. Ver Figura 28.

/
Ny /-}:'(J)/

Figura 28: La preimagen de un intervalo cerrado J es un par de intervalos cerrados, uno en Iy y otro en
L.
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Ahora sea s = 595182 . ... Debemos producir z € A con S(z) = s. Para ello definimos
Isgsy..sn, = {xellrely,F\(z)el,,..., F(z) el }

= L, NF N (I) N N Fy™ (1),

Afirmamos que Igs,.. 5
n — oo. Observe que

. forma una sucesiéon anidada de intervalos cerrados no vacios cuando

™

IsUsl...sn = IS(] N F)Tl(Isl.usn)

Por induccién, podemos suponer que I, . s, es un subintervalo no vacio, de modo que, segin la
observacién anterior, Fy- 1(131_“871) consta de dos intervalos cerrados, uno en Iy y otro en I. Por lo
tanto I, N F)\_l(lsl___sn) es un anico intervalo cerrado.

Estos intervalos estan anidados ya que

—n
18081...&” = 18081...&”71 N F)\ (Isn) C ISOSI~~~57L—1'

Por lo tanto concluimos que

ﬂ IS()Sl.,.ST,,

n>0

es no vacio. Observe también que si © € (1,5 Lsgs ..., entonces x € I, Fx(x) € I,,, etc. Por
lo tanto S(z) = (sps1 .. .). Esto prueba que S es sobreyectiva.

Observe ademas que ﬂn>0 I,s,...s, consta de un punto tnico. Esto se desprende inmediatamente
del hecho de que S es uno a uno. En particular, tenemos que la distancia I, s,..s, — 0 cuando
n — oQ.

Finalmente, para probar la continuidad de S, elegimos x € A y suponemos que S(x) = sps183 - . ..
Sea € > 0. Elejimos n de modo que 2% < €. Considere los subintervalos cerrados Iy, .. ¢, defini-
dos anteriormente para todas las combinaciones posibles tgt1 ...t,. Todos estos subintervalos son
disjuntos y A esta contenida en su unién. Existen 2"t! de estos subintervalos, e Iss,...s, €S unO
de ellos. Por lo tanto, podemos elegir ¢ tal que |t —y| < § e y € A implica que y € Igs,..s,-
Luego, S(y) concuerda con S(z) en los primeros n + 1 términos. Por lo tanto, por el Teorema de
Proximidad,

1
d[S(z), S(y)] < 5 <e.
Esto demuestra la continuidad de S. Es facil comprobar que S~! también es continua. Por lo
tanto, S es un homeomorfismo. |
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2.7.2. Conjugacion

El teorema anterior muestra que, como conjuntos, A y Yo son "iguales”. Entonces la pregun-
ta es: jcudl es la relacidon entre las funciones F) y o en estos conjuntos? La respuesta es: son
topolégicamente conjugados.

Definicién 2.22
Sean f : A — Ay g : B — B dos funciones. Se dice que f y g son topolégicamente

conjugadas si existe un homeomorfismo h : A — B tal que ho f = goh. La ecuacién ho f = goh
se llama ecuacién de conjugacién y el homeomorfismo h se llama conjugacién topolégica.

Las funciones topologicamente conjugadas son completamente equivalentes en términos de su
dindmica. Por ejemplo, si f esté topoldgicamente conjugado con g via h, y p es un punto fijo para
f, entonces h(p) es fijo para g. En efecto,

h(p) = hf(p) = gh(p).

De manera similar, h proporciona una correspondencia uno a uno entre Per,(f) y Per,(g). Ahora
veremos que la funcion Shift o en ¥ y F)\ en A estan topologicamente conjugados entre si y, por lo
tanto, son esencialmente “iguales” desde el punto de vista de los sistemas dinamicos.

Teorema 2.23

SoF\y=00S

Demostracion. Un punto z € A puede definirse iinicamente mediante la sucesién anidada de
intervalos

ﬂ IS()SI‘..STL...

n>0
determinado por el itinerario S(z). Ahora

Lsosy.sn = Isg N EY (1) NN FY(I))

asi que F)\(Is,s,..s,) pueda escribirse

n

I, NF N (Ig) N P (I = Ty s
ya que F)(I,,) = I. Por lo tanto

SEx() = SFx(MnZo Lsosi...sn)

n ’

|

En particular, ya que F) en A estd topoldgicamente conjugada con la funcién Shift o en 3,

hemos demostrado que la funcién logistica disfruta de las mismas propiedades interesantes para o
revisadas anteriormente. Esto se puede resumir de la siguiente manera.
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Proposicion 2.24

1. La cardinalidad de Per,(F)) es 2".
2. Per(F)) es denso en A.

Estas proposicion muestra el poder de la dindAmica simbdlica y la conjugacién topolégica. En
realidad, calcular los 2™ puntos periddicos de periodo n para F) es una tarea algebraicamente
innecesaria. Pero la conjugacion topolégica garantiza que estas oOrbitas estan ahi y, ademas, la
dindmica simboélica da una descripcion aproximada de como se comportan estas érbitas. Asi, estas
dos nociones justifican nuestra afirmacion de que la funcién Shift es un modelo preciso para la
funcion logistica.

Ahora, un ejemplo importante de dos aplicaciones que son topoldgicamente conjugadas.

Proposicion 2.25

La familia Iogistica Fy(z) = Ax(1 — z) es conjugada a la familia cuadrética, la cual se define de
la siguiente manera

Qe(z) =1 — ca?,

a través de un homeomorfismo h : R — R de la forma h(z) = ax + b, con a # 0.

Demostracion. Sea x € R, entonces por definicién se tiene que

h(Fy(z)) = adz(1 — ) + b= —aXz? + adz + b,

Q.(h(2)) =1 — c(az + b)* = —a’cx® — 2abcx — b*c + 1.
En consecuencia, se deben de cumplir las siguientes igualdades:
—a\ = —a%e, al= —2abe, b= —b’c+1.
Como a # 0, entonces

A=ac, A=—-2bc, b>+b—1=0.
Resolviendo para b en la tltima igualdad, tenemos que
1+ V1+4c

2c
Por lo tanto, las raices existen y son reales si y sélo si,

b

1
1+4c20<:>402—1(:>02—i y ¢>0

Asi, ¢ > 0. Luego,

—(1+/1+4
A:—ch:—Qc%zli\/l—i—%.
C
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1+Vitde=Aeltde=N-1)1 = At%
En consecuencia, tenemos para A # 2
a = 2 - =
c A—2
A 2
b=t T a4
AA—2
. = M2
Por lo tanto,
Fy(z)=Xx(1—2) v Q.lz)=1- Wﬂ
son conjugadas a través del homeomorfismo h(z) = %x + %

|
Ejemplo 2.26

Considere la funcién logistica Fy(z) = 4x(1 — 2) y la funcién cuadrética Qz(z) = 1 — cz?. Sea
h(z) = ax + b. Entonces, a = 2, b = —1 y ¢ = 2. Por lo tanto el homeomorfismo buscado es
h(z) =2x — 1.

2% — 1 — S HUa(l — )] — 1

entonces h(Fy(r)) = —8x2 + 8z — 1 = Q2(h(x)), por lo que estas aplicaciones son efectiva-
mente conjugadas.
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Capitulo 3

Hacia el Teorema de Jakobson

3.1. Espacios Medibles

El concepto de medida de un conjunto tiene su origen en la nocién clasica de volumen de un
intervalo en R". Partiendo de una idea tan intuitiva, mediante un proceso de cobertura se puede
asignar a cualquier conjunto un nimero no negativo que “cuantifique su extension”.

Comenzamos introduciendo las nociones de algebra y o - dlgebra de subconjuntos de un conjunto,
que conducen al concepto de espacio medible. A continuacién, presentamos la nocién de medida en
un sigma &lgebra y analizamos algunas de sus propiedades. En particular, mencionamos algunos
resultados sobre la construccion de medidas, incluida la medida de Lebesgue en espacios euclidianos.

3.1.1. Algebras y o - algebras de Conjuntos

Denotemos por X un conjunto no vacio, por P(X) el conjunto de todas las partes (es decir,
subconjuntos) de X y por el conjunto vacio.
Para cualquier subconjunto A C X denotaremos por A° su complemento, es decir,

A={ze X :x ¢ A}.

Para cualquier A, B € P(X) establecemos A\ B = AN B°.
Sea (Ap), una sucesion en P(X). Se mantiene la siguiente identidad de De Morgan:

(U An> =) 4.
n=1 n=1
Definicién 3.1
Un subconjunto A de P(X) se llama un algebra en X si
(a) 0, X € A.
(b) A, Be A= AUBe€ A.
(c) Ac A= A° e A
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Observacion 3.2

» Si A esun dlgebray A, B € A, entonces AN B y A\ B pertenecen a A.
» La diferencia simétrica A\ B := (A\ B) U (B \ A) también pertenece a A.

s A es estable bajo uniones e intersecciones finitas,

AiU---UA, € A

Definicion 3.3

Un algebra A en X se llama una o - dlgebra si, para toda sucesion (A,), de elementos de A,

tenemos

GAneA.

n=1
Si A es una o - dlgebra en X, los elementos de A se llaman conjuntos medibles y el par
(X, A) se llama espacio medible.

jemplo 3.4

Para cualquier conjunto X, las siguientes familias de subconjuntos son o - dlgebras:

{0, X} y P(X)=2% = {todos los subconjuntos de X}.

Ademaés, claramente, si B es cualquier algebra de subconjuntos de X, entonces {(), X} C B C
P(X). Entonces, {(), X} es la mas pequena y P(X) es la mas grande de todas las algebras de
subconjuntos de X.

Proposiciéon 3.5

Sea K un subconjunto de P(X). La interseccién de todas las o - dlgebras en X, que contienen
a K, es una o - algebra en X (la minima o - algebra que contiene a K).

Definicion 3.6

Dado un subconjunto K de P(X), la interseccién de todas las o - dlgebras en X, que contienen

a K, se denomina o - algebra generada por K y se denotara por o(K).
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3.1.2. o - Algebra de Boérel

Definicién 3.7
Sea X un espacio métrico. La o - algebra generada por todos los conjuntos abiertos de X
se llama o - algebra de Bérel y se denota por B(X). Obviamente, B(X) coincide con la o -

algebra generada por todos los conjuntos cerrados de X. Los elementos de B(X) se denominan
conjuntos de Borel o borelianos.

Observacion 3.8

Sea X =R, yseaZ = {(a,b) : a, b € R,a < b} la clase de todos los intervalos abiertos. Entonces
o(Z) coincide con B(R).

3.2. Medidas

3.2.1. Funciones Aditivas y o - aditivas

Definicion 3.9

Sea A un algebra en X y sea p: A — [0,00) una funcién tal que pu(0) = 0.

» Decimos que i es aditiva si, para cualquier familia finita Aq,..., A, € A de conjuntos
mutuamente disjuntos, tenemos

H (U Ak) = u(Ap).
k=1 k=1

= Decimos que p es o - aditiva o numerablemente aditiva si, para cualquier sucesién
(Ap)n C A de conjuntos mutuamente disjuntos, es decir, A; N A; = () para i # j, tales que

[szze.A,

n=1

(esto es automético si A es o - dlgebra) tenemos

H ([j An) = i/‘(An)
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3.2.2. Espacios de Medida

Definicién 3.10
Sea A un o - dlgebra en X.

» Una funcién o - aditiva p: A — [0, 00] se llama una medida (positiva) en A.
» La terna (X, A, u), donde p es una medida en A, se llama un espacio de medida.

» Una medida pu en A, se llama una medida de probabilidad si (X) = 1. En este caso,
(X, A, u) se llama espacio de probabilidad.

Podemos convertir facilmente p en una probabilidad v. Simplemente defina
n(E)

v(E) = ,11(7

~—

para cada conjunto medible E C X.

Definicion 3.11
Una medida p en una o - algebra A C P(X) es:

» finita si p(X) < 0.
» o - finita si existe una sucesioén (A,), C A tal que

A, =X

n=1
v u(A,) < oo para todo n € N.

= completa si

Ac A BCA u(A)=0=Bec A

(y entonces pu(B) =0).

» concentrada en un conjunto A € A si u(A°) =0.

Ejemplo 3.12

Sea x € X. Definamos para todo A € P(X),
1 si z€A,
0 si x¢A,

Entonces ¢, es una medida de P(X), llamada medida de Dirac en z. Esta medida se
concentra en el singulete {z}.

5.(4) =
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Teorema 3.13

(Extensién). Sea A un &lgebra de subconjuntos de X y sea ug : A — [0,00] una funcién o
- aditiva con po(X) < oo. Entonces existe una medida tnica p definida en la o - algebra B
generada por A que es una extension de pg, lo que significa que satisface pu(A) = po(A) para
cada A € A.

3.2.3. Medida de Lebesgue

Sea X =[0,1] y A la familia de todos los subconjuntos de la forma

A=5LU---Ul,

donde I4, ..., I, son intervalos disjuntos por pares. Entonces A es un algebra de subconjuntos
de X. Sea mg : A — [0, 1] la funcion definida en este algebra por

mo(lyU---ULy) =L+ -+ |In],

donde |I;| representa la longitud de cada intervalo I;. Observe que mg es o - aditiva y mo(X) = 1.

Observe que el o - algebra B generada por A coincide con la o - algebra de Borel en X, ya
que cada subconjunto abierto es una uniéon numerable de intervalos por pares. Entonces, segin el
Teorema 3.13, existe una medida de probabilidad tnica m definida en B que es una extensiéon de
mp. Se llama la medida de Lebesgue en [0, 1].

Para definir la medida de Lebesgue en todo R, descomponemos el espacio en intervalos de
tamano unidad:

R=Jkk+1).
k=1
Cada intervalo [k, k + 1) puede identificarse con [0, 1) mediante la traslacion Ty (z) = z — k que
asigna k al origen. Eso nos permite definir una medida my, en C, estableciendo
my(B) = mo(Ti(B))

para todo conjunto medible B C C. Finalmente, dado cualquier conjunto medible B C R,
definimos:

m(B) =Y mi(BN [k k+1)).
k=1
Definicion 3.14

Sea (X, A, p) un espacio de medida. Decimos que un conjunto A C X es de medida cero si
existe Ay € A tal que A C Ay y u(A;) =0.

Definicion 3.15

Decimos que una propiedad se cumple en u - casi todos los puntos o u - casi en todas
partes (abreviadamente c.t.p.) si el subconjunto de puntos de X para los cuales no se cumple
esta contenido en algin conjunto de medida cero.
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Definicion 3.16

Una medida p en (X, B) se dird regular exteriormente si para cada A € B se tiene
w(A) =inf{u(G) : A C G, G conjunto abierto}.
La medida p se llama regular interiormente si
w(A) =sup{p(K) : K C A, K conjunto compacto}.

Si p es regular exteriormente e interiormente diremos que p es regular.

Definicion 3.17

Sean p y v dos medidas en el mismo espacio medible (X, B). Decimos que v es absolutamente
continua con respecto a p si todo conjunto medible E que satisface u(E) = 0 también satisface
v(E) = 0; entonces escribimos v < p. Decimos que p y v son equivalentes si cada uno de ellos
es absolutamente continuo respecto del otro; entonces escribimos u ~ v. En otras palabras, dos
medidas son equivalentes si tienen exactamente los mismos conjuntos de medidas cero.

Definicion 3.18

Sea (X, A) un espacio medible. Decimos que T : X — X es medible si, para todo A €
A, T71(A) € A.

Definicion 3.19

Sea (X, A, ) un espacio de medida. Decimos que p es invariante bajo T : X — X si
w(T~1(A)) = u(A) para todo A € A.

Definicion 3.20

Sea (X, A, i) un espacio de medida. Decimos que i es ergédica si f~1(A) = A implica u(A) =0
o que u(A) =1 para todo A € A.

Teorema 3.21

(Teorema de Radon - Nikodym): Si u y v son medidas finitas tales que v < p, entonces existe
una funcién medible p : X — [0, 00] tal que v = pp, lo que significa

/(bdy = /qu dp  para cualquier funcién medible acotada ¢ : X — R. (1)

en particular, v(E) = prdu para todo conjunto medible E C X. Ademds, p es esen-
cialmente tnica: dos funciones cualesquiera que satisfagan (1) coinciden en p - casi todos los
puntos.

Llamamos p la densidad, o la derivada de Radon - Nikodym, de v relativa a u y escribimos

dv

P:@-
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3.3. El Teorema de Jakobson

Un tema principal en Sistemas Dinédmicos es el estudio de las iteraciones de transformaciones
T : X — X, donde X tiene alguna estructura especial, por ejemplo, X es un espacio topolégico
y T conserva esta estructura, por ejemplo, T es un homeomorfismo, un difeomorfismo. Estamos
interesados en describir el comportamiento asintético de las érbitas {T"(z) : n € N} para un
conjunto lo mas grande posible de puntos x € X. El concepto de conjunto grande depende de
la estructura adicional de X: puede entenderse ya sea en el sentido topologico (denso o abierto)
o en el sentido de la teoria de la medida (medida positiva o medida completa). En este altimo
caso se trata de una medida m o una probabilidad si m(X) = 1 que es invariante bajo T.

La existencia de medidas invariantes proporciona informaciéon importante sobre el compor-
tamiento dindmico de la transformacion. En este contexto mencionamos los siguientes teoremas

Teorema 3.22

(Teorema de Recurrencia de Poincaré): Sea T : X — X una transformacién que preserva la
medida en un espacio de probabilidad (X, B,m). Sea E € B con m(E) > 0. Entonces casi todos
los puntos de E (es decir, todos los puntos de E excepto para un conjunto de medida cero)
regresan infinitamente a E bajo iteraciones positivas de T.

Teorema 3.23

Teorema Ergédico de Birkhoff Sea X un espacio de medida, f : X — R integrable, T : X —
X una funcién medible, y 1 una medida de probabilidad T — invariante. Entonces existe una
funcién f* € L*(p) tal que

1 n—1 )
— Z f(T*(z)) — f*, p— casi en todas partes.
"iso

También, f* oT = f* p - casi todos los puntos y [ f*du = [ fdu.

Si, ademas, la medida 1 es ergédica y para cualquier conjunto medible de Borel A, siendo
f = X4 la funcién caracteristica de A, entonces

n—1

Jim 57 AT () = [ Xadi = u4),
=0

Esto significa que casi todos los puntos tienen la misma frecuencia asintética de visitas al
conjunto A y esta frecuencia es exactamente la probabilidad de A.

Como una aplicacion del Teorema Ergoéddico tenemos lo siguiente: supongamos que m es
una probabilidad ergoédica invariante para la transformacion T y queremos saber cual es la
frecuencia asintotica de las visitas de la 6rbita de x € X en A € B. El nimero relativo de
elementos de

{z,T(x),...,T" (z)}

en A es exactamente
1 n—1 )
=3 xalT' @),
i=0
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1 e .
Por el Teorema de Birkhoff tenemos que — Zizol xa(T*(z)) converge a
n

[ xadm = m(A).
Asi, la orbita de casi todos los puntos de X se encuentra en A con probabilidad m(A).
El estudio de la familia cuadratica f, : [-1,1] — [—1, 1] definida por

falx) =1—ax® con ac€l,2],

ha merecido una atencién especial por el comportamiento dindmico que exhiben los elementos de
esta familia. Denotamos )\ la medida de Lebesgue en [—1, 1] y cuando nos referimos a la continuidad
absoluta de alguna medida, nos referimos a la continuidad absoluta con respecto a la medida de
Lebesgue .

Probaremos la abundancia de parametros para los cuales existe una medida de probabilidad
invariante absolutamente continua. Més precisamente, demostramos el

Teorema 3.24

(Teorema de Jakobson): Existe un conjunto de pardmetros de medida de Lebesgue positiva
a € [1,2], para el cual f, tiene una medida de probabilidad invariante ergédica absolutamente
continua.

En [3] se demostr6 que, bajo algunas suposiciones sobre el conjunto de parametros, se puede
tener un conjunto de parametros con medida de Lebesgue positiva para el cual la 6rbita del
valor critico tiene un crecimiento exponencial de la derivada, es decir,

(F2) ()] = ev™.

De esto se dedujo la existencia de una medida invariante absolutamente continua.

La demostracion del Teorema de Jakobson se basa en la construccion de una funciéon de
Bernoulli asociada a f y a una particion cuidadosamente definida de [—1,1] en intervalos. Mas
precisamente, muestra que hasta supuestos sobre los parametros (que satisfacen un conjunto de
valores de medida de Lebesgue positiva a € [1,2]) se puede construir, de forma inductiva, una
particion P de [~1,1] y una funcién f tal que para cada I € P, JF\I = fG(I) para algin n(I) > 1.
Ademas, para cada I € P, ﬁ 1 es una funciéon que se expande sobre [—1,1] y tiene una distorsion
acotada. Un resultado estandar bien conocido es que f tiene una medida invariante absolutamente
continua, que puede verse facilmente que es invariante para f. De este argumento también se deduce
que la medida es ergodica.

Por lo general, las medidas invariantes para una funcién continua definida en un conjunto com-
pacto se toman como un punto de acumulacién débil para alguna sucesién adecuada de medidas.
Mediante una elecciéon conveniente de la sucesién vamos a demostrar que dicho punto de acumu-
lacién también es absolutamente continuo. Nuestro plan, siguiendo [5], es demostrar que existe
alguna funcién \ —integrable ¢, tal que la densidad de todos los elementos de nuestra sucesion esté
dominada por ¢. A partir de esto se puede comprobar facilmente que el punto limite también es
absolutamente continuo. Nuestra exposicion difiere de [5] en que utilizamos los supuestos de [4] que
conducen a un crecimiento exponencial de la derivada. Mas precisamente, bajo una ligera modifi-
cacion de los supuestos de [3], se demostr6 en [4] que para ¢ > 0 existe un conjunto de parametros
de medida de Lebesgue positiva E(c) C [1,2] tal que para a € E(c) la 6rbita critica de f, tiene
un crecimiento exponencial de la derivada, es decir,
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(&) (D] = e

Este conjunto E(c) sera exactamente nuestro conjunto de parametros que satisfacen el enunciado
del teorema anterior.

En [6] se muestra que para una funcién unimodal (es decir, una funcién con un solo punto
critico que es no degenerado) con derivada Schwarziana negativa (que es el caso de nuestra familia de
funciones) existe a lo mas una medida de probabilidad invariante absolutamente continua. Entonces,
en nuestro caso, la probabilidad invariante absolutamente continua que obtenemos es en efecto,
dnica. De la unicidad se deduce que la medida también es ergddica. En efecto, si la medida u
no fuera ergodica, habria algin conjunto f, — invariante K para el cual 0 < u(K) < 1. Sea v la
probabilidad definida por

v(4) = (AN K)/p(K)

Del hecho de que p es una probabilidad invariante absolutamente continua, deducimos facilmente
que v también es una probabilidad invariante absolutamente continua. Pero v # u, ya que v([—1, 1]\
K)=0y p([—1,1]\ K) # 0 (recordemos que u(K) < 1). Esto da una contradiccién con la unicidad
de p. Entonces i es en efecto ergddico.

3.3.1. El conjunto de buenos parametros.

En esta seccion damos un breve esbozo de los argumentos de Benedicks - Carleson para
demostrar el crecimiento exponencial de la derivada en la o6rbita critica de f,, para un conjunto
de valores de parametros de medida de Lebesgue positiva, [3], [4]. Estos son los valores de los
parametros para los cuales demostraremos, en las siguientes secciones, que f, admite una medida
invariante absolutamente continua.

Fijemos 0 < ¢ < ¢ < log2, sean a, f, A > 0y § = e~* niimeros pequefios elegidos en este
orden, y A un namero entero suficientemente grande. En [4] se muestra que para un subconjunto
de medida positiva E = E(c) de [1, 2] tenemos

(&) (D] = e

para cada a € E. Una primera aproximaciéon al conjunto E viene dado por el Lema 3.25, que
también juega un papel importante en nuestra prueba de la existencia de la medida invariante
absolutamente continua. Para cada entero m, sean Uy, I,,, I,} los intervalos

Un = (—e™e™)= (—;ﬂ, e}”> para m >0,
I, = (em he™) para m >0,
I, = —-1_,, para m <0,
I = InaULnULng para |m| > A.
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Mas adelante, para probar que f tiene distorsiéon acotada, consideramos para cada I,,, la co-
leccion de m? intervalos de igual longitud Iy, 1, I 2, . - - »Im.m2 cuya unién es I,,,. Es conveniente
considerar estos I,,, ; ordenados de la siguiente manera: sii > j, entonces dist(l,, ,0) < dist(Iy, ;,0),
esto es

Iy = L2 | J -\ J Tmar-

Por I;rl , denotamos la unién de I, ; con los dos intervalos adyacentes del mismo tipo, esto es

I::L,i = I'mh’il Ulm,i UImm’iz'

Haremos uso también de los intervalos

Unt = Im—-1,(m—1)2 U Un Ulfm+1,(m71)2-

Lema 3.25

Dado A suficientemente grande y 0 < ¢o < log 2, existen v = y(A) > 0 y ag = ag(A, o) < 2
tales que para x € [—1,1], a € (ap,2] y k > 1 se cumple lo siguiente:

(a) Six, fu(x),...,fE"1(z) ¢ Uas1 entonces |(f¥)'(x)] > vecoF.

(b) Six, fa(x),.... f5H(x) ¢ Unt1 y fa(x) € Un—1 entonces |(fg)' ()] > e®*.

El lema anterior significa que para los parametros en [ag, 2], tenemos un comportamiento expan-
sivo para las orbitas que permanecen fuera de la vecindad del punto critico, (—d,d). Sin embargo,
en [3] se demostro que para casi todos los puntos a € [ag, 2], la 6rbita del punto critico no puede
mantenerse alejada de (—¢,0). Dado que

) @)= IT 12af2 ), (1)
j=1

introducimos algunos factores pequenos en la derivada de la érbita en los retornos, es decir,
las iteraciones r para las cuales f7(0) € (—0,d), y, en consecuencia, tenemos una pérdida en la
expansion de la derivada. Por lo tanto, debemos compensar esa pérdida en la expansion. Para esto,
hacemos algunas exclusiones en el conjunto de parametros y retenemos solo los pardmetros a que
satisfacen el supuesto bésico

[f2(0)] > el (SB)

En este punto se introduce la nociéon de periodo limite asociado al retorno r, que consiste en
las p iteraciones después del retorno r para las cuales las orbitas de cero y fI(0) se comportan de
manera similar. Dado que para las primeras iteraciones del valor critico hay un gran crecimiento
de la derivada, se espera que lo mismo se cumpla para la 6rbita de f7(0) durante el periodo limite.
De hecho, utilizando (SB) se puede demostrar que

() (Fa ()] > 1 (2)

y, por lo tanto, los pequetios factores introducidos en (1) en los retornos, se pueden compensar.
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Después del periodo limite asociado a un retorno, la 6rbita critica pasa su tiempo en un periodo
libre hasta el siguiente retorno. Del Lema 3.25 tenemos crecimiento exponencial de la derivada
durante esos periodos libres.

Basandonos en un argumento de grandes desviaciones, se hacen nuevas exclusiones en el con-
junto de parametros, para garantizar que so6lo una pequefia fraccién en de las iteraciones hasta n
pertenezcan a un periodo limite. Durante las iteraciones complementarias (1 — €)n la derivada de
la o6rbita del valor critico aumenta con la constante exponencial ¢y. De esto, y teniendo en cuenta
(2), se sigue que

|(£2)' ()] = et meon > en,

si € > 0 es suficientemente pequeno.

De ahora en adelante, consideramos f = f, donde a € E(c), y por lo tanto, tenemos que f
verifica el supuesto basico (SB), y la orbita del valor critico tiene crecimiento exponencial de la
derivada.

Para cada n € Z™" sea &, = f™(0). En la siguiente definicién usamos un ntiimero pequeiio 3 > «;
para nuestros calculos este puede tomarse igual a 2a.

Definicion 3.26

Sea p(m) el mayor p tal que

[fI(x) =& < e
para toda j = 1,...,p— 1 y x € I}. El intervalo de tiempo 1,...,p(m) — 1 se denomina
periodo limite para I},.

Definicion 3.27

Para un punto x € Ua definimos los tiempos de retorno a Ua, to(z) < t1(x) < t2(x) < ---, de
la siguiente manera: primero fijamos to(z) = 0; suponiendo que ty, esta definido y ft*(x) € I,
tomamos ty41 como el j >ty + p(my) mas pequeno tal que f7(x) € Un.

Kotk

3.3.2. Construcciéon de la Medida

Sea (pn) la sucesion de medidas finitas definida por
1 n—1
n = j)‘ U ;
fn = ]Z::o ERLEN

donde fﬁ A|Ua denota la push-forward, bajo f7, de la restriccion de la medida de Lebesgue a
Un : fINUA(A) = X(f77(A)NU,x), para cada boreliano A. Del hecho de que el espacio de medidas
de probabilidad en [—1, 1] es compacto (con respecto a la topologia débil estrella), se sigue que la
sucesion (u,,) debe tener puntos de acumulacion p. De la definicion de p,, se deduce facilmente que
cualquier i de este tipo es una medida invariante para f.

Para probar la continuidad absoluta de p consideraremos sucesiones de medidas (X,), (W),
(Z,) y W,,) tales que
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n—1
1
< —
pn < =Y (X Vi + B+ W)
k=0
y probaremos que existe ¢ € L'([—1,1],\) tal que

d
X+ Ve + 2+ W) <0 VkeZt,

lo que implica que

dp
Fn < 77r. 1
d)\_¢ Vne (1)

El hecho de que cualquier punto de acumulaciéon p sea absolutamente continuo con respecto a
la medida de Lebesgue se sigue del siguiente resultado:

n, converge débilmente a p = lim inf u,(B) > u(B) V B abierto. (2)
n—oo
En efecto, consideremos A tal que A(A) = 0. Como A es una medida regular, tenemos que

AMA) = inf{\(B) : A C B, B abierto},

y, por lo tanto, existe una sucesion decreciente (B,,) de conjuntos abiertos que contienen a A
tal que lim A(Bj) = A(A) =0. De (1) y (2) se sigue que
n—oo

w(Bg) < lim inf p,(Bg) < pdA.

n—oo Bk:

Como ka ka @d\ = 0, tenemos que klim w(By) =0, y, por lo tanto, u(A) = 0, lo que demues-
—00 — 00

tra la continuidad absoluta de p con respecto a A.

Antes de dar las definiciones de las medidas X,,, Y, Z, y W,, construimos, inductivamente, una
sucesion de particiones Py < P; < Py < -+ de Ua (modulo un conjunto de medida de Lebesgue
cero) en intervalos. Para cada n también definimos una funcién

T & U w— 7"
wePy,

que es constante en los elementos de P,,. La funcién r,, se llama el n-ésimo tiempo de retorno.
Para toda n > 0, P, y r, tendran las siguientes dos propiedades:

(a) Para toda w € Py, f| es un difeomorfismo,
(b) Para toda w € Py, In,; C f™(w) C I;g,i para algin |m| > A.
Para n = 0 definimos Py = {I,; : [m| > A, 1 <i < m?} y 7o = 0. Es obvio a partir de las
definiciones de Py y 79 que (a) y (b) se verifican para n = 0.

Suponiendo que P,,_1 y r,—1 estan definidas y verifican las propiedades (a) y (b), mostramos
como funciona el paso inductivo para definir P, y r,. Considere w € P,,_1 y sea k la primera
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iteracion después de r,_; para la cual f¥(w) contiene algiin intervalo Ip,,; con |m| > A. Nétese que
para cada j € Z1 y cada intervalo J,

. f|7J difeomorfismo
o 0¢f(J)

Dado que la propiedad (b) se verifica para w € P,,_1 tenemos que 0 ¢ f™-1(w). Parar,_1+1 <
j < k también tenemos que 0 ¢ f7(w); de lo contrario f7(w) contendria algtin I,,,; con |m| > A

en contradiccion con la definicion de k. Utilizando el hecho de que flz:L’l es un difeomorfismo y

} = f‘];rl difeomorfismo. (%)

aplicando (x) repetidamente concluimos que fllzJ también es un difeomorfismo. Ahora distinguimos
los dos casos siguientes:

1 f*w) c UL.
Escribimos w = |Jwy,,; (mod 0) con wy, ; satisfaciendo

I, C fk(wmz) C ];r“

Esto se puede hacer tomando wy, ; = wN f _k(Im’i) excepto para cada uno de los dos intervalos
extremos que, si es necesario, se unen al adyacente. Por definicién, estos wy, ; son los intervalos
de la particion P,, contenidos en w y 7y, (W i) = k.

2 fMw) ¢ UL
Consideremos w’ = fl;k(UA) : w\w tiene uno o dos componentes conexos, que denotamos

por w; y ws. Si la imagen bajo f* de uno de los componentes, digamos w, esté contenida en
UX, procedemos como en el caso anterior para w’ | Jw; en lugar de w. Para un componente w;
(I =1 o 2) cuya imagen bajo f* no esta contenida en UZ, consideramos que k; es el primer
entero después de k para el cual f* (w;) contiene algtn I, ; con |m| > A, y repetimos para
w; v ki lo que hemos hecho para w y k.

Definicion 3.28

Para cada k > 0 y w € Py, definimos

ar(@) = iof {1 (2)}.

Observaciéon 3.29

Sea w € P,_1 y supongamos que fi9"-*(w) ¢ UX. Tome wy como un componente conexo de
w\ f‘;q”’l (Ua) cuya imagen bajo fi=1 no esté contenida en UX. Obviamente tenemos que

oA+ _ o—A

A(fI = (wr)) > Taoie

Sea k la primera vez después de ¢,_1 para la cual f*(w;) N UXH # .

i) Si f*(wy , entonces debe contener algtn I,,; con |m| > A y entonces, por definicion,
i) Si f* UL, ent deb t lgn I, > Ay ent definicio
7,(z) < k para los puntos = € w; tales que f*(z) € Ua.
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(ii) Si f¥(w1) C UL, entonces por el Lema A.2

=D _p—A-1

A fF(wr)) = AfET 2 (fo2 (@) 2 AT (wr) = 2 Az

Por lo tanto, se sigue una vez mas que f¥(w;) debe contener al menos un I, ; con |m| > A,
y por lo tanto r,(z) < k para x € w;.

De (i) y () concluimos que para los puntos € w tales que r,(x) > ¢,—1(w) se tiene que
fi(x) ¢ US4y, para gno1(w) <j < rn(2).
Observacion 3.30

Se sigue del Lema A.5 y la Observacién 3.29 que r,, esta definido para todos los puntos en
w € Py_1, excepto, posiblemente, para un conjunto de medida cero.

Observacion 3.31

Para un intervalo w € P, tal que f™(w) C I . tenemos

mo,io

qn(w) = () + p(mo).

Para la definicion de las medidas X}, V,, Z, y W, es conveniente distinguir los siguientes tipos
de iteraciones para cada w € Py,:

1. 1. El n-ésimo tiempo de retorno r,.

2. El periodo limite después del n-ésimo retorno, que consiste en las iteraciones j con r, + 1 <
J < Tn + Pn, donde p,(w) = p(m) y |m| > A es el entero tal que f™(w) contiene algtn
intervalo I, ;.

3. El periodo libre después del n-ésimo retorno, es decir, el conjunto de iteraciones j con r,+p, <
J <(n-

Las medidas X,,, Vn, Z, ¥ W, se definen de la siguiente manera:
wEPn

rnt+pn—1

Yo = YD W)

wePrn j=ra+l

qn—1

Z, o= Y Y W)

WEPp j=rn+pn

Tn+1—

WEPn+1 J=qn
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Las dos primeras medidas corresponden, respectivamente, a las contribuciones del n-ésimo tiem-
po de retorno r,, y del periodo limite que le sigue. La medida Z,, tiene en cuenta la contribuciéon
de las iteraciones libres que siguen a este periodo limite, hasta la siguiente situacién de retorno g,.
Finalmente, para los elementos de P, 1 que en el instante g, no tienen su (n+1)° retorno, debemos
considerar también la contribucion de las iteraciones posteriores, hasta el (n 4+ 1)° retorno, y esto
se hace en W,,. Con las definiciones anteriores tenemos

1

—Z (M{z € Ua 1 mn(z) > j}) < ZXk+yk+Zk+Wk)
7=0 k=0

3
3\»—‘

como queriamos.

3.3.3. Estimacion de Densidad

Proposiciéon 3.32

Existe una constante Ey € RY tal que para toda n > 0

d
— <
d/\Xn < Ey

Demostracion. Probaremos que si Ey es suficientemente grande, entonces

d d
— X, 1 < E| — X, < E.
d)\nl_ 0=>d/\ n S Lo

Esto implica la afirmacion, ya que la densidad de X} estd, obviamente, acotada por una cons-
tante. Vamos a definir P*_,, un refinamiento de P, _1, que se escribird como la unién disjunta de
tres colecciones de intervalos: PY_;, PL_| y P2_,. Este refinamiento se hace de tal manera que todo
intervalo en P);_; es el sublntervalo maximo del intervalo en P,,_1 que lo contiene, en el que r,, es
constante. Sea w un intervalo de P,,_1. Definimos los elementos de P0_;, PL_, y 77,21_1 contenidos
en w segun las siguientes reglas:

o Si fin-1(w) C UX decimos que w € 772_1~
e Si fin-1(w) ¢ UX tomamos w; = f~%-1(Ua) Nw como un elemento de P} _;

Para los demds puntos, decimos que x,y € w estan en el mismo wy € P2_; siy solo si 7, (z) =
rn(y) (que obviamente es mayor que g,—1(w)).
De las definiciones de PY_,, P}_, y P2_; se sigue que:

(a) Si wp es un elemento de PY_;, entonces wy es también un elemento de P,_;. Sea I, ; el
intervalo tal que f™~*(wg) D I, ;. De los Lemas A.2 y A.3 se sigue que

4
e_Télm‘
2

AT o)) = M o) 2 0D PA, ) >

2m
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(b) Para los intervalos w; € P},

oD A1 A

A2 T 2A%

AU (@) = A" Hwr) =

ya que f9—1(wq) contiene al menos un Ia ;.

(c) Para un intervalo wy € P2_; sea k la tltima vez antes de r,, = r,,(w2) tal que w dio origen a
otro elemento de P}_;. Por lo tanto, debe haber un intervalo w’, ws C w’ C w, tal que

e—A+l _ p-A

k¢, k¢,
= A >
A WYNUa=0 y (ff(w") > NEEE
(i) Si f™(w') C UL, entonces w’ = wy € P2_; y del Lema A.2 y la Observacion 3.29 tenemos

/ k / e_A+1
A (W) = A (W) = PN

(ii) Si f™(w') ¢ UL, entonces

A (w2)) 2 ——7——
ya que f™(w’) debe contener al menos un Ia; y wo es precisamente la parte de w’ que
cae en Un.
-A

En ambos casos tenemos que A(f™ (w3)) > EY.Xk

n—1

Ahora, sea J un intervalo en [—1,1] y supongamos < Ejy. Escribimos

Xo(J)=> Y M) Nwi).

=0 w;i cpi

n—1

Para i =0, 1,2 tenemos
A (D) Nwi) = AT (0 (w)))

1
= ———— - AMJN [ (w;)), paraalginz € w;

[(f) ()]
1 A(f (wi))

S @ A

Y@l Mw) o
S @) AFrewy) ) paraalging € w
< CQ.A(?fTi?Zi))-A(J% por el Lema A 4.



En consecuencia tenemos

A
[
&
>
—~
~
.
&
>
=

> AT (T) Nwy)
i=1 o, cPi

i
n—1

IN
S
]
g
>
<
s
>
@M
>

N
=

< 205A%eAN(J)

= K(A)A)
donde K(A) = 203A%eA. Para i = 0 tenemos

Yo AT Nw) = Y] Y. AT Nw)

wo€PY_y Im|=A wo€P?_,
1<i<m? frn=1(wo)CIt .
m,i

> > Af () Nwo) +

Im|>q woeP?

n—1

. 2
1<i<m f'n—l (WO)CI:,ZJ

+ > S AT () Nwo)

|m|<q wo€ePY

n—1

L IN

donde g se debe determinar de tal manera que

Si= Y Y AU Nw) < gEAG)

[m|>q woeP?

n—1

L<i<m? pra—i (wg)C I,

m,i

So= Y ST AFT(I) Nwo) < K(gA(J)

Im|<q woeP?

n—1

1<i<m? _ +
SIS frn=1(wo)CI,

donde K(q) es una constante que no depende de n ni de J. Si esto sucede, tenemos

x,(7) < (K(8) + K@+ 350 ) A0

y entonces, eligiendo Fy tal que

5502 K(A) + K(0),
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tenemos

d

—X,, < Ej.
a e

Ahora, s6lo nos queda demostrar que es posible elegir ¢ de modo que S; y Sy satisfagan (1) y
(2). Para S; tenemos

R C
S22 2 Gy )

|m|>q2 woEP?_,
1S e ) I

< Y Y G ) AY)
|m|>q w0€P2,1
1<i<m? fr"*l(wo)cl,t,i
< Z Cy - 2m2e EIml . A(J) Z A(fiT"*l(I:@,i) Nwo)
Im|>q wo€PR_4
1<i<m?
< Z Cy - oam2e e Iml . A(J) - Xn—1(f$§,i)
|m|>q
1<i<m?
< Z Cy - 2m2e e 1Ml N () - EoA(I} ),  por induccion.
|m|>q
1<i<m?

Teniendo en cuenta que

y sumando en 1 <17 < m2, tenemos

e_lm‘

51 S 2E002 Z mze%lm‘ -10 . )\(J)

[m|>q
1<i<m?

m

< 25,0y Y 10m2e -1+ ) Iml “A).
|m|>q

Por lo tanto, s6lo tenemos que elegir ¢ tal que

2C, Z 10m26(71+%)‘m‘ <

|m|>q

1
2

Para S, tenemos
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)\(WO)
< c, . _Mwo) g
S <Y > 2 A (wo)) N
\m|<q wo€Py_y
1<i<m? frn— 1(w0)CI::“
28 \m
< Y Y Geam2e A w) )
Im|<q woEPY_,y
1<i<m? pro— Hwo)CI
S Z 202m ec [‘ml )\(J)
[m|<q
< 2q.202q46%\Q|.)\(J)

Entonces, solo tenemos que tomar K (q) = 4C’gq56%|q‘.
Proposicion 3.33
Existe ¢y € L*()\) tal que para toda n > 1

d

ayn < ¢0

Demostracion. Para cada intervalo J en [—1, 1] tenemos

pn_l

=D 2 AT U) nw).

weP, j=1

Ya que f™(w) C I;g,i C It y pp(w) = p(m) para alguna |m| > A, se sigue que

p(m)—1
VulD) < > D D AT ()N L) Nw)
WEP, m[>A  j=1
p(m)—1
= D D D AT ()N Nw)
|m|>A =1 weP,
p(m)—1
- Y Y a(ang)
Im|>A j=1
p(m)—1
< Z Z EO)\ ﬂI+), por la Proposicién 3.32.
|m|>A  j=1

Considerando la medida
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p(m)—

y EO Z Z f* /\| m

|m|>A =1

obtenemos de los céalculos anteriores que Y,, < ) para toda n > 1. Tenemos que

p(m)—1
Y(-1L1) = Eo Y, > AfI(-11)n1I))
Im|>A  j=1
p(m)—1
< By Y ) A
Im|>A  j=1
p(m)—1

A
S
N
ing
o

|

4]
=

4]
3

< (e — 672) - Ey Z %|m| e ™l por el Lema A.3.

Por lo tanto, ) es una medida finita. Como también es absolutamente continua con respecto a
la medida de Lebesgue, tomamos

d
$o = ﬁy
v el resultado queda demostrado, atendiendo al hecho de que )V, < )Y para toda n > 1. |
Definicién 3.34

Para cada |m| > A y 1 <1i < m? sea q(m,i) el j > 0 mds pequenio para el cual f7(I,, ;) contiene

algiin intervalo I, ;, con |mg| > A.

Proposiciéon 3.35
Existe ¢1 € L'(\) tal que para toda n > 0

d
— <
d)\Zn = d)l

Demostracion. Para cada intervalo J en [—1, 1] tenemos

qn—Tn—
Zu() = ) Z A=) Nw)
WEP, J=Pn
qn—"Tn—1 _
< N DT A (I NI Nw).

[m[>A wePn  j=pn
1<i<m?
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Para w € Py, sea I,,; el intervalo tal que f™ (w) D I, ;. Se sigue facilmente de las definiciones
que ¢, (w) — rp(w) < g(m, 7). Por lo tanto,

qg(m,i)—1
) = XY Y AU ne)
|m|>A  j=p(m) wePn
1<i<m?
q(m,i)—1
< Z Z ﬂI+ ), por la Proposiciéon 3.32.

[m|>A  j=p(m)
1<i<m?

definiendo la medida

q(m,i)—1

Yo > AL

[m|>A  j=p(m)
1<i<m?

tenemos que

q(m,i)—1

SN AL NIy

|m|>A  j=p(m)
1<i<m?

Z([-1,1)

q(m,i)—1

2 X

[m|>A  j=p(m)
1<i<m?

IN

IN

Z C’4|m|)\(1;,i)7 por el Lema A.6

[m[>A
1<i<m?

> G
|m|>A
1<i<m?

IN

< Y 10Cy|mle ™.
|m|>A
Por lo tanto, Z es una medida finita. Como Z también es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue y Z,, < EyZ para toda n > 0, tomando

d
o1 = anz

hemos demostrado el resultado. ||
Proposicion 3.36

Existe ¢ € L'()\) tal que para todan > 1
66




d
—w, <
d)\Wn < ¢g

Demostracion. Para cada intervalo J en [—1, 1] tenemos

Tpt1—1

Wal)= Y D AMfI()Nw).

wWEPn4+1 J=¢qn

Entonces, podemos escribir

oo k—1

Wa(D) =3 > A" (J))Nw).

k=1j=0 w&€Pnt1
7'n+1=q”+k'

Sea w € P,41 tal que r, 41 = g, + k y considere x € w. Se sigue de la Observacion 3.29 que

f](l‘) ¢ UX-H para ¢, < j <Tpi1 = qn t K,

y por lo tanto

F7(z) € Ry.

En consecuencia tenemos

Wa(J)

IA
(]
(]
]
S~
o
$
=<
d
=
D
=
D
E

K

S OA(T ()N Ry) Nw)
fqnu?i;)(gUA

) ! = ara alguna x € w
ZZ > W'A(f (/)N Ry), paraalg €

k=1 35=0 wePy
fIm(w)gUa

_ 1 . )\(an(w)) . .
- ZZ Z [(fo) (x)] A(fom (w)) A(f77(J) N Ry)

k=1 75=0 wePy,

IN

fI(w)ZUa
oo k—1
Sy AMw)
: ,;j=o 27; Py @) TN ).

FI(w)ZUa

Para los intervalos w € P, tales que fi(w) ¢ Ua, tenemos
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y por lo tanto

oo k—1

@[ FE 0| s s a(rs0ne
= 22 2 | [y | AT A AR
oo k—1 qn—l

< ZZCQ ‘fq 711 ZeAA2~/\(f_j(J)ﬂRk), por el Lema A.4.
k=1 j5=0

Observamos que para w € P, tenemos f9~1(w)NUay1 = 0. En efecto, si f9~!(w) interseca a
Ua+1,y como f%~1(w) no contiene intervalos I,,, ; con [m| > A, entonces, f7~!(w) estarfa conteni-
do en Ua. Por lo tanto, tendriamos f(f%"~'(w)) = f% (w) que no interseca a Ux, en contradiccion
con la definicién de ¢,. Por lo tanto,

oo k—1
Wo(J) < Z Cy - 7171-26AA2-/\(f‘j(J)ﬂRk)
k=1 j=0 ¢
oo k—1
< B ) > Mf(JI) N Ry)
k=1 j=0

donde F; = 2C5e2211A2. Definamos la medida

oo k—1

W=E1Y > f(MR).

k=1 j=0

Hemos demostrado anteriormente que W,, < W para toda n > 1. La medida WV satisface

WL = B S AU (L) AR

k=1 35=0

< E Z kCsn®, por el Lema A.5.
k=1

Por lo tanto, W es una medida finita. Como W también es absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue, tomamos

d
QSQZJW

y se demuestra la afirmacion. [ |
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Apéndice A

Lemas Auxiliares

En este apéndice vamos a dar algunas definiciones y resultados que seran importantes tanto en
la construccion de la medida como en las estimaciones de la densidad. Primero, introducimos una
notacion util:

Para cada entero positivo m, sea Uy, el intervalo

Lema A.1
52 52
Para todo a € [1,2] tenemos que |fq(x)] <1 — 9’ siempre que x ¢ Uny1 y |z| <1— 9

Demostracion. Como = ¢ Ua 1, se sigue que para a > 1

52 62
2> 2820 >

e2 = 9a’
lo que implica que
52
l—az®<1——. (1)
9
Verificamos facilmente que para § < 1
52
o . 29
<l—-— = < —
l=1=7 =T
52
9_
= x2§79, ya que a < 2
a

52
= 1—ax22—1+§,

y de (1) arriba, se sigue que
52

|fa(x)| = |1 _a$2| <1- 5

como queriamos.
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Lema A.2

Dado A suficientemente grande y 0 < ¢o < log2, existen v = v(A) > 0 y ap = ag(A,co) < 2
tales que para x € [—1,1], a € (ap,2] y k > 1 se cumple lo siguiente:

(a) Si, fu(@),..., [F7 (x) ¢ Uas entonces |(f£) (a)] > yeooF.

(b) Six, fu(z),...,f*"Y(2) ¢ Uni1 y f¥(x) € Ua_1 entonces |(fF) (z)| > eok.

Demostracion. Los argumentos de la demostracién dependen de si la érbita del punto = es
cercana a 1 o no. Por lo tanto, antes de dar la demostracién en el caso general, consideremos los
dos casos particulares siguientes:

(i) Supongamos primero que

2

Vie {0, k1) |f;(x)\>1_%

En este caso tenemos
k—1 ‘ k—1 ‘ 52\ 1%
(2@ = T 1127260 | = [T 2alsio) > [2a(1- 5 )|
i=0 1=0

52\ ! 52
Si elegimos ag > (1 — 9) (que es menor que 2, siempre que 5 < 1/2) tenemos que

2
2agp (1 — 9) > 2. Por lo tanto, para a > ag, se sigue que

12y @) = 20 (1- )] Y g s ok,

y el Lema A.2 queda demostrado en este caso.

(ii) Supongamos ahora que

_ 52
Vi e {07vk} |f;(£)| <1- 5
Consideremos el homeomorfismo
h: [-1,1] — [-1,1]

0
Y —> sen (§y>

y definamos g, = h™! o f, o h. Tenemos que
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2 7r 2
— arcsen ( sen” ( 5y —arc sen(cos(my))

2 /7
- Z(Z - - 1-2
77(2 le\) |yl

y asf |gh(y)| = 2 para todo y # 0. Sea y = h~*(z). Como g, = h~! o f, o h tenemos

92(y)

19:() = gh )l = [(h™) (fa(@)) - fal@) - W (y) = (B71) (f2(x) - f(@) - B ()]
= |[(h7) (fa(@)) - f, a(@) = (W) (f2(2) - f ( )+
+(Y (fa(@) - fal@) = (W71 (F2(2)) - f5(x)| - [B (y)]

(
(Ifa@)l - [(A=Y) (fa(@)) — (=) (f2(2))[+
H (Y (f2(2))| - 1 fa(@) = fo(@)]) - 7 ()]

IN

Teniendo en cuenta que |f/(z)| < 4, |W(y)] < g y | fo(x) — fi(x)] < 2]a — 2|, tenemos

192(0) = ga ()| < 2| (A7) (fal)) = (W71 (fa(@))| + 7| (™) (fa(@))] - [a — 2.
52 52
Como |fu(z)| <1— 97 |fa(2)] < 1-— 9 Por el Lema A.1, existen constantes Cj y C§ para
las cuales

[(h™) (f2(2))] < C5

(™Y (fa(@)) = (R™Y) (fa(@))| < CF|fal@) — fa(2)].
Esto, junto con |f,(z) — fo(z)| < |a — 2|22, conduce a
l9.() —92(y)| < 27CF|fa() = fo(2)] + 7Cfla — 2|
< 2rC¥la — 2|z? + 7Cfla — 2|
< C5|a—2|

para alguna constante Cs. De la altima desigualdad se sigue que, dado un nimero pequeno e,
0 <e<log2—cy,ycomo e®te < 2=|gh(y)], existe ag < 2 tal que para a € (ay, 2]

g (y)] > et

Tenemos que
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[(fa) @) = |1 (g& (A @)] - [(g8) (= (@))| - [ (1) ()]

k—1
= (R TT 19 (gh (™ @))] - (1) (@)]
i=0

h Y (z
L g

a

Teniendo en cuenta que (h~1) (fi(z)) #0 parai=0,...,k— 1y |g,(y)| > ", obtenemos
facilmente

‘(ff)/(wﬂ > ‘ (h_l)/(l‘) ‘ . e(c0+e)k > ‘ (h_l)/(x) ’ . ec0k+e
() (fE (=) () (fE ()
Ahora, solo necesitamos estudiar el cociente involucrado en la ultima desigualdad, lo que se
haré por separado para (a) y (b) respectivamente.

(a) Como x ¢ Ua4 tenemos que

52 62
2 —2A-2
r°>e —_ > —.
e2 = 9
En este caso también tenemos
52
k
|fa (‘T)‘ <1- 5

Por lo tanto

‘ (h=)' (@) ’: 1— (fa(x))”
(h=1)(fa ()

Finalmente, tenemos

fi) (z e .
[(f3) ()] > - ecoh*e

qui no necesitamos el factor extra e®, que seré til en la parte .
A i t lf t t € 3 ,t.l 1 t b

(b) Esta vez, tenemos que = ¢ Uay1 y f¥(x) € Ua_1, lo que implica que

|{E| > efAfl

[fa ()] < e B,

lo que lleva a
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(h=1) (f& () 1—a? 1—(ema71)?

Como A(A) tiende a 1 cuando A tiende a infinito, podemos hacer que A(A) > e
elegimos A suficientemente grande. Por lo tanto,

‘ (h~1) () ’: w— (fh@)? \/1— (G STINY

—€

si

|(fa) (@)] = A(A) - eFHe > ek,
y el Lema A.2 también se demuestra en este caso.

En el caso general, sea 1 < p < k el minimo tal que

52
P(g)| < 1— —.
THOES TR
. 52
Bajo la hipotesis del lema, y teniendo en cuenta el Lema A.1, tenemos que |f%(z)] <1 — n
parai=p+1,...,k. Ya que
(fa) (@) = (f77) (f2 () - (D) (),
y de los casos particulares anteriores obtenemos
s , fyeco(k—:l’) -e%P  para (a)
G Y@= { T T
lo que da el resultado.
|

Para cada n € ZT sea &, = f*(0) y 8 > a un nimero pequetio.
Lema A.3

Para cada |m| > A, p(m) tiene las siguientes propiedades:

(a) Existe una constante C; = Cy(a — ) (que no depende de §) tal que para toda y €
FUjmi-1);
3y
L )

C1 ~ (1) (&)

para j =0,...,p(m) — 1.
3
(1) p(m) < 2jml|.

(©) |(f?)(x)] > 0= para x € I, y p = p(m).

73



Demostracion.

(a) Esta parte se demostrara inductivamente. El resultado es obvio para j = 0. Suponiendo que es
valido para 0 < k < j — 1, tenemos en particular que flkf(U| ) esun difeomorfismo. Primero

verificamos que

ROV = WA ) | B Y O L ) Rt
‘(fj)’(fl) =y 2 )
Ya que
‘fkl(y)—fk _ M) - &)
&k 13
_ e—Im| k-
< fk 1<f( gl) fk 1(§1> , por la monotonia de fll}zllj‘ —1)
k m|—1
| e ImE — g,
B &k
e~ Pk
ok
se sigue que
() (y)
¢= ‘(fj)’(&) =G

donde

T (a-B)kY |
C. kl;[l (1 te )

1
El resultado se obtiene eligiendo C; = méax {C’+, C’} .

(b) Tenemos que
2> [fP(e ") = &| = [/ (fe7™) = )]
Sea, por otra parte, y € f(Uj,j—1) tal que
P (f D) = e = | W) | fet) = &
(Y )] e,

Y
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Se sigue de (a) que

7Y ()] - e2ml = o (rrye) el
Ch
> Ci-ec@—l).e—?\m\.
1

Luego

log2 > log (é) +e(p—1)—2lm|
1

y por lo tanto

c+2\m| —log (&) + log 2
< |m| g(cl) g §3|m|

C C

(siempre que A sea suficientemente grande).

(c) De la definicion de p(m) y del Teorema del Valor Medio se deduce que para algunos z € I},

eyc f(U\m\fl)
e PP <fP(2) — & = (P W) If () - &l
Luego
<[ )] -2 < (Y ()] - 2

y por lo tanto

(P )] > e e,

Para x € I}, tenemos

(7)Y @) = 1 @) [(fP~) ()]

o |G|y

=l |
ae—Iml—2 (P~ (f(x)) p—1y/

=2 | @

Por (a) y (1) anteriores, tenemos que
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1 1
|(fP)(z)] > 2ae~Im=2. ek 5e2|m\—2—ﬁp

1

. elm|—B2|m|-4

Y

%
(8]
—~
=
|
0‘{;
~—
El

si A es suficientemente grande.

|
Para probar que f tiene distorsién acotada, consideramos para cada I,,, la coleccion de m?
intervalos de igual longitud I,, 1,Im 2, ..., Ly m2 cuya unién es I,,. Es conveniente considerar estos

I,,; ordenados de la siguiente manera: si ¢ > j, entonces dist(I,;,0) < dist(I, ;,0). Por I;fm
denotamos la unién de I, ; con los dos intervalos adyacentes del mismo tipo. En las siguientes
secciones haremos uso también de los intervalos Ut que son, por definicién, la unién de U, con
Imfl,(mfl)z € Iferl,(mfl)z-

Lema A.4

(Distorsién acotada): Existe una constante Cy que satisface:
Sea oy = [x,y] un intervalo en Ua tal que todos los puntos de o tienen los mismos tiempos
de retorno 0 =ty < t; < --- <ty < N antes de N. Supongamos, ademds, que para toda k,
0<k<gq,op=ft*(og) C It para algin my > A y 1 <, < mj. Entonces tenemos:

o ’ (fY)' ()

(F)(y)

< (.

Demostraciéon. Sea z; = fi(z) e y; = f7(y).

’(fN)'(x) :Nfl f/(UCj) :]ﬁl ; <Nl:[l <1+ T; — Yy )
UMW = 1)l vl ™ Yj
Es suficiente mostrar que
-1
Tj—Yj

-3

=

Yj

esta uniformemente acotada. Primero estimamos la contribucion del periodo libre [tg_1, ¢ — 1]
para la suma S

tr—1 T —y; tr—1 T —y;
I, = 9 <« B}
= X P ¥
J=tk—1+Pr—1 J=tk—1+Pr—1
Para j =tp_1+pr_1,...,tx — 1 tenemos
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Mow) = [f*7 () — £ ()]

= |(ftk_j)’(z)| - |z; — y;|, para algtn z entre x; e y;

> eco(tr—3) . |$j — yj\, por el Lema A.2
y por lo tanto
tr—1
. )\(O’k)
F. < —co(tx—g) , 2\7k)
S > e B

J=tk—1+Pr-1

IN
(]
)
|
S
<.
P
~
3
kol
=
[S)
z

)\(O’k

AMImy,)

La contribucion del retorno ¢ es

xtk - ytk )\(Ukl) < as - )\(O-k?)
oo | eI =Ny,

Por dltimo, calculemos la contribuciéon de los periodos limite

ai - , para alguna constante a; = a;(cy).

, donde as es una constante.

pr—1
By, = Z Ttits ~ Ytuts
j=1 Yti+j
Tenemos que
|2t,45 — Yo+l = |(F7) (2)] - |we, —ye, |, para algln z entre y, ey,

= |(FY )1 e — v
= ‘(fj_l)/(f('z»‘ : 2a|z| : |xtk - ytkl

< G ()] - 2ae” M Xay).

Por otra parte, tenemos

Y45 — &1 = 17 O)] - lys1 — &

para algtn 6 € [y, +1,&1]. Observando que [yt +1,&1] C f(f*(00)) C f(I;;m), aplicamos el
Lema A.3 y obtenemos
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s~ &l 2 ol g —
1

1
- o (f771) ()] - 2ay3,
1 i—1y/ —2my|—4
> ()] - 2ae2meTE
C1
Combinando lo que sabemos sobre |2, +; — Yt,+5] ¥ [Yto+; — &;| obtenemos
[Toots =Ygl _ T = Ynesl Y — &l
[ Ytits — &l |Ytr+5]
< 012 e . ( ) . ‘ytk"l‘j — g]‘
- e~ Imil |ytk+j|
—Bj
< Cf-éb- Aow) ° ,
- AMIy,) e —ePi
ya que
Yot = 1651 = yerts — & = e — e
Claramente
© e—BJ
Z e_aj — 6_5] <
j=1
y por lo tanto
Alok)
By < a3
ALm,,)

para alguna constante az = ag(a — ).
Sity + pg < N tenemos que considerar un dltimo trozo del periodo libre

T =Y
Ys

F

N
q+1 = Z

J=tq+Pq

Claramente, para j =t; 4+ pg,..., N
(@) = W) =1 ()] 25—y
para algin z entre z; e y;. Ya que 2, f(2),..., fV7771(2) & Ua, se sigue del Lema A.2 que

(FY9) (2)] = ye D,

Por lo tanto
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@ =yl <y e WD PN () — fN(y)] < 2y Tem 0N,
lo que lleva a
—1,—co(N—j)

NZ*ye
ZG——A

J=tqtpq

oo
2'y*16A E e Cok
k=0

IN

Fyi1

IN

< a4, para alguna constante ay = a4(A, co).

De las estimaciones obtenidas anteriormente, obtenemos

q
A
S<as+as- Z /\((Iok)), donde a5 = a1 + as + ag.
k=0 Mk

Tenemos que

Mowi) = (f5=%)(z)-Aor), para algin = € oy

(f7) (2) - (frrer=temPe) (fPE(2)) - Mow)

(1= 21mul) oot —ti—ps) . Aoy), por los Lemas A.2 y A.3

v

Y

2A(oy), para 8 pequeno.

Si definimos k(m) = max{k : my = m} y usando el hecho de que A(ok+1) > 2\ (o)), podemos
ver facilmente que

> Mow) < 2M0k(m));

{k:mr=m}

Y por lo tanto

Ya que

)‘(Uk(m)) < g
AMIn) — m2’
se sigue que
2)\(0k(m)) 1
> 2om) g0 3 L
m>A A(Im) m>A m

lo que demuestra que S esta uniformemente acotada. |
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Lema A.5
Existe € € In a2 y constantes n = 1n(e) < 1, C3 = Cs(e) > 0 tales que para todan > 1

Mz sz, f(@),.... f"7H (@) & (—6,0)}) < Can™

Demostracion. La estrategia es elegir e € Ia a2 tal que f"(e) € (—e,€) para algan r > 1.
Se sigue del crecimiento exponencial de la derivada para los puntos cuya 6rbita no interseca Ua 41
(dado por el Lema A.2), que existe j > 0 tal que f7(Ix a2) N Uay1 # 0. Eligiendo un punto € en
In a2 tal que f7(€) € Uaqy garantizamos que f7(e) € (—¢,€). Ahora, sea r el entero positivo mas
pequeno para el cual f"(€) € (—¢,€) v sea

p =minfle — f7(e)],| —e— ()]}

Definimos

Ro={x: z, f(x),...,f" () ¢ (e €)}.

Para cualquier j <ny z € f/(R,) C R,_;, tenemos del Lema A.2 que

|(f"79) ()| = e

Por lo tanto, si K es un componente conexo de R,

2> M) 2 e DA(f () (1)
y entonces
M) < 2y~ tem o)),

Sea L una constante de Lipschitz para log|f'| en [-1,1]\ (—¢,¢€). Para cada z,y € K tenemos

Y@ 8 o 1o (1
log(l(f")’(yﬂ) _ Z log | /(7 ()| — log | £/ (* 0))))

IA
=
~
<.
—
&
\
~
<
—
&

INA
N
t~
>
=
5

n—1
Z 2Ly tem(=3)  de acuerdo a (1)
3=0

Z 2L'y_1 e~ 0]
=0

log M.
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Asi, hemos demostrado que existe una constante M, independiente de n, tal que para cada
componente conexo K de R,

swp, e [PV @) _
infoer |(f7) (2)]

Por otra parte, se puede ver facilmente que si u y v son los puntos extremos de K, entonces
existen 7,7 < n tales que f7(u) = ey f/(v) = %e. Por lo tanto, existe p, n < p < r + n, para el
cual fP(K) coincide primero con (—¢, €). El objetivo ahora es demostrar que A(fP(K \ Rpt1)) > p.
De la eleccion de p tenemos que

K\ Rppr = {x € [u,o] : f7(x) € (—c,6)}.

Distinguimos los dos casos siguientes:

(1) fP(u), fP(v) & (—e,e).
Dado que fﬁ( es un difeomorfismo y fP(K) coincide con (—¢,¢€), fP(K) debe contener a (—¢, €)
¥, por lo tanto, A(fP(K \ Rpt1)) > 2 > p.

(ii) fP(u) € (—€,¢€) o bien, fP(v) € (—¢,e¢).
Supongamos fP(u) € (—¢,€). Observamos que en este caso p = i+ r. Si p < i+ r, y como
P74 e) = fP7(f¥(u)) = fP(u), tendriamos fP~%(e) € (—¢,€) con p — i < r, en contradicciéon
con la definicién de r. Con este argumento demostramos también que fP(v) ¢ (—e¢,¢€): de lo
contrario tendrfamos p = j + 7, dando i = j y entonces f'(u) = =+e, fi(v) = +e¢, lo cual
es imposible ya que ff; es un difeomorfismo y f*(K) no interseca a (—¢,€) para i < n. De

fP(u) = [7(e) y f7(v) ¢ (=€ €) se sigue que A(fP(K \ Rpi1)) = p.

Ahora de R,;,, C Rpy1 tenemos

AMWRHMZAMWRHHZpr(Fﬂwo_-
zeK

Como fﬁ{ es un difeomorfismo y A(fP(K)) < 2 también tenemos
—1
<2(f Py’ :
A) <2 17 @) )
Por lo tanto,

/\(K N Rr+n) 1_ )‘(K \ Rr—&-n)
A(K) = A(K)

p inf |(f7) (z)]

zEK

~ 2sup |(f7)/(2)]
rzeK

IA

p
< 1——.
- 2M
p

Definiendo n" =1 — onr Y sumando sobre todos los K obtenemos
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)‘(RTJrn) < nr)‘(Rn)'

Para simplificar la notacién tomamos a; = A(R;) para j > 1y ap = 1. Escribiendo n = gr + s
para algtin entero positivo g y 0 < s < r obtenemos

g, = _tarts  Oazbres | Gres g
A(g—1)r+s Q(q—2)r+s 8
Tomando
a
Cg = max { Z }

0<i<r—1 | nt

tenemos que as < Csn® para toda s =0,...,r — 1. Por lo tanto
AMRy) = a, <" - Csn® = Cyn™
y la afirmacion se cumple. |
Lema A.6

Existe una constante Cy tal que q(m,i) < Cy|m| para toda |m| > A y 1 <i < m?.

Demostracion. Para cada intervalo I, ; definamos py = p(m) y sea t; el primer j > py tal
que fI(Iy)NUA #0.Sity <q(m,i)y ff*(In) C I;Ll,il definamos p; = p(m1) y sea to el menor

j > p1+t1 tal que fI(I,;) NUa # 0. Procedemos de esta manera hasta que ts = q(m,i). Para
k=20,...,5s—1 tenemos

)\(ftk+1 (Im,i))

AP (£ )
(7950 04) @) A (D), pava alguna @ € £ (1 )

= ’(ftk+1—tk—17k)/(fpk(l‘>)‘ . ‘(fpk)/(x)’ . )\(ftk' (Im,i)>-
Del Lema A.2, Lema A.3, y ya que z € f*(I,,;) C I}

M, ik’

obtenemos
AU (L)) > 0Ot (1= 2)Imalx (g, ).

También tenemos del Lema A.3 que pi <

3
M. Por lo tanto,
c

—48

)\(fthrl(Im,i)) > ecolthri—tr—pr) . e(c 3 )\Pk\ . )\(ftk (Im,i))

o (552 (trya—t) | AP (Imyi)).

Repitiendo el argumento obtenemos

A (I ) > LT 00 5 (01, ).

Teniendo en cuenta que t; = q(m, i), to = 0y A(f** (Im,;)) < 2, tenemos
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2 > e(#)ﬂm’i)'/\([’”ﬂ)

-1

c—48 N 1—e
e(T)Q(mﬂ) . e—|m|

= 2

y entonces

- (Jm| 4+ logm? —log(1 — e~ ') + log 2)

q(m, i)

3
c—4p
6|m|
c—48"

6
El resultado se obtiene eligiendo Cy = 15
c—
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Apéndice B

Nociones Matemadticas Bdsicas

En este apéndice, recordamos algunas nociones elementales del calculo, anélisis matemaético y
topologia general.

B.1. Nociones Basicas del Calculo

= Terminologia sobre tipos de funciones

Sea I un subconjunto abierto de R (posiblemente todo R), y sea f : I — R una funcion.
Denotamos la (primera) derivada de f en z con f/(z), la segunda derivada con f”(z) y las
derivadas superiores con f(")(z). Si f es continua, decimos que f es C°. Si f es diferenciable en
cada punto de I y tanto f como f’ son continuas, entonces se dice que f es continuamente
diferenciable o una funcién C'. Dado r > 1, si f junto con f*) son funciones continuas
para 1 < k < r, entonces se dice que f es r veces continuamente diferenciable o una
funcion C".

Una funcién f : X — Y entre espacios métricos X e Y se llama homeomorfismo siempre
que sea (i) uno a uno, (i) sobre, (i4i) continua y (iv) su inversa f~! : Y — X es continua.
Finalmente, para I un subconjunto abierto de R, una funcién f : I — J C R se llama un C"
- difeomorfismo de I a J siempre que f sea un C” - homeomorfismo de I en J con una
inversa f~!: J — I que es ademés C".

Se dice que una funcién f es suave si es de clase C'. La funcién f es C* si todas las derivadas
existen y son continuas.

» Funciones Inyectivas (uno a uno)
Una funcion f : R™ — R” es unoauno si f(x) = f(y) implica x =y.

= Funciones Sobreyectivas
Una funciéon f: I C R® — J C R™ es sobre si para cualquier y en J existe un x € I tal que
fx) =y

= Funciones Biyectivas

Una funcion f : R™ — R"™ es biyectiva si es intectiva y sobreyectiva.

» Funciones Crecientes

Sean I un intervalo en Ry f: I — R una funcién, f es creciente en I si para todo z, y € I,
x <y, se tiene que f(z) < f(y).
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Funciones Decrecientes

Sean [ un intervalo en Ry f: I — R una funcién, f es creciente en I si para todo z, y € I,
x <y, se tiene que f(z) > f(y).

Funciones Monétonas

Sean I un intervalo en Ry f: I — R una funcién, f es mondtona en I si f es creciente en I,
o f es decreciente en I.

Funciones Inversas

Si f:1 CR"— J CR"es uno a uno, entonces podemos definir la inversa de f, escrita
f~Y(z), mediante la regla f~!(z) = y si y solo si f(y) = z.

si para cualquier y en J existe un x € I tal que f(x) =y.

Puntos Criticos

Los puntos donde una funcién alcanza su maximo y minimo son importantes al estudiar
graficas. Por ello, revisamos la definicién y terminologia de puntos donde la derivada es cero.

Supongamos que f es diferenciable. Un punto a € I se llama punto critico de f siempre que
f'(a) = 0. Se llama punto critico no degenerado siempre que f'(a) =0y f"(a) # 0.
Teorema del Valor Intermedio

Asumamos que J es un intervalo y f : J — R es una funciéon continua. Supongamos ademas
que a, b € J con a < by que z es un valor entre f(a) y f(b). Entonces, existe (al menos uno)
ccon a < c < btal que f(c) = z. Esta propiedad nos dice que f alcanza todos los valores
entre f(a) y f(b). Este es esencialmente el resultado de que f([a, b]) es conexo. Este resultado
también se llama Teorema de Darboux.

Otra consecuencia de la continuidad

Supongamos que f : J — R es una funcién continua y ¢; < f(a) < co para a € J. Entonces,
existe un conjunto abierto U que contiene a a tal que ¢; < f(x) < cg para todo x € U.
Teorema del Valor Medio

Asumamos que J es un intervalo y f : J — R es una funciéon continua. Supongamos ademas
que a, b € J con a < by que f es diferenciable en (a,b). Entonces, existe un punto ¢ con

a < c<btal que
f(b) — f(a) _ f’(c)
b—a '
Esto nos dice que existe un punto c¢ para el cual la pendiente de la recta tangente en ¢ es igual
a la pendiente de la recta secante de (a, f(a)) a (b, f(b)). Este resultado también se llama
Teorema de Lagrange.
Composiciéon de Funciones

Denotamos la composicion de dos funciones por f o g(x) = f(g(z)). La composicion n veces
de f consigo misma por



Observe que f™ no significa f(z) elevado a la enésima potencia, ni significa la enésima derivada
de f(z), que denotamos por f(™(x). Si f~!(x) existe, escribimos f~"(x) = f~to...o0 f~ ().

= La Regla de la Cadena

La regla de la cadena se refiere a la derivada de una composicion de funciones. Si f, g : R — R
son dos funciones, entonces escribimos f o g(z) para f(g(z)), es decir, para la composiciéon de
f con g. Si tanto f como ¢ son diferenciables, entonces

(fog)(z) = ( (x))g'(x)
= J')d'(z)

donde y = g(x).

En particular, si h(z) = f™(z), entonces
W(x) = f'(f"1 @) - f( 2 @) - ().
B.2. Nociones Basicas del Analisis Matematico y Topologia

= Producto Interno y Norma

Sean x = (x1,...,2p) ey = (Y1,-..,Yn) elementos de R”. Definimos el producto interno o
producto escalar como el namero real

Xy =iy + -+ Toln

Y la norma o longitud de x como el niimero real

X = Vxx = (2t + -+ ).
La norma |x — y| se llama distancia entre x e y.

= Entornos Abiertos
Sea x € R™ y sea r > 0. Entonces el conjunto B(z,r) = {y € R" : |x —y| < 7} se llama la
bola abierta con centro en x y radio r.

= Conjuntos Abiertos

Un conjunto G C R" se dice abierto si, para cada punto x en G, existe un ntimero real
positivo r tal que para cada punto y en R™ que satisface |x — y| < r también pertenece al
conjunto G.

El conjunto vacio () y el espacio entero R™ son abiertos en R”. La interseccién de cualesquiera
dos conjuntos abiertos es abierto en R™. La unién de cualquier coleccién de conjuntos abiertos
es abierto en R”.

= Conjuntos Cerrados
Un conjunto F' C R™ se dice que es cerrado si su complemento C(F) = R™ — F es abierto en
R™.
El conjunto vacio @ y el espacio entero R™ son cerrados en R". La unién de cualesquiera

dos conjuntos cerrados es cerrado en R™. La interseccion de cualquier coleccién de conjuntos
cerrados es cerrado en R”™.
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Vecindades

Si x es un punto en R™, entonces cualquier conjunto que contiene a un conjunto abierto que
contiene a x se llama una vecindad de x en R".

Conjuntos Compactos

Un conjunto S de R" se llama compacto si, y solo si, cada recubrimiento abierto de S contiene
un subrecubrimiento finito; esto es, una subcoleccién finita que también recubra a S.
Puntos de Adherencia

Decimos que z € R es un punto de adherencia de A C R si para todo € > 0 se tiene que

B(z,e)N A # 0.

Puntos de Acumulacion (Puntos Limite)

Decimos que € R es un punto de acumulacién de A C R si para todo € > 0 se tiene que

(B(z,e) \{z})NnA#0.

Clausura de un conjunto

Al conjunto de todos los puntos de adherencia de A le llamamos la cerradura, clausura, de
A, y lo denotamos con cl(A) o por A.

Si A es cerrado, entonces A = A.

Conjuntos Densos
Un subconjunto U de S es denso en S si U = S.

En un sentido topolégico, un subconjunto abierto y denso se considera "grande”.

Conjuntos Conexos

Se dice que un conjunto C' es conexo si no puede separarse mediante la union de dos (o méas)
conjuntos abiertos disjuntos.

Basicamente, un conjunto conexo consta de "una sola pieza’.

Conjuntos Perfectos

Cuando todos los elementos de un conjunto cerrado son puntos de acumulacion de éste, se
dice que dicho conjunto es perfecto.

Conjuntos Totalmente Disconexos

Un conjunto A C R es totalmente disconexo si y sblo si no existe un intervalo con mas de
un punto contenido en A.

Espacios Métricos

Un espacio métrico es un conjunto M, no vacio, de objetos (que llamaremos puntos) dotada
de una funcién d de M x M en R (que llamaremos la métrica del espacio) que satisface las
cuatro propiedades siguientes, cualesquiera que sean los puntos z, y, z de M:
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1. d(z,y) > O.

2. d(z,z) = O si, y solo si, z = y.

3. d(z,y) = d(y, x).

4. d satisface la desigualdad triangular: d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Un espacio métrico se designa, a menudo, por medio de (M,d) a fin de recalcar que en la
definicion de espacio métrico tanto el conjunto M como la métrica d juegan su papel.
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