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Introduccion

It is more important
to have beauty in one’s
equation than to have
them fit experiment.

P. A. M. Dirac

I. INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es obtener el algebra de Lie para el f-oscilador
cuantico, ver si ésta cumple los criterios de solubilidad para un élgebra y establecer
con ello su equivalencia con otros problemas que conducen a la misma algebra.

Se busca también obtener las ecuaciones diferenciales asociadas con el algebra
de Lie correspondiente y ver si éstas pueden realmente resolverse por métodos
analiticos o por cuadraturas.

El concepto de algebras de Lie solubles estd muy relacionado al concepto de
grupo, cuyo origen puede trazarse histéricamente desde la solucion a la ecuacion
algebraica de grado n, cuando n > 5 [1].

Aun cuando ya se habian encontrado las soluciones a las ecuaciones cubicas y
de grado cuarto, los esfuerzos realizados por personalidades como Euler, Lagrange,
entre otros, por encontrar la solucion de la ecuacion de quinto grado por radicales
fracaso.

Por fin, Abel a principios del siglo XIX y un poco antes P. Ruffini, a finales
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Introduccion

del siglo XVIII, demostraron independientemente, la imposibilidad de encontrar
soluciones por radicales a la ecuacion general de grado mayor que cuatro.

La importancia de la prueba de Abel esta en que inspiré a Galois, quien en
algiin momento creyé haber encontrado la solucién a la ecuacién de grado quinto
por radicales, a buscar mas profundamente la fuente de solubilidad de la ecuacion
de grado n > 5, encontrandolo en el concepto de grupo introducido por él mismo
y desarrollando una nueva herramienta que ahora se conoce como teoria de grupos
2, 3]. Esta aportacién de Galois es reconocida también en textos elementales de
algebra [4], aunque con ciertos errores.

El descubrimiento por Lagrange de las permutaciones fue de gran importan-
cia para el desarrollo de la teoria general de grupos; pues sugirieron los grupos
abstractos, que finalmente, motivaron a Lie en su invencion de los grupos continu-
os y con ello a la teoria de transformaciones de grupo dando lugar a los llamados
grupos solubles o, si se prefiere, a las algebras solubles de Lie. El concepto de
algebras de Lie solubles se ha aplicado a muy diversos problemas entre los que
podemos citar “The linear time — dependent potential” [5], “The one mode —
field perturbed harmonic oscillator” [6] y “The Caldirola-Kanai Hamiltonian”
[7]. Previamente a estos trabajos existen otras aplicaciones interesantes a otros
problemas que ya se han convertido en clésicos de referencia obligada [10].

Otro concepto basado sobre las algebras de Lie y que ha despertado mucho
interés es el del g-oscilador:

Macfarlane [11], generalizando el modelo de Schwinger del momento angu-
lar cuantico, desarrolla un formalismo para la - deformacion del algebra del
oscilador arménico cuantico. Casi simultaneamente partiendo del enfoque de
Jordan-Schwinger para el dlgebra de Lie su(2) (“su” es la abreviacién en inglés
de “special unitary”) el cual consiste en que mapea dos espinores independientes
sobre los operadores de bosén J., J_ y J,, definiéndolos adecuadamente, Bieden-
harn [12] usando un andlogo ¢ del mapeo de Jordan-Schwinger [13], desarrolla

un g-analogo del oscilador armoénico y construye el calculo de los operadores de
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Introduccion

bosén. A los osciladores que resultan de estas contribuciones se les conoce ahora
como q-osciladores.

Los f-osciladores fueron propuestos originalmente por V.I. Man ko et al. [14,
15, 16]. En esta contribucion se estudian los g-osciladores, los cuales se obtienen
transformando los operadores de creacion y aniquilacién del oscilador arménico
con la introducciéon de un parametro adimensional.

Con estos nuevos operadores y el operador de nimero tradicional, obtienen
las relaciones de conmutacién usuales reemplazando en todos lados los operadores
del oscilador armonico por los nuevos operadores que podemos denominar q-
operadores, excepto el conmutador del operador de creacién con el de aniquilacion,
el cual es ahora diferente de la unidad. Via la generalizacién de la g-deformacion
del algebra del oscilador armoénico se obtienen los f-osciladores.

Cuando el algebra es soluble, el método de Wei-Norman permite encontrar la
solucién a ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con operadores lineales
dependientes del tiempo, conduce necesariamente a un conjunto de ecuaciones
diferenciales que pueden integrarse por cuadraturas. Existen algunos problemas
como el hamiltoniano de Caldirola- Kanai [7], que tienen asociada un algebra
no soluble, sin embargo, las ecuaciones diferenciales pueden integrarse analitica-
mente.

En el primer capitulo exponemos algunas nociones sobre el algebra de Lie y
las caracteristicas que definen las dlgebras su(2) y su(1,1). En el segundo, desarro-
llamos el formalismo del g-oscilador y el de los f-osciladores, para continuar con el
capitulo tercero con el método de Wei-Norman. El ultimo capitulo estd dedicado

a las aplicaciones de la teoria a casos especificos.
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Capitulo 1

Algebras de Lie

Me parece que ha llegado

el momento de hacer un progreso
andlogo (al de Galois) para las
ecuaciones diferenciales.

Sophus Lie

En este capitulo estudiamos los conceptos basicos sobre las algebras de Lie.
Sin embargo, antes de definirlas, introducimos dos conceptos en los que se basa la

definicion de estas algebras; estos conceptos son: campo y espacio vectorial lineal
[17]:

1.1. Campo y Espacio Vectorial

Un campo K estd constituido por una coleccion de elementos fy, fi, fo,. ..,

y dos operaciones, la adicién (+) y la multiplicacién (-), tal que se cumple:




Algebms de Lie

fitfiekK propiedad de cerradura
i+ i+ fu) =i+ fi) + fu propiedad asociativa
Jot+ fi=fi=fi+ fo existencia del elemento identidad — (1.1)
fi+(=fi)y=(fi)+fi=1fo existencia de un inverso tnico
fi+fi=f+1fi propiedad conmutativa
fi-fjeK propiedad de cerradura
fi-(fi-fe)=(fi- i) Jx propiedad asociativa
Jirl=1-fi=F; existencia del elemento identidad (12)
fi-fit=f1fi=1(fi # fo) existencia de un inverso Unico,
fi-(fi+f)=fi-fi+fifa propiedad distributiva

(fit fi) fo=fi-fo+ i fr

Si
firfi =1

el campo K es conmutativo.

Los campos mas usados en fisica son el de los niimeros reales, complejos y en

menor grado los cuaterniones.
Un espacio vectorial lineal V' consta de:
Un conjunto de elementos vqg, vy, Vs, -+ € V, llamados vectores, una colec-

cion  fo, f1, f2, -+ € K, junto con dos operaciones, la adicién vectorial (+), y

el producto escalar (-), tal que se cumple:
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vi,viEV = vit+v;eV propiedad de cerradura

Vi + (vj + vi) = (vi + vj) + vk propiedad asociativa

Vo + Vi =Vi+ Vg =Vj existencia del elemento identidad

Vi + (—vi) = (—vi) + Vi = vo existencia del elemento inverso

Vi+ Vi =Vj+V; propiedad conmutativa (13)
fieK,v;eV=fi-v;eV propiedad de cerradura

fi- (fi-vi) = (fi- fj) vk propiedad asociativa
1-vi=v;-1 existencia del elemento identidad

fir (vitvi) = fi-vi+ fi- v

(fi+f;) - vik=fi-vk+ fj - vk propiedad de bilinealidad .

1.2. Nociones de algebras de Lie

Existe una gran variedad de textos sobre la teoria de Lie algunos de ellos son
el de Gilmore [17], Hausner y Schwartz [18], Greiner y Muller [19]. Aqui seguimos

en términos generales aquellos de Gilmore, Hausner y Schwartz.

La cantidad fundamental en la teoria de Lie, es el conmutador o derivada de

Lie denotada por [,].

Definicién: Un algebra de Lie, L, sobre un campo K, es un espacio vectorial

sobre K, el cual posee una transformacién o mapeo
[]:LxL—1L

tal que:

(a) es bilineal

[u, av 4+ bw| = alu, v| + b[u, W]
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[au + bv, w] = a[u, w| + b[vw] (1.4)

para a,b € K yu,v,w € L

(b) es antisimétrica

[u,v] = —[v,u] (1.5)

para u,v € L.
(c) satisface la identidad de Jacobi

[11, [Va WH + [V7 [Wa u]] + [Wv [11, VH =0 (16)

para u,v,w € L.
Un algebra de Lie, se dice abeliana si [u, v] = 0.

En el caso particular de matrices el conmutador [u, v], esta definido por
[u,v] =uv — vu (1.7)

y las condiciones (a), (b), y (c¢) se cumplen autométicamente.
Similarmente en el caso de un algebra de Lie para operadores el conmutador
[u, v] esté definido por

[u,v]¢ = u(ve) — v(ug) (1.8)

para cualquier par de operadores u, v y para cualquier elemento ¢ del espacio
vectorial sobre el cual actuen.

Con un algebra de Lie finita, es decir L es un espacio vectorial de dimension
finita y {e}’=]" una base de L, dada la bilinealidad del conmutador, el valor de
[u, v] para u,v € L arbitrarios queda determinado por los valores de e, €j],

(4,7 =1,2,...,n), ya que si u=u'e; y v =1v’e; se tiene
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n n

[u,v] = [u'e;, v'ej] = ZZuivj[ei,ej] (1.9)

i=1 j=1

Por otro lado [e;, €;] debe pertenecer a L y segtiin Gilmore[17]
e, e5] = Y _ chen (1.10)
k

los Cikj son n?

escalares llamados constantes de estructura. Dado que el conmu-
tador es antisimétrico en 7 y 7, las constantes de estructura son antisimétricas en
los subindices

Cijk = —Cjik (111)

también, de la identidad de Jacobi tenemos que
Z {c?}c’,;k + e + cZQcZU} =0 (1.12)

Definicién. Sea L un algebra de Lie. Una subalgebra, M de L, es un sub-
conjunto de L el cual es un algebra de Lie con las operaciones heredadas de
L.

Debido a que muchas propiedades que definen un algebra de Lie se cumplen
autométicamente para cualquier subconjunto de un algebra dada (por ejemplo,
la antisimetria y bilinealidad del conmutador) basta usar el criterio dado por el

siguiente teorema para mostrar que algin subconjunto es o no una subdlgebra.

Teorema. Sea L una &lgebra de Lie y M una subdlgebra de L. M es una
subalgebra de L si y sélo si parau e M, v e Lyae€ K, los elementos u + v,
auy [u,v]e M.

Definicién. Sean L una &lgebra de Lie y M una subdlgebra de L. M es

una subélgebra invariante de L o un ideal en L si parau € M y v € L, [u, V]
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pertenece a M. Asi, dada un dlgebra de Lie, podemos construir un ideal a partir

de la subalgebra que se deriva de los conmutadores de M,
LW =L, L] (1.13)

claramente [L()| L] € L(1), es por eso que es un ideal. Si L(Y) # L {0} podemos

seguir este proceso y encontrar la subalgebra derivada de
L® = [L® W] (1.14)

y podemos continuar el proceso indefinidamente.
Es claro que L misma y {0} son ideales de L y que si L es abeliana, cualquier

subalgebra de L es invariante.

Definicién. Un algebra de Lie, es simple si no es abeliana y no posee otros

ideales ademéds de L y {0}. L es semisimple si el unico ideal abeliano que contiene

es {0}.

Definicién. Se dice que un dlgebra de Lie es soluble si la serie de subalgebras
derivadas termina con L*) = {0} para algin k.
Segin las definiciones precedentes se sigue que toda algebra de Lie abeliana es

soluble y que las algebras simples no son solubles.

1.3. Algebras su(2) y su(1,1)

El dlgebra su(2) es una c-algebra (esto es, un &dlgebra sobre el campo de

los nimeros complejos) de operadores auto-adjuntos J, Jy, J, que obedecen las
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relaciones de conmutacién [20]
Jx, Jy] =iJ,, [Jz, Ix] = idy, Jy,Ja] =iJx (1.15)
Por otro lado definiendo los operadores
Jy = Jxtidy, J. =7 (1.16)
no es dificil verificar que
Ji,J ] =2, Jz,Ji] = +J4 (1.17)

Al édlgebra de Lie generada por los operadores, Jx,Jy vy J, se le conoce como
algebra su(2). La nomenclatura tiene su origen en la teorfa de grupos. No ob-

stante, los aspectos formales de dicha teoria no son tratados en este trabajo.

Por otra parte, los generadores del algebra de Lie su(1,1) son los operadores
hermiticos o autoadjuntos Ky, K, y K, que satisfacen las relaciones de con-

mutacién [20].
Ky, Ky| = —iK, K, K,] =iKx K., Ky =iK, (1.18)

Noétese que la diferencia entre las relaciones de conmutacién de su(1,1) y el con-
junto de conmutadores de su(2) es el signo del conmutador correspondiente a las
componentes x y y. Como en el caso de los operadores de su(2), los operadores
de su(1,1) pueden interpretarse como las componentes de un vector en un espacio
tridimensional. Pero el espacio de los operadores de su(1,1) ya no es el espacio
euclidiano de los operadores de su(2). Formalmente, al primero se le conoce como

el espacio (2 4 1)-dimensional de Minkowski, en el cual los productos punto y
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cruz entre dos vectores. a y b, se definen como
a-b=a,b, +ayb, —a.b, (1.19)

(axb);=— Z Eijk;ibp

j?k:m7y7'z

(axb).=— > e (1.20)

j?k:x7y7z

Aqui, €34 - es +1 (-1) para permutaciones pares (impares) de z,y.2; € = 0
si dos de los subindices i, j, k se repiten. Nétese también que el producto escalar
ecuacién (1.19) no tiene las propiedades del producto escalar euclidiano, pues por
ejemplo la norma de un vector a - b no necesariamente es positivo.
Definiendo
K, = K +iKy, K,"=K_ (1.21)

y usando las relaciones (1.18), obtenemos las relaciones de conmutacién

K, K =+K, [K., K |=-2K, (1.22)




Capitulo 2
f-osciladores

What inmortal hand or eye
could frame thy fearful symmetry?

William Blake

Como se sabe el modelo de oscilador armoénico es uno de los mas usados en la
fisica tedrica; sin embargo, su aplicacion se restringe a sistemas que permanezcan
cercanos a su punto de equilibrio. En sistemas donde la amplitud de las oscila-
ciones es suficientemente grande, tal modelo es insuficiente para la descripcién de
sistemas no lineales por lo que se hace necesario recurrir al uso de un formalismo
mas general.

Un camino conveniente a seguir es generalizar el algebra del oscilador armoénico
por medio de una transformacién no canénica de los operadores arménicos medi-
ante una deformacion.

Vale la pena recordar aqui que Born, Jordan y Heisenberg en 1926 definieron
una transformacién candnica en mecénica cuantica [21] como el cambio de vari-
ables ¢ — @, p — P si preserva la relacién de conmutacién [q,p] = ihl; es
decir,

pq — qp = —ihl <= PQ — QP = —ihl

dado que esta es una condicién suficiente para recobrar las ecuaciones de movimien-
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to de Heisenberg.
Actualmente se considera que una transformacion canodnica es aquella que
preserva la relacién de conmutacién entre operadores[22]:

Si U es un operador lineal con un inverso U},
vut=U"U=1

entonces el mapeo

A= A=UAU!
es canénico debido a que dado [A, B] = C' tenemos

[A,B]= AB—- BA=U[A,BlU =C

La idea bésica es mantener la estructura algebraica del hamiltoniano pero con
una definicién de los operadores de creacién y aniquilacién de manera que, en
términos de estos operadores, el hamiltoniano reproduzca el comportamiento del
sistema.

Como mencionamos en la Introduccién, los g-osciladores introducidos inde-
pendientemente por Macfarlane [11] y Biedenharn [12], pueden ser interpretados
(Man "ko et al. [14]) como osciladores no lineales con una no linealidad especifi-
ca, siendo ésta, la dependencia de la frecuencia con el coseno hiperbdlico de la
energia. Man ko et al. [15, 16] generalizan el concepto de g-osciladores simple-
mente seleccionando otras dependencias funcionales diferentes de aquella de los
g-osciladores. Podemos llamar a éstos f-osciladores donde f es ahora la funcién
que determina la dependencia de la frecuencia con la energia.

En la seccion 2.1 damos las relaciones basicas para el oscilador armonico, en la

secciéon 2.2 y 2.3 estudiamos los g-osciladores y en la seccion 2.4 los f-osciladores.

10
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2.1. Oscilador Arménico

Dado que tanto el concepto de g-osciladores como el de f-osciladores se refieren
a osciladores no lineales, siguiendo a Man ko et al. [15], nos valemos del modelo
de oscilador arménico cuantico, para la introduccién de aquéllos, presentando sélo
las relaciones béasicas necesarias.

Con los operadores de aniquilacion y creacién definidos por

+

1 , 1 .
a= E{x—i—zp} a” = E{x—zp} (2.1)

donde hemos utilizado las asi llamadas unidades naturales (A=1,m =1y w =

1) con
aln >=/nln — 1> atln>=vn+1n+1> (2.2)

Definiendo el operador de ntimero

N=a"a  N|n>=nln> (2.3)
se tiene que
[a,a] =1 [N,a] = —a [N,a™] = a* (2.4)
y
w
H = E(aJ“a +aa™) (2.5)

Con ayuda de las ecuaciones (2.4), (2.5) y la ecuacién de movimiento de

Heisenberg
0A
— =—i|A,H 2.6
= —i[A, ] (26)
obtenemos
8@ ) aa+ . +
5 = ~wa 5 = wa (2.7)

11
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con soluciones
a(t) = a(0)e ™" at(t) = a™(0)e™" (2.8)

Tenemos entonces que para este sistema la amplitud de las oscilaciones es
lineal en los operadores bosénicos y la frecuencia w es independiente del nivel de

excitacion del oscilador.

Definiendo
al0 >=0 (2.9)
tenemos N
In >= (a—|)|0 > (2.10)
n!

que es la base para los operadores H y N.

2.2. q-osciladores

Los g-osciladores pueden ser introducidos definiendo los nimeros g-enteros n,

senh(An) N
= 7 = 2.11
Ma senh(\) 1= (2.11)

donde ¢ y A son parametros complejos adimensionales. Si A = 0 entonces g =1y
los g-enteros n, coinciden con n. Notemos que el término “g-enteros” es solamente
una etiqueta, pues para cualesquiera otros valores de A los n, no son enteros pero
si funcion de enteros.

Con la ayuda de la ecuacion (2.11) podemos generalizar el dlgebra del os-
cilador armonico y obtener el dlgebra de los q-osciladores o q-andlogos del os-
cilador armonico como se les conoce.

Para ello, procedemos como sigue:

Definimos los g-operadores por su accién sobre el estado propio |n > del

12
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oscilador arménico
agln >= \/ngln — 1> ag n >=/(n+ 1) |n+1> (2.12)
y el g-operador de niimero

_ .+
Ny=a

4 Qg Nyln >=ngy|n > (2.13)

en completa analogia con las relaciones (2.2) y (2.3) para el oscilador arménico.
Con la ayuda de las relaciones (2.12) y (2.13), obtenemos!
aga; = (N +1), (2.14)

también

lag, N =a,  [a;,N] = —a} (2.15)

q

senh(A(N + 1)) — senh(AN)
[a%a(—;]:(N—i_l)q_Nq: senh)\

= F(N) (2.16)
Ademads de las relaciones de conmutacién, tenemos, usando las relaciones
(2.13) y (2.14), la llamada relacion de reordenamiento[11]
aqga; — qata, = N (2.17)
Esta expresion representa una deformacion de algun tipo de la relacion de con-
mutacion del oscilador armonico; también es usualmente tomada como la defini-
cton de los g-osciladores.
Vale la pena notar que los operadores a, y a,” pueden ser expresados en

términos de los operadores a y a™:

1Por cierto la contribucién de Manko et al. tiene un error en la ecuacién(2.14) de la referencia
[14]

13
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n N,
aqgln >= \/\/g\/mn—l >= w/%am >= awﬁq|n> (2.18)

Es decir
aw=af(N) y af=f(N)a" (2.19)
y
FV) =2 (2:20)

Noétese que a, también puede ser escrita en la forma
a; = f(N+1)a (2.21)
pues
agln > = f(N 4+ 1)a|n >= f(N +1)y/njn — 1 >= f(n)a|n >= af(N)|n >

de (2.21) se sigue que
ay =a’ f(N+1) (2.22)

con ayuda de las relaciones (2.13), (2.14) y (2.16) obtenemos
lag, Ny = F(N)a, [a;r, N,| = —a;rF(N) (2.23)
también de las relaciones (2.20), 2.21) y (2.22) se sigue que
[ag,af] = (N +1)f*(N +1) — Nf*(N) (2.24)

El hamiltoniano para el g-oscilador se define de tal forma que tenga la forma

del hamiltoniano para el oscilador armonico:

w
H, = E{aqa; +aga.} (2.25)
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y de la ecuacion de movimiento de Heisenberg

0A .
o= —i[A, H] (2.26)
obtenemos
36&55” - —z’%{F(N +1)+ F(N)}a, (2.27)
Definimos
Q(N) = %{F(N +1)+ F(N)} (2.28)
entonces
M = —iQ(N)a,(t) (2.29)
ot
similarmente Bt
a’ .
a_tq = ia, Q(N) (2.30)

con F(N) dada por la ecuacién (2.16).

2.3. El g-oscilador Clasico

En este apartado estudiamos el g-oscilador clasico. Para ello, procederemos
de manera inversa al proceso usual de cuantizar un sistema clasico; en otras
palabras, pasaremos del g-oscilador cuantico al g-oscilador clésico usando una
representacion compleja del oscilador clasico.

El oscilador armoénico vibrando con frecuencia w esta dado por

p2 + w2q2

H = 2.31
; (231)
Introduciendo las variables complejas
1 . 1 —ip
a=—(—=++Vwq o =—=(—=+Vwq) (2.32)

2 Vw 2 Vw
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Podemos entonces escribir el hamiltoniano como

H = waa” (2.33)

Y el paréntesis de Poisson esta dado por

{a, "} = —i (2.34)
Ahora de (2.20) y (2.21)
ag = C;‘—]:C;q ay = %cﬁ (2.35)
y haciendo la correspondencia
at—=sa a—af
aj = o, ag— o (2.36)

tenemos que
senhAaa* senhAaa*
Qg =\ ————~« a, =\ ————~a" 2.37
! aa*senh\ a aa*senh\ (2:37)
Definimos el g-oscilador clasico en términos de estas variables con el hamilto-
niano H, dado por

H, = wa,a 2.38
q q~"q

El g-hamiltoniano puede, por supuesto, ser escrito en términos de las variables

(a,0): insertando las relaciones (2.37) en la expresién para H, conduce a

senh ao*
H =w—"" 2.
« = senh\ (2.39)

De la ecuacién de movimiento
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9A
= = {4, H) (2.40)

Donde {, } representa el paréntesis de Poisson, obtenemos

oy cosh Aaa* da; cosh Aaa*

_ g tesh Aa” I _ i8R 2.41
ot T senhxn ot Y senha (241)
donde hemos hecho uso de las ecuaciones (2.32), (2.33), (2.37) y (2.39)

Definiendo

cosh Aaa*
= \W——F—— 2.42
Y U senh (242)
Las ecuaciones (2.41) se convierten en
0 oo
% = —lw,qy a_tq = jwya, (2.43)

Notemos que aa* es una constante de movimiento tanto para el oscilador
armoénico como para el g-oscilador.

La principal diferencia entre estos dos sistemas es que la frecuencia en el
sequndo depende de la orbita mientras que para el primero la frecuencia es con-
stante. Podemos interpretar entonces al g-oscilador como un oscilador no lineal
con un tipo muy especifico de no linealidad. Es decir, su frecuencia depende del
coseno hiperbolico de la energia.

Después de cuantizar a la manera usual el g-oscilador clasico, obtenemos el
g-oscilador cuéantico, el cual no es otra cosa que un oscilador cuantico no lineal
con una anarmonicidad especifica descrita por una serie de potencias infinitas en
la energia.

Podemos generalizar este esquema aun cuando la frecuencia de vibracion de-
penda de la energia, introduciendo otras dependencias funcionales diferentes del
coseno hiperbdlico. Podemos llamar a estos osciladores no lineales f-osciladores,
donde ahora f es la funcién que determina la dependencia de la frecuencia con

la energia. Este es lo que estudiamos en la siguiente seccion.
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2.4. f-osciladores

Como mencionamos lineas arriba el oscilador deformado es un sistema no
armonico cuyas variables dindmicas (operadores de creacién y aniquilacién) se
construyen deformando los operadores usuales de oscilador arménico a y a™ me-

diante la transformacion
A=af(N)=f(N+1)a At =f(N)at =a"f(N+1) (2.44)

donde N = a™a es el operador de niimero y f(N) es la funcién de deformacién
real y positiva que depende del niimero de excitacion y de algunos parametros
fisicos.

El f-oscilador esta caracterizado por un hamiltoniano cuya forma es similar a

la de un oscilador armonico
Hy = %(AA’L + AT A) (2.45)

Aqui w es una frecuencia especifica y los operadores de creacién y aniquilacién
fueron reemplazados por sus contrapartes deformados definidos en (2.44).
En términos del operador de nimero N y usando la relacién canénica [a*, a] =

1 obtenemos para el hamiltoniano (2.45)
Hy = SN+ 1 (N + 1)+ Nf(N)] (2.46)

Ademis la terna de operadores A, AT y N satisfacen las relaciones de con-

mutacioén

[AN]=A [A*,N]=—A" (2.47)

[A, AT = (N+1)f*(N+1) — Nf*(N) = G(N) (2.48)
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Claramente, el conmutador (2.48) no es un nimero, sino una funcién del
operador de nimero cuya complejidad dependera de la forma explicita de la
funcién de deformacién f(N).

Nétese que si f(IN) = 1, esta dlgebra deformada se reduce al caso particular
de oscilador armonico.

La terna de operados A, AT, N no generan un algebra de Lie, pues no satis-
facen la identidad de Jacobi.

La evolucion temporal de las variables deformadas esta gobernada por la

ecuacion de movimiento de Heisenberg

dA

—r = —ilA Hj] (2.49)

Con ayuda de la relacion (2.48), obtenemos

W YN 2PN+ 2) - NP))A (2.50)
definimos
QN) = S{N +2)f2(N +2) = Nf2(N)} (251)
entonces N
% = —iQ(N)A % =iATQ(N) (2.52)
con soluciones
A(t) _ efiQ(N)tA(O) At = A+(0)€iQ(N)t (2_53)

Vemos entonces que el f-oscilador cuantico también vibra con una frecuencia
que depende de la amplitud; pero la frecuencia de vibracién depende del grado de
excitacion a través de la funcién f(N). En otras palabras el f-oscilador se puede
interpretar como un oscilador no lineal cuya frecuencia depende de su grado de
excitacién, a diferencia del caso armdnico (cf. Ecuaciones (2.8)) cuya frecuencia
de vibracién es independiente de la energia.

El hamiltoniano para el f-oscilador H; es diagonal en los estados propios del
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operador de nimero, de aqui que sus valores propios (eigenvalores) son
w 2 2
E; = 5[(71 + 1) f*(n+1) +nf(n)] (2.54)

Esta relacién sugiere que eligiendo convenientemente la funcién de deforma-

cién f(N), podemos reproducir el espectro de energia del sistema fisico de interés.
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Capitulo 3

Método de Wei-Norman

Los encantos de esta ciencia sublime,
las matematicas, sélo se revelan

a aquellos que tienen el valor de
profundizar en ella.

Carl F. Gauss

3.1. Teorema de Wei- Norman

Otro aspecto fundamental en el desarrollo de esta tesis consiste en encontrar

las soluciones de la ecuacion

%}@:H(t)U(t) Uu)=1

donde H y U son operadores lineales en un espacio vectorial de dimensién finita

e I es el operador identidad. El operador H(t) es una funcién dada del tiempo.
El operador H(t) aparece con frecuencia en fisica como el hamiltoniano de una

ecuacion de movimiento o como una matriz de probabilidad de transicion.

Este ecuacion aparece en diversos problemas de la fisica tales como las prob-

abilidades de transicién de Landau-Teller de un sistema de osciladores arménicos
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simples, dispersiéon de rayos x por redes cristalinas; estas y otras aplicaciones
pueden encontrarse en la ref. [10]. Otro problema en que la ecuacién diferencial
aparece es en la integral de Franck-Condon empleada para estudiar los eigenval-
ores de dos osciladores distorsionados y desplazados [8]. Recientemente se han
encontrado también aplicaciones a la economia y finanzas [9].

El método que emplearemos para encontrar las soluciones de la ecuacién difer-

encial, se basa en el teorema que Wei y Norman enunciaron en 1963 [10]:

Teorema. Supdngase que el operador lineal A(t) puede ser expresado en la

forma

H(t) = Zai(t)Ai (m finita) (3.1)

donde las a;(t) son funciones escalares del tiempo y las A; son operadores inde-
pendientes del tiempo.
Sea el dlgebra de Lie denotada por L y generada por los operadores Ay, As, ..., A,,.

Entonces existe una vecindad de ¢t = 0 en la cual la solucién de la ecuacién

au(t
% —HOUE) U0) =1 (3.2)
puede ser expresada en la forma

U(t) = He[gi(t)Ai] (3.3)

donde Ay, ..., A, es una base de L y las g;(t) son funciones escalares del tiempo,

las g;(t) dependen solamente del algebra de Lie L y las a;(t).

El teorema permite construir un algoritmo usando las ecuaciones (3.1), (3.2) y

(3.3) y por la aplicacién repetida de la bien conocida férmula (Baker-Hausdorff):
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X (XY XXX Y
2! 3!

XYe X =Y +[X,Y]+ [ (3.4)

a condicién de que se satisfagan las condiciones del teorema [10].
En la siguiente seccién mostramos como aplicar el método usando un operador

H(t) general.

3.2. El Método de Wei-Norman

En esta seccion mostramos el método de Wei-Norman para un operador gen-
eral. Sea

H(t) = ar(t)C + a(t) B + a3(t) A (3.5)

donde A, B y C generan un élgebra de Lie y que ademds satisfacen las relaciones

de conmutacion
[A,B]=aA  [C,B]=BC [A,C]=~B (3.6)

Vale la pena mencionar que las relaciones (3.6) constituyen el algebra de Lie
s1(2,C) que es el dlgebra de Lie del grupo de Lie SL(2,C) que entre otras cosas
permite estudiar grupos compactos y no compactos [17]; ! siendo su(2) y su(1,1)
casos particulares de sl(2,C).

Sea

U(t) = expl¢s(t) Clexplea(t) B exp|¢s(t) A (3.7)

1Como ya mencionamoss en la seccién 1.3 los aspectos formales de la teorfa de grupos no
son tratados en este trabajo.
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Sustituyendo (3.5) y (3.7) en la ecuacién (3.2), obtenemos

{a1()C + as(t) B + ag() AU (1) =—

n dcb;t(t) el#1()C] Belé2(t)Blalda () Al

1 9938) 6101081 gelona] (3.5
dt
Multiplicando por la derecha a ambos lados de esta igualdad por el inverso de

U(t) conduce a

a1<t)c + (Zg(t)B + ag(t)A _dgb;t(t)c d¢2< ){e[¢1(t)c Be —o1(t C]}

i d(b;t( ){ [¢1(1)Clg[02(t) Bl gol=2(t)B]ol=01(%) }} (39)

Dado que A, B y C no conmutan entre si (ecuaciones (3.6)), debemos trabajar
por separado los términos entre llaves de los dos tltimos términos de (3.9):
Usando la férmula de Baker-Hausdorff, ecuacién (3.4) y las relaciones de con-

mutacién (3.6) obtenemos

exp[¢1(t) C1B[—¢:1(1)C] = B+ B¢ (t) C (3.10)
tambien

610101 gl62(0B] 4ol=02(DBlgl=611)C) _ol-at2(0)] {l61(81C) gol-1(1CY —

= oA 0 (1)B - 2L (1)0)

(3.11)
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Insertando (3.10) y (3.11) en (3.9) nos conduce a

a1(t)C + as(t)B + as((t)A =

_ {dcbl( ) d¢2( )
dt
by ¢1() d¢3() [—ad2(0)} Oy

dt
dgbg( ) do3(t) [—agss)

N dsb;t(t)e[am(t)] A (3.12)

Ben(t)

Dado que C, B y A son linealmente independientes, la ecuacién (3.12) nos

conduce al conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales, acopladas para las

Hi(t)'s:

W) oy 1) = pon( 22 4 D gemoeno @l (545
) (1) + 160 () d¢§f) (3.14)
d¢3(t) apa(t
dt =a(t)eto2) (3.15)
Estas ecuaciones pueden simplificrse més, obteniendo
P —as(t) ~ et (1) ~ a1 (3.16)
d¢;t(t) :ag(t) + VQS(t)QSl(t) (317)
dczﬁ;t(t) =a(t) explags(t)] (3.18)

Como puede verse, el teorema de Wei-Norman, proporciona un método efi-
ciente para obtener las soluciones a la ecuacién (3.2) con la condicién de que los
operadores A; (i = 1,2,...,n) generen un algebra de Lie.

Hemos encontrado también un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
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orden no lineales siguiendo el método de Wei-Norman y, como puede verse, el
método es directo a diferencia de otros, como el de Magnus [26], que es mucho
mas complejo que el seguido por nosotros, cumpliendo hasta ahora una parte de

los objetivos a alcanzar en este trabajo de tesis.
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Capitulo 4
Aplicaciones

Si les plats que je vous offre sont mal préparés,
c’est moins la faute de mon cuisiner que celle de
la chimie, qui est encore dans I’enfance.

Anatole France

Hasta ahora, los conceptos presentados a lo largo de esta tesis asi como los
resultados que hemos obtenido en el capitulo anterior son de caracter general.

En este capitulo, armados con el marco tedrico expuesto, aplicamos los resulta-
dos obtenidos en la 1ltima seccién del capitulo anterior para obtener las dlgebras
de Lie su(2) y su(1,1). Intentamos también hacer lo mismo, para los q-osciladores
y los f-osciladores; a continuacion, aplicamos nuestros resultados al problema del
potencial de Poschl - Teller. Finalmente estudiamos el hamiltoniano de Caldirola

- Kanai.

4.1. Algebra su(2)

Como sabemos, los operadores J, ,J_ y Jy son los generadores del dlgebra de

Lie su(2) y satisfacen las reglas de conmutacién
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[JZ? J—] =—J [Jza J—i—] =Jy [J-H ‘]—] =2J, (41)

De las relaciones de conmutacién (3.6) haciendo

obtenemos las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Lie su(2).
J_, ) =J_ Jy, L) =—Jy [J_, Jy] = —2J, (4.4)

Por lo que, insertando las relaciones (4.3) en las ecuaciones (3.16), (3.17) y

(3.18), obtenemos

W) —as(1) + a0 (1)~ as(D63(0) as)
) _ 1) - 2051160 (1) o)
d¢§t(t) =aj(t) exp[¢2(t)] (47)

Por otro lado, Puri [20], siguiendo un procedimiento diferente del de Wei-

Norman, obtiene las ecuaciones diferenciales para los generadores del algebra de
Lie su(2)

Vel) ot acfult) - a0 (138)
an(t)

0 o 20 f (0 (49)
P o explfeft) (410)

Comparando los dos conjuntos de ecuaciones diferenciales vemos que si hace-
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mos la correspondencia

¢i(t) = fo(t)  da(t) = fo(8)  ds(t) = (D)

a(t) — ag as(t) — a, as(t) — a_ (4.11)

nuestros resultados coinciden, excepto por que nuestras a; son funciones del tiem-
po y las a; son constantes.

Regresando a las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.7) es obvio que no podemos
obtener su solucién pues no conocemos la forma analitica de las a;(t); pero si

hacemos a;(t) — a; independientes del tiempo, la ecuacién (4.5), toma la forma

dy _

g ay® + by + ¢ que es conocida como la ecuacién de Riccati, Después de

integrar, obtenemos

a senh(I'qt)
noa 4.12
o1(l) 'y cosh(I'1t) — g-senh(I'1t) (4.12)
donde
) G
Fl = Z + aijas (413)

Las soluciones para ¢»(t) v ¢3(t) pueden ser encontradas una vez que ¢;(t) es

determinada, obteniendo

(1) = —2In{cosh(I';t) — %senh(rlt)} (4.14)
bs(t) as senh(I'qt) (4.15)

- Iy cosh(Iyt) — s-senh(I'1)

Hemos obtenido las soluciones de las ecuaciones diferenciales (4.5), (4.6) y

(4.7) obtenidas por el método de Wei-Norman con la restriccién a;(t) — a;, aun

29



Aplicaciones

cuando esta dlgebra no es soluble pues con L = {J,, J,, J_}, tenemos que

LW =L L]=1L

4.2. Algebra su(1,1)

Los operadores K, K_ y K, son los generadores de el dlgebra de Lie su(1,1)

y obedecen las relaciones de conmutacion
K, K |]=—-K_ K, K] =K, (K, K_|=—-2K, (4.16)

Comparando con las relaciones de conmutacién (3.6), tenemos que si

a=1 g=-1 v=2 (4.17)

obtenemos las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Lie su(1,1)

Insertando las relaciones (4.17) en las ecuaciones (3.16), (3.17) y (3.18), nos

conduce a
W (1) + aa(t)6n (1) + as()63 (1) (118)
d¢;t(t) —ay(t) + 2a3(t)éy (t) (4.19)
L) 1) explon)] 120
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Al comparar con las ecuaciones diferenciales obtenidas por Puri [20]

do(t)

T a4 (t) + a- g3 (t) (4.21)
do.(t)

= =0s - 20-6.(1) (4.22)
W) _o_expl.(1)] (4.23)

si hacemos la correspondencia

$1(t) = ¢4 () da(t) = 0:(1) @5 =0-(1)

ar(t) = ay as(t) — a, as(t) — a_ (4.24)

nuestros resultados coinciden.
Procediendo de manera semejante al caso anterior, hacemos la corresponden-
cia a;(t) — «; , independientes del tiempo, en las ecuaciones (4.18), (4.19) y

(4.20), podemos integrarlas para obtener

a senh(Tat)

t) =— 4.25
91(l) 'y cosh(T'at) — 5 senh(I'at) (4.25)
(1) = — 2In{cosh(Tat) — ;%senh(l“gt)} (4.26)

2
as senh(T'at)

1) == 4.2
95 (1) 'y cosh(T'at) — 5 senh(I'at) (4.27)

donde
02
2= ZZ —ayas. (4.28)

Notemos que esta dlgebra tampoco es soluble, puesto que si L = {K,, K, K_}
entonces

LW =L, L]=1L

Sin embargo con la restriccién a;(t) — «; hemos obtenido analiticamente las

soluciones a las ecuaciones (4.18),(4.19) y (4.20).
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4.3. q-osciladores

Los operadores ag, a;“ y N satisfacen las relaciones de conmutacién

lag, N =a,  [af,N]=—a)  lag,a)] = F(N) (4.29)

q

Comparando con las ecuaciones (3.6), si hacemos

a=1 f=-1 y=2 (4.30)

obtenemos

lag, N =a, [af,N]=—a}

q’ q

lag,a] = 2N # F(N) (4.31)

y no se satisface la iltima relacién de conmutacién (4.29) y, por supuesto, tampoco
las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Lie su(2).
Las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Lie su(1,1) tampoco se sa-

tisfacen, pues si

a=1 g=-1 v=2 (4.32)

No se satisface la iltima de las ecuaciones (4.31), pues se tiene que

lag,af] = —2N # F(N) (4.33)

q

32



Aplicaciones

4.4. f-osciladores

Con los f-osciladores ocurre lo mismo que con los g-osciladores, pues si en las

ecuaciones (3.6) hacemos
A:J_:A B:JZ:N C:J+:A+

a=1 f=-1 ~y=-2 (4.34)

tenemos

[AN]=A [A*,N]=—A"

[A, AT] = —=2N # (N + 1)f*(N + 1) — Nf*(N) (4.35)

vemos entonces que no se satisfacen las relaciones de conmutacién para el dlgebra
de Lie su(2).

También si en las ecuaciones (3.6) hacemos

a=1 g=-1 =2 (4.36)

obtenemos

[A,N]=A [AT,N]=-A"
[A, AT] = 2N # (N + 1)f*(N + 1) — Nf*(N) (4.37)

y tampoco se satisfacen las relaciones de conmutacién para el dlgebra su(1,1).

Es posible, sin embargo, encontrar una funcién f(N) tal que obtengamos las

algebras su(2) y su(1,1); para ello simplemente hacemos

+2N = (N + 1)f*(N +1) = Nf*(N) (4.38)
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en las ecuaciones (4.35) y (4.37), donde el signo (—) corresponde al dlgebra su(2)
y el signo (+) al algebra su(1,1). La solucién de esta ecuaciéon para f(NV) la

encontramos por un proceso de iteracion, obteniendo

+ N(N —1
F(N) = ﬂ:\/M (4.39)
N
luego entonces, si escribimos
—N(N -1
FN) = a2V = D (4.40)
N
tenemos el algebra de Lie su(2); y con
N(N -1
f(N)Zi\/—C+ Ev ) (4.41)

obtenemos su(1,1).

El signo (-) en la ecuacién (4.40) significa que existe un nimero méximo de
cuantos n,,4, determinado por ¢ y que a su vez determina el tamano finito de las
matrices que representan a su(2), lo que estd en completo acuerdo con la teoria
de momento angular; en tanto que el signo (4) en la ecuacién (4.41) nos dice
que el nimero de cuantos es ilimitado por lo que las matrices para su(1,1) son
infinitas.

Con la eleccién de f(N) dada por la ecuacion (4.39) hemos obtenido las alge-
bras de Lie su(2) y su(1,1); sin embargo, para f(IV) arbitraria no se satisface la
relacién de conmutacion [A, AT] para estas dlgebras.

La explicacién para esto la encontramos simplemente al considerar que la g-
deformacién g = e* la cual lleva a los g-osciladores y la funcién de deformacién
f(N) que lleva a los f-osciladores no son candnicas, esto es, no preservan la relacion
de conmutacion [a,a™] =1 del oscilador arménico.

Esto por un lado, por el otro, al introducir la g-deformacién ¢ = e, sélo se

pide que A sea real y positivo, pero, a final de cuentas, no sabemos nada mas
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sobre el pardmetro A, excepto el caso A = 0 que hace f(N) = 1.

También la funcién f(N) en A = af(N), es de cardcter general y la unica
condicién sobre ella es que f(N) = 1.

Otro caso en el que podemos soslayar esta dificultad, lo encontramos estu-
diando el potencial de Poschl — Teller modificado, enfocandonos solamente en la

region de energias negativas; esto lo hacemos a continuacion.

4.5. Potencial de Poschl-Teller Modificado

El potencial de Poschl — Teller modificado se escribe como [25]
V(z) = —Uptgh*(ax) (4.42)

donde Uj es la profundidad del pozo, « es el rango del potencial y x es la distancia
relativa a la posiciéon de equilibrio.

El potencial de Poschl-Teller modificado es pertinente para la descripcion de
excitaciones vibracionales de modos moleculares

Las funciones de onda de la ecuaciéon de Schroedinger asociadas a este poten-

cial son [23]
oL 1—-¢
U, =A,(1-¢) 22F1(—n,5+3+1;5—|—1,T) (4.43)
donde
¢ =tgh(ax) (4.44)
Vv —2u(E — Up)
= 4.4
£ P~ (4.45)
2uU,
s(s+1) = h2a,f (4.46)
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A, es un factor de normalizacion, p es la masa reducida de la molécula y
o F1 (a, B;7, ) es el simbolo que representa la funcién hipergeométrica [23].

Los niveles de energia se determinan por la condiciéon s—e =n,conn =0,1,2, ...

de donde

h?a?
81

Existe un nimero finito de niveles de energia determinado por la condicién

En = UO - 8MUO i|

[~ @)+ 1+

(4.47)

e > 0, es decir, n < s; por lo que el ultimo estado ligado corresponde a 1,4, =
s—1.
Si escribimos los valores propios ecuacién (4.47) en términos del pardmetro s

obtenemos
h2a?

E,
24

(s 4 2sn —n?) (4.48)

Consideremos ahora el f-oscilador cuantico dado por el hamiltoniano

Hy =

N 8

(AAT + ATA) =
_w

5 [(N+1)f* (N +1)+ Nf*(N)] (4.49)

Siguiendo a de los Santos-Sénchez et al. [25] elegimos la f-deformacién como

fA(N) = %(25 +1—N) (4.50)

entonces el f-hamiltoniano ecuacién (4.49) se convierte en

ha? )
cuyo espectro es idéntico al de la ecuacién (4.48). Notemos que el caso arménico
f(N) =1 se recupera al tomar los limites s — 0o, a — 0y sa® = pw/h

Para la f-deformacién dada por la ecuacién (4.50) los f-operadores A, A" y el
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operador de numero N satisfacen

[AN]=A [A* N]=-A [A A= Z—Cj(s ~N) (4.52)

estas relaciones de conmutaciéon se reducen al caso armonico en los limites arriba

mencionados.
Si hacemos )
f
X = s (4.53)
Jpw
tenemos que
N
[A, AT =x(1-—) (4.54)
s
definimos
N
GON) =x(1 =) (4.55)

De manera tal que las ecuaciones (4.52) se convierten en
AGON) = =24 [ATGON) = 24T [A A =GON)  (456)

Es claro que los operadores A, AT y G(xN) son elementos de un algebra de Lie.
Con esto en mente, podemos obtener las ecuaciones diferenciales dadas por el
método de Wei-Norman, como sigue:

Si en las ecuaciones (3.6) hacemos
A=A B =G(xN) C=A"

a=-x/s p=x/s =1 (4.57)

obtenemos las relaciones de conmutacién (4.56).

Insertando las relaciones (4.57) en las ecuaciones diferenciales (3.16), (3.17) y
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(3.18) nos conduce a

D) o, 1) ~ Xas()r(t) ~ Xar()i(0) (4.58)
W) ) + sty ) (459)
D) 1) expl-X(0) (460)

Si comparamos con las ecuaciones obtenidas por de los Santos et al. [25]

quienes las obtienen siguiendo el procedimiento de Puri [20]

dey (1) X X

It =01 — ;Oé2¢1<t> - g%ﬁﬁ%(t) (4-61)
dén(t)
—dt =g + a3¢>1 (t) (4'62)
d‘@” —o exp[—%gbg(t)] (4.63)

entonces. haciendo la correspondencia a;(t) — «; nuestros resultados coinciden.

Es posible obtener las soluciones de las ecuaciones (4.58), (4.59) y (4.60) [20]

aun cuando el dlgebra generada por las relaciones (4.56) no es soluble, pues con

obtenemos

L={A A" G(xN)}

LW =[L,L]=L

Podemos obtener, a partir de las ecuaciones ((4.56)) las relaciones de con-

mutacién para las dlgebras de Lie su(2) y su(1,1) respectivamente como sigue:
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4.5.1. Algebra su(2)

Haciendo
J, = iG(X/N) J=At  J . =A

en las relaciones de conmutacién
T L) =T =0 [Tl Ji = -2 (4.64)
obtenemos
COON). AT = AT [CGON). A =4 [AAT]=22GON)  (4.65)
comparando con las relaciones de conmutacién ecuacién (4.56)
AGON)] =24 [ALGON) =547 [AAT]=CG(N)  (466)

Entonces, imponiendo la condicién x/s = 2 obtenemos las relaciones de con-
mutacién (4.56) y también las relaciones de conmutacién para el dlgebra de Lie

su(2). Las ecuaciones diferenciales obtenidas por el método de Wei-Norman son:

dd)c}t(t) =a1(t) = ax(t)é(t) - 1az( t)éi (t) (4.67)
d(b;;t) =a(t) + as(t)é:(?) (4.68)
%t(t) =az exp|—da(t)] (4.69)

4.5.2. Algebra su(1,1)

Haciendo
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en las relaciones de conmutacion (1.22)
K. K- ]=-K_.  [K, K=K, [K K]=-2K, (4.70)
nos conduce a
COON) AT = AT SO0V A=A [AAT] = 222G0N) (4.7
Asi, si hacemos x/s = —2, obtenemos las relaciones de conmutacién
AGON] =34 [ATGON) =34 (A AT =GON)  (472)

y las relaciones de conmutacién para el algebra su(1,1).

Las ecuaciones diferenciales dadas por el método de Wei-Norman son

d(bc}t( : =a1(t) + as(t) 1 (t) + %as(tw%(t) (4.73)
dqﬁ; t(t) —ay(t) + as(t) oy (t) (4.74)
d%@ =a exp|—¢s(?)] (4.75)

4.6. Hamiltoniano de Caldirola-Kanai

Finalizamos este apartado con el problema del Hamiltoniano de Caldirola-
Kanai! que también es conocido como el oscilador arménico amortiguado con
coeficiente de friccion, lo cual se traduce en pérdida de energia o decaimiento de
los estados excitados del oscilador armoénico.

El hamiltoniano de Caldirola-Kanai estd dado por

2 2
P ot T oty (4.76)

a) =5 2

I Aunque es un subcaso de la seccién 4.2 es instructivo discutir por separado un caso concreto
como éste
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donde v es el coeficiente de friccion y que en este trabajo tomamos como un
parametro real.

Para aplicar el método de Wei-Norman escribimos el hamiltoniano como
H(t) = a\(t)Hy + ax(t)Hy + as(t) Hs (4.77)

Siguiendo a Sandoval et al. [7], escribimos

1 0 1 1
0 Hy, = —(932 + 21’) H; = 53?2 (4.78)

=552 ot oz

H,, Hy, y Hj satisfacen las reglas de conmutacion

[Hy, Hy] = Hy [Hy, H3] = Hj [Hy, H3) = 2H, (4.79)

que corresponden al dlgebra de Lie su(1,1).
Los coeficientes dependientes del tiempo son
h2

ai(t) = Ee‘“’t as(t) =0 as(t) = mw’e" (4.80)

Comparando (4.77) y (4.79) con las relaciones (3.5) y (3.6), concluimos que

haciendo

C:Hl B:H2 A:Hg
a=-1 =1 v=-2 (4.81)

obtenemos el hamiltoniano de Caldirola-Kanai y las relaciones de conmutacion
(4.79).

Con ayuda de las ecuaciones (4.18), (4.19) y (4.20) obtenemos las ecuaciones
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diferenciales

do:(t)

) —ai(t) + as (1) (4.82)
) _gt) — 20s(t)6n (1) (4.83)
d¢3(t) _ —¢a(t

— o =as(t)e (4.84)

Insertando los coeficientes a;(t) dados por (4.80) estas ecuaciones se transfor-

man en
déy(t) B2
) Tttt (4.85)
dgb;t(t) = — mw?e¢, (4.86)
d¢;zft) —mw?e " (4.87)

Queda por responder la cuestién de si estas ecuaciones diferenciales pueden
integrarse por cuadraturas.

Para responder esta pregunta, recordemos que una ecuacion diferencial es
soluble por cuadraturas si puede escribirse como una diferencial exacta, y este no
es el caso para la primera de estas ecuaciones.

Sin embargo, la solucién del sistema de ecuaciones (4.85)-(4.87) se reduce a
cuadraturas después de resolver la ecuacion de Riccati

dy(t) h?

= mw?y?(t) + yy(t) + - (4.88)

que resulta del cambio de variable y(t) = €"p1(t) en la ecuacién (4.85) cuya
solucién puede encontrarse por métodos analiticos [27].

Las ecuaciones (4.85)-(4.87) corresponden al problema resuelto por Sandoval
et al. [7]. Mostrando que este también es un caso particular del tratamiento

considerado en esta tesis.

42



Capitulo 5

Conclusiones

Hemos visto que una deformacion del dlgebra del oscilador arménico cuantico
via la introduccién del parametro ¢ da lugar a los asi llamados g-osciladores;
después de construir los elementos bésicos de esta dlgebra , siguiendo a Man’ko et
al. [14] hemos podido interpretar a los g-osciladores, como osciladores no lineales
con una anarmonicidad especifica, a saber, la dependencia de la frecuencia con el
coseno hiperbdlico de la energia.

Generalizando este esquema, introduciendo otras dependencias funcionales
de la energia diferentes de la del coseno hiperbdlico, por medio de la funcién
de deformaciéon f(N), N el operador de numero tradicional, obtuvimos los f-
osciladores y construimos los elementos bésicos de su dlgebra. Obtuvimos también
las relaciones de conmutacién que satisfacen los f-operadores {A, ATy N}.

Basandonos en el teorema de Wei-Norman, obtuvimos un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales de primer orden, con el auxilio de los generadores
del algebra de Lie {A, B, C'}, los cuales son de cardcter completamente general y
constituyen el dlgebra sl(2,C).

Vale la pena notar que las dlgebras su(2) y su(1,1) son casos particulares del
algebra sl(2,C).

Aplicamos estos resultados de caracter general a diferentes problemas que
pueden ser considerados como casos particulares de aquellos.

Los casos particulares estudiados son:
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1. Algebras de Lie su(2) y su(1,1)
2. Algebras de los g-osciladores.
3. Algebras de los f-osciladores.

4. Algebra de Lie del potencial de Poschl-Teller modificado y sus algebras
su(2) y su(1,1).

5. Hamiltoniano de Caldirola-Kanai.

En el caso de las dlgebras su(2) y su(1,1) (estudiadas en la seccién 4.1 y 4.2),
basdndonos en el método de Wei-Norman encontramos un conjunto de ecuaciones
diferenciales no lineales de primer orden cuyas soluciones, no obstante que estas
algebras no son solubles, las pudimos obtener por medios analiticos.

No fue posible obtener las dlgebras su(2) y su(1,1) para el caso de los q-
osciladores.

Encontramos que para una funcién de deformacién arbitraria f(N) no es
posible construir las dlgebras su(2) y su(1,1) para los f-osciladores; no obstante
imponiendo la condicién (4.38), encontramos funciones f(N) para las que fue
posible obtener aquellas dlgebras.

Para el potencial Poschl-Teller modificado con una eleccién adecuada de la
funcién de deformacion f(N), nos fue posible reproducir el espectro de valores
propios de la energia, obtenidos via solucién de la ecuacion de Schroedinger. Con
esta f-deformacion, obtuvimos el dlgebra de Lie para la terna de f-operadores
{A, AT, G(xN)}. Es posible encontrar las soluciones a las ecuaciones diferenciales
obtenidas por el método de Wei-Norman [20] no obstante que el dlgebra de Lie
para este problema no es soluble.

Mediante una eleccién adecuada de los parametros x’s en el operador G(x V)
encontramos las algebras su(2) y su(1,1) para este potencial.

En el caso del Hamiltoniano de Caldirola-Kanai, encontramos que el algebra
de Lie generada a partir de los operadores dados por la ecuacién (4.78), satisfacen

el algebra su(1,1).

44



Conclusiones

Las ecuaciones diferenciales obtenidas por el método de Wei-Norman para
este hamiltoniano se reducen a cuadraturas después de obtener la solucion de la

ecuacion (4.85) por métodos analiticos.

A partir de esto podemos concluir que:

1. No es posible obtener el dlgebra de Lie para la terna de operadores A, AT, N
del f-oscilador cudntico con f(N) arbitraria; sin embargo, con una eleccién
adecuada de la funcién de deformacién, es posible obtener las dlgebras su(2)

y su(1,1).

2. El teorema de Wei-Norman proporciona un método directo y eficiente que
puede ser aplicado a diferentes problemas; las soluciones de las ecuaciones
diferenciales obtenidas no pueden ser encontradas por cuadraturas, debido
a que las algebras de Lie estudiadas no son solubles; sin embargo, fue posible

encontrar las soluciones de éstas.

Por tanto, al buscar las dlgebras para el f-oscilador cuantico, encontrar que
éstas no son solubles y obtener el conjunto de ecuaciones diferenciales para ellas

hemos alcanzado los objetivos planteados para el desarrollo de esta tesis.
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