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Resumen

En este trabajo se presentan expresiones analiticas para la masa M y el
pardmetro de rotacion a de un agujero negro (AN) de Kerr en términos de los
corrimientos de fotones emitidos por particulas geodésicas que orbitan, circular-
mente y en el plano ecuatorial, alrededor de éste para distintas configuraciones
(1, 2y 3 particulas masivas orbitando al AN). Estas formulas se obtienen aprove-
chando las simetrias del espacio-tiempo de Kerr, con el minimo de suposiciones,
mediante la implementacion de los campos vectoriales y tensorial de Killing co-

mo también de las condiciones para orbitas estables y circulares.

Palabras clave: Relatividad General, Agujero negro de Kerr, masa y espin, co-

rrimientos al rojo y al azul.
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Capitulo 1

Introducciéon

La teoria de Einstein es la herramienta més precisa para describir los efec-
tos gravitacionales ocasionados por objetos masivos y compactos que curvan el
espacio-tiempo. Este marco tebrico predice objetos tan pesados y compactos que
provocan una singularidad en el espacio-tiempo y la singularidad producida es
cubierta por una superficie nula llamada horizonte de eventos. El horizonte de
eventos impide ver la singularidad para observadores exteriores (particulas fue-
ra de esta superficie) y los observadores interiores (particulas que se encuentren
dentro del horizonte de eventos o que hayan cruzado el mismo) jamas podran
salir de esta. El conjunto de las anteriores propiedades de una region compacta

del espacio-tiempo es lo que define, a grandes rasgos, un agujero negro (AN) [1].

Un ejemplo claro de la creacion de estos enigmaticos objetos es el colapso gra-
vitacional de una estrella. Durante la vida de una estrella se realizan fusiones
nucleares en su interior, cuando su combustible nuclear se acaba la estrella se
contrae y si la estrella es suficientemente masiva, la fuerza gravitacional vence
a la presion provocando que la estrella colapse hacia su interior en un punto de

densidad infinita.

Por otro lado, la existencia del teorema de no pelo [2]| nos indica que los agujeros
negros estacionarios, rotantes (con respecto a un eje de simetria) y neutros se

caracterizan por unicamente dos parametros: la masa M y su momento angular

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

J = aM (en unidades naturales) [3]-]7].

Recientemente, con la deteccion de las ondas gravitacionales [8]-[12]| se ha co-
menzado una nueva era dorada para el estudio de agujeros negros astrofisicos
con el uso completo de la Relatividad General. Por otro lado, en las ultimas dé-
cadas ya se han estudiado objetos compactos muy masivos utilizando diferentes
métodos experimentales para determinar los pardmetros M, a y la distancia R
entre estos objetos y el sistema solar [13]-[16]. A pesar de estos analisis, todos
utilizan métodos newtonianos para establecer el valor de la masa del agujero
negro M y la distancia R. Ademas, pese a que uno supondria que estos objetos
son poco comunes en nuestro universo por la extraneza de sus descripciones
matematicas, resulta ser que hay evidencia observacional de la existencia de
millones de agujeros negros de masa intermedia (& 103M@; es decir, miles de
masas solares) en cada Galaxia y agujeros negros siper-masivos (mayores a
106M© ) en el centro de cada una, como el objeto siper-masivo en el centro de
la via Lactea, llamado SgrA™ [17].

Adicionalmente, los efectos relativistas son detectables inclusive en sistemas
que se encuentran en el régimen de campo gravitacional débil como lo es nues-
tro sistema solar (precesion de Mercurio), y es de esperarse que en la cercania
de un agujero negro super-masivo como Sgr A*, los efectos relativistas de las
orbitas de sus estrellas cercanas sean notables como lo reportado recientemente
en [18]. Por lo anterior, es necesario tener expresiones relativistas para M y
a en términos de cantidades observacionales para una mejor estimacion de los

parametros de estos enigmaticos objetos.

Motivados por un trabajo previo [19] , donde los autores tomaron la solucion de
un agujero negro de Kerr y haciendo uso de las simetrias de este espacio-tiempo
con un nimero reducido de suposiciones fisicas, encontraron los corrimientos al

rojo y al azul de fotones emitidos por las estrellas que orbitan alrededor del
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agujero negro de Kerr en términos de la masa M y el pardmetro de espin a del
agujero negro, como también del radio orbital de la particula de prueba vecina
al agujero negro. Nosotros en este trabajo encontramos soluciones al sistema de
ecuaciones obtenidas en [19] y hallamos soluciones analiticas para la masa M y
el pardmetro de rotacion a, para diferentes sistemas de particulas orbitantes en
torno al agujero negro. Las formulas obtenidas son novedosas debido a que, en
comparacion con los métodos newtonianos actuales, son obtenidas en el marco
de la teorfa de la Relatividad General y se encuentran expresadas en términos
de invariantes relativistas, los cuales son los corrimientos de los fotones emiti-
dos por las estrellas que orbitan circularmente alrededor del agujero negro en el

plano ecuatorial.

Los resultados de esta tesis serdn de mucha utilidad cuando se estudien, en
una primera aproximacion, sistemas como el conjunto de estrellas vecinas a Sgr
A* llamado conjunto S de estrellas. En principio, este método también se puede
aplicar, con relativa facilidad, al estudio de otros centros galacticos con agujeros
negros stiper-masivos, como el centro de Andromeda (M31), la cual hospeda un
agujero negro de masa M, ~ 1,4 X 1O8M@ [20], y al Nucleo Galactico Activo
de Cen A, la cual tiene un agujero negro de M, ~ 5 x 10"M¢ [21] (también
vease [22]).

Esta tesis se divide de la siguiente forma: en el Capitulo 2 damos a conocer
con mayor exactitud los antecedentes observacionales y tedricos que son la base
de esta tesis. En el Capitulo 3 mostramos que se pueden encontrar féormulas
exactas para los parametros de un agujero negro tipo Kerr empleando distin-
tas configuraciones (diferente ntumero particulas de prueba orbitantes) de un
sistema que tiene como centro un agujero negro de Kerr. Finalmente en el Capi-
tulo 4 discutimos los resultados obtenidos, asi como las aplicaciones de nuestros

resultados en futuros experimentos y en distintas situaciones astrofisicas.






Antecedentes generales

En este Capitulo explicaré con detenimiento los resultados previos que se
han conseguido en distintos trabajos observacionales y teéricos para entender

el desarrollo de esta investigacion.

1.1. Antecedentes observacionales

Durante las ultimas décadas se ha incrementado el interés en la bisqueda de
agujeros negros astrofisicos, como también en métodos y herramientas cada vez
mas precisos para estimar sus parametros. Uno de los métodos més utilizados
en la astrofisica es la espectroscopia cercana al infrarrojo de alta resolucion para
el monitoreo de las trayectorias de estrellas orbitantes alrededor de un objeto
compacto como un agujero negro, este método es utilizado para describir el
movimiento del conjunto de estrellas alrededor de Sgr A* 23], llamada S o SO.
Con el uso de este método se logran estimar los corrimientos al rojo y al azul
de fotones emitidos por las estrellas en el conjunto SO. Después, el corrimiento
al rojo o al azul, de alguna estrella orbitante, se aproximan, en el régimen
newtoniano, a la velocidad radial de la estrella (v, & zc¢, donde ¢ es la velocidad
de la luz en el vacio) [24], esta velocidad se define como la rapidez de la estrella

con la que se aleja o se acerca a nosotros.

Con esta suposicion se pueden hacer uso de las leyes de conservacion de
energia (1,+V,(p) = T, + V,(a)) y momento angular (L, = L,) en los distintos
puntos de la 6rbita (en particular en el periastro y el apastro) de una particula
orbitante, que se encuentra en la FIG. 1.1, para encontrar el semieje mayor L y

utilizar la tercera ley de Kepler con el periodo de la érbita 7:

15



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION
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Figura 1.1: La direccién de la velocidad en el periastro v, es paralela a la direccién de la velocidad
en el apastro v, pero el sentido opuesto. Ademas, el observador se encuentra muy lejano del sistema
y la linea de vision del observador es paralela con la direccién de las velocidadades en el periastro v,
y en el apastro v,. El momento angular J apunta en direcciéon perpedincular al plano de la 6rbita

o 4w
- GMyy

con G como la constante gravitacional de Newton y M 4y es la masa del AN. Con

T L’ (1.1)

lo anterior, los astronomos calculan la masa del agujero negro con el periodo y
el semieje mayor de sus estrellas vecinas de manera newtoniana. Para el caso de
Sgr A* se estima una masa M = 4,31 x 106M® con el anélisis de la 6rbita de la
estrella S0-2 [25]. Ademas, se agregan correcciones relativistas debido a la prece-
sion de la estrella SO-2 con un potencial de la métrica de Schwarzschild (agujero
negro estatico) con lo cual obtienen un valor de la masa M = 4,28 x 10° M [26].
Sin embargo, con el acercamiento newtoniano no se puede estimar el pardmetro
de espin de SgrA* ya que solamente se toma en cuenta el movimiento relativo
entre el agujero negro y la estrella. A pesar de esto, existen técnicas que logran

acotar el parametro de rotaciéon como el analisis de las emisiones de llamaradas
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en las cercanias (horizonte de eventos) de Sgr A*, que acotan el parametro de
espin por la siguiente estimacion 0,70 £0,11 M < a < M [27], o las oscilaciones
cuasi-periodicas de alta frecuencia aplicadas al disco de acrecion, lo cual da un
valor aproximado del espin en la siguiente manera a = 0,996 M [28]-[30|. De-
bido a que el parametro de espin de Sgr A* es cercano a M (valor méximo),
la implementacion de espacio-tiempos estéticos (Schwarzschild) para modelar
el objeto compacto que se hospeda en el Centro Galactico no son precisos y se
deben emplear espacio-tiempos axisimétricos.

Por otro lado, un gran nimero de proyectos trabajaran en conjunto para
estudiar al agujero negro (AN) stper-masivo de nuestro Centro Galéctico, este
es el caso de BlackHole Cam [31], el cual aprovecharé las sinergias de tres
diferentes experimentos: Event Horizon Telescope [32] que se enfocard en el
horizonte de eventos del AN buscando las emisiones del disco de acrecion de Sgr
A*; GRAVITY [33], que rastreara las orbitas del conjunto S con interferometria
cercana al infrarrojo y un conjunto de radiotelescopios que estudiaran un radio
pulsar cercano a Sgr A* con la finalidad de medir los pardmetros de Sgr A* con
alta precision. Ademas, el proyecto MICADO analizaré el perfil de velocidades y
el movimiento propio del conjunto SO mediante un arreglo de 4x4 de detectores
infrarrojos sensibles en un rango de longitud de onda 0,8 — 2,5um, con una

precision cinco veces mayor que la del Very Large Telescope (VLT) [34].

1.2. Antecedentes teoricos

La Relatividad General es la teoria del espacio, el tiempo y la gravitacion
formulada por Albert Einstein y que vino a generalizar su Teoria de la Relati-
vidad Especial propuesta en 1905. Esta teoria comenz6 con la publicacion de
las ecuaciones de campo de Einstein, seguida por una serie de articulos sobre
sus fundamentos y sus miltiples confirmaciones experimentales (precesion del

perihelio de Mercurio, deflexion de la luz debido al Sol, etc).

Unos meses después de su postulacion, Schwarzschild encontré soluciones a las
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ecuaciones de Einstein para un objeto esféricamente simétrico y estatico. Esta
solucion representa un agujero negro estatico que tiene un horizonte de eventos
cuando la coordenada radial es r = 2M (con unidades naturales) y cubre una

singularidad en el origen r = 0.

Por otro lado, la mayoria de los objetos astrofisicos conocidos rotan en su
sistema inercial local (relativo a otros objetos vecinos), por lo que su campo

gravitacional no es descrito por la solucién de Schwarzschild.

Casi 50 anos después de su formulacion, Kerr [35] encontré una solucién a
las ecuaciones de Einstein para describir el campo gravitacional de un objeto
estacionario y rotatorio con respecto a un eje de simetria, dado por la siguiente
meétrica:

ds? = gudt* + 2g;5dtdd + goppdd* + grrdr® + geadt?, (1.2)

donde las componentes del tensor métrico g,,,, en las coordenadas Boyer-Lindquist

(t,r,0,¢), son:

B ] 2Mr B 2Mar sin® 6 _E
gt = 5 y Gt = 5 ) grr—Aa

2Ma?r sin® 0
9op = <T2+a2+ )y ) sin” ), o9 =2, (1.3)

A=r?4+a®>—2Mr, ¥ =12 4 a?cos® 9,

M es la masa del agujero negro y a es el parametro de rotacion (espin).

La métrica (1.3) es no degenerada y no singular en todos lados excepto cuando
> =0y A = 0. Al calcular el invariante de Kretschmann Ram(;RO‘BVJ , donde
Ropys es el tensor de curvatura de Riemann, nos muestra que A = 0 es una

singularidad aparante y:

Y =r"+a*cosh? =0 (1.4)
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es una verdadera singularidad. Para analizar esta singularidad es necesario rea-

lizar el siguiente cambio de coordenadas:

z + iy =(r + ia) sin fe’ | (d¢+“A_ldr), (1.5)
z =rcosb, (1.6)
t :/ [dt + (r* 4+ a®) A™Ydr] — 1. (1.7)

Con las Ecs. (1.5)-(1.7) se puede determinar r implicitamente en términos de
(x,y, z) por:
rt — (:L'2 +y? 4+ 22— a2) r? —a’z* = 0. (1.8)
El escalar de Kretschmann ROZM(;RO‘B% diverge cuando z = 0, lo cual arroja la
sigulente expresion:
2?4+ y* = a’. (1.9)

La Ec. (1.9) es conocida como la singularidad de anillo en la métrica de Kerr

que se ubica en el plano z = 0 (véase pag. 162 en [36] ).

Como ya se menciono, la singularidad A = 0 es aparante; esta igualdad tie-

ne como soluciones dos superfices:
re =M=+ M?—a (1.10)

Si tomamos el caso a = 0 con 7, se recupera el horizonte de eventos de un
agujero negro de Schwarzschild (r = 2M). Para esta superficie, las particulas
y los fotones son capaces de cruzarla pero no podran escapar del interior; es
decir, cualquier evento que ocurra en r < r,, no podra ser medido por un
observador externo. Esta superficie es conocida como el horizonte de eventos
exterior. Dentro de la superficie con r existe otra superficie con r_, la cual no

tiene sentido fisico y es conocida como el horizonte de eventos interior.

Campos vectoriales y tensorial de Killing

Las simetrias de un espacio con geometria Riemanniana son encontradas

imaginando un campo vectorial (* en cada punto x# del espacio y preguntarse
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cuales condiciones mantienen a la métrica invariante bajo una traslacion en
direccion de (. Para esto, hacemos uso del siguiente cambio infinitesimal para

cualquier punto del espacio:

i =t + CH(x¥)dA, (1.11)
——
oxH
donde A es el parametro infinitesimal y ¢* es el campo vectorial de Killing.
Entonces, el elemento de linea en el punto z* y el punto cercano x# son idénticos

si tienen la siguiente expresion:
§(ds*) = (€0 + 9 0uC” + Gup0uC)dadz”d\ = 0. (1.12)

Por lo tanto, una simetria esté presente si la (1.12) se satisface independiente-
mente de la direcciéon de x#; es decir, la suma de los términos entre paréntesis

son cero. Esto se puede ver de la siguiente forma:
V.G +V,(, =0, (1.13)

donde Vi denota la derivada covariante. En el caso de la métrica de Kerr se

encuentran dos campos vectoriales de Killing, con coordenadas:

" =1(1,0,0,0) Campo vectorial de Killing temporal (1.14)

Y* =(0,0,0,1) Campo vectorial de Killing rotacional, (1.15)

estos dos campos vectoriales de Killing &# y ¢* conmutan entre si. Al realizar
la contraccion de un campo vectorial de Killing (* con la 4-velocidad de una
particula geodésica U* = (U*, U", U?, U?), nos lleva a una cantidad conservada.
En este caso al tener &# y ¢*, tendremos dos cantidades conservadas para una
particula geodésica masiva con 4-velocidad U® y otras dos para una particula

geodésica nula con 4-momento k*:

E = —mogu&'U", Ey, = —gu&"'E" (1.16)
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L= mogu " U" Ly, = guY"k", (1.17)

donde E y L son la energia y el momento angular para una particula masiva,
con masa en reposo my, respectivamente. De igual forma, las cantidades E. y
L., denotan la energia y el momento angular para particulas sin masa (fotones),
respectivamente.

La métrica de Kerr presenta otra cantidad conservada C' = K, U*U" donde el

campo tensorial de Killing K, cumple la siguiente ecuacion:
VoK, +V, K, +V,K, =0, (1.18)
donde C' se relaciona con la constante de Carter ) [37]| de la siguiente forma:
C = (L5 —aEd)? + Q. (1.19)

Este tensor K, se puede escribir en términos de campos vectoriales nulos (I, ¥

n,) de la siguiente forma:

K, =2¥(l,n, +l,n,) + TQgW, (1.20)
donde los vectores nulos son:
rP+a® (O\" a [ O\ o\"
M: —_— —_— —_— [
pe Tt (at) M(a@;) +<8T) (1.21)
Yy
r’+a®> [ O\" a oN\" A [0\
B Il — (=) ==
SR> (&s) oy (aqb) oy (m) | (1.22)

Ademés, estos vectores nulos cumplen las relaciones I, = nfn, = 0y l¥n, =
—1.

Componentes de las 4-velocidades de particulas geodésicas y el parametro

aparente de impacto b

Las 4-velocidades de la particula geodésica U* describiran la cinemaética de
una estrella, planeta o cualquier otro objeto astrofisico que se encuentre orbi-

tando al AN de Kerr, ya sea el emisor de los fotones o el detector de los mismos.
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Se debe encontrar U* en términos de los parametros del AN, M, a, y las carac-
teristicas de las orbitas de dichos objetos, dadas en términos de r y #; para esto
se emplearan las simetrias (campos vectoriales de Killing Ecs. (1.14)-(1.15)) de

la métrica de Kerr.

Primero, haremos uso de la norma de U* al ser una particula geodésica ma-

siva para el caso mas general:
2 , 2 2
1 =g (U + g0 (U + 906 U+ goo U")" +2g,5U'U?. (1.23)

Expandimos las Ecs. (1.16) y (1.17) para una particula masiva:

E
F=—= —gttUt - gt¢U¢ (124)
mo
y —
L
L= — = gusU" + gisU°, (1.25)
my

con esto podemos despejar U' y U? en términos de las componentes del tensor
métrico, la energia por unidad de masa E y el momento angular por unidad de
masa L, que son cantidades conservadas, de la siguiente forma:

_ Egss+ L

9h—9uYso

1
=3y [(r*+a”)*—Aa’sin 6] E—2MarL} (1.26)

Ut

y

Ud— _ Egiy+ L

iy GetGé0

:ﬁ [2Mar sin 0>°F — (A—a2 sin 92)[/] : (1.27)
sin

Sustituyendo (1.26) y (1.27) en (1.23) obtenemos una ecuacion que puede verse

como una particula con masa variable sometida a un potencial efectivo V,;:
<g§¢ - gtt9¢¢)

\ 7

Ver

Grr (U + goo U9 +1 — 0. (1.28)
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Por otro lado, contrayendo el tensor de Killing con las 4-velocidades K, U*U",
obtenemos una constante de movimiento C' que esté relacionada con la constante
de Carter () de la siguiente forma:

C= K, U'U" = % { [(? +a®) E—aL]” = 2 (U")* - ArQ}

= (aE — L)* + Q. (1.29)
Ahora podemos despejar la componente radial de la 4-velocidad:
S2(U)? = [(P+a®) E—aL]’ = A [72 + (aE — L)+ Q} = R(r), (1.30)

podemos notar que el segundo miembro de la Ec. (1.30) es una funcién que
unicamente depende de la coordenada r y en la misma ecuacién, la constante
de Carter () no tiene un significado fisico o geométrico claro. Posteriormente, se
puede susitituir (1.30) en (1.23) para obtener una expresion para la componente
polar U? de la siguiente forma:

2 (U‘Q)2 =Q—|a*(1-E%) + L—2 cos? 6. (1.31)

sen 62

En la tltima expresién, volvemos a notar que U? tnicamente depende de la
coordenada polar 6. También se puede ver con facilidad que si 6 = 7/2; es de-
cir, si colocamos a la particula en el plano ecuatorial, se tiene que = 0. La Ec.
(1.31) nos da un significado geométrico de @, la cual es una medida de cuanto

la 6rbita de una particula geodésica es oblicua con respecto al plano ecuatorial.

Por otro lado, debemos tratar la trayectoria de los fotones ya que ésta tendréa
codificada la informacion acerca de los pardmetros del AN de Kerr. La norma

del 4-momento de una particula luxoide es:
2 2
0= gu (k') + gor (K) + oo (&) + g0 () + 200k'R°. (1.32)

Nuevamente, a partir de las Ecs. (1.16) y (1.17) para fotones, encontramos las

componentes t y ¢ del 4-momento £* en términos de las componentes del tensor
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métrico g, su energfa £, y su momento angular L., y sustituyendo en (1.32)

se tiene una expresion similar a la Ec. (1.28):
E%gss + L*gu + 2E Lgsy

. 2
0= g (k )2 + Goe (k% — ;
(gw — gttg¢¢>

(1.33)

Ahora, encontramos el parametro de impacto aparente maximo, el cual defini-
mos como b = L,/E, que es considerado como la deflexion de la luz debido
al campo gravitacional producido por el AN de Kerr (vedse pag. 144 de [38]).
Al maximizar el pardmetro de impacto aparente ocurre que k" = 0. Ademas,
tomamos # =constante; es decir, que el movimiento de los fotones tiene lugar
en un plano y por lo tanto k’=0. Entonces, la Ec. (1.33) adopta la siguiente

forma;

b*git + 2bgis + g = 0. (1.34)
Al resolver la Ec. (1.35) para b, obtenemos:

—gs £ 1/ Gry — G190
- (1.35)

by = ,
Gt

la cual nos arroja dos valores diferentes del parametro de impacto que corres-
ponden a dos valores distintos del corrimiento al rojo o al azul, que a su vez
corresponden a dos puntos en la 6rbita que representan las posiciones de mayor
deflexion de la luz debido a que la distancia perpendicular entre la trayectoria
del foton y el origen del potencial central es méxima con respecto a un obser-
vador (vease Fig. 1.2). Esto sera de gran utilidad al calcular los corrimientos al

rojo o al azul de los fotones emitidos por las particulas masivas orbitantes.

Obitas circulares y acotadas en el plano ecuatorial

En la seccién anterior, se hallaron las componentes de la 4-velocidad y el
parametro de impacto aparente en el caso més general, sin determinar £ y L
en términos de los pardmetros del AN de Kerr. Por simplicidad, tomaremos el

caso para Orbitas circulares en el plano ecuatorial (6 = 7/2), lo cual implica
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que U" =0 = U’ y, por lo tanto, Ver = 0 (1.23); también impondremos la con-
dicién dV,.y/dr = 0 para garantizar las orbitas circulares a partir del minimo

del potencial efectivo.

Las ultimas condiciones nos llevan a las siguiente relaciones:

3/2 1/2 1/2
P : r 2Mrt= = aM (1.36)
r3/4 (r3/2 — 3M /2 4 2aM1/2)1/2

M2 (r? £ 2aMV? r1/2 4 0?)
r3/4 (132 — 3Mr1/2 £ 2aM1/2)1/2°
donde el signo superior indica que la particula gira de manera corrotante y la

L=+

(1.37)

contrarrotacion de la particula orbitante es el signo inferior (vease [41] para
el caculo detallado de estas magnitudes). Finalmente, introduciendo (1.36) y

(1.37) en (1.26) y (1.27), se llega a las siguientes expresiones:

3/2 4 o \ML/2
Ut(r,w/2) = (77 £ M) (1.38)
r3/4/13/2 — 3Mrl/2 £+ 2aM1/2
y
:tMl/2
U(r,m/2) = (1.39)

r3/4/r32 — 3Mr12 + 2a M2
Para obtener expresiones més generales, ya sean orbitas elipticas o fuera del
plano ecuatorial, serda necesario imponer otras restricciones para las orbitas de
las particulas, asi como hacer uso de @ # 0. En el caso de Sgr A*, la mayoria de
las orbitas elipticas del conjunto SO tienen una gran excentricidad y se encuen-
tran muy apartadas del plano ecuatorial. Sin embargo, las érbitas elipticas con
poca excentricidad se pueden aproximar a estas expresiones, siempre y cuando

se encuentren en el plano ecuatorial.

Ademas, las 6rbitas acotadas tienen la restriccion que su energia debe ser £/ < 1
y @@ > 0 [40|, mientras que para las particulas luxoides se debe cumplir que
E > 1. Otra restriccion para las trayectorias circulares es el radio orbital ma-

ximo que las particulas vecinas que pueden alcanzar sin caer al agujero negro,
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esta condicion se encuentra cuando £ = 1 de la Ec. (1.36) [40], que es dada de
la siguiente forma:

r>2M Fa+2VMVM*a. (1.40)

Sumado a esto, se tiene otra condicion para las orbitas estables, la cual se obtiene
de la estabilidad V/; > 0 [39):

ro> M{3+Z2:F\/(B—Zl)(3+Zl+QZg)}, (1.41)
a’ 1/3 a \1/3 a \1/3
7= 1+ (1- L (1 —) (1——)
1 -l-( M2> [ -I—M + i
CL2
Z2 = 3W+Z127

donde el signo superior equivale a corrotacion y el signo inferior a la contrarro-
tacion en las desigualdades (1.40) y (1.41).

Por ultimo, el parametro de impacto aparente en el plano ecuatorial, se de-
duce de la Ec. (1.35) con § = 7/2, de la siguiente forma:
—2aM +rv/r2+ a2 —2Mr
r—2M '
En esta expresion se obtienen dos valores distintos para los corrimientos al rojo

b, = (1.42)

(con b_) y al azul (con b).

Corrimientos al rojo

En esta seccion, repasaremos el trabajo previo [19] donde se obtuvo un for-
malismo relativista para lograr expresiones para la masa M y el parametro de
espin a del AN de Kerr en términos de los corrimientos de particulas geodésicas.
En general, la frecuencia de un fotén medido por un observador con 4-velocidad
Up en la posicion P es:

wp = —k,U" |p, (1.43)
donde P puede corresponder a la posicion e del emisor o d del detector, lo cual

nos lleva a dos frecuencias:

We = —]CMUM |e, Wy = —]{ENUM ’d; (144)
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Kerr Black Hole
/_

Figura 1.2: La distancia del observador al AN es r4 y la distancia del AN a un punto de la érbita
es re. La onda naranja es el corrimiento z. con el menor efecto Doppler en la linea de visién entre
el observador y el AN. Las ondas roja y azul son los corrimientos con un parametro de impacto
maximo b.

donde U* |.= UH(r.) y U" |4= U*(ry), al igual que los 4-momentos de los
fotones emitidos.
Entonces, el cambio de frecuencia asociado a la emision y deteccion de los fotones

es en general dado por la siguiente relacion:

1+27 = =*

Wd

(EWUt — L7U¢ — gTrUrkr — gggUeke) ‘e
|

(E’YUt - L’YU¢ - grrUrkT - 999U0k9) d 7

esta definiciéon de corrimiento al rojo incluye la informacion de cualquier tipo
de orbita (circular, eliptica, irregular, etc.). Ademaés, ésta nos arroja el valor del
corrimiento al rojo en cualquier posicion de la orbita.

Para el caso de orbitas circulares en el plano ecuatorial, se tiene que U" =
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0 = U para el emisor y el observador. Entonces, la Ec. (1.45) se convierte en:

(E’YUt B L7U¢) {e _ Ug _ be U(?
(B,U" — L,U?)], Ul — by Uj ’

1+ 7 = (1.45)

debido a que la energia £, y el momento angular L. del fotén se conserva a lo
largo de toda su trayectoria, se descarta cualquier tipo de interaccion del foton
durante el trayecto entre el emisor y el detector. Asimismo, esta restriccion de no
interaccion nos lleva a b, = b4, lo cual es una relacion importante ya que conecta
el radio del emisor r. con el radio del detector r4 junto con los parametros del
AN de Kerr.
Por otro lado, cuando el observador se encuentra a una distancia tal que ry >
M > a, se tiene que las componentes de la 4-velocidad en el punto d tienden
alUl— 1y Uj — 0. Entonces, realizando esta aproximacion en la Ec. (1.45)
obtenemos:

1+Z=U -bU? . (1.46)

Recordando los dos valores méximos del parametro de impacto aparente, la

relacion nos arroja dos expresiones para el corrimiento al rojo:
1+Z2=U'-b_ U’ 1+2'=U'-b U’ (1.47)

Posteriormente, tomamos en cuenta la posiciéon donde la deflexion de la luz es
minima, es decir, cuando b, = 0 que nos arroja el corrimiento central de la

siguiente forma:

L+ ot (7“3/2 + aMl/Q)
2. =U' =

, 1 48
© 332 — 3Mrl/2 + 2aM1/2 (1.48)

este corrimiento corresponde al punto C' en la Fig. 1.2. Ahora restamos la Ec.

(1.48) de las expresiones (1.47) y de esa forma obtenemos lo siguiente:

2=7 2z =—U%_ (1.49)
B :|:M1/2(26LM—|—7“\/7”2—|-6L2—2M7“)
_7“3/4(7“—2M)\/7’3/2—3M7"1/2:I:2a]\41/2
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=7 — 2= —U%, (1.50)
B :|:M1/2(2aM—r\/r2+a2—2M7“)
_r3/4(r—2M)\/7“3/2—3Mr1/2:|:2aM1/2’

donde el signo superior significa la corrotacion y el signo inferior es la contra-
rrotacion. Las Ecs. (1.49) y (1.50) representan los corrimientos medidos desde
los puntos que se muestran en la Fig. 1.1. Ademaés, se puede notar que cuando
la particula es corrotante con el AN de Kerr, z es el corrimiento al rojo debido
a que la particula de prueba se aleja del observador y 2’ es el corrimiento al
azul ya que se acerca al detector, y viceversa si el movimiento de la particula
es contrarrotante. También, podemos observar que si tomamos el caso de Sch-
warzschild (a = 0), las Ecs. (1.49) y (1.50) son z = —2.
Definiendo o = (2 + 2)2 y B = (2 — /)%, se logra tener una expresion para el
cuadrado de a:
s ar’ (r—2M)
4B8M?2 —ar?

a (1.51)

Sin embargo, sustituyendo la Ec. (1.51) en alguna de las expresiones (1.49) o

(1.50), se llega a obtener una ecuacion polinomial de octavo grado para M:

[16 7 M? — (4BM° — ar?) (re — 2M) (re — 3]\4)}2 =
dor®M (r, — 2M)? (48M* — ar?), (1.52)

la cual no tiene una solucién algebraica exacta. A pesar de esto, es posible
resolver numéricamente la Ec. (1.52), obteniendo ocho raices de las que solo se
tomaran en cuenta las raices reales y positivas. Estas raices seran soluciones
fisicas si cumplen las condiciones de circularidad (1.40), de estabilidad (1.41) y

preservan el signo en la signatura de la métrica.






Capitulo 2

La masa M y el parametro de rotacion a

en términos de observaciones

En este capitulo nos enfocaremos en la obtencion de féormulas relativistas
para la masa M y el parametro de rotacion a del AN de Kerr en términos de
cantidades observacionales, a saberse de: z, 2’ y z., como también del radio

orbital r de la particula orbitante.

2.1. M en términos de los corrimientos de fotones emitidos por

tres particulas orbitantes

Empezaremos por considerar un sistema de tres particulas de prueba que
rotan circularmente en el plano ecuatorial alrededor del AN de Kerr. Cada una
de estas particulas tendra un radio orbital: 71, ro y r3 que debera cumplir con
la restriccion r; < ro < r3 (ver Fig. 2.1).

Entonces, cada particula, etiquetada con el indice 7, tiene su expresion para
a; = (2i+2)%y Bi = (2;—2})?, y realizando el cociente entre estas dos cantidades

obtenemos:

a 4a2 M
b B rilri+a®—2Mr ! (2.1)

Debido a que cada una de las particulas obedece la ecuacion (2.1) y consideramos
que tnicamente interactia con el AN de Kerr, estamos ignorando las pequenas

correcciones provenientes de la interaccion entre las particulas de prueba.

31
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r1 (particle 1 radius)
ro (particle 2 radius)

rs (particle 3 radius)

Figura 2.1: La linea del observador al Agujero Negro es rq >> r.. Las tres particulas orbitantes son
tratadas como particulas puntuales y los puntos en color son las posiciones donde los corrimientos
al rojo o al azul, como z., deben ser medidos.

Entonces, dividiendo la expresion (2.1) para la particula 1 entre esa misma
expresion para la particula 2 y realizando la misma operacion entre la particula

2 y la 3, obtenemos:

o _ 7ers(ra — 2M) — mri(r — 2M)

2 2
YiTT — 72Ty

a , (2.2)

2 737'%(7“3 — 2M3 — ’727’%(7“2 —2M) | (2.3)
Y2Tg — 7373

Las Ecs. (2.2) y (2.3) son expresiones analiticas para el parametro de espin de
la fuente central. Después, igualando (2.2) y (2.3), se llega a tener una ecuacion

lineal para la masa M del AN de Kerr en términos de los corrimientos al rojo
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y al azul de tres particulas de prueba junto con sus radios orbitales:

13 i (C D)™ ey (rF — 1)
23 (=) iy (ry — i)

Una vez que la estimacion de M se ha hecho con la Ec. (2.4), se debe ingresar ese

M = (2.4)

valor en la Ec. (2.2) o (2.3) para obtener una estimacion relativista para el valor
del pardametro de espin del AN de Kerr. Por lo tanto, con este método hemos
escrito expresiones relativistas para la masa M y el pardmetro de rotacion a
en términos de doce datos observacionales de tres particulas orbitantes: tres
diferentes corrimientos al rojo para cada particula y tres radios orbitales, por lo
que fue conveniente introducir méas parametros observacionales para reducir el

grado del polinomio de la Ec. (1.52).

2.2. M y a en términos de los corrimientos de fotones emitidos por

dos particulas orbitantes

Ahora consideramos un sistema de dos particulas orbitantes que siguen ro-
tando circularmente en el plano ecuatorial alrededor del AN de Kerr con radios
orbitales r; y ro (Ver Fig. 2.2). Para este sistema, sera util definir 1y = r y

ro = Ar tal que A = ry/r; > 1. Para la primera particula, la Ec. (1.51) tiene la

forma:
0 ayr3(r — 2M) (2.5)
_451M2—0417“2’ '
y para la segunda particula es:
0 aa(Ar)3(A\r — 2M) (2.6)

4By M? — an(Ar)?
Nuevamente consideramos que las particulas no interactiian entre si y tnica-
mente los efectos observables son debidos a cada particula con el AN, por lo

que podemos igualar (2.5) con (2.6):
M3 M?
8(a1 By — >\304251)F —4(a1 By — )\4&251)7 +

M
2A2(\ — Dajag— — XN2(A\? — 1Dajan = 0. (2.7)
r
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ERR BH

4

—1 = r (particle 1 radius)

—1r9 = Ar (particle 2 radius)

Figura 2.2: La distancia entre el observador y el AN r; >> r.. Los puntos de colores representan las
mismas posiciones que en la Fig. 2. La corrotacién o la contrarrotaciéon de las particulas orbitantes
no tiene relevancia en nuestro analisis

La Ec. (2.7) es un polinomio de tercer grado para M y tiene tres raices, debido
a esto se debe proceder a estudiar su discriminante Aj para saber cuantas raices

reales tiene. Para ello es necesario definir las siguientes expresiones:

ps = o1y — Naof, (2.8)

p2 = a1y — Masf (2.9)
y

p1 = XA = Daas. (2.10)

Entonces, la Ec. (2.7) se convierte en:

M3 M? M
8]937 — 4]927 + 2])17 — ()\ + 1)p1 =0. (211)

A fin de mostrar que p3, po v p1 son positivos uno debe considerar las expresiones
ap = (2(r) +2'(r)% B = (2(r) = 2 (r)? az = (W) + 2'(Ar))° y B2 =
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(z(Ar) — 2/(\r))? para el corrimiento al rojo y al azul (1.49) y (1.50) en estas
definiciones (2.8)-(2.10). Ademas va a ser 1til mostrar que p3 > po; para esto
se comparan ps y p2 tomando en cuenta las desigualdades (1.40), (1.41) y la
invariancia de la signatura de la métrica de Kerr.

Subsecuentemente, se puede expresar el discriminante Az de la expresion (2.11)

de la siguiente forma:

Az = 64p1 [p3p1 — 4psp} — 4\ + 1)p3 (2.12)
—27(A + 1)*p1p3 + 18(A + 1)p3pop1] -

Si el discriminante es negativo, entonces vamos a tener una tnica raiz real
de la Ec. (2.7). Por lo tanto, supongamos que Az < 0. Entonces la suma de
los términos entre paréntesis en (2.12) debe ser negativa, lo cual nos arroja la

siguiente desigualdad:

psp1 + 18(A + L)pspapr < 4pspi +4(A + 1)ps + 27T(A+1)°pip;.  (2.13)

Después, comparamos ambos términos del primer miembro con el dltimo del

segundo miembro y expandiendo, tenemos:
P+ 18(\ 4 1)pspa < 27p3 + 27TA(\ + 2)p3. (2.14)

Por tltimo, se puede notar facilmente que el primer término del primer miembro
es menor que el primer término del segundo miembro y el segundo término del
primer miembro es menor que el segundo del segundo miembro puesto que A > 1
y p3 > po. Por lo tanto, el discriminante es menor que cero y tinicamente se tiene

una raiz real dada de la siguiente forma:

M= U+ (a1f—Naf) (4x)3 +(4X)§7“
6 (a1 By — NaafBy) (4x)3

donde tenemos que introducir las siguientes expresiones

X = O++/02 — 403, (2.16)

(2.15)
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v = Oé%ﬁg [3)\2(/\ — 1)042 - ﬁg] + 2)\4&1&25152 —
Na3B [B(A — L)ar + AB] (2.17)
y
b = [05162—)\405251} [Oz%ﬁg (262—9()\ — 1)>\2Oé2) (218)

+)\5Oé§51 (2ﬁ1>\3+9<)\ — 1)051) —2)\40410526162]
272N —1) (a%ﬁ% +\0a2p% — 2>\30410426152) :
proporcionando una féormula relativista para la masa del AN de Kerr en términos

de mas datos observacionales.

Con esta expresion, es facil obtener una férmula para el parametro de espin
del AN de Kerr:

3xde <w+xér>
Cl2_

- 4551{\11 A% [F+3(Oz152—>\4a251)]}2— 9(4y)se

, (2.19)

con

I'= "3 — e —Maf, (2.20)

donde € = a1 8 — N3 f.

Aqui se puede observar que no importa si una estrella o gas dado se encuen-
tra orbitando de forma corrotante o contrarrotante al AN de Kerr debido a la
dependencia cuadrética del parametro de rotacion a en las Ecs (2.5) y (2.6).
Nuevamente, hemos reducido el problema original de una particula con un po-
linomio de octavo grado para M con cuatro datos observacionales dado en [19],

a una ecuacion cubica para M que necesita ocho datos observacionales en total.

2.3. M y a en términos de los corrimientos de fotones emitidos por

una sola particula

A pesar de los resultados previos en [19] para el caso de una particula orbitan-

te, uno puede conseguir un polinomio de tercer grado con las misma mediciones
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observacionales requeridas en la Ec. (2.7). Para ello, es necesario utilizar el co-
rrimiento central, i. e. el corrimiento con el menor efecto Doppler z.. Elevemos
al cuadrado la Ec. (1.48):

(r3 £ 2aM*?r3/2 4+ > M)

) 2.21
(7’3 — 3Mr? + 2aM1/27’3/2) (2.21)

k= (142)" =

Ademés, realicemos el producto de las Ecs. (1.49) y (1.50):

3 _ 2M 2
o=z =— "= (r+2M)a —, (2.22)
(r —2M)(r3 — 3Mr? £ 2ar2M?2)

3

se puede notar que o es negativo debido a que el término r° en el numerador es

el dominante por la desigualdades enunciadas en el capitulo anterior. Entonces,
despejando el término £2aM'/?r3/2 en las Ees. (2.21) y (2.22):

_7“3 — (r+2M)a*> +o(r — 3M)(r — 2M)r?

3 1
+2ar2M?2 = 2.23
“ o(r — 2M) 229
5+ a’M — — 3M)r?
+oariart = ¢ Alr r (2.24)
k—1
e igualandolas obtenemos:
[(k — 1)(r +2M) — o(r — 2M)]a* = (2.25)

30(r —2M)r? + (k — 1)1,
debemos sustituir (1.51) para a® en Ec. (2.25) y conseguir un polinomio de tercer
grado para M en términos de datos puramente observacionales:
12Blo|M? +2[(k — 1 — |o|)(a + B) (2.26)
—28|o|] M?*r + alo|(M 4 r)r* = 0,

donde |o| = —o. Una vez mas se debe estudiar el discriminante Ag para conocer

el nimero de raices reales que tiene la Ec. (2.26). Al escribir esta relaciéon como:

M\? M2 M
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Definimos los coeficientes g3, q2 v ¢1 como el coeficiente ctibico, cuadratico y
lineal en la Ec. (2.26), respectivamente. El correspondiente discriminante es

dado por:
Az = 4q [-8¢3 + a1 — 972¢3q1 + 108q12q5 — 12g347] - (2.28)
Es directo encontrar que:
q3 > q2 > q1 > 0, (2.29)

a partir de las definiciones de g;. Por lo tanto, supongamos que Az < 0; es decir,

que la expresion entre corchetes es negativa:
108q1¢203 + Goq1 < 972¢3q1 + 12q347 + 8¢5. (2.30)

Para demostrar que el discriminante Az < 0, es necesario comparar los dos
términos del primer miembro con el primer término en el segundo miembro de

la desigualdad (2.30) de la siguiente manera:
0 < (486¢35 — ¢3) + 54q3 (9g3 — 2¢o) (2.31)

Entonces por las desigualdades (2.29), podemos concluir que cada término en-
tre paréntesis es positivo. Por lo tanto, el discriminante Ag es negativo y la Ec.

(2.26) tiene unicamente una raiz real dada por:

M=——"—{@" | -A+
18(2)35|o| 2

(2)13 [A2—9aB|o]]
[—A(A*=Z)—aB?lof+98,/FaloTR)
+ [—A(A2—E) —a62|0|3—|—95\/30¢|0|3§2} é} (2.32)

con las siguientes definiciones:

A= lof = (k= D]la+ 5] + 2|a]5, (2.33)

Z= |0]*B(2la —83) — a?(k — 1 — |o])? (2.34)
—A(k =1+ 1ol)* = 208(k — 1)%,
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y
Q = 8AZ + 12(818 + o) Balo|*B. (2.35)

Al sustituir la Ec. (2.32) en Ec. (1.51) para expresar el parametro de rotacion

a en términos de mediciones experimentales, obtenemos:
a? = 18af|o|n'/?r? (2.36)
23 98| — A5/ — [22% (A2 =9aBlo]) + "]
3 [21/3/\”1/3_41/3 (A2—9@5’0D+7}2/3} 2 162(2)1/3&@2|0|2n2/3’

donde

n= AN —Z)—aB?|ol’+98/3aloPQ. (2.37)

Debemos mencionar que a partir de Ec. (2.36), no es posible inferir si la fuente
central rota en el sentido de las manecillas del reloj o en contra de las mismas,
respecto a nuestro sistema de referencia, debido a la dependencia cuadratica
para el parametro de espin como en el caso de 2 y 3 particulas orbitantes.

De esta forma hemos obtenido expresiones analiticas para la masa y el parametro

de rotacion del AN de Kerr en términos de cantidades observables: z, 2/, z. y 7.






Capitulo 3

Conclusiones

En esta tesis, logramos obtener formulas analiticas para la masa M y el pa-
rametro de rotacion a de un AN de Kerr en términos de invariantes relativistas
que son los corrimientos al rojo o al azul de fotones emitidos por particulas or-
bitantes, en constraste con los andlisis newtonianos, utilizados en [13]-[26], que
hacen uso de variables dependientes de las coordenadas como las velocidades
radiales (v, & cz) y las velocidades tangenciales (proporcionales al movimien-
to propio del cuerpo celeste). Ademas, los astronomos pueden hacer uso de los
distintos métodos propuestos en esta tesis para reducir el error estadistico que
se pueda generar con una sola configuracion.

Por otro lado, este método puede ser considerado como otra prueba para la
Teoria de la Relatividad General en el régimen de campo gravitacional fuerte,
debido a que los corrimientos estéan acotados por las condiciones (1.40) y (1.41).
Si los corrimientos al rojo medidos por los astronomos no corresponden con es-
tas cotas, serd necesario utilizar teorias de gravedad modificada para modelar
los objetos astrofisicos rotatorios (ver [42] para resultados de este formalismo
en una teoria de gravedad modificada).

Finalmente, nuestro método puede ser aplicable a un gran ntimero de objetos
astrofisicos como al conjunto de estrellas orbitantes en Sgr A* como también
a otras galaxias como Andromeda (M31), donde tiene dos gigantes rojas (co-
nocidas como P1 y P2) cuya cinematica corresponde a orbitas circulares que

tienen como centro gravitatorio a un hipotético AN supermasivo [20]. Ademas,

41
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este método puede ser utilizado para un AN de masa intermedia como los de-
tectados cerca de nuestro Centro Galéactico [43], en w Cen [44], entre muchos
otros. Por tltimo, modificaciones adecuadas de los métodos pueden aplicarse
a sistemas binarios, discos de acrecion y al Sistema Solar a fin de estimar sus

masas y sus parametros de rotacion de manera relativista.
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