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Resumen

En el presente trabajo se realiza el análisis de Hamilton-Jacobi de gravedad tridimensional
escrita en términos de variables tipo Ashtekar. Se reportan los hamiltonianos involutivos y no-
involutivos, las ecuaciones características, las transformaciones de norma, los paréntesis generali-
zados y el conteo de grados de libertad. Se comparan los resultados obtenidos con los reportados
en la literatura.

Palabras clave: Gravedad tridimensional, Hamilton-Jacobi, variables Ashtekar.
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Capítulo 1

Introducción

Para realizar el estudio de las interacciones fundamentales dentro de un contexto clásico, es
importante entender el conjunto de simetrías que las definen, y poder hacer posteriormente una
extensión para su estudio a nivel cuántico [1]. Las interacciones fundamentales entran dentro de un
conjunto de sistemas dinámicos que son llamados sistemas de norma, y estos poseen una simetría
particular que caracteriza los sistemas singulares más importantes, llamada simetría de norma. La
simetría de norma es fundamental puesto que nos brinda una clase de equivalencia entre estados
físicos, sus generadores son constricciones del sistema definidas en el espacio fase con características
que nos permiten entender cómo es la evolución dinámica de los grados de libertad del sistema.
Actualmente, para realizar el estudio de sistemas singulares contamos con novedosos formalismos
que nos ayudan a entender las simetrías de un sistema de una manera exhaustiva, ejemplo de tales
formalismos encontramos el formalismo de Dirac [1] y el formalismo de Hamilton-Jacobi [HJ] [2].
Estos formalismos nos permiten obtener las ecuaciones de movimiento, las restricciones del sistema,
conocer los grados de libertad físicos, los paréntesis de Dirac o los generalizados de HJ, etc., según
sea el caso de qué sistema estemos estudiando, uno puede usar alguno de esos formalismos. Por
ejemplo, podemos observar en la literatura que hay análisis de sistemas usando ambos formalismos
y exponiendo las diversas ventajas de cada uno de ellos [3-8].
En relación con lo comentado anteriormente, no debemos olvidar que la Relatividad General de
Einstein [RG] es una teoría singular y de norma. Respecto a este punto, actualmente el estudio
clásico y cuántico de RG es un área muy activa dentro de la comunidad, y ha existido un gran
esfuerzo por tratar de entender las simetrías que presenta el campo gravitacional tanto a nivel
Lagrangiano como a nivel Hamiltoniano. Cabe mencionar que formulaciones alternativas surgieron
para estudiar a la gravedad más allá de la acción de Einstein-Hilbert [EH] donde la variable
dinámica es la métrica, es la conocida formulación de Palatini [9] donde las variables del campo
son una tétrada y una conexión valuada en el Álgebra del grupo SO(3, 1). Sin embargo, en el camino
surgieron complicaciones de estructura puesto que las restricciones de la teoría no son polinomiales.
De esta manera, surgen otras formulaciones alternativas como las de Ashtekar, Barbero y Holst
[10,11,12]. Es importante mencionar, que la formulación de Ashtekar es el primer intento que
se realiza por tratar de expresar el principio de acción del campo gravitacional en términos de
conexiones, tal y como es presente en la teoría de norma de Yang-Mills. Aunque la formulación
de Ashtekar es elegante y goza de cierta simplicidad, sabemos que las variables que describen al
campo gravitacional son complejas y si uno quiere extraer los grados de libertad en el sector real,
es necesario considerar un conjunto de restricciones extra llamadas condiciones de realidad, las
cuales complican el análisis y complica más el querer analizar la formulación cuántica.
Debido a lo anterior, en el intento de querer abordar las complicaciones que uno encuentra en las
diferentes formulaciones del campo gravitacional, es natural que se pretenda trabajar con modelos
más sencillos sin perder de vista las simetrías que tiene gravedad; modelos como gravedad en
dimensiones menores a cuatro son los candidatos ideales debido a que las restricciones de la teoría
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

son más simples. Algunos de los ejemplos más comunes que se pueden citar son la Teoría de Chern-
Simons [13], o el caso de gravedad topológicamente masiva [14]; estos son llamados “modelos de
juguete”, que nos dan un panorama inicial a lo que uno encuentra en gravedad real.

De esta manera, en este trabajo de tesis, estamos enfocados en estudiar la formulación de
Ashtekar de una acción definida en tres dimensiones, algo que no se había reportado en la literatura.
Es importante mencionar, que en la formulación de Holst uno encuentra que la acción depende de
un parámetro el cual es llamado el parámetro de Barbero-Immirzi. Dicho parámetro no presenta
contribución alguna a las ecuaciones de movimiento, puesto que el término que lo acompaña es
un término topológico; Holst y EH tienen las mismas ecuaciones de movimiento. Por el contrario,
a nivel cuántico, el parámetro de Barbero sí presenta una contribución y aún es controversial
definir si dicho parámetro es relevante o no [15]. En el caso de tres dimensiones, uno tiene ciertas
complicaciones, puesto que uno no conocía de qué manera acoplar a la acción de Palatini un término
que acompañe al parámetro de Barbero y que, al variar la acción, se obtuvieran las ecuaciones de
EH en tres dimensiones. Por supuesto que se encuentran en la literatura ejemplos donde se han
hecho varios intentos [5], sin embargo, definir las variables de Ashtekar en esos principios de acción
no había sido realizado. Por otro lado, en un trabajo reciente [16] se propuso un principio de acción
el cual acopla a la acción de Palatini un término que acompaña al parámetro de Barbero y al
variarla uno obtiene las ecuaciones de movimiento de EH, el principio de acción describe gravedad
Euclidiana [17]. El análisis que se realiza en [16] es enfocado al formalismo de Dirac, sin embargo,
no se introducen las variables de Ashtekar, es por ello, que en este trabajo nos dimos a la tarea de
expresar en términos de variables tipo Ashtekar a la acción publicada en [16] y la analizamos usando
alternativamente el formalismo de Hamilton-Jacobi. La terminología de variables tipo Ashtekar,
se debe a que nosotros usamos variables reales, aunque la estructura es prácticamente la misma.
Dentro de los resultados que reportamos en este trabajo se encuentran que la acción tiene una
estructura similar a la de Ashtekar, y cuando uno analiza dichas restricciones, se encuentra que
es posible resolver una de ellas y al tomar en cuenta la solución uno reduce la acción original a
una teoría BF , la contribución del parámetro de Barbero se reduce a estar presente a nivel de los
multiplicadores de Lagrange y las restricciones toman una estructura simple. En otras palabras, en
la acción tipo Holst en tres dimensiones reportada en [16] al introducir unas variables tipo Ashtekar
y analizar el sistema en el marco de HJ la acción se reduce a una teoría BF teniendo como variable
dinámica una conexión expresada en la representación adjunta del grupo SO(3).

En el capítulo 2 se dará una introducción del algoritmo de Dirac, se empieza a desarrollar a
partir de la mecánica elemental, y posteriormente se irán dando algunos conceptos indispensables
en el algoritmo. En el capítulo 3 presentaremos de forma introductoria el formalismo de HJ para
sistemas singulares, empezaremos con la ecuación de HJ, y se darán conceptos fundamentales que
posteriormente usaremos. En el capítulo 4 aplicaremos el algoritmo de Dirac y HJ a una acción de
gravedad tridimensional (que se ha presentado en [16]) para identificar las simetrías, las ecuaciones
de movimiento y los grados de libertad.
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Capítulo 2

Algoritmo de Dirac-Bergmann

En este capítulo haremos una descripción del algoritmo de Dirac que usualmente es usado
para estudiar a los sistemas singulares. También serán dados algunos conceptos básicos que son
fundamentales para entender el formalismo, el desarrollo de este capítulo es enfocado a sistemas
con grados de libertad finitos y que ayudará a extender dichos conceptos sin problema a la teoría
de campos. El algoritmo de Dirac es una extensión del formalismo Hamiltoniano elemental, donde
se quiere realizar un mapeo del espacio de configuraciones al espacio fase, sin embargo, el mapeo a
través de la transformada de Legendre no está bien definido cuando se tienen sistemas singulares,
debido a que dicho mapeo es multivaluado. Como veremos, la introducción de multiplicadores de
Lagrange será de ayuda para así tener bien definido el mapeo entre los dos espacios.

2.1. Sistemas clásicos singulares
En la mecánica clásica se usan principalmente el Lagrangiano y el Hamiltoniano, los cuales nos

permiten describir la dinámica de los sistemas bajo estudio, para los sistemas regulares se suele
usar la lagrangiana para construir el hamiltoniano o equivalentemente en el sentido inverso, aunque
en los sistemas singulares se encuentra que esto no está dado de manera única. Para ilustrar lo
anterior, empezaremos con el principio de Hamilton [18]. El principio de Hamilton, en su forma
lagrangiana, establece que las curvas descritas por un sistema en el espacio de configuraciones son
distinguidas por el hecho que la integral∫ t2

t1

L(qj(t), q̇j(t)) dt, (2.1)

tiene un mínimo (de manera general un punto estacionario) para extremos fijos. Con qj las coor-
denadas, y q̇j =

dqj
dt sus correspondientes velocidades (i=1,2...N), t es un parámetro de evolución

comúnmente asociado al tiempo (newtoniano). Las condiciones en la cual la integral es estacionaria
dan las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt

(
∂L

∂q̇j

)
− ∂L

∂qj
= 0, (2.2)

desarrollándola,
∂

∂qk

(
∂L

∂q̇j

)
dqk

dt
+

∂

∂q̇k

(
∂L

∂q̇j

)
dq̇k

dt
− ∂L

∂qj
= 0, (2.3)

reescribiendo,

(
∂2L

∂q̇kq̇j
)q̈k = −

(
∂2L

∂qkq̇j

)
q̇k +

∂L

∂qj
. (2.4)
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.2. RESTRICCIONES PRIMARIAS

De esta última ecuación se identifica al primer término como la matriz Hessiana Hkj = ∂2L
∂q̇k q̇j

, por
lo que, si el determinante de ésta es distinto de cero, la matriz es invertible, lo cual nos lleva a
determinar de manera única a las q̈k’s en términos de qk y q̇k, en el otro caso, cuando el determinante
es cero, no se podrán despejar todas estas cantidades, debiéndose a que la matriz Hessiana tiene
rango R <N . Cuando el determinante de la matriz Hessiana es cero, a L(qj(t), q̇j(t)) se le llama
lagrangiana singular, es precisamente a sistemas como este al cual se le aplica el algoritmo de Dirac,
que de alguna manera nos dirá cómo son las otras ecuaciones que no se determinaron.

2.2. Restricciones primarias

Para realizar el formalismo hamiltoniano es necesario definir los momentos canónicos

pk ≡
∂L

∂q̇k
. (2.5)

Cuando se tiene que det( ∂2L
∂q̇k q̇j

)=0 (el determinante de la matriz hessiana es igual a cero, o

de manera equivalente det( ∂pj
∂q̇k

) = 0), esto permite la existencia funciones que son de la manera
siguiente

φm(q, p) = 0, (2.6)

con m=1,2,3...M , las cuales son nombradas restricciones primarias, donde éstas son obtenidas
directamente de los momentos canónicos. Este también puede verse como el problema de querer
expresar las velocidades (2.5) en términos de los momentos generalizados, estando en el caso de
una lagrangiana singular, solo será posible encontrar R (el número de velocidades que pudieron ser
despejadas directamente de (2.5)), para completar el mapeo entre los espacios es necesario tener
un conjunto de ecuaciones como las φm = 0.

Podría surgir la duda, ¿cómo saber si hemos encontrado adecuadamente todas las restricciones
de primarias?, para saberlo, basta con fijarnos en la nulidad de la matriz Hessiana (Hjk ya definida
anteriormente) que debe coincidir con el número de restricciones. Para asegurar que las restricciones
primarias sean funcionalmente independientes, se requiere calcular los vectores nulos de Hjk, los
cuales serán V µ (sus componentes V µm), además el número de vectores nulos seráM ′ (M ′ 6M) por
lo que solo serán encontrados M ′ restricciones primarias independientes, teniendo ya encontradas
las restricciones primarias φm éstas se contraen con los vectores nulos, y de esta manera se obtienen
las restricciones primarias independientes

Φµ = V µmφ
m. (2.7)

Al tener las restricciones reducimos el espacio fase a una subvariedad que tiene dimensión R, más
adelante daremos las condiciones para tener bien establecida la subvariedad.

2.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Antes de continuar conviene introducir el concepto de igualdad débil, el cual se representa con
el símbolo ≈. Dadas dos funciones F y G, se dice que son débilmente iguales, si lo son en la
subvariedad definida por las restricciones primarias, φm = 0, y se denotan como

F ≈ G. (2.8)

Definición: Una función F del espacio fase, restringida en la subvariedad Σ1 definida por las
restricciones primarias, es débilmente igual a cero si,

F |Σ1= 0, (2.9)
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.4. CONDICIONES DE REGULARIDAD

mientras que es fuertemente igual a cero si

F |Σ1
= 0,

(
∂F

∂qj
,
∂F

∂pj

)
|Σ1

= 0, (2.10)

el último término son las derivadas parciales de F con respecto a las variables canónicas.

2.4. Condiciones de regularidad
Hay varias maneras de representar la superficie generada por las restricciones primarias, pero

es indispensable que estén bien definidas, por lo que es necesario imponer condiciones. Si elegimos
a f l = φl(q, p) ≈ 0 como una restricción (φl(q, p) son las restricciones primarias independientes),
también lo serian f2

l ,
√
fl, etc., sin embargo, para que estas definan adecuadamente una subvarie-

dad de dimensión S = 2N−M ′ es necesario que el rango de la matriz jacobiana de las restricciones
sea constante e igual a M ′ (M ′ el número de restricciones independientes que se encuentran direc-
tamente de (2.5), N la dimensión de la matriz Hessiana)

Ran

(
∂φl

∂(qj , pj)

)
= M ′. (2.11)

Con esto, solo cuando hacemos la elección f l = φl(q, p) ≈ 0 definen adecuadamente una subvariedad
y forman un Jacobiano de rango constante; la condición en el Jacobiano es la que se llama condición
de regularidad.

2.5. Hamiltoniana canónica
En la mecánica clásica está bastante claro que cuando se tiene alguna lagrangiana regular se

va de la formulación lagrangiana a la hamiltoniana a través de la transformada de Legendre [19].
En el caso de las lagrangianas singulares se requerirán de algunos otros elementos para completar
este mapeo entre formulaciones. A pesar de esto, al igual que en los sistemas regulares, cuando se
trabajan los sistemas singulares, se le nombra hamiltoniana canónica a aquella que se obtiene bajo
la transformada de Legendre,

Hc ≡ q̇jpj − L. (2.12)

Una diferencia que se tiene con respecto a los ejemplos elementales de la mecánica clásica, en
lagrangianas singulares la hamiltoniana canónica depende de las variables (qj , pj), pero aquí estas
variables ya no son independientes en el espacio fase. Por lo que Hc solo está bien definida en
la subvariedad definida por las restricciones, por lo que al agregar una combinación lineal de
restricciones

Hc −→ Hc + uµφ
µ, (2.13)

el formalismo debe mantenerse invariante, ya que una combinación lineal de restricciones sigue
siendo débilmente cero, y se sigue estando en la subvariedad definida por las restricciones.

Como mencionamos al principio, este algoritmo tiene un gran parecido con los multiplicadores
de Lagrange, por lo que este se puede ver como el análisis de un problema de extremos con
restricciones. Cuando son funciones del espacio de configuraciones se obtiene∫

Ldt −→
∫

(L+ uaφ
a)dt, (2.14)

pero cuando son funciones del espacio fase,∫
(q̇jpj −Hc)dt −→

∫
(q̇jpj −Hc − uaφa)dt, (2.15)

5



CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.6. HAMILTONIANA PRIMARIA Y RESTRICCIONES SECUNDARIAS

(no olvidar que la lagrangiana L y la hamiltoniana Hc; aún dependen de las variables del espacio de
configuraciones y el espacio fase respectivamente). Haciendo la variación de esta última, tomando
en cuenta que los extremos están fijos y usando las restricciones se obtienen las ecuaciones de
movimiento,

q̇j =
∂Hc

∂pj
+ ua

∂φa

∂pj
, (2.16)

ṗj = −∂Hc

∂qj
− ua

∂φa

∂qj
. (2.17)

Hay dos observaciones importantes que realizar. La primera, debido a que las ua son funciones
arbitrarias del espacio fase, las ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17) no están determinadas
de manera única, por lo que será necesario encontrar el valor de las ua. A partir de ahora las
nombraremos multiplicadores de Lagrange. Y segundo, si a pesar de aplicar todo el algoritmo que
incluye encontrar todas las restricciones y los multiplicadores, algunos de estos últimos no se llegan
a encontrar, nos dirá que el sistema está determinado hasta ciertas funciones arbitrarias, pero aún
estamos en el régimen clásico, entonces ésto tiene alguna relación con la libertad de norma del
sistema, como más adelante se verá.

Ya con todo lo comentado anteriormente, si ahora se trabaja con la transformada de Legendre
del espacio de configuraciones definida por las restricciones φm(p, q) = 0 dada por:

qj = qj , (2.18)

pk ≡
∂L

∂q̇k
, (2.19)

um = um(p, q), (2.20)

la transformación en el espacio fase quedará como a continuación,

qj = qj , (2.21)

q̇j =
∂Hc

∂pj
+ um

∂φm

∂pj
, (2.22)

φm(p, q) = 0. (2.23)

De esta manera, a través de la transformada de Legendre, las restricciones y los multiplicadores de
Lagrange, se asegura que el mapeo es invertible entre los dos espacios aun cuando el determinante
de la matriz Hessiana es igual a cero.

2.6. Hamiltoniana primaria y restricciones secundarias
A la expresión

H1 ≡ Hc + uµφ
µ, (2.24)

se le llama Hamiltoniana primaria [1] (ya vista en (2.13)), esta ya contiene a Hc y toda la infor-
mación que se tiene del sistema. Las ecuaciones de movimiento encontrados en (2.16) y (2.17) se
pueden generalizar usando los corchetes de Poisson

ġ = {g,Hc}+ uµ{g, φµ}, (2.25)

con g = g(q, p) una función arbitraria del espacio fase. La ecuación (2.25) se puede simplificar

ġ = {g,Hc + uµφ
µ} ≡ {g,H1}, (2.26)

para demostrarlo se puede hacer el desarrollo, usando las propiedades del paréntesis de Poisson y
ocupando el hecho que las restricciones φµ = 0.
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.6. HAMILTONIANA PRIMARIA Y RESTRICCIONES SECUNDARIAS

Como ya se ha mencionado en las secciones anteriores se espera que las restricciones mantengan
la subvariedad bien definida, además de esto se agrega que se conserven en el tiempo, φ̇µ ≈ 0, a esta
condición en se le llama ”condición de consistencia”, que puede ser vista como un caso particular
de (2.25), es decir

φ̇ν = {φν , H1} = {φν , Hc}+ uµ{φν , φµ} ≈ 0, (2.27)

esta última relación se considerara como un sistema de ecuaciones lineales no-homogéneo para los
multiplicadores uµ, dependiendo del sistema se podrán despejar todos o algunos multiplicadores.
Definiendo hν = {φν , Hc}, W la matriz con entradas W νµ = {φν , φµ} y dimW=M

′
, donde los

posibles resultados se pueden englobar en los siguientes casos:
Caso I: h 6= 0 y detW 6= 0.
Escribiendo el sistema (2.27) en forma matricial

h+Wu ≈ 0, (2.28)

h y u vectores columna con entradas hν y uµ respectivamente. Debido a la condición detW 6= 0,
W tiene inversa, entonces todos los multiplicadores de Lagrange van a ser determinados y están
dados por,

u = −W−1h, (2.29)

o escrita con índices
uµ = −W−1

νµ {φν , Hc} (2.30)

este resultado lo sustituimos en (2.27),

ġ = {g,Hc} − {φν , Hc}W−1
νµ {φµ, Hc} ≡ {g,Hc}D, (2.31)

(2.31) es la definición del paréntesis de Dirac, en este caso todos los multiplicadores fueron en-
contrados, entonces, solo dando condiciones iniciales el sistema es completamente determinado al
igual que en la mecánica clásica usual, además se presenta una nueva estructura (el paréntesis de
Dirac) muy similar al paréntesis de Poisson.

Caso II: h 6= 0 (no todas las hν ≈ 0) y detW=0.
Regresando a la ecuación (2.28) y considerando que el determínate de W sea cero, solo K

multiplicadores de Lagrange podrán determinarse, donde K es el rango de la matriz W (K < M
′
),

en este caso el sistema será determinado hasta funciones arbitrarias, este caso es de gran interés
para las teorías de norma. Sean V i los vectores nulos de W , donde se esperan encontrar (M

′
-K)

de ellos, que satisfacen por definición de vector nulo,

WV i = 0, (2.32)

de este resultado se obtiene
hV i = 0, (2.33)

en general estas funciones del espacio fase son independientes de los multiplicadores. Estas i rela-
ciones implican que el sistema tiene i nuevas restricciones, a las que se le nombran restricciones
secundarias.

Caso III: h = 0 (todas las hν ≈ 0) y detW 6= 0.
Tomando en cuenta la relación (2.28) se tiene el sistema homogéneo,

Wu ≈ 0, (2.34)

considerando los teoremas de sistemas de ecuaciones, solo se tendrá la solución trivial, por lo que el
sistema se reduce a la igualdad 0≈0, para solventarlo se puede tomar como restricción secundaria
a detW≈0

Caso IV: h = 0 (todas las hν = 0) y detW=0.
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.7. HAMILTONIANA TOTAL Y RESTRICCIONES SOBRE LOS MULTIPLICADORES

La relación (2.28), se sigue manteniendo en el caso tres, solo que ahora detW=0, si el rango de
W es igual a K, solo M

′
-K multiplicadores podrán ser determinados.

De los cuatro casos presentados, el que es de importancia para las teorías de norma solo es
el caso II, por lo que en el trabajo solo este será de importancia para analizar, desarrollando el
algoritmo para éste.

Una vez que se haya extraído toda la información de las relaciones de consistencia a todas las
restricciones, si se encuentran restricciones secundarias se tiene una situación similar al momen-
to de terminar de encontrar las restricciones primarias, entonces se construye una hamiltoniana
secundaria,

H2 ≡ Hc + uAφ
A, (2.35)

las φA son todas las restricciones encontradas hasta este momento (primarias y secundarias), ahora
el hamiltoniano secundario contiene toda la información de la dinámica del sistema. Las ecuaciones
de movimiento tienen la siguiente forma,

ġ = {g,Hc + uAφ
A} ≡ {g,H2}, (2.36)

se usa esta última ecuación para aplicar las relaciones de consistencia a las restricciones secundarias,
si después de aplicar esto aparecen nuevas restricciones, serán llamadas restricciones terciarias.
Se repite de nuevo todo el proceso anterior; construir la hamiltoniana terciaria (semejante a la
secundarias solo que con todas las restricciones encontradas hasta este punto), se calculan las
relaciones de consistencia de las restricciones terciarias, y así se continua hasta que no aparezcan
más restricciones. Al conjunto de restricciones que no son primarias se les llamara simplemente
secundarias. La condición de consistencia, además de asegurar que las restricciones no varíen en
el tiempo, permite determinar algunos multiplicadores de Lagrange y construir el paréntesis de
Dirac.

2.7. Hamiltoniana total y restricciones sobre los multiplica-
dores

Cuando ya se hayan encontrado todas las restricciones (primarias y secundarias), construi-
mos una nueva hamiltoniana, a la que nos referiremos como Hamiltoniana total, que incluye a la
hamiltoniana canónica y a una combinación de todas las restricciones encontradas

HT ≡ Hc + uaφ
a, (2.37)

dado que esta hamiltoniana es la que gobierna la dinámica del sistema, se emplea para asegurar
que las restricciones sigan cumpliendo las condiciones de consistencia,

φ̇b = {φb, HT } = {φb, Hc}+ ua{φb, φa} ≈ 0, (2.38)

con a, b = 1, 2...J , siendo J el número total de restricciones. Ya se ha mencionado en la sección
anterior que (2.38) puede ser vista como un sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores
ua; y es bien sabido, del álgebra lineal elemental, la solución general de esta relación puede estar
dada por la suma de una parte homogénea Va, y otra no-homogénea Ua,

ua = Ua + Va, (2.39)

si Va es una solución general al sistema homogéneo,

Va{φb, φa} ≈ 0, (2.40)

se puede reescribir a Va como una combinación lineal de las soluciones del sistema homogéneo,
Va = viV

i
a (V ia son componentes de los vectores nulos) donde i = 1, 2...I, es el número de soluciones

independientes del sistema homogéneo, gracias a esto ahora escribimos lo siguiente,

ua = Ua + viV
i
a . (2.41)
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.8. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Considerando que las vi son arbitrarias en el sentido que no determinan ningún multiplicador, las
ua se pueden descomponer en una parte arbitraria y otra fija, esta distinción es determinada a
partir las relaciones de consistencia, lo cual también es reflejado en la hamiltoniana total,

HT ≡ Hc + uaφ
a

= Hc + (Ua + viV
i
a )φa

= Hc + Uaφ
a + viV

i
aφ

a

= Hc + Uaφ
a + viφ

i, (2.42)

con viφi = viV
i
aφ

a esto debido a los vectores nulos, como HT es la que ahora gobierna la dinámica
del sistema las ecuaciones de movimiento para g = g(q, p) una función del espacio fase, usando las
restricciones φa ≈ 0, esta será,

ġ = {g,HT }
= {g,Hc + Uaφ

a + viφ
i}

= {g,H ′ + viφ
i}

= {g,H ′}+ {g, viφi}, (2.43)

siendo H ′ = Hc + Uaφ
a, notar que al separar la ecuación de movimiento es más claro que existen

I (I ≤ J) multiplicadores arbitrarios.
La aparición de estas funciones arbitrarias marca una ruptura con la mecánica clásica elemental,

ya que en ésta dando solamente las condiciones iniciales la evolución del sistema es completamente
determinado, mientras que en los sistemas singulares la evolución del sistema está indeterminado
hasta funciones arbitrarias.

2.8. Restricciones de primera y segunda clase
La separación entre restricciones primarias y secundarias no nos proporciona información clara

con respecto a la dinámica del sistema. La separación importante es la que se dará entre las
restricciones de primera clase y las de segunda clase, ya que las primeras serán las generadoras de
norma, las segundas permiten construir el paréntesis de Dirac (como ya se mencionó, sustituye al
paréntesis de Poisson).

Definición: Sea F una función del espacio fase, se dice que es de primera clase si su paréntesis
de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero,

{F, φa} ≈ 0, (2.44)

en otro caso, se dice que F es de segunda clase. Si F es de primera clase, no queda alternativa que
{F, φa} será una combinación lineal de restricciones, ya que se trabaja en la subvariedad definida
por las restricciones, y éstas son las únicas que son débilmente cero en toda la subvariedad. Así,

{F, φa} = fadφ
d. (2.45)

Teorema: El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase también es de primera
clase.

Prueba: Sean F y G funciones de primera clase, entonces {F, φa} = fac φ
c y {G,φa} = gaaφ

a,
usando la identidad de Jacobi (y usando las propiedades del paréntesis de Poisson),

{{F,G}, φa} = {{F, φa}, G} − {{G,φa}, F}
= {fac φc, G} − {gadφd, F}
= fac {φc, G}+ φc{fac , G} − gad{φd, F} − φd{gad , F}
= ({fac , G} − {gac , F})φc + (gac f

c
d − fac gcd)φd ≈ 0. (2.46)
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.8. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Usando este último resultado se puede demostrar que H ′ y φi son de primera clase. Además, la
descomposición de HT en H ′ y φi no es de manera única, ya que las vi son funciones arbitrarias.
Ahora demostraremos que φi es de primera clase, tenemos que viV

i
b φ

b = viφ
i, por lo que el

paréntesis de Poisson de φi con todas las restricciones queda como,

{φi, φa} = {V ib φb, φa} = V ib {φb, φa}+ {V ib , φa}φb = V ib {φb, φa}, (2.47)

pero tenemos que V ib es justamente la solución a la parte homogénea de las ecuaciones para deter-
minar los multiplicadores, por lo que V ib {φb, φa} ≈ 0, llegando a que,

{φi, φa} ≈ 0. (2.48)

A continuación veremos qué pasa con H ′, para esto le sumaremos un cero débil {φi, φa} ≈ 0,

{H ′, φa} = {Hc + Ubφ
b, φa}

= {Hc + Ubφ
b, φa}+ vi{φi, φa}

= {Hc + Ubφ
b + viφ

i, φa} = {HT , φ
a}

= {HT , φ
a} = −{φa, HT } ≈ 0, (2.49)

la última igualdad viene de las condiciones de consistencia. Por lo que H ′ también es de primera
clase.

2.8.1. Separación de restricciones de primera y segunda clase

Ya se ha dado la definición de restricciones de primera clase y segunda clase, pero al igual
que las restricciones primarias, no sabemos cómo escogerlas de manera independiente, en este caso
podrán ser combinación lineal de primarias y secundarias, para dar luz a este problema; formamos
una matrizW ′ (parecida aW en la sección 2.6) con las entradas dadas por el paréntesis de Poisson
entre todas las restricciones, calculamos los vectores nulos de la matriz W ′, para contraerlos con
las restricciones y obtener las restricciones de primera clase correctos, ya que la parte homogénea
en (2.40) es la que está relacionada con las restricciones de primera clase.

Sea W ′ la matriz J × J cuyas entradas,

W ′ab = {φa, φb}, (2.50)

donde φa son todas las restricciones primarias y secundarias y J es el número total de éstas.
Teniendo ya los vectores nulos de W ′ (wja), las restricciones de primera clase de algún sistema
estarán dadas por

γj = wjaφ
a (2.51)

Las restricciones que no son usadas por completo para formar las de primera clase, serán las que
se promoverán a restricciones de segunda clase. Ya que la separación que en verdad importa es
aquella que diferencia entre las de primera y las de segunda clase, entonces denotaremos a las de
primera clase con γ y las de segunda clase con χ. Una vez hecha la separación, la matriz formada
con los paréntesis de Poisson de las restricciones tiene la forma,(

{γi, γj} {γi, χk}
{χl, γj} {χl, χk}

)
=

(
0 0
0 Clk

)
. (2.52)

Notar que Clk es una matriz R′ ×R′ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.
Además, para conocer el número de restricciones de segunda clase basta con conocer el rango de
la matriz Clk, la dimensión de esta matriz debe de ser par.
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.9. LA ACCIÓN Y LA HAMILTONIANA EXTENDIDA

2.9. La acción y la Hamiltoniana extendida

La Hamiltoniana total dada anteriormente, ya toma en cuenta las restricciones primarias y
secundarias, pero como ya se ha mencionado, es más importante la separación entre restricciones
de primera clase y de segunda clase, y estas no están dadas directamente de las restricciones
primarias y secundarias. Se construye una "Hamiltoniana extendida"que ya contiene la distinción
entre restricciones y considera las funciones no determinadas,

HE = Hc + Ujχ
j + viγ

i = H ′ + viγ
i, (2.53)

con H ′ = Hc + Ujχ
j , muy similar a la H ′ de las secciones anteriores, la Hamiltoniana extendida

hace énfasis en la separación de la parte determinada y la arbitraria, la parte determinada está
contenida en H ′ y la indeterminada contenida en los multiplicadores vi. La Hamiltoniana extendida
es la que ahora da la evolución dinámica del sistema, entonces, para una función del espacio fase
F = F (q, p) quedará como

Ḟ = {F,HE}, (2.54)

aunque estas ecuaciones son obtenidas de manera distinta en comparación con las secciones anterio-
res, todas dan una evolución dinámica equivalente. Para encontrar las ecuaciones de movimiento es
suficiente emplear HT , el introducir HE ayuda a expresar de manera manifiesta la parte indetermi-
nada (las transformaciones de norma), lo cual extiende el formalismo elemental. Para determinar la
ecuación de movimiento de las variables canónicas y encontrar algunos o todos los multiplicadores
de Lagrange dependiendo del sistema, se usa HE , donde las ecuaciones de movimiento también se
pueden obtener a partir de la siguiente acción,

SE [q, p, v] =

∫
(q̇jpj −H ′ − viγi)dt =

∫
(q̇jpj −HE)dt, (2.55)

a (2.55) se llama acción extendida que a diferencia de la acción dada en la sección 2.5, ya contiene la
separación entre restricciones de primera clase y de segunda clase, cuyas ecuaciones de movimiento
vienen dadas como,

q̇j =
∂HE

∂pj
,

ṗj = −∂HE

∂qj
,

φa(p, q) = 0, (2.56)

donde φa es el conjunto de todas las restricciones. Estas ecuaciones se reducen al caso de sistemas
no singulares cuando no hay restricciones, las ecuaciones de movimiento (2.56) ya consideran que
se está sobre una subvariedad definida por las restricciones.

2.10. Transformaciones de norma

Hemos mencionado que las funciones arbitrarias están relacionadas con la simetría de norma,
entonces, ¿por qué aparecen funciones arbitrarias?, o más aún, ¿qué es una transformación de nor-
ma?. En la mecánica clásica elemental con unas condiciones iniciales se determina por completo
la evolución del sistema, esto es lo que se conoce como una teoría determinista, sin embargo, aquí
se ha visto que las funciones que dictan la dinámica del sistema están definidas hasta funciones
arbitrarias, pero dan estados físicos equivalentes si se dan ciertas condiciones iniciales, ya que la
mecánica clásica sigue siendo una teoría determinista, un ejemplo es el campo magnético y eléc-
trico. Cuando existen dos funciones que dan el mismo estado físico de un sistema bajo las mismas
condiciones iniciales, se dice que están relacionados bajo una transformación de norma.
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.10. TRANSFORMACIONES DE NORMA

Con lo anterior, considerando dos estados F (t) y F ′(t) con las mismas condiciones iniciales en un
tiempo t0, y su evolución dinámica difiere del valor de los multiplicadores de Lagrange, específi-
camente en la parte relacionada con las restricciones de primera clase. Desarrollando en serie de
Taylor a primer orden,

F (t) = F (t0) + Ḟ δt

= F (t0) + ({F,H ′}+ vi{F, γi})δt, (2.57)

F ′(t) = F (t0) + Ḟ ′δt

= F (t0) + ({F,H ′}+ v1
i {F, γi})δt, (2.58)

restando las dos ecuaciones se obtiene,

δF (t) = F (t)− F ′(t) = (vi − v1
i ){F, γi}δt ≡ δvi{F, γi}, (2.59)

donde δvi=(vi−v1
i )δt. Entonces se puede ver que el estado físico del sistema se mantiene inalterado

cuando se le aplica este tipo de transformaciones. Se puede elegir como caso particular a las
variables canónicas. El cambio en las variables canónicas no es más que aplicar una transformación
infinitesimal con una función generadora δviγi, las funciones γi son precisamente las restricciones
de primera clase, por lo que estas son los generadores de una transformación de norma. Yendo más
allá se pueden demostrar lo siguiente:

1.- El paréntesis de Poisson {γj , γi}, de cualquiera dos restricciones de primera clase genera
una transformación de norma.

2.- El paréntesis de Poisson {H ′, γi}, de cualquier restricción de primera clase con el Hamilto-
niano de primera clase genera una transformación de norma.

3.- De los dos anteriores se encuentra que {HE , γ
i}, genera una transformación de norma.

Estos resultados se pueden obtener también del hecho que los términos dentro el paréntesis
son de primera clase, y como se demostró en la sección 2.8 el paréntesis de dos funciones de
primera clase también es de primera clase. Teniendo estos resultados nos preguntamos qué pasará
con las variables canónicas, ya que queremos saber sus transformaciones de norma durante toda
la evolución dinámica del sistema. Aplicamos una transformación de norma a una función F del
espacio fase, posteriormente se evoluciona en el tiempo con HE ,

F ′ ≡ F + δvi{F, γi} −→ (F ′)1 ≡ {F ′, HE}, (2.60)

ahora le aplicamos a F las mismas transformaciones, pero en sentido inverso,

F1 ≡ {F,HE} −→ (F1)′ ≡ F1 + δvi{F1, γ
i}, (2.61)

y su diferencia,

(F ′)1 − (F1)′ = {F ′, HE} − F1 − δvi{F1, γ
i}

= {F + δvi{F, γi}, HE} − {F,HE} − δvi{{F,HE}, γi}
= {δvi{F, γi}, HE}+ {F,HE} − {F,HE} − δvi{{F,HE}, γi}
= δvi

[
{{F, γi}, HE}+ {{HE , F}, γi}

]
= δvi{F, {HE , γ

i}}. (2.62)

Obteniendo una cantidad que tiene como generador de norma {HE , γ
i} (esta es de primera clase)

y mantiene el estado físico del sistema inalterado, con todo esto podemos establecer una función
generadora G formada por restricciones de primera clase γi y funciones arbitrarias δvi, ya que
como hemos visto incluso cuando la variable evoluciona en el tiempo ésta sigue teniendo como
generadores restricciones de primera clase,

G = δviγ
i −→ δF = {F,G}, (2.63)

por lo que las transformaciones de norma de cualquier función del espacio fase quedan como el
término de la derecha de (2.63).
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.11. GRADOS DE LIBERTAD

2.11. Grados de libertad
Con todas las definiciones y conceptos dados, ya es posible dar los grados de libertad del sistema,

pero antes la siguiente definición.
Definición: El número de grados de libertad de un sistema es el número de variables físicas

independientes necesarias para describir al sistema.
Tomando en cuenta la forma en la que se hace el conteo en mecánica elemental, el número de

coordenadas generalizadas menos el número de restricciones independientes. Haciendo la extrapo-
lación para trabajar con variables del espacio fase, el conteo de los grados de libertad quedará,

GL =
1

2

[(
número total de

variables canónicas)

)
−
(

número total de
restricciones de 2.da clase)

)
− 2

(
número total de

restricciones de 1.era clase)

)]
.

(2.64)

El factor 1/2 aparece para compensar que los grados de libertad solo se refieren a las coordenadas
generalizadas, el dos que acompaña a las restricciones de primera clase, se debe al hecho que estos
presentan un doble papel; como restricción y como generador de una transformación de norma.

2.12. Reductibilidad
Si las restricciones φa (todas las restricciones) se relacionan a través de una transformación

lineal, se dice que la teoría presenta reductibilidad, pero si no es así se tiene el caso irreducible. Sin
embargo, hacer esta distinción no es un trabajo simple, una de las maneras de darse cuenta que el
sistema podría presentar reductibilidad es fijarse que aun al hacer una separación adecuada de las
restricciones de primera y segunda clase, y calculando los grados de libertad, estos no nos dan un
valor entero o mayor a cero.

2.13. Paréntesis de Dirac
La matriz Clk es invertible, con la inversa Clk, tal que,

ClkCkj = δlj . (2.65)

De esta manera, sean F1, F2 funciones del espacio fase, se define el paréntesis de Dirac,

{F1, F2}D = {F1, F2} − {F1, χ
l}Clk{χk, F2}, (2.66)

los términos entre corchetes de lado derecho siguen siendo el paréntesis de Poisson usual. Sean
F, F1, R funciones del espacio fase arbitrarias y G1 una función de primera clase, χk restricciones
de segunda clase, el paréntesis de Dirac cumple las siguientes propiedades:

{F, F1}D = −{F1, F}D, (2.67)

{F, F1R}D = {F, F1}DR+ F1{F,R}D, (2.68)

{{F, F1}D, R}D + {{F1, R}D, F}D + {{R,F}D, F1}D = 0, (2.69)

{χk, F}D = 0,∀F, (2.70)

{F,G1}D = {F,G1}, (2.71)

la demostración de las propiedades es de manera inmediata usando la definición del paréntesis de
Dirac. Debido a que HE es de primera clase y por (2.71) las ecuaciones de movimiento se pueden
reescribir,

Ḟ = {F,HE}D. (2.72)
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CAPÍTULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.14. OBSERVABLES

De manera similar una transformación de norma puede ser reescrita, para cualquier funcional F
del espacio fase,

{F, γl} ≈ {F, γl}D. (2.73)

Hasta este momento lo que se tiene, la generalización del paréntesis de Poisson al paréntesis de
Dirac, en términos de esta última se escribieron dos de las ecuaciones más importantes (2.54) y
(2.63). En general no es tan simple construir este paréntesis, debido al largo proceso que lleva.

2.14. Observables
Una observable en la mecánica clásica es por definición una función que es invariante de norma

en la superficie generada por las restricciones, de manera más precisa una observable es aquella
función A, cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase,

{A, γb}D ≈ 0. (2.74)
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Capítulo 3

Formalismo de Hamilton-Jacobi para
sistemas singulares

En el capítulo anterior hemos descrito el algoritmo de Dirac para sistemas singulares, y de
manera similar en este explicaremos las ideas generales que definen el formalismo de HJ para
sistemas singulares con grados de libertad finitos, todo esto se puede extrapolar a las teorías de
campo. El siguiente procedimiento tiene la ventaja de ser mucho más corto con respecto a los
cálculos que se hacen en el algoritmo de Dirac, obteniendo en ambos resultados equivalentes como
más adelante se verá. El formalismo de HJ se basa principalmente en los desarrollos de lagrangianas
equivalentes introducido por Güler [20] que a su vez tomó algunas ideas de Caratheodory [21]. La
idea detrás de este procedimiento se basa en querer establecer un sistema de ecuaciones diferenciales
que es inspirado en la estructura de las ecuaciones de HJ.

3.1. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi
Existen varios caminos para deducir las ecuaciones de HJ, una de ellas parte de la idea de hacer

un mapeo a través de una transformación canónica del espacio fase a un nuevo espacio donde existen
constantes de movimiento. El camino que emplearemos para establecer las ecuaciones de HJ partirá
del concepto de lagrangianas equivalentes [2], que está definido en el espacio de configuraciones
(qi, q̇i) (con i = 1, 2, .., n) y describen a un sistema clásico.
De esta manera, tal como se ve en la mecánica elemental, dos lagrangianas son equivalentes si sus
acciones determinan las mismas ecuaciones de movimiento, entonces a partir de L se encuentra
una lagrangiana equivalente de la forma,

L‘
(
qi(t), q̇

i(t)
)

= L
(
qi(t), q̇

i(t)
)
− dF (qi(t), t)

dt
, (3.1)

F es una función arbitraria. Imponiendo que esta lagrangiana tenga las siguientes condiciones:
1.- Existe algún punto q̇i(t) = g(qi(t), t) tal que,

L‘
(
qi(t), q̇

i(t) = g(qi(t), t)
)

= 0. (3.2)

2.- Para cualquier vecindad de q̇i(t) = g(qi(t), t)

L‘
(
qi(t), q̇

i(t) = g(qi(t), t)
)
> 0, (3.3)

estas dos condiciónes aseguran que existe un mínimo para L‘ así como para L. Utilizando la primera
propiedad y desarrollando la derivada total obtenemos,

0 =

[
L(qi(t), q̇

i(t))− ∂F (qi(t), t)

∂t
− ∂F (qi(t), t)

∂qi
q̇i
]
|q̇i=g, (3.4)
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despejando el segundo término se tiene

∂F (qi(t), t)

∂t
|q̇i=g =

[
L(qi(t), q̇i(t))−

∂F (qi(t), t)

∂qi
q̇i

]
|q̇i=g. (3.5)

Empleando ahora la segunda condición, y al haber un mínimo en q̇i(t) = g (qi(t), t), se llega a lo
siguiente

∂L‘

∂q̇i
|q̇i=g = 0 =

[
∂L

∂q̇i
− ∂F (qi(t), t)

∂qi

]
|q̇i=g, (3.6)

despejando,
∂L

∂q̇i
|q̇i=g =

∂F (qi(t), t)

∂qi
|q̇i=g. (3.7)

En la mecánica elemental los momentos canónicos se definen como a continuación [19],

pk ≡
∂L

∂q̇k
, (3.8)

sustituyendo en la ecuación (3.7),

pi =
∂F (qi(t), t)

∂qi
. (3.9)

La Hamiltoniana canónica se construye comúnmente a partir de la lagrangiana, para esto se emplea
la transformada de Legendre

H0 ≡ q̇jpj − L. (3.10)

Usando las ecuaciones (3.9) y (3.10) en (3.5) se obtiene

∂F (qi(t), t)

∂t
|q̇i=g = −H0|q̇i=g. (3.11)

Esta última relación es conocida como la ecuación diferencial parcial de Hamilton-Jacobi (HJPDE
sus siglas en ingles), (3.11) se utiliza para determinar las ecuaciones de movimiento en la mecánica
elemental así como calcular a la función F , a continuación veremos su importancia en los sistemas
singulares.

3.2. Ecuaciones características
Ya teniendo la ecuación diferencial de Hamilton-Jacobi para los sistemas elementales, su es-

tructura será usada para establecer un sistema de ecuaciones diferenciales y poder determinar
las ecuaciones de movimiento en los sistemas singulares, trabajamos ahora con los sistemas que
son descritos por lagrangianas singulares, es decir, el determinante de su matriz Hessiana es cero
Det(Hρν) = 0 (Hρν = ∂2L

∂q̇ρq̇ν y la dimensión de la matriz Hessiana esM). Pero existe una submatriz
Hab tal que,

Hab =
∂2L

∂q̇aq̇b
, (3.12)

donde Det(Hab) 6= 0, si el rango de esta matriz es R = M −M ′, entonces R velocidades podrán
ser determinadas de la siguiente manera,

q̇a = fa(qj , pk), a = M ′ + 1,M ′ + 2, ...,M, (3.13)

mientras que M ′ (M ′ = M − R) momentos dependerán de otras variables canónicas, por lo que
algunos quedarán de la siguiente forma,

pm = −Hm(qj , pm),m = 1, 2, ...,M ′. (3.14)
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Este resultado coincide con las restricciones primarias encontradas en el algoritmo de Dirac φm =
pm +Hm(qj , q̇i) ≈ 0. Con esta nueva información, el hamiltoniano canónico (3.10) se puede dividir
en dos secciones la parte que puede ser encontrada a partir de la lagrangiana y la que no,

H0 = [q̇apa + q̇mpm − L(qi, q̇
i)]|q̇m=g = fapa − q̇mHm − L(qi, q̇

j , q̇m = g). (3.15)

Comprobamos si efectivamente el hamiltoniano canónico podría llegar a depender de las variables
q̇m empleando la derivada parcial,

∂H0

∂q̇m
=
∂fa

∂q̇m
pa + pm −

∂L

∂q̇a
∂fa

∂q̇m
− ∂L

∂q̇m
= 0, (3.16)

usando la definición de momento canónico y la ecuación (3.13) se obtiene (3.16), por lo que la
hamiltoniana canónica no depende explícitamente de las velocidades q̇m.

Necesitamos establecer un conjunto de ecuaciones diferenciales, exactamente uno del tipo HJP-
DE. Para este propósito retomamos el resultado de la sección anterior (3.11), usando una función
característica F (t; qi) (i = 1, 2, ...,M) tal que los momentos pa = ∂F

∂qa
(a = M ′ + 1,M ′ + 2, ...,M)

y redefiniendo p0 = ∂F
∂t , q

0 = t, reescribiendo la ecuación (3.11) y (3.14), establecemos el siguiente
conjunto de ecuaciones:

H ′0 ≡ p0 +H0(t, qm, qa, pa =
∂F

∂qa
) = 0, (3.17)

H ′m ≡ pm +Hm(t, qm, qa, pa =
∂F

∂qa
) = 0, (3.18)

donde m = 1, 2, ..,M ′, pero si imponemos que m debe de empezar desde cero estas dos ecuaciones
se pueden compactar,

H ′m′ ≡ pm′ +Hm′(q
m′ , qa, pa =

∂F

∂qa
) = 0, (3.19)

con m′ = 0, 1, 2, ..,M ′, con esto ya formamos un sistema de HJPDE, ahora lo que sigue es en-
contrar la solución al conjunto de ecuaciones, o las curvas características asociadas a este sistema,
suponiendo que la función F existe y soluciona al sistema HJDPE. Ahora queremos saber cómo
son las variaciones de las variables canónicas del espacio fase. Empezamos por calcular la derivada
parcial de H ′0 con respecto de pb,

∂H ′0
∂pb

= f b + pa
∂fa

∂pb
− ∂Hm

∂pb
q̇m − ∂L

∂q̇a
∂fa

∂pb
= q̇b − ∂Hm

∂pb
q̇m, (3.20)

donde b = M ′ + 1,M ′ + 2...M , de la ecuación (3.18) se obtiene,

∂Hm

∂pb
=
∂H ′m
∂pb

, (3.21)

las ecuaciones de movimiento en el espacio fase son de la siguiente forma:

q̇µ =
∂H0

∂pµ
, (3.22)

ṗµ = −∂H0

∂qµ
, (3.23)

sustituyendo (3.21)-(3.23) en la relación (3.20) y reescribiendo,

q̇b =
∂H ′0
∂pb

+
∂H ′m
∂pb

q̇m, (3.24)
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tomando en cuenta el concepto de derivada total con respecto a la variable t, se llega a lo siguiente,

dqb =
∂H ′0
∂pb

dt+
∂H ′m
∂pb

dqm. (3.25)

Empleando de nueva cuenta que m′ es un índice que empieza de cero obtenemos (notar que q0 = t)

dqb =
∂H ′m′

∂pb
dqm

′
. (3.26)

Podemos ir más lejos y completarlo para las q′s que faltan, empleando identidades y las ecuaciones
de movimiento anteriores,

dqm
′

= δm
′

l′ dq
l′

=
∂pl′

∂pm′
dql
′

=
∂H‘l′

∂pm′
dql
′
, (3.27)

combinando las expresiones para dqm
′
y dqb, los expresamos de la siguiente manera

dqµ =
∂H ′m′

∂pµ
dqm

′
, (3.28)

con µ = 0, 1, ...M , ahora ya tenemos una expresión para las q′s, lo que sigue es determinar una
para los momentos canónicos. Empezamos por calcular la derivada parcial de H ′0 con respecto a
qµ,

∂H ′0
∂qµ

=
∂H ′0
∂pl

∂pl
∂qµ

+
∂H ′0
∂pb

∂pb
∂qµ

, (3.29)

usando las ecuaciones de movimiento (3.22) y (3.23) se obtiene lo siguiente,

−ṗµ =
∂pl
∂qµ

q̇l +
∂pb
∂qµ

q̇b, (3.30)

aplicamos el concepto de derivada total a esta ecuación con respecto de la variable t, usando (3.28)
y la regla de la cadena, llegamos a lo siguiente

−dpµ =
∂pl
∂qµ

dql +
∂pb
∂qµ

dqb

=
∂pl
∂qµ

∂H ′m′

∂pl
dqm

′
+
∂pb
∂qµ

∂H ′m′

∂pb
dqm

′

=
∂H ′m′

∂qµ
dqm

′
, (3.31)

esta ecuación se reescribe como a continuación

dpµ = −∂H
′
m′

∂qµ
dqm

′
. (3.32)

Solo nos queda calcular la diferencial de la función F (qµ), donde ésta es una solución al sistema
de ecuaciones (3.19), quedando,

dF =
∂F

∂qa
dqa +

∂F

∂qm′
dqm

′
, (3.33)
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utilizando la condición pa = ∂F
∂qa , (3.28), si además convenimos que pm′ = ∂F

∂qm′
y usamos (3.19),

entonces (3.33) queda finalmente como,

dF = (pa
∂H ′m′

∂pa
−Hm′)dq

m′ , (3.34)

las ecuaciones (3.28), (3.32) y (3.34) forman un conjunto de HJPDE para las curvas dadas por
(3.19), si el sistema es integrable sus soluciones van a determinar a la función F (qm, qa) dando las
condiciones iniciales correspondientes.

3.3. Condiciones de integrabilidad
Como mencionamos al final de la sección anterior, después de obtener las HJPDE es necesario

que sean integrables, por lo que daremos aquellas condiciones para que lo sean, para esto partimos
de un conjunto de ecuaciones dados de la siguiente manera

dqρ = Gρm(xl.xν)dxm, (3.35)

donde ρ, ν =0,1,. . . ,M y l,m = 0,1,. . .M ′ < M , es posible relacionar las ecuaciones (3.35) con
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales [22], los Xm son campos vectoriales (operadores
lineales) y f0 es alguna función,

Xmf0 =
∂f0

∂xρ
Gρm = 0, (3.36)

si existe una solución a f0 de la forma (3.36) que sea al menos dos veces diferenciable, se va
satisfacer la siguiente ecuación

[Xm, Xl]f0 = 0, (3.37)
la operación entre los corchetes está dada como [Xm, Xl] ≡ (XmXl−XlXm) (el conmutador), pero
si se cumple (3.37) entonces existirán funciones Ckml (constantes de estructura) tal que,

[Xm, Xl]f0 = CkmlXkf0. (3.38)

En este punto es importante notar que los operadores que no cumplan (3.38), es decir que si
su conmutador no puede ser expresado de la forma (3.38), entonces serán igual a un operador
diferente, que será agregado al conjunto inicial de operadores, este proceso se repetirá al nuevo
conjunto de operadores hasta que todos los operadores que se obtengan cumplan (3.38). Cuando
un conjunto de operadores Xρ satisfacen (3.38) se dice que el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales asociados a (3.35) es completo. Un sistema de ecuaciones diferenciales es integrable si y
solo si es completo [2]. Se debe notar que si el sistema de ecuaciones (3.28) y (3.32) son integrables
entonces la ecuación (3.34) lo será de inmediato usando cuadraturas. Por esto, nos centraremos
solo en las dos primeras, aplicándolo a una función arbitraria del espacio fase f(qµ, pµ),

Xmf =
∂f

∂xµ
Gµm

=
∂f

∂qµ
∂H ′m
∂pµ

− ∂f

∂pµ

∂H ′m
∂qµ

= {f,H ′m}, (3.39)

donde µ =0,1,. . .M y m, l =0,1,. . .M ′ , a=M ′ + 1,M ′ + 2,. . . ,M , se ha considerado que q0 = t,
por lo que el espacio fase ahora es de dimensión 2M + 2. Aplicando la condición de integrabilidad
a una función del espacio fase, se obtiene,

[Xm, Xl]f = (XmXl −XlXm)f

= Xm{f,H ′l} −Xl{f,H ′m}
= {{f,H ′l}, H ′m} − {{f,H ′m}, H ′l}
= {f, {H ′l , H ′m}} = 0, (3.40)
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en el último paso se usó la identidad de Jacobi, la condición de integrabilidad de HJDPE se debe
de cumplir para cualquier función del espacio fase, entonces esta condición es equivalente a

{H ′l , H ′m} = 0, (3.41)

la condición de integrabilidad obtenida es equivalente a las condiciones de regularidad utilizadas
en el algoritmo de Dirac [2]. Expresamos la diferencial total de una función del espacio fase f , y
sustituimos (3.28) y (3.32) como sigue,

df =
∂f

∂qµ
dqµ +

∂f

∂pµ
dpµ

=
∂f

∂qµ
∂H ′m
∂pµ

dqm − ∂f

∂pµ

∂H ′m
∂qµ

dqm

= {f,H ′m}dqm, (3.42)

a (3.42) se le conoce como la diferencial fundamental, este resultado será de importancia para el
formalismo, tomando como caso particular a f = H ′l , obtenemos que,

dH ′l = 0, (3.43)

si estas ecuaciones no llegasen a cumplirse completamente, ocurrirán algunos de los siguientes casos:
1.-Se encontrarían nuevos hamiltonianos H ′ = 0 tal que satisfagan dH ′ = 0, es decir si a

algún hamiltoniano se le aplica (3.43) y su resultado no es idénticamente cero, este resultado será
identificado como un nuevo hamiltoniano al que se le impone que sea cero y además debe cumplir
(3.38). De esta manera se procede con todos los hamiltonianos que aparezcan hasta formar un
álgebra cerrada entre todos los hamiltonianos.

2.-Serán encontradas relaciones entre las dqm, que son de importancia para el análisis, como
veremos a continuación.

3.4. Hamiltonianos involutivos y no-involutivos

En la sección anterior dimos el criterio para que el sistema sea integrable, y se encontró que
es indispensable que el conjunto de hamiltonianos sea completo, es decir que su paréntesis de
Poisson sea cero con los demás, o que sea igual a otro hamiltoniano (formando un álgebra cerrada),
pero, ¿qué pasa cuándo no lo es?. Para responder a esto, tenemos que hacer la distinción entre
los hamiltonianos involutivos (es así como se le llama al conjunto de hamiltonianos que forman un
álgebra cerrada) y a los que no lo sean (hamiltonianos no-involutivos) les impondremos la condición
(3.43) para asegurar la integrabilidad del sistema (como hemos considerado en la sección anterior),
obteniendo algunas relaciones entre las variables dqm.

3.4.1. Paréntesis Generalizado

Lo que seguiría es estudiar los hamiltonianos no-involutivos, ya que la diferencial fundamental
depende de todos los hamiltonianos y hasta ahora se han tratado sin distinción alguna. Los hamil-
tonianos no-involutivos son los que darán relaciones entre algunas variables.
Una vez teniendo todos los hamiltonianos no-involutivos calculados H ′J , J < M (M es la dimen-
sión del espacio fase y J 6= m el índice usado en las secciones anteriores), imponemos la siguiente
condición

dH ′J = 0, (3.44)

desarrollando,
dH ′J = {H ′J , H ′0}dt+ {H‘J , H

′
K}dqK = 0, (3.45)
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definimos CJK = {H ′J , H ′K} y suponemos que esta matriz es invertible, por lo que

dqK = −C−1
JK{H

′
J , H

′
0}dt, (3.46)

este nuevo resultado relaciona algunas variables del espacio fase, usándolo reescribimos la diferencial
fundamental (3.42)

df = [{f,H ′0} − {f,H ′J}C−1
JK{H‘K , H

′
0}]dt+ ..., (3.47)

nos fijamos en la estructura del primer término, y de esta manera introducimos el paréntesis
generalizado de HJ para dos funciones del espacio fase F y G,

{F,G}∗ = {F,G} − {F,H ′J}C−1
JK{H

′
K , G}. (3.48)

Algunas de las propiedades del paréntesis generalizado; sean F , G y R funciones del espacio fase,
H ′J algún hamiltoniano no-involutivo, H ′l algún hamiltoniano involutivo,

{F,G}∗ = −{G,F}∗, (3.49)

{F,GR}∗ = {F,G}∗R+G{F,R}∗, (3.50)

{{F,G}∗, R}∗ + {{G,R}∗, F}∗ + {{R,F}∗, G}∗ = 0, (3.51)

{H ′J , F}∗ = 0,∀F, (3.52)

{F,H ′l}∗ = {F,H ′l}. (3.53)

Todas estas propiedades se pueden demostrar a partir de la definición (3.48). El paréntesis genera-
lizado de HJ coincide con el paréntesis de Dirac, sin embargo, el cálculo del paréntesis generalizado
es más rápido comparado con el de Dirac. Con todo lo anterior reescribimos a (3.42),

df = {f,H ′m}∗dqm. (3.54)

Hay que notar que en la ecuación (3.54) ya no aparecen explícitamente los hamiltonianos no-
involutivos, ya su contribución está solamente dentro del paréntesis generalizado.

Como nota podemos agregar que los hamiltonianos no-involutivos vienen en pares, para elegirlos
de manera adecuada nos fijamos en sus paréntesis de Poisson, puesto que no serán cero.

3.5. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas directamente de la diferencial fundamental (3.54),
al ser una diferencial total, aplicándola a las variables canónicas del espacio fase y tomando a la
variable t (t = q0) como un parámetro de evolución, entonces la parte asociada a esta dará la
dinámica de las variables. Más concretamente y de manera general, para una función del espacio
fase

∂f

∂t
= {f,H ′0}∗, (3.55)

cuando f es una variable canónica obtenemos la evolución dinámica del sistema. Este resultado
coincide con la mecánica elemental cuando el sistema no es singular, por lo que el método es
consistente. Las variables son elegidas como dinámicas si no son una combinación lineal de los
hamiltonianos involutivos, recordar que estos últimos son directamente cero.
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3.6. Transformaciones de norma
Ya hemos visto que en (3.54) la parte asociada a H ′0 está relacionado con las ecuaciones de

movimiento, entonces, lo que está asociado a los hamiltonianos involutivos puede entenderse como
una transformación canónica. Si consideramos dt = 0 la transformación de alguna función del
espacio fase quedaría como a continuación,

δf ≡ {f,H ′l}∗δql, (3.56)

donde los hamiltonianos involutivos son tomados como los generadores, más aún, podemos definir
a un generador de transformaciones como G1 = H ′lδq

l.
Si consideramos que las ecuaciones de HJ son válidas H ′l = 0, entonces el espacio fase es redu-

cido. Tomando en cuenta que las transformaciones son tomadas a un mismo t, podemos imponer
que estas no puedan abandonar el espacio reducido. A este tipo de transformaciones se les conoce
como transformaciones de norma donde su generador es G1 [23].

3.7. Grados de libertad
El conteo de los grados de libertad se hará de acuerdo con la definición dada en la sección 2.11,

teniendo en cuenta que existe la posibilidad que hayan transformaciones de norma en los sistemas
singulares, donde los generadores de norma son los hamiltonianos involutivos, entonces el conteo
de grados de libertad estará dado como:

GL =
1

2

[(
número total de

variables dinámicas)

)
−
(

número total de
Hamiltonianos involutivos)

)]
. (3.57)

Las variables dinámicas son consideradas aquellas que tienen ecuaciones de movimiento diferente
de cero y los hamiltonianos involutivos considerados son todos aquellos que son independientes
entre sí, hay que tener cuidado al momento del conteo ya que se podría presentar reductibilidad
entre algunas variables.

Podemos observar que el formalismo de HJ es mucho más corto comparado con el algoritmo de
Dirac, sin embargo, en los dos se obtienen resultados equivalentes.
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Capítulo 4

Análisis de Dirac y de
Hamilton-Jacobi para gravedad
tridimensional

Al estudiar gravedad surgen diferentes principios de acción para hacer el análisis de las simetrías
del campo gravitacional. Entre los principios de acción más importantes podemos citar el modelo de
Palatini [9], Ashtekar [10] y Holst [12]. Muchos modelos de gravedad se trabajan en tres dimensiones
con la esperanza de obtener generalizaciones posteriores a cuatro dimensiones. En este capítulo se
hará el análisis de una acción de gravedad tridimensional equivalente a la de Holst, dicha acción
será escrita en términos de variables tipo Ashtekar. Se le aplicará el algoritmo de Dirac y HJ para
identificar las simetrías, las ecuaciones de movimiento y los grados de libertad de la teoría.
Partimos de la siguiente Acción [16]

S =

∫
M

d3xεµνρ
(

1

2
εIJKLx

IeJµFνρ
KL + γ−1xIeµJFνρ

IJ

)
, (4.1)

donde xI ∈ R4, FνρIJ = ∂µAν
IJ − ∂νAµIJ + Aµ

I
LA

LJ
ν − AνILALJµ es el tensor de curvatura de

SO(4), eJµ es la triada, γ es un parámetro de acoplamiento equivalente al parámetro de Barbero-
Immirzi y M es una variedad1 de dimensión tres. Esta acción describe un modelo tridimensional
de gravedad Euclidiana [17], y su estructura está estrechamente relacionada con la acción de Holst.
Al variar la acción respecto a las variables dinámicas, se obtienen las siguientes ecuaciones de
movimiento

εµνρ
(

1

2
εIJKLFνρ

KL + γ−1Fνρ
IJ

)
xI = 0,

εµνρ
(

1

2
εIJKLFνρ

KL + γ−1Fνρ
IJ

)
eµJ = 0,

εµνρDρ (xIeνJ) = 0, (4.2)

con Dρ (xIeνJ) = ∂ρ (xIeνJ) + AρJLe
L
ν xI . Si se fija el valor de xI usando la norma temporal

xI = (1, 0, 0, 0) (tal como se hace en Holst en cuatro dimensiones), uno observa que las ecuaciones
de movimiento (4.2) corresponden a las ecuaciones de movimiento de Palatini. Desde luego que se
puede fijar la norma de otras maneras, sin embargo, al querer tener resultados similares a la acción
de Holst en cuatro dimensiones, solo nos centraremos en la norma temporal. Ahora se realiza la

1Para una explicación más detallada de una variedad ver A.1
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descomposición 2+1 y obtenemos

S =

∫
d3xεab

[
1

2
e0i

(
εijkFab

jk +
2

γ
Fab

0i

)
− eai

(
εijkF0b

jk +
2

γ
F0b

0i

)]
, (4.3)

los términos de la curvatura están dados por

Fab
jk = ∂aAb

jk − ∂bAajk +Aa
j
0Ab

0k −Abj0A
0k
a +Aa

j
lA
lk
b −Abj lAlka ,

Fab
0i = ∂aAb

0i − ∂bAa0i +Aa
0
0Ab

0i −Ab00A
0i
a +Aa

0
lA
li
b −Ab0lAlia ,

F0b
jk = ∂0Ab

jk − ∂bA0
jk +A0

j
0Ab

0k −Abj0A
0k
0 +A0

j
lA
lk
b −Abj lAlk0 ,

F0b
0i = ∂0Ab

0i − ∂bA0
0i +A0

0
0Ab

0i −Ab00A
0i
0 +A0

0
lA
li
b −Ab0lAli0 . (4.4)

La acción (4.3) es la que a continuación vamos a analizar, primero usando el formalismo de Dirac,
posteriormente usaremos el de HJ.

4.1. Análisis de Dirac
Aplicaremos el formalismo de Dirac a la acción (4.3), de una manera alternativa a lo que se

presenta en [16], con la diferencia que aquí hemos extendido el procedimiento. Introduciendo las
siguientes variables en la acción (4.3)

Eai = 2εabebi,

wiµ =
1

2
εijkAµ

jk + γ−1Aµ
0i, (4.5)

con µ = 0, a, y i = 1, 2, 3 uno obtiene

S =

∫
d3x

[
Eai ∂0w

i
a + wi0

(
∂aE

a
i − εijkwjaEak

)
+A0

0i
(
(γ−2 − 1)εij

kAa
0jEak

)]
+

∫
d3xεabe0i

[(
∂awb

i − ∂bwai − εijkwajwbk
)

+ (γ−2 − 1)εijkAa
0jAb

0k
]
, (4.6)

si se elige a γ = ±1 entonces no habrá ninguna contribución de la variable Aa
0j , en lo

que sigue trabajaremos con un parámetro arbitrario, para el siguiente conjunto de variables
(ej0, E

a
i , w

i
0, w

i
a, A0

0i, Aa
0i) les asociamos sus correspondientes momentos canónicos,

pi =
∂L
∂ėi0

= 0,

P ia =
∂L
∂Ėai

= 0,

πi =
∂L
∂ẇ0

i
= 0,

πai =
∂L
∂ẇai

= Eai ,

Πi =
∂L
∂Ȧ0

0i
= 0,

Πa
i =

∂L
∂Ȧa0i

= 0, (4.7)

de esta manera, las componentes de la matriz Hessiana en términos de las variables dinámicas tiene
la forma

Hνµ =
∂2L

∂q̇ν∂q̇µ
= 0, (4.8)
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donde q̇µ = (ėi0, Ė
i
a, ẇ0

i, ẇa
i, Ȧ0

0i, Ȧa
0i). Tomando en cuenta el resultado (4.7) es fácil notar que

todos los elementos de la matriz Hessiana son cero, por lo que el determinante de ésta es cero,
entonces el sistema es singular, esto también permite identificar a partir de los momentos canónicos
las restricciones primarias, pero antes construiremos el hamiltoniano canónico. Al ya tener los
momentos generalizados (4.7) calculamos el hamiltoniano canónico y encontramos que éste está
dado por

H0 = −
[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i

[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]
, (4.9)

donde hemos definido:

Gi = ∂aπ
a
i − εijkwjaπak,

Tabi = ∂awb
i − ∂bwai − εijkwajwbk,

Si = (γ−2 − 1)εij
kAa

0jπak . (4.10)

Además, encontramos los paréntesis de Poisson fundamentales2 de las variables canónicas.

{ei0(x), pj(y)} = δijδ
2(x− y),

{Eai (x), P jb (y)} = δab δ
j
i δ

2(x− y),

{w0
i(x), πj(y)} = δijδ

2(x− y),

{wia(x), πbj(y)} = δbaδ
i
jδ

2(x− y),

{A0
0i(x),Πj(y)} = δijδ

2(x− y),

{Aa0i(x),Πb
j(y)} = δbaδ

i
jδ

2(x− y). (4.11)

A partir la definición de los momentos (4.7) se identifican las siguientes 27 restricciones primarias,

φi = pi ≈ 0,

φai = P ai ≈ 0,

φ
i

= πi ≈ 0,

φa
i

= πai − Eai ≈ 0,

φ′i = Πi ≈ 0,

φ′ai = Πa
i ≈ 0. (4.12)

Ahora, aplicamos las condiciones de regularidad para estar seguros de haber encontrado adecua-
damente las restricciones primarias,

∂(φi, φ
a
i , φi, φ

a
i
, φ′i, φ

′a
i )

∂(ej0, E
b
j , w

j
0, w

j
b , A0

0j , Ab0j , p
0
j , P

b
j , πj , π

b
j ,Πj ,Π

b
j)

=



0 0 · · · δji 0 0 0 0 0

0 0 · · · 0 δji δ
a
b 0 0 0 0

0 0 · · · 0 0 δji 0 0 0

0 0 · · · 0 0 0 δji 0 0

0 δji δ
a
b · · · 0 0 0 0 δji δ

a
b 0

0 0 · · · 0 0 0 0 0 δji δ
a
b


,

(4.13)
obteniendo una matriz con el rango constante (los puntos engloban 4 ceros), por lo que las
restricciones han sido elegidas correctamente [1].

Con la identificación correcta de las restricciones primarias, construimos la hamiltoniana pri-
maria (que incluye toda la información que se tiene hasta este punto), que está expresada por

H1 =

∫
d2y

[
H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i

]
. (4.14)

2El corchete de Poisson entre funcionales F1, F2 se define por

{F1(x), F2(y)} =

∫
d2z

[
δF1(x)

δAµ(z)

δF2(y)

δπµ(z)
−
δF2(x)

δAµ(z)

δF1(y)

δπµ(z)

]
.
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Para que las ecuaciones de movimiento estén bien definidas en la subvariedad dada por las
restricciones, es necesario que estas últimas cumplan la condición de consistencia. Para este punto
definiremos una matriz Wmn

1 = {φm, φn}, formada por los paréntesis de Poisson entre todas las
restricciones primarias, donde sus componentes son de la forma:

Wmn
1 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 δabδij 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −δabδij 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 δ
2(x− y), (4.15)

esta es una matriz de 27 × 27, se puede ver que su nulidad es 15 y su rango 12, por lo
que se esperarían 15 restricciones secundarias, sus vectores nulos tienen una estructura si-
milar a (1, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1), entonces de las restricciones
(φi, φi, φ

′
i, φ
′a
i ) se esperan un conjunto de restricciones secundarias, mientras que de las otras solo

multiplicadores. Empleando la hamiltoniana primaria aplicamos las condiciones de consistencia a
cada una de las restricciones primarias

φ̇m = {φm, H1} ≈ 0, (4.16)

con lo que obtenemos:

φ̇l = {φl, H1} =

∫
d2y{φl, H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{pl,−

[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]
}

= εab
[
Tabl + (γ−2 − 1)εljkAa

0jAb
0k
]
≈ 0, (4.17)

φ̇cl = {φcl , H1} =

∫
d2y{φcl , H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{P cl ,−

[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]

+ uiaφ
a

i
}

= ucl ≈ 0, (4.18)

φ̇
l

= {φ′l, H1} =

∫
d2y{φ′l, H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{πl,−

[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]
}

= Gl = D̃aπ
a
l ≈ 0, (4.19)

φ̇c
l

= {φc
l
, H1} =

∫
d2y{φc

l
, H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{πcl − Ecl ,−

[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]

+ uiaφ
a
i }

= −εljkwj0π
ck − 2εacD̃ae0l − ucl ≈ 0, (4.20)

φ̇′l = {φ′
l
, H1} =

∫
d2y{φ′

l
, H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{Πl,−

[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]
}

= Sl = (γ−2 − 1)εlj
kAa

0jπak ≈ 0, (4.21)
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φ̇′cl = {φ′cl , H1} =

∫
d2y{φ′cl , H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ u′iφ′i + u′iaφ

′a
i }

=

∫
d2y{Πc

l ,−
[
wi0Gi +A0

0iSi + εabe0i
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]]
}

= (γ−2 − 1)εlj
k
[
A0

0jπck + 2e0kε
cbAb

0j
]
≈ 0, (4.22)

donde D̃aπ
a
i ≡ ∂aπai − εkijπakwja. Apoyándonos de la información que proporciona W1, contraemos

sus vectores nulos con (φ̇i, φ̇ai , φ̇i, φ̇
a

i
, φ̇′i, φ̇′

a

i ) para obtener las restricciones secundarias adecuadas,
entonces de (φi, φi, φ

′
i, φ
′a
i ) encontramos 15 restricciones secundarias,

ψ0i ≡ εab
[
Tabi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]
≈ 0,

ψ
i
≡ Gi = D̃aπ

a
i ≈ 0,

ψ′0i ≡ Si = (γ−2 − 1)εij
kAa

0jπak ≈ 0,

ψ′ai ≡ (γ−2 − 1)εij
k
[
A0

0jπak + 2e0kε
abAb

0j
]
≈ 0, (4.23)

mientras que de (φai , φ
a

i
) se obtienen 12 multiplicadores,

uai ≈ 0,

uai ≈ −2εbaD̃be0i − εijkwj0πak. (4.24)

Con la identificación de las restricciones secundarias (4.23) y los multiplicadores (4.24) sustituidos
en (4.14), volvemos a aplicar de nuevo las condiciones de consistencia, con lo cual las restricciones
secundarias quedan de la siguiente manera

Ψ0i ≡ εab
[
Tabi + 2D̃aPbi + (γ−2 − 1)εijkAa

0jAb
0k
]
≈ 0,

Ψi ≡ D̃aπ
a
i + εij

kP jaπ
a
k ≈ 0,

Ψ′0i ≡ (γ−2 − 1)εij
kAa

0jπak ≈ 0,

Ψ′ai ≡ (γ−2 − 1)εij
k
[
A0

0jπak + 2e0kε
abAb

0j
]
≈ 0. (4.25)

Multiplicamos la última restricción de (4.25) por πci y luego simetrizamos, para obtener las si-
guientes tres restricciones

Ψac ≡ (γ−2 − 1)εij
ke0kAb

0j
[
εabπci + εcbπai

]
≈ 0, (4.26)

este resultado sustituye la última restricción de (4.25), usándola junto con (4.12) y las otras res-
tantes de (4.25) para calcular los paréntesis de Dirac, y de donde podemos encontrar que Aa0i = 0,
por lo que si sustituimos este resultado en la hamiltoniana (4.9) se eliminaría toda contribución
del parámetro gamma, la hamiltoniana puede ser interpretada como una del tipo BF [17],

H0 = −
[
wi0Gi + εabe0iTabi

]
, (4.27)

eliminando las últimas dos restricciones de (4.12) y usando (4.27) se vuelve a realizar la evolución
de las restricciones, entonces se encuentran las siguientes restricciones secundarias,

Ψi ≡ εab
[
Tabi + 2D̃aPbi

]
≈ 0,

Ψi ≡ D̃aπ
a
i + εij

kP jaπ
a
k ≈ 0. (4.28)

Como siguen apareciendo restricciones de segunda clase (4.28), construimos la hamiltoniana
secundaria que incluye todas las restricciones identificadas hasta este punto,

H2 =

∫
d2y

[
H0 + uiφi + uiaφ

a
i + uiφ

i
+ uiaφ

a

i
+ σiΨi + σiΨi

]
. (4.29)
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Al igual que se hizo con la hamiltoniana primaria, queremos saber qué saldrá de la condición
de consistencia empleando H2, para ello construimos una matriz Wmn

2 = {Φm,Φn} formada por
el corchete de Poisson entre todas las restricciones que se tienen hasta este punto, obtenemos,

Wmn
2 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 δabδij 0 0
0 0 0 0 0 0
0 −δabδij 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −εijkΨk

0 0 0 0 εij
kΨk εij

kΨk

 δ
2(x− y), (4.30)

(las entradas en las que están presentes restricciones se toman débilmente igual a cero) W2 es
una matriz 24 × 24 que tiene rango 12 y nulidad 12, los vectores nulos de esta matriz solo dan
relaciones entre multiplicadores y las restricciones ya encontradas, por lo que al volver aplicar
las condiciones de consistencia se esperan solo multiplicadores y/o relaciones entre ellos, y así el
proceso de encontrar nuevas restricciones termina hasta este punto ya que no aparecerá ninguna
más.

La separación correcta de restricciones se da entre aquellas de primera y segunda clase, en W2

ya hemos calculado el corchete de Poisson entre todas las restricciones, por lo que con ayuda de
sus vectores nulos identificaremos las restricciones de primera clase, sus vectores nulos son:

θ1n = (δijδ
2(x− y), 0, 0, 0, 0, 0),

θ2n = (0, 0, δijδ
2(x− y), 0, 0, 0),

θ3n = (0, 0, 0, 0, δijδ
2(x− y), 0),

θ4n = (0, 0, 0, 0, 0, δijδ
2(x− y)), (4.31)

contraemos los vectores nulos θrn con todas las restricciones Φn para encontrar las restricciones de
primera clase,

γr =

∫
d2yθrnΦn, (4.32)

de esta manera se obtienen 12 restricciones de primera clase

γ1i = pi ≈ 0,

γ2i = πi ≈ 0,

γ3i = εab
[
Tabi + 2D̃aPbi

]
≈ 0,

γ4i = D̃aπ
a
i + εij

kP jaπ
a
k ≈ 0. (4.33)

Además, encontramos 12 restricciones de segunda clase

χa1i = P ai ≈ 0,

χa2i = πai − Eai ≈ 0. (4.34)

Para realizar el conteo de los grados de libertad, tenemos 18 variables canónicas, 12 restricciones
de primera clase y 12 de segunda clase, entonces se tiene 1

2 (36− 12− 2(12)) = 0, por lo que no hay
grados de libertad físicos.

La matriz formada por el corchete de Poisson entre las restricciones de segunda clase es,

Qlk =

[
0 δabδij

−δabδij 0

]
δ2(x− y), (4.35)

y su inversa,

Q−1
lk =

[
0 −δabδij

δabδ
ij 0

]
δ2(x− y), (4.36)
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usando Q−1
lk construimos el paréntesis de Dirac (similar a la sección 2.13) para dos funcionales del

espacio fase F1, F2, con χk las restricciones de segunda clase,

{F1, F2}D = {F1, F2} − {F1, χl}Q−1
lk {χk, F2}, (4.37)

los paréntesis de Dirac de las variables canónicas quedan de la siguiente manera

{ei0(x), pj(y)}D = δijδ
2(x− y),

{Eia(x), P bj (y)}D = 0,

{w0
i(x), πj(y)}D = δijδ

2(x− y),

{wia(x), πbj(y)}D = δbaδ
i
jδ

2(x− y). (4.38)

Por otro lado el hamiltoniano (4.27) se puede reescribir, y queda como una combinación lineal de
restricciones de primera clase,

H0 = −
[
ei0γ3i + wi0γ4i

]
. (4.39)

Construimos la hamiltoniana extendida, la cual usamos para obtener las ecuaciones de movi-
miento de las variables canónicas, éstas también se pueden obtener a partir de una variación de la
acción extendida,

HE =

∫
d2y

[
H0 + λi1γ1i + λi2γ2i + λi3γ3i + λi4γ4i + λ′i1aχ

a
1i + λ′i2aχ

a
2i

]
. (4.40)

A partir de la ecuación Ḟ = {F,HE}D con F una funcional del espacio fase, se calculan las
ecuaciones de movimiento de las variables canónicas (se hará uso el paréntesis de Dirac junto con
sus propiedades [1]),

ėi0 = λi1,

ṗi = γ3i,

ẇi0 = λi2,

π̇i = γ4i,

ẇia = D̃aw
i
0 + D̃aλ

i
4,

π̇ai = 2εabD̃be0i − εijkwj0πak − εijkλ
j
4π
a
k + εabD̃bλ3i. (4.41)

Se puede observar que no hay ninguna contribución del parámetro γ a la dinámica del sistema tal
y como en [16]. Como existen funciones de primera clase, entonces el sistema tiene transforma-
ciones de norma, la transformación de norma para alguna funcional del espacio fase F está dada
como δF = {F,G}D, G es el generador de norma, definimos una función generadora como una
combinación lineal de restricciones de primera clase acompañadas de funciones arbitrarias,

G =

∫
d2y

[
δτ i1γ1i + δτ i2γ2i + δτ i3γ3i + δτ i4γ4i

]
, (4.42)

aplicándola a las variables canónicas encontramos las transformaciones de norma que no son idén-
ticamente cero,

δwia = D̃aδτ
i
4,

δπai = εabD̃bδτ3i − εijkδτ j4πak,
δei0 = δτ i1,

δwi0 = δτ i2. (4.43)
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Calculando el paréntesis de Dirac entre las restricciones (γ3i, γ4i), se encuentra que éstos forman
un grupo, a γ3i se le puede asociar con un grupo de traslaciones y a −γ4i un grupo de rotaciones,

{γ3i, γ3j}D = 0,

{γ3i, γ4j}D = −εijkγ3k,

{γ4i, γ4j}D = −εijkγ4k. (4.44)
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4.2. Análisis de Hamilton-Jacobi

Ahora aplicaremos el formalismo de Hamilton-Jacobi a la acción (4.3) para obtener las ecuacio-
nes de movimiento y las simetrías de la teoría. Para nuestro objetivo, vamos a introducir variables
tipo Ashtekar [10], que son de la forma

±Abi = εijkAb
jk ± 2

γ
Ab

i0, (4.45)

de donde es posible obtener la relación inversa, dada por

Ab
i0 =

γ

4

[
+Abi − −Abi

]
,

Ab
jk =

1

4
εjki

[
+Abi +− Abi

]
. (4.46)

Si usamos las anteriores variables en la acción (4.3), obtenemos

S =

∫
d
3
xε
ab
e0i

[
∂
−
a A

i
b − ε

i
jk

[(
γ2 − 1

16

)
+Aja

+Akb +

(
γ2 + 3

16

)
−Aja

−Akb −
(
γ2 − 1

8

)
+Aja

−Akb

]]

+

∫
d
3
xε
ab
eai

[
∂b

(
ε
i
jkA0

jk
+

2

γ
A0

0i

)
− ∂0−Aib +

(
γ2 − 1

2γ

)
ε
i
jkA0

j0+Akb −
[(

γ2 + 1

2γ

)
ε
i
jkA0

j0
+ A0

i
k

]
−Akb

]
.

(4.47)

Si se elige a γ = ±1 entonces toda la contribución de la variable +Abi será eliminada, aquí no
haremos tal elección y trabajaremos con un parámetro arbitrario. Por otra parte, podemos observar
una estrecha relación en la estructura de la acción (4.47) y la acción de Holst. Identificando a las
variables dinámicas (ej0, e

j
c, A0

j0, A0
kl,−Ajb,+A

j
b) podemos calcular sus correspondientes momentos

canónicos

p0
i =

∂L
∂ėi0

= 0,

pai =
∂L
∂ėia

= 0,

πi =
∂L
∂Ȧ0

i0
= 0,

πij =
∂L
∂Ȧ0

ij
= 0,

+πai =
∂L
∂+Ȧib

= 0,

−πai =
∂L
∂−Ȧib

= εabebi, (4.48)

las componentes de la matriz Hessiana del sistema son,

Hνµ =
∂2L

∂q̇ν∂q̇µ
= 0, (4.49)

con q̇µ = (ėi0, ė
i
a, Ȧ0

i0, Ȧ0
ij ,+ Ȧib,− Ȧib), con base en el resultado (4.48) es fácil notar que todos

los elementos de la matriz Hessiana son cero, por lo que el determinante de ésta es también cero,
entonces se tiene un sistema singular, esto permite identificar a partir de los momentos canónicos
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los siguientes hamiltonianos

H ′ = π +H0 = 0,

φi = p0
i = 0,

φai = pai = 0,

φ
i

= πi = 0,

φij = πij = 0,
+φai = +πai = 0,
−φai = −πai − εabebi = 0, (4.50)

donde π = ∂0S y H0 es el hamiltoniano canónico dado como

H0 = −εabe0i
[
∂−a Aib − εijk

[(
γ2 − 1

16

)
+Aja

+Akb +

(
γ2 + 3

16

)
−Aja

−Akb −
(
γ2 − 1

8

)
+Aja

−Akb
]]

+ −πbi

[
∂b

(
εijkA0

jk +
2

γ
A0

0i

)
+

(
γ2 − 1

2γ

)
εijkA0

j0+Akb −
[(

γ2 + 1

2γ

)
εijkA0

j0 +A0
i
k

]
−Akb

]
.

(4.51)

Los paréntesis de Poisson fundamentales para este sistema los identificamos por

{eiµ(x), pνj (y)} = δνµδ
i
jδ

2(x− y),

{A0
i0(x), πj(y)} = δijδ

2(x− y),

{A0
ij(x), πkl(y)} =

1

2
δijklδ

2(x− y),

{+Aia(x),+ πbj(y)} = δbaδ
i
jδ

2(x− y),

{−Aia(x),− πbj(y)} = δbaδ
i
jδ

2(x− y). (4.52)

Calculando el paréntesis de Poisson entre todos los hamiltonianos vemos que el único que no es
cero es el siguiente

{φai ,− φbj} = −εabδijδ2(x− y). (4.53)
Por lo que ahora tenemos que (φi, φi, φij ,

+φai ) son involutivos mientras que (φai ,
−φai ) son no-

involutivos, a partir de estos últimos construimos el paréntesis generalizado de HJ. Para ello, la
matriz de los corchetes de Poisson entre los hamiltonianos no-involutivos está dada por

CJK =

(
0 −εabδij
εbaδij 0

)
δ2(x− y), (4.54)

y su inversa,

C−1
JK =

(
0 εabδ

ij

−εbaδij 0

)
δ2(x− y), (4.55)

usando C−1
JK se construye el paréntesis generalizado para dos funcionales del espacio fase F,G, con

H‘J no-involutivos,
{F,G}∗ = {F,G} − {F,H‘J}C−1

JK{H‘K , G}. (4.56)
Por lo que los paréntesis generalizados entre las variables canónicas quedarán como a continuación

{ei0(x), p0
j (y)}∗ = δijδ

2(x− y),

{eia(x), pbj(y)}∗ = 0,

{A0
i0(x), πj(y)}∗ = δijδ

2(x− y),

{A0
ij(x), πkl(y)}∗ =

1

2
δijklδ

2(x− y),

{+Aia(x),+ πbj(y)}∗ = δbaδ
i
jδ

2(x− y),

{−Aia(x),− πbj(y)}∗ = δbaδ
i
jδ

2(x− y). (4.57)
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Ahora escribimos la diferencial fundamental usando todos los hamiltonianos, aunque solo apa-
rezcan los involutivos, los demás están contenidos en el paréntesis generalizado. La diferencial
fundamental será de la siguiente manera

df =

∫
d2y

(
{f,H ′}∗dt+ {f, φi}∗dσi + {f, φi}∗dσi + {f, φij}∗dσij + {f,+φai }∗d+σia

)
. (4.58)

Aplicamos el criterio de integrabilidad a los hamiltonianos involutivos (φi, φi, φij ,
+φai ), el criterio

de integrabilidad es dH ′J = 0 con H ′J siendo algún hamiltoniano involutivo, en el caso de no
cumplirse idénticamente vamos a encontrar nuevos hamiltonianos,

dφi =

∫
d2y({φi, H ′}∗dt+ {φi, φj}∗dσj + {φi, φi}∗dσi + {φi, φjl}∗dσjl + {φi,+φaj }∗d+σja) (4.59)

= εab
[
∂−a Aib − εijk

[(
γ2 − 1

16

)
+Aja+Akb +

(
γ2 + 3

16

)
−Aja−Akb −

(
γ2 − 1

8

)
+Aja−Akb

]]
dt = 0,

dφi =

∫
d2y({φi, H ′}∗dt+ {φi, φj}∗dσj + {φi, φj}∗dσj + {φi, φjl}∗dσjl + {φi,+φaj }∗d+σja)

=

[
2

γ
∂−a π

a
i − εjik−πaj

[(
γ2 − 1

2γ

)
+Aka −

(
γ2 + 1

2γ

)
−Aka

]]
dt = 0, (4.60)

dφil =

∫
d2y({φil, H ′}∗dt+ {φil, φj}∗dσj + {φil, φj}∗dσj + {φil, φjk}∗dσjk + {φil,+φaj }∗d+σja)

=

[
εkil∂

−
a π

a
k +

1

2

(−πai −Aal −− πal −Aai)] dt = 0, (4.61)

d+φai =

∫
d2y({+φai , H ′}∗dt+ {+φai , φj}∗dσj + {+φai , φj}∗dσj + {+φai , φjl}∗dσjl + {+φai ,+φbj}∗d+σjb)

=

[
1

4
εabεjikeoj

(
+Akb −− Akb

)
− 1

γ
εjik

−πajA
k0
0

]
dt = 0. (4.62)

De estas expresiones al exigir que sean cero por el criterio de integrabilidad y dt 6= 0 encontramos
los siguientes hamiltonianos:

Ψi ≡ εab
[
∂a
−Aib − εijk

[(
γ2 − 1

16

)
+Aja+Akb +

(
γ2 + 3

16

)
−Aja−Akb −

(
γ2 − 1

8

)
+Aja

−Akb
]]

= 0,

Ψi =

[
2

γ
∂a
−πai − εjik−πaj

[(
γ2 − 1

2γ

)
+Aka −

(
γ2 + 1

2γ

)
−Aka

]]
= 0,

Ψij ≡ εij lD−a πal = 0,

+Ψa
i ≡

1

4
εabεjikeoj

(
+Akb − −Akb

)
− 1

γ
εjik

−πajA0
k0 = 0, (4.63)

con D−a πai = ∂−a π
a
i − 1

2εij
k−πak

−Aja. Podemos observar que +Ψa
i
−πci + +Ψc

i
−πai = 0, inmediata-

mente de esto se encuentra que +Akb − −Akb = 0, por lo que las variables de Ashtekar para este
modelo están dadas por la representación adjunta de SO(3), es decir Abjk = 1

2εi
jk−Aib, por lo

que los hamiltonianos (4.63) se reducen a lo siguiente (hacemos una convención en su elección,
agregando un factor numérico, más adelante veremos su utilidad)

ξi ≡ 1

2
εabFabi =

1

2
εab
[
∂−a Abi − ∂−b Aa

i − 1

2
εijk

−Aaj
−Abk

]
= 0,

ξ
l
≡ −2D−c π

c
l = 0,

ξij ≡ −2εlijD
−
a π

a
l = 0. (4.64)
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Además, el hamiltoniano canónico (4.51) se puede reescribir,

H0 = −1

2
εabe0iFabi − ΛiD−c π

c
i , (4.65)

donde hemos usado que Λi = εijkA0
jk − 2

γA0
i0. Notar que hasta este punto que el parámetro γ

solo está presente en el término Λi que puede ser identificado como un multiplicar de Lagrange,
ésta es una diferencia con respecto a lo reportado en [16]. La hamiltoniana canónica reescrita es
una combinación lineal de hamiltonianos involutivos. Los términos πi y πij generan hamiltonianos
equivalentes, sin embargo, no se quitarán ninguno de éstos en lo que sigue del análisis. Ahora
calculamos el paréntesis generalizado entre los nuevos hamiltonianos encontrados,

{ξi, ξj}∗ = 0,

{ξi, ξ
j
}∗ = εijkξ

k,

{ξ
i
, ξ
j
}∗ = εij

kξ
k
,

{ξij , ξk}∗ = εlijε
k
lrξ

r,

{ξij , ξkl}∗ = εrijε
s
klξrs,

{ξij , ξl}
∗ = εsijξsl, (4.66)

con esto vemos que el álgebra de los hamiltonianos es cerrada, por lo que los hamiltonianos son
involutivos, con esto estamos seguros de ya no encontrar más hamiltonianos si volvemos a aplicar
las condiciones de integrabilidad. Tomando en cuenta que el paréntesis generalizado y el de Poisson
coinciden cuando una de las entradas es un hamiltoniano involutivo, los tres primeros corchetes
de la ecuación (4.66) forman un grupo, donde ξi es asociado con traslaciones, mientras que ξj con
rotaciones.

Con los nuevos hamiltonianos encontrados construimos la diferencial fundamental, siendo
(φi, φj , φij , ξi, ξk, ξij) los hamiltonianos involutivos. La diferencial fundamental está dada por,

df =

∫
d2y({f,H ′}∗dt+ {f, φi}∗dσi + {f, φi}∗dσi + {f, φij}∗dσij

+ {f, ξi}∗dzi + {f, ξi}∗dzi + {f, ξij}∗dzij), (4.67)

a partir de esta diferencial fundamental identificaremos las ecuaciones características de las varia-
bles dinámicas, esto es,

dei0 = dσi,

dp0
i =

1

2
εabFabidt = ξidt = 0,

dA0
0i = dσi,

dπi =
2

γ
D−c π

c
i dt = −γ−1ξ

i
dt = 0,

dA0
ij = dσij ,

dπij = εij
kD−c π

c
kdt = −1

2
ξijdt = 0,

d−Aia = DaΛidt− 2Dadz
i − 2εikjDadz

kj ,

d−πai =

[
εabDbe0i −

Λj

2
εji

k−πak

]
dt+ εabDbdzi + εij

k−πakdz
j + εij

k−πakε
j
jsdz

js. (4.68)
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De estas ecuaciones podemos identificar las ecuaciones de movimiento para (−Aia,−πai )

∂−0 Aia = DaΛi,

∂−0 π
a
i = εabDbe0i −

Λj

2
εji

k−πak . (4.69)

Podemos observar que la evolución dinámica de (p0
i , πi, πij) son iguales a hamiltonianos involutivos,

entonces, podemos elegir a las variables ei0, A0
0i y A0

ij como multiplicadores de Lagrange, por
lo que Λi también será un multiplicador de Lagrange. De las ecuaciones (4.68) obtenemos las
transformaciones de norma eligiendo dt=0,

δ−Aia = −2Daδz̃
i,

δ−πai = εabDbδzi + εij
k−πakδz̃

j ,

δei0 = δσi,

δA0
0i = δσi,

δA0
ij = δσij , (4.70)

donde z̃i = zi + εijkz
jk. Las transformaciones (4.70) corresponden a las transformaciones de

norma de la teoría. Por otra lado, para realizar el conteo de los grados de libertad, consideramos
que tenemos 12 variables dinámicas (−Aia,−πai ) y 12 hamiltonianos involutivos independientes
(φi, φi, ξ

i, ξ
j
), de donde obtenemos que 1

2 (12 − 12) = 0, por lo que el sistema no presenta grados
de libertad físicos, tal como esperamos.

4.3. Conclusiones
En este trabajo se ha estudiando una acción que describe gravedad tridimensional Euclidea-

na. Para nuestro análisis desarrollamos una forma alternativa del formalismo de Dirac que fue
reportado en [16], en adición, también reportamos el análisis realizado en HJ. Podemos observar
que los resultados obtenidos tanto en el formalismo de Dirac como en el de HJ son parcialmente
equivalentes debido a que se han usado variables diferentes. En efecto, en el formalismo de HJ se
usaron las variables tipo Ashtekar, se encontraron los hamiltonianos de la teoría y observamos que
los hamiltonianos involutivos (4.64) son asociados a generadores de rotaciones y de traslaciones.
También encontramos las correspondientes transformaciones de norma y se reportó el conteo del
número de los grados de libertad del sistema, concluyendo que gravedad en tres dimensiones es
una teoría topológica. Por otra parte, observamos que el parámetro γ tiene una contribución al
sistema a nivel de los multiplicadores de Lagrange Λi = εijkA0

jk − 2
γA0

i0, por lo que tenemos
los siguientes escenarios: si fijamos A0

jk = 0, la acción se reduce a una acción BF pero con la
presencia del parámetro γ. Por otro lado, si tomamos a A0

i0 = 0 no habrá contribución alguna
del parámetro γ y el sistema se reduce al caso reportado en [16], en este sentido, podemos decir
que nuestros resultados extienden a los reportados en la literatura. Es de esperarse que bajo una
elección adecuada de la fijación de norma se puedan obtener diferentes resultados, sin embargo,
este punto está fuera de los objetivos del presente trabajo. También cabe mencionar, que nuestros
resultados permiten analizar los aspectos de cuantización, y aunque es muy interesante este punto,
lo dejaremos para un trabajo a futuro.

Finalmente, deseamos comentar que los resultados de este trabajo, en particular lo que se
reporta en la sección del formalismo de HJ, han sido publicados en [24].
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Apéndice A

Geometría diferencial

A continuación se presentará una breve descripción de algunos conceptos indispensables en la
geometría diferencial, que son de importancia en diversas formulaciones y problemas, por ejemplo,
para establecer formalmente la mecánica clásica.

A.1. Variedades diferenciables
Daremos en esta primera sección algunos de los conceptos y definiciones importantes para

establecer de forma adecuada las variedades diferenciales.
Definición: Una variedad topólogica n-dimensional es un espacio topólogico Hausdorft M con

la propiedad que cada punto en M tiene una vecindad abierta homeomorfa a una región abierta
en Rn.

Definición: Una carta n-dimensional en un espacio topólogico M es un par (U ,φ) donde U es
una región abierta de M y φ:U−→ Rn es un homeomorfismo.

La definición de una variedad M n-dimensional puede ser enriquecida con otra definición, en
donde se incluyen características como la de una variedad diferenciable. Ya que es importante
tener herramientas, que en principio provienen del cálculo de varias variables, ahora tenerlos para
variedades.

Definición: Una variedad de dimensión n es un espacio topológico M con cartas n-
dimensionales, que cubrenM , teniendo un par de cartas, (U ,φ) y (V ,χ) sobreM , existen funciones
de transición φ ◦ χ−1:χ(U ∩ V ) −→ φ(U ∩ V ) que son Ck diferenciales; si k ≥1, se dice que M es
una variedad diferencial. Si k=0 M es una variedad topólogica.

Esta última definición puede ser sustituida por una equivalente, donde solo se necesita encontrar
un atlas maximal (es una carta que está Ck relacionado con todas las demás cartas sobre M).

A.2. Campos vectoriales
Una de las motivaciones para dar la definición de un espacio tangente a la variedad diferenciable

M , viene del hecho de querer encontrar una estructura más general que los vectores tangentes a
una curva sobre la variedad, el cual de manera natural es generalizado a los campos vectoriales,
por lo que será suficiente trabajar con este último. Muchas de las definiciones y conceptos dados a
continuación son solo para variedades sobre el campo real.

Denotamos a f ∈ C∞(M), como aquellas funciones C∞ diferenciables, tal que f :M −→ R.
También existen funciones Ck diferenciales, pero para los propósitos que queremos es suficiente
que sea C∞.
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Definición: Sea p ∈ M . Un vector tangente a M en p es un mapeo vp: C∞(M) −→ R tal que,

vp(af + bg) = avp(f) + bvp(g), (A.1)

vp(fg) = f(p)vp(g) + g(p)vp(f), (A.2)

para f, g ∈ C∞(M), a, b ∈ R.
Se puede demostrar que cuando se aplica el mapeo vp a alguna función constante c esta da

cero. Estas dos propiedades, la linealidad y la regla de Leibniz, son características presentes en los
campos vectoriales.

El espacio tangente a M en algún punto p se denota por TpM , este último es el conjunto que
contiene todos los vectores tangentes aM en p, TpM es un espacio vectorial real con las operaciones
definidas [25]:

(wp + vp)(f) = wp(f) + vp(f), (A.3)

(avp)(f) = a(vp(f)), (A.4)

con f ∈ C∞(M), a ∈ R y wp, vp ∈ TpM , el vector cero de TpM 0p, satisface 0p(f) = 0.
Definición: Un campo vectorial X en M , es una función que a cada punto p en M asigna un

vector tangente X(p) ∈ TpM . El vector tangente X(p) es también escrito como Xp.
Al ya tener un campo vectorial a un punto, de este se obtiene un vector tangente que puede

ser aplicado a una función real obteniendo un número real.
Tomamos un campo vectorial X y f ∈ C∞(M), podemos formar una función Xf , definida

como:
(Xf)(p) = Xp(f), (A.5)

Xp ∈ TpM y además cumple las mismas propiedades de vp dadas en (A.1)-(A.4).
Si (U, φ) es una carta en M (dim(M)=n), tenemos n campos vectoriales, de la forma; ( ∂

∂xi )

(i=1,2...n) en U dados como ( ∂
∂xi )(p)≡ ( ∂

∂xi )p. Estos elementos forman una base para TpM , así que
cualquier campo vectorial X evaluado en algún punto ”p” puede ser escrito como una combinación
lineal de los vectores base ( ∂

∂xi )p con coeficientes reales dependiente de p. Entonces,

(X)p = Xi
p

(
∂

∂xi

)
p

. (A.6)

A.3. Formas diferenciales

Para introducir las formas diferenciales, empezaremos por las 1-forma y los campos tensoriales.
Uno de los objetos clásicos que existen en forma diferencial es la diferencial total, formada por un
gradiente y una diferencial de longitud, inspirados en entidades como esta, se estudian los análogos
sobre las variedades.

Sea f ∈ C∞(M); el gradiente de f en el punto p ∈ M, denotado como ∇fp, es definido:

∇fp · (vp) ≡ vp(f), (A.7)

donde vp ∈ TpM . El mapeo ∇fp es una transformación lineal de TpM a R, si a, b ∈ R y wp, vp ∈
TpM , entonces,

∇fp · (avp + bwp) = a∇fp · (vp) + b∇fp · (wp). (A.8)

Con base en estas propiedades ∇fp es un objeto que vive en el espacio dual a TpM , el cual
representaremos como T ∗pM , a estos elementos normalmente se les nombra como covectores, además
T ∗pM es llamado el espacio cotangente de M en p, esté es un espacio vectorial sobre el campo de
los reales que contiene todos los covectores en algún punto p, incluyendo a ∇fp.
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Para αp, βp ∈ T ∗pM , vp ∈ TpM , a ∈ R, se cumple lo siguiente,

(αp + βp) · (vp) = αp · (vp) + βp · (vp), (A.9)

αp · (avp) = aα · (vp), (A.10)

Al conjunto de todos los covectores diferenciales enM se les conoce como 1-formas. Se demuestra
que dxip (i=1,2... n) es una base para T ∗pM , por lo que cualquier covector puede ser escrito como
una combinación lineal de estos,

αp = α

((
∂

∂xi

)
p

)
dxip, (A.11)

en algunas ocasiones es simplemente escrita como α = αidx
i.

A partir de las 1-formas se construye el álgebra exterior, obteniendo formas diferenciales de
grado superior y además completamente antisimétricas.

Definición: Si w y η son 1-formas en M , el producto cuña de w y η, w ∧ η es definido por [26]

w ∧ η =
1

2
(w ⊗ η − η ⊗ w). (A.12)

Ya aplicados a X1, X2 campos vectoriales sobre M , obtenemos,

(α ∧ β)(X1,X2) =
1

2
[α(X1)β(X2)− β(X1)α(X2)]. (A.13)

Este nuevo objeto, además de ser un tensor es también una 2-forma, es decir el producto cuña
toma 2 1-formas para construir una 2-forma. Podemos ver que la estructura del producto cuña es
parecida al de un determínate acompañado por un factorial, teniendo esto en cuenta, se hace una
generalización de esta operación para el producto cuña de una k-forma y una l-forma.

Sea wk y wl una k-forma y l-forma respectivamente, sgn σ el signo de las permutaciones de σ
(sgn σ=1 si es par, sgnσ=-1 si es impar) y σ ∈ Sk+l. Tomado (k+l) campos vectorialesX1, ..., Xk+l,
el producto cuña queda como a continuación,

wk ∧ wl(X1, ..., Xk+l) ≡
1

(k + l)!

∑
k,l

(sgnσ)wk(Xi1 , ..., Xik)wl(Xji , ..., Xjl), (A.14)

donde i1 < ... < ik y j1 < ... < jl, tal que (i1, ..., ik,j1,...,jl) ∈ Sk+l, es una permutación de los
números (1,2,3,...,k + l). Podemos comprobar fácilmente que esta generalización se reduce al caso
del producto cuña de 1-formas.

En una carta una k-forma se escribe de la manera siguiente,

w = wi1...ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik , (A.15)

con base en la ecuación (A.14) se observa que el producto cuña toma una k-forma y una l-forma
lleva a una (k + l)-forma, con esta definición se pueden demostrar las siguientes propiedades, sea
w1, w2 una k-forma, η una l-forma, w una j-forma,

(aw1 + bw2) ∧ η = a(w1) ∧ η + b(w2) ∧ η, (A.16)

w1 ∧ η = (−1)klη ∧ w1, (A.17)

(w1 ∧ η) ∧ w = w1 ∧ (η ∧ w). (A.18)

Como comentario final, si se tiene una k-forma (en algunos casos) esta se puede escribir como el
producto cuña de k 1-formas.
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A.4. Derivada exterior
La derivada exterior está construida exclusivamente para formas diferenciales, con el propósito

de preservar la antisimetría, este es un mapeo lineal (d) que lleva k-formas a (k+1)-formas, algunas
de sus propiedades son las siguientes:

d(aw1 + bw2) = ad(w1) + bd(w2), (A.19)

siendo w1, w2 k-formas, a y b ∈ R,
d2(w) = 0, (A.20)

d(w ∧ η) = dw ∧ η + (−1)kw ∧ dη, (A.21)

w una k-forma, η una 1-forma.
Sobre una carta ya se vio que una k-forma se escribe como en (A.15), por lo que la derivada

exterior de esta quedaría como

dw = dwi1...ikdx
i1 ∧ ... ∧ dxik =

(
∂

∂xl

)
wi1...ikdx

l ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik . (A.22)
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