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Resumen

En el presente trabajo se realiza el analisis de Hamilton-Jacobi de gravedad tridimensional
escrita en términos de variables tipo Ashtekar. Se reportan los hamiltonianos involutivos y no-
involutivos, las ecuaciones caracteristicas, las transformaciones de norma, los paréntesis generali-
zados y el conteo de grados de libertad. Se comparan los resultados obtenidos con los reportados

en la literatura.
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Capitulo 1

Introduccion

Para realizar el estudio de las interacciones fundamentales dentro de un contexto clasico, es
importante entender el conjunto de simetrias que las definen, y poder hacer posteriormente una
extension para su estudio a nivel cuantico [1]. Las interacciones fundamentales entran dentro de un
conjunto de sistemas dinamicos que son llamados sistemas de norma, y estos poseen una simetria
particular que caracteriza los sistemas singulares més importantes, llamada simetria de norma. La
simetria de norma es fundamental puesto que nos brinda una clase de equivalencia entre estados
fisicos, sus generadores son constricciones del sistema definidas en el espacio fase con caracteristicas
que nos permiten entender cémo es la evolucion dindmica de los grados de libertad del sistema.
Actualmente, para realizar el estudio de sistemas singulares contamos con novedosos formalismos
que nos ayudan a entender las simetrias de un sistema de una manera exhaustiva, ejemplo de tales
formalismos encontramos el formalismo de Dirac [1] y el formalismo de Hamilton-Jacobi [HJ] [2].
Estos formalismos nos permiten obtener las ecuaciones de movimiento, las restricciones del sistema,
conocer los grados de libertad fisicos, los paréntesis de Dirac o los generalizados de HJ, etc., segin
sea el caso de qué sistema estemos estudiando, uno puede usar alguno de esos formalismos. Por
ejemplo, podemos observar en la literatura que hay anéalisis de sistemas usando ambos formalismos
y exponiendo las diversas ventajas de cada uno de ellos [3-8|.

En relacion con lo comentado anteriormente, no debemos olvidar que la Relatividad General de
Einstein [RG]| es una teorfa singular y de norma. Respecto a este punto, actualmente el estudio
clasico y cuéntico de RG es un area muy activa dentro de la comunidad, y ha existido un gran
esfuerzo por tratar de entender las simetrias que presenta el campo gravitacional tanto a nivel
Lagrangiano como a nivel Hamiltoniano. Cabe mencionar que formulaciones alternativas surgieron
para estudiar a la gravedad més alla de la accién de Einstein-Hilbert [EH| donde la variable
dindmica es la métrica, es la conocida formulacion de Palatini [9] donde las variables del campo
son una tétrada y una conexion valuada en el Algebra del grupo SO(3, 1). Sin embargo, en el camino
surgieron complicaciones de estructura puesto que las restricciones de la teoria no son polinomiales.
De esta manera, surgen otras formulaciones alternativas como las de Ashtekar, Barbero y Holst
[10,11,12]. Es importante mencionar, que la formulacién de Ashtekar es el primer intento que
se realiza por tratar de expresar el principio de accién del campo gravitacional en términos de
conexiones, tal y como es presente en la teoria de norma de Yang-Mills. Aunque la formulaciéon
de Ashtekar es elegante y goza de cierta simplicidad, sabemos que las variables que describen al
campo gravitacional son complejas y si uno quiere extraer los grados de libertad en el sector real,
es necesario considerar un conjunto de restricciones extra llamadas condiciones de realidad, las
cuales complican el anélisis y complica més el querer analizar la formulaciéon cuéntica.

Debido a lo anterior, en el intento de querer abordar las complicaciones que uno encuentra en las
diferentes formulaciones del campo gravitacional, es natural que se pretenda trabajar con modelos
mas sencillos sin perder de vista las simetrias que tiene gravedad; modelos como gravedad en
dimensiones menores a cuatro son los candidatos ideales debido a que las restricciones de la teoria
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son més simples. Algunos de los ejemplos més comunes que se pueden citar son la Teoria de Chern-
Simons [13], o el caso de gravedad topologicamente masiva [14]; estos son llamados “modelos de
juguete”, que nos dan un panorama inicial a lo que uno encuentra en gravedad real.

De esta manera, en este trabajo de tesis, estamos enfocados en estudiar la formulacién de
Ashtekar de una accion definida en tres dimensiones, algo que no se habia reportado en la literatura.
Es importante mencionar, que en la formulacién de Holst uno encuentra que la accién depende de
un parametro el cual es llamado el pardmetro de Barbero-Immirzi. Dicho parametro no presenta
contribucién alguna a las ecuaciones de movimiento, puesto que el término que lo acompana es
un término topolégico; Holst y EH tienen las mismas ecuaciones de movimiento. Por el contrario,
a nivel cuantico, el parametro de Barbero si presenta una contribuciéon y atn es controversial
definir si dicho parametro es relevante o no [15]. En el caso de tres dimensiones, uno tiene ciertas
complicaciones, puesto que uno no conocia de qué manera acoplar a la accién de Palatini un término
que acompane al parametro de Barbero y que, al variar la acciéon, se obtuvieran las ecuaciones de
EH en tres dimensiones. Por supuesto que se encuentran en la literatura ejemplos donde se han
hecho varios intentos [5], sin embargo, definir las variables de Ashtekar en esos principios de acciéon
no habia sido realizado. Por otro lado, en un trabajo reciente [16] se propuso un principio de accion
el cual acopla a la accién de Palatini un término que acompana al parametro de Barbero y al
variarla uno obtiene las ecuaciones de movimiento de EH, el principio de accién describe gravedad
Euclidiana [17]. El analisis que se realiza en [16] es enfocado al formalismo de Dirac, sin embargo,
no se introducen las variables de Ashtekar, es por ello, que en este trabajo nos dimos a la tarea de
expresar en términos de variables tipo Ashtekar a la accion publicada en [16] y la analizamos usando
alternativamente el formalismo de Hamilton-Jacobi. La terminologia de variables tipo Ashtekar,
se debe a que nosotros usamos variables reales, aunque la estructura es practicamente la misma.
Dentro de los resultados que reportamos en este trabajo se encuentran que la acciéon tiene una
estructura similar a la de Ashtekar, y cuando uno analiza dichas restricciones, se encuentra que
es posible resolver una de ellas y al tomar en cuenta la solucién uno reduce la accién original a
una teoria BF', la contribucion del pardmetro de Barbero se reduce a estar presente a nivel de los
multiplicadores de Lagrange y las restricciones toman una estructura simple. En otras palabras, en
la accion tipo Holst en tres dimensiones reportada en [16] al introducir unas variables tipo Ashtekar
y analizar el sistema en el marco de HJ la accion se reduce a una teoria BF' teniendo como variable
dindmica una conexion expresada en la representacion adjunta del grupo SO(3).

En el capitulo 2 se dard una introduccion del algoritmo de Dirac, se empieza a desarrollar a
partir de la mecanica elemental, y posteriormente se irdn dando algunos conceptos indispensables
en el algoritmo. En el capitulo 3 presentaremos de forma introductoria el formalismo de HJ para
sistemas singulares, empezaremos con la ecuacion de HJ, y se daran conceptos fundamentales que
posteriormente usaremos. En el capitulo 4 aplicaremos el algoritmo de Dirac y HJ a una accién de
gravedad tridimensional (que se ha presentado en [16]) para identificar las simetrias, las ecuaciones
de movimiento y los grados de libertad.




Capitulo 2

Algoritmo de Dirac-Bergmann

En este capitulo haremos una descripcion del algoritmo de Dirac que usualmente es usado
para estudiar a los sistemas singulares. También seran dados algunos conceptos béasicos que son
fundamentales para entender el formalismo, el desarrollo de este capitulo es enfocado a sistemas
con grados de libertad finitos y que ayudara a extender dichos conceptos sin problema a la teoria
de campos. El algoritmo de Dirac es una extension del formalismo Hamiltoniano elemental, donde
se quiere realizar un mapeo del espacio de configuraciones al espacio fase, sin embargo, el mapeo a
través de la transformada de Legendre no esté bien definido cuando se tienen sistemas singulares,
debido a que dicho mapeo es multivaluado. Como veremos, la introduccién de multiplicadores de
Lagrange seré de ayuda para asi tener bien definido el mapeo entre los dos espacios.

2.1. Sistemas clasicos singulares

En la mecénica clasica se usan principalmente el Lagrangiano y el Hamiltoniano, los cuales nos
permiten describir la dindmica de los sistemas bajo estudio, para los sistemas regulares se suele
usar la lagrangiana para construir el hamiltoniano o equivalentemente en el sentido inverso, aunque
en los sistemas singulares se encuentra que esto no estd dado de manera unica. Para ilustrar lo
anterior, empezaremos con el principio de Hamilton [18]. El principio de Hamilton, en su forma
lagrangiana, establece que las curvas descritas por un sistema en el espacio de configuraciones son
distinguidas por el hecho que la integral

/ L@ (). (1) dt, (2.1)

ty

tiene un minimo (de manera general un punto estacionario) para extremos fijos. Con ¢; las coor-
. dq; . . . , .
denadas, y ¢; = % sus correspondientes velocidades (i=1,2...N), t es un parametro de evolucion

comtnmente asociado al tiempo (newtoniano). Las condiciones en la cual la integral es estacionaria

dan las ecuaciones de Euler-Lagrange
d (0L oL
— ( ) - = =0, (2.2)

dt \9¢’) 9¢i
desarrollandola,
o (0L dq* 0 (OL\ d¢* oL
Ogk \0¢7 ) dt ~ O¢k \O¢7 ) dt  Og¢
reescribiendo,
0’L | ., O*L v OL
——)G" = — - | ¢ —. 2.4
el <6qkqﬂ> T o 24
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De esta tltima ecuacion se identifica al primer término como la matriz Hessiana Hy; = %, por
lo que, si el determinante de ésta es distinto de cero, la matriz es invertible, lo cual nos (ileva a
determinar de manera tinica a las ¢*’s en términos de ¢* y ¢*, en el otro caso, cuando el determinante
es cero, no se podran despejar todas estas cantidades, debiéndose a que la matriz Hessiana tiene
rango R <N. Cuando el determinante de la matriz Hessiana es cero, a L(¢?(t),¢’(t)) se le llama
lagrangiana singular, es precisamente a sistemas como este al cual se le aplica el algoritmo de Dirac,

que de alguna manera nos dird cémo son las otras ecuaciones que no se determinaron.

2.2. Restricciones primarias

Para realizar el formalismo hamiltoniano es necesario definir los momentos canénicos

oL

o (2.5)

Pr =
9%L
9447

. ap; . . . .
de manera equivalente det(#) = 0), esto permite la existencia funciones que son de la manera

siguiente

Cuando se tiene que det( )=0 (el determinante de la matriz hessiana es igual a cero, o

¢"(q,p) =0, (2.6)

con m=1,2,3...M, las cuales son nombradas restricciones primarias, donde éstas son obtenidas
directamente de los momentos canénicos. Este también puede verse como el problema de querer
expresar las velocidades (2.5) en términos de los momentos generalizados, estando en el caso de
una lagrangiana singular, solo sera posible encontrar R (el nimero de velocidades que pudieron ser
despejadas directamente de (2.5)), para completar el mapeo entre los espacios es necesario tener
un conjunto de ecuaciones como las ¢™ = 0.

Podria surgir la duda, jcémo saber si hemos encontrado adecuadamente todas las restricciones
de primarias?, para saberlo, basta con fijarnos en la nulidad de la matriz Hessiana (H; ya definida
anteriormente) que debe coincidir con el ntimero de restricciones. Para asegurar que las restricciones
primarias sean funcionalmente independientes, se requiere calcular los vectores nulos de Hjy, los
cuales seran V*# (sus componentes V), ademas el niamero de vectores nulos sera M’ (M’ < M) por
lo que solo seran encontrados M’ restricciones primarias independientes, teniendo ya encontradas
las restricciones primarias ¢ éstas se contraen con los vectores nulos, y de esta manera se obtienen
las restricciones primarias independientes

' = V™, (2.7)

Al tener las restricciones reducimos el espacio fase a una subvariedad que tiene dimension R, méas
adelante daremos las condiciones para tener bien establecida la subvariedad.

2.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Antes de continuar conviene introducir el concepto de igualdad débil, el cual se representa con
el simbolo =. Dadas dos funciones F' y G, se dice que son débilmente iguales, si lo son en la
subvariedad definida por las restricciones primarias, ¢ = 0, y se denotan como

F~G. (2.8)

Definicion: Una funcion F del espacio fase, restringida en la subvariedad X; definida por las
restricciones primarias, es débilmente igual a cero si,

Fls,=0, (2.9)
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2.4. CONDICIONES DE REGULARIDAD

mientras que es fuertemente igual a cero si

OF OF
F =0, —,— =0 2.10
|21 ) (8qﬂ’ apj) |21 ’ ( )

el ultimo término son las derivadas parciales de F' con respecto a las variables candnicas.

2.4. Condiciones de regularidad

Hay varias maneras de representar la superficie generada por las restricciones primarias, pero
es indispensable que estén bien definidas, por lo que es necesario imponer condiciones. Si elegimos
a fl = ¢!(q,p) = 0 como una restriccion (¢'(g,p) son las restricciones primarias independientes),
también lo serian fﬁ, V1, etc., sin embargo, para que estas definan adecuadamente una subvarie-
dad de dimension S = 2N — M’ es necesario que el rango de la matriz jacobiana de las restricciones
sea constante e igual a M’ (M’ el namero de restricciones independientes que se encuentran direc-
tamente de (2.5), N la dimension de la matriz Hessiana)

Ran (a(fqﬁp)) Y (211)

Con esto, solo cuando hacemos la eleccion f! = ¢! (q,p) = 0 definen adecuadamente una subvariedad
y forman un Jacobiano de rango constante; la condiciéon en el Jacobiano es la que se llama condicién
de regularidad.

2.5. Hamiltoniana canodnica

En la mecanica clasica esta bastante claro que cuando se tiene alguna lagrangiana regular se

va de la formulacion lagrangiana a la hamiltoniana a través de la transformada de Legendre [19].

En el caso de las lagrangianas singulares se requeriran de algunos otros elementos para completar

este mapeo entre formulaciones. A pesar de esto, al igual que en los sistemas regulares, cuando se

trabajan los sistemas singulares, se le nombra hamiltoniana canénica a aquella que se obtiene bajo
la transformada de Legendre,

H.={’p; — L. (2.12)

Una diferencia que se tiene con respecto a los ejemplos elementales de la mecénica clasica, en
lagrangianas singulares la hamiltoniana canénica depende de las variables (¢/, pj), pero aqui estas
variables ya no son independientes en el espacio fase. Por lo que H. solo esta bien definida en
la subvariedad definida por las restricciones, por lo que al agregar una combinacién lineal de
restricciones

H. — H.+u,¢", (2.13)

el formalismo debe mantenerse invariante, ya que una combinacién lineal de restricciones sigue
siendo débilmente cero, y se sigue estando en la subvariedad definida por las restricciones.

Como mencionamos al principio, este algoritmo tiene un gran parecido con los multiplicadores
de Lagrange, por lo que este se puede ver como el analisis de un problema de extremos con
restricciones. Cuando son funciones del espacio de configuraciones se obtiene

/Ldt — /(L+ua¢“)dt, (2.14)

pero cuando son funciones del espacio fase,

J @i = — [@p, — He— oo (2.15)
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2.6. HAMILTONIANA PRIMARIA Y RESTRICCIONES SECUNDARIAS

(no olvidar que la lagrangiana L y la hamiltoniana H.; ain dependen de las variables del espacio de
configuraciones y el espacio fase respectivamente). Haciendo la variacion de esta ultima, tomando
en cuenta que los extremos estan fijos y usando las restricciones se obtienen las ecuaciones de
movimiento,

. 0H, Op°
U —|— Uq 5 216
v =, o, (2.16)

. OH. tolox
pj=— o0 Uq od (2.17)

Hay dos observaciones importantes que realizar. La primera, debido a que las u, son funciones
arbitrarias del espacio fase, las ecuaciones de movimiento (2.16) y (2.17) no estdn determinadas
de manera tUnica, por lo que serd necesario encontrar el valor de las u,. A partir de ahora las
nombraremos multiplicadores de Lagrange. Y segundo, si a pesar de aplicar todo el algoritmo que
incluye encontrar todas las restricciones y los multiplicadores, algunos de estos tltimos no se llegan
a encontrar, nos dird que el sistema esta determinado hasta ciertas funciones arbitrarias, pero ain
estamos en el régimen clasico, entonces ésto tiene alguna relacién con la libertad de norma del
sistema, como mas adelante se veré.

Ya con todo lo comentado anteriormente, si ahora se trabaja con la transformada de Legendre
del espacio de configuraciones definida por las restricciones ¢™(p, q) = 0 dada por:

7 =q, (2.18)

_ 0L
Pk = W’ (2.19)
U = U (D, q), (2.20)

la transformacién en el espacio fase quedara como a continuacion,

7 =q, (2.21)
., OH. o™
J frnd
q ps U, s (2.22)
¢™(p.q) = 0. (2.23)

De esta manera, a través de la transformada de Legendre, las restricciones y los multiplicadores de
Lagrange, se asegura que el mapeo es invertible entre los dos espacios aun cuando el determinante
de la matriz Hessiana es igual a cero.

2.6. Hamiltoniana primaria y restricciones secundarias

A la expresiéon
Hy = H.+u,¢", (2.24)

se le llama Hamiltoniana primaria [1] (ya vista en (2.13)), esta ya contiene a H. y toda la infor-
macion que se tiene del sistema. Las ecuaciones de movimiento encontrados en (2.16) y (2.17) se
pueden generalizar usando los corchetes de Poisson

g={9,Hc} +uu{g,¢"}, (2.25)
con g = g(g,p) una funcion arbitraria del espacio fase. La ecuacion (2.25) se puede simplificar
g:{gvHC+uﬂ¢M}E{gle}7 (226)

para demostrarlo se puede hacer el desarrollo, usando las propiedades del paréntesis de Poisson y
ocupando el hecho que las restricciones ¢* = 0.
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2.6. HAMILTONIANA PRIMARIA Y RESTRICCIONES SECUNDARIAS

Como ya se ha mencionado en las secciones anteriores se espera que las restricciones mantengan
la subvariedad bien definida, ademéas de esto se agrega que se conserven en el tiempo, (;.5“ ~ 0, a esta
condicion en se le llama “condiciéon de consistencia”’, que puede ser vista como un caso particular
de (2.25), es decir

¢ ={¢", Hi} = {¢", He} + u,{¢”, ¢} =0, (2.27)

esta ultima relacion se considerara como un sistema de ecuaciones lineales no-homogéneo para los
multiplicadores u,,, dependiendo del sistema se podran despejar todos o algunos multiplicadores.
Definiendo h” = {¢¥, H.}, W la matriz con entradas W** = {¢",¢*} y dimW=M", donde los
posibles resultados se pueden englobar en los siguientes casos:

Caso I: h # 0 y detW=# 0.

Escribiendo el sistema (2.27) en forma matricial

h+Wu =0, (2.28)

h y u vectores columna con entradas h” y u, respectivamente. Debido a la condicién detW## 0,
W tiene inversa, entonces todos los multiplicadores de Lagrange van a ser determinados y estan
dados por,

u=-W-'h, (2.29)
o escrita con indices
u, = —-W, {¢" H.} (2.30)
este resultado lo sustituimos en (2.27),
9= {gch} - {d)ua HC}W;;}{(#L’ HC} = {g’ HC}D? (231)

(2.31) es la definicion del paréntesis de Dirac, en este caso todos los multiplicadores fueron en-
contrados, entonces, solo dando condiciones iniciales el sistema es completamente determinado al
igual que en la mecéanica clasica usual, ademas se presenta una nueva estructura (el paréntesis de
Dirac) muy similar al paréntesis de Poisson.

Caso II: h # 0 (no todas las h” = 0) y detWW=0.

Regresando a la ecuacion (2.28) y considerando que el determinate de W sea cero, solo K
multiplicadores de Lagrange podran determinarse, donde K es el rango de la matriz W (K < M /),
en este caso el sistema serd determinado hasta funciones arbitrarias, este caso es de gran interés
para las teorfas de norma. Sean V' los vectores nulos de W, donde se esperan encontrar (M -K)
de ellos, que satisfacen por definicién de vector nulo,

WVi=o0, (2.32)

de este resultado se obtiene ‘
hV*' =0, (2.33)

en general estas funciones del espacio fase son independientes de los multiplicadores. Estas ¢ rela-
ciones implican que el sistema tiene 7 nuevas restricciones, a las que se le nombran restricciones
secundarias.

Caso III: h = 0 (todas las h¥ =~ 0) y detW# 0.

Tomando en cuenta la relacion (2.28) se tiene el sistema homogéneo,

Wu ~ 0, (2.34)

considerando los teoremas de sistemas de ecuaciones, solo se tendré la solucién trivial, por lo que el
sistema se reduce a la igualdad 0~0, para solventarlo se puede tomar como restricciéon secundaria
a detW=0

Caso IV: h =0 (todas las h¥ = 0) y detW=0.
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2.7. HAMILTONIANA TOTAL Y RESTRICCIONES SOBRE LOS MULTIPLICADORES

La relacion (2.28), se sigue manteniendo en el caso tres, solo que ahora detWW =0, si el rango de
W es igual a K, solo M -K multiplicadores podran ser determinados.

De los cuatro casos presentados, el que es de importancia para las teorias de norma solo es
el caso II, por lo que en el trabajo solo este sera de importancia para analizar, desarrollando el
algoritmo para éste.

Una vez que se haya extraido toda la informacion de las relaciones de consistencia a todas las
restricciones, si se encuentran restricciones secundarias se tiene una situacién similar al momen-
to de terminar de encontrar las restricciones primarias, entonces se construye una hamiltoniana
secundaria,

Hy = H, + u¢?, (2.35)

las ¢ son todas las restricciones encontradas hasta este momento (primarias y secundarias), ahora
el hamiltoniano secundario contiene toda la informacién de la dindmica del sistema. Las ecuaciones
de movimiento tienen la siguiente forma,

§=1{g,He +uas?} = {g, Ha}, (2.36)

se usa esta tltima ecuacion para aplicar las relaciones de consistencia a las restricciones secundarias,
si después de aplicar esto aparecen nuevas restricciones, serdn llamadas restricciones terciarias.
Se repite de nuevo todo el proceso anterior; construir la hamiltoniana terciaria (semejante a la
secundarias solo que con todas las restricciones encontradas hasta este punto), se calculan las
relaciones de consistencia de las restricciones terciarias, y asi se continua hasta que no aparezcan
mas restricciones. Al conjunto de restricciones que no son primarias se les llamara simplemente
secundarias. La condicion de consistencia, ademés de asegurar que las restricciones no varien en
el tiempo, permite determinar algunos multiplicadores de Lagrange y construir el paréntesis de
Dirac.

2.7. Hamiltoniana total y restricciones sobre los multiplica-
dores

Cuando ya se hayan encontrado todas las restricciones (primarias y secundarias), construi-
mos una nueva hamiltoniana, a la que nos referiremos como Hamiltoniana total, que incluye a la
hamiltoniana canénica y a una combinaciéon de todas las restricciones encontradas

Hr = H, + ua¢”, (2.37)

dado que esta hamiltoniana es la que gobierna la dindmica del sistema, se emplea para asegurar
que las restricciones sigan cumpliendo las condiciones de consistencia,

¢ ={¢", Hr} = {¢", He} + ua{o’, 6"} = 0, (2.38)

con a,b = 1,2...J, siendo J el numero total de restricciones. Ya se ha mencionado en la seccién
anterior que (2.38) puede ser vista como un sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores
ug; y es bien sabido, del dlgebra lineal elemental, la solucién general de esta relacién puede estar
dada por la suma de una parte homogénea V,, y otra no-homogénea U,,

Uy = Ug + Vg, (2.39)
si V, es una solucién general al sistema homogéneo,
Va{¢®, 9"} =~ 0, (2.40)

se puede reescribir a V, como una combinaciéon lineal de las soluciones del sistema homogéneo,
Vo = v; V2 (V! son componentes de los vectores nulos) donde ¢ = 1,2...1, es el nimero de soluciones
independientes del sistema homogéneo, gracias a esto ahora escribimos lo siguiente,

Uq = U, +v; V2 (2.41)
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2.8. RESTRICCIONES DE PRIMERA Y SEGUNDA CLASE

Considerando que las v; son arbitrarias en el sentido que no determinan ningtn multiplicador, las
u, se pueden descomponer en una parte arbitraria y otra fija, esta distincion es determinada a
partir las relaciones de consistencia, lo cual también es reflejado en la hamiltoniana total,

Hr = H.+u.p"
H.+ (U, + v V)p®
= He+Ul0" +v;V.¢"
H. 4 Uy¢™ 4 v;¢", (2.42)

con v;¢' = v;V!¢® esto debido a los vectores nulos, como Hr es la que ahora gobierna la dinamica
del sistema las ecuaciones de movimiento para g = g(g,p) una funcion del espacio fase, usando las
restricciones ¢® = 0, esta sera,

g = {g,Hr}
= {g,H. + U,¢" +v;¢'}
= {g,H +v;¢'}
= {9, H'} +{g,v:¢'}, (2.43)

siendo H' = H. + U,¢®, notar que al separar la ecuacién de movimiento es mas claro que existen
I (I < J) multiplicadores arbitrarios.

La aparicion de estas funciones arbitrarias marca una ruptura con la mecéanica clasica elemental,
ya que en ésta dando solamente las condiciones iniciales la evolucion del sistema es completamente
determinado, mientras que en los sistemas singulares la evolucion del sistema esté indeterminado
hasta funciones arbitrarias.

2.8. Restricciones de primera y segunda clase

La separacion entre restricciones primarias y secundarias no nos proporciona informacion clara
con respecto a la dinamica del sistema. La separaciéon importante es la que se dard entre las
restricciones de primera clase y las de segunda clase, ya que las primeras seran las generadoras de
norma, las segundas permiten construir el paréntesis de Dirac (como ya se menciond, sustituye al
paréntesis de Poisson).

Definicion: Sea F' una funcion del espacio fase, se dice que es de primera clase si su paréntesis
de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero,

{F,¢*} =0, (2.44)

en otro caso, se dice que F es de segunda clase. Si F' es de primera clase, no queda alternativa que
{F, ¢*} sera una combinacion lineal de restricciones, ya que se trabaja en la subvariedad definida
por las restricciones, y éstas son las tnicas que son débilmente cero en toda la subvariedad. Asi,

{F,¢"} = fio". (2.45)

Teorema: El paréntesis de Poisson de dos funciones de primera clase también es de primera
clase.

Prueba: Sean F' y G funciones de primera clase, entonces {F, ¢*} = f2¢° y {G, ¢} = g2¢°,
usando la identidad de Jacobi (y usando las propiedades del paréntesis de Poisson),

{F, G}, 0%} {F 0%} G = {{G, ¢}, F}
{fée®, G} —{gio?, F}
f{e°,GY + ¢°{f2, G} — gi{o?, F} — 6™ {gd, F}
= ({f2,G} = {92, FY)o© + (g2 fi — fega)¢’ = 0. (2.46)
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Usando este tltimo resultado se puede demostrar que H' y ¢’ son de primera clase. Ademaés, la
descomposicion de Hy en H' y ¢* no es de manera tinica, ya que las v; son funciones arbitrarias.
Ahora demostraremos que @' es de primera clase, tenemos que viVb’(bb = v;¢", por lo que el
paréntesis de Poisson de ¢* con todas las restricciones queda como,

{¢", 6"} = (Vi 0"} = Vi{o" ¢} + {V}, 0" }¢" = Vi {4, 6"}, (2.47)

pero tenemos que V;' es justamente la solucién a la parte homogénea de las ecuaciones para deter-
minar los multiplicadores, por lo que Vi#{¢?, $?} ~ 0, llegando a que,

{¢', 0"} = 0. (2.48)
A continuaciéon veremos qué pasa con H', para esto le sumaremos un cero débil {¢%, $*} ~ 0,

{H',¢"} = {H.+ U’ ¢*}

{H.+ Up¢®, 9"} + vi{¢', ¢}

{H. + Up¢® +vi¢', 0"} = {Hr, 6"}

= {Hr,¢"} = —{¢", Hr} =0, (2.49)

la ultima igualdad viene de las condiciones de consistencia. Por lo que H’ también es de primera
clase.

2.8.1. Separacion de restricciones de primera y segunda clase

Ya se ha dado la definiciéon de restricciones de primera clase y segunda clase, pero al igual
que las restricciones primarias, no sabemos como escogerlas de manera independiente, en este caso
podréan ser combinacion lineal de primarias y secundarias, para dar luz a este problema; formamos
una matriz W’ (parecida a W en la seccion 2.6) con las entradas dadas por el paréntesis de Poisson
entre todas las restricciones, calculamos los vectores nulos de la matriz W/, para contraerlos con
las restricciones y obtener las restricciones de primera clase correctos, ya que la parte homogénea
en (2.40) es la que esta relacionada con las restricciones de primera clase.

Sea W' la matriz J x J cuyas entradas,

W'ab — {¢a7¢b}7 (2.50)

donde ¢ son todas las restricciones primarias y secundarias y J es el namero total de éstas.
Teniendo ya los vectores nulos de W’ (w?), las restricciones de primera clase de algin sistema
estaran dadas por

7 = wig" (2.51)

Las restricciones que no son usadas por completo para formar las de primera clase, seran las que
se promoveran a restricciones de segunda clase. Ya que la separacion que en verdad importa es
aquella que diferencia entre las de primera y las de segunda clase, entonces denotaremos a las de
primera clase con v y las de segunda clase con x. Una vez hecha la separacion, la matriz formada
con los paréntesis de Poisson de las restricciones tiene la forma,

(V7 Py (0 o0
() B )= (0 an ) 252
Notar que C'* es una matriz R’ x R’ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.

Ademaés, para conocer el numero de restricciones de segunda clase basta con conocer el rango de
la matriz C'*, la dimensién de esta matriz debe de ser par.
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2.9. LA ACCION Y LA HAMILTONIANA EXTENDIDA

2.9. La accién y la Hamiltoniana extendida

La Hamiltoniana total dada anteriormente, ya toma en cuenta las restricciones primarias y
secundarias, pero como ya se ha mencionado, es més importante la separacién entre restricciones
de primera clase y de segunda clase, y estas no estdn dadas directamente de las restricciones
primarias y secundarias. Se construye una "Hamiltoniana extendida"que ya contiene la distincion
entre restricciones y considera las funciones no determinadas,

Hp=H.+Ujx’ +vn' = H + v, (2.53)

con H' = H, + U;x?, muy similar a la H' de las secciones anteriores, la Hamiltoniana extendida
hace énfasis en la separacion de la parte determinada y la arbitraria, la parte determinada esta
contenida en H' y la indeterminada contenida en los multiplicadores v;. La Hamiltoniana extendida
es la que ahora da la evolucion dinamica del sistema, entonces, para una funcion del espacio fase
F = F(q,p) quedara como

F ={F Hg}, (2.54)

aunque estas ecuaciones son obtenidas de manera distinta en comparacioén con las secciones anterio-
res, todas dan una evolucién dindmica equivalente. Para encontrar las ecuaciones de movimiento es
suficiente emplear Hr, el introducir Hg ayuda a expresar de manera manifiesta la parte indetermi-
nada (las transformaciones de norma), lo cual extiende el formalismo elemental. Para determinar la
ecuacion de movimiento de las variables candnicas y encontrar algunos o todos los multiplicadores
de Lagrange dependiendo del sistema, se usa Hg, donde las ecuaciones de movimiento también se
pueden obtener a partir de la siguiente accién,

Selg,p,v] = /(quj — H' —vy")dt = /(quj — Hg)dt, (2.55)

a (2.55) se llama accion extendida que a diferencia de la acciéon dada en la seccion 2.5, ya contiene la
separacion entre restricciones de primera clase y de segunda clase, cuyas ecuaciones de movimiento
vienen dadas como,

; _ OHg
qa = 810]‘ )
. OHp
pb; = _qu)
¢*(p,q) = 0, (2.56)

donde ¢* es el conjunto de todas las restricciones. Estas ecuaciones se reducen al caso de sistemas
no singulares cuando no hay restricciones, las ecuaciones de movimiento (2.56) ya consideran que
se esta sobre una subvariedad definida por las restricciones.

2.10. Transformaciones de norma

Hemos mencionado que las funciones arbitrarias estan relacionadas con la simetria de norma,
entonces, jpor qué aparecen funciones arbitrarias?, o mas adn, ;qué es una transformacién de nor-
ma?. En la mecanica clasica elemental con unas condiciones iniciales se determina por completo
la evolucién del sistema, esto es lo que se conoce como una teoria determinista, sin embargo, aqui
se ha visto que las funciones que dictan la dindmica del sistema estan definidas hasta funciones
arbitrarias, pero dan estados fisicos equivalentes si se dan ciertas condiciones iniciales, ya que la
mecanica clasica sigue siendo una teoria determinista, un ejemplo es el campo magnético y eléc-
trico. Cuando existen dos funciones que dan el mismo estado fisico de un sistema bajo las mismas
condiciones iniciales, se dice que estan relacionados bajo una transformacion de norma.

11



CAPITULO 2. ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN
2.10. TRANSFORMACIONES DE NORMA

Con lo anterior, considerando dos estados F(t) y F’(t) con las mismas condiciones iniciales en un
tiempo tg, y su evolucion dinamica difiere del valor de los multiplicadores de Lagrange, especifi-
camente en la parte relacionada con las restricciones de primera clase. Desarrollando en serie de
Taylor a primer orden,

F(t) = F(ty)+ Fét
F(to) + ({F,H'} + vi{F,~"'})dt, (2.57)
F'(t) = F(t)+ F'st
= F(to) +({F,H'} +v}{F,~"})ét, (2.58)
restando las dos ecuaciones se obtiene,
SF(t) = F(t) — F'(t) = (v; — v}){F, 7'}t = sv;{F,~'}, (2.59)

donde dv;=(v; —v})dt. Entonces se puede ver que el estado fisico del sistema se mantiene inalterado
cuando se le aplica este tipo de transformaciones. Se puede elegir como caso particular a las
variables canonicas. El cambio en las variables canénicas no es mas que aplicar una transformacion
infinitesimal con una funcién generadora év;y?, las funciones 7' son precisamente las restricciones
de primera clase, por lo que estas son los generadores de una transformacion de norma. Yendo mas
alla se pueden demostrar lo siguiente:

1.- El paréntesis de Poisson {77,7'}, de cualquiera dos restricciones de primera clase genera
una transformacién de norma.

2.- El paréntesis de Poisson {H’,~'}, de cualquier restriccion de primera clase con el Hamilto-
niano de primera clase genera una transformaciéon de norma.

3.- De los dos anteriores se encuentra que { Hg,~'}, genera una transformacién de norma.

Estos resultados se pueden obtener también del hecho que los términos dentro el paréntesis
son de primera clase, y como se demostrdé en la seccion 2.8 el paréntesis de dos funciones de
primera clase también es de primera clase. Teniendo estos resultados nos preguntamos qué pasara
con las variables canonicas, ya que queremos saber sus transformaciones de norma durante toda
la evolucion dindamica del sistema. Aplicamos una transformaciéon de norma a una funcion F' del
espacio fase, posteriormente se evoluciona en el tiempo con Hpg,

F' = F 4 6v{F,y'} — (F"), = {F', Hg}, (2.60)
ahora le aplicamos a F' las mismas transformaciones, pero en sentido inverso,
Py ={F Hg} — (F\) = Fy + 6v;{F1,v'}, (2.61)
y su diferencia,
(F')h —(F) = {F,Hg}—F —ov{F,7'}
= {F+0w{F '}, Hpg} — {F, Hg} — 6v;{{F, Hg},7'}
= {0v{F,y'}, Hp} + {F,Hp} — {F, Hp} — ovi{{F, Hp},7'}
= ov; [({Fy'}, He} + {{Hp, F},7'}]
= Su{F {Hg,~v'}}. (2.62)
Obteniendo una cantidad que tiene como generador de norma {Hp, '} (esta es de primera clase)
y mantiene el estado fisico del sistema inalterado, con todo esto podemos establecer una funcion
generadora G formada por restricciones de primera clase «* y funciones arbitrarias dv;, ya que

como hemos visto incluso cuando la variable evoluciona en el tiempo ésta sigue teniendo como
generadores restricciones de primera clase,

G = dvy' — 6F = {F, G}, (2.63)

por lo que las transformaciones de norma de cualquier funcion del espacio fase quedan como el
término de la derecha de (2.63).
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2.11. GRADOS DE LIBERTAD

2.11. Grados de libertad

Con todas las definiciones y conceptos dados, ya es posible dar los grados de libertad del sistema,
pero antes la siguiente definicion.

Definicién: El namero de grados de libertad de un sistema es el ntimero de variables fisicas
independientes necesarias para describir al sistema.

Tomando en cuenta la forma en la que se hace el conteo en mecéanica elemental, el nimero de
coordenadas generalizadas menos el nimero de restricciones independientes. Haciendo la extrapo-
lacion para trabajar con variables del espacio fase, el conteo de los grados de libertad quedara,

CL — 1 {( numero total de ) _ ( ntimero total de ) .y ( ntmero total de ):|

2 variables canénicas) restricciones de 2.da clase) restricciones de 1.era clase)
(2.64)

El factor 1/2 aparece para compensar que los grados de libertad solo se refieren a las coordenadas
generalizadas, el dos que acompana a las restricciones de primera clase, se debe al hecho que estos
presentan un doble papel; como restriccion y como generador de una transformacién de norma.

2.12. Reductibilidad

Si las restricciones ¢ (todas las restricciones) se relacionan a través de una transformacion
lineal, se dice que la teoria presenta reductibilidad, pero si no es asi se tiene el caso irreducible. Sin
embargo, hacer esta distincién no es un trabajo simple, una de las maneras de darse cuenta que el
sistema podria presentar reductibilidad es fijarse que aun al hacer una separaciéon adecuada de las
restricciones de primera y segunda clase, y calculando los grados de libertad, estos no nos dan un
valor entero o mayor a cero.

2.13. Paréntesis de Dirac
La matriz C'* es invertible, con la inversa Cj, tal que,
C'*Cy; = ot (2.65)
De esta manera, sean Fi, F5 funciones del espacio fase, se define el paréntesis de Dirac,
{F1, Po}yp = {F, B} — {F1, X" MO X", B}, (2.66)

los términos entre corchetes de lado derecho siguen siendo el paréntesis de Poisson usual. Sean
F, Fy, R funciones del espacio fase arbitrarias y G una funcion de primera clase, x* restricciones
de segunda clase, el paréntesis de Dirac cumple las siguientes propiedades:

{F,Fi}p = —{F, F}p,
{F,FlR}D = {F,Fl}DR—i—Fl{F,R}D,
HF Fi}p, Ryp +{{F,R}p, F}p + {{R, F}p, Fi}p =0,
{x*,F}p = 0,VF,
{F,G1}p = {F,G1}, (2.71

la demostracion de las propiedades es de manera inmediata usando la definicién del paréntesis de
Dirac. Debido a que Hg es de primera clase y por (2.71) las ecuaciones de movimiento se pueden
reescribir,

F={F Hg}p. (2.72)
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2.14. OBSERVABLES

De manera similar una transformacion de norma puede ser reescrita, para cualquier funcional F'
del espacio fase,

{F.4'} = {F,7'}p. (2.73)

Hasta este momento lo que se tiene, la generalizacién del paréntesis de Poisson al paréntesis de
Dirac, en términos de esta tltima se escribieron dos de las ecuaciones méas importantes (2.54) y
(2.63). En general no es tan simple construir este paréntesis, debido al largo proceso que lleva.

2.14. Observables

Una observable en la mecéanica clésica es por definicién una funcién que es invariante de norma
en la superficie generada por las restricciones, de manera més precisa una observable es aquella
funcién A, cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase,

{A,7"}p ~0. (2.74)
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Capitulo 3

Formalismo de Hamilton-Jacobi para
sistemas singulares

En el capitulo anterior hemos descrito el algoritmo de Dirac para sistemas singulares, y de
manera similar en este explicaremos las ideas generales que definen el formalismo de HJ para
sistemas singulares con grados de libertad finitos, todo esto se puede extrapolar a las teorias de
campo. El siguiente procedimiento tiene la ventaja de ser mucho més corto con respecto a los
célculos que se hacen en el algoritmo de Dirac, obteniendo en ambos resultados equivalentes como
més adelante se vera. El formalismo de HJ se basa principalmente en los desarrollos de lagrangianas
equivalentes introducido por Giiler [20] que a su vez tomo6 algunas ideas de Caratheodory [21]. La
idea detras de este procedimiento se basa en querer establecer un sistema de ecuaciones diferenciales
que es inspirado en la estructura de las ecuaciones de HJ.

3.1. Ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Existen varios caminos para deducir las ecuaciones de HJ, una de ellas parte de la idea de hacer
un mapeo a través de una transformaciéon canédnica del espacio fase a un nuevo espacio donde existen
constantes de movimiento. El camino que emplearemos para establecer las ecuaciones de HJ partira
del concepto de lagrangianas equivalentes [2], que esta definido en el espacio de configuraciones
(¢*,4") (con i =1,2,..,n) y describen a un sistema clasico.

De esta manera, tal como se ve en la mecanica elemental, dos lagrangianas son equivalentes si sus
acciones determinan las mismas ecuaciones de movimiento, entonces a partir de L se encuentra
una lagrangiana equivalente de la forma,

L (a0 0) = L (a9, d'(0)) — ZEEDD), (31)

F es una funcién arbitraria. Imponiendo que esta lagrangiana tenga las siguientes condiciones:
1.- Existe algun punto ¢*(¢) = g(¢;(t),t) tal que,

L (Qi(t)vqi(t) = g(Qi(t)vt)) =0. (32)
2.- Para cualquier vecindad de ¢;(t) = g(q:(t),?)
L (g5(), 4" (1) = g(ai(t), 1)) > 0, (3.3)

estas dos condiciénes aseguran que existe un minimo para L‘ asi como para L. Utilizando la primera
propiedad y desarrollando la derivada total obtenemos,

_OF@(0).t) _ OFwt).1) |
ot dq; 1| li=o

0= |L(q(t).4'(t)) (34)
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CAPITULO 3. FORMALISMO DE HAMILTON-JACOBI PARA SISTEMAS
SINGULARES
3.2. ECUACIONES CARACTERISTICAS

despejando el segundo término se tiene

0D,y = [eatrao) - LLOD5 ], , (35)

Empleando ahora la segunda condicién, y al haber un minimo en ¢%(t) = g (q;(t),t), se llega a lo
siguiente

oL OL  OF(q(t),t)
== s (ASCARCA N P 3.6
aq1 ai=9 |:aq7 aQi qi=9> ( )
despejando,
oL OF (¢i(t),t)
— =g = ———|4.—¢- 3.7
g, 14=9 94, di=g (3.7)
En la mecanica elemental los momentos canonicos se definen como a continuacion [19],
oL
P = =, 3.8
k 8qk ( )
sustituyendo en la ecuacion (3.7),
oF q; t ,t
p; = @), (3.9)

0q;

La Hamiltoniana canoénica se construye comtinmente a partir de la lagrangiana, para esto se emplea
la transformada de Legendre ‘

Usando las ecuaciones (3.9) y (3.10) en (3.5) se obtiene

OF (qi(t),t)
ot

—H,

jiz=g = Gi=g- (3.11)
Esta ultima relacion es conocida como la ecuacion diferencial parcial de Hamilton-Jacobi (HJPDE
sus siglas en ingles), (3.11) se utiliza para determinar las ecuaciones de movimiento en la mecénica
elemental asi como calcular a la funcién F', a continuacién veremos su importancia en los sistemas
singulares.

3.2. Ecuaciones caracteristicas

Ya teniendo la ecuacion diferencial de Hamilton-Jacobi para los sistemas elementales, su es-
tructura serd usada para establecer un sistema de ecuaciones diferenciales y poder determinar
las ecuaciones de movimiento en los sistemas singulares, trabajamos ahora con los sistemas que
son descritos por lagrangianas singulares, es decir, el determinante de su matriz Hessiana es cero
Det(H,,) =0 (H,, = % y la dimension de la matriz Hessiana es M). Pero existe una submatriz
H,p tal que,

0’L
8Qaq'b’
donde Det(Hgyp) # 0, si el rango de esta matriz es R = M — M’, entonces R velocidades podran
ser determinadas de la siguiente manera,

Hg, = (3.12)

Q= f*(qj,pr)ya=M+1,M +2,.., M, (3.13)

mientras que M’ (M’ = M — R) momentos dependeran de otras variables candnicas, por lo que
algunos quedaran de la siguiente forma,

Pm = —Hp(q;,pm),m =1,2,..., M. (3.14)
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Este resultado coincide con las restricciones primarias encontradas en el algoritmo de Dirac ¢, =
Pm + Him(q5,¢;) = 0. Con esta nueva informacion, el hamiltoniano canoénico (3.10) se puede dividir
en dos secciones la parte que puede ser encontrada a partir de la lagrangiana y la que no,

Ho = [§"pa + " Pm — L(¢i, ¢")lgm=g = f*Pa — ¢" Hm — L(gi, ¢’ ,§™ = g). (3.15)

Comprobamos si efectivamente el hamiltoniano canénico podria llegar a depender de las variables
¢ empleando la derivada parcial,

0Hy  Of° oL of° 0L
usando la definicién de momento canénico y la ecuaciéon (3.13) se obtiene (3.16), por lo que la
hamiltoniana canénica no depende explicitamente de las velocidades ¢™.

Necesitamos establecer un conjunto de ecuaciones diferenciales, exactamente uno del tipo HJP-
DE. Para este proposito retomamos el resultado de la seccion anterior (3.11), usando una funciéon
caracteristica F(¢;¢") (i = 1,2,..., M) tal que los momentos p, = gTF (a=M+1, M +2,.... M)
y redefiniendo pg = %—f, q° = t, reescribiendo la ecuacion (3.11) y (3.14), establecemos el siguiente

conjunto de ecuaciones:
oF

Hé = Po + HO(tvqmaqaapa = %) = 03 (317)
oF
H,\ = pm + Hu(t,4™, 4% pa = 5) =0, (3.18)

donde m = 1,2, .., M’, pero si imponemos que m debe de empezar desde cero estas dos ecuaciones
se pueden compactar,

oF )
94a

con m' = 0,1,2,..,M’, con esto ya formamos un sistema de HJPDE, ahora lo que sigue es en-
contrar la solucién al conjunto de ecuaciones, o las curvas caracteristicas asociadas a este sistema,
suponiendo que la funcién F' existe y soluciona al sistema HJDPE. Ahora queremos saber como
son las variaciones de las variables canoénicas del espacio fase. Empezamos por calcular la derivada
parcial de H{, con respecto de py,

H' ) = po + Hoo (4™, ¢%, pa = — 0, (3.19)

aHé afa _ aHm m aiLafa __ b aHm -m

b
— + g, - =q° — , 3.20
Ope [ty o om0 dp T om | (3.20)
donde b= M’ + 1, M’ +2...M, de la ecuacion (3.18) se obtiene,
0H,, OH/
=Zm (3.21)
Ipe Ipe
las ecuaciones de movimiento en el espacio fase son de la siguiente forma:
0H,
q* = , 3.22
I (3.22)
. OHy
P =— g (3.23)
sustituyendo (3.21)-(3.23) en la relacion (3.20) y reescribiendo,
H H!
b 8 0 a m -m’ (324)

O Ope
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tomando en cuenta el concepto de derivada total con respecto a la variable t, se llega a lo siguiente,

I
OHy dt + aH’"d ", (3.25)

d b
T o, Ipy

Empleando de nueva cuenta que m’ es un indice que empieza de cero obtenemos (notar que ¢° = t)

OH' ,
dg® = == qq™ 3.26
q o (3.26)

Podemos ir mas lejos y completarlo para las ¢’s que faltan, empleando identidades y las ecuaciones
de movimiento anteriores,

dqm/ _ 5ir/n/ dql/
apl/ l/
= d
apm’ 7
8H‘l/ ’
= ——dd¢ 3.27
8pm’ ¢ ( )

. . ’ . .
combinando las expresiones para dg™ y dq®, los expresamos de la siguiente manera

oH! ,
dg* = 8pm dq™ (3.28)
i

con p = 0,1,...M, ahora ya tenemos una expresion para las ¢'s, lo que sigue es determinar una
para los momentos canénicos. Empezamos por calcular la derivada parcial de H|, con respecto a
q*,

8H(’) - aH(/J 8}9[ 8H6 apb

= Zho on Py 3.29
dgt Opr 9g* ~ Opy Ig* (829
usando las ecuaciones de movimiento (3.22) y (3.23) se obtiene lo siguiente,
. opy .1l Oy b
L — 9P b 3.30
Pu agnd * agnd (3.30)

aplicamos el concepto de derivada total a esta ecuacion con respecto de la variable ¢, usando (3.28)
y la regla de la cadena, llegamos a lo siguiente

6 0

o 8pl aHm/d m’ 8pb 6H7/n/

g Op dqt Opy
O0H' ,

— m’ g™ 31
g : (3.31)

esta ecuacion se reescribe como a continuacion

H\ oo
amdm

o (3.32)

dp, = —
Solo nos queda calcular la diferencial de la funcion F(g*), donde ésta es una solucion al sistema
de ecuaciones (3.19), quedando,

OF . OF
0q° 4 oqg™

dF = dq™ (3.33)
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utilizando la condicién p, = g—i, (3.28), si ademas convenimos que p,, = % y usamos (3.19),
entonces (3.33) queda finalmente como,
O0H! , ,
dF' = (pa apm — Hyyr)dg™ (3.34)

las ecuaciones (3.28), (3.32) y (3.34) forman un conjunto de HJPDE para las curvas dadas por
(3.19), si el sistema es integrable sus soluciones van a determinar a la funcion F'(¢™, ¢*) dando las
condiciones iniciales correspondientes.

3.3. Condiciones de integrabilidad

Como mencionamos al final de la seccién anterior, después de obtener las HIPDE es necesario
que sean integrables, por lo que daremos aquellas condiciones para que lo sean, para esto partimos
de un conjunto de ecuaciones dados de la siguiente manera

dg” = G, (z'.2")dx™, (3.35)

donde p,v =0,1,.... M y I,m = 0,1,... M’ < M, es posible relacionar las ecuaciones (3.35) con
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales [22], los X, son campos vectoriales (operadores
lineales) y fo es alguna funcion,

si existe una solucion a fy de la forma (3.36) que sea al menos dos veces diferenciable, se va
satisfacer la siguiente ecuacion

[Xm, Xa]fo =0, (3.37)
la operacién entre los corchetes esta dada como [X,,, X;] = (X X; — X1 X,,) (el conmutador), pero
si se cumple (3.37) entonces existiran funciones C*, (constantes de estructura) tal que,

[Xom, X1l fo = Ch X fo. (3.38)

En este punto es importante notar que los operadores que no cumplan (3.38), es decir que si
su conmutador no puede ser expresado de la forma (3.38), entonces seran igual a un operador
diferente, que sera agregado al conjunto inicial de operadores, este proceso se repetira al nuevo
conjunto de operadores hasta que todos los operadores que se obtengan cumplan (3.38). Cuando
un conjunto de operadores X, satisfacen (3.38) se dice que el sistema de ecuaciones diferenciales
parciales asociados a (3.35) es completo. Un sistema de ecuaciones diferenciales es integrable si y
solo si es completo [2]. Se debe notar que si el sistema de ecuaciones (3.28) y (3.32) son integrables
entonces la ecuacion (3.34) lo sera de inmediato usando cuadraturas. Por esto, nos centraremos
solo en las dos primeras, aplicandolo a una funcion arbitraria del espacio fase f(¢",p,),

of
I qn
oxr ™
o5 om;,  of o,
9q" Opy  Opu Og"

= {r.4,}, (3.39)
donde 1 =0,1,...M y m,l =0,1,... M’ , a=M' +1,M’' +2,... .M, se ha considerado que ¢° = t,
por lo que el espacio fase ahora es de dimension 2M + 2. Aplicando la condicion de integrabilidad
a una funcién del espacio fase, se obtiene,

[XmaXl]f = (Xle - Xle)f
= {{fa Hl/}v H':n} - {{fv Hvln}’ Hl/}

{fv {HZ/7H’I/7L}} =0, (340)

Xmf =
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en el tltimo paso se us6 la identidad de Jacobi, la condiciéon de integrabilidad de HIDPE se debe
de cumplir para cualquier funcién del espacio fase, entonces esta condicion es equivalente a

{H,H,,} =0, (3.41)

la condicién de integrabilidad obtenida es equivalente a las condiciones de regularidad utilizadas
en el algoritmo de Dirac [2]. Expresamos la diferencial total de una funcién del espacio fase f, y
sustituimos (3.28) y (3.32) como sigue,

_ Of ., Of
df = 8qﬂ dq + apﬂ dpu
_ ﬁ aH’;n m ﬁaH;nd m

Ogq* Opu 4 Op,, Og*
= {f. Hy,}dq™, (3.42)

a (3.42) se le conoce como la diferencial fundamental, este resultado sera de importancia para el
formalismo, tomando como caso particular a f = H], obtenemos que,

dH] =0, (3.43)

si estas ecuaciones no llegasen a cumplirse completamente, ocurriran algunos de los siguientes casos:

1.-Se encontrarian nuevos hamiltonianos H’ = 0 tal que satisfagan dH’' = 0, es decir si a
algin hamiltoniano se le aplica (3.43) y su resultado no es idénticamente cero, este resultado sera
identificado como un nuevo hamiltoniano al que se le impone que sea cero y ademas debe cumplir
(3.38). De esta manera se procede con todos los hamiltonianos que aparezcan hasta formar un
algebra cerrada entre todos los hamiltonianos.

2.-Seran encontradas relaciones entre las dg™, que son de importancia para el andlisis, como
veremos a continuacion.

3.4. Hamiltonianos involutivos y no-involutivos

En la seccion anterior dimos el criterio para que el sistema sea integrable, y se encontrd que
es indispensable que el conjunto de hamiltonianos sea completo, es decir que su paréntesis de
Poisson sea cero con los demaés, o que sea igual a otro hamiltoniano (formando un dlgebra cerrada),
pero, ;qué pasa cuando no lo es?. Para responder a esto, tenemos que hacer la distincion entre
los hamiltonianos involutivos (es asi como se le llama al conjunto de hamiltonianos que forman un
algebra cerrada) y a los que no lo sean (hamiltonianos no-involutivos) les impondremos la condicion
(3.43) para asegurar la integrabilidad del sistema (como hemos considerado en la seccion anterior),
obteniendo algunas relaciones entre las variables dg™.

3.4.1. Paréntesis Generalizado

Lo que seguiria es estudiar los hamiltonianos no-involutivos, ya que la diferencial fundamental
depende de todos los hamiltonianos y hasta ahora se han tratado sin distinciéon alguna. Los hamil-
tonianos no-involutivos son los que daran relaciones entre algunas variables.

Una vez teniendo todos los hamiltonianos no-involutivos calculados H';, J < M (M es la dimen-
sion del espacio fase y J # m el indice usado en las secciones anteriores), imponemos la siguiente
condicién

dH, =0, (3.44)

desarrollando,
dH', = {H,, H)}dt + {H*;, H}; Ydq™ =0, (3.45)
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definimos Cyx = {H/;, Hi;} y suponemos que esta matriz es invertible, por lo que
dg™ = —Cyp{H}, Hy}dt, (3.46)

este nuevo resultado relaciona algunas variables del espacio fase, usandolo reescribimos la diferencial
fundamental (3.42)

df = [{f, Ho} = {f, Hy}Cyp{H i, Ho}dt + ..., (3.47)

nos fijamos en la estructura del primer término, y de esta manera introducimos el paréntesis
generalizado de HJ para dos funciones del espacio fase F' y G,

{F,GY* ={F,G} — {F,H,}C ;- {H),G}. (3.48)

Algunas de las propiedades del paréntesis generalizado; sean F', G y R funciones del espacio fase,
H’; algan hamiltoniano no-involutivo, H] algun hamiltoniano involutivo,

{F,G} =—{G, F}", (3.49)

{F,GRY" = {F,G}*R + G{F,R}*, (3.50)
{F,G}*, R} + {{G,R}", F}*+ {{R,F}",G}* =0, (3.51)
{H), F}* =0,VF, (3.52)

{F H}" = {F, H}}. (3.53)

Todas estas propiedades se pueden demostrar a partir de la definicion (3.48). El paréntesis genera-
lizado de HJ coincide con el paréntesis de Dirac, sin embargo, el calculo del paréntesis generalizado
es mas rapido comparado con el de Dirac. Con todo lo anterior reescribimos a (3.42),

df ={f,H,,}*dq™. (3.54)

Hay que notar que en la ecuaciéon (3.54) ya no aparecen explicitamente los hamiltonianos no-
involutivos, ya su contribucién esté solamente dentro del paréntesis generalizado.

Como nota podemos agregar que los hamiltonianos no-involutivos vienen en pares, para elegirlos
de manera adecuada nos fijamos en sus paréntesis de Poisson, puesto que no seran cero.

3.5. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento son obtenidas directamente de la diferencial fundamental (3.54),
al ser una diferencial total, aplicandola a las variables canodnicas del espacio fase y tomando a la
variable t (t = ¢°) como un parametro de evolucién, entonces la parte asociada a esta dara la
dindmica de las variables. Mas concretamente y de manera general, para una funcién del espacio
fase

of

_ 1%

ot - {fv HO} ’ (355)
cuando f es una variable canénica obtenemos la evolucién dindmica del sistema. Este resultado
coincide con la mecanica elemental cuando el sistema no es singular, por lo que el método es
consistente. Las variables son elegidas como dindmicas si no son una combinacién lineal de los

hamiltonianos involutivos, recordar que estos iltimos son directamente cero.
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3.6. Transformaciones de norma

Ya hemos visto que en (3.54) la parte asociada a H|, est4 relacionado con las ecuaciones de
movimiento, entonces, lo que estéa asociado a los hamiltonianos involutivos puede entenderse como
una transformaciéon canénica. Si consideramos dt = 0 la transformaciéon de alguna funcion del
espacio fase quedaria como a continuacion,

of ={f. Hi}"sd', (3.56)

donde los hamiltonianos involutivos son tomados como los generadores, més atn, podemos definir
a un generador de transformaciones como G; = H]dq'.

Si consideramos que las ecuaciones de HJ son validas H] = 0, entonces el espacio fase es redu-
cido. Tomando en cuenta que las transformaciones son tomadas a un mismo ¢, podemos imponer
que estas no puedan abandonar el espacio reducido. A este tipo de transformaciones se les conoce
como transformaciones de norma donde su generador es Gy [23].

3.7. Grados de libertad

El conteo de los grados de libertad se hara de acuerdo con la definicion dada en la seccion 2.11,
teniendo en cuenta que existe la posibilidad que hayan transformaciones de norma en los sistemas
singulares, donde los generadores de norma son los hamiltonianos involutivos, entonces el conteo
de grados de libertad estara dado como:

1 namero total de nuamero total de

GL = 2 {( variables dinémicas)) B (Hamﬂtonianos involutivos))} : (3.57)

Las variables dinamicas son consideradas aquellas que tienen ecuaciones de movimiento diferente
de cero y los hamiltonianos involutivos considerados son todos aquellos que son independientes
entre si, hay que tener cuidado al momento del conteo ya que se podria presentar reductibilidad
entre algunas variables.

Podemos observar que el formalismo de HJ es mucho mas corto comparado con el algoritmo de
Dirac, sin embargo, en los dos se obtienen resultados equivalentes.
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Capitulo 4

Analisis de Dirac y de
Hamilton-Jacobi para gravedad
tridimensional

Al estudiar gravedad surgen diferentes principios de accion para hacer el analisis de las simetrias
del campo gravitacional. Entre los principios de acciéon més importantes podemos citar el modelo de
Palatini [9], Ashtekar [10] y Holst [12]. Muchos modelos de gravedad se trabajan en tres dimensiones
con la esperanza de obtener generalizaciones posteriores a cuatro dimensiones. En este capitulo se
haré el analisis de una accion de gravedad tridimensional equivalente a la de Holst, dicha accion
seré escrita en términos de variables tipo Ashtekar. Se le aplicaré el algoritmo de Dirac y HJ para
identificar las simetrias, las ecuaciones de movimiento y los grados de libertad de la teoria.
Partimos de la siguiente Accion [16]

1
S = /M d3 et (QGIJKLZ'ICI{FUPKL + ’yl(E[elLJFl,pIJ) R (41)

donde =’ € R, F,,'7 = 8,4, —0,A," + A, LAl — AT Al es el tensor de curvatura de
SO(4), ei es la triada, v es un parametro de acoplamiento equivalente al parametro de Barbero-
Immirzi y M es una variedad! de dimension tres. Esta acciéon describe un modelo tridimensional
de gravedad Euclidiana [17], y su estructura est4 estrechamente relacionada con la accion de Holst.
Al variar la accion respecto a las variables dinamicas, se obtienen las siguientes ecuaciones de
movimiento

1
ehr (26[JKLFVpKL + 7_1FVPIJ> xy =0,

1 K
etvr <251JKLFup L 'YlFupIJ> €ug = 0,
e"PD, (xre, ) =0, (4.2)

con D, (xzre,y) = 0p(xreny) + ApJLefscI. Si se fija el valor de z; usando la norma temporal
x! = (1,0,0,0) (tal como se hace en Holst en cuatro dimensiones), uno observa que las ecuaciones
de movimiento (4.2) corresponden a las ecuaciones de movimiento de Palatini. Desde luego que se
puede fijar la norma de otras maneras, sin embargo, al querer tener resultados similares a la accion
de Holst en cuatro dimensiones, solo nos centraremos en la norma temporal. Ahora se realiza la

1Para una explicacién mas detallada de una variedad ver A.1
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descomposiciéon 241 y obtenemos
3 ab |1 i ik 25 00 i ik 25 00

S = [ d°zxe 5 €0 €ipFar’” + ;Fab —eqi | €56 Fop”" + ;Fob ) (4.3)
los términos de la curvatura estan dados por

Fa?" = 0,407 — 0,A7% + A7 0 A% — A0 AD + A0 A — A7 AL,

Fap® = 0, 4,% — 0,A," + A0 A" — AL gAY + A0 AY — A AL

Fop?* = 00 A" — 0, Ag™" + A7 0 A% — 470 ASY + AT A — A A,

Fop® = 0p Ay — 9pA0% + Ag%0 A% — 4,00 AN + A% Al — A0 AL (4.4)

La accién (4.3) es la que a continuacién vamos a analizar, primero usando el formalismo de Dirac,
posteriormente usaremos el de HJ.

4.1. Andalisis de Dirac

Aplicaremos el formalismo de Dirac a la accion (4.3), de una manera alternativa a lo que se
presenta en [16], con la diferencia que aqui hemos extendido el procedimiento. Introduciendo las
siguientes variables en la accion (4.3)

E;l = 2€ab€bi,
. 1 . . .
wL - ieljkA#jk + ’YilA#OZﬂ (45)

con u=0,a, yi=1,2,3 uno obtiene

S = /dBIL' [Ef@owfl + wg (8aElq - ij’wiEak) + A()Oi ((’}/72 — 1)EijkAaong)]
+ /deeabeOi [(aawbi — Opwa' — eijkwajwbk) + (772 — 1)eijkAa0jAb0k] , (4.6)
si se elige a v = 41 entonces no habrd ninguna contribuciéon de la variable 4,%, en lo

que sigue trabajaremos con un parametro arbitrario, para el siguiente conjunto de variables
(eg), E? wy, wy, ApY, AaOl) les asociamos sus correspondientes momentos canénicos,

oL
i = i 07
p 0éj
Pl = or _ 0,
OE?
oL
T Bt
oL
a_ = _ ga
T gt
m =25
aAOOz
I = oL _ 0, (4.7)
aAaOz

de esta manera, las componentes de la matriz Hessiana en términos de las variables dinamicas tiene
la forma
0*L
" 03 dir

=0, (4.8)
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donde ¢ = (¢}, E% ', 1he", Ag%, A,°"). Tomando en cuenta el resultado (4.7) es facil notar que
todos los elementos de la matriz Hessiana son cero, por lo que el determinante de ésta es cero,
entonces el sistema es singular, esto también permite identificar a partir de los momentos candnicos
las restricciones primarias, pero antes construiremos el hamiltoniano canénico. Al ya tener los
momentos generalizados (4.7) calculamos el hamiltoniano canénico y encontramos que éste esta
dado por

Hy = —[whG;i+ Ao%S; + ™eg; [Tap' + (772 — 1)etj A" A,°F]] (4.9)
donde hemos definido:
= 0,7} —e”kwj ak.
Ta,b = Dgwy’ — Opw," — € jrwaIwy”,
Si= (v = ey A .. (4.10)
Ademaés, encontramos los paréntesis de Poisson fundamentales? de las variables canénicas.

{eb(2),p; ()} = 856°(z — y),

{Ef (), Pl(y)} = 656]6%(z — y),
{wo'(x),m;(y)} = 6;8%(z — y),
{w(2), 75 (y)} = 626;0%(z — ),
{Ao” (), 11;(y)} = 650 (2 — ),
{A " (2), I (y) } = 62630%(x — y). (4.11)
A partir la definicion de los momentos (4.7) se identifican las siguientes 27 restricciones primarias,
¢i=pi =0,
o = PP =0,
¢, =mi~0,
¢ =mi — Ef =0,
¢, =1I; = 0,
¢'¢ =T10¢ ~ 0. (4.12)

Ahora, aplicamos las condiciones de regularidad para estar seguros de haber encontrado adecua-
damente las restricciones primarias,

0 0 & 0 0 0 0 0
0 0 0 &g 0 0 0 0
oN¢i, 98, 8,, 9%, b5, ¢'F) o o0 0 0 & o 0 0
8(60,E wo,wb,AOOJ Ap07, p0 7P],7'(‘j77'l' I1; Hb)_ 0 0 0 0 0 4 0 0 |’
0 olop 0 0 0 0 &5 O
0 0 o 0o o0 o0 o &
(4.13)

obteniendo una matriz con el rango constante (los puntos engloban 4 ceros), por lo que las
restricciones han sido elegidas correctamente [1].
Con la identificaciéon correcta de las restricciones primarias, construimos la hamiltoniana pri-
maria (que incluye toda la informaciéon que se tiene hasta este punto), que estd expresada por

Hy = /dzy {HO +ul; +ugdf +u'd, + up ol +u' gl + u'igf)";} . (4.14)

2El corchete de Poisson entre funcionales F, F» se define por

SF1(2) 6Fa(y)  OFa(z) 0Fi(y)
{Fl(.??) FQ }7/d2 [ )57‘(‘"‘(2) (SAM(Z) (571'”‘(2):| .
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Para que las ecuaciones de movimiento estén bien definidas en la subvariedad dada por las
restricciones, es necesario que estas tultimas cumplan la condiciéon de consistencia. Para este punto
definiremos una matriz W™ = {¢™, ¢™}, formada por los paréntesis de Poisson entre todas las
restricciones primarias, donde sus componentes son de la forma:

0 0 0 0 0 0
0 0 0 6% 0 0
Wl - 0 75ab5m 0 0 0 0 d (I y)a (415)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

esta es una matriz de 27 x 27, se puede ver que su nulidad es 15 y su rango 12, por lo
que se esperarfan 15 restricciones secundarias, sus vectores nulos tienen una estructura si-
milar a (1,0,0,0,0,0),(0,0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1,0),(0,0,0,0,0,1), entonces de las restricciones
(¢i, g_, @', ¢'%) se esperan un conjunto de restricciones secundarias, mientras que de las otras solo
multiplicadores. Empleando la hamiltoniana primaria aplicamos las condiciones de consistencia a
cada una de las restricciones primarias

o™ = {¢™, Hy} ~ 0, (4.16)

con lo que obtenemos:

o = {¢,Hi}= /d2y{¢l, Ho+u'¢i + ugei +u'é. +u,¢® +u'' ¢ +u's¢'t}
= /de{pz, - [wéGi + 40%'8; 4 €*eq; ['Ebi + (’772 - 1)€ijkAa0jAb0k]:|}
e [ml +(y2- 1)ezjkAa0jAbOk] ~ 0, (4.17)
¢ = {¢i,Hi} = / d*y{¢7, Ho +u'¢s +uadi + ', +uoo? +u'¢) +u'ae'i}
= /de{Pf, — [wéGz + Ao"Si + *en; ['Ebi + (72— 1)5ijk14a0j14b0k]] + @29?}
= u a0, (4.18)
6, = {¢1,H}= / d*y{d), Ho + u'di + uto? +u'e. + u,d” +u'' ¢ +u'h¢'T}
= /d2y{m, — [wéGz + AOOiSi + Eabe()i |:7;bi + (772 — 1)Ei‘jkAaojAbOk:|:|}
= Gy =Dgrf =0, (4.19)
6 = {¢f,Hi}= /dzy{g, Ho+u'¢i + ugg? +u'é, +u,d? +u''¢; +u'a¢'s}

= /dZy{ch - Ej,— [wéGi + A% S; + €*en; [ﬁbi + (%= 1)€ijkAanAbOk:H + uZ(ﬁ?}

= —pwin®™ —2¢"Dyeqs — uf <0, (4.20)

<.
[

{¢',, Hi} = /d@{g’l, Ho+u'¢i + ugdi +u'é, +u,d? +u''¢; +u/o¢'s}
= /d2y{Hl, — [wéGi + A0S + €*ep; ['Ebi + (’772 — 1)6ijkz4a0jz4b0k“}

= Si=(7-1De;"AYxp ~0, (4.21)
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¢ = {¢T. Hi} = / Py}, Ho +u'ps + uadf +u'e, +uoo! +u''¢; +u'ue'}

/dZy{ch, - [wéGi + Ao"Si + *eqs [szi + (v - 1)6ijkAa0jAb0k:|:|}
= (2 De,t [Ao%g + ZeOke”bAboj] ~ 0, (4.22)

donde D,7} = 0,7 — ek”ﬂ,‘jw{z quyéndgnos de la informacion que proporciona Wi, contraemos
sus vectores nulos con (¢;, %, ¢ 5 97, @', ¢'; ) para obtener las restricciones secundarias adecuadas,
entonces de (¢, 91'7 @i, ¢'?) encontramos 15 restricciones secundarias,
— _ab -2 05 4 Ok] ~
Yoi = € [Tapi + (772 — DeijrAa™ A = 0,
% = Gl = Daﬂ'g %O,
I (-2 kg 0j _a .
Vo =8i= (7" —1Dej A mp =0,
ra — (.,—2 k 0j b A 057 ~
V= (72— 1)ey” [AgY 7k + 2e0pe® 4, ] & 0, (4.23)

mientras que de (¢§, ¢7) se obtienen 12 multiplicadores,

N ba 75 j_ak
ui = —2e"*Dyeg; — €;pwm". (4.24)

Con la identificacion de las restricciones secundarias (4.23) y los multiplicadores (4.24) sustituidos
en (4.14), volvemos a aplicar de nuevo las condiciones de consistencia, con lo cual las restricciones
secundarias quedan de la siguiente manera

Ty = e [%bi +2D,Pyi + (y72 - l)eijkAanAbOk} ~0,
U, = Dol + €"Pinl = 0,
o= (772 = Dey;" A7 ~ 0,
V¢ = (v72 = D)ei" [Ao¥ 7yt + 2e01e® A" ] ~ 0. (4.25)

Multiplicamos la tiltima restriccion de (4.25) por 7¢ y luego simetrizamos, para obtener las si-
guientes tres restricciones

T = (72 = 1)e;%eor A% [e“bﬂa + ECbﬂ'ai] ~ 0, (4.26)

este resultado sustituye la ultima restriccion de (4.25), usandola junto con (4.12) y las otras res-
tantes de (4.25) para calcular los paréntesis de Dirac, y de donde podemos encontrar que 4,% = 0,
por lo que si sustituimos este resultado en la hamiltoniana (4.9) se eliminaria toda contribucion
del parametro gamma, la hamiltoniana puede ser interpretada como una del tipo BF [17],

Hy = -— [w(’)Gl + Gabeol‘an s (427)

eliminando las tltimas dos restricciones de (4.12) y usando (4.27) se vuelve a realizar la evoluciéon
de las restricciones, entonces se encuentran las siguientes restricciones secundarias,

‘I’i = €ab |:7:1bi + QDani:| =~ O,
U, = Dord + ¢;;"PIni =~ 0. (4.28)

Como siguen apareciendo restricciones de segunda clase (4.28), construimos la hamiltoniana
secundaria que incluye todas las restricciones identificadas hasta este punto,

Hy, = / d?y [Ho +u's +uldf +u'e +ufdl + o'V + o'W, (4.29)
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Al igual que se hizo con la hamiltoniana primaria, queremos saber qué saldra de la condicién
de consistencia empleando Hy, para ello construimos una matriz W3 = {®™, ®"} formada por
el corchete de Poisson entre todas las restricciones que se tienen hasta este punto, obtenemos,

0 0 0 0 0 0
0 0 0 &% 0 0
o 0o 0o o 0 0
W2 = 0 _6ab5ij 0 0 0 0 (52(£E—y)7 (430)
0 0 0 0 0 —€;"Uy
k

0 0 0 0 €ij \I/k Gl‘jkgk

(las entradas en las que estan presentes restricciones se toman débilmente igual a cero) Ws es
una matriz 24 x 24 que tiene rango 12 y nulidad 12, los vectores nulos de esta matriz solo dan
relaciones entre multiplicadores y las restricciones ya encontradas, por lo que al volver aplicar
las condiciones de consistencia se esperan solo multiplicadores y/o relaciones entre ellos, y asi el
proceso de encontrar nuevas restricciones termina hasta este punto ya que no aparecera ninguna
mas.

La separacién correcta de restricciones se da entre aquellas de primera y segunda clase, en W5
ya hemos calculado el corchete de Poisson entre todas las restricciones, por lo que con ayuda de
sus vectores nulos identificaremos las restricciones de primera clase, sus vectores nulos son:

Hln (6:56*(z —),0,0,0,0,0),
= (0,0, 5”5 (x —y),0,0,0),
93n =(0,0,0,0,68;;6°(z — y),0),
04, = (0,0,0,0,0 6136 (x —v)), (4.31)
contraemos los vectores nulos 6,., con todas las restricciones ®™ para encontrar las restricciones de
primera clase,

Y = /d2y9m<1>"7 (4.32)
de esta manera se obtienen 12 restricciones de primera clase
Y1 = p; =0,
Y2i = m; = 0,
Y3i = € | Tapi + 2Do Pyi| ~ 0,
Yai = Do 4 €;* PIml = 0. (4.33)
Ademas, encontramos 12 restricciones de segunda clase
X1 = P =0,
X9 =7 — EY = 0. (4.34)

Para realizar el conteo de los grados de libertad, tenemos 18 variables canénicas, 12 restricciones
de primera clase y 12 de segunda clase, entonces se tiene %(36 —12—-2(12)) = 0, por lo que no hay
grados de libertad fisicos.

La matriz formada por el corchete de Poisson entre las restricciones de segunda clase es,

0 596,
Qlk = |:5ab5ij 0 j:l 62(33 - y)a (435)
y su inversa,
_ 0 — 0%
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usando kal construimos el paréntesis de Dirac (similar a la seccion 2.13) para dos funcionales del
espacio fase F7, Fy, con xj las restricciones de segunda clase,

{F1, F2}p = {F1, Fo} — {F1, xi.}Qu {xw, Fa}, (4.37)

los paréntesis de Dirac de las variables candnicas quedan de la siguiente manera

{eo(2),pj(y)}p = 850%(x — y),
{E.(z),P}(y)}p =0,
{wo' (x), 7 (y)}p = 6;6%(z — y),
{wi(z), 72 (y)}p = 656:6% (x — ). (4.38)

Por otro lado el hamiltoniano (4.27) se puede reescribir, y queda como una combinacion lineal de
restricciones de primera clase,

Ho = — [e}vsi + whvai] - (4.39)

Construimos la hamiltoniana extendida, la cual usamos para obtener las ecuaciones de movi-
miento de las variables canoénicas, éstas también se pueden obtener a partir de una variaciéon de la
acciéon extendida,

Hg = /dzy [Ho 4+ A{v1i + Asyai + A5vsi + Noyas + N iax$i + N oax%] - (4.40)

A partir de la ecuacion F' = {F, Hg}p con F una funcional del espacio fase, se calculan las
ecuaciones de movimiento de las variables canonicas (se hara uso el paréntesis de Dirac junto con
sus propiedades [1]),

¢o = A1,

Pi = Y34,

w(z) = )‘Z2a

i = Vais

'U']Z = Dawé + Da)‘fh

7:(;»1 = 2€abDb€0,' - Eijkw%ﬂ'z - Ei]‘k}\iﬂg + GabDbkgi. (441)

Se puede observar que no hay ninguna contribucién del parametro v a la dindmica del sistema tal
y como en [16]. Como existen funciones de primera clase, entonces el sistema tiene transforma-
ciones de norma, la transformacién de norma para alguna funcional del espacio fase F' esta dada
como 0F = {F,G}p, G es el generador de norma, definimos una funciéon generadora como una
combinacion lineal de restricciones de primera clase acompanadas de funciones arbitrarias,

G = /dzy (67815 + 0T4v2i + 6Taryss + 0Tivai] (4.42)

aplicandola a las variables canénicas encontramos las transformaciones de norma que no son idén-
ticamente cero,

dw' = D,o7i,

o1 = € Dydrg; — eijk&ﬁﬂak,

Seb = oy,

Swl = d7d. (4.43)
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Calculando el paréntesis de Dirac entre las restricciones (7s;,7v4;), se encuentra que éstos forman
un grupo, a ys; se le puede asociar con un grupo de traslaciones y a —v4; un grupo de rotaciones,

{73i,735}p =0,
{731',74,7}D = —Ez‘jk%k»

{y4i» 745} D = —€i5"Yan- (4.44)

30



CAPITULO 4. ANALISIS DE DIRAC Y DE HAMILTON-JACOBI PARA
GRAVEDAD TRIDIMENSIONAL
4.2. ANALISIS DE HAMILTON-JACOBI

4.2. Analisis de Hamilton-Jacobi
Ahora aplicaremos el formalismo de Hamilton-Jacobi a la accion (4.3) para obtener las ecuacio-

nes de movimiento y las simetrias de la teoria. Para nuestro objetivo, vamos a introducir variables
tipo Ashtekar [10], que son de la forma

FA = AR + %Abw, (4.45)
de donde es posible obtener la relacion inversa, dada por
A, = % [+Abi _ 7Abi} ,
At = iejki T4+ A (4.46)
Si usamos las anteriores variables en la accion (4.3), obtenemos

21 243 P 21 -
S:/dS:veabem [6;,4;75_% [(77 = taital 4 (2 1:5“ A TAR - (= ) TATA

) ) 2 ) ) 2 _1q ) ) 241 ) ) )
+/d3w€ab6ai {ab <€zjkA0]k 4 7A001> 0 AL+ (’72 > EljkAo]O‘f’ALC -~ {("/ 2+ >€1jkAO]0 +A01k:| 7A’§:| '
Y Y 2l

(4.47)

Si se elige a v = +1 entonces toda la contribucién de la variable *4,° sera eliminada, aqui no
haremos tal eleccién y trabajaremos con un parametro arbitrario. Por otra parte, podemos observar
una estrecha relacion en la estructura de la accion (4.47) y la accion de Holst. Identificando a las
variables dinamicas (e}, el Ag’?, Akt~ A}, T A}) podemos calcular sus correspondientes momentos
candnicos

oL
0
Y2 8é6 )
.o
pi - 862 - 07
T = 8.5, =0,
aAon
Tij = aL = O7
OAG
tpa = 9L
o A
_77? = a£ = €abebi, (448)
oAl

las componentes de la matriz Hessiana del sistema son,

0L
H, =-—2%_ _j 4.49
" 9GO (4.49)

con ¢* = (&}, ¢él, Ap™®, A", T A~ Ai), con base en el resultado (4.48) es facil notar que todos
los elementos de la matriz Hessiana son cero, por lo que el determinante de ésta es también cero,
entonces se tiene un sistema singular, esto permite identificar a partir de los momentos candnicos

31



CAPITULO 4. ANALISIS DE DIRAC Y DE HAMILTON-JACOBI PARA
GRAVEDAD TRIDIMENSIONAL
4.2. ANALISIS DE HAMILTON-JACOBI

los siguientes hamiltonianos

H/:7T—|—H0=O,

¢ =pi =0,
Qi:ﬂ-i:O’
@i = mi; =0,
+¢ _ + a—O,
Tof =T — ey =0, (4.50)

donde m = 0yS' y Hy es el hamiltoniano canénico dado como

. . 2 2 L 2 _ o
Ho = —cep; {8;,4’,3 — € K” T ) AT A+ (7 1“6L3> CALT AR - (le) AL A’g”

j 2 i 21\ j P41 j i |-
+ [ab( kz‘lojk-ﬁ-;AoO>-|-<’y2V )EjkAOJOJrAsz—{(’yz—; )EjkAOJO-i-Ao k:| A]zf]-

(4.51)

Los paréntesis de Poisson fundamentales para este sistema los identificamos por
{ep(2), 95 ()} = 6,:6;0%(x — ),
{A0”(2),m;(y)} = 6;0%(x — ),
{40 (2), ma(0)) = 30H5( — ),
{TAL(2), 7 (y)} = 64056%(x — ),
{TAL(@),” T ()} = 8,0;8%(z — ). (4.52)

Calculando el paréntesis de Poisson entre todos los hamiltonianos vemos que el tnico que no es
cero es el siguiente

{68,” ¢h} = —€6;;0%(z — y). (4.53)
Por lo que ahora tenemos que ((;51-791_7(;51-3-,“‘(;5?) son involutivos mientras que (¢¢, ¢%) son no-
involutivos, a partir de estos tultimos construimos el paréntesis generalizado de HJ. Para ello, la
matriz de los corchetes de Poisson entre los hamiltonianos no-involutivos esta dada por

Co= (s, 50 )R-, (454)
y su inversa, N
cik=( Lo )P0, (455)
usando C;}( se construye el paréntesis generalizado para dos funcionales del espacio fase F, G, con
H¢; no-involutivos,
{F,G}Y ={F,G} — {F,H';}C 3 {H'x,G}. (4.56)
Por lo que los paréntesis generalizados entre las variables canénicas quedaran como a continuacion
{%()Q(»*zﬁﬁu—y»
{ea(@).pj ()} =
{Ao™ (@), mi(y)}" = 5’52(1' — ),
{Ao" (), ma(y)}* = *5?152( ~ ),
{T AL (@), " m ()} = 628562 (x — ),
{7 AL(@),” T ()} = 62856%(z — ). (4.57)
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Ahora escribimos la diferencial fundamental usando todos los hamiltonianos, aunque solo apa-
rezcan los involutivos, los demas estan contenidos en el paréntesis generalizado. La diferencial
fundamental sera de la siguiente manera

df = / d2y ({f, H'Y dt + {f, 6} do" + {f, 6} da’ + {f, 653} o™ + {f, ¥ o0} d¥al).  (4.58)
Aplicamos el criterio de integrabilidad a los hamiltonianos involutivos (¢;, Qi, bij, TP%), el criterio

de integrabilidad es dH; = 0 con H/; siendo algtin hamiltoniano involutivo, en el caso de no
cumplirse idénticamente vamos a encontrar nuevos hamiltonianos,

do' = / dPy({e*, H'Y dt +{¢', ¢} do? + {9, ¢:} da’ + {¢", s} do”" + {¢*, T¢5} dTah)  (4.59)
. ) 2_ . 2 ) 2 )
€ [a;Az — ek K%) TALT AR + (%) TALTAF - (%) *A?L’A;’SH dt =0,
dpi = /cfy({@, H'Y dt+ {1, 65} do” + {1, 65} do” + {1, b1} do”" + {¢:, "¢} d" o)

gfa_j.fa 72_1 +k_ ’724_1 — 1k _
Laam € T [( o ) A, 5 Ag || dt =0, (4.60)

dpa = / Py({pu, H'Y dt +{du, ;3 do” +{pu, 85} do” + {u, ¢jr} do’™ + {pu, " ¢5} d" ol)

= |:€k7;18;7l'g + % (771';17./4(11 - 7T217.AM‘):| dt = 0, (4.61)

dter = /d%({*qﬁ?, H'Ydt+ {68, ¢;} do” + {767, 6,1 do’ +{T¢¢, 65} do’" + {Tof, T ¢)} d o)
1 b i _ ok 15 — uik

|:ZE béjikeoj (J’A’Z - .A}l:) - §€J¢k 7'l'j ASO:| dt = 0. (4.62)

De estas expresiones al exigir que sean cero por el criterio de integrabilidad y dt # 0 encontramos
los siguientes hamiltonianos:

2 _ ) 2 . 2 _ L
e {(‘LA%, — KV T 1) + AT AR+ (” 123) “ A Ak - (V 5 1) + A A’g” —0,

2 2
i = {23(177? - ejik7ﬂ? [(V 1) Al - <7 ks 1) AEH =0,
0l 2 2y

\Iji

&
|

\Ilij = eile;ﬂ'la = 0,

1 « _ 1. _
Ty = Zeabeﬂikeoj (TAF - —AF) - ;éik T8 AgM =0, (4.63)
con Dy = O, 78 — ;8 ~mi~Al. Podemos observar que TW¢ 7% 4 TWT 74 = (, inmediata-
mente de esto se encuentra que *.A’b“ - *A’,f = 0, por lo que las variables de Ashtekar para este
modelo estan dadas por la representacién adjunta de SO(3), es decir Ay7F = %eijk_ 4, por lo

que los hamiltonianos (4.63) se reducen a lo siguiente (hacemos una convencién en su eleccion,
agregando un factor numérico, més adelante veremos su utilidad)

! o1 , 1, -~
&= ieab]:abl = §€ab 0, Ap' — 8b_AaZ — ieljkiAaj A},k =0,
§,=-2D_nj =0,
&ij = —2¢; Dy mf = 0. (4.64)
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Ademas, el hamiltoniano canoénico (4.51) se puede reescribir,
1 ab i i y—..C
Hy = —3¢ eoiFap’ — N D 75, (4.65)

donde hemos usado que A* = eijkAoj ko %Aoio. Notar que hasta este punto que el pardametro ~

solo esta presente en el término A’ que puede ser identificado como un multiplicar de Lagrange,
ésta es una diferencia con respecto a lo reportado en [16]. La hamiltoniana candnica reescrita es
una combinacion lineal de hamiltonianos involutivos. Los términos m; y m;; generan hamiltonianos
equivalentes, sin embargo, no se quitardn ninguno de éstos en lo que sigue del anéalisis. Ahora
calculamos el paréntesis generalizado entre los nuevos hamiltonianos encontrados,

7 ¥ *
{¢ ¢ =0,
{5 7§j} =€ Jké- )
* k
{66} = €€,
ky* Uk ¢r
{€ij. €7} = €ijering’,
*
{&j, &} = €€ mbes,
* 8
{€ij, &} = €&, (4.66)
con esto vemos que el algebra de los hamiltonianos es cerrada, por lo que los hamiltonianos son
involutivos, con esto estamos seguros de ya no encontrar més hamiltonianos si volvemos a aplicar
las condiciones de integrabilidad. Tomando en cuenta que el paréntesis generalizado y el de Poisson
coinciden cuando una de las entradas es un hamiltoniano involutivo, los tres primeros corchetes
de la ecuacion (4.66) forman un grupo, donde &' es asociado con traslaciones, mientras que &; con
rotaciones.

Con los nuevos hamiltonianos encontrados construimos la diferencial fundamental, siendo
(i, ?jv TRINY X &i;) los hamiltonianos involutivos. La diferencial fundamental est4 dada por,

df = /d2il/({f7 H'Y dt + {f, i} do" + {f, i} da" +{f, bi;} *do™
+ {f&Y S+ {f, &Y de 4 (S &y d2), (4.67)

a partir de esta diferencial fundamental identificaremos las ecuaciones caracteristicas de las varia-
bles dindmicas, esto es,

dely = do',

A = S Fuput = €t =
dAOOi _ dgi7

dn; = %Dgwfdt =7l dt =0,
dAy" = do,

dmyj = ;" D midt = —%&jdt =0,
d~ Al = DyA'dt — 2D,dz" — 2€');D,dz",

AJ

d- 7 = € Dyeo; — 7ej1;k7ﬂ'g dt + € Dydz; + eijkfﬂ'gdgj + eijkfwgejjsdzjs. (4.68)
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De estas ecuaciones podemos identificar las ecuaciones de movimiento para (7.A%, ~7¢)

Oy Al = DAY,
AN
8&71’;1 = EGbDbeoi - ?Gjik 7TZ. (469)

Podemos observar que la evoluciéon dindmica de (p?, 7, m;;) son iguales a hamiltonianos involutivos,
entonces, podemos elegir a las variables ef), 4¢% y Ap*” como multiplicadores de Lagrange, por
lo que A® también serd un multiplicador de Lagrange. De las ecuaciones (4.68) obtenemos las
transformaciones de norma eligiendo dt=0,

6~ AL = —2D, 67",

0wl = €’ Dydz; + e,'jkfm‘;(%],

Sepy = 6o,
5AOO7J _ 5Qi,
§AgY = 607, (4.70)
donde 7' = 2! + eé-kzjk. Las transformaciones (4.70) corresponden a las transformaciones de

norma de la teoria. Por otra lado, para realizar el conteo de los grados de libertad, consideramos
que tenemos 12 variables dinamicas (A%, —7%) y 12 hamiltonianos involutivos independientes
(¢>i,g,§i,§j), de donde obtenemos que %(12 —12) = 0, por lo que el sistema no presenta grados
de libertad fisicos, tal como esperamos.

4.3. Conclusiones

En este trabajo se ha estudiando una accién que describe gravedad tridimensional Euclidea-
na. Para nuestro analisis desarrollamos una forma alternativa del formalismo de Dirac que fue
reportado en [16], en adicion, también reportamos el analisis realizado en HJ. Podemos observar
que los resultados obtenidos tanto en el formalismo de Dirac como en el de HJ son parcialmente
equivalentes debido a que se han usado variables diferentes. En efecto, en el formalismo de HJ se
usaron las variables tipo Ashtekar, se encontraron los hamiltonianos de la teoria y observamos que
los hamiltonianos involutivos (4.64) son asociados a generadores de rotaciones y de traslaciones.
También encontramos las correspondientes transformaciones de norma y se reporté el conteo del
naumero de los grados de libertad del sistema, concluyendo que gravedad en tres dimensiones es
una teoria topolégica. Por otra parte, observamos que el parametro « tiene una contribuciéon al
sistema a nivel de los multiplicadores de Lagrange A? = €', Ag/* — %Aoio, por lo que tenemos

los siguientes escenarios: si fijamos Ag’* = 0, la acciéon se reduce a una accion BEF pero con la
presencia del pardmetro . Por otro lado, si tomamos a Ay® = 0 no habra contribucién alguna
del parametro v y el sistema se reduce al caso reportado en [16], en este sentido, podemos decir
que nuestros resultados extienden a los reportados en la literatura. Es de esperarse que bajo una
elecciéon adecuada de la fijacion de norma se puedan obtener diferentes resultados, sin embargo,
este punto esta fuera de los objetivos del presente trabajo. También cabe mencionar, que nuestros
resultados permiten analizar los aspectos de cuantizacion, y aunque es muy interesante este punto,
lo dejaremos para un trabajo a futuro.

Finalmente, deseamos comentar que los resultados de este trabajo, en particular lo que se
reporta en la seccion del formalismo de HJ, han sido publicados en [24].
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Apéndice A
(zeometria diferencial

A continuacién se presentara una breve descripcion de algunos conceptos indispensables en la
geometria diferencial, que son de importancia en diversas formulaciones y problemas, por ejemplo,
para establecer formalmente la mecénica cléasica.

A.1. Variedades diferenciables

Daremos en esta primera seccion algunos de los conceptos y definiciones importantes para
establecer de forma adecuada las variedades diferenciales.

Definicion: Una variedad topologica n-dimensional es un espacio topélogico Hausdorft M con
la propiedad que cada punto en M tiene una vecindad abierta homeomorfa a una regién abierta
en R™.

Definicion: Una carta n-dimensional en un espacio topologico M es un par (U,$) donde U es
una region abierta de M y ¢:U— R" es un homeomorfismo.

La definicion de una variedad M n-dimensional puede ser enriquecida con otra definicién, en
donde se incluyen caracteristicas como la de una variedad diferenciable. Ya que es importante
tener herramientas, que en principio provienen del calculo de varias variables, ahora tenerlos para
variedades.

Definicién: Una variedad de dimensién n es un espacio topolégico M con cartas n-
dimensionales, que cubren M, teniendo un par de cartas, (U,¢) y (V,x) sobre M, existen funciones
de transicién ¢ o x (U NV) — ¢(U N V) que son C* diferenciales; si k >1, se dice que M es
una variedad diferencial. Si k=0 M es una variedad topologica.

Esta tltima definicion puede ser sustituida por una equivalente, donde solo se necesita encontrar
un atlas maximal (es una carta que estd C* relacionado con todas las demas cartas sobre M).

A.2. Campos vectoriales

Una de las motivaciones para dar la definicién de un espacio tangente a la variedad diferenciable
M, viene del hecho de querer encontrar una estructura mas general que los vectores tangentes a
una curva sobre la variedad, el cual de manera natural es generalizado a los campos vectoriales,
por lo que sera suficiente trabajar con este ultimo. Muchas de las definiciones y conceptos dados a
continuacién son solo para variedades sobre el campo real.

Denotamos a f € C°°(M), como aquellas funciones C*° diferenciables, tal que f:M — R.
También existen funciones C* diferenciales, pero para los propésitos que queremos es suficiente
que sea C'*°.

37



APENDICE A. GEOMETRIA DIFERENCIAL
A.3. FORMAS DIFERENCIALES

Definicién: Sea p € M. Un vector tangente a M en p es un mapeo v,: C*°(M) — R tal que,

vp(af +bg) = avy(f) + bup(g), (A1)

vp(fg) = f(p)vp(9) + g(p)vp(f), (A.2)

para f,g € C>*(M), a, b € R.

Se puede demostrar que cuando se aplica el mapeo v, a alguna funcién constante c esta da
cero. Estas dos propiedades, la linealidad y la regla de Leibniz, son caracteristicas presentes en los
campos vectoriales.

El espacio tangente a M en algin punto p se denota por T,M, este tltimo es el conjunto que

contiene todos los vectores tangentes a M en p, T, M es un espacio vectorial real con las operaciones
definidas [25]:

(wp +0p)(f) = wp(f) + vp(f); (A.3)

(avp)(f) = alvp(f)), (A4)

con f € C*®(M),a€ Ry wpy,uv, € T,M, el vector cero de T, M 0, satisface 0,(f) = 0.

Definicion: Un campo vectorial X en M, es una funcién que a cada punto p en M asigna un
vector tangente X(p) € T, M. El vector tangente X(p) es también escrito como X,.

Al ya tener un campo vectorial a un punto, de este se obtiene un vector tangente que puede
ser aplicado a una funcion real obteniendo un nimero real.

Tomamos un campo vectorial X y f € C*°(M), podemos formar una funciéon Xf, definida
como:

(Xf)(p) = Xp(f), (A.5)

X, € T,M y ademas cumple las mismas propiedades de v, dadas en (A.1)-(A.4).
Si (U, ¢) es una carta en M (dim(M)=n), tenemos n campos vectoriales, de la forma; (%)
(1=1,2...n) en U dados como (%)(p)z (%)p. Estos elementos forman una base para 1), M, asi que

cualquier campo vectorial X evaluado en algin punto ”p” puede ser escrito como una combinacion
lineal de los vectores base (%)p con coeficientes reales dependiente de p. Entonces,

(X)p =X, < aii)p : (A.6)

A.3. Formas diferenciales

Para introducir las formas diferenciales, empezaremos por las 1-forma y los campos tensoriales.
Uno de los objetos clasicos que existen en forma diferencial es la diferencial total, formada por un
gradiente y una diferencial de longitud, inspirados en entidades como esta, se estudian los analogos
sobre las variedades.

Sea f € C*°(M); el gradiente de f en el punto p € M, denotado como V f,,, es definido:

Vifp - (vp) = vp(f), (A.7)

donde v, € T, M. El mapeo V f, es una transformacioén lineal de T, M a R, sia, b € Ry wp,v, €
T,M, entonces,

Vip - (avp +bwp) = aV fy - (vp) + bV [y, - (wp). (A.8)

Con base en estas propiedades Vf, es un objeto que vive en el espacio dual a T,M, el cual
representaremos como 777 M, a estos elementos normalmente se les nombra como covectores, ademés
Ty M es llamado el espacio cotangente de M en p, esté es un espacio vectorial sobre el campo de
los reales que contiene todos los covectores en algiin punto p, incluyendo a V f,.

38



APENDICE A. GEOMETRIA DIFERENCIAL
A.3. FORMAS DIFERENCIALES

Para oy, 8, € TyM, v, € T,M, a € R, se cumple lo siguiente,
(ap + Bp) - (vp) = ap - (vp) + By - (vp), (A.9)

ap - (avy) = aa - (vp), (A.10)

Al conjunto de todos los covectores diferenciales en M se les conoce como 1-formas. Se demuestra
que dz,, (i=1,2... n) es una base para Ty M, por lo que cualquier covector puede ser escrito como

una combinacién lineal de estos,
9 i
a, =a ((3Zi>p> dz,, (A.11)

en algunas ocasiones es simplemente escrita como o = o;dx’.

A partir de las 1-formas se construye el algebra exterior, obteniendo formas diferenciales de
grado superior y ademéas completamente antisimétricas.

Definicién: Si w y 1 son 1-formas en M, el producto cuna de w y 7, w An es definido por [26]

1
w/\nzi(w®77777®w). (A.12)
Ya aplicados a X7, Xo campos vectoriales sobre M, obtenemos,

(0 A 5)(X1, %) = 3 [0(X0)B(Xa) — H(Xa)a(Xa)] (A.13)

Este nuevo objeto, ademéas de ser un tensor es también una 2-forma, es decir el producto cuna
toma 2 1-formas para construir una 2-forma. Podemos ver que la estructura del producto cufia es
parecida al de un determinate acompanado por un factorial, teniendo esto en cuenta, se hace una
generalizacion de esta operacién para el producto cuna de una k-forma y una [-forma.

Sea wy, y w; una k-forma y [-forma respectivamente, sgn o el signo de las permutaciones de o
(sgn o=1 si es par, sgno=-1 si es impar) y o € Si4;. Tomado (k+1) campos vectoriales X1, ..., Xp14,
el producto cuna queda como a continuacion,

1

wk/\ZUl(len-an-i-l) = (k+l)|

> (sgno)wi(Xi,, ooy Xi )wi (X, s X5y, (A.14)
k,l

donde 41 < ... < ix y j1 < ... < ji, tal que (i1,...,%% j,....j;) € Sk+ti, €8 una permutacion de los
nameros (1,2,3,...,k + [). Podemos comprobar facilmente que esta generalizacion se reduce al caso
del producto cuna de 1-formas.

En una carta una k-forma se escribe de la manera siguiente,

w = w;,. 5, dx" A ... Ada', (A.15)

con base en la ecuacion (A.14) se observa que el producto cuna toma una k-forma y una I[-forma
lleva a una (k + I)-forma, con esta definicion se pueden demostrar las siguientes propiedades, sea
w1, we una k-forma, n una l-forma, w una j-forma,

(awy 4+ bw2) An = a(wy) An+ blws) An, (A.16)
wy A= (=1)*nAw, (A.17)
(w1 An) Aw =w1 A (nAw). (A.18)

Como comentario final, si se tiene una k-forma (en algunos casos) esta se puede escribir como el
producto cufia de k& 1-formas.
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A.4. Derivada exterior

La derivada exterior esta construida exclusivamente para formas diferenciales, con el propoésito
de preservar la antisimetria, este es un mapeo lineal (d) que lleva k-formas a (k4 1)-formas, algunas
de sus propiedades son las siguientes:

d(awy + bws) = ad(wy) + bd(ws), (A.19)

siendo wy, wo k-formas, ay b € R,
d*(w) =0, (A.20)
d(w An) =dw An+ (—=1)*w A dn, (A.21)

w una k-forma, n una 1-forma.
Sobre una carta ya se vio que una k-forma se escribe como en (A.15), por lo que la derivada
exterior de esta quedarfa como

. , 9 , ,
dw = dw;, _;, dz"" A ... ANdx' = ((‘W) wil.‘.ikdxl Adx™ A .. A\ dxtk. (A.22)
T
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