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Introduccion

Sea ) una regién conductora homogénea en R3, con una cavidad y
sin fuentes de actividad.

Considérese ahora el problema de identificar el valor de un potencial
u en la frontera interior de 2, I'p, a partir de datos conocidos de u y la
corriente en la frontera exterior de €2, I' ;y; problema al que en lo sucesivo
se referird como el problema de identificacion del dato de Dirichlet. Este
problema es una simplificacién del problema inverso electrocardiografico,
a saber:

Identificar el potencial epicardial a partir de mediciones
de potencial y corriente en la superficie del torso de un
individuo.

En la practica, la region entre la superficie del corazon y la del torso
de un individuo, es una regiéon conductora no homogénea y existe pre-
sencia de fuentes de actividad eléctrica, como los pulmones por ejemplo.
El problema de identificacion; sin embargo, es una simplificacion de uso
corriente en la préactica, debido a (ver [6]):

= () modela la regién comprendida entre la superficie del corazén
y la del torso de un individuo.

= La conductividad del aire que circunda al individuo es nula, por
lo que puede suponerse que es nula la corriente en la superficie
del torso.

= Se acepta que el problema inverso elecrocardiografico puede ser
modelado suponiendo una conductividad promedio en ).

= Es posible aproximar mediciones continuas de u|FD7 a partir
de mediciones electrocardiograficas adecuadas, tomadas en la
superficie del torso del individuo.

= Existen técnicas conocidas que, en un electrocardiograma per-
miten filtrar actividad eléctrica ajena al propio corazéon del in-
dividuo.

La inmediata formulaciéon matematica del problema de identificacion
descrito es como un problema de Cauchy, como el problema de evaluar
u\FD, donde u es la solucion de un problema de Cauchy de la forma
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1 INTRODUCCION

Au = 0 en 9,
U‘I‘N = ¥
ou _
677‘1“1\, = ¢

La relevancia practica del problema inverso electrocardiogréfico, ra-
dica en la importancia que tiene el potencial epicardial en el diagnostico
y tratamiento de enfermedades cardiacas; no obstante, la formulaciéon
matematica del problema presenta inconvenientes significativos que no
pueden ser tomados a la ligera:

= En general, dado un par arbitrario (¢,%) de funciones de cua-
drado integrable en I'y, s6lo puede garantizarse la existencia de
solucién local en una vecindad de I'y, que no necesariamente
contiene a I'p. En general no necesariamente tiene sentido la
expresion ulp .

= El problema de identificaciéon es mal planteado; es decir, supo-
niendo que para el par (p,1) exista solucion del problema de
Cauchy en todo el dominio €2, entonces u|FD no depende conti-
nuamente del dato de Cauchy en I' 5. El problema de Cauchy en
realidad es un tipo de problema que se conoce como severamente
mal planteado.

Investigadores como A. Fraguela y J. Henry buscan alternativas para
resolver el problema de identificacion, sin olvidar buscar que sea asequi-
ble su implementacién numérica, requerida en las aplicaciones médicas.

El presente trabajo de tesis se tiene su origen en aceptar una hipo6-
tesis A. Fraguela y J. Henry, atn no probada; se cree que bajo cambios
de coordenadas adecuados, es posible llevar a €2 en una region cilindrica,
donde el problema de identificar u|FD es equivalente a resolver un pro-
blema analogo en un cilindro, donde el problema consista en identificar
el valor de un potencial en una de las bases del cilindro, siendo conocida
informacion del potencial y la corriente en el resto de la frontera:

Identificar ¢ = u|Fa, donde €2 es una regién cilindrica,
Y el costado de 2, mientras que I'g es la base, I, la tapa
v u es soluciéon del problema de Cauchy:

Au = 0 en Q,
uly, = cte,
u|I‘0 = ¢
du _
on To - l/}

Esta hipoétesis busca generalizar un hecho que es conocido para re-
giones planas (£ una regién en R?), donde la equivalencia pueda ser
probada con herramienta de variable compleja (ver fig. 1).
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FiGura 1. Esquema de equivalencia entre problemas
de Cauchy para regiones cilindricas y anulares en el
plano.

Naturalmente se formulan preguntas como si realmente es posible
extender de alguna forma esta relaciéon a dominios analogos en dimen-
siones mayores y si , de ser posible, alguna de las formulaciones ofrece
ventajas de implementacion numérica frente a la otra.

Este trabajo puede considerarse como la antesala para la respuesta a
estas preguntas, pues, en esa direccion, es averiguar si la formulaciéon del
problema de Cauchy en un cilindro ofrece ventajas frene a la formulacion
en una regién con una cavidad, considerando como primer intento aquel
en que la condicién de Dirichlet en ¥ es nula.

Una de las principales formas en que se aborda el problema en re-
giones cilindricas es mediante la teoria de Control, como lo hacen Ben
Abda et al. en [1]. Sabiendo que es mal planteado el problema asociado
de identificacion de datos de frontera, como se expone en [5, 2].

En [1] se plantea una formulacién operacional del problema de iden-
tificaciéon del dato de Dirichlet y una solucién tipo Tikhonov como pro-
blema mal planteado; sin embargo, la principal problematica es que este
problema inverso es del tipo exponencial o severamente mal planteado,
suelen ser requeridas herramientas especializadas de la teoria general de
regularizacion (ver [4, 14]).

En general, determinar técnicas adecuadas de regularizacién para
problemas inversos exponencialmente mal planteados suele ser en si mismo
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un problema importante, debido a que para conocer en forma explicita
la velocidad de convergencia de un algoritmo de regularizaciéon tipo Tik-
honov, por ejemplo, dada una medicién del dato de salida, suele ser
necesario tener la certeza de que la soluciéon exacta del problema de
identificacion del dato de Dirichlet tiene ciertas propiedades de suavidad,
informacién a priori, que en la practica no siempre pueden garantizarse
cuando se trata de aplicaciones médicas.

Como resultado de la colaboracion directa entre A. Fraguela Collar!
y los autores de [1], se considera que, atn es necesario brindar especial
atencion a la técnica de regularizaciéon empleada, por lo que la etapa
final de este trabajo es dedicada a ello en su totalidad.

Aqui se presenta una forma de abordar el problema de Cauchy para
la ecuaciéon de Laplace en una regién cilindrica en general, llevandolo a
una formulacion operacional como problema inverso, mediante la que se
evidencia el mal planteamiento exponencial del problema de identifica-
cion del dato de contorno y, a partir de ella, se presenta una técnica de
regularizaciéon por truncamiento adecuada, ademéas de perspectivas de
investigacion para esquemas de regularizaciéon posteriores.

La forma que aqui se presenta para la obtencién de soluciones apro-
ximadas del problema de identificacién del dato de Dirichlet, presenta
ventajas respecto de la informacion a priori que se considera suficiente
para lograr acotaciones explicitas del error de regularizacién; no obs-
tante, previamente se requiere resolver el problema de determinar las
funciones y valores propios del operador de Laplace definido en T',.

Este trabajo ejemplifica una metodologia para resolver problemas
inversos que propone A. Fraguela, a partir de la cuél se llega a una
completa formulaciéon operacional del problema de identificacion del dato
de Dirichlet: resolver una ecuacion de la forma A¢ = p, dado p y siendo
A un operador lineal y compacto.

Los principales logros de este trabajo de tesis son:

= Una definicion clara en sentido matematico de lo que se entiende
por un dato de Cauchy exacto.

= Caracterizacion en regiones cilindricas de los pares (¢,1) en T,
para los cuales tiene sentido la expresion u|F0.

= Una estrategia de regularizacion admisible que, en comparacion
con los métodos para problemas exponencialmente mal plantea-
dos, requiere informacién a priori “mas débil” que las condiciones
de fuente logaritmica sobre el dato ¢.

L Adscrito al cuerpo académico de Modelacion Matematica y Ecuaciones Dife-
renciales de la Facultad de Ciencias Fisico-Matemaéticas, BUAP.
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Capitulo 1

Formulacién operacional del problema de
Cauchy

En el presente capitulo se muestra el desarrollo necesario para probar
que, resolver en un sentido débil el problema de identificacién del dato
de Dirichlet, ¢, para la ecuaciéon de Laplace en una regién cilindrica dado
el par (p,1), descrito en la introduccion de este trabajo, es equivalente
a resolver una ecuacion operacional de la forma

Ap = ¢ — A
donde (¢,v) es un dato de Cauchy exacto, mientras que A y A’ seran
operadores lineales y compactos entre espacios normados.

El capitulo se estructura en cuatro secciones, la primera de las cuales
es un preliminar de los resultados que seran de mayor relevancia en el
desarrollo del propio capitulo, todos conocidos del anélisis funcional.

En la segunda y tercera secciéon son introducidas las definiciones
bésicas y las demostraciones esenciales de la formulacién operacional
referida. Se prueba que, el problema de identificacién de ¢ puede ser
entendido como un problema inverso, donde el problema directo consiste
en, dado v, determinar en funcién de ¢ la traza a Iy de la solucion débil
del problema de contorno:

Au= 0 enQ,

uly, = 0,
u|FD = ¢7
ou — .
on In - 1/%

donde I'p, 'y y ¥ forman una particion de §2 con caracteristicas que se
detallan desde el inicio.

Por su parte, la ultima secciéon de este capitulo es dedicada a la
caracterizacion, en términos de series de Fourier, de los espacios y ope-
radores involucrados en la formulaciéon operacional, cuando €2 es una
regién cilindrica.

Se recuerda al lector que al final del texto encontrara un indice de
acuerdos usuales de notacion.
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1. Preliminares

Los resultados enunciados en la presente seccién y el apéndice de
este trabajo son resultados conocidos, pueden consultarse en [3, 5, 7, 8,
10, 12, 15].

Dados  un dominio acotado en R"*! y el multiindice o = (g, ..., ),

. n
con ay, un entero no negativo para k = 1,...,n. Se define |a| = >",_; ai
y

ololp

Definicién 1. Derivada de Sobolev La funcion v(x) localmente sumable
en Q se llama derivada en sentido de Sobolev de orden |a| de la
funcion u(z) localmente sumable en 2, y se denota v = Du, si satisface
la igualdad

D%p(x) (), »eCl(@).

/wdz:(q)lal/w%d% Vo € CS°(Q).
Q Q

Definicién 2. Se define el espacio de Sobolev W™P(Q) como el com-
pletamiento de C™(S2) en la norma

lallymn = | D 1Dl
loe|<m

Para p =2 se denota W™P(Q) = H™(Q).

Las definiciones y demostraciones de propiedades que verifican los
espacios de Sobolev pueden consultarse en [3, 5, 10, 12].

El espacio H}(Q) se define como el completamiento de C§°(2) en la
norma de H'(Q).

1.1. Subespacios de H!(f2) con normas equivalentes.

Lema 1.1. Sean Q un dominio acotado en R"*' y ¥ un subconjunto de
medida no nula en 09; si E = {u € H'(Q) : uly =0}, entonces

<V ,V->2ExFE — C

df dg
(f,9) = i, Qdajn‘i dfi

es un producto interior en E, donde la norma inducida
lente a la norma en H'(Q).

[V-|| es equiva-

Observacion 1. E es un subespacio de H'(Q) desde que el operador de
traza a ¥ de funciones de HY(Q) es lineal y continuo, tiene sentido el
enunciado del lema 1.1.

Las normas ||-||; y |||l se dicen equivalentes en E, si existen cons-
tantes K1 > K5 > 0 tales que
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K| flly £ flls £ K2 || flly, YfeE.

DEMOSTRACION. Sea f =1 en ). Suponga que enFE existe una ex-
tension continua de f a Q; significa que para cada (z;z) en X, existe
una vecindad de (z;z) , en su interseccion con {2, f toma valores estric-
tamente menores que 1/2, lo cual es claramente una contradiccion. Se
prueba que no existen en F extensiones continuas de f = 1 a Q; de lo cual
se desprende que f = 1 no pertenece a F, verificandose la desigualdad
de Poincaré en dicho subespacio.

Por el lemma A.11, existe una constante C' > 0 tal que, para toda f
en F se verifica

(1.1) £ < If I3 < (C*+ 1)(VF, V).

De (1.1) y la definicion de (V-, V) se obtiene que (Vf,Vf) =0 es
equivalente a que f =0 en F.
Las pruebas del resto de las propiedades de un producto interior son
inmediatas.
Por ultimo, de (1.1) también se desprende la equivalencia en E de
las normas ||V-[| y |||l g-
O

1.2. Vectores y valores propios del operador de Laplace.
En adelante se reservan las notaciones €2 y I' para denotar un dominio
acotado en R"*! y una superficie de clase C! en 0, respectivamente.
Sea (A, H2(I') N H}(T)) el operador de Laplace en T, es decir

A:H*T)NH;(T) — L*T)

Siempre que v en H2(I') N H}(T) no sea identicamente nula, se dice
que v es una funcion propia de (A, H?(I') N H}(T)), si existe un escalar
A tal que

Av = \u;

el escalar \ se conoce como el valor propio de (A, H*(T') N H}(T)) aso-
ciado a v.

Observacion 2. SiI' es un dominio acotado en R™; entonces, la funcion
propia v del operador (A, H?(T') N H(T')), con valor propio \, también
se conoces como solucion fuerte del problema de contorno :
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Av =
vlgp = 0.

Como se observa en el libro de Mijailov [10], las soluciones cldsi-
cas de este problema de contorno también son demominadas funciones
propias del mismo.

Una definiciéon de funciéon propia del operador de Laplace en un
sentido débil es como sigue.

Definicién 3. v en H}(T') es una funciéon generalizada propia del pro-
blema de Dirichlet homogéneo para el operador de Laplace, si existe un
escalar X\ tal que

/Vthde: = —/\/ updr, Vo € Hg(T).
r r

En adelante, se hara referencia explicita al sentido en que, en cada
caso, se entenderan los valores y funciones propias del operador de Laplace
(fuerte, clasico o débil) sélo cuando por contexto pueda existir confusion,
de lo contrario se hara referencia a ellos simplemente como valores y fun-
ciones propias.

Por la relevancia del operador de Laplace en estas paginas, se presta
especial atencién al estudio de sus propiedades, incluyendo en lo sucesivo
algunas demostraciones relevantes, mismas que pueden ser consultadas
en [10, 13, 15| para operadores elipticos en general.

Sean v que pertenece a H}(T') y u en H?(T') N H(T) tal que Au = 0.
Por el Teorema A.7 e integracion por partes se obtiene

/VvVuz v@—/vAu: v@:O;
r ar On r or On

es decir,

(Vo,Vu) =0, Yo € HJ(T).
Por el Lema 1.1 y el teorema de representacion de Riesz se infiere
u = 0. El operador de Laplace es inyectivo, su nicleo es el espacio trivial

{0}
Por otro lado, integracién por partes para u en H2(T') N HY(T) y v
elemento de H}(T):

(1.2) /FVqu: —/qu.

Tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad de Holder en
el extremo izquierdo de (1.2), cuando u = v,
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/ IVul® < Jul 1A

multiplicando por Tl C' la constante en la desigualdad de Poincaré,

IUH ’
siempre que u # 0, se infiere

C? |l Au] = ——C? |Vul]® = |lu]

[l

La desigualdad C?||Au|| > |lu| prueba que, en L?(T'), cualquier
conjunto acotado en el rango del operador de Laplace también es aco-
tado en H11111014(T). Por el Teorema A.4, se sigue que el operador
(A1, Im(A)) es compacto con respecto a la norma en L?(T).

En el libro de Mijailov [10] se prueba que el operador de Laplace es
autoadjunto bajo las condiciones de suavidad y contorno aqui conside-
radas, asi que, su inverso también es autoadjunto. En (1.2) se establece
que los valores propios del operador —A son reales positivos.

Del anélisis funcional (ver [8], cap IV') se sabe que el espectro pun-
tual de un operador compacto es a lo sumo numerable y tiene al ori-
gen por unico punto de acumulacién en el plano complejo. Ademas,
los valores propios de —A coinciden con los inversos multiplicativos
de los valores propios de (—A)~%; es decir, si {5z } es el conjunto de

valores propios del operador ((—A)~1, R(A)), ordenados de forma que
% > % > ..., entonces {)\ } es el conjunto de valores propios de —A,
1 2

verifican 0 < )\% <A<+ y A = oo cuando k — oo.

También se sabe que el subespacio propio E},, asociados al vector
propio A?, es de dimensién 1 y existe {v;} base ortonormal de L*(T")
de funciones propias de —A, con vy, € E),. Adicionalmente, {vi} es un
subconjunto ortogonal de H} (Q2). Integrando por partes y por el Teorema
A.7, para cualesquiera naturales j y k se garantiza

/ijVvkd(x;z):/ v]%vkds /vjAvkd(x z) = )\k/vjvkd(x z).
Q on n Q

Es decir,

(1.3) (T, Vo) = { Mo T=F

’ 7 0, Jj#k

Mas aun, para el inverso aditivo del operador de Laplace, también
en [10], se presenta la demostracion de existencia de constantes reales
positivas C{) y C1, asi como del natural ko, tales que, para todo k > kg
se satisfacen las desigualdades

2 2
Cokw < A2 < Otk
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donde n corresponde a la dimensiéon de I'. Pero, definiendo

(1.4)
. )\2 )\k )\2 )\k
Co = min{C{, M1, 217/271 R kl—/”n}7 C1 = max{Cy, M1, 217/271 . kl/on};
0 0
se sigue,
(1.5) Cok < A2 < Cikn, VkeN.

1.3. Regularizacién de problemas inversos mal planteados
para ecuaciones del primer tipo. Sea A un operador lineal, com-
pacto e inyectivo definido entre los espacios de Hilbert X e Y, sobre el
campo real o complejo. Los productos interiores y normas en X e Y se
diferenciaran por contexto y no por notaciones especiales. Se suponen
desconocidos x en X e y que pertenece a Y, pero tales que x es solucion
de Ax = y, se denominan x e y como solucion exacta y dato exacto,
respectivamente. Se supondra dy conocido en Y y tal que ||y — dy|| < 6.

La ecuacién Ax = ys no es soluble en general y, en caso de serlo,
la tansformaciéon A~! no es continua en Y incluso si ys pertenece al
rango de A, la solucién zs = A~ lys no necesariamente se encuentra
“suficientemente proxima” a = en la norma de X.

Regularizar el problema de resolver la ecuacion Az = y, siendo co-
nocido ys, significa encontrar un algoritmo o método para determinar x4
en funcion de A, ys y 0, de forma que x5 converja a z, en la norma de
X, cuando el orden del error § tienda a 0.

Definicion 4. Una estrategia de regularizacion es una familia de ope-

radores lineales y acotados

Ry:Y =X, a>0
tal que
lim RyAx =z Vz € X.
a—0

Es decir, los operadores Ry, A convergen puntualmente a la identidad.
Definicién 5. Una estrategia de regularizacion o = a(d) se dice admi-
sible, si para todo x en X se verifica

a(d) — O,sup{HRa((;)y(; — ac|| DAz —ys|| <0} — 0
cuando 0 tiende a 0.
Teorema 1.2. Sea (A, xk,yx) un sistema singular de A y

q:(0,00) x (0, [|A]] = R

una funcion con las siguientes propiedades:
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1. Jg(a, ) <1, ¥(e, A) € (0,00) x (0, [[A]l];
2. Ya >0, 3e(a) : lgla, N)| < ca)r, YA€ (0, | AJ;
3. limg0q(a, X)) =1, VA€ (0, Al

La familia de operadores Ry : Y — X, A > 0, definida por

- Q(av )‘k)
Ry = ) ) v Yv
y ; N Wk Yy E
es una estrategia de regularizacion, con |Ry| < ¢(a). La eleccion o =
a(0) es admisible si a(d) — 0 y dc(a(d)) — 0 cuando § — 0.

Definicion 6. La funcidn q, definida en el Teorema 1.2, se dice un filtro
de regularizacion para A.

Teorema 1.3. Siq es un filtro de regularizacion para el cual existe ¢ > 0
que

Va

A =1 <ec—;
la(o,3) — 1] < ¥
entonces,

|Ro Az — || < eva|lzl,
donde x = A*z.

2. Problema auxiliar de contorno, problema directo

Sea Q un dominio acotado en R**! tal que 9 = I'yUXUT p, donde
¥, I'y y I'p son superficies de dimensién n, de clase C! y ajenas por
pares, 3 es compacta.

Como caso particular que posteriormente reclamara toda la atencion
se tiene & = T x (0,a), con I' un dominio regular y acotado en R,
Y =0I'x (0,a), Ty =T x {0} yI'p =T x{a}.

Considérese el problema de contorno

Au = 0 enQ,
uly, = 0,
(1.6) u\FD = 9,
ou —
%'FN = ¥
Se definen
Ey(Q) = {ueHY(Q): uly=0}
Epn(Q) = {ueH'Y(Q): ulsor, = 0}.
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Definicién 7. u se dice solucion débil del problema de contorno (1.6)
si pertenece a Eo(S2), ulp, = ¢ y se verifica la relacion integral

(1.7) / VuVudr = YodS, Vv € Eg(Q).
Q I'n

La definiciéon 7 es introducida aqui como una necesidad emanada
de la formulacion del problema de contorno (1.6), ya que es de utilidad
para la formulacion operacional del problema de identificacion del dato
de Dirichlet a partir de condiciones sobredeterminadas en una parte de
0f). Permitiendo que I'y o I'p MY sean conjuntos vacios y una definicion
adecuada de E, puede extenderse el concepto de solucion débil (gene-
ralizada) para los problemas de Dirchlet y Neumann, de forma que la
definicion 7 sea un caso particular de tal generalizacion; dicho lo cual.

Las demostraciones aqui presentadas, sobre existencia de solucion
débil de (1.6) para ¢ y 1) en espacios funcionales especificos, se realizan
siguiendo ideas contenidas en el libro de Mijailov [10].

Observacién 3. Para u de HY(Q) que satisface (1.7), se infiere

VuVudr =0, Yv e Hy(Q),
Q

por lo que, ver [10], u es una funcidn armonica en §; es decir, Au =0
en Q. Integrando por partes se implica la siguiente relacion integral que
posteriormente serd de utilidad:

/ VuVudr = v@, Yo e HY(Q).
Q oo On

Es claro que la solucion débil del problema (1.6) no necesariamente
existe para cualesquiera ¢ y ¥ de cuadrado integrable, ¢ debe pertenecer
. . 1/2 S
al espacio de Lions Hy)“(I'p) por principio; sin embargo, en lo que resta
de la presente seccion seran considerados unicamente los pares (¢, 1))
para los cuales existe u solucion débil de (1.6).

Lema 1.4. Dado el par (¢,1)) tal que existe u, solucion débil de (1.6),
entonces u es unica.

DEMOSTRACION. Siw; y us son soluciones débiles de (1.6), entonces
u1 — up también lo es y pertenece a Ego(2). La definicion 7 implica

V(uy —uz)Vodx =0, Vv € Epo(Q).
Q

Por el Lema 1.1 y el teorema de representacion de Riesz, u; — us
caracteriza al funcional identicamente nulo en (Eqg, (V-, V+)), entonces
u1 — ug = 0, lo cudl termina la demostracion. O
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Del lema 1.4 se observa que, si existe solucion débil de (1.6) para
los pares (¢,0) y (0,%); entonces, la soluciéon débil de (1.6), para (¢, 1)),
coincide con uj + usz, donde u1 y us son las respectivas soluciones débiles
de

Au; = 0 en Q,
Ul‘E = 07
(18) U1|FD = ¢
ouq —
877] Ty = 0.
y
Aus = 0 en 9,
usls = 0,
(19) UQI]"D = 0,
ou
fo’FN = ¥

Entonces, los problemas inmediatos a resolver son los de existencia
de solucion débil de (1.8) y (1.9). Se definen los espacios de trazas que
naturalmente se presentan:

Definicién 8. Sea S una superficie de clase C' y dimension n en Q\3,
se define EY/%(S) como el conjunto de trazas a S de funciones de H' ()
tales que es nula su traza a X, es decir:

EYV2(8) ={p € L*(S): Fu € Ey(Q) : ulg = ¢} .
Ademds, |||/, : £ — R se define por

11l /o = inf {|Vul - u € Eo(Q), ulp, = ¢}
Cuando sea empleada la expresion ||¢H1/2, se entenderd por contexto
el conjunto al que debe pertenecer ¢.

Lema 1.5. (E'Y/2%(9), [[l1,,) es un espacio de Banach.

DEMOSTRACION. E'/2(S) es la imagen de Fy(f2) bajo el operador
de traza a S, claramente es un espacio vectorial. Se probara que |-,
es una norma en E'/2(S).

Por definicion [|-|; , toma valores no negativos. Trivialmente [|0[|, , =

0.
Primero, para cualquier u de Ep(€2) tal que ul. = ¢, se verifica la
relacion ||| < ||ul| . (ver Teorema A.6), probando asi la equivalencia

||¢H1/2 =0s¢=0.

Luego, sean Ey 4 := {u € Ey : u|g = ¢} y o un escalar; entonces,
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aFy ¢ + Eoy = Eoapty-
Por las propiedades de suma y producto por escalar de conjuntos se
implica

| + 1/}”1/2 <a ||¢H1/2 + ||1/JH1/2 , Vo, € EV(9).
Resta demostrar que E'/2(S) es completo en la norma [[[l1 2 Sea

{¢1}ren una sucesion de Cauchy en (E/2(S), l[Il1,,,); entonces, por la
linealidad del operador de traza y la definicion de [|-[|; o, existen en
Ey(Q), para cualesquiera k1 < ko y m1 < Mg, Um,y ky Y Uma ke tales que

Uy, ky |S = ¢k17 umz,’ﬁ»‘s = ¢k2

1

IV (s ey = Ui ko) gy < N 0ky — Brally /2 + pre——

Entonces , {uy x} es una sucesién de Cauchy en H'(f2) y es tal que
uk,k|s = ¢y, para todo k. La continuidad del operador de traza como
un operador de H!(Q2) en L?(S) termina la demostracion. O

Lema 1.6. Para toda ¢ en EY?(T'p), erxiste solucion débil unica de
(1.8), u1, que verifica

(1.10) I9urll < Cu 16l 2
donde la constante Cy no depende de ¢.

DEMOSTRACION. Si se supone la existencia de u; solucion débil del
problema (1.8), entonces para toda u en E'(Q) tal que ul. = ¢ se
define w,, = u; — u.

Es clara la pertenencia de w, a Fgo(f2) al igual que la validez de las
igualdades (ver Definicion 7):

/ V(u + w,)Vudz = / VuiVudz =0, Yv € Eg(Q).
Q Q

Para probar la existencia de soluciéon débil de (1.8) es suficiente con
probar, dado u como antes, la existencia de w,, en Fyo(2) tal que

/ Vw,Vodr = —/ VuVuvdz, Yv € Eg(Q).
Q Q
Sea Ay : Eyo(f2) — R esta definida por Ay,v = — [, VuVudz, la

relacién integral anterior se reescribe como

/ Vw,Vvdx = Ayv, Vv € Eyp().
Q
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A, es un funcional lineal que, por las desigualdades triangular, de
Holder y de Caychy-Schwarz, satisface:

/ VuVu
Q

Es decir, A, es acotado en (Eoo(Q2),||V:]|). Por el teorema de Riesz,
existe una tnica w,, en Eyo(2) tal que (Vw,, Vv) = A, v para toda v en
Eoo(€2), probando con ello la existencia de solucion débil que, por (1.11),
satisface

(1.11) |[Ayvdz| < <||Vul| Vo] .

Vwy || = [[Aull = inf {K: [Ayo] < K[[Vo]l, v e Eg(Q)} < [[Vull.

Entonces,
(1.12) IVur[| < [[Vwol| + [[Vul| < 2[|Vull;
con C7 = 2.

Se ha demostrado que, a partir de cualquier u en H'(Q) tal que
ul|p, = ¢, es posible exhibir a u; como una solucién débil de (1.8) en
funcién de u; sin embargo, el Lema 1.4 establece que u; no depende de
u, por lo que (1.10) se implica de la relacion de orden entre los extremos
de (1.12). O

Lema 1.7. Para toda ¢ en L*(y) existe solucion débil unica de (1.9),
Uus, que verifica

(1.13) [Vuel| < Ca |4l ;
donde la constante Cy no depende de 1.

DEMOSTRACION. Sea 1 en L2(I'n), Ay : Ego(2) — R se define por

Ayv = YodS.
I'n
El funcional Ay, es lineal, se probara que es acotado. Por la desigual-
dad de Holder, el teorema A.6 y la desigualdad de Poincaré, se sigue

‘/F wvdS' <Nl vlpy | < 121 Tolonll < Cl I

para cualquier ¢ de cuadrado integrable en T'y, v en Eyo(2) y C' una

constante que no depende de v. Se deduce que A, es acotado en (Ego (), [|V-|]).
Por el teorema de representacion de Riesz, existe una funcién dnica

ug en Eyo(2) tal que: (Vug, V) = Ayv y, como antes, verifica

/ VuaVudr = YodS, Yv € FEgo()
Q Ty
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[Vus| = [[Agl < C 9] -
O

De la definicion 7 se sigue que la pareja (¢,1) es un elemento de
E'Y2(I'p) x L*(I'y), mientras que los lemas 1.4, 1.6 y 1.7 prueban que
para cualquier par en E'/2(T'p) x L?(I'y), existe solucion débil tnica
u = u1 + ug del problema (1.6) que depende continuamente de (¢, ) en
la norma [|@|;,, + [[4], situacién que se enuncia como un teorema ya
demostrado.

Teorema 1.8. Si u es solucion débil de (1.6), dado el par (¢,1), en-
tonces u es unica y satisface

[Vull < ¢l 2 + 1¥1);
donde C' es una constante que no depende de (¢, ).

Ademés del Teorema 1.8, atin es posible obtener méas informacion de
utilidad para la regularizacion del ptoblema de identificacion del dato de
Dirchlet.

Sean wu; y wue las respectivos soluciones débiles de (1.8) y (1.9), se
definen

Y, :EY?Tp) — EyQ) Yo: L2(Ty) — Eoo(Q)
¢ = w ’ o= u '

Los siguientes resultados son considerados como corolarios, se dedu-
cen de la definicién 7 y los lemas 1.6-1.7.

Corolario 1.9. T, y Y5 son transformaciones lineales y acotadas.

Corolario 1.10. Las imagenes Y1(EY?(T'p)) y T1(EY?(T'p)) son or-
togonales en (Eo(Q2),(V-, V).

DEMOSTRACION. La demostracion es inmediata si en la definicion 7
se sustituye u por T1¢ y v por Yo1). |

Corolario 1.11. Sea ||¢||, = [|[VT16|. (EY2(Tp), |||l ) es un espacio
de Banach tal que ||9], ;5 < 4] p-

Observacion 4. Por definicion, todo conjunto acotado en la norma
|-l , es el conjunto de trazas, a T'p, de un conjunto acotado en H*(T').
Por el Teorema A.8, se sigue que todo subconjunto de E/? (Ta), acotado
en la norma ||-|| 5, es un conjunto compacto en L*(T).
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3. Ecuacidén operacional equivalente al problema de Cauchy

El primer objetivo de este trabajo es lograr una formulacién opera-
cional del problema de identificacion del dato de Dirichlet que, siendo
conocido el par (p, 1) y bajo el supuesto de existencia en Fy(€2) de una

., . . . . . _ au _
funcién armoénica en un sentido débil tal que ul, = ¢y onl. = P,
0
consiste en determinar la traza de u a I'y; formulacion operacional que
se basaré el corolario 1.9.

3.1. Operadores auxiliares sobre los datos de contorno.
Sean Y7 y Y5 las transformaciones que asocian a ¢ y v con la solucién
débil de los problemas (1.8) y (1.9), respectivamente. Se define

A:EV2Tp) — EY2(Ty) A :LXTy) — EYX(Ty)
¢ — Tiglp, o= Yo

Lema 1.12. A y A’ son lineales y compactas.

DEMOSTRACION. La continuidad de A yA’ se deduce del corolario
1.9, de la continuidad de T y Y5, por ser continuo el operador de traza.
Por otro lado, el operador de traza es compacto, se sabe que la com-
posicion de un operador continuo con una transformacion compacta es
también una transformaciéon compacta. O

Se recuerda la definicion del adjunto de un operador en espacios de
Hilbert.

Definiciéon 9. Sean X eY espacios de Hilber y D(A) denso en X. Dado
el operador lineal (A, D(A)), se define D(A*) como el conjunto de todos
los y en'Y para los cuales existe x, en X tal que

(1.14) (Az,y)y = (z,zy)x, V€ D(A).
El operador adjunto de A, A* : D(Ax) — X, se define por

Ay = wy;
donde x, verifica (1.14).
Lema 1.13. A’ es un operador inyectivo y autoadjunto.
DEMOSTRACION. Por la definicién 7 se tiene

VYol = [ A (¢)dS.

I'n
Por lo tanto, A’1) = 0 implical Y51 = 0, en consecuencia

0Ty
Y= n

If
e

I'n
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Se concluye ker(A) = {0}, probando que A’ es inyectivo.

Por otro lado, A’ esta definido para toda funcién de cuadrado in-
tegrable, bastara con demostrar que es simétrico para establecer que es
autoadjunto. Para cualesquiera ¢ y ¥ de cuadrado integrable en 'y se
cumple (ver Definicion 7):

A($)dS = /Q To(@)Ta()dz = | 6A'()dS.

I'n I'n

Lema 1.14. A es una transformacion inyectiva.

DEMOSTRACION. Sean ¢ en EY/?(Tp) y 1 en L?(Ty). De acuerdo
con la definicion 7,

Q

Ademés, por la observacion 3, se sabe:

ds.

/ VY16V Totbdz = [ A(p)bdS + 5012
Q

T'n T'p on
De modo que, A¢ = 0 implica

oY
¢ 2¥ 15 = 0, Voo € L*(Ty).
T'p on
Dado que agf]¢ ’1‘ recorre todo el espacio L?(I'p), entonces Agp = 0
implica ¢ = 0. i O

Lema 1.15. D(A*) (dominio de A*) es el espacio de funciones de cua-
drado integrable en I' . A* restringido a El/Q(FN) queda definido por

_ 9Tap

A =

) @EE1/2(FN)
I'p

DEMOSTRACION. Por definicion, ¢ en L?(T'y) pertenece a D(A*) si
y sblo si existe ¢ en L(I'p) tal que

A(p)pdS = | ¢CdS, V¢ € EV?(Ty).

FN FD
Sin embargo, del desarrollo de la demostracion del Lema 1.14, se
observa que dicha condicién es equivalente a

(1.15) / A(6)pdS = — ¢a§;“’d5, Vo € BV7(Ty):
I'n

I'p
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pero, el lado derecho de la ultima igualdad define un funcional lineal y
continuo en L2(I'p), por tanto, el teorema de representacion de Riesz
garantiza la existencia de ( de cuadrado integrable en I'p tal que

0222245~ [ cas, voe 13(Ty);

T'p on I
probando asi que L?(T'p) es el dominio de A*.
La ecuacion (1.15) prueba el resto del resultado. O

Teorema 1.16. Dado el par (,1) en L?>(I'y) x L*(T'x), existe ¢ en

EY2(I'p) tal que ¢ es la traza a Ty de la solucion débil del problema

(1.6), con ulp =¢ y %Z‘r = 1), si y solamente si ¢ es solucion de la
0

ecuacion operacional

Ap=p, p=p— A
DEMOSTRACION. La prueba de suficiencia se desprende de las defini-
ciones de A y A’. Si existe ¢ como en el enunciado del teorema, entonces
la solucion del problema de contorno (1.6) esta dada por u = T1¢+ Y1),
en consecuencia A¢ + A’y = .
En cuanto a la necesidad, sean ¢, ¢ y ¢ funciones de cuadrado inte-
grable tales que tiene sentido la expresion formal

Ap = — Al
entonces, por la definicion de A, ¢ es elemento de E'/2(I'p) y se satisface
la relacién integral

/ (A + Ap)CdS = / oCdS, ¢ € IA(Ty)
I'n

I'n
Es decir,

| 9o ta)Vracdo = [ pcas. vee )

I'n
Sin embargo, por la definicion de solucién débil de (1.6), se verifica
también

/QV(T1¢> + Yo)VYoldr = / (T1¢ + Yorp)|p, CdS, V¢ € L*(Ty).

I'n

De las dos dltimas relaciones integrales se concluye

(1.16) /F [o— (T16+ Yol ] CdS =0, V¢ € L*(Ty);

es decir, p = (Y16 + Top))|p - B
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Con el teorema 1.16 queda demostrado que resolver el problema de
identificacion del dato de Dirichlet, es equivalente a resolver la ecuacion
operacional

Ap=p, p=p— A
por lo que es posible presentar una definiciéon operacional de lo que signi-
fica una solucion débil del problema de Cauchy asociado al problema de
identificacion de del dato de Dirichlet, asi como de la propia definicion
de solucion al problema de identificacion.

Definicién 10 (Datos de Cauchy exactos). (p,1) en L*(T) x L?(Ty)
se dird un dato de Cauchy exacto, siempre que exista ¢pen E1/2(I‘D) que
resuelve la ecuacion operacional

Ap=p, p=p— A"
Se denotard por M al conjunto en L*(T') x L*(T") de datos de Cauchy
eractos.

Definicion 11. Para todo dato exacto de Cauchy (@,v) y ¢ en EY/?(T,)
que resuelve Ap = p, se dird que u = Y10+ Yotp es la solucion débil del
problema de Cauchy

Au = 0 enQ,
u|2 = 07
(1.17) ulp, = ©,
ou —
%’FN B ¥

Por su parte, ¢ se dird solucion del problema de identificacion del
dato de Dirichlet en T'p para el problema de Cauchy (1.17).

La definicién operacional recién presentada de la solucion débil del
problema de Cauchy (1.17), es una formulacién que involucra la solucion
de un problema inverso mal planteado en el sentido de Hadamard (ver
7])-

Para aclarar lo anterior, supéngase que A~! es continuo, al com-
ponerlo con A se tiene que la identidad I es un operador compacto en
Eé/ 2 (T'a), de donde se desprende que la bola unitaria es pre compacta;
con todo lo anterior y sabiendo que la cerradura de la bola unitaria es
compacta si y solamente si el espacio en el que se le entiende es de di-
mension finita, entonces se sigue que Eé / 2(Fa) es de dimension finita, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, resolver la ecuacion

Agp=p

es un problema mal planteado.
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4. Forma de serie para soluciones débiles en regiones
cilindricas

Sea @ =T x (0,a), donde I" es un dominio acotado R™ con frontera
OT de clase C*.

Notaciéon 1. En lo que resta de este texto, salvo que se indique lo con-
trario, z denotard un elemento del intervalo [0,a], {vg} serd un sis-
tema completo y ortonormal en L?(T) de funciones propios del operador
(—=A,H3(T)N H(T)) y A2 el valor propio correspondiente a vy,.

Se define ademds T', :=T x {z} .

En lo referente a las superficies involucradas en las condiciones de
contorno del problema (1.6), se hacen los siguientes acuerdos de notacion
para el resto del documento:

Y =0I'x[0,a], Tp=T,, I'y=To.

Debe notarse que L?(T') es isométrico a cualquier espacio L?(T',), de
modo que son indistintos para efectos del este trabajo.

Como recién ha sido expuesto, dado u un elemento de H'(Q), ulp.
puede verse como una funcién de L2(T'), por lo que existen {wy(2)}
coeficientes de Fourier de u|,_ tales que

oo
(1.18) ulp, = g wi(2)vg, wg(z) = / ulp_ vgd;
k=1 r
relacién que, como se mostraré, ofrece en expresion en forma de serie de

cualquier funcion de H'() cuando € es una region cilindrica.

Lema 1.17. Siu es elemento de H*()); entonces, wy, definida en (1.18)
pertenece a L?(0,a).

DEMOSTRACION. Sea u elemento de C§°(€2). Por hipédtesis u? veri-
fica las hipotesis del teorema de Fubini, se sigue

(1.19) /Quzd(a:;z):/oa/r (gwkvk>2dxdz=/OaHu|FzH2dz

En este caso, u|FZ es simplemente la restricciéon de v a I', y es de
cuadrado integrable desde que I', es una superficie regular en 2. En
virtud del teorema de Riesz-Fisher y 1.19:

/u%l(x;z):/ (Zwi) dzz/ widz, Vk €N,
Q 0 \rJ1 0

es decir, se prueba el lema para los elementos de C§°(€2).
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Se concluye la demostracion atendiendo a que C§°(2) es denso en
L%(Q). O

Lema 1.18. Siu es elemento de H(S2); entonces, como funcion de z en
(0,a), wy definida en (1.18), pertenece a H(0,a), [, %|rz vpdr = Lok
y se verifica

2

+ X% Iwkll2> :

2 - dwy,
a3 (H v

DEMOSTRACION. Por el Lema 1.17 existen (1, (a, ... en L?(0, a) tales
que

0o [

Por otro lado, aplicando a u la Definicién 1, el teorema de Fubini y
por (1.18), se sigue

vjde = ((z), VkeN.
r.

(1.21

)
/ / (Zwmnc) ?dxdzz —/ Zﬁvd%dZ, Vv € C5°(Q).
o Jr \;,, < o Jr @z

Si v = wwj, cualesquiera j natural y w en C§°(0,a), entonces (1.20) y
(1.21) implican

¢ dw ¢ oo
wjadz = — (jwdz, Yv € Co (0704);
0 0

relacién que prueba, por la propia definicion de derivada en el sentido
de Sobolev, la pertenencia de wy, a H'(0,a) y la igualdad

dU)j .
Cj = E, v‘] e N.

Por otro lado, de (1.3) se infiere

a o dUIk 2
IVul? = /OZ[(dZ> —l—)\%wZ} dz
k=0
00 dwk 2
- Z(\ +Ai||wk||2>.

dz
k=0

O

Es claro que las propiedades de la serie en el extremo de (1.18),
dependeréan de las propiedades de los k-ésimos coeficientes de Fourier de
las trazas de v a la familia de superficies T',, z en (0, a).
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En regiones cilindricas el lema 1.6 y el teorema 1.8 se verifican si en
sus enunciados se sustituye H'(Q)) por Ey(); dichos teoremas implican
entonces que la solucion débil del problema de contorno (1.6) puede
expresarse en forma de serie.

Lema 1.19. Toda funcion generalizada propia del operador de segunda
derivada para funciones definidas en el intervalo (0,a) (operador de
Laplace para funciones definidas en un intervalo) es una funcion pro-
pia en el sentido cldsico.

DEMOSTRACION. Siw € H'(0,a) y X verifican la relacién integral

¢ dw dv e
1.22 — —dz= -\ Yo € H}0,a);
( ) /0 E z /0 wv, Yv € Hy(0,a);

entonces, dados 0 < t < a y v en H}(0,a), se observa que v; también
pertenece a H}(0,a), donde

vz = { v(z), si x€(0,t)

0, st x€lt,a) ,
es decir, (1.22) implica

! dw dv g
/Oaidz:f/\/o wv, Yv € Hy(0,a), t € (0,a).

Es posible derivar (en sentido de Sobolev) en ambos lados de la
relacion de igualdad en (4), de modo que

dw dv
dz dz

La relacion en (1.23) se cumple particularmente para v = vy + va,
donde v y v tienen el mismo soporte I,compacto y conexo propiamente
contenido en (0, a), y son tales que en I verifican

(1.23) = —dwv, Yv € H(0,a).

d’l)l d?)Q
= —w )
dz U dz

= —Vsy

Derivando el extremo izquierdo de la igualdad en (1.23) se sigue
d (dw dv d*w dw d(vy — v
(dZdZ):j('Ul_QQ)‘f’i (1 2).
dz dz dz dz
Derivando el extremo derecho,

e ()

Luego, so6lo en virtud de (1.23), se establece la relacion

-2
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<(§f — /\w) (v1 —v2) = (Nw — dw)(v) — ).

Se sabe que vy y vo son cualesquiera multiplos escalares de funciones
exponenciales para z en [ y nulas en (0,a) \ I, por lo que de la relacion
anterior se desprende que, siempre es posible encontrar un par (vi,vs)
tal que v1(2) — v2(2) # 0 para toda z en I,

2
(1.24) % =Nw, z€l.

Para terminar la demostracion sblo es nesesario observar que para
todo z que pertenezca a (0, a), existe un intervalo cerrado I que contiene
a z, intervalo que puede coniderarse en todo el desarrollo anterior, de
forma que en (1.24) es posible sustituir I por (0, a).

Queda demostrado entonces que w es una funcién propia en un sen-
tido fuerte, lo que a su vez significa que es elemento de H?™(0, 1), para
todo natural m, probando que w es una funcién propia en un sentido
clasico del operador de segunda derivada (ver Teorema A.3). O

Notaciéon 2. Para toda funcion f de cuadrado integrable en I denota-
remos por fi, al k-ésimo coeficiente de Fourier de f en L?(T) respecto
de la base {vi}, fr = [ forde.

Teorema 1.20. Sean Q =T'x[0,a], ¥ = 9dI'x[0,a],Tp =T, yT'ny =Ty.
La solucidon débil del problema de contorno (1.6) es de la forma

- 2\ [ Aprcosh(zAg) + rsenh((a — 2)\g) e
(1.25) g (a; p;( Necosh(an) ) k().

DEMOSTRACION. Si u es solucion débil del problema (1.6), entonces
es un elemento de H'({), los lemas 1.17 y 1.18 prueban que existen
wi,wa, ... de HY(0,a) tales que

(1.26) i w(
k=1

Aplicando al lado derecho de (1.26) la definicion 7 se sigue

/QV <i wkvk> Vud(z;z) =0, Yv € C5°(Q);

k=1
en particular para cualesquiera j en N, w € C§°(0,a) y v = wv,, es decir

/QV (Z wkvk> V (wv;) d(z;z) =0, Yw € C5°(0, a).
k=1
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Como la serie en el integrando converge en la norma de H'(2) es
posible derivar, en el sentido de Sobolev, bajo el signo de la serie. Por
ser C§°(0,a) denso en H{ (0, a), por el teorema de Fubini y en virtud de
(1.3) se satisface

a a
(1.27) ; %%dz = —)\i/() w;wdz, Yw € H5(0,a).

De la relacion (1.27) se desprende que wy, es un valor propio genera-
lizado del operador de segunda derivada en H?(0,a) N H'(0, a). Como lo
establece el Teorema 1.19, wy, es una funciéon propia en el sentido clésico,
para todo k; es decir, dzlzu’“ = A2wy, con AZ > 0. Se infiere la existencia
de escalares oy, y Bi tales que

(1.28) wi(2) = ape™* 4 Bre M2 VE € N;

que implica

oo

(1.29) ur(r;2) = (e + Bre Mo ().

k=1

En Iy el vector normal es el vector constante n = (0; —1), mien-

3 — . 9 _ d
tras que en T', se tiene n = (0;1), por lo que Q—Z‘FU = — £|F0 y
Ou
on

= %’F . Aplicando el Lema 1.18, con atencién al desarrollo de
I, a

la demostracion, se sigue que el k-ésimo coeficiente de Fourier de %Z

To
coincide con el limite de %’(z) cuando z tiende a 0, es decir:

(1.30) i = (8“

Se conocen ademas las relaciones

(1.31) o = (u|Fa)k — Oékew"" _ Bke—a/\k.
Resolviendo el sistema de ecuaciones (1.30)-(1.31) se obtiene
_ APy — e oM A\ + et

k= 2X\,cosh(zo\g) b 2Apcosh(zoMg)
sustituyendo en (1.29) se sigue

(s 2) = Z (Akqﬁkcosh(zAk) + zbksenh(akk)) o (2).

B po Axcosh(aA)



22 1. FORMULACION OPERACIONAL

O

Observacion 5. El Teorema 1.20 establece que, en el caso de las regio-
nes cilindricas a las que se refiere, el operador A es simétrico:

wksenh
1.32 A .
(1.32) 0= Z cosh a/\k (@), Z Arcosh(a vk(x)

4.1. Propiedades de E'/?(I') y datos de Cauchy exactos.
Como lo establece el Teorema 1.16, el problema de identificacién del
dato de Dirichlet para el problema de Cauchy (1.17) es mal planteado,
debido a que el operador A es compacto, por lo que A~! no es continuo
y su dominio se encuentra propiamente contenido en L?(T'). Es decir,
en general, dadas ¢ y 1, no es posible garantizar la existencia de ¢ en
E1/2 (T") para la cual tenga sentido la expresiéon formal

(1.33) Ap = — Ay,

En el Teorema 1.20 se brinda una forma explicita de la solucion del
problema de contorno (1.6), donde de forma implicita se encuentran ca-
racteristicas fundamentales tanto de M como de E'/2(T'), relevantes para
el estudio del problema de identificacién que aqui atane. El contenido de
la presente seccion estd dedicado a la revision de las propiedades que
seran relevantes sobre los espacios de Hilbert que resultaréan de utilidad
en la etapa de regularizacién de este trabajo.

Lema 1.21. ¢ de cuadrado integrable pertenece H(T') si la sucesion
{kw o}, on = [p Purda.

DEMOSTRACION. Para cada k, se recuerda la ya conocida relacion

de orden f
Cok™ < AL < Cik,

por lo que la convergencia de la serie ) -, k@2 es equivalente a la
convergencia de > po; A\i¢7.

Por otro lado, vy es una funcién generalizada propia del operador de
Laplace (—A, H*(T) N H(T'), por lo que cualquier combinacién lineal de
las mismas pertenece a H(T') y por (1.3) se cumple

vy mvk
k=1

Si {A\x¢r} es de cuadrado 1ntegrable, entonces {1 GrUK},, oy €8
una sucesion de elementos de H}(T")converge en la norma [|V-||. Pero,
por hipotesis, {d -, PrVk},, ey cOBVErge a ¢ en L?(T'), concluyendo asi
la demostracion. g

Z)\ $?, ¥Ym € N.
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Lema 1.22. Sean Q =T x [0,a], ¥ =0T x [0,a], Tp =T, y 'y =T.
Si u es la solucion débil del problema de Cauchy, en el sentido de la
definicion 11, entonces

19l = 3" oo (w?se"hw 6+ gom) |

— ¥ cosh(aly)

DEMOSTRACION. Sabiendo que wy es una funcién propia del opera-
dor de Laplace en el intervalo [0, a| e integrando por partes se sigue

(130) /a (dwk>2d dwy, |* A2 /a 2
. — z=wp—| — widz.
0 dz dz |, k 0 k

Si u es la solucion débil del problema de Cauchy (1.17); entonces,
por (1.34), el Lema 1.18 y la propia definicion 11, se observa

') dwk a
Vul? = —_—
Vel = 3w |
k=1
Aplicar el Teorema 1.20 termina la prueba. (]

El Lema 1.22 establece que ||Vul|, u soluciéon débil del prolema de
Cauchy o cualquier problema de contorno presentado con anterioridad,
queda determinada por las parejas de datos de Neumann y Dirichlet en
Ty y 'y, siendo esto un avance significativo en la biisqueda de caracte-
rizaciones de los conjuntos de dates exactos de Cauchy y de soluciones
del problema de identificacién relacionado.

Del lema 1.22 se desprenden ademas los siguientes resultados.

Lema 1.23. La funcion ¢ es elemento de EY/*(Ty) si y solamente si
(k%nq’)k) es una sucesion de cuadrado sumable.

DEMOSTRACION. Dada ¢ en EY/2(T,), por los lemas 1.6 y 1.22 se
sabe:

5 = \edisenh(alg)
IVY10)* =) =k,
cosh(ag)
k=1
Empleando el criterio del cociente para la convergencia de series
se prueba que la convergencia de la serie en el extremo derecho de la
ecuaciéon anterior es equivalente a la convergencia de la serie con término
general )\kgzﬁi.

La relacion C’ok% <A< Cikw en 1.5 concluye la prueba. O

Notacién 3. El Lema 1.23 exhibe que la pertnencia de ¢ a EV/?(Ty) no
depende de a > 0, (lema 1.23), por lo que aqui serd empleada la notacion
EY2(T) en lugar de EY/*(T,).
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Teorema 1.24. El par (p,v) en L*(T') x L%(T') es un dato ezacto de
Cauchy (ver definicion 11) si y solamente si es de cuadrado sumable la
sucesion real con término general:

(pr — %)@e““.
k

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.20, la demostracion es equiva-
lente a probar la existencia de ¢ en EY2(T') tal que

u(x; ) Z PrArcosh Zikk)cjsffjjkn)h((a - Z)Ak)vk(x) e H\(),

¢k+%senh(a)\k) = rcosh(aA);
k

debido a que el Teorema 1.20 proporciona la forma explicita de u en
funcion de (¢,), toda vez que u sea elemento de H* ().

Expresantodo ¢y en funcion del par (p,1) y sustituyndo en ¢y en
la expresion que caracteriza a uy en el Teorema 1.20:

Y (senh(aX)cosh(z\) — senh((a — z))\k))‘

ug(z;2) = prcosh(zAx) — Axcosh(ag)

Pero

senh(adg)cosh(zA) — senh((a — 2)\,) = cosh(aig)senh(z\g),

se deduce que la prueba del teorema es entonces equivalente a probar
que existe ¢ en EY/?(T,) que verifique

g @kcosh(z/\k)f%senh(z)\k) = € HY(Q)
k
k=1
s B
gokcosh(a)\k)—/\—senh(a)\k) = ¢.
k

Entonces, por el Lema 1.22,

2

|Vul® = Z)\k [ (o3 + qé )senh(2aM) — 2¢k1§cosh(2a)\k)}

- *Z)‘k [ )2 200 _ (g + %)2 —2a>\k:| _

Por ser ¢ y 7,/; func10nes de cuadrado integrable, se deduce que la
pertenencia de ug a H'(2) es equivalente al hecho de que sea de cuadrado
sumable la sucesién con término general
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(or = 22 )3/Ape.
k

O

Los lemas y teoremas antes demostrados brindan caracterizaciones
de EY/2(9) y M en funcién los coeficientes de Fourier de los datos de
contorno y los valores propios del operador de Laplace en I', informaciéon
atil al definir normas que seran consideradas en la formulacién operacio-
nal del problema de identificacion del dato de Dirichlet.

Por el Teorema 1.21, A, A, : L?(T') — H}(T) quedan bien definidos
por

— Uk — bk
1.35 Ay = — Ao = .
03 N IR X

Claramente A y A, son operadores lineales positivos y simétricos.
Para A en particular, se presta atencion a la existencias de (A2, L*(T))
tal que AY/2AY/2 = A. Por la propia definicién de A, es facil ver que
N2 = 32 ey

Se sabe ademas, por el lema 1.23, que A'/2(L?(T)) = EY/?(T).

Definicion 12. Sean A, AY? y A, como antes y A (L*(T)) = M., se
definen

lelyym = | DKok, Vo€ Hy(T);
k=1

Il ym = | D kYmék, Vo€ EVA(T);
k=1

el = AT, V&€ M(D).

Observacion 6. (Hj(T), [-lly/,) v (, EV2(T), [l1/,,) son espacios de
Banach en virtud de los resultados en la presente seccion. Esta afirma-
cion es vdlida también para (M.(T), ||-||,) debido a que A. es un funcio-
nal lineal y acotado de L(T).

Ademds, son compactas las inmersiones candnicas de (H}(T'), ||‘H2/n)7

CEVAD) ) ¥ (Me(D),[F,) en L2(T) desde que

(136) CO ||||1/n < HHD < Cl ||H1/n < Cl ||||2/n < Cl ||'||e;
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La desigualdad anterior prueba en realidad que cualquier conjunto
acotado en alguna de las normas involucrada es un conjunto compacto
en L*(Q) (ver Observacion /).

Corolario 1.25. M es el conjunto de pares (p, 1) tales que ¢ pertenece
a HY(T) y & = ¢ — Aip es elemento de AY/?(M.).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.24, existe f en M tal que p =
f + Av. Por su parte, (1.36) establece la contencion M, C A(L?(T)),
estableciendo con ello la pertenencia de ¢ a A(L*(T')). Por tltimo, el
lema 1.21 garantiza la pertenencia de ¢ al espacio H{(T). O

La relevancia de |-[|;,, v [/l quedara establecida mas adelante,
cuando sea necesario abordar el tema de las condiciones a priori que
pueden suponerse en la regularizaciéon de problemas inversos mal plan-
teados.

Observaciones adicionales son las siguientes. Haciendo el cambio de
variable £ = ¢ — Av, para (p, ) un dato de Cauchy exacto, se obtiene
que la solucion ¢ que completa el dato de Dirichlet para el problema de
Cauchy (1.17) esta dada por

¢ = Z prcosh(adg) — %senh(a/\k)vk(x)

k=1 k
= (AT A2 - 9)

Asi que, por definicién

1O a2o-)) = (comton) - ) 4ot
+(1 = M) préy;

de donde se sigue

oo

ol =3 [ (costare) - 3 ) &+ + (1= P

k=1
y

1 & 1
81155 = i Sk Kcosif(am - 2) G+er+(1- ezm)wk&k} .
k=1

Es importante notar que A\ es arbitrariamente grande conforme in-
crementa el valor del suindice k, por lo que existe C¢, real positivo, tal
que
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Ce 1, _ 1
LG+ < (A HARp - ) < S o} VREN.

Por lo que, de las recientes caracterizaciones de ||¢[| y [|#]|; ;,, en funcién
de ¢ y &, se obtienen las desigualdades siguientes:

Ce 1
(1.37) \/ 4’0 €I + el < lloll < 5 lelle + el

y, siempre que v en Mj sea tal que A2y =¢,

Ce,O 2 2 1
(1.38) \/ 1 el +leliyn < M19llyn < 5 Il + el -






Capitulo 2

Regularizacion de la formulacién operacional
del problema de Cauchy en regiones
cilindricas

En adelante se reservard § para denotar un escalar en el intervalo
(0,1), (¢,%) denotara un dato de Cauchy exacto y (@s,1s) una pareja
de funciones de cuadrado integrable en I' que verifica

(2.1) lo—sll <6, [o—ds| <o

El presente capitulo se concentra en la regularizaciéon del problema de
identificacion del dato de Dirichlet, y el problema de Cauchy relacionado,
en regiones cilindricas. Es decir, dado (@5,1/;5) un dato de Cauchy con
error de orden §, recuperar ¢s que sea «suficientemente proxima» a ¢ en
alguna de las normas ||| o |||, /,,, donde ¢ resuelve la ecuacion

A¢ =Y - A/¢7 (QD,I,ZJ) eM.
Una forma inmediata de hacerlo es mediante la teoria general de
regularizacion, pues mediante los cambios de variable p = ¢ — A’y y
ps = @5 — A'bs el problema se puede reescribir en la forma siguiente:

(2.2) Ap~ ps, Ap=p, |Ips—pll <51+ [1A]).

En este punto son pertinentes dos observaciones relevantes sobre el
problema de identificacion del dato de Dirichlet.

Conforme a lo expuesto con anterioridad y toda vez que I' sea tal
que son conocidos los valores propios A\ y las funciones propias vg; en-
tonces, en regiones de la forma Q = T x (0,a), es posible disponer de
comodas caracterizaciones de todos los datos exactos, espacios normados
y operadores involucrados en la regularizacion del problema.

En regiones cilindricas se dispone particularmente de una caracteri-
zacion de ¢ en términos del dato de Cauchy exacto y, més adn, es posible
caracterizar al espacio de datos de Cauchy exactos. Se cuenta entonces
con informacion adicional que puede ser empleada en el proceso de regu-
larizacion, por ejemplo, en lugar de la terna (¢, ¢, %), puede formularse

29
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el problema en términos de ¢, p y £ = ¢ — Ay, de modo que la caracte-
rizacion de los pares (¢, ) esta dada por condiciones independientes de
pertenencia de ¢ y 9 a espacios normados, contenidos en L?(I") y con
inmersiéon compacta en dicho espacio.

Como se vera, formular el problema de identificacién del dato de
Dirichlet en una forma operacional, incluyendo la caracterizacion de los
datos exactos de Cauchy y de Dirichlet, permite esquemas de regulariza-
cién con pocas y naturales condiciones a priori sobre el dado exacto de
Cauchy. Bajo estos esquemas, las soluciones regularizadas son la imagen
inversa de A aplicada a un dato de Cauchy exacto, en cierto modo equi-
valente a la proyeccion del dato con error sobre un subconjunto compacto
y convexo de M, donde A~! es continuo.

Segundo, el operador A transforma trazas de funciones de H'(Q)
en funciones con un orden de suavidad muy elevado, lo cual hace que
la solucion de la ecuacion A¢p = p sea severamente inestable, ain en
vecindades de p restringidas a la imagen de A. En la Observacion 5
se aprecia que, en orden descendente, el k—ésimo valor propio de A
es m, con lo que la convergencia a 0 de los valores propios del
operador A es de orden exponencial, es decir, para kg, Cy y C; como en
(1.5) y k > ko se observa

ea)\k e—a)\a
<———=12—-—]) L2
~ cosh(aAy) < cosh(a)\k)> -
Por lo que, de acuerdo con (1.5) y por ser A autoadjunto se sigue
que su k—ésimo valor singular es se llega asf a las relaciones
de desigualdad

1
cosh?(alg)’

1 1 2

2.3 < < :
( ) 62040116% cosh? (G)\k) 620«0019% ’

es decir, el problema es del tipo exponencialmente mal planteado (ver
[9, 14]), un tipo de problema que por su naturaleza requiere técnicas
especiales de regularizacion.

Para las estrategias admisibles de regularizacion { R, } construidas a
partir de filtros de regularizacion, como se muestra en el libro de Kirsch
[7], toda vez que es deseable obtener una aproximado del error de regu-
larizacion, los resultados generales requieren como condiciones de sufi-
ciencia a priori sobre ¢ la existencia de { en el dominio de A* tal que

AC=9¢, [KII<C;
condicién que aqui significa la pertenencia de ¢ a M, o, como lo define
Hohage en [4], significa que ¢ verifica condiciones de fuente logaritmica;
no obstante, estas condiciones implican un orden de diferenciabilidad
sobre ¢ que en la practica no necesariamente puede garantizarse.
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La informacion a priori es fundamental para la regularizacion, pero
no siempre es posible disponer de la suficiente para lograr hallar un
estimado de estabilidad; sin embargo, en lo sucesivo se mostrard que,
en regiones cilindricas, respecto de aplicaciones médicas, es hasta cierto
punto natural el tipo de informacion a priori que es suficiente para pro-
poner soluciones aproximadas y estrategias de regularizaciéon admisibles
para el problema de identificacién del dato de Dirichlet.

El resto de esta seccion se centra en la propuesta de un esquema de
regularizacién, asi como en la presentacién de perspectivas de desarrollo
para un segundo esquema para el problema de identificacion del dato de
Dirichlet en regiones cilindricas.

Como antes Cy y C1, seran las constantes en los extremos de (1.5), n
se reservara para denotar la dimensiéon de la region I' y a denotara la al-
tura del cilindro considerado. En adelante se supondré que son conocidas
cotas para Cy y C.

Definicién 13. Toda vez que (p,v) y (Ps, 1/;5) sean como antes, entonces
1. Se entenderd por dato de Dirichlet exacto en Iy, o dato de entrada
exacto, a ¢ solucion de Ap = o — A'p;
11 (4,55,1[)5) se dird un dato de Cauchy con error;
1. § delta serd el orden del error, o simplemente error, en el dato de
Cauchy,
v. Se dird aproximacion del dato de Cauchy con estimado de error de
reqularizacion K(§), a cualquier dato de Cauchy exacto (ps,1s) en

funcion de (@5, 15) y & que verifique
s — ¢l < K(0);

donde Aps = o5 — A')s, K como funcién de § estd definida en una
vecindad derecha del origen, es positiva, decreciente y K (8) converge
a 0 cuando 0 tiende a 0.

1. Truncamiento
DadoO0<a<1ly

1/

R.(p) = Zpkcosh(a)\k)vk,
k=1

se aprecia que R, es un operador acotado para todo « en (0,1) y
1/
lim RoAp = i{%;ﬁkvk = p;

es decir, la familia { R, } es un estrategia de regularizacion, veamos ahora
que es admisible.
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Sean 0 < 69 < 1, B : (0,0p) — R tal que 5(9) y % tienden a 0
cuando ¢ tiende a 0, % es creciente en (0,d0) y, para ¢ en (0,dp), se
verifica §e*VC1 < (). Se define

Np(0) = maz {m eN: o2 ) avVaR < ﬁZ(‘S)}U{O}’ "= N5(8)’
k=1

Notacion 4. Para ¢s y k un natural, se empleard la notacion ¢s i para
referirse al k-ésimo coeficiente de Fourier de ¢s respecto de la base {vy}.
Se procederd de la misma forma para casos andlogos que puedan presen-
tarse confusiones con el uso de subindices.

Teorema 2.1. Si, dado (p, ), ¢ es solucion de

Ap = — Ay
)
~ £ i
bs = Ros5)ps = Z (@5 pcosh(ary) — ——senh(ay))vy;
k=1 Ak
entonces, ||ds — (bH converge a 0 cuando § tiende a 0 y se verifica
HJ)& - ¢H < K p;
donde
2(5 A2 |7 el
Kon= | 20140y + 04 1A, 2/

ANV VTN TGN (5)

DEMOSTRACION. Claramente (Zgﬁié) @g’kvk,zgigﬁ) 1;5,]@1)]@) per-
tenece a M, por ser una combinacion lineal de vectores propios del ope-
rador de Laplace. .

Se define {5 = @5 — As, por la desigualdad (1.37) se sigue

~ 9 1 N5 () ~ Y N5 ()
H% B qu < g D0 Gar—&)P e+ Y (Gan — )+
k=1 k=1
1 oo n 0o
RPN D DR S
k=N (8)+1 k=Np(6)+1

Por hipotesis (EM —&)% < 821+ C’Ok*%), en virtud de lo cual y
por las desigualdades (1.5) se tiene
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- 2 2(5
|5 o] < Zarayret
[ 1/ d
+ TGN+ > ()
k?:Nﬁ((;)+1 k:Nﬁ(CS)Jrl

La caracterizacion del conjunto de datos de Cauchy exactos establece
que ¢ es elemento de H} (') y ¢ pertenece a A.(E'/?(T")), es decir, existen
f de cuadrado integrable en T’y g en E'/2(T) para las cuales se satisface
(ver teorema A.8),

> _ T —1fll-
= 2 Nl = I11
k
9k
& = o A% =l
Luego,
- = 12 el
2 Ji 2/n
D¢k = D S o
k=N k=N A CONg/
0o o] 1/2¢)2
252 _ Z e - HA/5He
k=N ’ e et Né/zezale/".
De lo anterior se desprende
7 2 B5(9) 2
@4 |bs-o| < ZFa+co)+0
2 2
A2, el

AN} 22N @) N (8)

lo que prueba la desigualdad en el consecuente del resultado.
Por ultimo, la forma en que se ha definido a Ng(d) implica que es
monotona y diverge cuando § tiende a 0, lo cual termina la demostracion.

O

El teorema 2.1 ofrece una forma de proponer estrategias admisibles
de regularizacion por truncamiento, v = Ny 1(6), de forma que § puede
ser elegida en funcién del tipo de informacion a priori disponible sobre
los ordenes de magnitud de § y el dato exacto de Cauchy (¢, ).

Dados &g en (0,1) y la familia paramétrica de funciones

_ ,a\/Cq )
5 > By(0) = e*VCrgp be(0.1)
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se empleardan Nj, y Ks, para denotar Ng (0) y K($3,6). Se definen
ademaés

Cop = ((1+ Co)e2am)/4,
Ch
/
= (ay]=2)/2
CO,l (a’ CO)/ )
Co
C// — — =
0,1 921/n (1 +a Cl)
2
K2 <|§||651_p>2 . Collellam
= eaVCi ay/C1 — (1 = p)In(9)

2
., (o) el
K, (Hélu ) + (cg)(l(l —p)(—1n(9))

Lema 2.2. Sea (@5,1]}5) un dato de Cauchy con error, 0 < p < 1y
0 < dg < 1. Entonces

2 2 2 2 _ 772
K5, < K5, —Coa0 P—-o"< K p-

DEMOSTRACION. Por definicién

(2.5) oy < B0,
luego
(26) e—amél—p < efa\/Clegv/p" av/Ch < Ng;/n

" ay/C1 — (1= p)In(9)

Por (2.6) y la definicién de K, se tiene

K2 5 Cougtr 454 (1€ Challelym 1\
+o0°+ | —5 | + : :
s,p = ~0,1 < eaVC1 ) ay/Cy — (1 _p) 111((5)

quedando probada la primera desigualdad de la primera parte y simul-
taneamente la segunda parte del lema.
Para demostrar las desigualdades restantes se observa

1/n _
N57p2max{meN:me“Vclm < P 1},

por lo que
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Nsp+1 > min {m eN: meaVCim!’" > 51’*1}
= min {mEN:ln(m)—i—a Cim'/™ > (1—p)(—ln(6))}
> min {mEN: (14 a\/Cy)m'/™ > (l—p)(—ln(é))};
se implica

1/ o (L=p)(=In(d)) _ Coa(l —p)(=1n(d))
sp = 21/n(1+am) \/Civ() .

De la definicién de K, se desprende

2
e 1\ 2 Il g
Kgmgco,lcs%w%(l\fllﬁ Coalt m) *( 7 (1—p)1f—1n(6))>
0,1

O

Corolario 2.3. Sean (@5,1])5) un dato de Cauchy con error, 0 < p < 1
y 0 < §p < 1; entonces, respecto de 9, la convergencia de estrategia de
regularizacion Ry /n;  a la solucion exacta del problema de identificacion,
respecto de &, es por a lo sumo del orden de 6P .

DEMOSTRACION. La demostraciéon es una consecuencia inmediata
del lema 2.2, pues la velocidad de convergencia de la estrategia de regu-
larizacion Ry/y;  es mayorada por la velocidad con que Ks, converge
a 0; que a su vez es mayorada por el término en el lado derecho de la
segunda desigualdad del lema 2.2, término que converge a cero en con
velocidad 7. O

Los resultados aqui presentados sobre la admisibilidad de la estrate-
gia de regularizacién R;/n,(s) ofrecen un mecanismo para la generacion
de estrategias de regularizacion admisibles, en funcion de la informaciéon
a priori de la que se disponga para la regularizacion de cada en cada uno
de los problemas de identificaciéon de datos de contorno aqui atendidos.

Por ejemplo, si se conocen cotas superiores para el orden de magnitud
del error 4, [[£]|. ¥ [[¢ll,; entonces, una forma de elegir una solucion
aproximada de ¢ consiste en proponer

Ri/n; ., (Ps) = ¢s.
donde pg minimiza Ks ;. Es decir, elegir entre una familia de estrategias
de regularizacion admisibles, aquella que, dado §, minimice el el estimado
de error Ks,. En estos casos, el valor N5, se encuentra en funcion de
J, el dato de Cauchy exacto (p,1) y la propia region I' a través de las
constantes Cy y C1 ver figura 1.
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_ac, _ _ r
p=e™ 8° n=2 a=1 C=13 C,=1/4

100 0~ - 3
——&=10"": p~0.81 Né‘pn4 Kpn‘é 0.0914

=10% p_~ = ~
—3=10":p=0.79 Na‘p[I 4 K"n“" 0.1238

106 o = o
——38=10":p=0.76 Né‘pn 3 Kpn‘§~0.1859

104 o "
—&=10 'p0N0'72 NB‘DH 3 KDU‘ENO'3307

102 b o &
——8=10": p=0.63 Né‘pn 3 Kpn‘5 0.7933

NGRS

N I [ I
083 072 076 081

FicUurA 1. Ejemplo ficticio de pg, para 5 ordenes dis-
tintos de magnitud de & que sblo pretende ser ilustrativo
la eleccion de pg. Las constantes Cy y Cy fueron elegidas
solo para hacer evidente el comportamiento cualitativo
de K5 p, en funcién de p, para el caso en que se verifica

1€lle = llellaym = 1.

El lema 2.2 puede ser de utilidad para determinar cual es el valor
do, lo suficientemente pequefio para lograr soluciones aproximadas de ¢
que sean de utilidad para fines especificos, toda vez que sea conocida
informacion sobre el orden de magnitud de (||, v [l¢ll5,,-

2. Perspectivas de regularizacion

Supongase que [[¢]l,,,, < Cy y existe ¢ en L*(T) tal que

=G Kl < C,

entonces , { y ¢ pertenecen a B.(0,C¢) y Bpy1(0,C,), las bolas ce-
rradas centradas en el origen y de radios C¢ y Cy, en M, y H'(T),
respectivamente. La desigualdad (1.38) implica la pertenencia de ¢ a

B1/n(0,(C% + 02)1/2), la bola cerrada centrada en el origen y de radio

C’?D + C? en la norma ||||1/n :

Ya se ha establecido previamente que los conjuntos B, (0, C¢), Bg1 (0, Cy,)

¥ Bi/n(0, (C2 + CZ)'/2) son compactos y convexos en L2(T), lo cual im-
plica que son también conjuntos cerrados. Por lo que, de las teorfas de
regularizacién y optimizacion se sabe:
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1. Para todo dato de Cauchy con error (@s,1;) existe un tnico
(¢s,1s) dato exacto de Cauchy tal que

w5 € B1(0,C,), & = (ws — Aps) € B(0,C)

s — sl = min{llo — @5l : ¢ € Bui(0,Cy)},
|6 =& = mindlg - sl : ¢ € B0,
2. A" es continuo en By, (0, (C2 + C2)1/2).

Las observaciones anteriores plantean el siguiente esquema de regu-
larizacién por soluciones aproximadas:

¢s = ATHAZTE + Ae(205 — &)
Por la desigualdad triangular

A

los —ell < llws — @sll + lgs — ol , < 26
1€&s — &Il Hfa-é&H + Hé&-ﬁH < 20.
Sin embargo, By1(0,C,) y Be(0,C¢) son conjuntos compactos y

convexos en L%(T'), se sabe que las respectivas proyecciones o5 y &5 de-
penden continuamente de @5 y &5, lo cual es suficiente para probar

lim [|¢5 — o] = 0.

IN







Conclusiones

Dado el dato de Cauchy (¢, 1), resolver el problema de de identifica-
cion del dato de Dirichlet para el operador de Laplace, puede formularse
operacionalmente como un problema inverso, que consiste en resolver la
ecuacion

Ap=p, p=p— A

Donde A y A’ son operadores lineales y compactos, definidos como la
traza a I'n de las soluciones débiles de problemas de contorno auxiliares
(1.8) y(1.9), respectivamente.

En regiones cilindricas (2 = T' x (0,a)), ¢ puede ser expresada en
forma de serie Fourier, en funcién de los coeficientes de ¢ y 1, respecto
de la base {vy} de funciones propias del operador de Laplace definido en
.

Para la obtenciéon de soluciones aproximadas ¢s del problema

Ap = ps,  ps = ps — A'Ps;
es de utilidad la caracterizacion del conjunto de datos de Cauchy exactos
para la construccién de estrategias admisibles de regularizacién con ve-
locidad de convergencia 6P, con acotaciones conocidas para la magnitud
del orden del error de aproximacion ||¢s — ||

Respecto de la aplicacion al problema inverso electrocardiografico
del problema de Cauchy para la ecuaciéon de Laplace en regiones cilin-
dricas, el siguiente paso natural es lograr determinar una transformacion
adecuada que haga equivalentes la solucién débil de los respectivos pro-
blema de identificacién del dato de Dirichlet, en los casos en que 2 es
una regioén cilindrica o una regién con una cavidad.

Un problema adicional que atender para la aplicabilidad real de los
resultados presentados en este trabajo, es aproximar las funciones y va-
lores propios del operador de Laplace para funciones definidas en un
dominio acotado en R™.
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Apéndice A

Los resultados contenidos en este apéndice pueden ser consultados
en [3, 5, 10, 11, 12].

Teorema A.1 (Teorema de Convergencia Dominada de Lesbegue). Sea
{fn : Q@ = R} una sucesion de funciones integrables que converge casi
donde quiera a una funcion medible { f, : Q@ — R}. Si existe una funcion
integrable g tal que | f| < g para todo natural n, entonces f es integrable
y se verifica

/fdx: lim /fndx.
Q n—oo Q

Teorema A.2. Sea f una funcion compleja representable en Q0 por se-
ries de potencias y Z(f) = {x € Q: f(x) = 0}. Entonces, Z(f) es vacié
0 no tiene puntos de acumulacion en €.

Teorema A.3. Sea k >m/2 yQ acotado con frantera regular, entonces
H*(Q) tiene inmersion compacta en C(S2).

Teorema A.4 (Compacidad de la inmersion entre espacios de Sobolev).
Sea 2 una region acotada de R™ con frontera regular y ki > ko > 0;
entonces, la inmersion H* (Q) — H*2(Q) es compacta.

Teorema A.5 (trazas de las funciones en H*(Q2), [3] p. 136). Sean
2 una region arbitraria de R" con frontera regular y ' una superficie
compacta de clase C*> y de dimension p < n contenida en ).
i. Silal <k—"32, la aplicacion u — D* uly., definida de C>(Q)
en C*(T), se extiende continuamente a una aplicacion lineal
T, : H*(Q) — HFlel=5%(T);
de forma que T, es una transformacion compacta.

ii. Si Q es ademds acotada, I' = 00 y j < k — %, la aplicacion
u g]—n?, definida de C®(Q2) — C>=(09), donde 88—7;» denota
la derivada de orden j en la direccion normal exterior n a OS2,
puede extenderse continuamente a una aplicacion lineal

N; : H¥(Q) — HF773(T)
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de forma que N; es una aplicacion compacta y sobreyectiva.
iii. Fxiste una aplicacion lineal y continua de levantamiento

Pj: H*973(I') — H"(Q)

que es inversa de N; a la derecha.

Definiciéon 14. Sean 2 y T como en el teorema A.5. Si |a| < k — 252,
la funcion T, € H*~1¢1="3"(T) se llama traza en el sentido de Sobolev
de la derivada de orden o de la funcion u € H ().

En particular, para o = 0, la funcion To(uw) = ulp cuando existe, se

llama traza a T de la funcion v € H*(Q).

Teorema A.6. Sea Q2 un dominio acotado en Ry S una superficie
de dimension n y de clase C' en €, entonces para toda f en H'(S2)
existe la traza de f a S y se verifica la relacion

1 flsll2esy < N lla g -

Teorema A.7. El espacio de Sobolev HE () consta de los elementos en
HY(Q) tales que su traza a la frontera de Q es nula.

Teorema A.8. Sea Q) un dominio acotado de dimension n y I' una
superficie reqular de dimensidn n — 1 contenida en Q, todo conjunto de
trazas en T' de un conjunto de funciones acotado en la norma de H'Q
es compacto en L2(T).

Teorema A.9 (Formula de integracion por partes). Sea Q una region
acotada en R™ tal que O) es de clase C', mientras que f y g son ele-
mentos de H(S)), entonces para todo i = 1, ...,n es vdlida la férmula de
integracion por partes

/axlg—/ fgnidS — /faxl

donde n; = cos(n, x;) es el coseno del dngulo entre la normal n, exterior
a 0N), y el eje x;.

De la formula de integracion por partes se deduce, para g, f1,...,fn—1
y fn en Hl(Q) tales que f = (fz7 te afn):

/gdiv(f)dx:/ g = dS—/f-ngx.
Q aa” Onpq Q

Teorema A.10. Una funcion armdnica en S es analitica en €.

Definiciéon 15 (Desigualdad de Poincaré, [12] p. 50). Sil < p < oo y
Q es un conjunto abierto y no vacio en R™, se dice que se verifica la de-
sigualdad de Poincaré en V, subespacio de WP, si existe una constante
C tal que ||ul|, < C||Vul|, para todo u elemento de V.
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Lema A.11 ([12] p. 50). Sean V y Q como en la definicion 15 y p la
medida de Lebesque.

I.

II.

III.

Iv.

VI.

Si 1u(Q) < 0o y la funcion constante 1 es elemento de V, entonces
no se verifica en 'V la desigualdad de Poincaré.

La desigualdad de Poincaré no se verifica en Wol’p st existen una
sucesion r, — 00 y T, € Q tales que B(xp,r,) C Q.
Siexisten d >y eR"|[¢||=1,d=F—-ayQ ={recR":
a < x-¢ < B}, entonces ||ul], < Cod||Vull, para todo u € Wy P (),
donde Cy es una constante universal.

La desigualdad de Poincaré se verifica en Wol’oo(ﬂ) st y solo si existe
una constante C tal que d(x,00) < C para todo x € Q, donde d(-,-)
denota la distancia euclideana.

.S () < oo, entonces se verifica la desigualdad de Poincaré en

WP (Q) y se tiene ||ull, < C(p)u(Q)#||Vul|, para todaw € Wy ().
Si es compacta la inmersion de V' en LP(Q2), entonces la desigualdad
de Poincaré se verifica en el subespacio V' si y sdlo si la constante
1 no es elemento de V.






Bibliografia

[1] AMEL BEN ABDA, JacQues HENRY AND FapHEL Jpay, Boundary data -
completion: the methos of boundary value problem factorization, IOP Publishing
Inverse Problems 27, 2011.

[2] BernTssoN F. anD ELDEN L., Numerical solution of a Cauchy problem for
Laplace equation, IOP Publishing Inverse Problems 17, 2001: 839-853.

[3] FracUELA CoLLAR ANDRES, Andlisis Funcional Aplicado, VII Cologuio del -
departamento de matemdticas del Centro de Investigacion y Estudios Avanzados
del I.P.N.

[4] HounaGce THORSTEN, Regularization of exponentially ill-posed problems, Numer.
Funct. Anal. and Optimiz 21, 2000:439-464.

[5] Isakov V, Inverse Problems for Partial Differential Equations, Springer, New
York 1998.

[6] Joakim SunDNEs, GLENN TERJE LiNes, XiNG Cal, BigRN FREDRIK NIELSEN,
KENT-ANDRE MARDAL AND AsvLAk TVEITO, Computing the Electrical Activity
in the Heart, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 2006.

[7] KirscH A., An introduction to the Mathematical Theory of Inverse Problems,
Applied Mathematical Sciences, vol 120, Springer-Verlag, New York 1996.

[8] KoLmoGorov A. N. anp FoMmIN S. V., Elementos de la teoria de funciones y
del andlisis funcional, Mir, 2da. ediciéon, Moscu, 1975.

[9] MicHELE D1 CrisTo AND Luca Ronp1, Ezamples of exponential instability for
elliptic inverse problems, arXiv:math/0303126 [math.AP], 2003.

[10] MujamLov V.P.: Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales, MIR, Moscu
1978.

[11] RENARDY MICHEL AND RoGErRs RoOBERT C.: An Introduction to Partial -
Differential Equations, Texts in Applied Mathematics, vol 13, Springer-Verlag,
New York 1993.

[12] TarTarR Luc: An Introduction to Sobolev Spaces and Interpolation Spaces,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 2007.

[13] TyN MyINT-U AND LOKENATH DEBNATH: Linear Partial Differential Equations
for Scientists and Engineers, Birkhatiser, Fourth Edition , Boston 2007.

[14] SoLopky S.G. AND MOSENTSOVAL A., Morozov’s discrepancy principle for
the Tikhonov regularization of exponentially ill - posed problems, Computatio-
nal Methods in Applied Mathematics, vol 8, No. 1, 2008: 86-98.

[15] ViabpimMirov V. S.: Equations of Mathematical Physics, MARCEL DEKKER,
INC., New York 1971.

[16] HERNANDEZ MONTERO OZKAR, Planteamiento operacional de un problema para
estudiar la existencia y estabilidad de soluciones periddicas en un modelo de -
actividad eléctrica en el corazon, Tesis de Maestria en Ciencias Matemaéticas,
Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla, Facultad de Ciencias Fisico Mate-
maticas, Puebla, 2013.

45


arXiv:math/0303126 [math.AP]




Indice de Notacion

Los siguientes son, para € un dominio en R"*!, acuerdos de notaciéon

0
o)
c@)
Q)

cm(Q)

Gt (Q)

(4, D(4))

ker(A)
Im(A)
(A7, D(A"))

comunes en la literatura que cuya definiciéon es obviada en el presente
texto:

Clausura de €.

Frontera de .

Conjunto de funciones complejas y continuas definidas en
Q.

Conjunto de funciones complejas con derivadas continuas
en () hasta el orden m inclusive, m un entero no negativo
y C%(Q) = C(Q). Se define C>°(Q) = N_,C™(Q).
Funciones de C™(£2) tales que cualquier derivada de orden
menor o igual que m puede ser prolongada continuamente
a Q. Se define C>=(Q) = N_,C™(1Q).

Funciones de C™(£2) con soporte compacto en €, recor-
dando que el soporte de una funciéon compleja definida en
Q es el complemento en ) del mayor subconjunto abierto
de © donde f se anula. Se define C§°(Q) = NS_, CT ().
Denota una transformacion lineal entre espacios funciona-
les, con dominio D(A), denso en un espacio de Banach, e
imagen en un subespacio de Banach conocido por contexto.
Nucleo (Kernel) de (A, D(A)).

Rango o conjunto imagen de (A4, D(A)).

Adjinto de (A, D(A)), ver definicion 9 en pag. 13.

Traza de u a I' (ver teorema A.5).

Derivada normal de u, o derivada de u en la direccién nor-
mal exterior (ver teorema A.5).

Producto interior en un espacio de funciones de cuadrado
integrable.

Denota la norma en un espacio de funciones de cuadrado
integrable. También denota la norma de una transformacion
lineal y acotada entre espacios de Banach que se conocen
conocen por contexto.
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