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Resumen

En este trabajo se presenta el estudio de los corrimientos al rojo y al azul de fotones emitidos
por una particula masiva que orbita circularmente alrededor de un agujero negro descrito por una
métrica de Schwarzschild modificada en el contexto de la gravedad arcoiris (gravity’s rainbow),
también conocida como relatividad doblemente general.

Al considerar este nuevo contexto, no podemos ocupar la misma meétrica para la descripciéon
del movimiento de la particula masiva que orbita el agujero negro modificado y del fotén emitido
por la misma particula masiva, debido a que la métrica de Schwarzschild modificada considera la
energia de las particulas; esto conduce a que obtengamos una expresion para los corrimientos que
va a depender en general de 5 pardmetros métricos zga, , = 2ga, ,(f(€m), f(€), 9(€m), g(ey), M).
Las funciones generales f(€) v g(¢) dependientes de la energia, también conocidas como funciones
arcoiris, surgen en el contexto de la relatividad doblemente especial al considerar la energia
de Planck (Ep; = 4/hc®/G) como una cantidad invariante ademéas de la constancia de la
velocidad de la luz; dichas funciones estan asociadas con una modificacion en la relacion de
dispersion de energia-momento [4] y son las que evidencian de manera teorica la existencia de una
escala de energia invariante del orden de la energia de Planck. Posteriormente se consideran las
funciones arcoiris obtenidas por Magueijo y Smolin en [10] a partir de una relacion de dispersion
modificada que simplifica considerablemente el niimero de pardmetros y finalmente se obtiene
que 2GA,, = 2GA,(f(€m), M), siendo M la masa del agujero negro y f(e,) la funcion arcoiris
relacionada con la particula masiva.

Para comprender el efecto de estas funciones en los corrimientos al rojo y al azul de fotones
obtenidos analiticamente al usar la métrica de Schwarzschild modificada, se emplea la propuesta
de Magueijo y Smolin [10] y se hace un andlisis comparativo con los corrimientos al rojo y al azul
de fotones emitidos que se obtienen al usar la métrica de Schwarzschild ordinaria.

Por dltimo, el analisis tedrico de los fotones emitidos nos permite obtener una relacion para la
masa del agujero negro de Schwarzschild modificado y la funciéon f(e,,) totalmente en términos
de los corrimientos al rojo (redshifts) y al azul (blueshifts) y de los parametros orbitales de la

particula emisora.

Palabras clave: Agujeros negros, corrimiento al rojo, Gravedad Arcoiris, Relatividad General.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1915 Albert Einstein publico su teoria general de la relatividad. Esta teoria generaliza tanto
la relatividad especial como la gravitacion Newtoniana. Es la que mejor describe los fendémenos
gravitacionales y extiende el principio de relatividad para sistemas de referencia no inerciales,
cuyo fundamento matemaético es la geometria de Riemann.

En el marco de la teoria de la relatividad general, la gravedad es consecuencia de la curvatura
del espacio-tiempo, la cual es generada por la presencia de cuerpos, distribuciones de materia o
por la energia existente alli. Para la construccion de la teoria general de la relatividad, Einstein
utiliz6 el principio de equivalencia: una analogia entre sistemas de referencia no inerciales y
campos gravitacionales; Einstein concluyé que alli no hay una diferencia fundamental entre un
sistema de referencia con un campo gravitacional y un sistema de referencia acelerado sin campo
gravitacional. A partir de esta conclusion, Einstein dedujo, ademaés, que la luz emitida por una
estrella debia tener un espectro desplazado al rojo a medida que atraviesa su campo gravitacional;
y que la luz debe curvarse bajo la influencia de la gravedad. Einstein traté de formular su teoria
de la gravedad en términos puramente geométricos. Esto lo llevo hacia el principio de covarianza
general, es decir, la invariancia de las leyes de la fisica bajo transformaciones de coordenadas o
difeomorfismos. Aunque abandoné temporalmente este principio, fue la idea clave que lo llevo
al descubrimiento de sus famosas ecuaciones de campo gravitacional. La ecuacién del campo
gravitacional de Einstein consta de una serie de ecuaciones diferenciales parciales, no-lineales
acopladas entre ellas y presentan cierta dificultad para su solucién, de modo que el mismo Einstein
crey0, inicialmente, que nunca se encontraria una solucién exacta a sus ecuaciones. Sin embargo,
pocos meses después de la publicacion de la teoria general de la relatividad, Karl Schwarzschild
hall6 una solucién exacta en el vacio para un objeto estatico con simetria esférica [2]. Este
resultado nos permite definir el concepto de agujero negro.

Un éxito inmediato de la teoria de Einstein fue la descripciéon correcta de la precesion del
perihelio de la 6rbita del planeta Mercurio. Sin embargo, la relatividad general gandé mucha mas
popularidad cuando la prediccion de la deflexién de la luz se confirmé durante el eclipse solar
de 1919 por Eddington. Actualmente, la teoria de la relatividad general ha visto reforzada su
veracidad cuando el 11 de febrero de 2016, se anunci6é la primera deteccién directa de ondas
gravitacionales provenientes de la colision de dos agujeros negros [3].

Por otro lado, en el contexto de la caracterizacion de agujeros negros astrofisicos, Herrera-
Aguilar y Nucamendi [13] mostraron como los parametros de masa y rotacion de un agujero negro
de Kerr, asi como la distancia que separa al agujero negro de la Tierra, pueden estimarse de
manera relativista en términos de i) el corrimiento al rojo y al azul de fotones que son emitidos por
particulas masivas geodésicas (estrellas y gas galactico) que viajan a lo largo de geodésicas nulas
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1.1 Objetivos

hacia un observador distante, y ii) el radio de estas orbitas. Mientras que, en [14] encontraron
expresiones que vinculan la masa y el espin del agujero negro con cantidades observables, es decir,
el corrimiento al rojo de los fotones emitidos por las particulas que lo orbitan. En [15], Nucamendi
y colaboradores utilizan el modelo mencionado considerando la métrica de Schwarzschild para
estimar la razén masa-distancia del agujero negro hospedado en el niicleo activo galactico NGC4258.

Por otra parte, la relatividad doblemente especial es un formalismo que extiende la relatividad
especial anadiendo una escala de energia invariante que es del orden de la energia de Planck,
nombrada como una constante universal para todos los observadores inerciales. Magueijo y Smolin
[9] argumentaron que este formalismo puede ser generalizado para incorporar la curvatura del
espacio-tiempo. En este enfoque, la geometria del espacio-tiempo depende de la energia total E
de la particula de prueba que mide un observador en caida libre, es decir, que la geometria del
espacio-tiempo no es fija, sino que varia segin la energia de la particula que se esté estudiando. La
version modificada de la solucion de Schwarzschild para esta teoria se ha presentado también en [9].

Entonces, con la motivacion de aplicar el método desarrollado en [13] en el contexto de la
gravedad arcoiris, se amplia dicho método a métricas que son esféricamente simétricas y se aplica
a la solucion de Schwarzschild modificada en el marco de la gravedad arcoiris.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo general

En este trabajo nos interesa determinar los parametros de un agujero negro modificado de
Schwarzschild, totalmente en términos de los corrimientos al rojo y al azul de fotones emitidos por
una particula de prueba masiva, y sus pardmetros orbitales en el contexto de la gravedad arcoiris.
Los parametros de interés son la masa del agujero negro y las funciones arcoiris (son funciones
generales dependientes de la energia) que surgen en la teorfa de gravedad arcoiris.

1.1.2. Objetivos especificos

1. Aplicar el método de los corrimientos al rojo y al azul de fotones en la métrica de Schwarzs-
child modificada.

2. Analizar el comportamiento de los corrimientos al rojo y al azul en funcion de r4 (radio de
Schwarzschild) para el caso de la métrica de Schwarzschild ordinaria.

3. Comprender las implicaciones de las funciones f(e,) v g(e,) en los corrimientos al rojo y al
azul de fotones en la métrica de Schwarzschild modificada al considerar un caso particular
de estas funciones introducido en [10]. Esto se realiza mediante un analisis comparativo con
los corrimientos al rojo y al azul de fotones en la métrica de Schwarzschild ordinaria.

4. Expresar la masa M del agujero negro de Schwarzschild modificado totalmente en términos
de los corrimientos y los parametros orbitales de la particula de prueba.

5. Expresar la funciéon f(e,) totalmente en términos de los corrimientos al rojo y al azul de

fotones y los parametros orbitales de la particula de prueba.

1.1.3. Marco tedrico

Para el desarrollo de este trabajo, la descripcion fisica de los fendémenos involucrados fue reali-
zada en el contexto de la Relatividad General y la Gravedad arcoiris.
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1.1.4. Metodologia

La metodologia que se ha seguido en la realizaciéon de este trabajo es esencialmente teodrica y
la podemos resumir en los siguientes puntos:

1. Se ha usado la relatividad general para desarrollar un método que nos permita encontrar
relaciones que involucren los corrimientos al rojo y al azul de fotones con los pardmetros de
los agujeros negros involucrados en las métricas de Relatividad General y Gravedad Arcoiris.

2. Se ha introducido la teoria de la gravedad arcoiris para aplicar el modelo en este contexto.

3. Se ha realizado un anélisis comparativo entre los corrimientos obtenidos en la métrica de
Schwarzschild ordinaria y la modificada.

1.1.5. Estructura de la tesis

La presente investigaciéon esta estructurada en los siguientes capitulos:

Capitulo 1. En este capitulo, se hace una introduccién general al trabajo de tesis, en el cual se
esbozan algunos antecedentes generales.

Capitulo 2. Se da una breve introducciéon a algunos conceptos de relatividad general. Se men-
ciona el principio de equivalencia como base de la relatividad general y el resultado fundamental
que son las ecuaciones de campo de Einstein.

Capitulo 3. Aqui se comienza con el estudio de los agujeros negros, se brindan algunos
antecedentes y se discute la solucién mas sencilla de las ecuaciones de campo de Einstein, es decir,
la solucion de Schwarzschild.

Capitulo 4. En este capitulo se discuten los fundamentos de la gravedad arcoiris (gravity’s
rainbow) y se expone la solucion modificada de Schwarzschild en este contexto.

Capitulo 5. En este capitulo procederemos a la exposicion del método relativista general para
calcular los corrimientos al rojo y al azul de fotones en términos de los componente métricos y los
parametros orbitales de la particula emisora.

Capitulo 6. A partir del importante resultado del capitulo 4 junto con el método del capitulo
5, procederemos a obtener los corrimientos al rojo y al azul de fotones emitidos por una particula
masiva que orbita un agujero negro en la teoria de la gravedad arcoiris.

Capitulo 7. Se realiza el analisis comparativo entre los corrimientos (al rojo y al azul) de fotones
emitidos al usar la métrica de Schwarzschild ordinaria y la métrica de Schwarzschild modificada.
También se obtienen los parametros de la métrica de Schwarzschild modificada totalmente en
términos de los corrimientos y los parametros orbitales de la particula de prueba.

En las conclusiones de este trabajo se resumen los resultados obtenidos en los capitulos 6 y 7.
En el marco de la gravedad arcoiris estos resultados son nuevos en el contexto de la caracterizacion
de agujero negros astrofisicos.







Capitulo 2

Nociones de relatividad general

2.1. El principio de equivalencia

En 1907, Einstein se dio cuenta de que la gravedad, tal como la entendemos en el marco new-
toniano, no podia ser simplemente incorporada a la relatividad especial debido a su naturaleza de
accion a distancia. El principio de equivalencia (para campos gravitatorios constantes) propuesto
mas tarde, establece que un observador en caida libre en un campo gravitatorio constante es
equivalente a un observador inercial en ausencia de gravedad. En otras palabras, localmente, un
observador en caida libre no puede distinguir entre estar inmerso en un campo gravitatorio y estar
en un estado de aceleracién uniforme.

El Principio de equivalencia en su formulacion general se puede enunciar de la siguiente
manera: Observadores en caida libre en un campo gravitatorio general son localmente equivalen-
tes a observadores inerciales. No hay experimentos locales que puedan distinguir entre estas dos
situaciones.

2.2. La gravedad como curvatura del espacio-tiempo

Estas observaciones llevaron a Einstein a hacer una propuesta profunda que simultaneamente
proporciona una descripciéon relativista de la gravedad e incorpora de forma natural el principio
de equivalencia. La propuesta de Einstein era que la gravedad ya no deberia ser considerada como
una fuerza en el sentido convencional, sino més bien como una manifestacion de la curvatura del
espacio-tiempo, siendo esta curvatura inducida por la presencia de la materia. Esta es la idea
central que sustenta la teoria de la relatividad general.

2.3. Tensor de curvatura

En el contexto de la geometria diferencial, el tensor de curvatura (o tensor de Riemann) es una
herramienta fundamental para entender las propiedades geométricas de una variedad. Denotado
cominmente como R/, este tensor captura la informacion sobre la curvatura del espacio-tiempo.
Su expresion es:

R, =0,1%, -8, +1° 1, —T" ", . (2.1)

Como el tensor (2.1) esté relacionado con la curvatura del espacio-tiempo. En una region plana,
la conexion y sus derivadas son cero, y por lo tanto
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74 _
R, =0. (2.2)
Esta relacion se mantiene en cualquier sistemas de coordenadas.
El tensor de curvatura nulo es una condicién necesaria y suficiente para que una region del
espacio tiempo sea plano.

2.4. FEl tensor de Ricci y la curvatura escalar

La contracciéon de los indices primero y tercero conduce a un nuevo tensor, el tensor de Ricci:

R =R, (2.3)

Una contracciéon adicional da el escalar de curvatura o escalar de Ricci

R=R", =g"R,,. (2.4)

Esta es una cantidad escalar definida en cada punto del espacio-tiempo.

2.5. Las ecuaciones de Einstein

Por un lado sabemos del principio de equivalencia que la gravedad es una manifestacion de la
curvatura del espacio-tiempo, es decir, de una propiedad geométrica del espacio-tiempo. Por otro
lado, sabemos que la fuente de esta curvatura es la materia de la cual tenemos una descripcion
tensorial, el tensor de energia-momento. Pero todavia no sabemos exactamente como la materia
interacciona con el espacio-tiempo. Esta interaccién viene dada por las ecuaciones de Einstein.

El principio de covariancia nos dice que la ecuacién debe ser vélida en todos los sistemas de
referencia, y que por lo tanto debe tener una forma tensorial. Concretamente las ecuaciones de
Einstein tienen que ser de la forma:

Guu = HT‘/LV; (25)

donde G, es un tensor que describe la curvatura del espacio tiempo, T}, es el tensor de energia-
momento y x una constante de proporcionalidad.
El tensor de Einstein se define como:

1
Guy = Ruu - ig;u/R~ (26)

De modo que las ecuaciones de Einstein vienen dadas como

1
R, — ig,“,R = rT. (2.7)
Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales no-lineales
acopladas de segundo orden, lo que hace que sean muy dificiles de resolver analiticamente.
A veces es util reescribir las ecuaciones de Einstein sin la traza. Tomando la traza de (2.7), es
decir contrayendo con g,,,, encontramos:
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R = —«T, (2.8)

donde T' = ¢"¥T),,, y hemos utilizado que ¢g"”g,,, = 4. Sustituyendo esto en (2.7) vemos que las
ecuaciones de Einstein sin traza son de la forma

1
R, =k <Tw — 2gl“,T) . (2.9)

Esta ecuacion es completamente equivalente a (2.7), pero es un poco mas facil a la hora de
buscar soluciones, ya que no hace falta calcular el escalar de Ricci. Una de las ventajas de (2.9) es
que en el vacio, donde T, = 0, las ecuaciones se reducen a

Ry, =0, (2.10)

las cuales admiten soluciones no triviales, como la soluciéon de Schwarzschild cuya deducciéon resu-
miremos en el siguiente capitulo.







Capitulo 3
Agujeros negros

Los agujeros negros son regiones del espacio-tiempo en las cuales el campo gravitatorio es
sumamente intenso. Se forman cuando la masa de un cuerpo se contrae a un tamano menor que
el llamado radio de Schwarzschild. El concepto de agujero negro aparece aun en el marco de
la fisica clasica. Fue el reverendo y geblogo John Michell quien estudié en 1783 la accién del
campo gravitacional de una estrella masiva y su efecto cuando la velocidad de escape se iguala a la
velocidad de la luz. En aquella época, una de las teorias sobre la luz consideraba que estaba formada
por pequenos corpusculos. Michel concluyé que cualquier luz emitida se redireccionaria hacia el
interior de la estrella y denominé a estos objetos estrellas oscuras. Por esa misma fecha, a finales del
siglo XVIII, Laplace consider6 por primera vez la posibilidad de que existiera un cuerpo totalmente
oscuro que no dejaria escapar la luz de su superficie. Durante mas de un siglo, nadie se interes6 por
los efectos gravitacionales sobre la luz ni por las posibles estrellas oscuras. El 25 de noviembre de
1915, Albert Einstein presentaba, ante la Academia de Ciencias de Prusia en Berlin, sus ecuaciones
de la relatividad [1]. El 15 de diciembre del 1915, el fisico aleman Karl Schwarzschild enviaba
a Einstein la primera solucion no trivial a las ecuaciones de la relatividad general [2]. Einstein
la presenté ante la Academia Prusiana de Berlin el 13 de enero de 1916. Los agujeros negros
de Schwarzschild son los mas simples que pueden ser encontrados en el universo. La solucion
de Schwarzschild describe el espacio tiempo alrededor de un centro de atraccién esféricamente
simétrico, sin rotaciéon y en el vacio. En esta seccién, vamos a analizar brevemente las propiedades
de la solucién de Schwarzschild.

3.1. La métrica isétropa estatica general

Schwarzschild buscé la métrica g que representa el campo gravitatorio esférico estatico simétrico
en el espacio vacio que rodea a algtn objeto esférico masivo como una estrella. Asi, un buen punto
de partida para nosotros es construir la forma mas general de la métrica para un espacio-tiempo
estatico isotropo.

Consideremos un espacio-tiempo con un sistema de coordenadas arbitrario, z# = (2°, 2!, 22, 23),
donde z° es la componente temporal. Un espacio-tiempo estatico satisface las siguientes propieda-
des:

1. Todas las componentes de la métrica g, son independientes de z°.

2. El elemento de linea ds? es invariante bajo la transformacion 2% — —z°.

Note que la propiedad (1) no necesariamente implica la propiedad (2), como queda claro en el
ejemplo de una estrella giratoria: la inversion del tiempo cambia el sentido de rotacién, pero los
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componentes métricos son constantes en el tiempo. Un espacio-tiempo que satisface la propiedad
(1) pero no la propiedad (2) se llama estacionario.
Por lo tanto, a partir de la expresion general para el elemento de linea

ds? = g, dx¥dz", (3.1)

deseamos encontrar un conjunto de coordenadas x* en la que g,, no dependa en la coordenada
temporal 2° y el elemento de linea ds? sea invariante bajo % — —x°, es decir, la métrica sea estatica
y en el que ds? depende solamente de invariantes rotacionales de las coordenadas espaciales z y
de sus diferenciales, es decir, que la métrica sea isétropa.

Podemos escribir la métrica isétropa general que se especifica mediante dos funciones que
dependen de t y r, llamadas A(t,r) y B(t,r) como

ds* = —A(t,r)c?dt® + B(t,r)dr® 4+ r*(d6* + sin 0%dp?). (3.2)

La métrica estatica e isétropa general se obtiene requiriendo que g,, sea independiente de la
coordenada temporal, esto implica que las funciones A y B deben ser solo funciones de r. Entonces
tenemos

ds? = —A(r)cdt® + B(r)dr? + r*(df? + sin 0%p). (3.3)

3.2. Solucién de las ecuaciones de campo de espacio vacio

Las funciones A(r) y B(r) en la métrica isotropa y estatica general se determinan resolviendo
las ecuaciones de campo de Einstein. Estamos interesados en la geometria del espacio-tiempo fuera
de una distribucién de masa esférica, por lo que debemos resolver las ecuaciones de campo para
un espacio vacio, por lo que simplemente requerimos que el tensor de Ricci se anule.

Las ecuaciones de campo en el vacio (2.10) se obtienen estableciendo cada una de las expresio-
nes igual a cero.

En este caso, el tensor de Ricci resulta ser diagonal. Obtenemos cuatro ecuaciones cuya solucion
es

A(r) = (1 - QGM) y B(r)= (1 - 2GM>_1, (3.4)

c2r c2r
donde M representa la masa del objeto que produce el campo gravitacional.

Por lo tanto, la métrica de Schwarzschild para el espacio-tiempo vacio fuera de un cuerpo
esférico de masa M es

2GM 2GM\ !
ds? = — (1 - — ) Adt* + (1 - — ) dr® 4+ r%(d6? + sin® 0dp?) | (3.5)
c2r c2r
Notemos que hay dos puntos en los que la métrica diverge: r = 0y r = QCC';M ; el primero

corresponde a una singularidad fisica y el segundo define un horizonte de eventos que acttia como
membrana de atrapamiento unidireccional que permite la entrada de senales, pero que no les deja
escapar al infinito espacial. Puesto que ni la luz puede escapar del horizonte de eventos, de ahi
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Agujeros negros
3.2 Solucién de las ecuaciones de campo de espacio vacio

se deriva el nombre de agujero negro para la métrica del espacio-tiempo dado por (3.5). Como
estamos interesados en estudiar el campo gravitatorio fuera de un objeto compacto con simetria
esférica, la region que lo describe se encuentra en r > QC;M.

Para futuros célculos a partir de aqui consideraremos ¢ = 1.
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Capitulo 4

GGravedad arcoiris

Desarrollar una teoria cuéntica de la gravedad es actualmente uno de los principales desafios
en la fisica tedrica. Varias aproximaciones a la gravedad cuantica sugieren una modificacién en la
relacién de dispersiéon estandar de energia-momento, E? — p? = m2.

La existencia del limite Greisen—Zatsepin—-Kuzmin (limite GZK), como un limite superior en
la energia de los rayos cosmicos, ha sido considerada como clave en la busqueda de exploraciones
de la fisica en las regiones de energia que requieren nuevas teorias de la gravedad cuantica, las
cuales predicen eventos a la escala de Planck. Este limite estd en el mismo orden de magnitud
que el limite superior de energia hasta el cual experimentalmente se han detectado rayos césmicos
desde fuentes distantes. El limite es de 5 x 1019 eV [16]. En 2010, la Colaboraciéon Pierre Auger y
el experimento High Resolution Fly’s Eye (HiRes) reconfirmaron resultados anteriores del limite
GZK [18]. Estas observaciones predicen la existencia de un limite natural de energia y, por lo tanto,
una modificacion en la relacién de dispersiéon para expresar la existencia de dicho limite.

4.1. Relatividad doblemente especial

Una teoria que predice naturalmente una modificaciéon en la relacion de dispersion es conocida
como relatividad doblemente especial [4]. La relatividad especial deformada o doblemente especial
es una clase de teorias que implementan un conjunto modificado en los postulados de la relatividad
especial, como se propone en [5], [6], [7], [8]. Las cantidades E y E,; que se presentan en todo este
capitulo hacen referencia a la energia total de la particula y a la energia de Planck respectivamente.
Los postulados de la relatividad doblemente especial se pueden formular como:

1. La relatividad de los marcos inerciales: Las leyes de la fisica son las mismas en todos los
sistemas de referencia inerciales.

2. En el limite E/E,; — 0 la velocidad de un fotén o cuanto sin masa tiende a una constante
universal, ¢, que es la misma para todos los observadores inerciales.

3. La energia de Planck E,; también es una constante universal para todos los observadores
inerciales.

Como resultado la invariante de energia-momento es modificada como:

E*f(E/Ep)® - p*9(E/Ep)® = m? (4.1)

13



Gravedad arcoiris
4.2 Generalizacion de la relatividad doblemente especial

donde E,; es la energia de Planck, m es la masa en reposo de la particula de prueba, p es la
magnitud del momento lineal, f y g son conocidas cominmente en la literatura como funciones
arcoiris, ellas satisfacen limp, g, o f(E/Ep) = 1y limg/g,, 0 g(E/Ey) = 1. En dicho limite se
recupera la invariante de energfa-momento ordinaria.

Entre las diversas elecciones que podemos encontrar en la literatura [19], [20] destacan las
funciones arcoiris de una relacion de dispersion modificada (RDM) introducida por Magueijo y
Smolin [10]:

1

E/Ey) =9g(E/E,) = ———, 4.2
que mantiene la invariancia de la velocidad de la luz. Aqui A es un parametro adimensional que
introduce una escala de energia en relacion a la energia de Planck (usualmente este parametro se

fija igual a la unidad).

4.2. Generalizacion de la relatividad doblemente especial

En [9] Magueijo y Smolin argumentaron que el formalismo de la relatividad doblemente especial
puede ser generalizado para incorporar la curvatura del espacio-tiempo. Propusieron una extension
de la relatividad doblemente especial que incluye la curvatura, es decir, la relatividad doblemente
general. En este enfoque, la geometria del espacio-tiempo depende de la energia FE de la particula
de prueba que mide un observador en caida libre, es decir, que la geometria del espacio-tiempo no
es fija, sino que varia segun la energia de la particula que se esté estudiando.

Para cuantificar esta variacion en la geometria del espacio-tiempo, se introduce la nocién de
familia de métricas de un pardmetro, parametrizadas por la razon E/Ep;, creando asi un conjunto
diverso de métricas conocido como el arcoiris de la gravedad.

La métrica modificada en el arcoiris de la gravedad esta descrita mediante

G(E) =1"el(E) @ ey(E), (4.3)

donde la dependencia de la energia de los campos de referencia ortonormales esta dada por

1 1
CTFEENT T 9(E/Em)

donde las cantidades con tilde se refieren a los campos de referencia ortonormales independientes de
la energia. El argumento F en la métrica & (FE) representa la escala a la cual se explora la geometria
del espacio-tiempo. Es decir, si un observador inercial en caida libre utiliza el movimiento de una
particula, para medir la geometria del espacio-tiempo, F es la energia total de esa particula, tal
como la mide dicho observador.

Por lo tanto, la métrica en el espacio-tiempo plano toma la forma

€, (4.4)

dt? dx;dz
ds® = — - ' . 4.5
FE/En) * (B/Em) o
El principio de correspondencia requiere que
lim f(E/Ep) — 1, (4.6)

E/Epl—>0

y del mismo modo para g(E/Epy).
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Gravedad arcoiris
4.3 El arcoiris de los agujeros negros

Esto conduce a que la conexion y la curvatura dependan de la energia de tal manera que las
ecuaciones habituales de Einstein son reemplazadas por una familia de ecuaciones de un parametro
E y se escriben de la siguiente manera:

G (B) = 87G(E) T, (E). (4.7)

4.3. El arcoiris de los agujeros negros

La version modificada de la soluciéon de Schwarzschild para estas ecuaciones se ha presentado
también en [9].

4.3.1. Solucién modificada de Schwarzschild

Comencemos nuestro anélisis con la métrica general esféricamente simétrica. Dado que la mé-
trica es dependiente de la energia; cuando lo ponemos en coordenadas esféricas, podemos escribir
la métrica en coordenadas dependientes de la energia, o coordenadas independientes de la energia.
Las coordenadas independientes de la energia seran denotadas como 7,1, 6, ¢.

Las coordenadas temporales y radiales también pueden incorporar la dependencia de la energia,
dando lugar a coordenadas que dependen de la energia, las cuales seran indicadas como r(E), t(E).
Las coordenadas angulares 6, ¢ son siempre independientes de la energia. Las coordenadas
independientes de la energia coincidiran con las coordenadas dependientes de la energia en el
limite E/E, — 0.

En términos de coordenadas independientes de la energia la forma mas general para una métrica
esféricamente simétrica es:

F oo H 72
ds®> = ———di? 4+ ——di2 + ——d0>. 4.8
P T rE” T E® (48)

Introduciendo las siguientes coordenadas dependientes de la energia

7 t
r(E) = , HE)=——, 4.9
(E) (B (E) 7B (4.9)
podemos definir unas nuevas funciones dependientes de la energia
F(r(E),E) = F(7), H(r(E),E)= H(F). (4.10)
Entonces la métrica (4.8) toma la forma
ds* = —F(r(E), E)dt(E)? + H(r(E), E)dr(E)? + r(E)%dQ?. (4.11)

Esta es entonces una familia de métricas dependientes de la energia, cada una en la forma
estandar. Por el teorema de Birkoff, debemos tener, para cada FE

F(r(E),E)=H '(r(E),E) = (1 — fg;) , (4.12)

donde la constante de integracion C(F) es ahora dependiente de la energia.
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Gravedad arcoiris
4.4 Investigacion relacionada con la métrica de Schwarzschild modificada

Sin embargo, recordamos que segun la ecuacion (4.10), toda la dependencia de la energia en
las coordenadas independientes de la energia debe estar en las funciones f y g en la forma original
(4.8). Por lo tanto, tenemos que

F(r(E), B) = (1 - C(Egg@) — (). (4.13)

Entonces, usando el hecho de que en E = 0 debemos tener C = 2G(0)M,
C(F)=—+— (4.14)

donde la masa M es independiente de la energia. Por lo tanto, en las coordenadas independientes
de la energia la métrica de Schwarzschild modificada debe tomar la forma

1 MG\ - 1 oMG\ ! 72
ds® = — (1— - )dt2+(1—~> di? + —————d0? |,
f(E/Epl)2 r g(E/Epl)2 r g(E/Epl)2

(4.15)

donde dQ? = sen?0dp? + df*. El resultado (4.15) es la métrica que analizaremos con detalle
mas adelante mediante el uso del método relativista general para estimar pardmetros de agujeros
negros que discutiremos en el siguiente capitulo.

4.4. Investigacion relacionada con la métrica de Schwarzs-
child modificada

En [21], se investigd la métrica (4.15) y las funciones arcoiris de tres relaciones de dispersion,
incluida la propuesta de Magueijo y Smolin [10]. Los autores estudiaron la métrica de Schwarzschild
modificada (junto con las funciones arcoiris) en el corrimiento al rojo gravitacional. El problema
se plantea de la siguiente manera: Supongamos que la luz fue emitida desde el radio r; y recibida
en 19, jen qué medida experimentara la luz un corrimiento al rojo?

Por un lado, la expresion deducida del corrimiento al rojo gravitacional conduce a correcciones
significativas para fotones de alta energia. Por otro lado, el experimento Pound-Snider [17] es un
experimento que mide el corrimiento al rojo de la luz al moverse en un campo gravitatorio. En
este experimento se utilizaron rayos gamma con una energia de 14.4x107% GeV, la cual resulta
ser muy pequefla en comparacion con la energia de Planck, que es de E,; = 1.221 times10'® GeV.
Quizés experimentos similares al de Pound-Snider, utilizando rayos gamma de energias mas altas,
puedan revelar diferencias observables.
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Capitulo 5

Meétodo relativista general para
estimar parametros de agujeros
Nnegros

En este capitulo, explicaremos detalladamente el modelo introducido en [13] por Herrera-
Aguilar y Nucamendi, aplicado a una meétrica general estatica y esféricamente simétrica. Este
procedimiento nos permite analizar el cambio de frecuencia de los fotones emitidos por particulas
masivas geodésicas que orbitan circularmente alrededor de un objeto compacto con simetria
esférica. El an&lisis nos permitird obtener expresiones para los pardmetros de alguna métrica
(estatica y esféricamente simétrica) en términos de cantidades observacionales. Durante la
explicacion, justificaremos algunos pasos considerando la métrica de Schwarzschild ordinaria, de
la cual sabemos que se trata de una métrica estatica y esféricamente simétrica.

Al final de este capitulo, también se presenta la expresion del corrimiento al rojo y al azul
de los fotones emitidos por particulas masivas geodésicas que orbitan circularmente alrededor del
espacio-tiempo de Schwarzschild ordinario, descrito por (3.5). M4s adelante, en el siguiente capitulo,
aplicaremos el modelo a la métrica de Schwarzschild modificada.

5.1. Meétrica esféricamente simétrica

Aqui consideramos una métrica general estatica y esféricamente simétrica, con la propiedad de
que sea un espacio-tiempo asistoticamente plano. El elemento de linea tiene la siguiente forma

1
B(r)

ds® = —A(r)dt* + —dr® + 1*(d6” + sen®6d?). (5-1)

La trayectoria de las particulas alrededor del espacio-tiempo (5.1) generado por un objeto
compacto con simetria esférica esta gobernada por la siguiente ecuacion de movimiento

ds? s
= i = k. (5.2)
para particulas masivas (k = —1) y para particulas no masivas (k = 0). Ademaés, &* = dz*/d)\

denota la derivada de la posiciéon de la particula donde A es el parametro afin para los fotones y
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Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.1 Métrica esféricamente simétrica

en el caso de particulas masivas representa el tiempo propio A = 7.

La particula de prueba masiva, que emite fotones, se movera alrededor del espacio-tiempo (5.1)
generado por un cuerpo compacto con simetria esférica, cuya cuadrivelocidad es:

Ut = (Ut ur,u’,u%), (5.3)
al ser una particula masiva, la cuadrivelocidad estd normalizada U, U"* = —1, expandiendo:
—-1= gtt(Ut)Q + g7'r(UT)2 + gGG(Ue)Q + gcpgo(Uw)Q' (54)

Al tener simetria esférica, se sabe que hay invariancia bajo traslaciones temporales e invariancia
bajo rotaciones con respecto a los tres ejes espaciales, lo cual conduce a la conservaciéon de la energia
y de las tres componentes del momento angular. La conservacion de la direccion del momento
angular significa que la particula se movera en un plano; entonces se puede escoger a conveniencia
el plano ecuatorial, y si la particula no estuviese en ese plano se puede aprovechar la simetria
esférica para rotar las coordenadas y asi el movimiento se sitiie en el plano ecuatorial. Por lo tanto,
los dos vectores de Killing que conducen a la conservaciéon de la direcciéon del momento angular
implican que 6 = /2.

Al haber escogido el plano ecuatorial como el plano de movimiento de la particula de prueba
inicamente se obtienen dos vectores de Killing, los cuales se relacionan con las simetrias temporal
y rotacional restantes. Dichos vectores son los que satisfacen la ecuacion de Killing. Los vectores
de Killing resultantes son:

¢ =(1,0,0,0), (5.5)

" = (0,0,0,1). (5.6)

Los anteriores campos vectoriales inducen las siguientes cantidades conservadas:

E
E= E - _guU“ = _guuguU“ = _gttftUt = _gttUt’ (57)
L " viTH orrY @
L= = Y, UM = g " U = goop?U% = g,,U%, (5.8)

lo que da expresiones para dos componentes de la cuadrivelocidad:

Ut = —g, (59)
L

U = ™= (5.10)
pp

Al sustituir los valores anteriores de la cuadrivelocidad y sumados al hecho de que se pueda
considerar el movimiento en un plano ecuatorial = 7/2:

(UT)2+1+E—2+L—2— (U2 + V=0 (5.11)
Grr gt Joo = Grr eff —Y .

donde la anterior ecuacién tiene la forma de una ley de conservacion de energia para una particula

no relativista bajo la influencia de un potencial efectivo Veyr =1+ f—j + gL—Q.
tt e
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Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.1 Métrica esféricamente simétrica

A partir de este potencial efectivo se obtiene la condicion de érbitas circulares estables, cuando
se cumple que se tenga un minimo estable [cuando U” = 0 en (5.11)]

Verp =0, Vip=0, V>0 (5.12)
Considerando un caso de érbitas circulares, primero hay que pensar en la definicién que hicimos
en (5.11) de nuestro potencial efectivo, por lo que las cantidades que aparecen en (5.12) son:

E?2 L2 E%?0gy  L? 0y
Vepp =1+ —+ ——, Vi=—g—0—— 52
it gtptp it or g(pgo or

w _ 2E° <agtt>2 _ E* gy | 207 (89w>2 L% 0y,

eff = g3 or g3 Or? g2, \ or 9%, Or? '

Al hacer uso de los valores de la métrica (5.1) y = w/2, las anteriores cantidades se escriben
de la siguiente manera:

E? 2 E29A 2L°
—l- T 2 V= 1
Vers A * r2’ eI A2 oy r3’ (5.13)
, B 9?A 2 (9AN?|  6L? S 14
2= o Al\ar) | T (5.14)

Aplicando las condiciones (5.12), se pueden obtener E, L en términos de r y A, asi como la

condicién de estabilidad:
2 roa
E:A‘li L:(:l:)m/# (5.15)
5A 0A

donde el signo (+) se debe a la direccion del momento angular de la particula (en el sentido de las
manecillas del reloj o contrario a este), y

2 A 2 (0A\? 304
— 2 2L _Z2(Z2) 4228 50 5.16
24— 28 | or? A(@r) Trer|” (5.16)

Dadas las expresiones para E, L, se reescriben (5.9) y (5.10):

2
Ut = ) 5.17
24— 0 (547
1 roA

U = ()= —2L+ 5.18
R e (5.18)

donde el signo (+£) se asocia a la direccion del momento angular de la particula masiva.
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Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.2 Las orbitas circulares estables més internas en la métrica de Schwarzschild ordinaria

5.2. Las orbitas circulares estables mas internas en la métrica
de Schwarzschild ordinaria

Las condiciones (5.12) garantizan el caso particular de orbitas circulares estables. No obstante,
cuando Ve’} f:O se obtiene un punto de inflexion donde r;sco determina la distancia a la que
se encuentra la drbita circular estable mds interna (ISCO por sus siglas en inglés). Este nuevo
parametro representa la frontera entre particulas de prueba orbitando al agujero negro y particulas
de prueba cayendo directamente hacia él.

Para determinar r;sco en la métrica de Schwarzschild ordinaria, hacemos uso de la expresion
(5.16) y la igualamos a cero:

2
" E

6L2
eff T 12 =

A 2 [0A\?
( ) —T =0 (5.19)

oz A\ or

al sustituir los valores de E y L en la expresion y después de simplificar, obtenemos

9%A 2 [0A\? 304
WA<m> a0 (5.20)

Ahora, al sustituir A = (1 — 2M/r) y realizar las operaciones correspondientes, obtenemos la
siguiente solucion:

[Frsco =6) 21

5.3. Geodésicas para los fotones emitidos

En el caso de los fotones, que siguen geodésicas nulas, la ecuacion de movimiento (5.2) se escribe
como

Gk k" =0, (5.22)
donde k" = (k' k", Y, k?) es el cuadrivector de onda de los fotones. Estos fotones se mueven a
través de geodésicas nulas, k*k, = 0, fuera del horizonte de eventos que llegase a existir en la

métrica. Al considerar el movimiento de los fotones en el plano ecuatorial, la componente k? del
cuadrivector de onda se anula, por lo tanto, la ecuacion (5.22) se reduce a

g1t (') + grr(K7)? + gy (k¥)? = 0. (5.23)

El movimiento de estos fotones tiene las siguientes cantidades conservadas:

E”/ = _&-#ku = _gﬂugl’ku = _gttgtkt = —gttkt, (5.24)

Ly =Ykt = gk = gpp ¥k = gppok?. (5.25)

Las expresiones para las componentes del cuadrimomento son:

e (5.26)




Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.4 Analisis cualitativo de las 6rbitas de un fotén en la geometria de Schwarzschild ordinaria

B =1 =21 (5.27)

mientras que la condicién de geodésicas nulas esta dada por:

E?2  I2
Grr(E")? + 2L+ —L =0. (5.28)
git (o)

5.4. AnaAlisis cualitativo de las 6rbitas de un fotén en la geo-
metria de Schwarzschild ordinaria

A partir de la expresion (5.28) podemos obtener el potencial efectivo de un foton en el espacio-
tiempo de Schwarzschild ordinario. Al sustituir los componentes métricos

2M oM\ !
gt = — <]~ - ) ) Grr = (]— - ) Y Gpp = T27 (529)
T r
en la ecuacion (5.28), recordando que k" = %, obtenemos la siguiente expresion:
(%) B L
v Yo
1,M_1,M+T72_O’ (5.30)

podemos reacomodar los términos en (5.30) de tal manera que quede como

1 dr\® 1
el ) = 31
donde
1 2M
V() =5 (1 - = ) (5.32)
y
L,
by = E (5.33)

De hecho, al reescalar el parametro afin a lo largo de la geodésica del foton de tal manera que
A — L.\, se puede eliminar la dependencia explicita de L, en la ecuacion (5.31). Entonces,
podemos notar que esta ecuacién tiene la forma de una ley de conservacién para una particula no
relativista bajo la influencia de un potencial efectivo unidimensional V(r). La cantidad b, pue-
de interpretarse como el parametro de impacto, semejante al que se tiene en el enfoque newtoniano.
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Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.4 Analisis cualitativo de las 6rbitas de un fotén en la geometria de Schwarzschild ordinaria
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Figura 5.1: Potencial efectivo para un fotén en la métrica de Schwarzschild ordinaria.

El potencial efectivo se grafica en la Fig. 5.1, donde observamos que V,(r) tiene un méximo
cuyo valor es ﬁ En el maximo del potencial se encuentran las orbitas circulares inestables de
fotones a un radio constante r.. Esta orbita se puede identificar facilmente en

re = 3M. (5.34)

Lo anterior se confirma al tomar en cuenta la condicion % = 0. Se halla que r. corresponde
al valor critico de la funcion (5.32). Esto significa que un fotén puede orbitar eternamente en un
circulo a este radio, pero cualquier perturbaciéon hara que se salga de su 6rbita y se aleje hacia el

infinito espacial r = co o hacia r = 0.

maximo

/ acercamiento

Figura 5.2: La forma de una 6bita de un fotén que pasa por una masa esférica si b > 3v/3M.
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Meétodo relativista general para estimar parametros de agujeros negros
5.5 Corrimiento al rojo/azul de los fotones emitidos

La naturaleza de las 6rbitas depende en gran medida del pardametro de impacto b,. Los fotones
que se mueven en la 6rbita circular inestable de acuerdo a la expresion (5.31), en r. = 3M (donde
% = 0), tendran un parametro de impacto b,, = 3v/3M. Este valor extremo del parametro de
impacto separa las érbitas de los fotones que se alejan de los que son atrapados.

Haciendo un anélisis cualitativo como se hace en [11, 22, 23]. Si consideramos fotones que
se mueven hacia adentro, es decir, fotones para los cuales r inicialmente esta disminuyendo, de la

ecuacion (5.32) y la Fig. 5.1, vemos que si b% < 27%, de modo que b, > 3v/3M, entonces, la érbita
v

tendra un tnico punto de retorno de maximo acercamiento y luego escapara nuevamente hacia el
infinito espacial. Esta situacion se ilustra en la Fig. 5.2. Sin embargo, si by < 3V/3M, el rayo de luz
seréd capturado por el cuerpo masivo y caera en espiral hacia el origen. Consideraciones similares se
aplican a trayectorias que comienzan a radios pequenos. Si b, > 3v/3M, entonces el fotén escapara
y, en el infinito, su trayectoria recta tendra un parametro de impacto b,. Si b < 3v/3M, entonces
la trayectoria del foton tendra un punto de retorno y caera de nuevo hacia el origen.

Esta seccion se introdujo con el objetivo de enfatizar lo siguiente: en el caso del espacio-tiempo
de Schwarzschild ordinario, consideramos particulas masivas que orbitan circularmente a radios
mayores que la o6rbita circular estable mas interna r > 6M. Los fotones son emitidos en todas
las direcciones por estas particulas masivas y, de acuerdo con el anélisis cualitativo que hicimos,
algunos de ellos llegaran al infinito espacial.

5.5. Corrimiento al rojo/azul de los fotones emitidos

Una forma de detectar a los objetos estelares es a través de los fotones que emiten. La infor-
macioén que obtenemos de los fotones estd dada por su longitud de onda o frecuencia detectada.
La frecuencia medida de un fotén que mide un observador con cuadrivelocidad U/ en el punto Pc
[12] es

wo =~k U e, (5.35)

donde el subindice C se refiere al punto de emision (e) o deteccion (d), en el punto del espacio-
tiempo Po correspondiente. Para la cuadrivelocidad también tenemos:

vt = (Ut U, U U%) e,

Uk = (Ut ur,u?,U%) |a.

En el caso limite donde el observador se encuentra muy lejos de la fuente (rq4 — c0), la cuadri-
velocidad del detector es:

UY = (1,0,0,0). (5.36)

Ademas ya se ha argumentado que el movimiento puede ser visto siempre en algin plano
ecuatorial, por lo que tanto el emisor como el detector van a tener § = 7/2, U = 0.

Ahora para los fotones emitidos y detectados vamos a tener que:

leLJ = (kt7]€T707]€LP)‘C’ (5.37)
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donde una vez mas el cero es consecuencia de la simetria esférica.

El cambio de frecuencia o corrimiento de frecuencia, esta dado por la siguiente relacion:

1+z:gi (5.38)
d
_(gttktUt + grrkTUT + gwwk@Uw)
= e, (5.39)
_(gttktUt + ngkrUr + gwwkav) ’d

Para el caso de orbitas circulares, donde se han encontrado expresiones para E, L en funcién
de r y A, se tiene que U" = 0 que se ve reflejado en la relacién del corrimiento como:

(B, U' — L,U?)

142= e (5.40)

(B,U = L,U%)|

donde se han tomado en cuenta las relaciones (5.26) y (5.27) para las constantes de movimiento
E,yL,.

Al introducir el pardmetro de deflexion de la luz by, = é—ﬁ donde E. y L, estan definidos por
(5.26) y (5.27) respectivamente, podemos reescribir (5.33) como

(Ut = b, U¥)

1+2= . (5.41)

aﬁ—mUﬂL

Dado que las constantes de movimiento E, y L, se conservan a lo largo de las geodésicas
nulas seguidas por los fotones desde el punto de emision hasta el punto de deteccion, por lo tanto,
be = by, es decir, esta cantidad también es constante a lo largo de todo el camino de los fotones.

5.5.1. Parametro de deflexion de la luz para cualquier punto arbitrario
de la 6rbita en el plano ecuatorial

En [25] obtienen una expresion para el parametro de deflexion para un punto general de la
orbita circular en el plano ecuatorial. En ese trabajo consideran la distancia angular §, que se trata
de un parametro medible. Desarrollan dicha expresion con el objetivo de mostrar una relacion
matematica entre la distancia angular observable ¢ y el angulo azimutal ¢ no observable.
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&

- r,cosptan§

r,sing

S

@
BH

N .

Observer

Figura 5.3: Ilustracion geométrica del vector bidimensional K y la relaciéon entre el &ngulo azimutal
¢ y la distancia angular §. Se ilustra la emisiéon de los fotones debida a la materia que orbita
alrededor de un objeto compacto. El observador posicionado muy lejos de la fuente esta viendo
esta descripciéon de canto.

Para obtener el pardmetro de deflexion de la luz de fotones provenientes de un punto general de
la orbita circular en el plano ecuatorial (ver Fig. 5.2), tomamos en cuenta la ecuacion (5.28) para
expresar k" en términos de las constantes de movimiento y las componentes de la métrica como se
muestra a continuacion

9rr it gtpg&

1 (E2 L2
(kr)2 - (7 + 7) . (5.42)

En [25], al considerar la distancia angular no nula § # 0, introducen el vector auxiliar K definido
por la siguiente descomposicion (ver Fig. 5.2 para mas detalles)

k" = Kcos(p + 9), (5.43)
rek? = Ksen(p + 6), (5.44)

con
K% = (k")? 4 r2(k?)%. (5.45)

Al considerar las ecuaciones (5.26) y (5.27), (5.45) se puede reescribir como

1 [(E2 L2 L?
K2:—< ”+”>+r§ T (5.46)

Grr \ Gtt Yo g?pap
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Mientras que, si introducimos (5.43) en (5.42), podemos encontrar una relacion similar para
K2

1 E?  I?
K? = ( 74-”). (5.47)

Cgrrcos (9 +0) \ i e

La igualdad de las relaciones (5.46) y (5.47) proporciona una ecuacién para el parametro de
deflexion de la luz dependiente de (¢ + ), como sigue

(gttb2 + gcpso)ggaaptGﬂZ(SO +9) + "ﬂzgrrgttb2 =0, (5'48)
vy ol

que conduce a la siguiente solucion para b,

_ —gppsen(p +9)
V=9tt\/9ppsen(o + 8) + r2cos?(p + ) ’

que es el parametro de deflexion de la luz para un punto arbitrario de la 6rbita en el plano ecuatorial,
donde el dngulo azimutal ¢ varia de 0 a 27 y § es el angulo de apertura del telescopio (distancia
angular) que es una cantidad medible.

b, (5.49)

5.5.2. Corrimiento de frecuencia maximo y minimo de los fotones emi-
tidos

En este trabajo, nos interesa determinar en qué puntos de la érbita circular de las particulas
masivas se encuentran los valores maximos y minimos del corrimiento de frecuencia de los fotones
emitidos, ya que es mas facil identificarlos observacionalmente.

Por un lado, bajo la suposicién de que el detector se encuentra en el infinito espacial, el denomi-
nador en (5.41) se simplifica de acuerdo con (5.36). Entonces, la expresion del cambio de frecuencia
de los fotones emitidos se reduce a

1+2z=U!-b,U?. (5.50)

Por otro lado, hemos supuesto que la ubicacion del detector se encuentra muy lejos de la fuente,
es decir, donde D > r. y § — 0. Entonces, la ecuacion (5.49) se reduce a

—Jppsen(y)

B Y, _gtt\/gtptpsenQ((p) + TECOSQ(@) .

Al maximizar la ecuacion (5.51) se halla que el valor maximo y minimo del parametro de
deflexion de la luz se encuentra en ¢ = +7/2 y ¢ = —7/2, respectivamente. En otras palabras, el
valor méaximo y minimo del parametro de deflexiéon de la luz se alcanza para cuerpos cuyo vector
de posicion con respecto al centro del agujero negro es ortogonal a lo largo de la linea de visién del
detector. Al sustituir ¢ = £7/2 en la expresion (5.51), obtenemos el valor maximo y minimo del
parametro de deflexién de la luz:

b, (5.51)

7
by =Fy /"2 =F

p” 73 (5.52)
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Por lo tanto, al sustituir (5.52) en la formula del cambio de frecuencia (5.50), encontramos los
fotones altamente desplazados al rojo (¢ = +7/2) y al azul (¢ = —7/2):

1+ z2p = UL — by UY. (5.53)

Esta ultima relacion evidencia la contribucién del corrimiento debido al efecto gravitacional,
ya que en el enfoque newtoniano tnicamente hay contribucion cinematica (el segundo término del
segundo miembro de la igualdad). Ahora se tiene un término extra que aparece debido al enfoque
relativista.

Finalmente, cuando las particulas masivas siguen trayectorias circulares, las relaciones (5.17),
(5.18) son validas. Entonces, al sustituirlas en (5.53), obtenemos la expresion para el corrimiento

de frecuencia total
2 1 roa
I e ey - ry -y 5.54
= 24 — r% VAV 24 — r% ( )

en esta ultima expresion, el primer término tiene la interpretaciéon de corrimiento gravitacional,
mientras que el segundo es el corrimiento cinematico.

5.6. Uso del método en la métrica de Schwarzschild

Haciendo uso de las expresiones encontradas y al aplicarlas en la métrica de Schwarzschild
(considerando a partir de aqui G = 1) que tiene las siguientes caracteristicas

Sea A(T') = — T y dr = TT7 (555)
entonces
2

1424 = 54> (5.56)

2A — TW

1 roa
iny = F—=1 —2—. 5.57
e =73\ 24— 8 557

Por lo tanto

1 M
1 + 21,2 = + \/ L . (558)
N (e (e

Este resultado es importante porque seré la base para un analisis comparativo con el resultado
que obtendremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 6

Aplicaciéon del método a la métrica
de Schwarzschild modificada

Hasta ahora, todo lo que hemos hecho ha sido exponer los elementos que utilizaremos para apli-
car el método descrito en el capitulo anterior a la métrica de Schwarzschild modificada. Recordemos
que el objetivo general es obtener los parametros de esta métrica en funcion de los corrimientos al
rojo y al azul de fotones emitidos por particulas que orbitan el agujero negro modificado.

A partir de la relacién que obtendremos en este capitulo veremos si es posible obtener dichos
parametros totalmente en funcién de los corrimientos.

6.1. Componentes de la métrica

Dada la métrica (4.15) todos los argumentos empleados en la explicacion del método en el
capitulo precedente se satisfacen. Identificando las componentes de la métrica

F F! 2 72 sin” 0
it = ~Gmryr Grra = 5oy 900, = Y Gewn = 5y
! Fen)” 7 g% (en) 9%(€n) g (en)

; (6.1)

siendo €, = E,,/E,y, el subindice n hace referencia a la particula que queremos analizar (m denotara
a la particula masiva y v al foton) y F' = (1 — 2M /7).

6.2. Condicion de orbitas circulares para la particulas masi-
vas

Entonces, considerando el caso cuando las particulas masivas siguen oOrbitas circulares, de la
definicién que hicimos en (5.11) del potencial efectivo, las condiciones que aparecen en (5.12) son:

E2f2(6m) L292(5m)
=1- ~ = 2
Vess 7 T 0, (6.2)
E2f2(e,) oF 2L%g%(e,)

F2  or 73
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- A = > 0. (6.4)

_ _\ 2
0 E*f(en) | O°F 2 (OF n 6L29%(€m)
eff — 2 o972 Ia

De las condiciones (6.2) y (6.3) obtenemos L y E en términos de 7, F

~
—~
)
3
S~—
[\
es]!
|
il
Q
o

Q
=

nuevamente el signo + se asocia a la direccion del momento angular de la particula masiva.

Dadas las expresiones para FE y L obtenemos las componentes de la cuadrivelocidad

(6.7)

6.3. Ubicacién de las 6rbitas circulares estables de particulas
masivas en el potencial efectivo

Podemos definir un potencial efectivo equivalente al que definimos en (5.11). Para expresar el
potencial efectivo de una particula masiva en el espacio-tiempo de Schwarzschild modificado, hay
que considerar la expresion (5.11) reescrita de la siguiente manera:

E? L?

Grr (U7 + 14— —— =0. (6.8)
Jttm  opm
Al sustituir los componentes métricos:
(1-2M 1— 27! 72
Grrm = = g Gt = 5 Y Gpen = 3 (6.9)
f*(em) " 9°(ém) g (em)
en la expresion (6.8), recordando que U" = %, obtenemos como resultado:
(1—2M) (df>2 E? L2
=) +1+ — +——=0 (6.10)
2 _2Mm 1 72 1)
fAem) \dr (192(;”)) ZEn

al ordenar los términos en (6.10), obtenemos la estructura siguiente deducida en [26]:

E—i—l_l{ 1 dF
2

s g(em)dJ - Vin (), (6.11)
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donde
M L2 ML?
Vm(T):_? 23 @B (6.12)
E = Ef(ep) (6.13)
y
L=Lf(en) (6.14)

Por lo tanto, hemos obtenido una expresion que adopta la forma de una ley de conservacion de
la energia para una particula no relativista bajo la influencia de un potencial efectivo unidimen-
sional V(7). El primer término del segundo miembro de la ecuacion (6.11) se puede interpretar
como la energia cinética, el segundo término como la energia potencial, mientras que el miembro
izquierdo constante como la energia mecanica total.

Para ubicar las posiciones de las orbitas circulares estables en la grafica del potencial efectivo
de una particula masiva en el espacio-tiempo de Schwarzschild modificado, seguiremos el proce-
dimiento estandar que consiste en graficar V,,(7) como funciéon de 7 para varios valores de L,
manteniendo M = 1 y utilizando las funciones arcoiris (4.29) con g(e,,) =1.1. La grafica corres-
pondiente se muestra en la Figura 6.1.

Vim(F)
o
=

0.05-

0.00-

—0.05-

60 80 100

it

Figura 6.1: Grafica del potencial efectivo para una particula masiva en el espacio-tiempo de Sch-
warzschild modificado. Los puntos negros representan las 6rbitas circulares estables.

6.4. Las oOrbitas circulares estables mas internas

Las condiciones (6.2), (6.3) y (6.4) garantizan el caso particular de orbitas circulares esta-
bles. No obstante, cuando e’}f:O se obtiene un punto de inflexién donde 7;sco determina la
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distancia a la que se encuentra la drbita circular estable mds interna (ISCO por sus siglas en inglés).

Para determinar r;sco en la métrica de Schwarzschild modificada, hacemos uso de la expresion
(6.4) y la igualamos a cero:

— PR = .1
or iz 0 (6.15)

~ ~\ 2
7 E*f*(em) |O°F 2 (OF 6L°g*(em)
I g2 | o2 F T

al sustituir los valores de E y L en la expresion y después de simplificar, obtenemos

~ ~\ 2 ~
PF 2 (oF 30F
o2 | (a%) For (6.16)

Ahora, al sustituir 7 = (1 — 2M /7) y realizar las operaciones correspondientes, obtenemos la
siguiente solucion:

[Frsco =607} @1

Este pardametro representa la frontera entre particulas de prueba orbitando al agujero negro y
particulas de prueba cayendo directamente hacia él.

6.5. Corrimiento al rojo y al azul de los fotones emitidos

El cambio de frecuencia o corrimiento de frecuencia, esta dado por la siguiente relacion

(B,U* — LyU® — g, k"U")

1+ 2= e, (6.18)
(BE,U— L, UY — gT”k’“U“) .
(6.19)
Para el caso de orbitas circulares
(Ut —b,U%)
l+z=— e (6.20)
(Ut — bwa)’d

De acuerdo con lo que ya se mencioné en el capitulo anterior, el valor maximo y minimo del
parametro de deflexiéon de la luz se alcanzan para particulas masivas ubicadas en la linea media,
es decir, para particulas masivas cuyo vector de posiciéon con respecto al centro del agujero negro
es ortogonal a la linea de vision. Entonces, (5.52) se escribe como

oo, €4)T
b’\/ =F, /- pp =7 f( 'Y) _.
Git, gle)VF

En el limite del observador en el infinito

(6.21)
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1+ 24 =U! —bzU?, (6.22)

esto es

2 + fley)g(em)

1+ 24 = flem) | ——— n (6.23)
2F — 52 g(e)VF
A partir de la métrica (4.15) identificamos que
F(f)=1- M (6.24)
7
y
OF 2M
or_2M 2
or i (6.25)
Al sustituir (6.24) y (6.25) en (6.23) obtenemos
142, = _Sem) (6.26)
1-—3M
s
f(ey)g(em) ¥
e =) = (2 o
Por lo tanto
f(em) f(€7)9<€m) ¥
1+ = + o . 6.28
e T T gle) | (-2 (-2 (029

Hemos obtenido una expresion para los corrimientos de fotones emitidos por una parti-
cula masiva que orbita circularmente un agujero negro de Schwarzschild en el contexto de
la gravedad arcofris. Este resultado general depende de 5 pardmetros, es decir, zga,, =
26 A, 5 (f(€m), f(€y), 9(€m), g(€y), M). Esta claro que la forma de las funciones f(¢,) y g(€,) tendran
un efecto en los corrimientos.
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Capitulo 7
Analisis

7.1. Analisis comparativo

Investigaremos las implicaciones de las funciones f(e,) y g(€,) en los corrimientos de fotones
emitidos por una particula masiva que sigue una orbita circular alrededor de un agujero negro de
Schwarzschild modificado en el contexto de la gravedad arcoiris. Destacamos la importancia de que
la eleccidon de las funciones arcoiris esté basada en motivaciones fenomenologicas. Esto significa
que la eleccién no deberia de ser arbitraria, sino que deberia tener fundamento en observaciones,
asegurando que la teoria propuesta sea consistente con las observaciones experimentales. Asi que,
vamos a considerar la expresion general (6.28) y restringirnos a la propuesta de las funciones (4.2)
de Magueijo y Smolin ya introducida en el capitulo 4 que son las siguientes:

1

en) =9g(€p) = ———. 7.1
(en) = 9len) = T3E 7 (7.1)
Vamos a suponer que el parametro adimensional A es del orden de la unidad. Si esta condicién
no se impone a priori, entonces podria indicar la existencia de una nueva escala fisica del or-

den de A/E,,;, donde esta nueva escala no debe superar cierto limite como lo han investigado en [21].

Al considerar la expresion (7.1), (6.28) se reduce a

1+ fem) L. \/ £2
ZGA = €m
o\ I -

Notemos la similitud de (7.2) con (5.58). La unica diferencia es que en (7.2) esta multiplicada
por la funciéon f(e,) que esta relacionada con la energia total de la particula masiva. Entonces,
para nuestro analisis comparativo aprovecharemos esta similitud; primero vamos a considerar la
grafica de los corrimientos al rojo y al azul de fotones emitidos por una particula masiva que
sigue una orbita circular alrededor de un agujero negro de Schwarzschild estandar. Luego, vamos
a tomar en cuenta lo mismo para el caso de la métrica de Schwarzschild modificada para algin
valor de la funciéon f(e,,) y también mostraremos el caso limite lim, o f(€,) = 1. A partir de
estas graficas haremos algunos comentarios del efecto de la funcion f(e,,) en los corrimientos de
las frecuencias emitidas.

(7.2)

Para el analisis grafico haremos las siguientes consideraciones en la métrica de Schwarzschild
ordinaria y que seran anédlogas para la métrica de Schwarzschild modificada:
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1. La particula de prueba masiva que orbita el agujero negro estara a distancias mayores a
partir de la érbita circular estable mas interna, es decir, r. > rrsco-

2. Se tomara en cuenta el radio de Schwarzschild (rs = 2M), esto conduce a que rrsco = 3rs.

Al usar la expresion (5.58) y suponer M = 1, graficaremos los corrimientos al rojo y al azul
de fotones para el caso de la métrica de Schwarzschild ordinaria en funciéon de rs. Las graficas que
obtenemos son las siguientes:

—0.150 -

14- [— Corrimiento al rojo —— Corrimiento al azul
-0.175 -

1.2-
—0.200 -

1.0-
-0.225-

0.8 -

N ' -0.250 -

0.6 -
—-0.275 -

04+ ~0.300 -

0.2- -0.325 -

0.0~ ' ' ' ' ' ' ' ' -0.350 ~ ' ' ' ' ' ' ' '

3.0 35 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 3.0 35 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
Is Is
(a) Grafica de z, en funcion de (b) Gréfica de zp en funcion de 7

Figura 7.1: Corrimiento al rojo y al azul para la métrica de Schwarzchild ordinaria.

A grandes rasgos, cada grafica ilustra como varian los corrimientos al rojo y al azul en funcién
de la posicién de la particula en las cercanias de un agujero negro.

Las graficas de los corrimientos al rojo y al azul para la métrica de Schwarszchild modificada
tendrian el mismo comportamiento, pero serian multiplicadas por los diferentes valores que pueda
tomar la funcion f(€,,), asi como ya lo indicaba la ecuacion (7.2) y obtendriamos Schwarzschild
estandar cuando limg, /g, 0 f(Em /Ey) = 1. Las correspondientes graficas en este contexto para
algtn valor de f(e,,) son las siguientes:

L4 - flen=1 | o fem =1
— flem)=1.10 0084 — flem)=1.10

~0.10-

-015-

Zp

~020-
06-

0.4+ -025-

02- -030-"

0.0+ » U U U o g g J -0354

FS ;S
(a) Grafica de z, en funcién de 7 (b) Grafica de z en funcion de 7

Figura 7.2: Corrimiento al rojo y al azul para la métrica de Schwarzchild modificada.

Vemos que el efecto de la funcion f(e,,) presenta un aumento en los corrimientos al rojo y al
azul de los fotones emitidos.
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7.2. Expresion de los parametros en funcién de los corrimien-
tos
Ahora bien, el principal objetivo es determinar los pardmetros de la métrica (6.28) que queden

después de considerar la RDM (7.1) en funcion de cantidades observables. Asi pues, nuevamente
(7.2) se reduce a

1 M
1+ 2¢a,, = flem) + \/ SN 3M (7.3)
- \/1—35:” (1* 7‘)(17 'F)
Para simplificar los célculos, definamos
~ M
De esta manera (7.3) toma la forma siguiente
1 M
1+ ZGR1,2 = f(6m> =+ . (75)

1-30 \ (1-207) (1-301)

Para eliminar la dependencia con f(€,,), dividamos la expresion del corrimiento al rojo entre
el corrimiento al azul, entonces

1+z (\/113]\;[ + (121\”4%131\”4)) _ (1+ 17]\;41\;[)

e (\/1131\;[ - (121\”49%131\”4)) (1 B 1*;[1\71) |

Definamos
1+ Z1
= ) 7.6
Q= (76)
entonces
(1+/5)
1-2M
Q= —
(1 a 1—21\”4)
y realizando algunas operaciones obtenemos
Q-1Y’
M=(01-2M)|=—— 7.7
-2 (97 &

Ahora denotemos
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Analisis
7.2 Expresion de los pardmetros en funcion de los corrimientos

Q-1
P==__, 7.8
Q+1 (7:8)
asi
M = P% — 2M P?; (7.9)
al despejar M
~ P2
_ 1
M 1+2P%’ (7.10)
regresar a las variables originales y realizar ciertas operaciones obtenemos
- —(1 2
N [(1+22) — (14 21)] ' (7.11)
3(1+22)2 —=2(1 4+ 2z1)(1 + 2z2) + 3(1 + 21)?
Por otro lado, para la funcion f(e,,) al despejarla
flem)? = (1 + 21)(1 + z)(1 — 2M). (7.12)

Por lo tanto, al sustituir (7.11) en (7.12)

(T4 210)(1 + 22) [2(1 4 21)% + 2(1 + 22)?]

flem)® = 3(1+22)2 —2(1+ 21)(1 + 20) + 3(1 + 21)2 | (7.13)
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Conclusiones

Mediante el método relativista general para estimar pardmetros de agujeros negros que
presentamos, logramos obtener una expresion general para los corrimientos al rojo y al azul de
fotones emitidos por una particula de prueba masiva que se mueve en una 6rbita circular alrededor
de un agujero negro de Schwarzschild en el contexto de la teoria de la gravedad arcoiris. Esta
expresion ,en general, depende de cinco pardmetros zga, , = 2ga, »(f(€m), f(€5), 9(€m), g(€5), M),
es decir, que es valida para cualquier RDM propuesta en la literatura con la restriccién de que
las funciones f(e,) y g(€,) cumplan que limpg, /g, o f(En/Ep) = 1y limg, /5,0 9(En/Ep) = 1.

Por otro lado, al haber considerado el caso particular de la relaciéon de dispersién modificada
introducida por Magueijo y Smolin, donde f(e,) = g(€,) = 1/(1 — AE,,/E}p;) (suponiendo X\ = 1).
Pudimos ver el impacto de la funcién f(e,,) en los corrimientos al rojo y al azul de fotones
emitidos en la metrica de Schwazchild modificada al compararlo con las obtenidas en la métrica
de Schwarzschild ordinaria. Esto se hizo mediante sus correspondientes expresiones analiticas y
sus respectivas graficas. El resultado encontrado fue un aumento en los corrimientos al rojo y al
azul de las frecuencias emitidas.

Finalmente mostramos que, al tomar en cuenta las consideraciones anteriores logramos
obtener los pardmetros de la métrica de Schwarzschild modificada totalmente en términos de los
corrimientos al rojo y al azul de fotones que fue el objetivo principal de esta investigacion. Dichos
parametros que quedaron son la masa M y la funcién arcoiris relacionada con la energia total de
la particula masiva f(€.,).

Se espera que el resultado general obtenido de los corrimientos al rojo y al azul de fotones
en la métrica de Schwarzschild modificada sirva de base para la exploracién del efecto en los
corrimientos de fotones de otras relaciones de dispersion (diferentes funciones arcoiris), por
ejemplo [19, 20] que tienen otras motivaciones.
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