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Introduccion

La teorfa de conjuntos es una disciplina matematica que tiene sus origenes en el tltimo tercio del
siglo XIX. Surgié basada en la teoria del ruso Georg Cantor sobre los ordinales y cardinales infinitos,
desarrollandose durante el siglo XX hasta convertirse en una area de investigaciéon matemaética de una gran
complejidad técnica y conceptual. Ahora se le puede ver como fundamento de casi toda la matematica
actual o como la teorfa matemética del infinito. En las dltimas décadas del siglo XX y lo que llevamos del
siglo XXI, la teoria de conjuntos ha experimentado un crecimiento espectacular en ambas direcciones y se
ha dividido en numerosas subareas.

Fue el fil6sofo y mateméatico Bernard Bolzano el primero en tratar de fundamentar el concepto mate-
mético de infinito en su obra Paradojas del infinito, publicada postumamente. En este trabajo, aparece
primera vez de forma intuitiva el término conjunto y aporta ejemplos de correspondencia biunivoca entre
los elementos de un conjunto infinito y de un subconjunto propio del mismo y Bolzano acept6 esto como
algo normal entre los conjuntos infinitos. Esta definicién del infinito fue utilizada més adelante por Cantor
y Dedekind.

La teoria de conjuntos naci6é en diciembre de 1873, cuando Georg Cantor establecié que no hay una
correspondencia biunivoca entre los ntmeros reales y los ntimeros naturales, y en los siguientes anos
desarroll6 una teoria matemaética sobre el infinito. Rechazo la distincion aristotélica entre infinito actual e
infinito potencial, ya que todo infinito potencial presupone la existencia de un infinito actual. Cantor lleg6 a
ver lo finito y lo transfinito como una pieza, igual y conjuntamente comprensible dentro de las matematicas.
En 1904, Ernst Zermelo formulé lo que actualmente se le conoce como el axioma de eleccion y el principio
del buen orden; posteriormente, en 1908, publicé la primera axiomatizaciéon de la teoria de conjuntos.
Zermelo junto al trabajo de otros matematicos tales como Thoralf Skolem, Abraham Fraenkel, John von
Neumann y otros, dieron origen al ahora conocido como el sistema aziomdtico de Zermelo-Fraenkel (ZF).

El objetivo de esta tesis es estudiar las propiedades de la teoria de conjuntos relacionados con la
aritmética. Los nimeros naturales tienen dos usos principales: primero, el contar la cantidad de elementos
de un conjunto; y segundo, de ordenar una cantidad cualquiera de elementos. Estos términos se diferencian
en el lenguaje comin cuando se habla de primero, segundo, tercero...; y de uno, dos, tres... Vamos a
extender estos dos conceptos para conjuntos infinitos y van a ser definidos aqui de manera rigurosa, asi
como también definiremos operaciones de suma, producto y potencia. Sin embargo, para los conjuntos
infinitos no es posible usar un solo tipo de nimeros para el orden y la cantidad de elementos, de modo
que se definiran dos tipos de ntimeros: ordinales y los cardinales. Los ordinales determinan un orden en un
conjunto dado y los cardinales nos dicen cuantos elementos tiene. Cada tipo de niimeros tendra su propia
aritmética y veremos las propiedades que cumplen.

Se ahondaré en especial en la potenciacion cardinal. Es sabido que no es posible saber el valor exacto
de un cardinal de la forma k*, por lo que es necesario agregar un axioma adicional. Desarrollaremos una
teoria mas profunda para saber qué valores puede tener k* suponiendo axiomas adicionales tales como la
hipétesis del continuo y la hipétesis de los cardinales singulares.

Més adelante, partiendo de la aritmética cardinal infinita, se tocan algunas de sus aplicaciones que
tienen que ver con resultados fundamentales de combinatoria. También se estudia muy someramente el
problema de los cardinales grandes al definir algunos de ellos y probar algunos resultados elementales. Los
grandes cardinales son aquellos cuya existencia no se puede probar en ZFE y, por tanto, su existencia debe
considerarse como un axioma adicional de la teoria de conjuntos. La teoria de los cardinales grandes se
desarrolld6 enormemente desde mediados del siglo XX y en la actualidad constituye una de las areas de
mayor importancia.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién vamos a ver algunos resultados bésicos acerca de la teoria de conjuntos que van a ser
necesarios més adelante. Primero introduciremos la lista de estos axiomas y enseguida los resultados més
inmediatos que se deducen de ellos. No hay demostraciones pues este capitulo solo cumple la funcién de
que el trabajo sea autocontenido.

1.1. El sistema axiomatico ZFE

Vamos a enunciar los axiomas establecidos por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel (ZF') para la teoria de
conjuntos y agregando al famoso azioma de eleccion (ZFE).

En este sistema habra dos relaciones € (pertenencia) y = (igualdad). Entonces A € B significa «A
pertenece a B, y A= B quiere decir «A es igual a B». Usaremos := para establecer una igualdad por
definicién. Para formar las proposiciones en ZFE usamos los conectores logicos A, V, =, < y —, asi
como los cuantificadores V y 3. Las formulas —(A € B) y —(A = B) se escribiran como A¢ By A# B
respectivamente.

(Al) Extension. Si A y B son conjuntos, entonces A=B siVr:x € A<=z € B.

(A2) Clasificacion. Si P es una propiedad y A es un conjunto, existe otro conjunto B tal que = € B <
re AN P(x).

Por (A1) tal conjunto B es tinico y lo denotaremos como {xz € A | P(z)}.

Definiciéon 1.1.1. Si P es una proposicion y existe un conjunto A tal que Vz : z € A <= P(x), diremos
que A es el conjunto de todos los = que satisfacen P (por el axioma de extension, A es unico). Si existe
tal conjunto, denotaremos A como {x | P(x)}, y diremos que {z | P(z)} es un conjunto.

(A3) Conjunto vacio. Existe un conjunto () con la siguiente propiedad de que Vz : = ¢ (). Este conjunto
se llama conjunto vacio y se denota por ().

(A4) Par. Si a y b son conjuntos, entonces {z | z =aVz = b} es un conjunto.
(A5) Amalgamacion. Si A es un conjunto, entonces {x | Ja(a € AAz € a)} es un conjunto.

Antes de continuar, definiremos algunos conceptos para que se puedan enunciar de forma més facil los
siguientes axiomas.

Definicion 1.1.2. Sean A, B, R, a y b conjuntos:

1) A es subconjunto de B, denotado por A C B, si Vx:x € A= x € B. Decimos también que B es un
superconjunto de A.
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AUB:={z |z € AV x € B} se llama unidn de Ay B.

ANB:={z |z € A A x € B} se llama interseccion de Ay B.

UA:={z|Jac A:xca} sellama union amalgamada de A.

)
)
4) A\B:={z|z€ ANx¢ B} esla diferencia de Ay B.
)
) N A:={z|VYa€c A:xca} sellama interseccion amalgamada de A.
)

{A, B} :={x |z = AV x = B} se llama pareja no ordenada determinada por A y B. Si A= B deno-
tamos {A} :={A, B} y le llamamos el singular o singulete de A.

) (A, B) :={{A}, {A, B}} se llama pareja ordenada determinada por Ay B.
) dom(A):={z|Jy: (z,y) € A} es el dominio de A.
10) ran(A) :={y |3z : (z, y) € A} es el rango de A.
) R es una relacion si Ve € R:3a:3b:z = (a, b).
)

f es una funcioén si f es una relacion y VaVyVz : ((z, y), (z, 2) € f = y = z). Para decir que dom(f) =
Ay ran(f) C B escribimos f: A — B,y B se llama codominio de f.

13) Para cada a elemento de dom(R), definimos R(a) :=({y | (a, y) € R} llamada la imagen de a res-
pecto a R.

Continuamos con los axiomas:

(A6) Subconjuntos. Si A es un conjunto, entonces P(A) := {a|a C A} es un conjunto. P(A) se le conoce
como el conjunto potencia de A.

Infinitud. Existe un conjunto A tal que @ € A, y bU{b} € A siempre que b € A.

(A7)
(A8) Reemplazo. Si f es una funcion y dom(f) es un conjunto, entonces ran(f) es un conjunto.
(A9) Regularidad Si A es un conjunto donde A # (), entonces existe a € A tal que aNA = ().

)

Eleccion. Si A es un conjunto y Va € A : a # (), entonces existe una funcion f: A — ] A tal que
Vae€ A: f(a) € a.

1.2. Clases

Es razonable preguntarse si dada cualquier propiedad P, siempre va a existir el conjunto de todos
aquellos elementos que cumplen la propiedad P. La respuesta es no, y podemos ver esto con un ejemplo:

Supongamos que 2 := {x | ¢ x} es un conjunto. Se debe cumplir que 2 € Q0 Q ¢ Q. Si ) € Q, entonces
Q¢ Q. Si por el contrario Q2 ¢ €2, entonces Q € Q. Tenemos por lo tanto €2 ¢ Q <= Q ¢ Q. Esto no puede
ocurrir, asi que €2 no es un conjunto.

Aunque no exista un conjunto para cualquier proposiciéon, se puede introducir otro concepto que
intuitivamente se entendera como el de conjunto (una reunién o coleccion de objetos) al que llamamos
clase. Dada cualquier proposicion P vamos a denotar como {z | P(z)} a la clase de todos los conjuntos
que cumplen P. Si C:={z | P(z)} entonces x € C <= P(x) A = es un conjuntos.

Existe otro sistema axiomatico de la teoria de conjuntos en el que se usa el concepto de clase. Este
sistema es el sistema axiomatico de Von Neumann-Bernays-Gddel (NBG). En tal sistema, clase es el
concepto primitivo, y un conjunto se define como una clase que es elemento de alguna otra clase. Ademas
hay también un axioma similar al de clasificaciéon en ZFE:
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NBG2 (clasificacién). Para cualquier proposicién P existe una clase B tal que:
X € B<= P(X) A X es un conjunto.

La clase B se denota por {x | P(z)}.

Hay otra manera de resolver la cuestion de Q :={z |z ¢ z} en NBG. Por el axioma de clasificacion
de NBG, se tiene que x € Q<= (x ¢ A = es un conjunto). Para que Q € Q se tienen que cumplir dos
condiciones. Si §2 es conjunto se genera la misma contradiccion que en ZFE, pero si no lo es, claramente
Q ¢ ) sin que esto implique una contradiccion.

En el desarrollo de la teoria que estamos haciendo vamos a usar el concepto de clase de forma similar
que en NBG. Esto es, dada cualquier proposicion P, llamamos a {x | P(x)A x es un conjunto} clase, al
que se le puede aplicar la relacién de pertenencia. Si denotamos

X :={x | P(x)A\ x es un conjunto},
X se llama clase y x € X si y solo si P(z) y « es un conjunto.

Por ejemplo, definimos U :={x | = es un conjunto}, la clase de todos los conjuntos, y U se llama la
clase universal.

Dos clases son iguales si tienen los mismos elementos. Se definen de forma similar que en conjuntos,
la unién, interseccién, uniéon amalgamada, interseccién amalgamada etc. de clases. Todo conjunto es una
clase, pero no toda clase es un conjunto. Una clase que no es un conjunto se llama clase propia.

1.3. Propiedades basicas

Si Ay B son clases, se definen —A :={z | z ¢ A} llamado el complemento de A, y A\ B:= AN(—B).
Se cumplen las siguientes propiedades con los complementos: —(—A) = A, —(AUB) = (-A)N(—B), —(AN
B)=(-A)U(-B)y An(B\C)=(AnB)\C.

La clase universal y el conjunto vacio cumplen:
—0=U, -U=0,N0=U NU=0,JU=U, D=0y P(U)=U. Para toda clase A, AU(—A)=U,
AN(=A)=0, (AeU < A es un conjunto), AUU=U, ANU=A, )CAyACU.

Teorema 1.3.1. Para cualesquiera clases A, B y C':
a) A=B <= (ACB A BC A).
b) (ACBABCC)=>ACC.
¢) AC B« AUB=B.
d) AC B+ ANB = A.
¢) ACB=(JACUB A NBCNA)
f) AeB=(ACUB A NBCA)
9) U(AUB) = (U A)U(U B)
h) N(AUB) = (N AN(N B)
i) (N A)N(N B) C N(ANB)
Teorema 1.3.2. Si A, B €U, entonces
a) ({A}=A=U{A}.
b) N{A, B} = AnB = J{A, B}.
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Definicion 1.3.1. Para cualesquiera clases R, S, A, B, a:
1) R es una relacion siVa€ R: 3z, yeU :a= (z, y).
2) dom(R):={x|3y: (z,y) € R}.
3) ran(R) := {y |3z : (z,y) € R}.

1) R(@) =iy (a, y) € R}.

5) La composicion de S con R es RoS :={(z,2)|Jy: (z,y) €S A (y, z) € R}.

6) La inversa de R es R~ :={(y, z) | (v, y) € R}.

7) La imagen directa de A respecto a R es R[A]:={y|Jz € A: (z,y) € R}.

)

8) Lai 1magen inversa de A respecto a R es

RYAl={z|FyeA:(y,v) e R} ={x|Tyec A:(z,y) € R}.

9) R es una funcion si R es una relacion y VaVyvz: (z, y), (z,2) e R=—=y = 2.

Observar dom(U) =U =ran(U).
Teorema 1.3.3. Para cualesquiera R, S, T, A, B clases:

a) (RoS)oT = Ro(SoT).

b) Ro(SUT) = (RoS)U(RoT).

¢) Ro(SNT) C (RoS)N(RoT).

d) R[AUB| = R[A]UR]B].

¢) (RoS)[A] = R[S[A]].

f) (RUS)[A] = R[AJUS[A].

g) SiRCS y AC B, entonces R[A] C S[B].

h) Si R es una relacion, dom(R~!) =ran(R) y ran(R~!) = dom(R).

i) Si R es una relacion, (R~1)~1 = R.

j) Si Ry S son relaciones, (RoS)™ =S 1oR™1.

Usaremos la expresion «R : A — B» para decir que dom(R) = A y ran(R) C B.
Definicion 1.3.2. Si f: A — B es una funcién diremos que:

1) f es inyectiva siVe,y € A: f(z) = fly) =z =vy;

2) f es sobreyectiva (o suprayectiva) siVy € B:dx € A: f(z) =vy;

3) f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva.
Teorema 1.3.4. Dadas f y g funciones:

a) f={(x,y)ly=fz)} ={(z, f(x)) |2 € dom(f)};
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b) f es inyectiva si y solo si f~1 es una funcion;
¢c) Si f:A— B yg:B— C, entonces gof: A— C es una funcion;
d) Si f~1 es una funcidn, entonces Vx € dom(f): f~1(f(x)) ==z yVy €ran(f): f(f 1 (y)) =v.
e) f=g siysolosiVrel: f(zr)=g(x);
f) f=g siy solo si Vo € dom(f)Udom(g): f(z) =g(x);
g) f=g siysolo si dom(f)=dom(g) A Vo € dom(f): f(z) = g(x).
Definicion 1.3.3. Si A y B son clases:
1) Se define el producto cartesiano de A y B como Ax B :={(a,b) |a€ A AN b€ B}.
2) AB:={f| f es una funcion con dom(f) = A y ran(f) C B}.

Teorema 1.3.5. Si A y B son conjuntos, entonces Ax B y 4B son conjuntos. Si f es una funcion y su
dominio es un conjunto, entonces f es un conjunto.

Teorema 1.3.6. Sean A y B clases y f: A — B una funcion.
a) Si By, Bo C B, entonces f~'[B1\ Ba] = f~[B1]\ f~}[B2]

b) Si C CP(B), entonces
U CI=UlfdleeCt y fHNCI=N{f " [c€ C}.
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Capitulo 2

Numeros ordinales

El objetivo de este capitulo es estudiar los conjuntos bien ordenados y sus caracteristicas generales.
Especialmente, veremos con mas profundidad un tipo particular de conjuntos bien ordenados llamados
numeros ordinales, los cuales caracterizan a todos los deméas. Basta con estudiar los ordinales para estudiar
a todos los conjuntos bien ordenados. La palabra «ordenado» tiene que ver aqui con darles una posiciéon
a los elementos de un conjunto; asi pues, en un conjunto bien ordenado, habrad un primer elemento, un
segundo elemento, tercer elemento,...

2.1. Buenos 6rdenes

Definicién 2.1.1. Sean R una relaciéon y A una clase.

1) R es una relaciéon en A si RC Ax A.

2) x R-precede a y si (z,y) € R, y se denotara por x R y.
3) R es transitiva siVz,y,z: (x Ry N yRz)=—x Ry.

4) R es refleriva si Vr € dom(R) :z R x.

6) R es antisimétrica siVe,y: (x Ry N yRz) =z =y.

)
)
)
)
5) R es simétrica siVz,y:x Ry=—y Rx.
)
7) R es asimétrica siVz,y:x Ry = —(y Rx).
)

8) R conecta a A si para cualesquiera x, y € A se cumplen una y solo una de las siguientes proposiciones:

rRyoyRxox=uy. Siseda esto, decimos que A tiene la propiedad tricotdmica respecto a R.

9) Dado a € A:
i) a es un elemento R-mazimal de AsiVr € A:x #a=— —(xz R a);

1) a es un elemento R-minimal de AsiVr € A:x#a=—= —(a Rx);
i7i) a es un R-primer elemento de A si Vo € A:x # a = a R x —se denota ming(A)—;

iv) a es un R-iltimo elemento de A si Vo € A:x # a =z R a —se denota méxp(A)—.

10) R bien ordena (o es un buen orden) a (en) A si:
i) R conecta a A,
i1) toda subclase no vacia de A tiene un R-primer elemento;

i7i) para todo x € A, {a € A|a Rx} es un conjunto.
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Si R es un buen orden en A, decimos que (A, R) es una clase (conjunto) bien ordenada o que A es
una clase bien ordenada por R.

Observacion. Supongamos que R es una relacion que conecta a A. Si B C A y a es «<un» R-primer elemento
de B, entonces a es «el inicoy» R-primer elemento de B: en efecto, si a’ es otro R-primer elemento de B
diferente de a, se tendria que aRa’ y o’ Ra, pero R conecta a A. Esto se cumple también para los R-tiltimos
elementos.

Teorema 2.1.1. Si R es una relacion que conecta a A y toda subclase no vacia de A tiene un R-primer
elemento; entonces R es asimétrica y transitiva; y ademds R™' no necesariamente bien ordena a A.

Definiciéon 2.1.2. Si R es un buen orden A, decimos que B es una R-seccion (o R-segmento inicial) de
AsiBCA vy Yu,veA:(uRv N ve B)—u€ B.

Ejemplo. Dado R un buen orden en A, para cualquier cualquier u € A los conjuntos {z € A|xRu} y
{z € A| zRu}U{u} son R-secciones de A. El mismo A es una R-seccion de si misma.

Teorema 2.1.2. Supongamos que R bien ordena a A.
a) Si BC A, entonces R bien ordena a B.
b) Si B y B son R-secciones de A, entonces BC B’ o B’ C B.
c) Si B es una clase de R-secciones de A, entonces |J B y [ B son R-secciones de A

Teorema 2.1.3. Supongamos que < es un buen orden en A. Si B C A, entonces, B es una <-seccion de
A siy solo si existe (un inico) v € A tal que B={be A|b<v}.

Demostracion. Supongamos que B es una <-seccion de A. Tenemos que B C A, es decir, A\ B # (); por
lo cual existe v € A tal que v es el <-primer elemento de A\ B. Vamos a probar que B={bec A|b<v}.
Si b€ B, entonces b# v pues v € A\ B, asi que b<v 0o v <b, pero no puede ocurrir que v < b porque
B es una —<-seccion de A (se tendria que v € B), en consecuencia b < v; por tanto, BC {be A|b<v}.
Ahora, si a € {b€ A|b~< v}, entonces a € Ay a <v, como v es el <-primer elemento de A\ B, se sigue
que a ¢ A\ B, esto es, a¢ A o a€ B, y asi a € B; por consiguiente, {b€ A|b~< v} C B. En conclusion,
B={be A|b<wv}.

Ahora, supongamos que existe vg € A tal que B={b€ A|b<vg}. Claramente, BC A. Si u, w € A
tales que u < w y w € B, entonces u < w y w < vy, luego, del teorema 2.1.1, se cumple que u < vg y asi
u € B. Por tanto, B es una <-secciéon de A.

Por otra parte, si u, v’ € A cumplen que B={be A|b<u}={be A|b<u'}, entonces Vb€ A:b<
u <= b < u'. Aplicando esto para b=uy b=u': si v’ < u, se tiene v’ < u'; y si u </, resulta que u < u;
pero < conecta A, de tal forma que ninguno de los dos casos pueden ocurrir. Por ende, u = u’. F

Definicién 2.1.3. Si R es un buen orden en A denotamos 7 := {y € A | y R z} al que llamamos el conjunto
de los R-predecesores de x.

Como vimos en el teorema anterior, T es una R-secciéon de A, y toda R-seccion se puede expresar de
la forma Z para algtn 2 € A. Por definicién de buen orden, para toda x € A, T es un conjunto.

Teorema 2.1.4 (Principio de induccion transfinita). Supongamos que A es una clase bien ordenada por
R. Si BC A y se cumple que Vx € A: T C B=— x € B, entonces A= B.

Demostracion. Si B C A, se tiene que A\ B # (). Sea = el R-primer elemento de A\ B; entonces Vy € T :
y € B; es decir, ¥ C B; luego, por hipotesis, « € B, lo cual no es posible ya que x € A\ B. Por lo tanto,
A=B. ¥
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Teorema 2.1.5 (Principio de induccién transfinita, 2% version). Supongamos que A es una clase bien
ordenada por <. Si P es una proposicion que depende de los elementos de A y cumple que Vx € A: (Yy €
z: P(y)) = P(z); entonces Vx € A: P(x).

Demostracion. Sea B:={x € A| P(x)}. Si x € A es tal que T C B, entonces Yy € T :y € B, asi que Yy €
T:y € P(x) y asi, por hipotesis, P(z). En conclusion, Vz € A: 2 C B = x € B, luego, por el teorema
anterior, A= B, y con ello Vx € A: P(x). ¥

2.2. Ordinales

Definiciéon 2.2.1. 1) Una clase A es llenasi Va€ A:a C A.
2) « es un ordinal si « es llena y la relacion de pertenencia € conecta a a.
Teorema 2.2.1. a) Si« es un ordinal, AC o y A es llena, entonces A € a.
b) Si o es un ordinal, entonces € bien ordena a .

Demostracion. a) Siu,v€ Ay pu€v,entonces u € vy v C A, luego i € A; lo anterior implica que A es
una €-seccion de a. Ahora, por el teorema 2.1.3, existe £ € a de tal forma que A={vea|vel}.
Evidentemente, A C £. Si z € £, como « es llena, resulta que x € o, en consecuencia, x € {v € a| v €
¢} = A; por ende, £ C A. Concluimos que A =¢ € a.

b) Por definicién de ordinal, la relacién de pertenencia conecta a a. Si B un subconjunto no vacio de
a, por el axioma de reemplazo existe v € B tal que vN B = (J; luego, para todo b € B, b ¢ B; esto es,
Vbe B:vebV v=b;en consecuencia, Vb € B\ {v} : v € b; asi, v es el minimo de B. Ahora sea z € «,
entonces {b € o | b€ x} C « pues x ¢ x; ademas, por el teorema 2.1.1, € es transitiva en «, de modo
que si V' € {be a|bex}, para cada y €V, se tiene y € x; esto es, b’ C {b€ a | b€ x}; aplicando el
inciso anterior, obtenemos que {b € a | b € 2} € a, lo que implica que {b € a| b € x} es un conjunto.
Por tanto, € bien ordena a «a. i

Teorema 2.2.2. a) Si«a y 8 son ordinales, entonces « C 3 0o 5 C a.

b) Para cualesquiera o y B ordinales, se cumplen una y solo una de las siguientes propiedades: o € 3,
Beaoa=4.

c¢) Todo elemento de un ordinal es un ordinal.
d) Toda €-seccion de un ordinal es un ordinal.

Demostracion.  a) Probaremos que aNf =« o aNf = F; y esto nos llevard a que « C 5 o f C a. Ob-
viamente aNB C a 'y aNP C B. Supongamos que aNB C ay anNB C S. Como « y B son ordinales,
entonces o y 3 son llenas, de lo cual aNf es llena; por consiguiente, por el teorema anterior a),
anNpfeay anNP € B, en consecuencia, aNf € aNP. Esto dltimo no puede ocurrir, por lo tanto
aCpopCa

b) Sifeay a=0, entonces a €a. Sia €y a=[3, entonces €. Sia€efy BEa, comoay
son llenas, se tiene que « C By B C «, luego a =3, y con ello a € a. No pueden ocurrir dos de las
condiciones al mismo tiempo, esto es, solo una de ellas puede ocurrir.

Ahora, por el inciso a): a Cf o fCa. SiaC By fCa, entonces a=p.SiaC By BZ a, por el
teorema anterior a), a« € 8. St a« € 8y 8 C a, por el lema anterior, § € . Por tanto, alguna de las
tres siempre tiene que ocurrir.
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¢) Sean « un ordinal y A € . Tenemos que A C a pues « es llena, de lo cual se deduce que € conecta
a A. Para ver que A es llena, recordar primero que por el teorema 2.2.1, la relaciéon € bien ordena
a «; asi que, por teorema 2.1.1, € es transitiva en «. Teniendo esto en cuenta y que A C «, se tiene
que dado y € A: si x € y, entonces z € y € A, por consiguiente, x € A (note que x € a porque « es
llena: y € A C «, por lo cual y € a y asi y C a); por lo cual y C A. Por lo tanto, A es un ordinal.

d) Si A es una €-seccion de un ordinal « tal que A # «, por el teorema 2.1.3, tenemos que existe v € « tal
que A={u€a|u€ev};comor Ca,entonces A={u€a|uecv}={u|u€vr}=rv;en consecuencia,
A=v € a; y asi, por el inciso anterior, A es un ordinal. i

De aqui en adelante vamos a denotar como R a la clase de todos los ordinales, esto significa que
R :={a| « es un ordinal}.

La clase de los ordinales R también cumple la definicién de ordinal —asi, € es un buen orden en R—,
pero no puede ocurrir que R € R. Asi pues, R es él tinico ordinal que no es un conjunto: si a y 3 son
ordinales cualesquiera y ambos no son conjuntos; por el teorema anterior, o € 3, 5 € a 0 = [3; pero si
« € B, implicaria que « es un conjunto; y si 8 € a, entonces [ serfa un conjunto; por tanto a = . Los
ordinales que son conjuntos les llamaremos también nimeros ordinales.

Definicion 2.2.2. Dados « y S un ordinales:
1) denotaremos a < 8 0 > a, cuando a € 3;
2) denotaremos a < 3 0 5> «, cuando (a = V a € ().

Recordemos que R es un ordinal; por lo cual, para todo ordinal o, « < R; y para todo ntimero ordinal
a, a <R.

Definicion 2.2.3. Dado A una clase de ordinales y « un ordinal:
1) « es una cota superior de AsiVEé € A: ¢ <a.
2) « es el minimo de A, denotado como min(A), si « es el <-primer elemento de A.

3) « es el supremo de A si « es una cota superior de A y « es el minimo de la clase de todas las cotas
superiores de A. El supremo de A se denota como sup(A).

4) Si AC B CR diremos que A estd acotada (superiormente) en B si existe 8 € B tal que [ es una
cota superior de A.

Observacion. A no es acotada en B, siVBe B:dac A: < a.

Teorema 2.2.3. a) Sia, f€R, entonces a < f <= a C .
b) SiaeR, entonces a={ € R|E<al.
c) Si ACR, entonces |J A es un ordinal y|J A=sup A; si ademds A €U, claramente A € R.
d) SiACR y A#0D, entonces(VAER y () A=min A.

Demostracion.  a) Si a < f3, entonces a = o a € 3, luego a« = o a C B pues S es llena, con lo cual
aCB.SiaC g entoncesa=50oaCf.

b) Claramente, o = {£ | £ € a}; ademaés, todo elemento de un ordinal es un ordinal, en consecuencia

a={{[{ca}={{eR[{ca}={{eR|{<a}.
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c) SizelJ A, existe y € A tal que z €y, luego x Cy CJ A y, por consiguiente, z C |J A; por tanto,
|J A es llena. Como vimos, todo elemento de un ordinal es un ordinal, por lo cual, todo elemento de
J A es un ordinal y, por el teorema 2.2.2 b), € conecta a |J A. En conclusion, | J A es un ordinal.

Finalmente, veamos que | J A =sup A. Si y € A, entonces y es un ordinal y y C |J A, o sea, y <|J 4;
consiguientemente, | J A es una cota superior de A. Si « es una cota superior de A: para cadaz € |J A,
hay uny € A tal que x € y, luegoy < ay, asi, x € y C «; entonces | J A C «; en consecuencia, | J A < a.
Por lo tanto, | J A =sup A.

d) Como A # ), existe o :=min(A), estoes, a € AyVr e A:a <z Six€q, para cada y € A se tiene
que < a<yy,conellox€y; en resumen, si x € «, entonces Vy € A:x €y, esto es, x € ﬂ A; por
ende, « T A. Si z €() A, entonces Yy € A:x €y, en particular, como o € A, x € a; por tanto
() A C a. Por lo tanto, [ A=a=min(A4), y asi [) A€ R. ¥

2.2.1. Induccién transfinita

Definiciéon 2.2.4. Dado cualquier ordinal «, definimos su sucesor como S(«) := aU{a}.
Teorema 2.2.4. Para todo a € R:

a) S(a) €R;

b) no existe B € R tal que a < f < S(av);

c) S(a) es el <-primer elemento del conjunto {£ € R | £ > a}.

d) U S(a)=oa.

Demostracion.  a) Si z € S(a), entonces € @ 0 x =, luego  C a pues « es llena, en consecuencia,
x CaCaU{a} =S(a); por tanto S(«) es llena. Del teorema 2.2.2 c), todo elemento de S(a) es un
ordinal, asi que por el mismo teorema, inciso b), la relacion € conecta a S(«). Asi, S(a) es un ordinal
y es conjunto porque la unién de conjuntos es un conjunto, por lo cual S(«) € R.

b) Si B < S(«), entonces € aU{a}, es decir, B € a 0 B = a, esto es, § < a. Por tanto, si hubiera g tal
que o < < S(@), se tendria que a < 5y B < a, lo cual no es posible.

c) Claramente S(«) pertenece a {£ € R |&>a}, y si S(a) no es el minimo de tal conjunto, existe
ye{€eR|&>a} tal que y < S(w), luego a <y < S(a) lo cual contradice el inciso b). Por tanto,
S(a) =min{é e R | £ > a}.

d) U S(e) =U(eu{a})=(Ua)u(U{e}) = (U a)Ua. Siz € o, entonces x € § para algin 6 € a,
luego x € 0 C «; por tanto, | J a C a. Por esta tltima contencion y por la serie de igualdades escritas
al principio de este inciso, se sigue que |J S(a) = (|J a)Ua =« ¥

Claramente ) es un numero ordinal, de modo que S((}) es también un nimero ordinal, S(S(0)) es un
ordinal, y asi sucesivamente. Vamos a denotar: 0:=0, 1:=5(0), 2:=S5(1), 3:=5(2), 4:=5(3)...

Corolario 2.2.5. Para cualesquiera o, 8 € R.:
a) st S(a) = S(p), entonces o= B;
b) si v < S(B), entonces a < B;

c) si a<f, entonces S(a) < 5.
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Definicion 2.2.5. 1) Un ordinal « es un ordinal sucesor si existe 5 € R tal que a = S(f).

2) Todo ordinal que no es un ordinal sucesor ni es el 0 se llama ordinal limite. Denotamos como Lim
a la clase de los ordinales limites.

Se observa claramente que todo ordinal tiene que ser necesariamente, o un ordinal limite o un ordinal
sucesor o es el 0.

Teorema 2.2.6. Para cada ordinal o, las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) « es un ordinal limite;
(ii)) a#0 yVBeR: f<a=S5(B) <a;

(1)) o #0 y a=sup(a) =] a.

Demostracion. (i) = (i1). Supongamos que « es un ordinal limite. Si S € R y f < «, entonces S(f) < «
—por el teorema 2.2.4 ¢)—, pero S(f3) # «, por lo cual S(8) < a.

(74) = (413). Supongamos que VS € R: f < a = S(f) < a. Visto « primero como un ordinal y luego
como conjunto, se observa que « es una cota superior de a ={¢ | ¢ < a}, asi que |J o =sup(a) < av. Si
sup(a) < a, entonces sup(a) < S(sup(a)) < a (por hipotesis); dicho de otro modo, sup(a)<f y f €«
donde [ := S(sup(«)); de esta manera, sup(a) < y S <sup(«) lo cual no puede ocurrir. Por tanto,
sup(a) = « (ya se sabe que sup(a) = «).

(#i7) = (7). Demostraremos esta implicacion por contrarreciproca. Si « no es un ordinal limite y « # 0,
a = S(B) para algin 8 € R, luego, por el teorema 2.2.4 d), |Ja=J S(B)=8< S(B) =«a. ¥

Teorema 2.2.7 (Principio de induccién transfinita). Si A CR cumple que Va € R: (a C A= a € A),
entonces A="TR.

Demostracion. Sabemos que (R, <) es una clase bien ordenada. Por el teorema 2.1.4, se cumple que si
VaeR:(a@aC A= ac A), entonces R = A, donde @ es el conjunto de los <-predecesores estrictos de «;
y por el teorema 2.2.3 b), a = «. ¥

De aqui en adelante, PIT sera sinénimo de Principio de induccion transfinita.

Teorema 2.2.8 (Segunda version del PIT). Si P es una propiedad que cumple que para todo o € R,
(VB <a:P(B)) = P(a), entonces Vo € R: P(a).

Demostracion. Poniendo A :={a € R | P(«)}, se cumple que Vo € R : (« € A = « € A), en consecuencia,
por el PIT, A="R, es decir, Va € R : P(«). ¥

De acuerdo al teorema 2.1.5, el principio de induccién transfinita se cumple para cualquier clase bien
ordenada. En particular, todo ordinal es una clase bien ordenada, de modo que se puede aplicar el principio
de induccion transfinita restringido a un ntmero ordinal:

Teorema 2.2.9 (Principio de induccion transfinita restringido). Si 5 € R\{0} y P es una proposicion
que cumple que para ¥y < 3 : (V€ <v: P(§)) = P(v); entonces ¥y € 5 : P(y).

Demostracion. Se sigue del teorema 2.1.5 y del hecho de que a = a. i
Teorema 2.2.10 (Tercera version de PIT). Si P es una proposicion que cumple:

i) P(0);

it) Va € R: P(a) = P(S(a));
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iii) Ya € Lim: (VB < a: P(B)) = P(«a);
entonces, Va € R : P(a).

Demostracion. Pongamos A :={a € R | P(a)}. Nuestro objetivo es probar que Va € R: (« C A= a € A),
para usar el PIT. Sea a un nimero ordinal tal que oo C A:

i) Si a =0, claramente o € A.

ii) Si « es un ordinal sucesor, es decir, S(f) = a donde 8 € R, entonces § € a C A; luego 5 € A, asi que
P(3); por la hipotesis ii), P(S(8)) es verdadera; en consecuencia, « = S(f) € A

iii) Si « es un ordinal limite diferente, como o C A, entonces V3 < a.: f € A, esto significa que V3 < a:
P(p), luego, por la hipotesis iii), P(«) es verdadera y, con ello a € A.

En resumen, Va e R:a C A= a € A, asi que por el PIT, A="TR, esto es, Va € R : P(«). i

Similarmente, se puede definir una version restringida a un ntimero ordinal de esta tercera version del
principio de induccién transfinita; ademéas, podemos empezar la induccién a partir de un nimero ordinal
a # 0 en adelante.

2.2.2. Numeros naturales

Definicion 2.2.6. 1) « es un natural, o numero natural, si @ es un ordinal y todo subconjunto no
vacio de « tiene <-dltimo elemento.

2) Si A C R, denotamos como max(A) al <-altimo elemento de A (en caso de que exista) y le llamamos
mdzimo de A.

3) w:={a|a es un natural}.
Teorema 2.2.11.  a) Todo elemento de un natural es un natural.

b) Sife€R ya=max(f), entonces f = S(a). Si a es un ordinal sucesor, entonces o tiene un mdzrimo
y a=S(max(a)).

¢) Para todo natural n diferente de 0, existe un natural m tal que n = S(m).

Demostracion.  a) Sea n un namero natural. Si m € n, por el teorema 2.2.2 b), m es un ordinal; y si
B Cm con B # (), entonces B C n, pues n es llena, en consecuencia, B tiene un méaximo. Por tanto
m es un natural.

b) Como o = méax(/3), entonces a € 3, por lo cual, S(«a) < 8 —por corolario 2.2.5 ¢)—. Si S(a) < S,

como a = méx(/3), entonces S(a) < «, lo cual no es posible porque ya sabemos que o < S(a). Por lo
tanto, 8 = S(«).

¢) Si n es un natural diferente de 0; por definicion de natural, existe m = méx(n); por el inciso b),
n=S(m), y por el inciso a), m es un natural. ¥
Teorema 2.2.12 (Axiomas de Peano). (P1) 0 € w.
(P2) Sin € w, entonces S(n) € w.
(P3) ¥new:S(n)#0.
(P4) Sin,mewyS(n)=S(m), entonces n=m.
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(P5) (Principio de induccion matemdtica, PIM) Si A Cw cumple:
(1) 0 € A;
(ii)) Vnew:(ne A= S(n) € A);
entonces A = w.

Demostracion. P1) Claramente 0 un numero natural.

P2) Sin € w, entonces n € R, asi que S(n) € R. Si A C S(n) con A # (), tendremos que A C nU{n}, por
ello, ACnone A:si ACmn, es claro que existe méx(A); si n € A, entonces méx(A) = n. Por tanto,
S(n) € w.

P3) Sin €w, entonces S(n) =nU{n}, asi que n € S(n) y, con ello, S(n) # 0.
P4) Sin,mewy S(n)=S(m), por el corolario 2.2.4 d), n=J S(n) =J S(m) =m.

P5) Sea A un subconjunto de w que cumple las propiedades (i) y (ii). Supongamos que A C w, entonces
0 #w\ACR, por lo que existe ng :=min(w\A). Como 0 € A y ng €w\ A4, se tiene que ny # 0, de
modo que por el teorema 2.2.11 c¢), existe m € w tal que ng = S(m), en consecuencia, m < ng =
min(w\ A), con lo cual m ¢ w\ A y asi m € A; pero la propiedad (i7) implica que S(m) € A, esto es,
ng € A. Por tanto, A = w. f

Corolario 2.2.13. w es un nidmero ordinal, pero no es un nimero natural.

Demostracion. Por el axioma de infinitud, existe un conjunto B tal que 0 € By Vb € B : bU{b} € B. Luego
entonces, 0 € BNw, y Vn € w: (n € BNw = 5(n) € BNw). Por el principio de induccién matematica,
BNw =uw, asi que w C B, y con ello w es un conjunto.

Como w C R, claramente < conecta a w. Por el teorema 2.2.11 a): si n € w, entonces n C w; es decir,
w es llena. Por tanto, w es un ordinal, y dado que w € U, se sigue que w € R.

w no es un natural, pues de lo contrario w € w. ¥

2.2.3. Recurrencia transfinita

Definicion 2.2.7. Si f es una relaciéon y A es una clase se define la restriccion de f a A como
fla == fN(AxU). Se usa también la notacion f [ A.

Lema 2.2.14. Bajo el supuesto de que f y h sean funciones, y A una clase, se cumple lo siguiente:
a) fla es una funcion;
b) dom(fi) = ANdom(f);
¢) Vo € dom(fia) : fial) = f(x);
d) si ademds Vo € A: f(x) = h(x), entonces fla = hya.
Demostracion.  a) f|a es una funcién porque fi4 C f.

b) Sabemos que (x, y) € f siy solo si x € dom(f) y y = f(z). Entonces:
dom(fija) ={z|Jy:(z,y) € flat ={z|Jy: (z,y) € fA(z,y) € AxU}
={z|(z, f(x)) € fA(z, f(x)) e AxU} ={z |z € dom(f)Ax € A} = dom(f)NA.

c¢) Si z € dom(f|4), entonces (v, fla(x)) € fla, y como fi4 C f, se sigue que (z, fia(z)) € f, de lo cual
concluimos que f(x) = fla(x).
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d) Si (z,y) € fla, entonces x € dom(fj4) = ANdom(f), con lo cual h(z)= f(z); por el inciso c) y la
hipétesis de este, obtenemos que y = fj4(x) = f(x) = h(z), por consiguiente (z, y) € h; y como x € 4,
se sigue que (z,y) € hi4. Por tanto fj4 C 4. Similarmente, se prueba que k4 C fi4 y, con ello,
Jla=hja. $

Definiciéon 2.2.8. Una funcion f es g-inductiva (donde g es una clase cualquiera) si:

(1) dom(f) es un ordinal;

(4i) para todo o € dom(f), f(a) = g(fja)-

Recordar que dada cualquier clase g y cualquier otra clase a, g(a):=({y|(a, y) € g}; si se da el
caso de que {y | (a,y) € g} =0, entonces g(a) =U. En particular, cuando g es una funcion, se tiene que
Vo ¢ dom(g) : g(x) =U.

Lema 2.2.15. Si f y h son g-inductivas, entonces f Ch o h C f.

Demostracion. Al ser fy h funciones g-inductivas, sus dominios son ordinales, entonces dom(f) C dom(h)
o dom(h) C dom(f). Sin pérdida de generalidad supongamos que dom(f) C dom(h). Veamos que f C h.
Sea A:={¢ edom(f)| f(&) #h(§)}. St A#0, existe a :=min(A); luego o € dom(f) y VE < av: £ ¢ A; asi
que a« Cdom(f) y V€ < a:& ¢ A; en consecuencia, a Cdom(f) y V§ < a: f(§) = h(£); por consiguiente,
fla = hja, donde a € dom(f) C dom(h); asi, como f y h son g-inductivas, f(a) = g(fja) = g(hja) = h(a);
pero esto no puede ocurrir porque « € A. Por tanto, A =0, asi que V5 € dom(f) C dom(h) : f(5) = h(B)
y, con ello f C h. ¥

El lema que acabamos de probar implica que si f y h son g-inductivas, entonces fUhR es g-inductiva;
porque de f C h se sigue que fUh = h, e igualmente fUh = f cuando h C f. Esto se puede generalizar
para la unién amalgamada de funciones g-inductivas:

Lema 2.2.16. Si A es una clase de funciones g-inductivas, entonces |J A es una funcion g-inductiva.

Demostracion. Pongamos f:=[] A.

Si(z,y), (x, z) € f, existen h, i € A tales que (z, y) € hy (x, z) € i. Por el lema anterior, h Ci 04 C h,
entonces (z, y), (z, z2) € h o (z,y), (x, z) €1y, como h e i son funciones se sigue que y = z. Por tanto | J A
es una funcion.

Veamos que dom(f) es un ordinal. Si z € dom(f), entonces (z, f(x)) € f, por lo que existe h € A tal
que (z, f(x)) € h, luego = € dom(h); y si z € dom(h) donde h € A, claramente (x, h(z)) € f, con lo cual,
z € dom(f). Por tanto, dom(f) = J{dom(h) | h € A}. Puesto que el dominio de toda funcién g-inductiva
es un ordinal, del teorema 2.2.3 c¢), se tiene que dom(f) es un ordinal.

Resta verificar la segunda propiedad de las funciones g-inductivas. Si o € dom(f), entonces (o, f(«)) €
f, por lo cual, (o, f(a)) € h para alguna h € A y de lo que se sigue que o € dom(h). Como hC|JA=f
y a € dom(f)Ndom(h), tenemos que V¢ € a: f(&§) = h(§) —incluso, f(a)=h(a)—, de modo que por el
lema 2.2.14 d), fio = hjo. Ahora, h es g-inductiva, por lo que cumple que h(a) = g(h,) ¥, por consiguiente,
fla) = h(a) = g(hja) = 9(fia)-

Por lo tanto, f =(J A es una funcion g-inductiva. F

Teorema 2.2.17 (Principio de definicién por recurrencia). Si g es una clase, entonces existe una unica
funcion f tal que dom(f) es un ordinal y Va € R : f(a) = g(f|a)-

Demostracion. Sea f:=|J{h|h es una funcion g-inductiva}.
Por el lema anterior, f es una funcién g-inductiva, esto es, dom(f) es un ordinal y Vo € dom(f):
f(a) = g(f|a)- Resta comprobar que Voo € R\dom(f): f(a) = g(fia)-
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Si o€ R\dom(f), entonces f(a)=U; de modo que tenemos que comprobar que g(fi,) =U . Es-
to se obtendria si f, ¢ dom(g). Supongamos, por contradicciéon, que fj, € dom(g). De a € R\dom(f)
y de la propiedad tricotomica de los ordinales se sigue que dom(f) < a, luego dom(f) C e y, con ello,
f = fia- Asi, tenemos que f = f, € dom(g), lo cual implica que f y g(f) son conjuntos. Pongamos f’:=
fU{(dom(f), g(f))}; como dom(f) ¢ dom(f), se sigue que f’ es una funcion. Ahora vamos a probar que f
es g-inductiva. En primer lugar, dom(f’) = dom(f)U{dom(f)} = S(dom(f)) € R. Dado a € dom(f’), te-
nemos « € dom(f) o « = dom(f) —es decir, « < dom(f)—: si @ € dom(f), f'(«) = f(«); y si @ = dom(f),
f'(a) = g(f). Por consiguiente, si o € dom(f’), para cada & € « se tiene f'(£) = f(£), de lo cual, usando el
lema 2.2.14 d), f|’a = fla- Por consiguiente, para cada o € dom(f): si @ € dom(f), entonces f'(a) = f(a) =
9(fla) = g(f"a) —recordar que f es g-inductiva—; si a = dom(f), entonces f'(a) = g(f) = g(fja) = g(f"a)
—recordar que f = fj,—. Por tanto, f' es una funcién g-inductiva, en consecuencia, f’ C f por defi-
nicion de f, o sea, f'= fU{(dom(f), g(f))} C f, de este modo, (dom(f), g(f)) € f y, en consecuencia,
dom(f) € dom(f), lo cual no es posible.

Asi, nuestra suposicion de que f, € dom(g) cuando o € R\dom(f) es falsa, por ende, f(a) =U =
9(fia) si @ € R\ dom(f).

Finalmente, probemos la unicidad de f. Supongamos que f y h son dos funciones como lo pide este
teorema. Como dom(f) y dom(h) son ordinales, se tiene que dom(f) C dom(h) o dom(h) C dom(f); en con-
secuencia, dom(f)Udom(h) = dom(f) o dom(f)Udom(h) = dom(h); lo cual significa que dom(f)Udom(h)
es un ordinal. Sea C':={{ € dom(f)Udom(h) | f(&) # h(§)}. Si C # 0, existe o := min(C), entonces V¢ €
a: f(§) =h(), por lo cual f|, = h|, y, consiguientemente, f(a)=g(fjo) = g(hjo) = h(a), pero esto con-
tradice el hecho de que a € C. Por ende, C' = () o, mejor dicho, Vz € dom(h)Udom(f) : f(x) = h(zx); por lo
que concluimos que f = h. ¥

2.3. Caracterizacion de los conjuntos bien ordenados

En esta seccidén veremos las relaciones y caracteristicas similares entre los distintos conjuntos bien
ordenadas, y en especial la relaciones de los ordinales y los demés conjuntos bien ordenados.

Definicién 2.3.1. Supongamos (A, <) y (B, ) son clases bien ordenadas. Una funciéon f: A — B es
<-3 preservadora de orden (o un <-<3 homomorfismo) siVz,y € A:x <y = f(z) 3 f(y).

Teorema 2.3.1. Supongamos que < es un buen orden en A, y denotemos x <y V x =y como x 3y. Si
B es una <-seccion de A y f: B — A es <-< preservadora de orden, entonces Vx € B:x =< f(x).

Demostracion. Bastara probar que C:={x € B| f(z) <z} =0. Si C #0; existe z € C tal que z es el
<-primer elemento de C, entonces z € B y f(z) <z, luego f(z) € B (pues B es una —<-seccion), por
consiguiente, f(f(x)) < f(x) y, con ello, f(z) € C; pero, de f(x) < x se sigue que f(x) ¢ C, ya que x es el
<-primer elemento de C (una contradiccion). Por tanto, {z € B | f(z) <z} =0. ¥

Teorema 2.3.2. Si f es <-3 preservadora de orden, entonces f es inyectiva y Y,y € dom(f): f(x) 3
f(y) = = <y. Por tanto, Vx,y € dom(f):x <y <= f(x) 3 f(y).

Demostracion. Si x, y € dom(f) tales que f(x) = f(y), como < bien ordena a dom(f), resulta que x =y,
x <y oy=<xsiz<y,seobtendria que f(z) <3 f(y); y si y < z, se tendria que f(y) 3 f(z); pero ninguno
de estos casos puede ocurrir pues f(x) = f(y); en consecuencia, = y. Por tanto, f es inyectiva.
Supongamos que z, y € dom(f) de tal modo que f(z) < f(y), entonces =y, <y o y < x, pues <
bien ordena a dom(f). Si x =y, resulta que f(x) = f(y); si y <z, en ese caso f(y) 3 f(x) pues f preserva
el orden; pero estos dos casos contradicen la suposicion inicial de f(z) < f(y). Por ende, x < y. f
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Definicion 2.3.2. Supongamos que R bien ordena a A y S bien ordena a B. Decimos que f una funcion
R-S preservadora de orden en A y B si f es una funcion R-S preservadora de orden, dom(f) es una
R-seccion de A y ran(f) es una S-seccion de B.

Lema 2.3.3. Supongamos que R bien ordena a A y S bien ordena a B. Si f y g son funciones R-S
preservadoras de orden en A y B, entonces f Cg o gC f.

Demostracion. Como dom(f) y dom(g) son R-secciones de A, por el teorema 2.1.2 b), dom(f) C dom(g)
o dom(g) C dom(f).

Supongamos que dom(f) C dom(g). Sea C:={z € dom(f) | f(z)#g(x)}. Si C #0; existe u€ A el
R-primer elemento de C; por lo cual, u € dom(f), f(u) #g(u) y Vy € A: yRu = f(y) = g(y). Ademas,
como S conecta a B, f(u) =g(u) o f(u)Sg(u) o g(u)Sf(u). El primer caso, f(u)= g(u), es falso porque
ueC.Si f(u)Sg(u), como ran(g) es una S-seccion de B, tendremos que f(u) € ran(g), luego f(u) = g(w)
para algin w € dom(g), lo cual nos lleva a que g(w)Sg(u), entonces wRu; esto ultimo nos dice que w €
dom(f) pues dom(f) es una R-seccion de A, y también w ¢ C pues u es el R- primer elemento de C,
en consecuencia f(w) = g(w) = f(u), y asi, w = u; lo contradice nuestro resultado previo de que wRu. Si
ahora g(u)Sf(u) € ran(f), de forma similar al caso anterior, g(u) € ran(f), por lo cual g(u) = f(w) para
algin w € dom(f), luego f(w)Sf(u) y, asi wRu; pero entonces obtenemos que w ¢ C'y w € dom(f), por
consiguiente g(u) = f(w) = g(w) y, con ello u=w. Acabamos de obtener que ninguno de los tres casos
—f(u)=g(u), f(u)Sg(u) o g(u)Sf(u)— puede ocurrir. Por ende, C'={z € dom(f) | f(z) # g(x)} = 0.
Consiguientemente, Vz € dom(f) : f(x) = g(x) y, por ello, f = f| dom(f) = 9| dom(s)  9-

Anélogamente, si dom(g) € dom(f), entonces g C f. ¥

Lema 2.3.4. Supongamos que R es un buen orden en A y S es un buen orden en B. Si A es una clase
de funciones R-S preservadoras de orden en A y B, entonces |J A es una funcion R-S preservadora de
orden en A y B.

Demostracion. Pongamos f:=]J A.

En primer lugar, veamos que f es una funcion. Si (z, y), (x, 3/) € f, existen g, h € A tales que (x, y) €
gy (x,y') €h; por el lema anterior, g Ch o h C g, entonces gUh C g o gUh C h; asi que, gUh € A y
(x,9), (z,y") € gUh, lo cual implica que y =y’ pues gUh es una funcion.

En segundo lugar, veamos que dom(f) es una R-seccion de A y ran(f) es una S-seccion de B. Como

=J A4, se verifica que dom(f) = J{dom(g) | g € A} y ran(f) = J{ran(g) | g € A}, luego, por el teorema
2.1.2 ¢), se obtiene el resultado deseado.

Finalmente, probemos que f es R-S preservadora de orden. Si z, y € dom(f) cumplen que xRy, en-
tonces existen g, h € A de tal modo que (z, f(z)) €g vy (y, f(y)) € h. Por el lema anterior, g Ch o h Cg.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que g C h. Asi, (z, f(x)), (y, f(y)) € h C f, lo cual implica que
f(z)="h(z) y f(y) =h(y); ademéas, como xRy y h es R-S preservadora de orden, h(x)Sh(y); en conse-

cuencia, f(z)Sf(y). ¥

Teorema 2.3.5. Supongamos que A y B son clases. Si R bien ordena a A y S bien ordena a B, existe
una dnica funcion f que es R-S preservadora de orden en A y B tal que dom(f) = A o ran(f) = B.

Demostracion. Sean D :={g | g es una funcion R-S preservadora de orden en A y B}y f:=J D.

Por el lema 2.3.4, f es una funcién R-S preservadora de orden en Ay B.

Supongamos que dom(f) C A y ran(f) C B. Como dom(f) y ran(f) son R y S secciones de A y B
respectivamente, por el teorema 2.1.3, existen u € A y v € B tales que dom(f) = {z € A| zRu} y ran(f) =
{y € B|ySv} —notar que u ¢ dom(f) y v ¢ ran(f)—. Definimos [’ := fU{(u, v)}; f" es una funcion, pues
u ¢ dom(f). Esta funcion cumple:

1) dom(f’) =dom(f)U{u} ={z € A|zRu}U{u};
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2) ran(f’) =ran(f)U{v} ={y € B|ySv}u{v};

3) f'(u) =v, y Vo € dom(f)\{u}: f'(z) = f(x).
Lo anterior implica que dom(f’) es una R-seccion de A y ran(f’) es una S-seccion de B. Ademaés, si
z,y € dom(f’) donde xRy, entonces y € dom(f) o y=u: si y € dom(f), tendriamos que x, y € dom(f),
por lo cual f'(x) = f(2)Sf(y) = f'(y); y siy = u, en ese caso x € dom(f), y conello f/(z) = f(z)Sv = f'(y).
Por lo tanto, f’ es una funciéon R-S preservadora de orden en A y B. Recordar también que los segmentos
iniciales son siempre conjuntos, consiguientemente, dom(f’) y ran(f’) son conjuntos, con lo cual f’ es un
conjunto. Lo anterior implica que f' € D y asi f' C|J D = f; luego entonces (u, v) € f ya que (u, v) € f';
pero esto no puede ocurrir dada la eleccion de u y de v. Por ende, nuestra suposicion inicial, dom(f) C A
y ran(f) C B, es falsa.

Para la unicidad, supongamos que f y h son funciones R-S preservadora de orden en A y B tales que
dom(f) = A oran(f) =B, y dom(h) = A o ran(h) = B. Por el lema 2.3.3, f Ch o h C f. Sin pérdida de
generalidad asumamos que f C h. Tenemos dos casos:

i) Si dom(f)= A, entonces dom(h)C dom(f). Si (z,y) € h, resulta que x € dom(h), de modo que

x € dom(f), luego existe z tal que (z, z) € f, en consecuencia, (x, z), (z, y) € h, lo cual implica que
y==zyasi (z,y) € f. Por tanto, h C f, y con ello f = h.

ii) Si ran(f)= B, entonces ran(h) Cran(f). Si (z, y) € h, se satisface que y € ran(h), de este modo,
y € ran(f), luego existe z’ tal que (2/, y) € f, en consecuencia, (2, y), (x, y) € h, lo cual implica que
x =’ —h es inyectiva— y asi (z, y) € f. Por ende, h C f, por lo que concluimos que f = h. i

Definiciéon 2.3.3. Si (4, R) y (B, S) son clases bien ordenadas:

1) Diremos que f: (A, R) — (B, S) es un isomorfismo si f: A — B es una funciéon biyectiva y R-S
preservadora de orden.

2) (A, R) es isomorfo a (B, S) si existe un isomorfismo f: (A, R) — (B, S).

Recordar que si (4, R) es una clase bien ordenada, entonces todo subconjunto de A forma una clase
bien ordenada junto con el orden R.

Teorema 2.3.6. Si (A, R) y (B, S) son clases bien ordenadas, entonces, f:(A, R) — (B, S) es un
isomorfismo si y solo si f es una funcion R-S preservadora de orden en A y B tal que dom(f)=A y
ran(f) = B.

Corolario 2.3.7. Para cualesquiera conjuntos (A, R) y (B, S) bien ordenados se cumple una de las
siguientes proposiciones:

a) (A, R) es isomorfo a (B, S);
b) (A, R) es isomorfo a un segmento inicial (B, S);
c) (B, S) esisomorfo a un segmento inicial (A, R).

Teorema 2.3.8. Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, existe un tnico ordinal o tal que (A, <) es
isomorfo a (o, <). Ademds, el isomorfismo f: (A, <) — («, <) es unico.

Demostracion. Pongamos g(z) = min(A\ran(z)) para toda funciéon x tal que ran(z) C A y A\ran(z) # 0.
Por el principio de definicién por recurrencia, existe una tunica funcion f tal que dom(f) es un ordinal y
VaeR: f(a) = g(fja)- Notar que Vo € dom(f): f(a) = g(fa) € A\ran(f,), asi que ran(f) C A.

Si a, B € dom(f) con a < 3, entonces a € fNdom(f) = dom(fg), por lo cual, f(a) = fiz(a) € ran(f|3);
y también, f(83) = g(f|3) € A\ran(f|g), en consecuencia, f(a) # f(5). El argumento anterior implica que
f es inyectiva.
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Ahora, probemos que ran(f) = A. Al ser f inyectiva, f~! es una funcién, donde dom(f~1) =ran(f) C
A, Tuego dom(f~!) es un conjunto (porque A es un conjunto), y por el axioma de reemplazo, ran(f~!) =
dom(f) es un conjunto. Asi, dom(f) € R, y como dom(f) ¢ dom(f), se sigue que f(dom(f))=U, sin
embargo, f(dom(f)) = g(f}dom(s)) = 9(f), con lo cual g(f)=U. Esto nos dice que f ¢ dom(g), y dado
que ran(f) C A, entonces A\ran(f) =0, por lo cual, concluimos que ran(f) = A.

Resumiendo, f:dom(f) — A es una funciéon biyectiva, donde dom(f) € R.

A continuacion, vamos a ver que f es <-< preservadora de orden. Sean «, § € dom(f) tales que
a < f3, entonces f(a) = g(fjo) € min(A\ran(f},)). Note que f(3) € A=ran(f,)U(A\ran(f},)). Si f(B) €
ran(f,), existe £ € dom(f|,) tal que f(B) = f({), luego B =¢ (pues f es inyectiva), en consecuencia,
B € dom(fj,) = andom(f) y asi B < a, pero esto no es posible. Asi pues, f(8) € A\ran(f,), y como
f(a) # f(B) (por ser f inyectiva), se tiene que f(a) =min(A\ran(f,)) < f(8).

Por tanto, f es <-< preservadora de orden, con lo cual, el isomorfismo que buscamos es f~!:a — A,
el cual es <-< preservador de orden.

Finalmente, supongamos que f, h : (4, <) — (a, <) son isomorfismos; por esto las funciones f~% h=1:
(a, <) —> (A, <) son isomorfismos; en consecuencia, f~loh: (A, <) — (4, <)y hlof: (4, <) —
(A, <) son igualmente isomorfismos. Para cada z, y € A, denotemos x <y cuando x < yVx = y. Por el teo-
rema 2.3.1, Vo € A:x < f~1(h(z)) y Vo € A:z X h~1(f()); luego para todo = € A, f(z) < f(f~(h(z)))
y h(z) <h(h=1(f(z))), ya que f y h preservan el orden; por lo cual, para todo = € A, f(z) <h(z) y
h(z) < f(x) y, en consecuencia, f = h. ¥

Definicion 2.3.4. Si (A, <) es un conjunto bien ordenado, el tinico ordinal a dado por el teorema 2.3.8 se
llama tipo de orden de (A, <) y lo denotamos como tpo(A, <). El tnico isomorfismo f : (a, <) — (4, <)
se llama isomorfismo de orden de (A, <). Cuando no hay confusiéon en cual es el orden que se esta usando
en A, el tipo de orden se puede denotar simplemente por tpo(A).

Finalmente veamos de que a todo conjunto se le puede asignar un buen orden:
Teorema 2.3.9 (Zermelo). Si A es un conjunto, existe un ordinal a y una funcion biyectiva f:a — A.

Demostracion. Pongamos D :={x €U | A\ran(z) # 0}. Por el axioma de eleccion, existe una funcion g :
D — U,ep(A\ran(z)) tal que para todo z € D, g(x) € A\ran(z). Por el principio de definicién por
recurrencia, existe una tnica funcién f tal que dom(f) es un ordinal y Voo € R : f(a) = g(f|o)- Notar que
Va € dom(f): f(a) = g(fja) € A\ran(f|,), ast que ran(f) C A.

Sia, B € dom(f) con a < f3, entonces a € fNdom(f) = dom(f5), por lo cual, f(a) = fiz() € ran(fj3),
pero f(8) = g(fig) € A\ran(f|), en consecuencia, f(a) # f(/3). Este argumento implica que f es inyectiva.

Finalmente, probemos que ran(f) = A. Al ser f inyectiva, f~! es una funciéon, donde dom(f~1) =
ran(f) C A, luego dom(f~!) es un conjunto (porque A es un conjunto), y por el axioma de reemplazo,
ran(f~1) = dom(f) es un conjunto. Asf, dom(f) € R,y como dom(f) ¢ dom(f), se sigue que f(dom(f)) =
U, pero f(dom(f)) = g(f dom(s)) = 9(f), con lo cual g(f) =U. Esto nos dice que f ¢ dom(g) = D, luego
A\ran(f) =0y, con ello, ran(f) = A.

Por tanto, f:dom(f) — A es una funcién biyectiva y dom(f) € R. ¥

Corolario 2.3.10 (Teorema del buen orden). Para todo conjunto A existe una relacion < en A tal que
(A, <) es un congunto bien ordenado.

Demostracion. Por el teorema de Zermelo, existen un ordinal « y una funciéon biyectiva f:a — A.
Definamos la relacién < en A de la siguiente forma: a < b si y solo si f~(a) < f~1(b), para cualesquiera
a, b€ A. La relacién < bien ordena a A. i
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Capitulo 3

Aritmética ordinal

Nuestro objetivo aqui es definir las operaciones suma, producto y potenciaciéon sobre la clase de los
nimeros ordinales. Estas operaciones se basaran en como se definen las las mismas operaciones sobre los
naturales en la formacion bésica: la suma se obtiene en términos de los sucesores, sumando uno a uno
hasta llegar al resultado; el producto es una especie de abreviacién de una suma cuando se suman muchas
veces el mismo nimero; la potenciacion, de forma similar al producto, es una simplificacién del producto.
Veremos las propiedades generales de estas operaciones y sus relaciones entre ellas.

3.1. Suma

Lema 3.1.1. Eziste una unica funcion T : R X R — R, tal que para cualesquiera o, f € R:
i) T(a, 0) = q;
i) T(a, S(B)) = S(T(e, B));
ii1) si B es un ordinal limite, T'(a, B) = U{T (e, &) | £ < B} =sup{T'(«, &) | £ < B}.

Demostracion. Este lema se justifica por el principio de definicién por recurrencia.
Dado a un namero ordinal cualquiera, definimos g, como:
! si dom(h) =0
ga(h) = ¢ S(h()) si dom(h) = S(§) y h(§) € R para algin § € R
(Jran(h) si dom(h) € Lim.
El dominio de g, son los conjuntos cuyos dominios son ntimeros ordinales. Por el principio de definicion
por recurrencia, existe una unica funcion f, tal que dom(f,) es un ordinal y
VBER: fa(ﬁ) - goc(fa fﬁ)
Definamos T'(«, ) := fo(8) para cualesquiera a, 5 € R.
Primero probemos que dom(f,)=R. Por induccién: si f € R tal que V¢ < : £ € dom(f,), entonces
B C dom(fy), luego dom(f, [ ) =dom(f,)NB =3, con lo cual, f, | 8 € dom(g,) y, en consecuencia, €
dom(f,). Por el principio de induccion transfinita, V5 € R : 8 € dom(fy).
Luego probemos que ran(f,) C Ry las tres propiedades i), ii) e ii7). Sea f € R tal que V€ < f: fo () €
R. Tenemos que fo(8) = ga(fa | 8) vy dom(f, | 8) =dom(fo)NS=RNE =0, de modo que el valor de
fa(B) depende directamente de f:

i) Si =0, entonces fo(B) = ga(fa | B) = a —de aqui que T'(av, B) = a—.

i) Si f=S5(§) para algin £ € R, entonces £ < 3, por lo cual de la hip. de ind., f,(§) €R, y, en
consecnencia, fa(8) = fa(S(€)) = galfu | S(€)) = S(fa(€)) € R —se probé tambien T(a, S(E)) =
S(T (e, §))—
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i14) Si B es un ordinal limite, fo(8) = gu(fa | B) = U ran(fo | 8) = U{fa(§) | £ < B} € R, la ltima per-
tenencia se sigue del teorema 2.2.3 ¢) —ademaés también se vio que T'(«, ) = {1 (o, &) | € < B}—.

Por el principio de induccion transfinita, ran(f,) C R y observar que también probamos las tres propie-
dades, tomando en cuenta solo que S es un ntamero ordinal cualquiera.

Para probar la unicidad, supongamos que P, T : R X R — R son funciones que cumplen @), ii) e iii).
Sea « un ordinal cualquiera. P(a, 0) = a=T(«, 0). Si f € R cumple que P(a, f) =T («, ), entonces
P(a, S(B)) =S(P(a, B)) =5(T (e, B)) =T (cx, S(3)). Si B es un ordinal limite tal que V§ < f: P(a, §) =
T(a, £), entonces {P(a, €) | € < 8} = {T(a, €) | £ < B}, con lo cual, U{P(a, &) | € < 8} = U{T(a, €) | € <
B}y, con ello, P(a, B) = U{P(a, &) | €< B} =U{T (e, &) | £ < B} =T (e, B). Por el principio de induccion
transfinita, V8 € R : P(a, 8) =T(«, ). F

Definicién 3.1.1. La tnica funcién T : R xR — R del lema 3.1.1 se llama suma de ordinales. Para
cualesquiera «, € R, denotamos T'(«a, () := a+f y se lee como «suma de a y B», 0 «a méas (».

Teorema 3.1.2. Para cualesquiera o, 8 € R :
a) a+0=a=0+a;
b) a+1=S(a);
c) a+S(B) = S(a+p) o, dicho de otra manera, a+(B+1) = (a+B)+1;
d) si 8 € Lim, entonces o+ =J{a+& | £ < B} =sup{a+{| € < B}

Demostracion. La propiedad a40 = « es la propiedad i) del lema anterior; la propiedad d) de este teorema
es la propiedad iii) del lema anterior.

Para inciso b), usamos la propiedad ii) del lema anterior: a+1=a+S5(0) = S(a+0) = S(a).

Para la propiedad 0+« = «, usamos inducciéon. Si o = 0, entonces 0+a = 040 = 0. Si 0+« = «, enton-
ces 0+5(a) =S(0+a)=5(a). Si a e Lim y V€ < a: 0+& =&, entonces 0+a = J{0+£ | € < a} =J{{|
¢ < a} =a. Por el principio de induccién transfinita, Vo € R : 0+a = a.

Para probar el inciso ¢), usamos el inciso b), lo cual nos dice que S(8) =41y S(a+p8) = (a+5)+1,
en consecuencia usando el lema anterior inciso i), obtenemos que a+(5+1) = (a+5)+1. ¥

Ejemplos. 1+1=5(1)=2;2+1=5(2)=3;34+1=5(3)=4;44+1=5(4) =5;
1+2=14+(1+1) = (1+1)+1—2+1—3
143=14+(1+2)=(1+1)+2=2+2;
3+2=34+(1+41)=B+1)+1=4+1=5;
1+(1+1)=(1+1)+1=24+1=3.
A continuacion veremos algunas propiedades de la suma ordinal. Esta propiedad similar en muchos

aspectos a la suma de los ntiimeros naturales que se estudia en los cursos bésicos; sin embargo, no es
exactamente igual. Veremos, por ejemplo, que la suma ordinal no es conmutativa.

Teorema 3.1.3. Si o, B € R, entonces a+f =aU{a+¢ | € < S}

Demostracion. Sea o € R.
Claramente, {a+& | € <0} =0, por lo cual a+0=a=aU{a+& | <0}.
Si a4+ =aU{a+¢ | € < B}, entonces
at+(f+1) = (a+pB)+1=(a+B)U{a+8} = (aU{a+ | < B} U{a+S}
=aU({a+{ [ < Biu{a+B}) =au{a+{ [ < B+1}.
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Si 5 € Lim tal que Vy < f: a+v=aU{a+¢{| £ <7}, entonces
atp=|Jlarel6<By= U+t = (aufarélE <))

v<p 7<B
= (U a)u( Ula+ele<a}) =aufate e <Bh
<8 <8
Por el principio de induccién transfinita, V6 € R : a+5 = aU{a+& | £ < S} ¥

Teorema 3.1.4. a) Sia€R y [ € Lim, entonces a+ 3 € Lim.
b) (Cerradura de la suma en w) Sin, m € w, entonces n+m € w.

Demostracion.  a) Sabemos que a+ 8 =J{a+£|{ <B}. Siv<a+pf, existe £ < tal que v < a+¢,
luego y+1 < a+f < (a+&)+1=a+({+1), porlocual, y+1 < a+(£+1),asique y+1 < a+({+1)
y ademéas £+1 < 3 (B € Lim), en consecuencia, y+1 < a+ 3. Por tanto, a4 es un ordinal limite.

b) Sea n € w. Claramente n+0 € w; y si m € w tal que n+m € w, entonces n+(m+1) = (n+m)+1=
S(n+m) € w. Por el principio de induccion matemética, Vm € w: n+m € w. f

Teorema 3.1.5. a) Para todon € w, n+1=1+n.
b) (Conmutatividad de + en w) Para cualesquiera n, m € w, n+m =m+n.

Demostracion.  a) Ya se prob6 que 0-+1=1+0. Si k es un ntmero natural tal que k+1 = 1+k, entonces
Sk)+1=(k+1)+1=(1+k)+1=1+(k+1)=1+S(k). Por el principio de inducciéon matemaética,
Vnew:n+l=1+n.

b) Sean un ntimero natural cualquiera. Es claro que n+0 = 0+n. Si k € w tal que n+k = k-+n, entonces
n+S(k)=Sn+k)=Sk+n)=k+Sn)=k+(n+1)=k+(1+n)=(k+1)+n=S(k)+n.
Por el principio de induccién matemética, Vm € w: n+m = m-+n. i

Corolario 3.1.6. La suma ordinal, en general, no es conmutativa.

Demostracion. Sabemos que w es un namero ordinal. Claramente, w+1 = S(w) =wU{w}. También, 1+
w=sup{l+n|n<w}=sup{n+1|n<w}=sup{S(n)|n<w}=sup(w\{0}) =w. De este modo, 1+w <
w+1. 1

Ejemplos. Podemos sumar cualquier ordinal con w. Por ejemplo: w+1 = S(w) =wU{w}; w+2=(w+1)+
1=5(5(w)); w+3=(w+1)+1=5(5(S(w))); etc. Se observa que w < w+1 <w+2.

Como vimos 14w = w. Similarmente, 2+w = sup{2+n | n < w} =sup(w\{0, 1}) = w. De hecho, para
cada n <w, n+w=uw.

Teorema 3.1.7. Para cualesquiera o, B, v € R:
a) a< f<=y+a<y+p8;
b) si <3, entonces a+vy < f+7.

Demostracion.  a) Probaremos primero, por induccion sobre 5, que VB E R :a < = v+a <y+p.

Para 8 =0, es claro que a < f = y+a < y+ . Supongamos a < f = v+a <~v+5. Si a< f+1,
entonces o < 3, por lo que hay dos casos. Si a =3, entonces y+a =+ <~vy+(6+1). Si a < f,
usando la hipétesis de induccion, y+a <vy+5 <y+(8+1).
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Supongamos que S es un ordinal limite tal que V€ < f: a < { = v+a < v+£. Por el teorema 3.1.2
d), v+ 8 =sup{a+£| £ < B}; luego si a < 3, entonces a < S(a) < 3, de lo que se sigue que v+a <
v+S(e) <sup{la+g | § < B} =7+5.

Por el principio de inducciéon transfinita, V6 € R :a < § = v+a < v+ . Concluimos, por tanto,
que Vo, B,vyeER:a< = v+a<y+5. (A)

Ahora probemos la reciproca. Si «, 8, v € R cumplen que v+« < v+ 3, sabemos que S <a o a < f
oa=p. 51 f<a, por (A), se tiene que Y+ <y+a; y si a =/, entonces y+a =~y+ . Ambos
casos contradicen la suposiciéon inicial de que y+a < v+, por lo cual concluimos que o < 8.

Sean «, 8 € R tales que a < 5. Probemos por inducciéon que Vy € R:a+~v < S+7.
Si v =0, entonces a+vy = +7.

Sia+vy < B+, entonces a+vy < f+v < (B+7v)+1=F+(y+1), luego a+~ < B+ (y+1), en conse-
cuencia, (a+7v)+1< B+ (y+1) y, con ello, a+(y+1) = (a+v)+1 < S+ (y+1).

SiyeLimy VE<vy:a+{ < [+E, entonces V€ < v:a+& C S+E, consiguientemente, | J{a+& | € <
v} CU{B+E| € <}, 1o cual es equivalente a a++v C B+ v asi a+v < S+7. ¥

Observacion. La implicacion (o < = a+7y < +7) es falsa. Por ejemplo: 1 < 2, pero 1+w =2+w.

Corolario 3.1.8. Para cualesquiera o, 3,7, 6 € R las siguientes proposiciones son verdaderas:

a) a=f siysolo siy+a=~y+p.

b) Si a+y < B+, entonces a < 3.

c) Sia<fyy<d, entonces a+y < B+0.

d) Si0<f, entonces a < a+f3.

e) B<a+p.

Demostracion.  a) Por el teorema anterior, « < f <= vy+a<y+Ly f<a<= v+ <y+a, en con-

b
¢

)
)
d)
)

€

secuencia, o # 8 <= v+a # v+, lo cual equivale a a = f <= v+a =~v+p.

Es la contrarreciproca del inciso b) del teorema anterior.

Sia<pByry<d, entonces a+y < [+yy B+7<B+0, luego a+v < S+4.

Por el teorema anterior inciso a), si 0 < (3, entonces a+0 < o+ 3, y ya sabemos que a+0 = a.

0 < a y por el teorema anterior inciso b), 0+ < a+f donde 0+ = 5. ¥

Observacion. La implicacion, a+v = B+~ = a = 3 es falsa; por ejemplo, 24w =w = 14w, pero 2 # 1.

Definicion 3.1.2. Dada una funcion f: A — R, donde A C R, diremos que:

)
2)

f es estrictamente creciente si f es <-< preservadora de orden;

f es creciente si f es <-< preservadora de orden.

Lema 3.1.9. Supongamos que [ y v son numeros ordinales. St f: 83— R y g:v—> B son funciones
tales que B =sup{g(&) | & <~} y f es creciente, entonces

sup{f(§) | £ < B} =sup{f(g9(£)) | £ <~}
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Demostracion. Pongamos « :=sup{f(§) | £ < f}. Es claro que V¢ < 8 : f(¢) < a, en consecuencia V& < 7 :

f(9(§)) < ay astsup{f(g(§)) |{ <7} <o
Por otra parte, si ¢ < a =sup{f(§) | £ < 8}, existe £ < 3 de tal forma que ¢ < f(¢'); dado que &' < 8 =

sup{g(&) | £ <}, existe (' <~ tal que & < g(¢’); y dado que f es creciente, f(&') < f(g(¢")); luego ¢ <
7€) < F(9(C) < sup{£(5(6)) | € <7}, Asi ¥ < ¢ < sup{F{g(€)) | € <}, es decir, o C sup{ F(5(E)) |
§ <7}, por lo cual, o < sup{f(g(£)) [ £ <~}

Por lo tanto, sup{f(£) | £ < B} = a=sup{f(9(§)) | § <~} F

Lema 3.1.10. Si o, € R y v € Lim, entonces a+(8+~) =sup{a+(B+E) | £ <7}

Demostracion. Como ~ es limite, entonces S+ y a+(S++) son limites, lo cual significa que S+~ =
sup{f+¢|§ <7}y at(B+7) =supf{a+£{ | § < B+}. Sidefinimos g : v — S+ como g(&) := S+ y [
B4~y — a+(B+7) como f(&) := a+&, claramente, f es creciente (por el teorema 3.1.7) y B+~ = sup{S+
£ &<~} =sup{g(£) | £ <~} Asi, por el lema anterior, a+(8+7) = sup{f(§) | £ < B+~} =sup{f(g(¢)) |
§ <7} =supfa+(B+E) £ <7} i

Teorema 3.1.11 (Asociatividad). Para cualesquiera o, B, v € R, (a+58)+v=a+(B+7).

Demostracion. Sean «, 3 € R. Probemos, por induccion, que Vy € R : (a+8)+7 = a+(8+7).
Siy =0, entonces (a+8)+7=a+8=a+(8+0)=a+(8+7).
Si (a4 )+~ =a+(B+7), usando el lema 3.1.2 ¢), tenemos que:
(a+B8)+(y+1) = ((a+8)+7))+1 = (a+(8+7))+1
=a+((B+7)+1) = a+(B+(y+1)).

Siy € Lim tal que V€ <v: (a+8)+& = a+(8+E), por el lema anterior, tenemos que:

(a+pB)+v=sup{(a+B)+{|§ <7} =sup{a+(B+E) [ <7} =at+(6+7).
Por el principio de induccion transfinita, Vy € R : (a+8)+vy=a+(6+7). ¥

Teorema 3.1.12 (Lema de la resta). Sia, 5 € R y a < f, existe un inico v € R tal que a+~ = .

Demostracion. Pongamos A={( € R |8 <a+&}. A#£D, pues B < a+f. Sea v:=min(A). Vamos a ver
que a+vy=p0.
Como v € A, entonces 8 =a+7y o § < a+7. Supongamos que S < a+7:
i) Si~y =0, entonces § < a.
1) Si~y=S5(§) para algin £ € R, entonces £ ¢ A, pues v = min(A); pero, B < a+y=a+({+1) = (a+
€)+1, por consiguiente, 8 < a+¢, asi que € € A.
i7i) Si v € Lim, entonces 8 < a+vy =sup{a+£& | & <}, por lo cual existe un £ <+ tal que 8 < a+¢,
luego £ € Ay £ <y=min(A).
Cualquier caso genera una contradiccién, de modo que la desigualdad 8 < o+ no puede ocurrir; por
ende, 8 = a+7.
Para la unicidad: si v, 7' € R tales que a++v = = a++/, por el corolario 3.1.8 a), v =+". ¥

3.2. Producto

Lema 3.2.1. Eziste una unica funcion P: R xR — R tal que para cualesquiera o, 5 € R:
i) P(a,0)=0
ii) P(a, B+1) = P(a, B)+a;

iii) si f € Lim, entonces P(a, B) =|J{P(e, &) | £ < B}
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Demostracion. Dado « definimos g, como:
0 si dom(h) =0
ga(h) =S h(€)+a  sidom(h)=E+1 y h(€) € R para algin £ € R
(Jran(h) sidom(h) € Lim
El dominio de g, son los conjuntos cuyos dominios son ntmeros ordinales. Por el principio de definicion
por recurrencia, existe una unica funcion f, tal que dom(f,) es un ordinal y

VBER: fa(B) = ga(fa I B).
Definamos P como P(a, ) := fo() para cualesquiera «, 5 € R. Pero primero tenemos que probar
ciertas caracteristicas de las funciones f,.
Si B € R tal que V¢ < §:¢ € dom(f,), entonces 5 C dom(f,), luego dom(f, [ B) = dom(f,)NB =7,
esto es, dom(f, [ ) € Ry con ello 8 € dom(f,). Por el principio de induccion transfinita, R C dom(fy).
Ahora probemos que ran(f,) C R y las propiedades i), i) e iii). Sea € R tal que V€ < 3 : fo (&) € R.

Tenemos que fo(B) = ga(fa | ) y dom(fa | 8) = dom(fa)NB = RN = B, de modo que el valor de fu(6)
depende del valor de 3, esto es:

0 st =0
fa(B) = ga(fa I B) =< fa(&)+a st =E+1y fo(€) € R para algin { € R
Uran(fa [ B) si € Lim

Luego entonces:
a) Si B=0, se tiene f(8)=0€ R —es decir, P(a, 0) =0—.

b) Si B =¢+1 para algin £ € R, por hipotesis de induccion, f,(§) € R y con ello fo(8) = fa(é)+a
—esto es, P(a, {+1) = Pa, &) +a—.

c¢) Si B € Lim, se tiene que f,(8) = ran(fy | B) = U{fa (&) | £ < B}, luego, por hipotesis de induccion
y el teorema 2.2.3 ¢), fo(B) € R —asi, P(a, 8) =J{P(a, &) | £ < B}—.

Para el final, probemos la unicidad. Supongamos que P, () : R xR — R son dos funciones que cum-
plen las propiedades i), ii) e iii). Sea o € R cualquiera. En primer lugar, P(a, 0) =0=Q(«, 0). Si
P(a, 8) =Q(a, B), por lo cual P(a, B+1) = P(a, B)+a=Q(a, B)+a=Q(a, f+1). Si suponemos que
VE<B:P(a, &) =Q(a, ), entonces {P(a, &)< B ={Q(c, &) | £ < B}, en consecuencia, J{P(a, &) |
E< B =U{Q(a, &) | £ < B}, es decir, P(a, 8) = Q(a, ). Por el principio de induccién transfinita, V3 €

R: P(a, §) = Qa, ). i

Definicién 3.2.1. La funcién P que cumple las propiedades i), ii) e 7ii) del lema 3.2.1 se llama producto
de ordinales. Para cualesquiera «, f € R, denotamos a3 := P(a, ) y le llamamos «a por ».

A continuacion probaremos algunas propiedades que cumple el producto y también algunas que no
cumplen. Haciendo un adelanto, el producto no es conmutativo y la distributividad no se cumple.

Teorema 3.2.2. Para cualesquiera o, 8 € R.:

a) a-0=0;

b) a-(6+1) = (a-f)+a;

¢) si p € Lim, entonces a-f=J{a-& | £ < B} =sup{a-£| £ <P}
Teorema 3.2.3. Para todo 8 € R:

a) 0-5=0,
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b) 1-8=8=p-1.

Demostracion. Si =0, es claro que 0-8=0. Si 0-8=0, entonces 0-(8+1)=(0-5)+0=0+0=0. Si
S es un ordinal limite tal que V€ < 8:0-£ =0, entonces 0-5=J{0-£ | £ < B} =UJ{0|¢ < B} =0. Por el
principio de induccién transfinita, V5 € R : 0-8 = 0.

En virtud del teorema anterior (inciso b)), si 5 € R, entonces §-1=-(0+1)=5-0+5=0+8= 7.
En seguida probemos que 1-8 = 3. Por el teorema anterior, 1-0=0. Si 3 € R con 1-5 =/, entonces
1-(B+1)=(1-8)+1=p+1. Si S € Lim tal que V€ < :1-£ =¢, entonces 1-5=J{1-£| £ < B} =U{¢|
&< p}=J B =p. Por el principio de induccién transfinita, V3 € R:1-8 = . ¥

Teorema 3.2.4. a) Sia€R y [ € Lim, entonces a-f € Lim y a-f=J{{| £ < a-5}.
b) (Cerradura del producto en w) Sin, m € w, entonces n-m € w.

Demostracion.  a) Como f es un ordinal limite a-5 = J{a-& | £ < B}. Si v < a-f; existe £ < (3 tal que
v < a-& donde € >0; entonces E+1< B, y+1<a-é vy a-f<a-é+{=a-({+1); por lo cual, v+
l1<a-(£41) y £€+1< S,y en consecuencia y+1 < - 3. Por lo tanto, - es un ordinal limite.

Por el teorema 2.2.3 b), a-B={|¢ < -8}y, por el teorema 2.2.6, -5 =[] a-3; consecuencia,
a-f=U{g1§<aB}.

b) Sea n un nimero natural. Claramente, n-0 =0 € w; y si n-m € w, se sigue que n-(m+1) = (n-m)+
n € w, por el teorema 3.1.4. Por el PIM, Vm cw:n-m € w. F

Teorema 3.2.5. El producto ordinal no es conmutativo.

Demostracion. Vamos a dar un contraejemplo. Se cumple que 2-w =sup{2-n | n < w} = w. Ademéas, w-2 =
w-(1+1) =w+w. En consecuencia, 2-w < w-2. ¥

Ejemplos. Para todo n < w, se tiene n-w € Lim, donde n-w =sup{n-m|m<w} y {n-m|m<w} Cw,
por lo cual, n-w = w.
Ademas, w-w =sup{w-n | n <w}. También, w-1 =w; w-2 =w+w; w-3 =w+w+w; etc.

Teorema 3.2.6. Para cualesquiera o, 5, v € R:
a) f<y<= a-f<a, cuando a #0;
b) si <3, entonces a-y < f3-7.

Demostracion.  a) Sean «, f € R donde a # 0. Probemos que Vy > §: -8 < a-y. Tenemos que [ <
v siy solo si B+1<+. Paray=p+1, a-f<a-ft+a=a-(f+1)=av.Si <y y af<a,
entonces a-y < a-y+a=a-(y+1) y asi a-f < a-(y+1). Si v € Lim tal que V§ € [B+1,7) :a-8 <
a-&, entonces a-f < a-(f+1) <sup{a-& | <~} =a-. Por el principio de induccion transfinita,
Vy>pBra-f<a-y.

Si a, 8,7€R cumplen que a #0 y a5 < a-7y; entonces, <, v< [ o f=-. Si se cumpliera
B =1, se tendria que -8 = «-7; si se diera que v < 3, tendriamos que «a-vy < «- 3, por el parrafo
anterior. En estos dos casos se contradeciria la suposicién, a8 < a-7; por lo tanto, 8 < .

b) Supongamos que o < §; vamos a usar induccion en «y. Claramente, -0 < 5-0. Si a-y < 37, como
a < By del corolario 3.1.8 ¢), se cumple que a-y+a < -v+ 0, por lo cual, a-(y+1) =a-y+a <
B-y+B=p-(y+1). Si v€ Lim tal que V¢ <~v:a-& < f-& entonces sup{a-£ | & <~} <sup{S-¢|
{<vtyasiay<ap ¥

Corolario 3.2.7. Sean a, 3,7, € R:
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a) Sia#0, entonces B ="y siy solo si a-ff=a-7.
b) Sia<pB, y<d y a#0; entonces, a-y < [3-6.
c) sia-y< By, entonces a < 3.

d) Si 8 #0, entonces a < «- 3.

Observacion. Si o=y = 3+, no necesariamente o« = . Por ejemplo: 1. w=wy 2-w=sup{2:n|n <w}=w;
por lo cual, 1-w=2-w, pero 1 # 2.
Tampoco se cumple a < f= a-y<fB-y,pues 1 <2y l-.w=2-w.

Lema 3.2.8. Si o, B € R y v € Lim, entonces:

a) a+(B+7) =supf{a+(6+£) [€ <7}

b) a+(B-7) =sup{a+(8-§) | £ <7};

¢) a-(B+7) =sup{a-(B+£) [§ <7}

d) a-(8-7) =supfa-(8-§) [£ <7}
Demostracion. Se sigue del lema 3.1.9; la prueba es similar al lema 3.1.10. i
Teorema 3.2.9. Para cualesquiera o, 5,y € R:

a) (Distributividad por la izquierda) a-(B+7v) = (a-B)+(a-7);

b) (Asociatividad del producto) (a-f)-y =a-(B-7).

Demostracion.  a) Dados «, 8 € R, probemos que Vy € R:a-(f+7) =a-f+a-y. Para vy =0, a-(f+
0)=a-B=a-B+0=a-+7-0. Si a-(8+7) =a-B+a-v, entonces:
a-(B+(y+1)=a-((B+7)+1) = (a(B+7))+a
= (a-Bray)ta=aB+(a+a) =a-fta-(r+1).
Si vy € Lim tal que V€ <v:a-(f+&) = a-f+a-&, por el lema anterior:
a-(B+7) =sup{a-(B+¢) [§ <7} =sup{la-B+a-{[{ <y} =a-B+ay.

b) En primer lugar, (a-f8)-0=0=a-0=«a-(5-0). En segundo lugar, si (a-3)-7=a-(8-7), entonces
(aB)-(v+1)=(aB)v+ta-B=a-(B-y)+aB=a (B-v+8)=a-(B-(y+1)).
Para terminar, si v € Lim tal que V¢ < : (a-8)-{ = a-(8-£), se cumple que:
(a-B)-y =sup{(a-B)-£ | § <~} =sup{a-(6:§) [ <y} =a-(8-7). i

Observacion. La distributividad por la derecha no se cumple: (14+2)-w=3-w=sup{3-n|n<w}l=wy
l-w+2-w=w+w=sup{w+n | n <w}. Claramente, w < w+w, es decir, (1+2) - w < 1-w+2-w.

Lema 3.2.10. Sin, m € w, entonces (n+1)-m=mn-m+m.

Demostracion. Sin € w, entonces (n+1)-0=0=0+0=0-n+0. Si n, m € w tales que (n+1)-m=n-m+
m, entonces
(n+1)-(m+1)=(n+1)-m+(n+1)=(n-m+m)+(n+1)
=(n-m+n)+(m+1)=n-(m+1)+(m+1)
Por el principio de induccién matematica, Vm € w:Vn € w: (n+1)-m=n-m+m. ¥

Teorema 3.2.11 (Conmutatividad del producto en w). Sin, m € w, entonces n-m =m-n.
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Demostracion. Si m € w, entonces 0-m =0=m-0. Si n, m € w cumplen que n-m = m-n, entonces
(n+1)m=n-m+m=m-n+m=m-(n+1).
Por el principio de induccién matematica, Vn € w:Vm € w:n-m=m-n. i

Teorema 3.2.12 (Lema de la division). Si a, 8 € R donde 8 # 0, existen unicos v, § € R tales que
a=p-v+d y §<p.

Demostracion. Se cumple que 1 < 8 porque 8 # 0, entonces o = 1-« < - 5 consiguientemente, el conjunto
A={{eR |a< 3£} es distinto del vacio. Pongamos 7 :=min(A); por ello, o < 3-n. Tenemos varios
casos:

(1) Si o= f-m, se obtiene el resultado deseado tomando y=mny é =0.

(7i) El caso a < 3-n y n =0, no puede ocurrir.

(i4i) Si a < pB-n y n€Lim, entonces a € f-n={B-&|&<n}, luego existe & <n tal que a < B-¢,
lo que nos lleva ¢’ € A y, con ello, n =min(A4) < ¢; esto es una contradiccion. Asi pues, este caso
tampoco puede ocurrir.

(iv) Sia< f-n y n=vy+1 para algin v € R, entonces v < n = min(A), lo cual implica que -y < a. Por
el lema de la resta, existe § € R tal que §-v+§ = a. Ademas, de la suposicién a < -7 y sustiyendo,
se sigue que f-y+6 < B-(y+1), por lo cual, B-y+d < v+ y asi § < (.

Finalmente, probemos la unicidad. Supongamos que existen =1, d1, 2, d2 € R tales que
a=py1+01=072+0 y 01,0 <p.

Si y1 # 2, sean n, m € {1, 2} tales que v, =min{~y, ¥2} v ¥m = max{y1, 72}; entonces 7y, < yp,. Por el
lema de la resta, existe £ € R de modo que 7, +& = v, —notar que £ # 0—; por consiguiente,

BYn+0n =B Ym+0m = B (Yn+&) +0m = B-vn+B-§+0m;
luego, por el corolario 3.1.8 a), &, = 8-+, con lo cual, 5-£+9,, < pues &, < 3. Pero £ #0, asi que
B <B-€E <B4y, Obtuvimos una contradiccidon; en consecuencia, y; =~. Tenemos, por tanto, que
B-y14+61 = -v1+0d2 y con ello §; = Jo. i

3.3. Potenciacion

Lema 3.3.1. Existe una tnica funcion p: R X R — R de tal forma que para cualesquiera o, § € R:
i) pla, 0) = 1;
i) pla, B+1) =p(a, §)-a;
i11) si B € Lim, entonces p(a, B) = U{p(a, &) | £ < B}.

Demostracion. Paca todo a € R definimos g, como:

1 si dom(h) =0

ga(h) = (&) sidom(h) =&+1 y h(§) € R para algin § € R

(Jran(h) sidom(h) € Lim
El dominio de g, son los conjuntos cuyos dominios son niimeros ordinales. Por el principio de definicién
por recurrencia, existe una tnica funcion f, tal que dom(f,) es un ordinal y

VBER: fa(B) = ga(fa I B).
Definamos P como P(«, ) := f,(f) para cualesquiera «, f € R.
Veamos primero que dom(f,)=R. Si € R tal que V¢ < :& € dom(f,), entonces 5 C dom(fy),

luego dom(f, | B) = dom(fa)NB =f, esto es, dom(fy [ B) € R y con ello 5 € dom(f,). Por el principio
de induccion transfinita, R C dom(f,).
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Ahora probemos las propiedades i), ii) e i), y también que ran(f,) CR. Sea € R tal que V¢ <

B fal€) € R. Tenemos que fa(B) = ga(fa | B) ¥ dom(fa | B) = dom(fa) B =RNB = B, de modo que el
valor de f, () depende del valor de 3, esto es:

1 sif=1
fa(B) =ga(fa I B) =< fa(§)-a st B=E+1 y fa(§) € R para algin { € R
Uran(f, [ B) sif € Lim

Luego entonces:
a) si B=0, se tiene fo(5) =1€ R —es decir, p(a, 0) = 1—;

b) si B=¢+41 para algin £ € R, por hipétesis de induccion, fo(§) € R y con ello f(8) = fo(§)
—esto es, p(a, {+1) =p(a, §)-a—;

¢) si B € Lim, se tiene que f(8) =Jran(fo | B) = U{fa(§) | £ < B}, luego, por hipdtesis de induccion
y el teorema 2.2.3 ¢), fo(8) € R — asi, p(a, f) = U {p(a, &) | € < B}—.

Para finalizar, probemos la unicidad. Supongamos que p, ¢: R X R — R son dos funciones que cum-
plen las propiedades i), ii) e iii). Sea o € R cualquiera. Primero, p(«, 0) =0=¢(a, 0). Si p(a, f) =
q(a, B), entonces p(a, f+1) =p(a, f)+a=q(a, )+a=q(a, B+1). Si VE< B :p(a, &) =q(a, £), resul-
ta que {p(a, &) | £ < B} ={q(a, &) | £ < B}. En consecuencia,

Utp(e, &) 1€ <8} = {ale, §) | £ < 8},

es decir, p(a, 8) = q(a, ). Por el principio de induccion transfinita, V5 € R : p(«, ) = q(a, B). ¥

Definicion 3.3.1. La funcién p: R xR — R del lema 3.3.1 se llama potencia de ordinales. Para cua-
lesquiera «, € R, el ordinal p(a, 3) se denotara como a? y se llamara «a elevado a la fB».

Observacion. De acuerdo a la definiciéon de potencia, resulta que 0° = 1. En algunas areas de las matema-
ticas, el valor de 0° no se define, pero aqui su valor sera 1 por definicion.

Teorema 3.3.2. Para cualesquiera o, 8 € R.:
a) ¥ =1;
b) Pl =ab.q;
¢) si € Lim, entonces o =|J{af | ¢ < B}.
Teorema 3.3.3. Para cualesquiera o, 8 € R.:
a) 19 =1;
b) 0°=0si B#0;
¢) sia#0, o’ >1;
d) sia>1 1y fcLim, entonces o € Lim.

Demostracion.  a) Ya sabemos que 1°=1. Si 1% =1, entonces 1°*1 =1°.1=1-1=1. Si § € Lim tal
que V€ < B:1€ =1, entonces 17 = [ J{1¢ | ¢ < B} = {1} = 1.

b) Para B=1, 0° =01 =0°.0=0. Si 0° =0, entonces 0°*' =0%.0=0. Si § € Lim tal que V¢ < 3:
0% =0, entonces 0° = |J{0¢ | ¢ < B} = J{0} =0.

c) a’=1>1.Si a? > 1, entonces 1 =1-1 < a?-a =af*!. Si g € Lim tal que V¢ < 5 : o > 1, entonces
1 <a! <sup{at|€&< B} =a"
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d) Supongamos que a > 1y € Lim. Si v < o existe € < v tal que v < of; entonces
§+1<B y y+1<at <af-a=att <sup{at |¢ < B} =a”;
en consecuencia, y+1 < o®. Por tanto, a® € Lim. T

Teorema 3.3.4 (Cerradura de la potencia en w). Sin, m € w, entonces n™ € w.

jon. = w; si =n". . incipi i i6 a-
Demostracion. n® =1 € w; si n™ € w, entonces n™+! =n™.n € w. Por el principio de induccién matema.
tica, Vn, m € w: n™ € w. i

Ejemplos. 1¥ =sup{1™ | n < w} =sup{l} =1;
2¥ =sup{2" |n <w} =w;
3“ =sup{3" | n <w} =w;
n¥ =sup{n™ | m<w}=w.
W=ww Bwww vt=wwwe.
w =sup{w” |n <w} =sup{w, ww, ww-w,..}

Teorema 3.3.5. Sia, 3,7 € R tales que a > 1, entonces B < v <= of < a’.

Demostracion. Vamos a usar induccioén en v, empezando por v = S+1, esto significa, Vy > §:a® < a?.
Como 1 < o, entonces a?-1 < af-a, es decir, o < aPt!. Si af < a” con <, entonces a?-a < a¥-a,
por lo cual, o < a1 <"l SiyeLimtal que v > 8 y VE <y:€&> 8= o <af; entonces B+1 <~
y o < ot <sup{af | € <4} =a?. Por el principio de induccion transfinita, Vy > : o < a7,

Por el parrafo anterior, v < f = o < a; también es claro que v = f = o” = o”; entonces v < f =
oY < aP; lo cual equivale a (contrarreciproca) o < a¥ = 3 < 7. F

Lema 3.3.6. Si a, 8 € R y v € Lim, entonces;
a) o+ =sup{a € <q};
b) a7 =sup{aft | € <r};
¢) B-a7 =sup{B-a° £ <~}
Demostracion. Similar al lema 3.1.10. i
Teorema 3.3.7. Para cualesquiera o, 5, v € R:
a) ot = aﬁ.aw;
b) o7 = (o).
Demostracion.  a) - =af-1=af = a0,

Si ot = af-a7, entonces
o0 = BN — o7 0 = (0P ") a=a® - (a7 -a) = o’ a7t

Si v € Lim, tal que V¢ < v : a?1¢ = af.af, entonces, por el lema anterior,
Pty = sup{a’3+§ | €<y} = sup{aﬁ-as | €<y} = a?.a.
b) (aﬁ)o =1lyafP=a=1.

Si a7 = (a?)”, entonces, usando el inciso a),
aB 0D = oB1H8 = 0B 0B = (). B = (o).

Si v € Lim tal que V¢ <v:a’¢ = (aﬂ)g, entonces, por el lema anterior:
. . 3
o7 =sup{a”t | € <y} =sup{(a”)" | £ <7} = (f)". +



32 Aritmeética ordinal

Observacion. En general, no se cumple que (a-83)" =a?-57, pues (2-3)Y =6“=w y 2¢-3¥ =w-w.
Teorema 3.3.8. Para cualesquiera o, 5,7 € R:

a) si a < B, entonces oY < 57

b) si > 1, entonces < aP.

Demostracion.  a) Supongamos que « < 3. Claramente, o’ = 1= 3°. Si o < 87, por el corolario 3.2.7
b), a7-a < B7-83, es decir, a?1 < f7F1Si v € Lim tal que V€ < v:af < B¢, entonces sup{af | £ <
v} <sup{° | £ <}, es decir, a7 < 7.

b) Supongamos que a > 1. Si § =1, claramente, 8 < a = aP. Si B < aP, por el teorema 3.3.5, 8 < aft!
y asi f4+1 <ot Si € Lim tal que V& < B: € < af, entonces sup{¢ | £ < 8} <sup{at| €& < B},
esto es, B < aP. }

Observacion. No se cumple o < = a7 < 7. Por ejemplo, 2 <3 y 2 = w = 3¥.
Corolario 3.3.9. Si o, 3, v, €Lim, a < y v <46, entonces a”? < 5.

Teorema 3.3.10 (Lema del logaritmo). Sia, BER, a#0 y > 1, entonces existen uinicos v, 0,1 € R
tales que a = 57041, 1<d< B yn<pl.

Demostracion. Por el teorema 3.3.8 b), a < 8%; asf que el conjunto A := {¢£ € R | a < ¢} es no vacio. Sea
o =min(A), entonces a < 5:

a) Si a= 7, entonces a = 37140, por lo que basta tomar y =0, =1y n=0,dedonde 1 <6< Sy
n<pr.

b) Si a < 47 y o € Lim, entonces o € | J{5¢ | £ < o}, por lo que existe £ < o tal que a < 3¢, de lo cual
deducimos que £ € Ay £ <o =min(A). Por tanto, no puede ocurrir que ae < 87 y o € Lim.

c) Si < %y o =v+1 para algin v € R, por el lema de la division, existen d, 7 € R tales que a =
B7-0+ny n<pY.Sid=0,entonces o = B7-0+n=mn< (7, en consecuencia, y e Ayy<y+1l=0=
min(A) (contradiccién); por tanto § # 0, es decir, 1 < §. Ademas, 87-6§ < B7-6+n=a < 7 =171,
por lo cual, 87-9 < 878 y con ello § < .

Ahora veamos la unicidad, supongamos que existen otros 7/, &', 7’ € R tales que a = 87 -8'+1/, 1< 8 <
y 1’ < B7.Si~y#4, sin pérdida de generalidad, supongamos que vy < 7/, por lo que existe £ € R\ {0} tal
que v+& =+'. Luego:
a= 76 = T8 ) = B (558
por lo cual,
a=p7-6+n=p"-(68)+1 (3.1)

Por el lema de la division, existen ¢”, n”” € Lim tales que ' = 57-8"+n" y n” < 7. Luego de la ecuacion
(3.1),
G54 = 31 (B5-8) (870" +1") = B7- (856 + ")+
Tenemos pues, que a = B7-5+n=B7-(B5-8+8")+n" y n,n" < B7; entonces, por el lema de la division,
pues, q n n n,n
§=p050"4+6" y n=n". Pero 1 <&y 1<, asi que < B¢ < B0, y como § < B, concluimos que § <
B < BE-8" < BE-6'+6". Asi pues, obtuvimos una contradiccion. Por tanto v =1/, de modo que:
o= f-64n=0=F-5+1
donde 7, n” < 7. En consecuencia, por el lema de la division, 6 =48 y n=17'. F



Capitulo 4

Aritmética cardinal

En esta seccion vamos a estudiar un tipo particular de ordinales a los que llamaremos cardinales. Tales
ordinales van a servir para dar una definicién del concepto de «ntmero de elementos» o «cantidad de
elementos» de un conjunto cualquiera (finito o infinito); esta propiedad se llama cardinalidad. Asimismo,
definiremos una suma, un producto y una potenciacién motivadas por el concepto de cardinalidad, ademas
de definir sumas y productos infinitos. Para acabar ese capitulo estudiaremos una propiedad llamada
cofinalidad que es parecida al concepto de no ser acotado de un conjunto.

4.1. Cardinalidad

Definicion 4.1.1. Si A y B son clases se dice que «A es equipotente a B», denotado por A = B, si existe
una funcién biyectiva f: A — B. También se dice que A y B son equipotentes.

Ejemplos. 1. Para cualquier clase A, se cumple que A~ A. Si A~ B entonces B~ A. Si AB y
B~ (C, entonces A~ C.

2. w~rw\{0}, pues la funcion f:w — w\{0}, definida por f(n) =n+1, es biyectiva.

3. Para todo n € w, se tiene que w~w\{k|k <n}; notemos que {k|k <n}=n. Sea f:w—w\n
definida como f(k) =n-+k. puesto que n < n+k, se tiene que n+k € w\n. Si k <[, entonces n+k <
n+l, o sea, f(k) < f(l); por ende, f es inyectiva. Si m € w\n, entonces n < m, asi que por el lema de
la resta existe k € R tal que n+k =m, y asi f(k) =m; ademéas, k €w por que k <n+k=m < w.

4. Si o € R\w, entonces a =~ S(«). Tenemos que w C a. Definimos f : S(a) — « por

S() sif<w
[ =4q¢ siw<é<a
0 sté=a

f es una funcion biyectiva, por lo cual S(a) =~ a vy, asi, a =~ S(a).

Lema 4.1.1. Si A y B son clases tales que A = B, entonces para cualquier a € A y todo b € B existe una
funcion biyectiva f: A — B tal que f(a) =0.

Demostracion. Sean a € A 'y b€ B. Como A= B existe una funciéon biyectiva h: A — B. Si h(a) =b
no hay nada que hacer. Si h(a) # b, existe un tnico z € A tal que h(z) =0b, donde = # a. Pongamos
g:=h\{(a, h(a)), (x, b)}; entonces g es una funcion inyectiva (por que g C h) tal que

dom(g) = dom(f)\{a, o} = A\{a, 2} y ran(g)=ran(f)\{h(a), b} = B\ {h(a), b}.
Definamos ahora f:=gU{(a, b), (z, h(a))}. f es una funciéon porque a, z ¢ dom(g); su dominio y rango
son respectivamente dom(g)U{a, x} = Ay ran(g)U{b, h(a)} = B; f cumple también que f(a) =by f(z) =
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h(a), de lo cual deducimos que f es inyectiva pues g lo es y también porque b, h(a) ¢ ran(g) y b # h(a).
Asi f: A — B es una funcién biyectiva tal que f(a) = 0. ¥

Teorema 4.1.2. Sean A y B clases equipotentes. Si ag, a1, ..., an € A y bg, b1, ..., by € B (los a; dife-
rentes entre si, de la misma forma que los b;), entonces existe una funcion biyectiva f: A — B tal que
f(a;) =b; para cada i <n.

Demostracion. Procedemos por induccion matematica en n. En el caso n=0, dados ag€ A y bg € B
existe tal funcidon biyectiva por el lema anterior. Supongamos que este teorema es valido para n € w, y
sean ag, ai, . . . dp, Gpt1 € Ay bo, b1, . . ., by, byt1 € B. Por hipdtesis inductiva, existe una funcion biyec-
tiva g: A — B tal que g(a1) =b1, . .., g(ap) =bn, g(ant1) = bps1. Si se diera el caso de que g(ag) = by,
no hay nada mas que hacer. Si g(ag) # by, existe un tnico a € A tal que g(a) =by, donde a # ag, y
también a ¢ {ai, ..., an, apt+1}. De la misma forma que la demostracion del lema anterior, la funcion
f=1(9\{(a, bo), (a0, g(ao))})U{(a, g(ao)), (ao, bo)} es biyectiva de A a B, y tal que f(ag)=by. Ade-
mas, ai, . . . an, an+1 € A\{a, ap}, por lo cual, f(a1) =g(a1) =b1, ..., flant1) = g(ant+1) = bpt1. ¥

Teorema 4.1.3. Sin € w, entonces para cada m < n, se tiene que n\{m} ~ max(n).

Demostracion. Para n =0 se cumple claramente.
Paran =1, si m <1, como 1= {0}, entonces m =0 y méx(n) =0, luego n\{m} =0~ 0 =max(n).
Supongamos que n € w es tal que ¥m < n:n\{m}~ max(n). Si m <n+1, entonces m < n, de los cual
se tienen dos casos:
(i) Si m=mn, resulta que (n+1)\{m} = (nU{n})\{n} =n=max(n+1).
(ii) Si m <n, por hipétesis de induccion, n\{m} ~méx(n). Sea f:n\{m} — mix(n) una funcion
biyectiva. Evidentemente, n ¢ n\{m} = dom(f), por lo cual g:= fU{(n, max(n))} es una funciéon
y, como max(n) ¢ max(n) =ran(f), se sigue que g es inyectiva. Ademas,
dom(g) = dom(f)U{n} = (n\{m})U{n} = (nU{n})\{m} = (n+1)\{m}
y también
ran(g) =ran(f)U{méx(n)} = max(n)U{max(n)} = S(mix(n)) = n;
de modo que g: (n+1)\{m} — n es una funcion biyectiva y con ello
(n+1)\{m}~n=mix(n+1). "

Definicién 4.1.2. « es un nidmero cardinal (o solamente cardinal) si « € R y ningun ordinal menor que
« es equipotente con «, dicho de otro modo, Vv < « : v % . Denotamos como C a la clase de los ntimeros
cardinales.

Ejemplo. Si a > w, entonces S(«) no es un cardinal. Como vimos en los primeros ejemplos de equipotencia
(Ejemplo 4), a =~ S(a).

Teorema 4.1.4. w y todo elemento de w es un cardinal, o sea, w+1 C C.

Demostracion. Sea k < w+4+1. Supongamos que existe n < k tal que n = k, entonces n < w. Como n C K,

por el teorema 4.1.2; existe una funcion biyectiva f : n — & tal que f(i) = ¢ para cada i < n. No obstante,

n € Kk, asi que existe un tnico i € n tal que f(i) =n, luego n = f(i) =i < n. Por lo tanto, n % k.
Tenemos pues, que Vn < k: n % K, es decir, k es un cardinal. i

Teorema 4.1.5. Para todo conjunto A existe un unico cardinal \ tal que A = \.
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Demostracion. Sea A un conjunto cualquiera. Por el teorema de Zermelo, existen un ordinal a y una
funcion biyectiva f:a — A, esto es, existe un ordinal « tal que a~ A. Sea k:=min{f e R | S~ A},
entonces k ~ A. Si existiera v < k tal que 7~ K, como k =~ A, se tendria v~ A, por lo cual, y € {f € R |
A}y y<k=min{f € R| B~ A}, lo que no es posible. Por ende, x es un cardinal. Si A\ y p son
cardinales tales que A~ \y A~ u, entonces A =~ p, de lo cual se sigue que A = p. Por tanto, k es el Gnico
cardinal equipotente con A. i

Definicion 4.1.3. Para cualquier conjunto A, el tnico cardinal que es equipotente con A se llama la
cardinalidad de A y se denota como |A|.

Teorema 4.1.6. a) Vae R :|a|<a.
b) Ve, ANeC: kA=K =\.
c) VAeC:|A|=A

Demostracion. Si a € R 'y a < |al, entonces a % |a| pues |a| € C, lo que no puede ocurrir por definicion
de cardinalidad, luego |a| < a.

Si k y A son cardinales tales que k & ), usamos directamente la definicién de cardinal: si kK < A, entonces
K% A,y si A<k, entonces A\ & k; por tanto, kK = A.

Si A € C, entonces A, |A\| € Cy A~ |A|, luego, por el inciso b), A = |A|. ¥

Corolario 4.1.7. a) VA, BeU: A= B <= |A|=|B]|.

b) VAU :||A]| =|A|
Demostracion. Sean A, B € C tales que A~ B, entonces |A|~ A~ B~ |B|, de lo cual |A|~|B]| vy, asi
[Al = |B].

Si A es un conjunto, entonces |A| ~ ||A[| y, ademas, |A| y ||A|| son cardinales, en consecuencia, ||A|| =

1Al i

Teorema 4.1.8. Si B es un conjunto y A C B, entonces |A| <|B].

Demostracion. Sea f: B — |B| una funcién biyectiva. La restriccion f4 : A — C, donde C' :=ran(f|4),
es una funcién biyectiva. Sea g : (C, <) — (tpo(C), <) el isomorfismo de orden de (C, <), entonces g~ :
tpo(C') — R es una funcién <-< preservadora de orden y tpo(C) es una <-seccion de R. Luego, por
el teorema 2.3.1, Vy € tpo(C) : v < g~ (7). Como g:C — tpo(C) es biyectiva, la desigualdad anterior
implica que V¢ € C: g(&) < g (g(¢)) =¢&; ademas, C = ran(f|4) C |B|, por consiguiente, V& € C': g(§) <
€ < |B|, en consecuencia, tpo(C) =ran(g) C |B|, es decir, tpo(C) <|B|. Ahora bien, ¢g: C — tpo(C) y
fla: A — C son funciones biyectivas, por ende, |A| = |C| = | tpo(C)| < tpo(C) < |B. ¥

Corolario 4.1.9. Sean A y B conjuntos.
a) Si f: A— B es inyectiva, entonces |A| <|B].
b) Si existen f: A— B y g: B— A inyectivas, entonces |A| = |B].

¢) (Cantor-Bernstein-Schrider) Si existen A1 C A y By C B tales que |A| = |B1| y |B| = |A1|, entonces
Al =B

Demostracion.  a) Si f: A— B es inyectiva, entonces f: A — ran(f) es biyectiva y ran(f) C B, por
lo cual, |A| = | ran(f)| < |B].
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b) Por el inciso a), si f: A— By g: B — A inyectivas, entonces |[A| < |B|y |B| < |A] y, con ello,
Al =1B.

c) Como A; C A, se sigue que |A;]| < |A] y, asi, |B| =]A;1| <|A|. Como B; C B, entonces |B| < |B|,
luego |A| =|Bi| < |BJ. Por tanto, |A| = |B]. ¥

Teorema 4.1.10. Si f es una funcion y es un conjunto, se tiene que | ran(f)| < | dom(f)]|.

Demostracion. Para caday € ran(f), sea A, := {z € dom(f) | f(z) =y} = f~![{y}]. Por el axioma de elec-
cion, existe una funcion g:ran(f) — (J{A4y |y €ran(f)} tal que para todo z €ran(f), g(z) € A;. Si
w, z € ran(g) tales que w # z, entonces A,,NA, =0, por lo cual g(w) # g(z), pues g(z) € A, y g(w) € Ay,
Por tanto, g:ran(f) — U{Ay |y €ran(f)} es una funciéon inyectiva, asi que, por el corolario anterior,
| ran(f)| < | U{Ay |y €ran(f)}|; y como A, C dom(f) para todo y € ran(f), se sigue que |J{A4y |y €
ran(f)} € dom(f); en consecuencia | ran(f)| < | {4, |y € ran(f)}| < | dom(f)|. ¥

Teorema 4.1.11 (Cantor). Para cualquier conjunto A, se cumple que |A| < |P(A)].

Demostracion. La funcion f: A — P(A), definida como f(a) = {a}, es inyectiva ({a} = {b} si y solo si
a="0), por tanto |A| <|P(A)|. Si |A| =|P(A)| existe una funcion biyectiva h: A — P(A). Claramente,
{a€Ala¢h(a)} € P(A), asi que existe x € A tal que h(z) ={a € A|a ¢ h(a)}, luego entonces, x € h(z)
si y solo si x ¢ h(x), lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto, |A| < |P(A)]. i

Corolario 4.1.12. C no es un conjunto.

Demostracion. Si C € U, entonces | J C € U, luego 73( U C) € U, por consiguiente, 73( U C)‘ € C, lo cual
implica que |P(J C)| €U C y, en consecuencia, |P(JC)|=||P(UC)|| <| U C|, pero esto contradice
el teorema anterior. Por tanto C no es un conjunto. i

Que C no sea un conjunto significa que C no esta acotada en R, es decir, Va € R: Jk€C:a < k. Si
existiera a € R tal que Vk € C: k < o, se tendria que C C a+1 y, por lo cual, C serfa un conjunto.

Definicién 4.1.4. Si A es un conjunto, diremos que:
1) A es finito si |A| < w;
2) A es infinito si |A] > w;

3) A es numerable si |A] <w.

4) A es no numerable si |A| > w.

Teorema 4.1.13. Si A es un conjunto finito y B C A tal que |A| = |B|, entonces A= B.

Demostracion. Por el teorema 4.1.2, existe una funcion biyectiva f: B — A tal que Vb€ B: f(b) = b,
porque B C Ay B es finito. Si x € A, entonces existe b € B tal que f(b) =z, luego =z = f(b) =b € B. Por
tanto, A C B, y por hipotesis B C A, en consecuencia, A = B. ¥

Teorema 4.1.14. Si A es un conjunto infinito, entonces existe B C A tal que B~ A y B # A.
Demostracion. Bastara probar el teorema para cualquier cardinal x infinito. Sea x un cardinal con k > w.
Definimos f : K — k, como:
E+1 siéf<w
f(&)= .
& stw<E<SK

Vamos a ver que f:xk — £\ {0} es biyectiva.
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Sean &, ( € kcon £ # (. Si €, ( <w, entonces f(§) =&+1#(+1=f((). Sié <wyw<( <k, entonces
[ =¢+1<wyw=<(=f(Q), yast f(§) # f(C) Si¢<wyw<E<k, entonces f(() =(+1<wyw<
E=f(&), yasi f(C)# f(§). Siw<E, ( <k, entonces f(§) =& # (¢ = f((). Por tanto, f es inyectiva.

Si a € k\ {0}, tenemos dos casos: 0 <a<w o w <a<k. Si 0<a<w, entonces existe £ <w tal que
a=¢&+1y, en consecuencia, f(§) =&+1=a. Si w< a< Kk, entonces claramente f(«) = «a. Por lo tanto,
f:x —> k\ {0} es sobreyectiva.

Concluimos que f: k — k\ {0} es biyectiva, por lo cual, k\{0} =~k y k\ {0} C k.

Ahora, si A es un conjunto infinito, por lo que acabamos de probar, existe un B C |A| tal que B ~ |A|. Si
h:|A| — A es una funcién biyectiva, entonces h|p : B — ran(h ) es igualmente biyectiva y ran(hjp) C
A, por ende, B ~ran(h ), y como B = |A| = A, se sigue que ran(h p) =~ A. ¥

Teorema 4.1.15.  a) Todo cardinal infinito es un ordinal limite.
b) Si C CC yC es un conjunto, entonces sup(C) =J(C) € C.

Demostracion.  a) Si A€ C\wy £ <A, entonces S(§) < \. Si £ es finito, claramente S(§) < A. Si £ > w,
como vimos, S(§) no es un cardinal porque S(§) ~ &, de lo cual se sigue que S(£) < A. Por tanto, A
es un ordinal limite.

b) Por el teorema 2.2.3 ¢), sup(C) es un nimero ordinal. Supongamos que existe v < sup(C) tal que
v~ sup(C), es decir, |y| = | sup(C)|; de v < sup(C) se deduce que existe k € C tal que v < < sup(C')
y, como k € C, entonces |y| < || < |sup(C)| = |v], lo cual no es posible. En conclusion, sup(C) es
un cardinal. ¥

4.2. Suma, producto y potencia

Teorema 4.2.1. Para cualesquiera conjuntos A, A', B y B’ tales que |A| =|A’| y |B| = |B’|, se cumple:
a) si ANB=0 y A'\nB' =0, entonces |AUB| =|A'UB’|;
b) |AxB|=|A"xB;
o) [*B|= "B

Demostracion. Sean f: A— A’y g: B— B’ funciones biyectivas.

a) Supongamos que ANB =0y A'NB’ = (. Veamos que fUg es una funciéon biyectiva.

Claramente, dom(fUg) =dom(f)Udom(g) = AUB en ran(fUg)=ran(f)Uran(g) = A’/UB’. fUg
es una funcion porque dom(f)Ndom(g) = 0. Igualmente, por la misma razon, para cualquier = €

dom(fUg): si z € dom(f), (fUg)(x)= f(x); y si x € dom(g), (fUg)(z) = g(x).
(

St z,y € dom(fUyg) tales que (fUg)(x) = (fUg)(y), entonces (fUg)(x), (fUg)(y) € ran(f) o (fU
9)(z), (fUg)(y) € ran(g) pues ran(f)Nran(g) =0, lo cual implica que = =y porque f g son inyecti-
vas. Por tanto, fUg es inyectiva.

Siy eran(fUg) entonces y € ran(f) o y € ran(g): si y € ran(f), existe z € dom(f) tal que f(x) =y,
de aqui que x € dom(fUg) y (fUg)(x) = f(z) = y; similarmente, si y € ran(g), existe z € dom(g) C
dom(fUg) tal que (fUg)(x) = g(x) =y. Por tanto, fUg es sobreyectiva.

Concluimos que fUg: AUB — A’UB’ es biyectiva, luego |[AUB| = |A’UB’|.
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b)

Definamos H : Ax B — A’x B’, como H(a, b) = (f(a), g(b)) para cualesquiera (a,b) € Ax B. Si
H (a1, b1) = H(az, b2), entonces (f(a1), g(b1)) = (f(az), g(b2)), luego f(a1) = f(az) y g(b1) = g(b2),
de lo cual, aj =ay y by =by (por que f y g son inyectivas) y, con ello, (a1, b1) = (ag, b2). Si
(c,d) € A’ x B', se cumple que c€ A" y d€ B', luego f~!(c)€ Ay g~'(d) € B, en consecuencia,
(f M), 971 (d) € AxB y H(f'(c), g~ "(d)) = (f(f~'(c)), 9(g~"'(d))) = (¢, d). Por tanto, H : Ax
B — A’ x B’ es biyectiva y, por ello, |Ax B| =|A'x B’|.

Definimos G': 4B — 4B’ por G(z) =gozof~! para todo z € 4B. Si G(z) = G(y), entonces go
zof l=goyof~! luego g togoxof t =g logoyof~!, lo cual nos lleva a zof ! =yof~! en
consecuencia, zof lof=yof lof y, asi, x =y; por tanto, G es inyectiva. Si z € A'B’ entonces
zof:A— B’ asi que g tozof: A— By, porlo cual, glozof € 4By G(g tozof) =go(g o
zof)of~t (gog Dozo(fof) =z; por tanto, G es sobreyectiva. Por ende, G : 4B — 4B’ es
biyectiva y, en conclusion, |4 B| = |4 B’|.

1.

Definicién 4.2.1. Para cualesquiera cardinales k y A, se define la suma, producto y potencia de k y A
(respectivamente) como:

kX = (kx {0HUAx{1})],
K-Ai= kXA
K= P

Teorema 4.2.2. Sea Kk €C:

a)
b)
9
a)
)

k+0=~k;

K-0=0y kK 1=k,
kKl=ky1F=1;
KO=1,ysirn#0,08=0.
2° = [P(x)

Demostracion.  a) k+0=|(kx{0})U(0x{1})|=|(kx{0})UD| = |k x{0}| = k.

b)
)

d)

c)

k-0=|kx0|=|ex0=0|=0y k-1=|kx1|=|kx{0} =k;

k' =['w] = [O0k| = [{f | f: {0} — & f es una funcion}| = [{{(0, )} | € € k}| = k;
17 = {0} = [{{(£, 0) [§ e r}}[ = 1.

k0= %] = |{f]| f es una funcion, dom(f) =0 y ran(f) C x}| = |{0}| = 1.

Sik#0,0%=|%0| =|{f | f es una funcion, dom(f) =r y ran(f) C0}| =|0|=0.

Definamos ¥ : #2 — P(r) como ¥(f) :={zx € k| f(x) =1} para cada f € 2. U es biyectiva, lo cual
implica que 2% = |"2| = |P(k)|. i

Observacion. De la definiciéon de potenciaciéon se sigue que

00 = |@(Z)| =|{f| f es una funcién con dom(f)=0y ran(f) =0} =[{0} =1.

Teorema 4.2.3. Para cualesquiera Kk, A\, 4 € C:

a)
b)

K+A=A+kK;

k+0=rk;
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c) (k+N)+p=r+A+p).
Demostracion.  a) k+A=|(kx{0})UAx{1}]=|(Ax{1})U(kx{0})] = A+k.
b) k0 = (s x {ON U0 x {1})] = | x {0}) U] = 1 {0} = .

c) Sean K :=kx{0}, L:=Ax{1} y M :=pux{2}. Entonces, k =|K|, A\=|L| y p=|M]|, y también
KNL=0y LNM ={. Luego s+ A = |KUL|y A+p= |LUM|. Ademas, (KUL)NM =0y KN (LU
M) =10, por lo cual (k+A)+pu=|(KUL)UM|=|KU(LUM)|=r+(A+u). ¥

Teorema 4.2.4. Para cualesquiera k, A, 4 € C:
a) (K-A)-p=r-(Ap),
b) K-A= XK,
&) K (Ap) = (5o X)+ (512,
Demostracion. — a) (k-A)-p=|(k-N)xp|=|(kxA)xpul =[x (Axp)|=|kx(A-p)|=r-(A-p).
b) k- A=|kXA| =|AXxK|=\ K.
c) Denotemos K :=kx {1}, L:=Ax{1} y M := pux{2}. Entonces,

K-(Ap)=|kxA+p)|=|Kx(LUM)|=|(KxL)U(K x M)|
=|KXL|+|KXxM|=|kxA+|cxpu| = (kN ~+(k-p). i

Teorema 4.2.5. Si k, A, u € C, entonces:
a) RN = AR
b) (KN = M
c) (k- A =gt

Demostracion.  a) Pongamos L:=Ax{0} y M :=pux{1}; entonces A= |L|, p=|M|y LNM = 0. Se
cumple:
H)‘+M — |>\+“/€| — |LUM/€|

A

KNk = PR xHr| = |F

x M|,
La funcién ® : "WML x My definida como W(f) := (fiz> fiar), es biyectiva; en consecuencia

‘LUM — ‘L A

K| K X M/@], y por lo tanto, kMH = k- kH.

b) (KM = MM = |"K)| y kM = [Mr| = |M#k|. Ademas, para toda f € #(*k): si z € p, entonces
f(z) € k, luego (f(x))(y) € k siempre que y € \.

Definamos W : #(*k) — **# de la siguiente manera: si f € *(*«), entonces U(f): Axp — & tal
que V(f)(y, x) .= (f(z))(y) para cualesquiera (y, x) € A x p. La funcién U es biyectiva, de modo que
[(*k)| = |P*#k| y, con ello, (kM) = kM.

¢) (K- N =1 (k-N)]=F(EXA)| y &F A= |rF XA = [Fr x|

Definamos T : #rx#X — #(kx A) por Y(f, g)(z) := (f(z), f(x)) para cada (f, g) € “xx*\. Esta
funcion es biyectiva, en consecuencia, (£-A\)! = [F(k X \)| = [Fr xP | = kH- M. ¥

Teorema 4.2.6. Si k, A\, 4, v € C son tales que k < p y A < v, entonces:

a) K+ A< pu+tv;
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b) kA< p-v;
¢) si A#0, entonces K™ < V.

Demostracion. a) Como k<p y A<w, entonces k Cpu y ANCv, luego k x {0} Cux{0} y Ax{1}C
v x {1}, por consiguiente, (kX {0})U(Ax{1}) C (ux{0})U(rx{1}), asi que
sA= [(sx LODUAX (11| < [ (ux (0D U x {1})] = p-+v.

b) Como k Cpu y AC v, entonces k XA C uxv, por lo cual, k- A= |k x| < |pxv|=p-v.

c) Si k=0, entonces x* =0 < p¥. Supongamos que  # 0, entonces 0 € k. Definamos & :* k —¥ 1 de
la siguiente forma: para toda f € k, ®(f) := fU{(£, 0)| & € v\ \}; entonces ® es inyectiva; por lo
cual, K = [Pr| < V| = p¥. i

Teorema 4.2.7. En el conjunto de los nimeros naturales, la suma, el producto y la potenciacion ordinal
(definidas en el capitulo 3) es igual a las correspondientes operaciones cardinales definidas en esta seccion.

Demostracion. Primero probemos que las sumas son iguales. Denotemos «+5» a la suma ordinal, y como
«+.» a la suma cardinal. Vamos a probar que Vn, m € w:n+m =n+.m. Sea n € w. Por los teoremas
312y 4.2.2, n+,0=0=n+.0. Supongamos que n+rm = n+,m, entonces
n+cS(m) = |[(nx{0})U(S(m) x {1})| = [(nx {0} U(mU{m})x{1})]
= [(nx{0})u(m>x{1HU({m} x{1})| = [((n+cm) x{0})U{(m, 1)}
= [((n+em) x{0})U{n+cm}| = [(n+cm)U{n+.m}|
=|S(n+.m)| =|S(n+rm)| = S(n+rm) =n+.S(m).
Por el principio de inducciéon matematica, Vn € w:Vm € w: n+,m =n+.m.
Denotemos «-.» a la suma cardinal y «-z» a la suma ordinal. Es claro que n-.0 =0=mn-,0 para cada
n € w. Supongamos que n, m € w cumplen n-.m =mn-,m, luego (ya vimos que +, =+, en w, y con ello
S(m)=m+.1=m+,1):
n-S(m) = [nxS(m)| =[nx(mU{m})| = |(nxm)U(nx{m})|

=[((nxm)x{0}H)U(nx{1})]| = |((n-em) x{0}) U (nx {1})]
=n-em)+en=nm)+n=nrm)+zn=n—x(m+z1) =n-S(m).
Por el principio de inducciéon matematica, Vn e w:Vm ew :n--m=n-m
Para la potencia, denotamos n™ a la potencia cardinal. Por el teorema 4.2.2 ¢) y d), n® =1 y n! =n,
lo cual coincide con la potencia ordinal. Supongamos que para n, m € w la potencia ordinal y cardinal

1

coincide: por el teorema 4.2.5 a), n™ !l =n™.pl =npm.n, F

Veremos més adelante que para ordinales y cardinales infinitos estas operaciones no coinciden. En este
capitulo, vamos a seguir usando los simbolos 4+ y - para la suma y producto cardinal, a menos que se diga
lo contrario. Para acabar esta seccion, veamos un teorema acerca de la finitud de ciertos conjuntos, el cual
es consecuencia del teorema anterior.

Corolario 4.2.8. St A y B son conjuntos finitos, entonces los siguientes conjuntos son finitos: AUB,
Ax B, P(A) y AB; y si, ademds, para cada a € A, a es finito, entonces | J A es finito.

4.3. Suma, producto y potencia de cardinales infinitos

Como vimos en la seccién anterior, la suma, producto y potencia cumplen muchas propiedades iguales
a las ya conocidas en los ntimeros a los que se esta acostumbrado a trabajar, como los ntimeros reales,
complejos, racionales etc. Ademas, estas tres operaciones con las operaciones de ordinales restringidas a w.
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Sin embargo, los nimeros cardinales contienen un tipo adicional de elementos, a diferencia de los naturales,
que son los cardinales infinitos. Nos interesa saber que resultados se obtienen al operar con estos nimeros.

Lema 4.3.1. Para cualesquiera («, ), (7,0) € RXR definamos («, 8) < (v, d) si y solo si
(i) ( méx{a, B} <mdx{y, d}) o
(ii) (méx{a, B} =méx{y, 5} Na<y) o

(iti) (max{a, B} =méx{y, 0} Aa=v A B<9).

Entonces, < es un buen orden en R X R.

Demostracion. La relacién < conecta a R X R porque la relaciéon < conecta a R.
Sea A una subclase no vacia de R xR. Claramente, Vo, § € R : méx{«, } = aUS. Tomemos 7 :=
min{max{a, f} | (o, B) € A}; claramente, V(a, 8) € A:n <méax{a, §}. Ahora bien, pongamos
B = {(Oé, 6) €A | méx{a, 6} = 77}7
y sean
ap:=min{aeR|IF: (o, B)eB'} vy  Bo:=min{BeR|(a, ) e B'}.
Observar que («y, fp) € B’, en consecuencia, max{ag, So} =n. Si (v, §) € A, se cumple que
max{ap, fo} =n < max{a, 5}
1) Si max{ao, fo} < méx{a, S}, entonces (v, fo) < («, 3).
2) Si max{ao, fo} = max{a, 8}, entonces («, B) € B', de aqui que ap < a:
i) si ap < a, entonces (ag, Bo) < (a, B);
i1) si ap = a, entonces [y < 3, por definicion de Sy:
— si By < B, entonces (ap, Bo) < (a, B);
— 81 By = B, entonces (ap, Bo) = (a, B).
Concluimos que (ayg, fo) es el <-primer elemento de A.
Por tanto, < es un buen orden en R x R. F

Teorema 4.3.2 (Teorema fundamental de los nimeros cardinales). Todo cardinal infinito k cumple que
K K =K.

Demostracion. Por el teorema 4.2.6 b), Ve € C\w: k < k-k = |k X K.
Supongamos que k < |k X k| para algin £ € C\w. Tomemos X :=min{x € C\w | k < |k X K|}.
Por el lema anterior, la relacion < es un buen orden en Ax A. Sea f: (Ax\, <) — (4, <) el isomor-
fismo de orden de (Ax A, <) con § =tpo(Ax A, <). Vamos a probar que § =ran(f) C A.
Sea = := (a, B) € Ax A. Dado que f es un <-< isomorfismo, entonces
() lyedt = (/) ly <z} = W) | (y) < f@)} = {o | o < ()} = F();
es decir, f[x] = f(x) y, en consecuencia, |Z|=|f[Z]| =|f(z)|. Por otra parte, si (¢, () €7, se tiene que
(57 C) < (Oé, ﬂ) =z, luego
max{¢, ¢} <max{a, f} =aUp < S(aUp),
por consiguiente, &, ¢ € S(aUp), de aqui que (&, ) € S(aUB) x S(aUp). Asi, z C S(aUpf) x S(aUp). Te-
nemos, por ello, que |f(z)| = |Z| <|S(aUB) x S(aUp)|.
Ahora, usando la tltima desigualdad, tenemos dos casos:
i) Si aUB <w, entonces |f(x)] <[S(aUB)|? <w, con lo cual, f(z) <w, y como A > w, se sigue que
flz) <A
ii) Si aUpB > w, entonces |S(aUpB)| = |aUfS|; ademas, («, 5) € Ax A, asi que aUS < Ay con ello S(aU
B) < A pues A € C\w. De la definicién de A, se sigue que |S(aUS) x S(aUp)| < |S(aUp)|, por ello,
[f(@)] <|5(aUp) x S(aup)| < [S(aUf)| < S(aUf) < A;
asf pues, f(z) <.



42 Aritmética cardinal

Hemos probado que V€ € Ax A : f(x) € A, es decir,ran(f) C A, y con ello |[Ax A| = | ran(f)| < |A|; pero esto
no es posible ya que A :=min{x € C\w | k < |k X &|}.
Concluimos que Vk € C\w : k = |k X K| = K-K. f

Corolario 4.3.3. Si k, A€ C tales que 0 <k <\ y A > w, entonces kK+A=K- A= A.
Demostracion. De A > w se deduce que A-A = A. De 0 < k < X se siguen dos cosas:
1) 0O+ A <Kk+A< A+ porlocual, A\<k+A<2 A< A A=A

2) 1<k <A luego 'A< K- A< AN estoes, A\<k- A<\
T
El corolario anterior se puede enunciar de la siguiente forma: si K y A son cardinales diferentes de cero
y alguno es infinito, entonces k+A = k- A = méx{x, A}.
Puesto que w es un cardinal infinito, se cumple w+w = w-w = w. Sin embargo, para la suma ordinal,
wHrw =sup{w+n | n <w} >w; y para el producto, w-rw = sup{w-.n | n <w} > w. De la misma manera,
para cardinales w? = w-w = w y para ordinales w? = w- w # w.

Corolario 4.3.4. Supongamos que A\, k €C y A>w. Si 2< r <\, entonces 2* = k™.

Demostracion. Como 2 < k < A, por el teorema 4.2.6 c), 2N < g

Por el corolario anterior, A\-x = A, por lo que existe una funcién biyectiva f : A x K — A. Recordemos
que 2* = [P()\)|: definamos @ : *x — P()\), como ®(g) := {f(z, g(x)) | # € A} para toda g € *k. Veamos
que ® es inyectiva. Si g, h € *« tales que ®(g) = ®(h), dado z € X, se cumple que f(z, g(z)) € ®(g), luego
f(z, g(x)) € ®(h), por lo cual existe y € A de tal forma que f(z, g(x)) = f(y, h(y)), por consiguiente,
(x, g(z)) = (y, h(y)) pues f es biyectiva, en consecuencia z =y y g(z) = h(y) = h(z); resumiendo, Vx € A :

g(x) = h(x), esto es, g=f.
Acabamos de probar que ® : *x — P(\) es inyectiva, asi que x* = [*k| < [P(\)| = 2. ¥

Ejemplos. Para cada k > w se cumple que 2% =3% =4~ . . . = g"; ademés, 0" =0y 17 =1.
Corolario 4.3.5. Para todo A € C\w, si k € C con k <\, entonces K < 2.

Definicién 4.3.1. Para cada s € C, se define su cardinal sucesor, denotado por k™, como:
kT :=min{AeC|r <A}

Definicién 4.3.2. 1) & es un cardinal sucesor si existe un cardinal \ tal que k = A\™.
2) k €C es un cardinal limite si kK # 0y k no es un cardinal sucesor.

Todo natural diferente de cero es un cardinal sucesor y w es un cardinal limite. Por el teorema 4.1.11,
k < |P(k)| = 2%, de modo que k™ < 2%,

Corolario 4.3.6. Para todo k € C\w:
a) (KF)"=2%,
b) kT =|{eR|r<E<kTY.

Demostracion.  a) Si k € C\w, entonces 2 < kT < 2% luego 2% < (k)" < (2F)" = 2FF = 2% consiguien-
temente, (k)" = 2~.

b) it = {EeR[E<n=[{EeR|E< it} = [{€eR[E<R}U{EER k<€ <t} =
=|kU{EeR|r<E<kT = [kx{0}U{( e R |k < E< kT x {1}
=rt+|{EeR|K<E<KTH ={EeR|K<E<KTY. ¥
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4.3.1. La funcion alef

Teorema 4.3.7. Existe un unica funcion F <-< preservadora de orden en R y C\w tal que dom(F) =R
yran(F) =C\w.

Demostracion. Sabemos que la relacion < es un buen orden R y C\w, asi que por el teorema 2.3.5, existe
una dnica funciéon F, <-< preservadora de orden en R y C\w tal que dom(F) =R o ran(F)=C\w.

Si dom(F) =R y ran(F') C C\w, existe K € C\w tal que ran(F)={y € C\w|y <k} C kK, en conse-
cuencia, ran(F) es un conjunto, luego, por axioma de reemplazo (aplicado a F~1), dom(F) =R es un
conjunto. Si dom(F) C R y ran(F) =C\w, existe a € R tal que dom(F)={reR |z <a}=qa, con lo
cual dom(F') es un conjunto, asi que, por el axioma de reemplazo, ran(F') = C\w es un conjunto. Conclui-
mos que dom(F) =R y ran(F) = C\w. i

Definicién 4.3.3. La tnica funcion biyectiva y <-< preservadora de orden de R en C\w se denota como
N y se le llama la funcion dlef. Para todo o € R, R(«) := N,.

El primer cardinal infinito es Ng, luego le siguen Ny, No, N3, Ny, - - - | N,. Ademaés, con la aritmética
ordinal, obtenemos los cardinales Ny, 11, Nyq2, -+ ) Npgw, =y Ny =00y Nepw = - -

Teorema 4.3.8.  a) Para cualesquiera o, f € R, Ry < Rg si y solo si a < f3.
b) Nop=w.
¢) Para cada a € R, (Ry)T =Roq1.
d) Si~y es un ordinal limite, entonces Xy = |J{Na | <7} =sup{Rq | <7}.
Corolario 4.3.9.  a) X, es un cardinal sucesor si y solo si a es un ordinal sucesor.
b) Ny es un cardinal limite si y solo si o es un ordinal limite.

Hay que tener en cuenta que cualquier ¥, es también un niimero ordinal, asi que existen, por ejemplo,
los cardinales Ny, Ny, Ry, ... y en general Ny, e incluso NNNQ'

Cuando nos interesa ver a N, como un numero ordinal en general, y no como un cardinal, usamos la
notacion wy, es decir, wy := Ny, wy := Ny, w3 := N3 ... de esta manera, Ny, =N, Ny, = Ny, Nu, = Ny, €te.

4.4. Sumas y productos infinitos

Definicién 4.4.1. Usamos la notacion (4;);c; para la funcion f tal que dom(f) =1y VieI: f(i)=A4;
y decimos que (A;);c; es una familia de conjuntos. Una funcion selectora de (A;);c; es una funcion
f:I—U;er Ai tal que VieI: f(i) € A;. Denotamos f,c; A; a la clase de las funciones selectoras de

(Ai)iel'

Definicion 4.4.2. Una sucesion es una funciéon cuyo dominio es un ordinal. Si f es una sucesién con
dom(f) = 3, se acostumbra usar la notacioén (f(§))¢.4 © (A§)5<g donde A¢ := f(£); al elemento, A se le
llama el (-ésimo elemento de la sucesion.

Definicion 4.4.3. Si (k¢) ¢<p ©S una sucesion de ntimeros cardinales, se define la suma y producto de esta

sucesion, respectivamente, como:
Z/ﬁ;g = ’ U re X {&}
£<p £ep

Hliglz‘ h Hg‘

&< gep

)
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Observacion. Z@zO; Hngzl; Zﬁgznoznng; Zﬁgzﬁo—i—m, y Hﬁgzmo-m.

£<0 €<0 e<1 e<1 £<2 £<2

Teorema 4.4.1. Si (A¢);_g y (Be)e_ g son sucesiones de conjuntos tales que V€ < 3 : |A¢| = |Bg|, entonces

‘UAE’:‘ UBg‘ si A¢NBe =0 siempre que E#(; y ‘ f As‘Z‘ y BE"
e cos £ep £ep

Teorema 4.4.2. Si ()\5)&[3 es una sucesion de cardinales y v < 3, sabemos, por el lema de la resta, que
existe un unico § € R tal que y+6 = B; entonces:

a) Y A= > /\f:(Z/\f)+(ZM+£>;

£<B E<y+0 E<vy £<6
o) [T2= 11 /\s:(H A&)'(H)Wr{)'
£<p §<y+d <y £<8
En particular, Z kg = Ho—i—Z K(14e) Y H Ke = /<;0-H K(1+4¢), donde 6 € R tal que 1+6 = f3.
£<B £<d £<B £<é

Demostracion. Por el teorema 3.1.3, B=~+0 =yU{y+&|£ <3} y, es claro que yN{y+&|E <} =0.
Entonces,

> ae=| U rextel]| = |(U rexter) u( U Mrex {r+6})]
£<pB <y £<o

i<
= (U rexte) x i ( U dsex r+6) <2}
E<y £<6
- U A¢ X{g}‘"i_‘ U )‘“H-EX{V"{}’ = Z )\g+z Ayte-
§<y £<6 £<y £<9

Como se vio al principio, 8 =7v+0 =yU{y+£ | <} =yUB donde B:={y+{|£ <0} y también
YNB=10.5i f € f_5 ¢, entonces V€ < B: f(§) € A¢, en particular, como B C v, resulta que V§ < d: f(y+
€) € Ayt¢. Definamos o : 6 — B por 0¢(§) :=v+&, la cual, es una funcion biyectiva. Tenemos pues, que
para cada f € ;g A¢, se cumple que fj, € le5 A¢ ¥ f|B000 € e 5 Ayt¢- Reciprocamente, si f € fe_5 A¢
Y g € lecs Ayre, entonces fU(gooyt) € fe<p A¢- La funcion @ es biyectiva, donde

@: ) Ae— (g A)x( ] Mo

£<B E<y £<é
tal que ®(f) := (f},, (fjp)ooo) para todo f € h5<5 A¢. Asi, H Ae = ( H )\g) . ( H )\7+§>. ¥
§<B E<y €<

Teorema 4.4.3. Sik€C y 8 € R, entonces:

) Y k=18]k;

£<p

b) H k= rlAl,

£<p

Demostracion.  a) Z K= ‘ U(ﬁx{ﬁ})‘ = ‘HX ( U{&})’ =|kx Bl =k-|B].

£<p £ep gep

b) [T r=| b #|={7:8—Uees n 16 € B: 7€) € }| = Tu] = sl
€< ¢ep T
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Teorema 4.4.4. Si (k¢)e_g Y (Ae)eg son sucesiones de cardinales tales que V& < B : kg < A¢, entonces:

a) > ke <Y e

¢<B ¢<B
b) H ke < H Ae.
<8 €<

Demostracion. — a) Como Y€ < : ke < Ag, entonces V& < B : ke x {€} C A\e x {{}, en consecuencia,
Ug<p e X {6} € Ugp Ae x{&}, por lo que deducimos que ‘ Ugcp re X {f}} <| Ugcp Ae x{&}], es de-
cir, D oeop ke <D ep e

b) Si f es una funcién selectora de (ﬁ5)€<5, entonces V& < B : f(§) € ke, pero kg € A¢ si§ < 3, por lo cual,

VE < B: f(§) € A¢, de modo que f es una funcién selectora de (A¢),_ 4. Por tanto, Heep Fe Clecp A
v, por ello, [Tecs o = | Gecp e| < | Becp Ae| = Tlecs Ae- i

Teorema 4.4.5. Si (A§)£<ﬁ es una sucesion de cardinales y k € C, entonces:

a) Z H-)\§ZI€~<Z Ag);

£<p £<p
o) I] ,Q.)\gz,i\ﬁl.( I1 )\5);
£<p £<p
o) TTx=(TI »)"
£<p §<B
Demostracion.  a)

“'(Z)‘f) = ‘”X(Z)‘f)‘: ‘mx( U )\fx{é})’:‘ U kX (Ae x{€})
£<B §<B £<B £<B
:’ U(HxAg)x{g}’ =S xad =3 koA

£<B £<pB §<B

b) Tenemos que H K-Ae & h K-Ae & h KX A¢ y también,

£<B gep gep
;45'-()51}3 Ne) ~ K% (51;[[3 Xe) & Prix (gEB Ae).

Definamos W : #x x ( lees Ag) — leep B X A¢ de la siguiente forma: si (f, h) € B x ( lees )\5), en-
tonces W(f, h): 8 — Ugep £ x A¢ tal que U(f, h)(§) := (f(£), h(§)) para cada & € . La funcion ¥
es biyectiva, en consecuencia, [[;_5 £-A¢ = k18] ( [Te<s Ae).

¢) gAg ~ ggﬁAg ~ ggﬂmg y (gg&) ~ A<§<1_Ig/\£) ~ “<€EBA5).

Definamos @ : 5 "A¢ — ”( leep )\g) como: si f € feep "Ag, entonces O(f) 1k — fecp Ae tal que
para todo & € k, (f)(§) : B — Ugep Ae con (2(f)(£))(C) := f(€)(§) para cada ¢ € B. Esta funcién
es biyectiva, asi que H£<5 A= ( H£<5 /\5)’"‘. ¥
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Teorema 4.4.6. Si (K5)£<6 es una sucesion de cardinales y A\ € C, entonces

AE = T ».

£<p
>k re x{&} U A

Demostracion. Observar que A& o |5<9 )\‘ = ’ )\‘ = "3@3 )\‘, donde A¢ := ke x {{} para ca-
da & € .

También, se tiene que H A = ‘ A = ‘ Ng/\‘ ‘ Ai/\‘.

£<p gep §ep §ep
U4 A A :
Definamos & : ¢€8 )\ — h ¢\, como @(f): I — U A tal que ©(f)(£) := f|4,. Esta funcion es
§ep &ep

biyectiva, por ende,
)\;:a )5 8 )\)—‘ Ag)\‘:H)\f%'
gep £<B
T

Definicion 4.4.4. Si ()\¢) es una sucesiéon de cardinales, una reordenacion de esta, es una sucesion de

la forma (A ))

£<B

< donde f:+v — B es una funcién biyectiva.

Teorema 4.4.7. Si (\¢) es una sucesion de cardinales y ()‘f(f))5<fy es una reordenacion, entonces:

dox=> N v [T r=11

§<pB E<y £<pB <y

£<B

Demostracion. Para cada § < B, Ae = Ay(y-1(¢)) = con ¢ = f1(&).
La funcién @ : (Je 5 Ae X {&} — Ugey, Ape) X {f} deﬁnlda como ®(z, £) := (z, f~(£)) es una biyec-
cion. También W : J[,_5 Ae — [le, As(e) deﬁnlda como W(h) :=ho f sih € [[,5 A¢ es una biyeccion. ¥

Como acabamos de ver, el orden en que se haga una suma o producto no importa, pues siempre nos va
a dar el mismo resultado. Algunas veces es mas comodo trabajar una suma o producto sin importarnos el
orden en que se suman. Por eso la siguiente definiciéon también es valida y la usaremos algunas veces: dada
(Ai);er una familia de conjuntos, donde I es un conjunto cualquiera, la suma y producto de esta familia es
RS _‘U)\ x{z}‘ y H)\ _‘

el el
Por el teorema de Zermelo, existen un nimero ordinal 3 y una func1on biyectiva f: 8 — I, de modo que

la familia (A;);.; se (bien) ordena como la sucesion (Ay(g)) De la misma forma que el teorema 4.4.7 se

£<p’

Yoxi=> Mo v [ITx=11 e

el £<B iel £<p

Dicho de otro, U;c; Ai X {i} = Ugcg Ape) X {fF(E)} ¥ Hicr Ni @ lecp Ase)-
Por ejemplo, el teorema 4.4.2 se puede enunciar asi: Si (A ) 5 €S una sucesion de cardinales y v < 3,

entonces: Z Ae = ( Z )\§> +< Z )\5) y H Ae = < H )\5> ( H )\5).
£<B <y Y<E<B Y<E<B
Esta propiedad de dividir una suma (producto) en dos sumas (producto), se puede generalizar divi-

diendo una suma infinita en infinitas sumas. Esto es la generalizacién de la propiedad asociativa:

prueba que:

Teorema 4.4.8. Si (ki);c; es una familia de nimeros cardinales y {A;|j € J} es una particion de I,
entonces:
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)Y r=Y (3 w):

i€l JEJ €A,

) Te=T1 (11 #)
icl JEJ €A,

c) H ( Z Hi) = Z (H /{f(j)) donde A := h Aj.
JEJ A, FEA  jeJ jeJ

Demostracion.  a) Como {A;|j € J} es una particion de I, entonces {(ri);c 4, | j € J} es una particion
de (ki);cr- Ast que

Urixtit=U (U mxti) = U ((U mxti)x0) =~ U (( X m)x45):

icl jeJ Q€A jeJ  icA; jeJ  icA;
por lo cual
> = Unoit|=[ U (2w <ti)[ =30 (X0 m)
JjeJ 1€A; JjEJ i€A;

b) Observemos que ;¢ ; ( Hz‘eAj /{i) ~ Bies ( hieAj /-ii). Definamos,
(O h R — h ( b /Qi)
iel jeJ €A,
tal que para toda f €l;c; ki, y toda j € J, (f)(j) := fla,. Esta funcién es biyectiva, por lo que

concluimos que [[;e; wi =] e, < HieAj m).

¢) Notemos que [];; (ZieA]— ni) = ’ Ui (ZieAj Hi)
k; x{i} para todo i € I, entonces
H(Zm)zh(Ud {:cJ—)UUdW]EJm Ud}
jeJ  i€A; JeJ  i€A; JEJ i€A; i€A;
Se observa que si z es una funcion (selectora), en el altimo conjunto, para cada j € J existe i’ € A; tal
que z(j) € dy; esto define una funcion f:J — ;c; 4; tal que f(j) € A; y 2(j) € dy(;); dado que
que los A; son ajenos entre si y los d; lo son igualmente, la funcion f es anica. Notar que f € f jes Aj=
Ay x€lc;ds;). Definamos fo:f;c; ( Uica, d;) — A tal que para toda x € f;c; ( Uiea, d;),
fo(x) es la tnica funcién en A tal que x € ;¢ ; dfo(:z:)( - De aqui se verifica que = € 3¢ ; dfy(2)(j)-

- ‘ Uje (UieAj Ki X {2}) ’ Pongamos d; :=

Por otra parte,

> ( [1 “f(j)) ~ U ( 11 "éf(j)) <{f}

feA jeJ feA jeJ
~ U ( b ﬁf])) {f} U ( b df(j))x{f}.
feAa ig&J fea jeJ
Definamos
2 (Ud)—U (8§ o)<
JeJ = ieA; feA jeJ

como ®(z):= (x, fo(z)) para todo = en su dominio. Esta funcion es claramente inyectiva. Si f €

=l;c7 Aj ¥ Y € ;e dy(j), entonces para todo j € J, y(j) € dyjy v f(j) € Aj; lo cual nos dice que
df C UzEA d;; consecuentemente, para todo j € J, y(j) € UzeA d;, es decir, y € ;¢ ; ( Uz’eAj d;) =
dom( ); por definicion de fo, fo(y) = f, por lo cual, ®(y) = (y7 foy)) = (y, f(y)). Por ende, ® es
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biyectiva, lo cual implica que

T3 w) = (U a)=[U ()< 0f=% (ILmmn)

JEJ €A, feA jeJ

Corolario 4.4.9. Si (n§)£<a es una sucesion de nimeros cardinales y (05)£<ﬂ+1 es una sucesion de
cardinales estrictamente creciente tal que o9 =0 y 0g = o y Vy € LimNa : 0, = sup{o¢ | £ < v}; entonces:

a) (Asociatividad de la suma) Z Ke = Z ( Z RC);

(<a &< UgSC<O’5+1
b) (Asociatividad del producto) H ke = H ( H ﬁg).
E<a E<B  0¢<(<0oeq1

Si B €R y para cada j < B tenemos ()\g)&av una sucesion de cardinales, entonces
J

¢) (Distributividad) H( Z Af) = Z ( H /\ff(g)) donde A := b ag.

€<B i<ag feA e<p ¢<p

Enseguida vamos a probar un teorema que dice como saber el valor de una suma infinita.

Lema 4.4.10. Si (X¢)._4 €s una sucesion de cardinales, entonces Z Ae < |B]-sup{A¢ | € < B}
£<B

Demostracion. Denotemos v :=sup{A¢ | £ < 8}. Para todo { < 3, se tiene que A\¢ < v, luego existe una fun-
cién inyectiva fe : Ae — v para cada § < B; entonces, Je g fe X {¢} es una funcion inyectiva de Je 5 Ae X
{¢} en Ue g v x{€}. Tenemos pues,

> Ae=| U rex €} < | U vx{e}] = |vx ( {5})] = v x 8| = |8]-sup{A¢ | € < B}

£<B T
Corolario 4.4.11.  a) Si (A;);c; es una familia de conjuntos, entonces | |J;c; Ail < [I|-sup{|A;||i€

I}.

b) Si keC\w, la union de a lo mds k conjuntos de cardinalidad a lo mds k, tiene cardinalidad a lo
mds K.

Demostracion. — a) La funcion f:J;c; Ai x {i} — U,c; A, definida como f(a, j) = a (para todo j € I
y todo a € A;), es sobreyectiva. Luego, y por el lema 4.4.10,

| =3~ A < |1l-sup{l Al i € T}
iel el

b) Sea (A;);c; una familia de conjuntos tal que Vie I:|A;| <k y |I| <k, entonces, por el inciso a):
[User Ail < [1]-sup{|Ai] |i € T} < 55 = 5. ;

Teorema 4.4.12. Si ()\5)€<5 es una sucesion no vacia de cardinales diferentes de 0 tal que 5 o algin A¢
es infinito; entonces,

> Ae=|Bl-sup{X¢ | £ < B} = max {|B], sup{X¢ | £ < B}}.

£<p
Demostracion. Por hipotesis, V& < :1 < A¢, lo cual implica que 3| = Z§<ﬂ 1< ZE<,B A¢. Por otra parte,
para todo ¢ < 3 se cumple que A¢ = A¢ x {(} C U5<6 Ae x {&}, en consecuencia,

A¢c < ’ U )\gx{f}) para cada ( < f3,
£<B
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y con ello sup{A¢ [ ¢ < B} <> ¢ 5 A¢. Ahora bien, como 3 es infinito o algiin A¢ es infinito, entonces |J|
o sup{\¢ | £ < B} infinito; ademas, |B| <3 ¢ 5 Ae v sup{A¢ | <B} <D ¢ 5 A¢, de lo que se siguen dos
cosas: Y ¢ A¢ es infinito y, también,

Blsupe [C< €1 < (D0 e)- (3o re) =D A
£<B £<B £<B
Finalmente, por el lema 4.4.10, > . 5 Ae = [B]-sup{A¢ [ < B} ¥

Podemos usar el teorema anterior para una sucesiéon que tenga elementos iguales a 0 de la siguiente
manera;: si (Af)€<6 es una sucesion de cardinales tal que algtin A¢ es cero, pongamos I1 := {£ < 5| A¢ # 0},
entonces, si I1 o algtin A¢ es infinito, resulta que

D A=) Ae=|I|-sup{i¢ | £ < B}

£<B eh
Tenemos por ejemplo que Z n=|w|-sup{n|n <w}="Ny. Mas aun, si £ es un cardinal infinito,
n<w
Z n=|k|-sup{n|n <k} ==k.
n<k

Corolario 4.4.13. Si 8 es un ordinal limite y (a§)£<5 es una sucesion estrictamente creciente de ordina-

les, entonces Y ¢ 5 Ry, =Ny donde o =sup{og | § < B}. En particular, > e 5 Re =Ng y > 1 Ne =g
donde o es un nidmero ordinal cualquiera.

Demostracion. Por el teorema 4.4.12, se cumple que Z£<B Ny, = |B]-sup{®,, | £ <B}. Como § € Lim y
(0¢)¢p es estrictamente creciente, entonces o =sup{og | { < f} € Lim, luego Ry =sup{X¢ | { <a}. En
consecuencia, por el lema 3.1.9, N, =sup{®,, | { < #}. Ademés, por el teorema 2.3.1, V§{ < 3:§ <o¢ <
Oer1 <N <R, de este modo B C N, y por ello |3| <R,. Por lo tanto,

Z Nag = |/B|'8up{Nag |€ < /8} = ’/B“Na =N,.

¢<p T

T¢+1

Lema 4.4.14. Si (K5)§<B y <)‘5)§<B son sucesiones de cardinales tales que V§ < B : (kg < Xe A Ag > 2),

entonces
Z ke < H Ae.

£<p £<p

Demostracion. Vamos dividir el lema en tres casos:
Caso 1. Supongamos que todos los A¢ son infinitos. Entonces, para todo £ € I, A¢ = S(A¢). Definimos
FolU rex{ey — f SO
el gel
tal que para cada (v, () € Uges ke x{} frc i L — Uger S(A¢) es tal que

e st&#£C
f%dg)-—{,y siE=(

Observar que fy ¢ € feey S(Ae), pues kg < Ae <S(A¢) ¥ fr,¢(C) =7 € ri¢. Veamos que f es inyectiva. Sean
(75 )y (75 ¢') € Uger ke x{§} —de esto se sigue que v € k¢ y ' € ke tales que f, = fy ¢/, entonces
Y= fr,c(Q) = fycr(€); si se diera que ¢ # (’, se tendria que v = fy () = fy.¢({) = K¢, pero v € K¢; en
consecuencia, fy ¢ = fy ¢ por lo cual v = f, (¢) = fy ¢({) =7'; por tanto, (v, ¢) = (7, (). Concluimos
que f es inyectiva, lo cual implica que
sOa| =] 1 A =TT e
el

> re=| U rex(6)] <| I

cel cel el

Caso 2. Supongamos que todos los A¢ son finitos. Aqui, se subdividira en dos subcasos:
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(I) Supongamos que I es finito. Usaremos induccion para probar que VA C I : de A ke < er A e
Si |A| =0, entonces A= 0, asi que > ¢4 ke =0<1=]]ecy Ae.

Sea n < |I| tal que VACI:|Al=n=3 4 kg <]leeq Ae. S1 BCI con |B[=n+1; tomemos

( € B tal que r¢ =min{rg¢ | { € B}; entonces |[B\{(} =ny k¢ <3 g\ (o} ke [0eg0 D eep gy e <
[Lce ey A v, en consecuencia,

Zm5:< > n5)+n<§< > /1§>+< > fig)

éeB £eB\{¢} £eB\{¢} §eB\{¢}
§2-< Z /ig)SQ'( H Hg)ﬁ)\c'( H /\g)ZH)\g
£eB\{¢} £eB\{¢} £eB\{¢} £eB
Por el principio de inducciéon matematica, Z ke < H e
geh geh

(IT) Supongamos que I es infinito, es decir Ry < |I]. Se tiene que V€ € I : k¢ < N, entonces sup{x¢ | £ €
I} <Ng <|I|. Luego, por el teorema 4.4.12,

> ke=|I|-sup{re| et =|I| <2 =T]2< ] X

gel gcl gel

Caso 3. Supongamos que al menos un A¢ es infinito y al menos un A¢ es finito. Sean Iy :={£ < |
Ae > Ng} e I :={£ < 8| Ae <Ng}. Aplicando los casos 1y 2, se tiene
D ore<[[re v D ome< I e
gely &ely el el
La pareja {Ip, [} es una particion de [3, asi que, por el teorema 4.4.8,
dore= (D m)+ (D we) v Il we= (1] se)-(1I e)-
£<B gelo geh £<B gelo geh
Ademés, I # (), ast que H{Gh ke > Np, en consecuencia,
> = (3 me) (2 we) < (TLwe) + (I we) = (TT we)- (1T wc) =TI e
§<p gelo geh £elo geh gelo geh £<p

1.

Teorema 4.4.15 (Lema de Konig). Si (ﬁ§)§<ﬁ Y (A¢)ep son sucesiones de cardinales que cumplen que
VE < B (ke <Ae N2< Xg), entonces
Z Ke < H )\5.

£<p £<p

Demostracion. Por el lema anterior, > .5 ke <[5 Ae. Supongamos que > . 5 ke =[[;5 Ac ¥ sea
FiUgep e X {€} — feep Ae una funcion biyectiva. Para cada (v, () € Ugep ke, denotemos F(v, () ==
F, ¢. Dado £ < 3, sea Be := {F, ¢(§) | 7 € ke }, entonces |Be| < ke y Be € A¢ y, como ke < A¢, se sigue que
Be C A¢, 0 sea, A¢\ Be # (). Por el axioma de eleccion, existe una funcion f € ng,@ Ae\ Be, de lo cual, se
observa que f € hgeﬂ A¢; dado que F' es biyectiva, existen un ( < 8 y un v € k¢ tales que F, = f, por lo
cual, f(¢) € B¢; pero esto tltimo no puede ser ya que f € hgeﬁ e\ Be.

En conclusion, » ¢ ke <[l Ae- ¥

Corolario 4.4.16. Si 3 es un ordinal limite y (H§)£</H es una sucesion de cardinales estrictamente creciente
con V§ < B : ke > 2, entonces:

a) ZH§< H Ke;

£<p £<p
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b) Z ke < (Z ﬁg)lm;

£<B £<p
18] 1Bl
o) (Xwe) = (1) -
£<p £<B
Demostracion.  a) Tenemos que V€ < :2 < k¢ < Kuq1, entonces, por el lema de Kénig,
Z/ﬁ;§<HKJ§+1: H /QSH/Q.
£<B £<p gep\{o} £<p

b) Se cumple V& < 3:2 < ke < Z<</3 K¢, entonces H ke < H ( Z “C) y por el inciso a):
£<B §<B  (<B

Sre<[Ire<II (X ne)=(w)"

£<p £<p £§<B ¢<p (<p

|8l
c) En el inciso b) obtuvimos que Z ke < H ke < ( Z Iﬂ?g) . Elevando todo a || obtenemos:
£<B £<p (<p

8 |
(;ms)ﬁl < (gf%)m < ((é,@lm) _ (gﬁg)ﬁ 8 _ (gﬁg)ﬁ N
|81-18] = |8] pues 3 € Lim. T

4.5. Cofinalidad

Definicién 4.5.1. Dados « un namero ordinal y A, B C R.:
1) Decimos que A es cofinal en Bsi ACByVYéeB:Jac€ A:{<a.
2) Si f: A— «, diremos que f es cofinal en o (o simplemente cofinal) si ran(f) es cofinal en a.
3) La cofinalidad de « se define como cf(«) := min{p € R | existe f: p — « cofinal en a}.

Recordemos que dados AC BC R, A es no acotada en B si V€ € B:da € A: € < a. Esto es similar a
la definicion de cofinal; de hecho, si A es no acotado en B, entonces A es cofinal en B; pero el reciproco
no es verdad. Por ejemplo, el conjunto A ={3, 1, w} es cofinal en w+1: para todo £ € w+1, se tiene que
we Ay & <w;pero A si estd acotado en w+1, V€ € A: { <w (w es una cota superior de este).

Si B es una subconjunto de R y existe max(B), entonces toda subconjunto de B que tenga como
elemento a max(B), sera cofinal en B y estara acotado por max(B). ;Y qué pasa si no existe max(B)?

Lema 4.5.1. Si BC R (B un conjunto) no tiene un mdximo, entonces para cada A C B, A es cofinal en
B si y solo si A es no acotado en B.

Demostracion. El reciproco claramente es cierto. Supongamos que A es cofinal en B; si £ € B, existe f € B
tal que £ < 8 (pues B no tiene un maximo), luego existe a € A tal que 8 < «, en consecuencia § < < q;
por tanto A es no acotado en B. i

Teorema 4.5.2. Para todo a € R, cf(a) <« y cf(a) €C.

Demostracion. Si a =0, 0 es una funcion tal que su rango (ran(0) =0) es cofinal en 0, por lo cual,
cf(0) <0. Si o # 0, claramente « es cofinal en «, entonces la funcion I;: « — «, dada por I4(§) =&, es
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cofinal en « (pues el ran(Iy) = «); asi, « € {u € R | existe f: u — « es cofinal en a} y, en consecuencia,
cf(o) =min{p € R | existe f: p —> « es cofinal en a} < a.

Si existe 5 < cf(«) tal que 8 = cf(a), entonces hay una funcion biyectiva f : 8 — cf(«), y por definicion
de cf(a) existe una funcion h:cf(a) — a cofinal en a. Veamos que hof: 3 — a es cofinal: si £ € «
existe § € cf(a) tal que & < h(d), luego &' := f~1(6) € By (hof)(§") = h(f(f~1(5))) = h(5) > £. Por tanto,
hof:fB — « es cofinal en «, lo cual implica que cf(a) < 3, pero supusimos inicialmente que 8 < cf(«).
En conclusion, cf(a) € C. ¥

Teorema 4.5.3.  a) cf(0)=0.
b) Si o es un ordinal sucesor, cf(a) =1.

Demostracion.  a) Sabemos que para todo ordinal «, se cumple que 0 < «; en particular, 0 < cf(0);
ademas, por el teorema 4.5.2, cf(0) < 0. Por tanto, cf(0) = 0.

b) Sea « un ordinal sucesor; « tiene un maximo y S(max(«)) = a, por lo cual, el conjunto {méx(«)}
es cofinal en a. La funciéon f:1— {max(«)}, definida como f(0) := méx(«), es cofinal en a. En
consecuencia, cf(a) <1, pero no puede ser que cf(a) =0, asi que cf(a) = 1. ¥

A continuacion veamos dos caracterizaciones de la cofinalidad:

Teorema 4.5.4. Si o € R, entonces
cf(a) =min{u € R | existe f : u — « cofinal en « y estrictamente creciente}

=min{k € C|FACa:|Al=k A A es cofinal en a}.

Demostracion. Sea Cs:={u € R | existe f: un — « es cofinal en « y estrictamente creciente} y
Cy:={p e R |existe f:p— a es cofinal en a}. Por definicion, cf(a) = min(Cy,).
Antes que nada, Cs # (), pues la funcion Iy = {(§, &) | £ € a} es estrictamente creciente y cofinal en a.
Se observa que Cs C Cy, y, de este modo, cf(a) = min(Cy,) < min(Cs). Si a =0, entonces cf(a) =0, y la
funcion f:=0 es cofinal en « y estrictamente creciente, luego 0 = cf(a) < min(Cs) < 0. Si « es un ordinal
sucesor; entonces, cf(a) =1y la funcion f:1 — «a, donde f:= {0, méx(«a)}, es estrictamente creciente y
cofinal en «; en consecuencia, 1 = cf(a) < min(C;) < 1; asi, min(Cs) = cf(a) = 1. Si « es un ordinal limite,
sea f:cf(a) — a una funcién cofinal en « y definamos h : cf(a) — «, como:
ey = 410 5E=0
mix { £(€), sup{h(C) [C < E}}+1  si€£0
Claramente, h(0) < a, y si £ < cf(a) tal que V¢ <& : h(¢) < o, entonces sup{h(() | { <&} < a por la mi-

nimilidad de cf(a), luego max{f(&), sup{h(¢) |( <&}} <ay asi f(§) < o pues « es limite; por el PIT,
V¢ < cf(a) : h(€) < a. Ahora, si &, ¢ € cf(a) de tal forma que £ < ¢, entonces
h(¢) = méx{f(¢), sup{h(¢) [{' < (}}+1
>max{f(¢), sup{h(¢') |¢" < (}} =sup{h(¢) [ ¢ <} = n(E);

por tanto, h es estrictamente creciente. Ademas, si § < «, como ran(f) es cofinal en «, existe £ < cf(a)
tal que B < f(£) y, de este modo, 8 < f(§) <méx {f(£), sup{h(¢) | ¢ <&} < h(£). Tenemos, por ello, que
h: cf(a) — « es una funcién estrictamente creciente y cofinal, entonces cf(a) € Cy y asi min(Cy) < cf («);
y ya vimos al principio que cf(a) < min(Cs). Por tanto, min(Cs) = cf(«).

Por otra parte, sea C.:={k € C|JAC a:|A|=k A A es cofinal en a}; C. # () pues |a| € C.. Como
vimos en el parrafo anterior, existe una funcion f : cf(a) — « estrictamente creciente y cofinal en «; esto
implica que f:cf(a) — ran(f) es biyectiva, por lo cual, | ran(f)| = cf(«), y como ran(f) es cofinal en
a, se sigue que cf(a) € C, y, con ello, min(C,) < cf(«). Ahora bien, sea A C « tal que |A| =min(C,) y
A es cofinal en «, entonces existe h: min(C.) — A una funcion biyectiva, luego min(C,) € C,,, asi que
cf(a) = min(Cy) < min(C,). Por tanto, min(C,) = cf(a). f
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Corolario 4.5.5. Si « es un ordinal limite, entonces cf(a) es un ordinal limite.

Demostracion. Supongamos que a un ordinal limite. Por el teorema 4.5.4, existe una funcion f : cf (o) —

a cofinal en «v y estrictamente creciente. Si cf («) es un ordinal sucesor, existe ¢ € cf(a) tal que max( f(a)) =
J, entonces f(d) € a, de aqui que f(J)+1 € a (« es limite), luego existe un ¢ € cf(«) tal que f(0)+1 < f(Q),
por lo cual, f(d) < f(C); pero f es estrictamente creciente y V¢ € cf(«) : £ < 4, en consecuencia, f(¢) < f(0).
Obtenemos una contradiccion, por ende, concluimos que cf(a) es un ordinal limite.

—

Teorema 4.5.6. Sea f:a— B es una funcién con a <R y BCR.

a) Si para cada § < o
(i) E+l<a= f(§) < f({+1), ¥y
(it) € € Lim =V < {: f(Q) < f(§);

entonces, f es estrictamente creciente.

b) Si f:a— R es una funcion estrictamente creciente, entonces V& < a: € < f(€).

Demostracion.  a) Vamos a probar que V¢ < a: V€ < ¢ : f(€) < f(¢) haciendo induccién en (.
Para ¢ =0, es claro que V¢ < 0: f(§) < f(0).
Supongamos que para ¢ < o se cumple V€ < (: f(€) < f({). Si¢+1<ay&<(+1, entonces { <o
€ = (: cuando & = ¢, por la hipotesis (i), f(€) < f(€+1) = f(¢) < f((+1); cuando £ < ¢, por hipotesis
de induccion, f(§) < f(¢) < f(¢+1). Por tanto, V€ < (+1: f(&) < f(C+1).
Supongamos que ¢ € Lim tal que para todo £ < ¢ se cumple que V&' < & : f(£') < f(€); entonces, se
cumple V¢ < ¢ : f(¢) < f(£), por la hipotesis (7).
Por el principio de induccién transfinita, V¢ < a: V€ < (: f(§) < f({), es decir, f es estrictamente
creciente.

b) La proposicion V¢ < a: € < f(£) es verdadera por el teorema 2.3.1. ¥

No solo existe una funcién estrictamente creciente y cofinal, sino que es posible construir una funcién
estrictamente creciente y cofinal a partir de una que solo es cofinal:

Teorema 4.5.7. Si vy es un ordinal limite y f : cf(y) — v es una funcion cofinal en v y B <7y, entonces
existe una funcion g :cf(y) — cf(y) estrictamente creciente tal que fog:cf(y) — v es estrictamente

creciente, cofinal en v y V& < cf(y): B <(fog)(&) <.
Demostracion. Definamos g : cf(y) — cf(y) como:
(i) 9(0) :=min{¢ <cf(v) | B<F(E) A F0) <€)}
(i) si §+1<cf(y), g(€+1) =min{" <cf(y) | f(9(£)) < f(&) A F(E+1) < f(E)}
(iii) si € € LimNef(y), g(€) :=min {&" <cf(v) [sup{f(g(¢)) | ¢ <&} < F(&) A F(§) < f(€)}.
Esta funcion, cumple:
(i) B < f(g(0));
(17) f(g(&)) < f(g(§+1)) para cada § <« con £+1 <
(1) si € € Limnct(y), entonees ¥¢ < € : (9(C)) < sup{f(9(¢")) | ¢ < €} < F(9(€)).

Por el teorema 4.5.6, fog es estrictamente creciente y V& < cf () : f(g(&)) > B.

Ademés, también se cumple que f(0) < f(g(0)); f(E+1) < f(g(€+1)) si E+1<cf(y), v f(§<
f(g(&)) si € € LimNcf(y). Lo anterior implica, por el PIT, que V& < cf(7y) : f(£) < f(g(&)); en consecuen-
cia v =sup{f(§) [ <cf(7)} <sup{f(9(&)) [ <cf(y)}. También se tiene que {f(g(¢))[& <cf(v)} S,
por lo cual, sup{f(g(&)) | £ < cf(y)} <. En conclusion, sup{f(g(&)) | £ < cf(y)} =+, lo cual implica que
ran(fog) es cofinal en 7. ¥
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Definicion 4.5.2. Si f:a — R es una funciéon, con a € R o a =R, entonces:
1) f es continua si para todo v € LimNa se tiene que f(v) =U{f(&) | <y} =U f;
2) f es normal si f es continua y estrictamente creciente.

Teorema 4.5.8. Sia <R y f:a— R es una funcidn estrictamente creciente; entonces, f es continua
si y solo si para todo b € P(a)\{0}, si sup(b) < , entonces f(sup(b)) = sup(f[b]).

Demostracion. Supongamos, primero, que f es continua. Sea b un subconjunto no vacio de « tal que
sup(b) < a; tenemos dos casos:

(1) Sisup(b) € b, entonces f(sup(b)) € flb] y V€ €b: f(&) < f(sup(b)) (pues f es estrictamente creciente),
por lo cual, sup(f[b]) = f(sup(b)).

(i7) Si sup(b) ¢ b, entonces sup(b) es un ordinal limite (z < sup(b) implica que x < b’ para algtn V' € b,
por lo cual, z+1 <V <sup(b)), luego, dado que f es continua, f(sup(b)) =sup{f(&)|& <sup(b)},
ademas, sup{f(£) | £ <sup(b)} =sup{f(§) | £ € b} (porque f es estrictamente creciente), en conse-
cuencia, f(sup(b)) = sup{f(£) | £ € b} =sup(f[b]).

Por otra parte, supongamos que Vb € P(a)\{0} : sup(b) < o = f(sup(b)) = sup(f[b]). Si 7 es un or-
dinal limite menor que «, entonces sup(y) =, luego f(v) = f(sup(v)) = sup(fly }) Por tanto, f es conti-
nua. ¥

Teorema 4.5.9. Si a es un ordinal limite, existe una funcion f: cf(a) — a normal y cofinal en a.

Demostracion. Por el teorema 4.5.4, existe f : cf(a) — « una funcion estrictamente creciente y cofinal en
a. Definamos ¢ : ¢f(a) — o como:

B {f(f) st £=0 o0& es un ordinal sucesor
| sup{f(Q) | ¢ <€} si € es un ordinal limite
Vamos a demostrar que g es normal y cofinal en a.
Claramente, V¢ € cf(a)\Lim: g(§) = f(§). Ademas, para cualquier 7 € cf(o)NLim, se cumple que
VE<v: f(§) < f(7), luego g(v) =sup{f(C) | ¢ <~} < f(7). Por ende, Vo € cf(a) : g(6) < f(6).

Veamos que ¢ es estrictamente creciente. Sean 7, § € cf(«) tales que v < 4. Si 6 € Lim, entonces g(7) <
f(y) < f(y+1) <sup{f(§) | £ <} =g(d).Sidesun ordinal sucesor, en ese caso g(7) < f(v) < f(9) = g ).

Ahora, probemos que g es normal. Sea v € cf(c) un ordinal limite. Entonces, V& <y :g(&) < f(§),
por lo cual, sup{g(§) | £ <~} <sup{f(§) | <~} =g(y). Ademas, para todo £ <, se cumple que f(&) <
f(€+1) = g(§+1) <sup{g(¢) | ¢ <7}; en consecuencia, g(7) =sup{f(§) [ <~} <sup{g(§) | € <~}. Por
tanto, g(v) =sup{f(§) [ § <~} =sup{g(£) [{ <~}

Finalmente, veamos que ran(g) es cofinal en a. Si § < «v, como ran(f) es cofinal en «, existe £ € cf(«)
tal que § < f(€), y dado que cf(«) € Lim, se tiene que £+1 € cf(a) y 6 < f(§) < f(§+1) =g(£+1). ¥

~—

0

\_/’\/\

Lema 4.5.10. Sean «, B y v numeros ordinales. Si f:a—> B y h: 8 —> v son funciones cofinales v,
ademds, h es creciente; entonces, ho f : o — 7y es cofinal en 7.

Demostracion. Si § € v, como ran(h) es cofinal en ~, existe ¢ € 8 tal que 0 < h((); luego existe £ € a tal
que ¢ < f(§), pues ran(f) es cofinal en ; y como h es creciente, se sigue que 0 < h(¢) < h(f(£)), o sea,
0 < ho f(£). Por tanto, ran(ho f) es cofinal en 7. ¥

Teorema 4.5.11. Supongamos que o y 5 son ordinales limites. Si f:a — B es una funcidn cofinal y
creciente, entonces cf(a) = cf(p).
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Demostracion. Sea g:cf(a) — o una funcion cofinal en «. Por el lema anterior, fog:cf(a) — ( es
cofinal en 3, lo cual implica que cf(3) < cf(«).

Sea h : cf(f) — 8 una funcion cofinal en 8. Dado € < cf(8), se cumple que h(&) < 3, por lo cual existe
v < a, tal que h(§) < f(v), porque f es cofinal en 3; esto nos dice que {y <a|h(&) < f(v)} #0. Por lo
anterior, podemos definir [ : c¢f(5) — «, como [(£) := min{y < a | h(&) < f(7)} para cada £ < cf(3); notar
que h(&) < f(I(€)). Veamos que [ es cofinal en a. Si § < «v, entonces f(J) < 3, asi que existe £ < cf(3) de
tal modo que f(0) < h(&) < f(I(£)); y como f es creciente obtenemos que § <I(§). Asi, [ :cf(8) — « es
cofinal en «, por consiguiente, cf(a) < cf(3). ¥

Consecuencia inmediata de este teorema es lo siguiente:
Corolario 4.5.12. Si « es un ordinal limite, entonces cf(R,) = cf ().

Demostracion. Sea f:a — R, definida por f(§):=¢ para todo { <a. La funcién f es creciente y
cofinal. ¥

Definicién 4.5.3. Para cualquier « ordinal limite decimos que:
1) « es regular si cf(a) = a;
2) « es singular si cf(a) < a.
Teorema 4.5.13.  a) Ng es regular.
b) Si v es un ordinal limite, entonces cf(a) es regular.
c) Todo cardinal sucesor e infinito es regular.

Demostracion.  a) Por el teorema 4.5.2, cf(Rg) < Xg y por el corolario 4.5.5, cf(Rg) es un ordinal limite;
en consecuencia, cf(Rg) = Ng.

b) Por el teorema 4.5.4 existe f :cf(a) — « funcion estrictamente creciente y cofinal. Ademas, por el
corolario 4.5.5, cf () es un ordinal limite. Entonces, del teorema 4.5.11, se sigue que cf (cf(a)) = cf ().

¢) Sea k € C\w; probaremos que cf(kT) =rxT. Sea f:cf(kT) — kT una funcion cuyo rango es cofinal
en k1. Entonces, | J(ran(f)) = sup(ran(f)) = x™, luego, por el corolario 4.4.11:
=t =Jean()) = | &) < cfwh)-sup{If©)] € < ef(s)}.
E<cf(kt)
Ahora bien, V¢ <cf(k™):|f(&)| < f(€) <k™, por ello V& <cf(kT):|f(£)] < K, consecuentemente,
sup{|f(&)| [ € < cf(xT)} < &, y de este modo:
kT =R < of(57) sup{[ f(§)] | € <cf(kT)} < cf(kT) 5.
Si cf(k1) < K, entonces cf (k") -k < k-k =k, lo cual nos dice que k™ < cf(kt) -k <k, pero esto no
puede ser. Por tanto, k < cf(kT) y asi k7 < cf(kT); y ya se sabe que cf (k1) < k. En consecuencia,
cf(kt)=kT. ¥

Como consecuencia del inciso ¢) del teorema anterior:
Corolario 4.5.14. Si k es un cardinal singular, entonces k es un cardinal limite.

Ya vimos un teorema acerca de cardinales regulares; corresponde, entonces, un resultado sobre cardi-
nales singulares.

Teorema 4.5.15.  a) Para todo o € R, cf(Ry1y,) = No; lo cual implica que Ny, es singular.
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b) W, es el minimo de los cardinales singulares.

¢) La clase de los cardinales singulares no estd acotada en R.

Demostracion.  a) Definamos f:w — Ryt como f(n):=N,4, para todo n €w. Si n<m <w, en-

)

tonces a+n < a+m, luego Nyin < Ngqm; por tanto f es creciente. Por el teorema 4.3.8, N4, =
sup{X¢ | { < a+w}; ademés, a+w = sup{a+n | n < w}; asi que por el lema 3.1.9, Ry, = sup{Ray |
n < w}.En consecuencia, f:w — N,4, es creciente y cofinal, de modo que, por el teorema 4.5.11,
cf(Natw) = cf(w) = cf(Rg) = Rg. Luego cf(Raty) =No < Noqy v asi Ny, es singular.

Por el inciso a), N, es singular. Ahora bien, todos los cardinales infinitos menores que X, son de la
forma N,, con n € w; pero, todos estos cardinales son regulares por el teorema 4.5.13. Por tanto, R,
es el minimo de los cardinales singulares infinitos.

Si a0 es un numero ordinal cualquiera, entonces a@ < N, < N4, ¥ No4w es singular; lo cual prueba
que la clase de los cardinales singulares no esta acotada en R. F

Para acabar este capitulo, vamos a ver que todo cardinal infinito x se puede ver como una suma de
cf(k) cardinales.

Teorema 4.5.16. Sea k € C\w.

a) k es la suma de cf(k) cardinales menores que k. Mds aun, dado o < K, existe una sucesion de

cardinales ()‘§)§<cf(n) tal que V& <cf(K) : a0 S Ae <K Y Yoeccpin) Ae =K

b) Sik esun cardinal limite y 5 < k, existe una sucesion estrictamente creciente (/\§)§<cf(m) de cardinales

tal que:

VE<cf(k):B<Ae <k A > Ae=sup{A¢ |£ <cf(r)} =k
E<ct(k)

c) Si k es un cardinal singular de cofinalidad no numerable y 5 < Kk, existe una sucesion normal de

cardinales singulares con las mismas propiedades que en b).

Demostracion.  a) Vamos a probar este inciso solo para el caso en que k es un cardinal sucesor; el

otro caso se verificara en el inciso b). Si k es un cardinal sucesor, entonces cf(x) = k. Tomemos A
un cardinal cualquiera menor que s pero diferente de 0, entonces la sucesién constante ()\)5 <cf(r)
cumple que:

Z )\:Z)\:/{~sup{)\|§</€}:/<-)\:/i.

E<cf(r) E<k

Sean k es un cardinal limite y 8 < k. Tomemos h : c¢f(k) — ~ una funcion estrictamente creciente y
cofinal en k. Pongamos

D :={|a||acran(h) A B < |a|}.
Es claro que D CC y |D| <|ran(h)|. Si x € k, existe « € ran(h) tal que méx{z, 8} < «a, entonces
a < |a|t <k, de lo cual existe otro & € ran(f) tal que |a|T <4, luego méx{z, 8} < a < |a|t <4,
por lo cual |§| € D y x < |d|. Lo anterior prueba que D es cofinal en k.

Por el teorema 2.3.8, existen un tnico ordinal 4 y un tdnico isomorfismo f: (v, <) — (D, <).
ran(f) =D es cofinal en &, asi que cf(k) <~. Ademaés, h:cf(k) —> ran(h) es estrictamente cre-
ciente y biyectiva, entonces h~!:ran(h) — cf(k) lo es también; como D Cran(f), se tiene que
f:v —ran(h) es estrictamente creciente; en consecuencia, h~'of:vy — cf(k) es estrictamente
creciente. Por el teorema 4.5.8, Vo € v: x < (h 1o f)(x) < cf(k); consiguientemente, v C cf(k), y por
ello v < cf(k). Concluimos que v = cf(k).



4.5 Cofinalidad 57

Asi pues, f es una funcion estrictamente creciente, tal que dom(f)=cf(k), ran(f) =D CCy D es
cofinal en x, lo cual implica que sup{f(§) | £ <cf(x)} = k. La sucesion (f(£))¢cf(,) s estrictamente
creciente, cumple que V¢ < cf(k) : < f(§) < k, y ademas:

> J(©) =cf(m)-sup{f(€) | € < cf(r)} = cf(x) k= .

e<ct(x)

Supongamos que k es un cardinal tal que w < cf(k) <k y sea < k. Se sigue que k es un cardi-
nal limite, por lo cual existe una sucesiéon de cardinales ()\5)5 <cf(x) estrictamente creciente tal que
V¢ <cf(k) :max{B, cf(r)} <A <K Y Poeocrn) Ae =sup{A¢ | £ <cf(k)} = K. Observar que [{A¢ | £ <
cf(k)}| = cf(k) > w. Definamos la sucesion (U§)§<cf(i<;) como:
(i) Sea g :=sup{A¢ | & <w}. Note que cf(0g) =w < Ag<opy <A <0op<hk.
(it) Dados & <cf(k) y un o¢ cardinal singular con < o¢ <k, sea § <cf(x) de tal forma que
max{oe, Ae} < Agr, y tomemos o¢ 41 :=sup{Ag 4, | n <w}; en consecuencia, f < o¢ < Agr < 0g41
y Cf(0'5+1) =w< )\5/ < 0O¢+1, Y ademés Ag < /\5/ < O0¢41-
(#4i) Si~y < cf(k) es un ordinal limite distinto (y > w), pongamos o~ := sup{o¢ | £ < v}. Luego V¢ <
yiog <oy <Ky cf(oy) <y <cf(k) <A <og<os.
Por el PIT V¢ < cf(k) : cf(o¢) < 0¢ A < 0¢ < k. Por el teorema 4.5.6, (a§)§<cf(ﬁ) es estrictamente
creciente. Dicha sucesion es normal por definicion de o¢ en iii). Vamos ahora a probar que {o¢ | £ <
cf(r)} es cofinal en k. Si a < K existe £ < cf(k) tal que o < A¢, y por la definicion de o¢yq en ii),
tenemos A\¢ < ¢y, por lo cual o < o¢yq. Por tanto, sup{o¢ | £ < cf(k)} = K, en consecuencia:
Z o¢ = cf(k)-sup{o¢ | £ <cf(r)} =cf(k) -k = k.
£<cf(x) T
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Capitulo 5

Propiedades de los cardinales de la forma

A

En el capitulo 4 vimos que el calculo de la adicién y producto de niimeros cardinales infinitos es bastante
facil, a saber: si k, A € C\{0} y alguno es infinito, entonces k+\ = K-\ = méx{r, A}. También, tenemos
una forma concreta de saber el valor de una suma infinita (teorema 4.4.12). Pero, para las potencias de
cardinales y los productos infinitos no sabemos mucho. Hasta ahora, solo tenemos unas cotas: AT < 2*;
KA <2) si k< A y A>Ng (teorema 4.3.5); para productos infinitos tenemos el lema de Konig. En este
capitulo vamos a enfocarnos en hallar los posibles valores de los cardinales x*, cuando algin cardinal es
infinito; haremos lo mismo para los productos infinitos.

5.1. Preliminares

Vamos a usar la relaciones <., <., > y >, las cuales definimos asi:
m k<,asiysolosikeC, aeR Yy k<q;

m k<casiysolosikeC,aeRy k<

m k>asiysolosikeC, aeR Yy k>

m k>asiysolosikeC, aeR Yy k> a.

Para cualesquiera «, 8 € R definimos :

= (o, B):={{eR[a << B

= [, ) :={{eR[a<{< B

= (o, B]:={{eR[a<{<p}

w o, B ={{eR|a<E< [}

Llamamos a estos conjuntos intervalos. A partir de estos también definimos los intervalos:

(Oé, IB)C = (a7 5)“6; [Oé, B)C = [Oé, B)OC; (Oé, B]C = (Oé, ,B]HC, y [Oé, B]C = [Oé, B]QC

Antes de comenzar, vamos a ver dos resultados que serdn importantes en el desarrollo de la teoria:
Lema 5.1.1. a) Si AcP(R) yv €A, entonces sup(A) =sup{{ |y <€ A}

b) Si A y B son subconjuntos de R y f: A— B es creciente, entonces, para cada { € A se cumple

que sup{f(§) | £ € A} =sup{f(£) [ o <{ € A}
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Demostracion. Claramente, { |7 <N E€ A} C A, luego sup{{ |7 <& AN E€ A} <sup(A). Dado ¢ € A:
si ( <7, se cumple que ( <y <sup{€|y<ENEE€A}; ysiy<(, entonces (€{{|7<ENE€E A}, asi,
C<sup{€]y<EAEE A} osen, WC e A:C <supf¢|7< & AEe A}, v con ello sup(A) < supf |7 < & A
& € A}. Por tanto, sup(A) =sup{& |y <& AN &€ A}

El inciso b), se cumple aplicando el caso a) para A" :=ran(f) y 7' := f(&). ¥

Lema 5.1.2. a) Si a, B€R y B <cf(a), entonces Pa=J{Py |y <a}. Mds aun, para todo § < c,
UPr Iy <ol =U{"v[d<v<a}.

b) Sik€C, A\<ccf(k), p<ck yr esun cardinal limite, entonces v = J{ v | p < v <¢ K}.

Demostracion.  a) Como f < cf(«), ninguna funciéon de la forma f : 8 — « puede ser cofinal en «, esto
es, existe v < «a tal que V& < f: f(§) <, lo cual significa que ran(f) C . Asi pues, para cualquier
f €Paexiste v < a tal que f € #y. Por tanto, a C J{%v | v < a}, y claramente J{?v |y < a} C Pa,
en consecuencia, a = J{%y |y < a}. Ahora, si § < , tendremos que para toda v <, resulta que
B B 5, entonces (J{Py |y <} CP 6, yconello U{Py |y <a} =U{Py|y<dnd <y <a} =U{Py|
d<y<a}.

b) Por el inciso a), *k = J{*y | v < k}. Si f € *k y v <k tal que f € My, como & es un cardinal limite,
entonces v < [y|t <k y fey|t. Asi, *s CU{ | v <¢ K} y consiguientemente *x = |J{ v | v <,
) = U [ v <en) T

Teorema 5.1.3. a) Sik:>2yacR, entonces R, < cf(k7).

b) Sik >Ny, entonces k < ket (k)

Demostracion.  a) Sea f: ¥, — & una funcion cualquiera. Nuestro objetivo es probar que ran(f) no

es cofinal en k™. Definamos @ : Ugen, f(§) x{{} — sup(ran(f)) tal que para todo { <X, y todo
B € f(&), ®(B, &) := . Esta funcion es sobreyectiva, pues si 5 € sup(ran(f)), existe £ < X, tal que
B € f(&), luego (5, &) € dom(P) y (B, £) = . Por el teorema 4.1.10,
| sup(ran(f)| < | |J £ x{&=>D 11 (5.1)
E<Ny E<N,
Por otra parte, V€ < Ry : | f(€)] < f(€) < kR y k8¢ > 2, de modo que por el lema de Konig, tenemos,
Yeen, O <Ilean, e = (/QN‘*)ND‘ = gRaRa = Na Fsto tltimo, junto con la desigualdad (5.1),

nos dice que | sup(ran(f))| < > ey, [f(§)] < xNa | asi que sup(ran(f)) < xNe.

En resumen, para cualquier funcion f : R, — x% se cumple que sup(ran(f)) < 8. Es decir, nin-

guna funcién de la forma f: R, — xNe es cofinal en xY=. Por tanto, R, < cf (k™).

b) Sea f:cf(k) — k una funcién cofinal y definamos @ : U () f(§) x {€} — £ de tal modo que
®(B,€):=p. Si <k, como ran(f) es cofinal en k, existe £ < cf(k) tal que § < f(§), de lo cual,
(B8, €) € dom(®) y ©(B, §) = B. Por tanto, ®: g,y f(§) X {€} — £ es sobreyectiva y, en conse-

cuencia, 5 < | U cery £(€) X {EH = Secerimy 17l Ademis, V€ < of (k) : | ()] < F() <k y 1> N,
entonces, por el lema de Konig,

D SRIGIEN | T

g<cf (k) g<cf (k) T

Corolario 5.1.4. ) Para todo a € R se cumple R, # 2¢fRa),

b) Si o€ Lim, B € R y cf(a) <Rg, entonces ¥y € R : Ry # N:ﬁ ; en particular, N, < NSB,
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Demostracion.  a) Supongamos que existe o € R tal que N, = 2¢f(Ra) R, es un ordinal limite, por
lo cual cf(X,) lo es también, y asi cf(R,) > Ng. En virtud del teorema 5.1.3 b), obtenemos que
N, < Ngfma) = (2Cf(NQ))Cf(Na) = 2¢f(Ra)cf(Ra) — 9cf(Ra) = N 0 sea, Ny < Ny, pero esto no es posible.
Por tanto, R, # 2f(Ra) i 0 e R.

b) Del teorema 5.1.3 b), X, < e (Re) Ademés, por el corolario 4.5.8 cf(R,) = cf(«) pues a € Lim, y

como cf(a) < Ng, obtenemos que N, < ij(“a) = Ngf(a) < Nzﬁ, luego N, < Ngﬁ. Ahora, si X, = NNB
B X Y

para algin v € R, entonces Nﬁﬁ = (N:ﬂ) f = Nsﬁ'N’B = Nsﬁ = Ng, lo cual es falso. Por ende, Vy € R :

Ro 7 R, +

Teorema 5.1.5 (Formula de recursion de Tarski). Sean € Lim, vy € R y (o¢)e<p una sucesion de
ordinales. Si (ag)e_g €s estrictamente creciente y o :=sup{ag [ £ < B} y Ry <cf(B), entonces

N R N
No' =) Ra? =sup{Ra] | £ < S}
£<p

Demostracion. Dado que « es el supremo de una funcién infinita y estrictamente creciente, se tiene que
a es un ordinal limite y V€ < 5 : a¢ < a. Por el teorema 4.5.11 y el corolario 4.5.12, tenemos R, < cf(5) =
cf(a) =cf(Ry), y por los lemas 5.1.1 y 5.1.2,

MRy = (AN <e X} = [JIPA IR0 < A <o Ra} = [ JRe | € < al;
ademas, o = sup{og | £ < 5}, entonces

N = PR € < a) =N €< 8)

y, en consecuencia,

N = [Na] = | PR [ € < 8}

X R ) R
<[ UL Rae) x {3 1€ < BY = 0 Nz = max (18], sup{Riy | € < B}}.
£<p
Las funciones R y (ag)e<p son estrictamente crecientes, consiguientemente, para cada & € 5\ {0} se tiene:

< ag <N, < sz < Ngﬂ, y con ello S =sup{¢| £ < B} < sup{Ngz | €< B} < Ng”. Por lo tanto:

NhT < Z ng = méx {|f], sup{Ngg | €< B}} :sup{Ngz |£< B} < N
£<p T

Corolario 5.1.6. Si a, v € Lim con X, < cf(a), entonces

R X R
Ny = Z N." =sup{R;" [{ <a}.
£<B

Teorema 5.1.7. Sean «, B, v € R.
a) Si a < f3, entonces Ngﬂ =285,

b) (Férmula de Hausdorff) R\, = Nas1-Ra’.

¢) (Formula de Tarski) Si |y| < Ng, entonces N2i7 = ND_'M-NEB.

Demostracion. — a) Como a < 3, entonces 2 < R, < Xg, luego, por el corolario 4.3.4, Ngﬂ =2Ns,

b) Vamos a dividir esta igualdad en dos casos:
Si o < 3, aplicando el inciso a), resulta que Ny <Ry <Ng < 2% = N,”, en consecuencia, R, <

N . N R Ry R Ng-R N .
Nor1 < N,’; elevando a Ng, se sigue que N, < NOfH <(R7) T =R =R, por consiguiente,
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NAP < NNB < Ny .y por ello Na—H — NN Ademas, al principio también tuvimos que RNoq1 < Ngﬁ, lo
que nos lleva a que N1+ Na = Nzﬁ = Nzil.
Supongamos, por otra parte, que § < a. Entonces, Xg <X, < Ryiq = cf(Rq41), asi que, usando el
lema 5. 1N2

R R R R R

N =Rl =] U Y <] U Cxid= X Bal= X pp
Y<Na41 Y<Rat1 Y<Rat1 Y<Ret1
R
< > Ra” = Ra41-Ra’ <N, R <Na+1

Y<Rat1
En resumen, Nail < Na+1 R < NQH y, en consecuencia, Na+1 = Na+1 NAP.
Vamos a usar inducciéon en v, para todo v € R tal que |y| < Ng.

Para v =0, N2 = No” = 1-Ry = RO Rg? = Rl w2,

Supongamos que |y| <Ngy Na+,y NL:Y_'W Ngﬁ; es claro que |y+1| < Ng. Usando la formula de Haus-
dorft:
NNB N =N NN’B =N N|’Y| NNﬁ .
a+(y+1) T (aty)+ (a+7)+1 " Daty = NMaty)+1 ( a+y o )a
por lo cual

R _ vl N
NO&i—(’H‘l) = R(asy+1-Ray) Ra”

A partir de aqui, dividimos en dos casos:

(5.2)

i) Si v es finito, entonces v+1 es finito, de lo cual N?' = N?Hl N5 para cualquier § € R. Lue-
R R +1 R
go, de (5.2), NN\ =(Riasq)1-Rassy) Ra ZN(a+w)+1'N N‘(Zlﬂ‘) L Ra” y, por ende,
NNB _ N|’Y+1| Nzﬁ.

ot(v+1) T Vot (v+1)
i1) Si-y es infinito, entonces |y| = |y+1| y por la féormula de Hausdorff, N|(a|+,y)+1 N(agy)+1° N|o74|rw

. +1 R
de aqui que NDJF(W‘H) = N(qgry)+1- NLLW, sustituyendo esto en (5.2), obtenemos que Nai(wﬂ) =
N"Y‘f‘l‘ NSB.

a+(y+1)

Finalmente, sea v € Lim con |y| < Ng tal que V& < : Na+§ N Nﬁﬁ —notar que si £ < 7y, enton-

a+§€
ces [€| < |y| < Ng—. En primer lugar, a4+ es un ordinal limite, lo que nos lleva a

Noty =sup{Ne | { < a+7} =sup{Rate | <} < Z Noyqe < H Novte,
<y §<y

lo cual 1mphca que N ( H£ <y a+§) . En seguida, vamos a aplicar la hipo6tesis de induccién:

aty —
_ €l B < ey § IR €l
Ray < ( I1 N“Jff) =TT e = [T ke ne” < o) - T wihe =™ T w8l
<y <y <y &<y &<y
En resumen, NOfH < NM Re H€ < Nlﬂrg, ademaés, estamos suponiendo que |y| < Ng, lo cual nos dice
que Ng-|y| = Ng; consecuentemente:
R €l _ s | Rg vl NG
Na—l—'y No H Na+5 = Ra H Na <N H Na—i—’y (Na—i-'y)
&<y &<y <y

Resumimos nuevamente

IR \’Y|'|’Y| s M Rg N6 _
NQJW N (NQJW) =N Ry =R7-RL L <NGT-R L= NQJW
Por tanto, Nofw < NNB ND_LW < NQJW y en consecuencia Na+7 = NDLW-Ngﬁ.
Por el principio de induccion transfinita, obtenemos el resultado deseado. T

Corolario 5.1.8. Sia, € R yn €w, entonces:
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Rg

Ng
atn — No™  Ropn;

a) (Formula generalizada de Hausdorff) N
b) (Formula de Bernstein) NS = 285N, ;

c) Nfi" — 2% R cyando la| < Ng.

N

g ) . R
Demostracion.  a) Por la formula de Tarski, tomando v :=n < Ng, tenemos que N}, = N‘ﬂrn-NaB, y
como n es finito, X" =X
» Na+n T adn:
) . R R ! R
c) Por la formula de Tarski, para a =0y v:=a’ con |o/| < Ng, entonces N ] = Noia' = Ngila, Ry’ en
R R .
consecuencia, N,” = lel -NOB = lel 288 s ol < Ng.
b) La formula de Bernstein es un caso particular del inciso ¢) para «a € w. ¥

5.2. Las reglas de oro de la aritmética cardinal

Teorema 5.2.1 (Tarski). SiveC\w y ()\5)5<V es una sucesion creciente de cardinales infinitos, entonces

TT Ac = (sup{re | € < )"

E<v

Demostracion. Como |v X v| = v-v = v, existe una funcion biyectiva ® : v x v — v. La familia de conjuntos
(vx{a}),e, es una particion de v xwv, asi que (®[vx{a}]) es una particion de v y |®lvx{a}]| =
|vx{a}| =v. Denotemos B, := ®[v x {«a}] para cada a € v.

Claramente, {A¢ |& € Bo} C {A¢ | < v}, entonces sup{)¢ |§ € By} <sup{A¢ | & <v}. Si suponemos
sup{A¢ | £ € Bo} <sup{A¢ | { < v}, existiria ¢ < v tal que sup{A¢ | { € Ba} < A¢, de lo cual V€ € B, 1 A¢ <
A¢, y como ()\5)5 <, ©€s creciente, entonces V€ € By, : § < (; esto nos dirfa que B, € ¢ y, en consecuencia,
v =|B,| <|¢] < ¢ < v, pero esto no puede ocurrir. Por tanto, sup{A¢ | £ € B} =sup{\¢ | £ < v} para todo
a<v.

Pongamos p :=sup{A¢ | £ € B} =sup{A¢ | £ <v}. Dado o < v, se tiene que

sup{A¢ | <vh=sup{A¢ [£€Ba} < > A< ] Aes

a<v

§€Ba §EBa
por consiguiente,
[Tsuire [ 6<vh) <] ( 11 Ag);
a<v a<v  £€B,

ahora bien, la familia (®[v x {a}]),,
(sup{A¢ | <v})’ = H(SUP{Aﬁ [{<v}) < H ( H /\5) - H Ag-
a<v a<v  £e€Ba E<v
Asimismo, V¢ < v : X\ <sup{A¢ | £ < v}, y de este modo,

[T e < I sup{de 1€ < v} = (sup{re | € <v})

E<v E<v

Por lo tanto, H Ae = (sup{X¢ | € <v})”. ¥

E<v

= (Ba)g<, s una particion de v, de lo cual deducimos que

Ejemplos. 1) H R, = (sup{R, | n <w})” =R,

n<w
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IT) Vamos a calcular la el producto [[,_,, 1, N¢. Por el teorema 4.4.2:

IT = ( I R¢)-( IT Rorre) = (supfie [€ <)) - (supfiuyre | € <w})”

E<witw E<wy E<w
=NILRE L= N‘;jﬁw-Ng} = Nf}iw, de la féormula de Tarski y porque w < ¥y

Teorema 5.2.2. Si k> Ny y A > cf(k), entonces

A

K = (sup{v | v <. K})Cf(ﬁ).

Demostracion. Por el teorema 4.5.16, existe una sucesion (H§)§<Cf(ﬁ) de cardinales tal que V€ < cf(k) : 2 <

Ke <K Y Decet(n) e = k. Claramente Hé\ <sup{v? | v <.k} < K> para todo & < cf()); entonces
A A
ﬁ)‘:( Z Iig) g( H mg) = H ngg H (sup{t?* | v <c k})
)

E<ct(k E<cf(k) E<cf(k) E<ct(k)
— (sup{z/‘ | V<, K})Cf(“) < (K/\)Cf(”) _ /ﬁ/\'Cf(H) _ H/\.

En resumen, £* < (sup{v* | v <. n})Cf(H) < KA ¥

Teorema 5.2.3 (Tarski). Si k> RNy y 0 <\ <. cf(k), entonces
KN = kesup{v | v <k} = K- Z e

v<ck

Demostracion. Por el lema 5.1.2, *k = J{*a | a < K}, luego
= JPala<r) <wsupfPalla<r} = [
a<K
La familia de conjuntos {[v, v*) | v <. K} es una particion de &, y |a|* = v* si v < a < v; en consecuencia:
A A A A

Dl =2 > lal=2 > =D (Il

a<k v<ck y§a<y+ v<ck y§a<y+ v<ck
Como [v, vT) C v, entonces |[v, vT)| <vT con v € C; de este modo:

Z v, v1)|-v* < Z vt < Z Ii-l//\:lﬁl-z A = k- |kNC|-sup{v | v <. K}

v<ck v<ck v<ck v<ck

= r-sup{v | v <. K} < koM =R

K < Z o = Z v, v1)[- 1 < k- Z A = kesup{v? | v <ok} <K
a<k v<ckR v<cR

Por tanto, k* = k-, . v* = k-sup{v* | v < K}. ¥

En resumen,

cf(k)
Teorema 5.2.4. Si k € C\w, entonces 2" = ( Z 2”) :
v<c¢K

Demostracion. Debido al teorema 4.4.12, 37 2" = [sNC|-sup{2” | v <. k}. Se cumple que sup{v | v <,
k} <sup{2” |v <.k}, luego |kNC| <k <sup{2”|v <.k} —si Kk es un cardinal limite, resulta que k=
sup{v | v <. k}; y si k es un cardinal sucesor, existe vy < Kk tal que k= 1/0+, de lo cual k= 1/0+ <2M <L
sup{2” | v <. k}—. Asi pues,

Z 2V =sup{2” | v <. k}.

v<ck

Por el teorema 4.5.16, existe una sucesién de cardinales (H5)§<Cf(n) tal que V€ <cf(k):1<ke<k y
D e<cf(r) K€ = K, entonces V€ < cf(k) : 27 <sup{2” | v <¢ K} < 2", consiguientemente:
N — 92 Ke — H 2Me < H sup{2” | v <¢ k} = (sup{2” | v <. k})T) < (27)FR) = greef(n) — o,
€<ct(r) <ct(r)
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Asi, 27 < (sup{2” | v <c k) ( 3 2V)Cf(”) < 2%, ;

v<cK

Corolario 5.2.5. Sik € C\w y (m§)§<cf(n) es una sucesion de cardinales tales que V& < cf(k) 12 < ke <k

Y K= ¢ccr(n) K¢, entonces:

a) H ﬁgszf(“)

E<ct(k)
b) H /ig‘ = k> donde cf(k) <A eC.
E<ct(k)

Demostracion.  a) Si cf(k) = Kk, entones

/ﬁCf(”):ﬁ”:Q"‘:H2§H/@5§H/€:/§”:/§Cf(”).

E<k E<k E<k

Si k es singular, en ese caso Ny < cf(k) < k y k es un cardinal limite, consecuentemente,

K= Z ke = cf(r)-sup{re | { < cf(r)} = max{cf(r), sup{re | & <cf(k)}},

E<cf(k)
por lo cual sup{xe¢ | £ < cf(k)} = k. Por el teorema 4.5.7, existe una subsucesion (/ﬁaé)&d(ﬁ) estric-
tamente creciente tal que V¢ < cf(k): ko, > Ro y sup{ra, | { <cf(k)} = k. Luego, por el teorema
5.2.1,
kER) = = (sup{Ka, | £ <cf(x et = H Fae < H ke < H =k
E<cf(k) E<cf(k) E<ct(k)
b) Como Ry < cf(k) < X €C, entonces cf(k) A= A, por Cons1gu1ente aplicando el inciso a), tenemos:
H Fvg ( H ) jocf n) REOPYY
£<cf(k) £<ct(r 1)

5.3. Cardinales )\-fuerte

Definicion 5.3.1. Si k> Ng y A > Ng, decimos que x es A-fuerte si Vp <. k: p’\ < K.
Observacion. Si k es M-fuerte, como 2 < k, entonces A < 2* < k.
Teorema 5.3.1.  a) Si A > Rg, entonces (2)‘)Jr es el cardinal \-fuerte mds pequeno.
b) Sik, \€C\w y kT es \-fuerte, entonces Kt es también \-fuerte.
¢) Para cualesquiera k, A € C\w eziste un cardinal \-fuerte reqular y mayor que K.

Demostracion.  a) Si p <. (2*)7T, resulta que p <.2*, por lo cual p* < (2})* =2** = 2% < (2M)F; por
ende, (2*)T es A\-fuerte. Para ver que (2*)* es el minimo, sea Ry < x <. 2%, entonces Ng < kK < X 0
\ < k <2, luego, por el teorema 4.3.4, NS = 2% = )\, en cualquier caso, existe p < & tal que & < p*,
por tanto, k no puede ser A-fuerte.

b) Como k¥ es M-fuerte y k < k*, entonces k* < xt. Si p < kT, se tiene que p < k*: si p < kT, clara-
mente p* < kT < k1T si p= kT, por la formula de Hausdorff, p* = (/ﬁ))‘ =rT-r* =méx{rt, '} <
kT < kT, Asi, kT es M-fuerte.

c) Sea p:= (H)‘)Jr. Claramente p es regular y k < £t < (/{/\)Jr =pu. Sip< (/1)‘)+, entonces p < k™ y asi
o < (Iﬁ)‘))\ =rM =P < (/i/\)Jr. Por lo tanto, (,%’\)Jr es A-fuerte y mayor que k. }
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Lema 5.3.2. Sean «, 8,7 €R.

a) Si o es un ordinal limite y R, es Ng-fuerte, entonces R, = sup{Nsﬁ | v <a}.
b) Sivy<ayR, <R, entonces Ry’ =Ny
Demostracion.  a) Por hipotesis, Vy < a: N:B < N,, entonces sup{foB | v < a} <N,. Ademas, tenemos
que Vo < o : Ng < N?ﬁ < Sup{N:B | 7 < a}, en consecuencia,
N, =sup{Rs | d < a} < sup{Nsﬁ | v <al,

pues « es limite. Por tanto, X, = sup{Nsﬁ |y <a}.

b) Como v < o, entonces Ry < R, y asi N:ﬁ < Nzﬁ. Por otra parte, dado que X, < Niﬂ, entonces Nzﬂ <

N .
(NE:B) = N,};ﬁ o Nsﬁ. Por tanto, NNP = NS‘*, ;

Teorema 5.3.3. Si o, B € R y N, es Ng-fuerte, entonces:
W Ny si cf(Rq) > Ng
nef®e) g cf(Ry) <Ng

Demostracion. Como R, es Ng-fuerte, Ng < R,, con lo cual 8 < a.
Supongamos, primero, que a € Lim y Xg < cf(X,). Por el lema anterior parte a), tenemos que R, =

sup{Nsﬁ | v < a}. Por el lema 5.1.2, ¥R, = J{Mv|veC ARy <v <N, }=U{MR, | v < a}, entonces
N = Pl = | 09N, | < a}| < fal supf®)? [ < a} = o] R =Re.

En resumen Nﬁﬁ < Ng, v es claro que N, < Ngﬂ. Por tanto Nzﬁ =N,.
Supongamos que o € Lim y cf(R,,) < Xg. Usando el lema anterior y aplicando el teorema 5.2.2, tenemos:
R R
e’ = (sup{v™? | v <¢ Vo H)FE) = (sup{Ry7 [y < @) })F o) = Ref (o),
Ahora supongamos que o= o0+1 para algin o € R, entonces cf(R,) =8, > Ng pues > a. Por la
férmula de Hausdorff, N?il =Nyp1 -Ngﬁ = max{Ny41, N?’B}. Al ser N, es Ng-fuerte, Nﬁﬁ < Ny41, en con-

Rg

. N
secuencia, N,” = N0 =Nop1 =R, F

El teorema anterior se puede enunciar de la siguiente manera:
Si k, A € C\w cumplen que k es A\-fuerte, entonces

A K si cf(k) > A
I
k) si ef(k) <A

Ejemplo. Por el teorema 5.3.1, dado A € C\w, (2M)* es M-fuerte, ademas cf((2)*) = (2*)T > ), en conse-
. Nt A AT
cuencia, ((2%)") =(2%)

Teorema 5.3.4 (Jech). Si o, BER y Ny # Ngﬁ £ 288 entonces, existe un ordinal v de tal forma que
B <vy<a, N, es singular, cf(Ry) <Ng, R, es Ng-fuerte y Ngﬁ _ z\zgf(btw).

Demostracion. Si o < 3, por el teorema 4.3.4, NSB =285 Por tanto 3 < a.

Si N, es Ng-fuerte, por el teorema anterior, Nzﬁ € {X,, Ngf(Na)}. Pero suponemos que Ngﬁ # Nq, entonces

Nzﬂ = NEf‘N‘*) y cf(Rq) < Ng. Tomando v = a obtenemos casi todas las condiciones que se piden. Solo resta
ver que X, es singular. Esto se sigue porque § < «, y asi cf(Ry) <Ng <X,

Supongamos que N, no es Ng-fuerte y sea p el minimo cardinal tal que p <R, y N, < /)Nl:z Sip % Ng
por el teorema 4.3.4, X, < pNﬁ — s y como 3 < o entonces Ng < R, < 285 En consecuencia, Nﬁﬁ <N <
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(288)%s8 | esto significa que Nh? = 2Na pues Ng’g = 2% = (2%)%s (contradiccion). Por tanto, Xg < p y existe
un ordinal 7y tal que p = N,. Vamos a probar que v es el ordinal que cumple las propiedades que se piden.

Hasta este momento tenemos que Ng <N,, N, <N, y N, < Nsﬁ; entonces, § <y < a, y por el lema
5.3.2 b), Ra? = R)°.

Veamos que N, es Ng-fuerte. Basta probar que Vo < : N?B <N,. Si w< v de la minimilidad de ®,,
Nsﬂ < N,. Suponemos que N, < Nsﬁ, entonces Nsﬂ < (N?ﬁ)% = N?ﬁ < Nsﬂ <N, pero X, es el minimo tal
que N, < Nsﬁ . En consecuencia, Niﬁ <N,

Ahora podemos aplicar el teorema anterior 5.3.3, pues <~y y N, es Ng-fuerte. Esto es:

W _ R, si cf(Ry) > Ng
v ch(N,y) of
¥ si cf(Ry) <Rg

Si cf(Ry) > Ng, entonces Nsﬁ =N,, y ya sabemos que NNBN: Nsﬁ, por consiguiente, Ngﬁ =N, <N, lo
cual no es posible. Por tanto tenemos que cf(R,) < Vg y asf R, = N%fm”), en consecuencia, cf(R,) <Ng <

N, (X, es singular) y e Nsﬁ — N%fm”)_ T

Corolario 5.3.5. Si a y 8 son nimeros ordinales, entonces:

N sia<f
Nﬁ" =<{ N, si Ry es Ng-fuerte y cf(Ry) > Ng
NI para algin v < o tal que R, es Ng-fuerte y cf(R,) < Ng

Este dltimo corolario pone se manifiesto que para saber los valores de la potenciacién basta con saber
los valores de los cardinales 2% y xf(") De hecho estos cardinales definen dos funciones muy importantes
para la aritmética cardinal:

Definicién 5.3.2. 1) La funcion J: C\w — C\w definida como J(k) = /(%) para todo x € C\w, se
llama funcion guimel.

2) La funcién con dominio C\w y cuya regla de correspondencia es k — 2" se le llama funcion del
continuo.

5.4. Potencias k<

Definicion 5.4.1. Si A es un conjunto y A es un nimero cardinal:
1) [A]={BC A|[B] <A}
2) [AP={BCA[|B]=\}
3) [A]=Y:={BC A||B| <A}

Teorema 5.4.1. Si A es un conjunto infinito y A es un niumero cardinal, entonces:

A} si A< A
141 = ‘
0 si A > |A|

Demostracion. Si A > |A|, claramente [A]* =0 y en consecuencia |[A]*| = 0.
Supongamos que A < |A|. Para todo B € [A]* se cumple que |B| = ), por lo cual existe una funcién
biyectiva f : A — B, la cual pertenece a *A pues B C A. De lo anterior deducimos que hay una funcion
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® : [A]* — * A tal que para todo B, ®(B) : A — B es biyectiva. Si B, C € [A]* tales que ®(B) = ®(C), en-
tonces B = ran(®(B)) = ran(®(C)) = C. Por tanto, ® : [A]* — *A es inyectiva y con ello HA]’\‘ < M| =
|A]*. Por otra parte, toda f € *A satisface que f CAx Ay |f| =| dom(f)| = A, por ello f € [Ax A]*; esto
nos dice que *A4 C [\ x A])‘. También se sabe que |A| > Ry A < |A|, por consiguiente, |Ax A| = A-|A| = |A],
y con ello ‘ [Ax A]| = [[A]]. Luego entonces, |A]* = [*A| < [[Ax A]}| = |[A]* AP <Ay
AP < [14P. ;

Definicién 5.4.2. Para r, A € C, se define k<* := sup{x"” | v <. A\}.
Observacion. Para todo p <\, k" < sup{r” | v < A} = k< < KA.

Teorema 5.4.2. a) Sik:>2 y Ae> Ry, entonces X < k<,

b) Sik>Noy2< A<, K, entonces pam cada vy <c Al

Zﬁ;— Z K.

v<cA vo<v<cA

Demostracion.  a) Si A es un cardinal sucesor, existe u € C tal que A = u™, luego
KN =sup{r” | v <c A} =sup{r” | v <c uT} =sup{r” | v <. pu} = v > 24,
entonces p < 2H < gH < K yasi A=put <20 < K.
Si A es un cardinal limite, para todo cardinal ¥ menor que X se tiene que v < 2¥ < k¥ < k<, por
consiguiente, A = sup{r € C |v < \} < k<M.

b) Claramente (K] = U, <al6]”; v, siv, i <c A con v # p, entonces [x]” N[x]* = (). Por el teorema 5.4.1,

} { =kr"siv <C A; ademaés, A > Ny, asi que [ANC| > Vy; en consecuencia:
<’\‘—‘U —‘U/{ X{V}‘:‘ I{X{V}‘
V<c V<C,)\ V<CA
= Z K = IANC|-sup{r” | v <c A} = |]ANC|- k< = k<,
l/<c
pues, por el inciso a), [A\NC| < X < k<A Si vy <c A, por el lema 5.1.1, se cumple que sup{s” | vy <
v < A} =sup{r” | v < A} = k<4, asi que:
Z — Hl/o, )\)C’ ssup{k” |vg <v < A} = HVO, )\)C| A = g,
vE[vo,\)e T

Definiciéon 5.4.3. 1) Para k € C, la funcion del continuo para k es la funcion {(p, k?) | p € C\w}.

2) Si A € C\w, la funcion del continuo para k es eventualmente constante debajo de X si existe pg € C tal
que Vp € [po, A) : kP = kP, y decimos, también, que la funcién del continuo para x es eventualmente
constante debajo de A a partir de py.

Observacion. Si k < w, entonces Vp € C\w : k¥ = 2P, lo cual implica que la funcion del continuo para x es
igual a la funcién del continuo.

Teorema 5.4.3. Sean k, A\, pg €C con k> 2 y A > RNg. Si la funcion del continuo para k es eventualmente
constante debajo de X a partir de po, entonces Vp € [po, N : KN =KP = kPO, y sino lo es, entonces Vv <,
A kY < KA,
Demostracion. Si la funcion del continuo para s es eventualmente constante debajo de A\ a partir de po,
entonces Vp € [pg, A). : k¥ = k0, en consecuencia,
k<N =sup{r” | v <¢ A} =sup{r” | po < v <c A} =sup{s” | po < v <¢c A} = K7 = K?,

para todo cardinal p con pg < p < A.

Por otra parte, supongamos que la funcién del continuo para x no es eventualmente constante debajo
de X\. Siv <.\, existe p <.\ tal que v < py k¥ # kP, entonces £’ < kP < K< F
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Teorema 5.4.4. Si k> 2 y A:> w, alguna de las siguientes proposiciones siempre se cumplen:
a) la funcidn del continuo para k es eventualmente constante debajo de \;

b) existe una sucesion de cardinales ()‘5)§<cf(/\) estrictamente creciente y cofinal en \ tal que V& < cf(A) :
<A

B<Ae <A, (donde < X), y la sucesion (ﬁ)‘f)£<cf(>\) es estrictamente creciente y cofinal en k<".
Demostracion. Si A = u™, entonces la funcion del continuo para s es eventualmente constante debajo de
A a partir de p.

Supongamos que A es un cardinal limite y que la funcién del continuo para x no es eventualmente
constante debajo de A. Dado 8 < A, por el teorema 4.5.16, existe una sucesién de cardinales (g(f))§<cf()\)
estrictamente creciente y cofinal en A tal que V¢ < cf(\): 8 < g(§) < A\. Ademas, por el teorema anterior,
Vv <. A: kY < k<2 Afirmamos que la sucesion (/{9(5))€<Cf()\) es cofinal en K<}, Si v < k<A, existe v <. A tal
que a < k¥ < K<, luego existe € < cf(\) tal que v < g(€) < A, en consecuencia, o < k¥ < k96 < k<A, Asi
pues, (/@9(5))§<Cf@) es cofinal en x<*. Ahora, por el teorema 4.5.7, existe una funcion a : cf(A) — cf(\)
estrictamente creciente tal que (k9(¢)) g<cf(x) €S estrictamente creciente y cofinal en k<*; de esto obtenemos
que (g(ag))€<cf()\) es estrictamente creciente y V€ < cf(A) : B < g(ag) < A, pues (9(£))¢cp(nyes estrictamente
creciente y todos los g(§) son mayores que (. Resta ver que (g(ag))gqf()\) es cofinal en A. Si § < A, entonces
§ < |0 < A, asi que klI" < k<N y existe € < cf(N) tal que k117 < k9 Tuego & < 6] < g(€£); por tanto,
(g(ag))£<cf()\) es cofinal en . En conclusion, la sucesion (g(ag))£<cf()\) cumple con los requerimientos del
inciso b). ¥

Teorema 5.4.5. Sean k, A\, pg €C con K >2 y A > Ny:

a) Si la funcion del continuo para K es eventualmente constante debajo de A a partir de py, entonces
cf(K<N) >\

b) Sila funcion del continuo para k no es eventualmente constante debajo de A, resulta que cf(k<*) =

cf(N).

Demostracion. a) No puede ocurrir que A =Ry y k < Xy pues, de lo contrario, si pg <. p <¢ A, entonces
kPO < kP, lo que nos diria que la funcién del continuo para k no es eventualmente constante debajo de
A. Ahora, si A = Ry, entonces x > g, de lo cual pg < A =Rg y k< = k7 =k, y asi cf (k<) = cf (k) >
N = A. Por otra parte, si A > N, por el teorema 5.1.3 a), para cada p € C tal que max{po, Ro} <p <A
se tiene que p < cf(k?) y k” = K=*, con lo cual ¥p <. A: p < cf(k<}), y con ello A < cf(k<*).

b) Si la funcién del continuo para k no es eventualmente constante debajo de A\ a partir de pg, por
el teorema anterior, existe una sucesion de cardinales (A¢)e<cf(y) tal que la sucesion (r€) g<cf()) €8
estrictamente creciente y cofinal en k<*. Por el teorema 4.5.11, cf(k<*) = cf (cf(\)) = cf(N).

Teorema 5.4.6. Sik.>2 y A:> Ry y v >0, entonces
KY st A<v
(KM = d sicf(N) <v< A

k<A siv < cf(N)
Demostracion. Por el teorema 5.4.4 se tienen dos casos:

Caso 1. Supongamos que la funciéon del continuo para k es eventualmente constante debajo de A a
partir de pg. Por el teorema 5.4.3, kK<* = k” = kP para todo cardinal p tal que py < p < \.
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(i) Si0< v <cf(N), entonces 1 <v < Ay asi pg <v-pg <A En consecuencia, k< = k¥#° = 1 con lo
cual (k<)Y = (KPO)Y = VPO = <A,

(ii) Sicf(A) <v <A, entonces A es un cardinal limite, por lo que existe una sucesion de cardinales estric-
tamente creciente ()‘f)§<cf( \ tal que A= Decct(n) Ae Y VE < cf(A) : méx{po, cf(A)} < A¢ <A. De ahi
que po < po-cf(X) <Ay V€ <cf(N):pg <A < )\. Por consiguiente, V&€ < \: k<A = k0 = gro f(D) =
k¢, Esto implica que:

<)\ — kPO cf(N) _ K/po cf(\ H PO — H I{>\5 _ Iiz’5<°f(>‘> e _ Ii)\
g<cf(N) e<ct(N)
y con esto (k<MY = (k)Y = kM = & pues v < \.

iii) Si A < v, entonces pg < v v v > N, por lo cual (k<MY = (kPO)Y = gPOVV = K.
(iii) <v, po<vyv=>Ng, p

Caso 2. Supongamos ahora que existe una sucesion de cardinales ()\5)£ <cf(V) tal que las sucesiones

<A respectivamente. A\ tiene

()‘§)§<cf(>\) y (’{/\5)§<cf()\) son estrictamente crecientes y cofinales en A y en s
que ser un cardinal limite pues la funcién del continuo para k siempre es eventualmente constante debajo

de un cardinal sucesor.

(i) SiA=Roy 0<v<cf(N), tenemos que cf(A) =Rg = Ay V€ < cf(A) : Ae <A =Rgy, al ser (k™) eccr(n)
estrictamente creciente, se debe tener que & < Ng. Por lo tanto, (k¢) £<cf(n) €S una sucesion estric-
tamente creciente de naturales, consiguientemente, £<* = sup{s*¢ | € < cf(\)} = sup{r*¢ | € <Rg} =
Ng = A. Por tanto, (k<})” = A\¥ = A = k<* pues v es finito.

(i) Si A >Ry y 0< v <cf()\), entonces £<* > Vy. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
max{v, Ro} < A¢ < A para todo £ < cf()). Por el teorema 5.4.5 b), 0 < v < cf(k<*) = cf(\); asf que
podemos aplicar el teorema 5.2.3 y obtenemos que (k<*)” = k< -sup{p” | 4 < <*}. Como k<* =
sup{r*¢ | € < cf(\)}, entonces

sup{p” | pp <c £} = sup{(k14)" | £ < cf(\)} = sup{r’¢” | £ < cf (M)}
Ademas, A\¢-v = A¢ pues max{v, g} < A¢. Dado que (“)\5)§<cf(/\) es cofinal en k<%, tenemos:
(K<) = k=M sup{p” | p<e k<N = k<N sup{rY | € < cf(N)}
Hsup{r* | € <cf(N)} =P kA=,

(ili) Si A<v o cf(\) <v <A, en ambos casos, se cumple que Ry < cf(\) < v, entonces v-cf(\) =v. La
sucesion (Ag¢)e<cr(n) cumple que A =3 ., A¢. También, como k<A =sup{rte | € <cf(N)} y cf(\) =
cf (k<) < k<A, se sigue que

A =cf(A)- k< = cf(\)-sup{r¢ | € < cf(\ Z K
£<cf(N)
Ademés, por el corolario 4.4.16 ¢),

( Z H/\g)cf()\):( H H)%)cf()\)'

£<cf(N) £<ct(N)
Por consiguiente y teniendo en cuenta que v-cf(\) = v:
v v cf(X) v cf(X)
W= (X ) (2 @) o () V(] e
£<cf(N) £<cf(N) £<cf(N) £<cf(N)
- H (EAE)V - H VA o Doecet(n) VAE V2 ecet(A) A VA
E£<cf(N) £<cf(N)

Asi, (k) = g7 = gmix{rA} = kY st A<v
K sicf(\) <v <A
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T

Observacion. Por el teorema anterior, para k =2 y v = cf()), se tiene que (2<’\)Cf(A) =22 Esta igualdad
es el teorema 5.2.4 pues probamos en dicho teorema que ), \ 2" =sup{2” |v <. A} = 2<A,

Teorema 5.4.7 (Bukovsky, Hechler). Sean k, A, pg € C. Si A es un cardinal singular y si la funcion del
continuo para k es eventualmente constante debajo de \ a partir de pg, entonces K* = K< = kPO,

Demostracion. Aplicando el teorema 5.4.6, (k<IN = kA pues c¢f(A) < cf(X) < \. Por el teorema 5.4.5,
K< = kPO = kP para todo cardinal p con py < p < A. Por tanto, s = (k<)) = (r0)fD) = ko f(N) = gro
ya que po < po-cf(A) < A, en consecuencia, k* = k0 = (5<1)°f(N), ¥

Teorema 5.4.8. La funcion del continuo puede caracterizarse mediante la funcion guimel, de la siguiente
forma:

a) Si k es un cardinal regular, entonces 2" =1(k);

b) Si k es un cardinal singular y la funcion del continuo es eventualmente constante debajo de k,
entonces 2/ = 2<K,

c) Si k es un cardinal singular y la funcion del continuo no es eventualmente constante debajo de k,
entonces 2% = J(2<7).

Demostracion.  a) Si cf(k) = &, entonces 2% = 2°F(%) = (%) < kv — 9% va asi 2% = koK) = J(k).

b) Si k es un cardinal singular y la funcion del continuo es eventualmente constante debajo de k, por
el teorema anterior (Bukovsky), 2% = 2<%,

¢) Si k es un cardinal singular y la funcién del continuo no es eventualmente constante debajo de k,

por el teorema 5.4.5, c¢f(2<%) = cf (k) y usando el teorema 5.4.6 tenemos
3(2<H) — (2<n)cf(2<*€) _ (2<n)cf(/4) — 9K T

5.5. La hipo6tesis generalizada del continuo

Un problema que Georg Cantor se planted fue el valor de la cardinalidad de R, el conjunto de los
nameros reales. Sabemos que todo nimero real ente 0 y 1 admite una representacion (tinica) de la forma
0.ayasas - - -, donde los a, son nimeros naturales del 0 al 9; esta representaciéon se asocia a su vez a una
sucesion (an),cy, ¥ viceversa. Esto implica que la cardinalidad del intervalo de ntimeros reales [0, 1)r
es igual a la cardinalidad del conjunto de sucesiones con dominio w y con rango {0, 1, 2, ..., 9}, es decir
110, Dr| = N{0, 1,2, ..., 9} = 10 = 2%, Ahora bien, se puede demostrar ficilmente que |[0, 1)| = |[n, n+
1)| para cualquier n € Z y que esta familia de intervalos forman una particién para R, en consecuencia,
Rl = | Upegln, n4 )| = Sz [, n+1)] = 3,cp 2% = 2] 2% = Rg-2% = 2%,

Justamente eso es lo que probé Cantor, pero, jcual es el valor exacto de 2%0? Sabemos que 280 = X, para
algtin a € R. En 1883, Cantor conjeturd que 2% =Ry, lo cual intent6 probar sin éxito. Esta proposicion
se le conoce como la hipdtesis del continuo. En ZFE no podemos saber cuanto vale 280; sin embargo,
del corolario 5.1.4 a), para todo a € R, Nyt # 2cf(Ratw): v ya sabemos que cf(Ng4w) = RNg. Por lo tanto,
Vo€ R:2% £ R .

De aqui se desprende otra proposicion, la cual se llama la hipdtesis generalizada del continuo (HGC),
a saber:

Para cualquier o € R, se cumple que 28 = Not1-
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Durante un tiempo, no se supo si esta propiedad era verdadera o falsa. En 1939, Kurt Godel demostro
que la HGC es consistente con los axiomas de ZFE, dando un modelo en el que la HGC se satisface. En
1963, Paul Cohen construyd un modelo de ZFE en que la HGC es falsa. Gracias a estos dos resultados,
se prueba que la hipétesis generalizada del continuo es independiente de ZFE, es decir, que no se puede
demostrar ni refutar con los axiomas de ZFE.

La suposicion de la HGC determina por completo la potenciacion de cardinales infinitos que es lo que
vamos a ver.

Teorema 5.5.1. Supongamos la hipdtesis generalizada del continuo. Para cualesquiera k> 2 y A > Ng
se cumple:
AT o sik< A
A=kt sicf(k) <A<k
kst A<cf(k)

Demostracion. Si k < \, por el teorema 4.3.4, k* =2 = A+,
Si cf(k) < A < K, por los teoremas 5.1.3 y 4.2.6: kT < k(7 < A < k% =28 = k. Asi, K} =K.
Si A < cf(k), por el teorema 5.2.3, kK = k-sup{v* | v <. k}. Para cada v <. K, tenemos dos casos:
i) cuando A < v, se tiene que A< =2 =pt <k, pues v < K;
ii) si v <\, resulta que v < A\ =2 = A\t <k, pues A < cf(r) < k.
Tenemos, por tanto, que Vv <. k:v* <k, con lo cual sup{v* | v <;x} < k. Luego entonces, x < rk* =

kesup{t | v <.k} < K-k = k. Asi, K = k.

T
Teorema 5.5.2. Supongamos la HGC. Si k> 2 y A > Vg, entonces
A st k<A
kA= kt s of(k) <A<k

kst A<cf(r)
Demostracion. Por el lema 5.1.1, k<" =sup{r” | v <. A} =sup{r” | u <v <, A} para cualquier u < \.

Ademas, por el teorema 5.5.1, para cada v € C\w se tiene:

vt s k<v

kY=< kT sicf(k)<v<k
kst v<cf(k)
De aqui tenemos cuatro casos:

(i) Si A= g, entonces K< =sup{x" | n < w}, de lo que se desprenden dos subcasos. Cuando  es finito,
cada k" es finito y la sucesion (k™),<, no es acotada en R, por lo cual K<} =Rg = A (y 5 < Rg = A).
Si & es infinito, entonces Vn < w : k™ =k, y asi k< = & (sin olvidar que A = Ry < cf(k)).

A

(ii) Si k< A, tendremos que x<* =sup{s” | max{No, K} <v <, A} =sup{r" |max{RNg, K} <v < A} =

A
(iii) Si cf(k) < A< K, en ese caso k< =sup{r” | cf(r) <v <. A<k} =sup{st |cf(rk) <v <. A} =rT.

(iv) Si A < cf(k), resulta que k< = sup{r” | Rg < v <. A < cf(k)} =sup{r | Rg < v <. A} = k. i

Teorema 5.5.3. Si k € C\w, entonces Z KN =k siy solo si Z 2=k A cf(k) =k.
A<cR A<lck

Demostracion. Supongamos que Yy K = k. Si cf (k) < K, entonces k(%) < D Ao k* =k, lo cual no

es posible por el teorema 5.1.3 b); por tanto, cf(k) = k. Por el teorema 5.4.2, k < 2<"; ademas, para cada
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v <c K, tenemos que 2" <K <Dy k" =k, por lo cual 2<% = sup{2* | A <. x} < k. En consecuencia,
2<F = g, asi que
> 2 =[enkl-sup{2* | A <c K} =|CNK[-2%F = |CNK|-k =K.
A<cR
Por otra parte, supongamos que » ,_ . 22 =k y cf(k) = k. Si kK =R, en tal caso
Z KA:Z Kn:Z K= K.
A<ck n<w n<w
Suponiendo que £ > Ng, por el teorema 5.4.2 b), >y K = D Rp<A<ek k) = k<", y por el teorema 5.2.3,

para cada \ <.k = cf(k), se satisface que xk* = k-5 . Si Vg < A<k =cf(k) y v <k, entonces

v<ck
v < A+v =mix{\, v} <k, luego v’ < 2M7 por consiguiente,

I{A:H'Z I/\ZSH'Z I/\+”:§/<;-Z 2’\+”§/£-Z 2¥ = Kk-Kk = K;

v<ck v<ck v<c¢k v<ck
por lo tanto,
k< g K = E KN < E k=|[Ro, K)c| K =K.
A<ck No <A<k No<A<¢k

Teorema 5.5.4. La HGC equivale a que Vi € C\w:2<" = Z 2 = k.

v<ck

Demostracion. Por el teorema 5.4.2, 2<% = Yo 2V
Supongamos la HGC. Para k = Ny, es claro que ZKM 2V =3 ., 2" =k.Sik € Cconk >Ny, entonces
Z 2V = |CNK|-sup{2” | v <. k} = |CNEK|-sup{2” | Rg < v <. K}
v<ck
=|CNk|-sup{v’ |Rg <v <k} =|CNK|-k = K.

Ahora, supongamos que Vk € C\w : > 2" = k. Si k € C\w, entonces

v<ck
K= Z 2¥ = max{|CNk|, sup{2" | v <. Kk}},
v<ck
por lo cual sup{2” | v <. k} < k; pero si v < k, resulta que v < 2” <k (ningan cardinal menor que k es
cota superior de {2” | v <, k}); por lo tanto, sup{2” | v <. K} = k. Asi, para cada k € C\w, sup{2” | v <,
Kk} = k; en particular, para todo k € C\w, sup{2” | v <. k" } = k™. En consecuencia, si x € C\w, entonces
kT =sup{2” | v <.k} =sup{2” | v <. K} = 2". i

Teorema 5.5.5. HGC si y solo si Vi € C\w : k%) = g+,

Demostracion. Supongamos la HGC. Si k € C\w, por el teorema 5.1.3 b), k+ < k(%) v como cf(k) <k,
entonces kf(%) < gF =25 = g+ por tanto, k) = kT,

Supongamos que V€ C\w : k() =kt Vamos a probar por induccion que Vi € C\w:2f =kT. Para
K = N, tenemos que cf(Rg) = Vg, en consecuencia, 280 = Ngo = Ngf(No)
kT, entonces cf(kt) = kT, y con ello 2(+7) = (/ﬁ)('ﬁ) = (/ﬁ)Cf(Nﬂ = (k1)". Si k es un cardinal limite tal
que Vv € C\w: (v < k= 2" =vT); entonces, Vv € C\w: (v < k => 2" =T < K); en consecuencia 2<% =
sup{2” | v <. k} < k; luego, por el teorema 5.2.4, 2¢ = (2<7)f(8) < kof(K) — k+ ¢ ya se sabe que k1 < 27,
por lo tanto, 2% = k*. Por el PIT, Ve C\w: 2" = k™. F

=X7. Si k € C\w cumple que 2% =

5.6. La hipo6tesis de los cardinales singulares

De acuerdo con el corolario 5.3.5, para saber los valores de la potenciacién no basta con saber los valores
de la funcién del continuo (los valores 2), sino que también hace falta saber los valores de la funcién J
(los cardinales fin("‘)). Sin embargo, en el teorema 5.4.8 probamos que la funcién del continuo puede
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caracterizarse a partir de la funcion guimel: si k € C\w es regular, entonces k() = 25 v i k es singular,
la cosa se vuelve un poco mas compleja. Pero, por el corolario 5.1.4, k # 2%, Si k < 2°1(%) | se tiene que
kef(R) < (2Cf(“))6f(n) = 20f(w)ef(k) — 9¢f(%) " por 1o cual, £°F(F) = 2°f(K)  Ahora, ;qué pasa cuando 2°F(%) < k7,
pues lo que podemos deducir es que & es singular. Recordemos también que k™ < ref(s) (teorema 5.1.3).
La hipotesis de los cardinales singulares (HCS) dice lo siguiente:
Vi € C\w: 2007 < o — 00 — ot
Como vimos en la secciéon anterior, la proposicion Vi € C\w: kAW = gt es equivalente a la HGC

(teorema, 5.5.5), de modo que la HCS es menos restrictiva. Observamos, también, que la HGC implica la
HCS.

Teorema 5.6.1. Supongamos la HCS. Si k es un cardinal singular, entonces

g<n st la funcion del continuo es eventual-
o — mente constante debajo de K

(2<F)*  en otro caso

Demostracion. En el primer caso, la igualdad se da por el teorema 5.4.7.

Supongamos que la funcion del continuo no es eventualmente constante debajo de k. Como cf(k) < k,
existe v € C tal que cf(k) <v <k y 2°0(") <2V < 2<% Por el teorema 5.4.5 b), tenemos que cf(2<%) =
cf(k), con lo cual, 2¢F(=") = 2¢f(") < 9 < 9<% v en consecuencia, aplicando la HCS, (2<")Cf(2<ﬁ) = (2<%)*.
Volviendo a usar el hecho de que cf(2<%) = cf(k), obtenemos (2<%)°f(¥) = (2<#)*_ Finalmente, aplicando
el teorema 5.2.4, tenemos que 2% = (2<%)°f(®) = (2<#)+, ¥

Teorema 5.6.2. Supongamos la HCS. Si k y A son cardinales infinitos, entonces
2N i 22>k
R =Skt s 2V <k y A>cf(k)
ko si 22 <k oy A <cf(k)

Demostracion. Si k < 2, entonces k* < (2>‘))‘ =2M, y es claro que 22 < K, en consecuencia, K = 27,
Para los dos casos restantes vamos a probar por induccién transfinita que

T

kKT si A>cf(k

VeeC:k>2 = k' = T (x)

kst A<cf(k)

Comenzando para el caso x = (2*)T tenemos que cf(x) = x > 2* > A, y aplicando la formula de Hausdorff
A=Y =020 =220 =2 =k

Sea  un cardinal mayor que 2* y que cumpla la hipotesis de induccién, entonces £* € {skT, k}, con lo
cual k* < k. Luego, aplicando la formula de Hausdorff, (k7)* = kT -s* = k.

Sea ahora x un cardinal con k > 2* tal que todo cardinal v con 2* < v < k cumple la hipotesis de
induccion, esto implica que v* € {v, v*}. Luego para todo cardinal v < k se tiene: si v < 2%, entonces
v =2) < k; ysi 2} < v, entonces v < vt < k. Lo anterior implica que & es A-fuerte. Por el teorema 5.3.3,

N L si cf(k) >\

T k) 5 ef(k) < X
Si cf(k) > A, entonces x* = k. Si cf(r) < A, resulta que 2°(®) < 2* < k. Aplicando la HCS y el teorema
5.3.3, kM = rf(B) = gt F

Incluso podemos saber el valor de los productos infinitos:
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Teorema 5.6.3. Supongamos la HCS. Si A € Lim y (n§)£<)\ es una sucesion de cardinales mayores o
iguales que 2 tales que k =sup{re | £ <A} y V€ < \: ke < K; entonces,

H Iig = K‘M.

E<A

Demostracion. Si k< 2 entonces k!N < 21 por lo cual &l = 21A Luego

AN =2 =TT 2< [ we <[] w <™.

<A £<A £<A

Por otra parte, supongamos que 2N < g, y sea (ag) g<cf(n) WA sucesion creciente de ordinales menores

que A tal que A =sup{ag | € <cf())}. Se deduce entonces que k = sup{r¢ | { <A} =sup{ra, | § <cf(N)},
y como cf(\) < |\ < 2P < &, se sigue que D e<ct(n) Kae = cf(A) -k = k. Aplicando el corolario 4.4.16 c):

,.,UIA\:< Z Kaf)Ml:( Z Ka{)cf()\)-|)\|

E<cf(A E<ctf(N)

(I w2 (T )= T2

E<cf(N) E<cf(A E<ct(N)

A)-[Al

Por el teorema 5.6.2, /i"\‘ e {2 /ﬁa&, Kae }; ademds, 2N < ky n+§ < KY Ka, < K; €n consecuencia, n‘a| <k
para cada & < cf(k). Entonces usando el corolario 5.2.5 a):

kA = H |)‘|< H K = kA H ma§<H/@5

E<ef(N) E<ef(N) E<cf(A E<A
Finalmente, tenemos H ke < H K= kA pues V& < A : ke < K.
E<A E<A
— Al
Por lo tanto, H ke =K ¥

E<A
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Capitulo 6

Conjuntos estacionarios

En este capitulo se veran tipos especiales de conjuntos tales como los clubes, los filtros, ideales y
los conjuntos estacionarios. Para terminar, vamos a usar algunas propiedades de estos conjuntos para
demostrar un resultado importante acerca de la hipétesis del continuo y de la hipotesis de los cardinales
Singulares.

6.1. Clubes

Definicion 6.1.1. Seana e R, ACR y CCa.

1) v es un punto limite de A si ~y es un ordinal limite y v =sup(An-~y) = J(AN7).

3

)

2) C es cerrado en « si todo punto limite de C' menor que « pertenece a C.
) Todo subconjunto cerrado y que no es acotado en a se llama club en a.
)

4) Si A es un cardinal limite con cf(\) > w, decimos que C' es un club especial en A si C' es un club en
A con tipo de orden cf(\) y todos sus elementos son cardinales singulares mayores que cf(\).

El primer resultado relaciona el concepto de conjunto cerrado definido anteriormente con el concepto
de conjunto cerrado en topologia.

Teorema 6.1.1. Para cualquier & € R denotemos (<—, v) :={{ € R |{<a} y(a, =) :={{ER|a<{}.
Sea A CR no vacio. La topologia del orden en A, es la generada por:

{(o,MNA | 0,7v€ A}U{(+,7)NA | ye A}U{(0, =) N A|o e A}u{A} (6.1)
St a es un ordinal limite y 7o, es la topologia del orden en «, entonces un subconjunto C' en « es cerrado
en el sentido de la definicion 6.1.1 si y solo si C' es cerrado en el espacio topoldgico (c, Ty).

Demostracion. En primer lugar observemos que dado que « € R, para cualesquiera o, v € a tenemos,
(o,v)Na=(0,7), (<, v)Na=10,7), (o, >)Na= (0, a) y a= [0, o). En consecuencia, la base (6.1) que
genera a 7 es B:={(0,7) | o,y <a}U{[0,7) |y <a}.

Supongamos que C es cerrado en (a, 74). Sea § € a un ordinal limite tal que sup(dNC) = §. Probaremos
que 0 € C (la cerradura de C'), demostrando que VA€ B: 6 € A= ANC # (. Sean 0,y € R con 0, 7 < «
tales que d € (0, v) entonces o < d =sup(dN C), por lo que existe c € 6N C tal que o < ¢, por lo cual,
ceCyo<c<d<yyasiceCN(o, ). Ahora, sid € [0, 7) con v < «a, como § # 0, se tiene que 4 € (0, )
y por lo que acabamos de probar (tomando o = 0), obtenemos que (0, v)NC # 0, y de aqui [0, v)NC # ().
Por tanto ye C = C.

Ahora supongase que C es cerrado segtn la definicién 6.1.1. Sea § € C' y probemos que 6 € C. Si § =0,
entonces d € [0, 1) € 74, con lo cual [0, 1)NC # 0, pero [0, 1) = {0} = {d}, asi que 6 € C. Si 6 = f+1 para
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algin § € R, se tiene que § € (8, B+2) € 74, entonces (3, F+2)NC # 0, y como (8, f+2) ={B+1} = {5},
se obtiene que § € C. Finalmente, si 0 € Lim, entonces V5 < d:d € (8, 0+1) € 7o N(B,0+1) = (B, J], en
consecuencia, V3 < ¢ : (3, §]NC # 0, por lo cual, V8 < §:3c € C: B < ¢ <4. Ahora, si se diera el caso que
VB<d0:3dceC:<c<d (si c=4 para algin c € C, entonces ¢ € C' inmediatamente), tendriamos que
VB <d:3ceCN: B < e, locual nos dirfa sup(CNd) =4 y de la cerradura de C, obtendriamos 6 € C; asi
pues, en cualquier caso § € C. Por ende, C C C. i

Teorema 6.1.2. St € Lim y C C «, entonces C es cerrado en « si y solo si para cualquier sucesion
(Be)ecy (A€ R) de elementos en C': si sup{f¢ | £ <A} < a, entonces sup{f | { <A} € C.

Demostracion. Supongamos que C' es un conjunto cerrado de o y sea (/) <) Una sucesion de elementos
de C tal que B :=sup{fe |{ <A} <.
(i) Si B =o0+1 para algtn o € R, entonces o < sup{f¢ | { € A}, lo que implica que existe { < A tal que
0 < e <o+1, en consecuencia B¢ =o+1=0,yasi B C.
(i) Si f=0, como V& < A: fe < 3, entonces VE < A: B¢ =0, con lo cual =0¢€ C.
(iii) Si B € {Be|& <A}, es claro que g€ C.

(iv) Si B¢ {Be| € <A}y B €Lim, resulta que V€ < X : B¢ < 3, consiguientemente, {f¢ | £ <A} C fNC C
B, con ello B =sup{fe | { <A} <sup(BNC) <sup(B) =B, y asi sup(fNC) = 5. Por tanto, § es un
punto limite de C' menor que «, lo que implica que 8 € C, pues C es cerrado.

Por otro lado, supongamos que para toda sucesién (,85)&)\ en C, si sup{f¢ | £ < A} < «, entonces sup{fk |
£ <A} € C. Sea v un punto limite de C menor que «. Entonces todos los miembros de la sucesion (£)¢eync
pertenecen a C'y sup{¢{ | £ € yNC} =sup(yNC) =~ < a, de lo que se sigue por hipotesis que sup{¢ | £ €
yNC} =~ € C. Por tanto, C es cerrado en a. ¥

Ejemplos. A continuacién veremos algunos ejemplos de clubes. En lo que sigue, « serd un ordinal limite:

1. Sicf(a) > w, aNLim es un club en a.

Claramente, aNLim es cerrado en «. Solo hay que ver que no es acotado. Si £ < a, como « es
un ordinal limite, entonces Vn <w:{+n<a y +w =sup{{+n|n <w} € Lim, en consecuencia,
4w < a pues cf(a) > w. Tenemos, entonces, que £ < {+w y {+w € LimNa (para todo £ < a); por
tanto, LimNa no es acotado en . Asi, LimNa un club en o.

2. Para todo 8 < « el intervalo [, @) es un club en a.

Claramente, [3, @) no es acotado en «. Sea 7 un punto limite de [3, &) menor que «, entonces
v =sup(yN[B, «)). Dado que v # 0, existe £ € yN[B, «). Tomemos & cualquiera en YN[, «), entonces
E<vy B<E<a, por consiguiente, S <& <y < «, luego v € [B, a).

3. Si A es un cardinal limite y 3 < A, entonces [3, A), es un club en &.

Es obvio que [3, A), no es acotado en A. Si v es un punto limite de [3, \), menor que A, entonces y =
sup(YN[B, A)¢), lo cual implica que v € C, por el teorema 4.1.15 b); ademas, tomando £ € YN[, A),
se tiene que £ <y y <& <A, por consiguiente, f <& <y < A, de este modo, v € [3, \).

4. Si a > w, el conjunto de los ordinales sucesores menores que « no es un club en .

Observemos que {£+1 | & < afnNw =w\{0}, entonces sup({£+1 | £ < a}Nw) =sup(w\{0}) =w. Es-
to implica que w es un punto limite de {{+1 | £ < a} y es menor que «, pero w ¢ {£+1 | < a}. Por
tanto {{+1| & < a} no es un club en a.
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5.

Si A es un cardinal cf (\)-fuerte tal que Rg < cf(X) < A, entonces {p < A | u es cf(\)-fuerte} es un club
en .

Denotemos C:= {u < A | p es cf(N)-fuerte}. Si k <. A, por la demostracion del teorema 5.3.1 c) se

verifica que (HCf()‘))+ es cf(A)-fuerte, y se observa claramente que es mayor que k. Como A es cf(A)-

()

fuerte, si k <. A, se cumple que K < A, con lo cual (/in()‘))+ < A pues A es singular. Tenemos, en

consecuencia, que para todo x < A, (/~£Cf(>‘))Jr eCykr< (/ﬁCf()‘))Jr; esto es, C no es acotado en .
Sea x un punto limite de C' menor que A, entonces k = sup(C'Nk). Si p <. K, existe p € CNk tal que

p < 1 < k, entonces pt™ < 11 porque p es cf(\)-fuerte, luego p'N) < 1y < k; en resumen, para todo
p <c R, pCf()‘) < K, en consecuencia p € C. Por ende, C' es cerrado en .

El siguiente lema también da ejemplos de clubes, pero estan como un teorema porque son muy impor-
tantes en la teoria, ademas de que son més complejos.

Lema 6.1.3. Sea o un ordinal limite.

a) Sia>w ycf(a)=a y f:a— a es una funcion, entonces {B < a| f[B] C B} es un club en «.

b) Supongamos que E C « no es acotado en o y sea E' :={y <« |~ es un punto limite de E}. Enton-

ces, EUE" es un club en «, y si cf(a) > w, entonces E' también es un club en «.

Demostracion.  a) Pongamos C:={f < «a| f[8] C 5}. Para ver que C es cerrado usaremos el teorema

6.1.2. Sea (fB¢), ., una sucesion en C tal que §:=sup{f¢ | { <A} < a. Tenemos que V¢ < A: f[B] C
5&» entonces U£<A f[ﬁ&] - Ug<,\ 56- Como 3= U£<,\ /8& entonces f[ﬂ] = f[ Ug<>\ 5&] = U§<A f[ﬁf] c

U£<A Be = 3, con lo cual, 3 € C. Por tanto, C' es cerrado en .

Veamos que C' no es acotado. Sea o < o cualquiera. Definamos: Sy :=méax{o+1, sup(f[o])+1},
y para n <w, Bpi1:=max{8,+1, sup(f[Gn])+1}. Como o < a=cf(a), entonces sup(f[o]) < a,
con lo cual, By < «; similarmente, si 8, < a con n <w, resulta que sup(f[Bn]) <a, y asi Bpi1 =
méax{f,+1, sup(f[Bn])+1} < a. Por el PIM, Vn < w: 3, < a, de lo cual implicamos que sup{f, | n <
w} < a porque w < a = cf(a). Sea B :=sup{B, |n <w} =, <, Bn; probaremos que 3 € C'y o < f3.
Claramente, 0 <o+1< [y <B. Sin<wy f(§) € f[Bn], con & € B, entonces f(&) <sup(f[Fn]) <
sup(f[Bn]) +1 < Bry1; lo que nos dice que f[B,] € Byy1 (para todon < w). Por lo tanto, J,, ., f[Bn] €
Un<w 6”4‘1' Luego f[ﬁ] = f[ Un<w /3”] = Un<w f[ﬂn] g Un<w /6"+1 = ﬁ ASI? 6 eC y o< B Esto

prueba que C' no es acotado en «.

Como E C EUE', entonces FUE’ no es acotado en a. Sea v un punto limite de FUE’' menor
que a, entonces v = J(YyN(EUE")) = J(WyNE)U(yNE')) = (UNNE))U(URWNE")). Si e UHN
E’), existe 0 € yNE' tal que B € o, luego S € o =|J(cNE), por lo que € T para algin 7 € cNFE;
resumiendo: €T €0 €y y TEE, de lo cual T yNE y S €T y, en consecuencia, € |J(yNE).
Se concluye que [J(yNE') C|J(yNE), por consiguiente, v =J(yN(EUE")) = (UNE))u( UHN
E')) =U(NNE) y, por ende, v € E' C EUE'. Por tanto, EUE’ es cerrado en a. Concluimos que
EUE’ es un club.

Supongamos, ahora, que cf(a) > w. Primero probemos que E’ no es acotado en a: si £ < a, como
E mno es acotado, existe una sucesion (vn), ., en E tal que £ <y ¥y 9 < Yny1 para todo n <
w; tomemos 7y :=sup{y, | n <w}, entonces v < a pues cf(a) >w, y v es un ordinal limite ya que
(Yn)pew ©s estrictamente creciente; ademas, {y, |n <w} CyNE C+, con lo cual v =sup{y, |n <
w} <sup(yNE) <sup(y) =7; asi, vy =sup(yNE); por lo cual, v € E' y £ <~. Por tanto, E' no es
acotado. Para ver que E’ es cerrado, vamos a usar el teorema 6.1.2. Sea (55)5 <) Una sucesion en
E' tal que f:=sup{f¢ | £ < A} < o; entonces, |J(B¢NE) = f¢ para toda & < A; luego sup(BNE) =
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UlUgcr BINE) = U(Ugcr(BeNE)) = Uecn (U(BeNE)) = Ugy Be = B3 por lo cual, tenemos que
B € E'. Por el teorema 6.1.2, E’ es cerrado.

T

Teorema 6.1.4. Sea a un ordinal con cf(a) > w. Las siguientes proposiciones se satisfacen:

a) Si f:a— R es una funcion normal, entonces ran(f) es un club en sup(ran(f)). Si, ademds,

f:a— «a es normal, entonces ran(f) es un club en c.

b) Reciprocamente, para todo club C' en «, existe una funcion normal f : tpo(C) — C' tal que ran(f) =

C'; en particular, si « es regular, tpo(C) =« y C es el rango de una funcion normal f:a — C.

Demostracion.  a) Supongamos que f:a — R es normal. Denotemos C :=ran(f) y pongamos 3 :=

sup(ran(f)). Claramente C no es acotado en 3. Sea 7y es un ordinal limite tal que v < § y sup(yNC) =
7, entonces existe £ € a tal que v < f(£) < B; como f~yNC] C a, se tiene que sup(f~'[yNC]) <
. Si se diera que sup(f~[yNC]) = a, se tendria que ¢ < sup(f~[yNC]), de lo cual existiria ¢ €
FHyNC] tal que € < ¢, luego v < f(&) < f(¢) <~ (contradiccion). Por lo tanto, sup(f~[ynC]) <
a. Se sigue, del teorema 4.5.8, que f(sup(f~t[yNC]))=sup(f[f~t[yNC]]) =sup(yNC) =+, por
lo cual, v €ran(f) = C. Asi pues, C es cerrado en . Concluimos que C' =ran(f) es un club en

B = sup(ran(f)).

Si, por otra parte, f:a — a es normal, por lo que acabamos de probar, ran(f) es un club en
sup(ran(f)). Vamos a probar que sup(ran(f)) = a. Por el teorema 4.5.6 b), para todo & < «, resulta
que £ < f(&) < f(§+1) < a. Asi, ran(f) no es acotado en «, y con ello sup(ran(f)) = a.

Sea C un club en «. Por definicion, existe un isomorfismo f : (tpo(C), <) — (C, <), por lo cual,
f es estrictamente creciente. Solo resta probar que f es continua. En primer lugar, sup(ran(f)) =
sup(C') = a —ran(f) es cofinal en a—, asi que w < cf(a) < tpo(C'). Sea v un ordinal limite con v <
tpo(C). Como VE <+ F(€) < (), se tiene que sup{ £(€) | € <~} < f(). Pongamos o = sup{ £ ()|
€ <}, entonces V€ <v: f(§) <o y o es un ordinal limite; con lo cual, {f(§)|¢ <~} ConC Co;
en consecuencia, o = sup{f(§) | £ <} <sup(eNC) < g; luego o = sup(cNC'), por lo que deducimos
que o € C porque C' es cerrado. Asi, sup{f(§) | £ <7} =0 = f(7/) para algin v € tpo(C); obtenemos
luego f(7') < f(v) y de ahi que v/ <~. Si 4/ <+, entonces v <~+'4+1 <+, por ende, f(v) < f(7'+
1) <sup{f(&) | € <~} = f(7) lo cual no es posible; por consiguiente, v =+"y asi f(v)=f(7) =
sup{f (&) | £ <~}. Por tanto, f es continua.

Si suponemos ademés que cf () = «, entonces o = cf(a) < tpo(C). Ademas, V& < tpo(C) : £ < f(§)
pues f es estrictamente creciente; de este modo,

1po(C) = sup{€ | € < tpo(C)} < sup{ F(€) | € < tpo(C)} = sup(C) = a

Por lo tanto, tpo(C') = a. ¥

Corolario 6.1.5. a) Si a € Lim, entonces a contiene un club con tipo de orden cf(c).

b) Si « es un cardinal singular con cofinalidad no numerable, entonces o contiene un club especial.

Demostracion.  a) Por el teorema 4.5.9, existe una funcién normal f : c¢f(a) — « cuyo rango es cofinal

b)

en «. Por la parte a) del teorema anterior, ran(f) es un club en sup(ran(f)) =«a. Es claro que
f:cf(a) — ran(f) es un <-< isomorfismo; por lo cual, ran(f) tiene tipo de orden cf(«).

Por el teorema 4.5.16, existe una sucesion normal de cardinales singulares (\¢) g<cf(a) tal que V€ <
cf(a) :cf(a) < Ae <ay sup{A¢ | £ < cf(a)} = a. El rango de ()‘5)§<cf(a) es C:={\¢ | { < cf(k)}, asi
que, por el teorema anterior inciso a), C' es un club en sup(C) = «. El conjunto C' estéa formado por
cardinales singulares mayores que cf(a), y al ser tal sucesion normal, C' tiene tipo de orden cf(«).

Por tanto, C es un club especial en a. ¥
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Teorema 6.1.6. Si « es un ordinal de cofinalidad no numerable, la interseccion de no mds de cf(«) clubes
en o es un club en a.

Demostracion. La intersecciéon arbitraria de conjuntos cerrados es cerrado porque el concepto de cerradura
es equivalente al concepto de cerradura en un espacio topologico (la topologia del orden).

Para probar que la interseccion no es acotada usaremos induccion transfinita, esto es: para todo 7 <
cf(a), la interseccion de 7 clubes en « no es acotada en a.

Sean Cp y C1 clubes en av. Si o < «, como Cy y C1 no son acotados en «, existen una sucesion (3,),, ., en
Co y una sucesion (vy,),,,, en Cp tales que Vn <w: 0 < B, <9 < Bny1 < Yny1 < . En consecuencia, o <
sup{fn | n <w} <sup{y, | n <w} y sup{y, | n <w} <sup{B,+1 |n <w}; de lo cual se sigue que sup{s, |
n <w}=sup{y, | n <w}. Ademas, sup{y, | n <w} < a, pues cf(a) > w. Tomando 3 :=sup{y, |n <w} =
sup{B, | n <w}, por el teorema 6.1.2, tenemos que [ € CoNC; donde o < . Por tanto, CoNCy no es
acotado en a.

Supongamos que para 7 < cf(«a), la intersecciéon de 7 clubes en « no es acotado en a. Sea (C’g)geTJrl una
familia de clubes en «, entonces ﬂg <r C¢ no es acotado en a y asi ﬂ€ - C¢ es un club en a. Aplicando el
lo que probamos en el parrafo anterior para Cy = ﬂ£<T Ce y C1 = C¢y1, tenemos que (ﬂgc Ce)NCryq =
Ne<rt1 Ce no es acotado en a.

Supongamos que 7 < cf(«) es un ordinal limite de tal modo que la interseccién de una cantidad menor
a 7 clubes en a no es acotada en a. Sea (Cf)aer una familia de clubes en «, entonces, por hipodtesis, para
cada 3 <, ﬂg < C¢ no es acotado y por ende es un club en a. Dado o < o definimos una sucesion (v¢)
por:

(i) v:=0+1;

(€o

)
(i) 71 €Ne<q Ce tal que v <71 <
(iii) dado ve < v, sea yey1 € ﬂ£,<£+1 Cye tal que 7 < veqp1 < o
(iv) si & <7 es un ordinal limite, tomemos ¢ € (¢ Cer tal que sup{y; | £ <&} <y <a.
La sucesion (7¢),, es estrictamente creciente y V€ € 7\ {0} : 7¢ € (g Cer. Si{ <7, paracada ¢’ € (¢, 7),
se satisface que g € ﬂc<§, Ce C Cg; esto es, {ve | £ <& <7} CC¢ y, por el teorema 6.1.2, resulta que
sup{ve | ¢’ <7} =sup{re | £ <& <7} € Cc —sup{ye | { <7} < pues 7 < cf(a)—. Entonces, tomando
v :=sup{ye | & <7}, se tiene que T <y y V{ <7 :7 € C¢, con lo cual y € ﬂgq C¢. En resumidas cuentas,
para todo o < « existe v € ﬂ5<7 C¢ tal que o <. Por tanto, ﬂ£<T C¢ no es acotado en a.
Por el PIT, para cada 7 < cf(a) la interseccion de 7 clubes en « no es acotada en «, y por ende es un
club. ¥

Definicién 6.1.2. Para todo ordinal limite 5 y cualquier sucesion (X¢) £<p de subconjuntos de S definimos:

(i) la interseccion diagonal de (X¢)¢<p como
AXeees= \ Xe:={yeB|VE<y:iveX}={y<Blve[) X}
§<B <y
1) la union diagonal de (X¢)e<g como
§)€<B
VXeecs =V Xe={replI<y:veXey={y<Blve | Xe)
£<p E<y

Teorema 6.1.7. Supongamos que a € R con cf(a) > w. Si (Cg)ecn €s una sucesion de clubes en « y para
cada B < o, el conjunto (\{C¢ | € < B} no es acotado, entonces A€<a Ce es un club en o.

Demostracion. Pongamos C':= A, C.
Sea v < v un ordinal limite tal que sup(C'N~y) = . Si & < 7, entonces sup(CN (&, 7)) =sup(CNvy) =7y,
sifeCN(&, v), tenemos que V&' < f: € Co y & < B <, porlocual § € Ce¢. En consecuencia, CN(E, v) C
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Cg, de lo cual deducimos que CN(&, v) € CeNy Cy y con ello v =sup(CN(E, v)) <sup(CeNy) <. Por
tanto, V& <y :sup(CeNy) =1, luego V€ < v:7v € Cg, esto es, v € C. Concluimos que C' es cerrado en .
Sea o < a.. Construyamos una sucesion (vn),,,, en « de la forma siguiente:

(i) tomemos (cualquiera) vy € Cp tal que o < 7p;
(ii) luego tomemos 1 € (e, C¢ tal que yo <713

(i) dado n <w y v, < v, s€a Yp41 € ﬂ£<% C¢ tal que v, < ypy1-
Pongamos 7 :=sup{7y, | n <w}. Ciertamente, 0 <y, y v es un ordinal limite, y v < a pues cf(a) > w.
Probemos que v € C = A§<a Ce. Si € <7y existe ng < w tal que § < y,,; luego para cada n > ng tenemos
que Ypt1 € ﬂ§,<% Cer € C¢ pues £ < Yng < Vs ast, {yns1 | n0 <n<w} CC¢y, por el teorema 6.1.2, v =
sUp{Yn+1 | n <w} =sup{yn41 | no <n <w} € C¢. En resumen, V€ < : v € Cg, lo cual implica que v € C,
y ya sabiamos que ¢ < . Por tanto, C' no es acotado en «. i

Corolario 6.1.8. Sea (Cg)
proposiciones son ciertas:

(<o UNG familia de clubes en o, donde o € R y cf(a) >w. Las siguientes

a) S (C¢),, es decreciente respecto a C, entonces ¢, Ce es un club en a.
b) Si o es regular, entonces ., C¢ es un club en a.

Demostracion.  a) Supongamos que (Cy) <o € decreciente respecto a C. Para cada 8 < «, tenemos que
VE < B:Cp C Cg, por lo cual Cg C({C¢ | € < B}. Esto implica que ({C¢ | £ < 8} no es acotado en
«, pues contiene un conjunto que no es acotado. Debido al teorema anterior, Ag <o C¢ es un club en
a.

b) Si cf(a) = o, por el teorema 6.1.6, para cada < o tenemos que ({C¢ | £ < 5} es un club en o, y
de ahi que no es acotado.

6.2. Filtros

Definicién 6.2.1. Sea A un conjunto no vacio. Para cualquier ' C P(A), decimos que F' es un filtro en
A si:

(F1) Ae Fy0¢F,

(F2) para cualesquiera X, Y € F, se cumple que XNY € F;

(F3) si Xe FyXCY CA, entonces Y € F.

Un filtro que sea maximal respecto a la relacion C se llama wltrafiltro.

La propiedad (F2) es equivalente a la siguiente propiedad: si Xi, Xo, ..., X,, € F, (donde 0 < n < w)
entonces X1NXsN...NX, € F. Dicho de otro modo, si B € P(F)\ {0} tal que B es finito, entonces (| B €
F.

Definicién 6.2.2. Sea S un conjunto cualquiera. Denotamos Pg, (S) :={X C S| X es finito} (el conjunto
de los subconjuntos finitos de S). S tiene la propiedad de interseccion finita (p. i. f.) si VX € Py, (S) : ()| X #
0.

Teorema 6.2.1. Sea A un conjunto no vacio. Se cumplen las siguientes proposiciones:
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a) Si S CP(A) tiene la propiedad de interseccion finita (p. i. f.), el conjunto

(S):={X CA|3S €Pu(S):[) 5 CX}

es un filtro en A y es el filtro mds pequeno (respecto a C) que contiene a S.

b) Si Fes un filtro en A y X € P(A) tal que A\X ¢ F, entonces FU{X} tiene la p. i. f. y

FIX:=(FU{X})={ZCA|3X' e F: X'NXCZ}={ZCA|(A\X)UZ € F}.

Demostracion.  a) Como S tiene la p. i. f., VS" € Pgyn(S): () S" # 0, entonces VX € (S): X £ 0 y asi

0 ¢ (S). Tomando S" € Pg,(S) cualquiera, tenemos que (S’ C A, asi que A€ (S). Si X, Y €(S)
existen S’, T" € Py (S) tales que (1 S'C X y (T" C Y, por consiguiente, S'UT" € Pgn(S) v ((S'U
T =("S)N(NT")CXNY, porlocual XNY € (S). Si X € (S) y X CY C A, existe S’ € P, (S)
tal que (1 S’ C X CY yasi Y € (S). En conclusion, (S) es un filtro en A.

Por otra parte, sea F' un filtro en A que contiene a S. Si X € (S), existe S’ € Pgn(S) tal que (1S’ C X,
entonces S’ C S C F, luego [ S’ € F pues S’ es finito, y como [ S’ C X C A, se sigue que X € F.
Por lo tanto, (S) C F.

Si X =0, se tendria que A\ X = A € F, lo que no puede ser. Por tanto, X # ().

Veamos que FU{X} tiene la p. i. ff. Sea S un subconjunto finito de FU{X}:
(i) si X ¢ S, entonces S C F', de este modo (| S € F, luego [ S # 0;

(ii) si S={X}, en tal caso (| S =X #0;

(ii) si X € Sy S#{X}, resulta que ) £ S\{X} C Fy S\{X} es finito, consiguientemente, (| S =
NS\{XHULXD) = NS\EXHN({X}) =Y NX donde Y :=(S\{X}) € F; si YNX =0,
tendrfamos que Y C A\ X, lo que implicaria que A\ X € F; en consecuencia, (| S =Y NX # 0.

Por ende, FU{X} tiene la p. i. f.

SiY € (FU{X}), existe S’ C FU{X} finito tal que (| S’ CY, con lo cual (NS )NX CYNXCY;

ademas,

(O s)nx=(S)N({X}) =NSu{x} =S\ {XIu{X}) ="\ {XHNX;
asf que N(S"\{X})NX CY donde S"\{X} es un subconjunto finito de F. Si S"\{X} # (), entonces
AS\{X}HNX CY con N(S'\{X}) € F;ysiS\{X}=0, tendremos que
S\ {XHNX =UNX =ANX CY con A€ F.
Por tanto, (FU{X}) C{ZCA|3IX' e F: X'NX C Z}.
Si ZC Ay X' € F tales que X'NX C Z, se tiene que (A\X)U(X'NX)C(A\X)UZy
(A\X)U(X'NX) = ((A\X)UX)N((A\X)UX) = ((A\X)UX')NA = (A\ X)UX';

luego X' C (A\X)UX' C(A\X)UZ C A, con lo cual (A\X)UZ € F pues X' € F. Por lo tanto,

{ZCA|IX' e F: X'NXCZ}C{ZCA|(A\X)UZ€eF}.

Si ZC Ay (A\X)UZ € F, tomando S’ :={(A\X)UZ, X}; tendremos que S’ € Pg,(FU{X}) y

NS =((A\X)UZ)NX = ((A\X)NX)U(ZNX)=ZNX C Z; en consecuencia, Z € (FU{X}). Por

lo tanto, {Z C A| (A\X)UZ € F} C(FU{X}). ¥

Observacion. Cuando F' es un filtro en A, se satisface que (F') = F. Para verificar esto notemos primero
que VS" € Py (F) : () S" € F, y también que VX € F : {X} € Pg,(F); por consiguiente,

(F)={X CA|39 €Ps(F):( 5 CX}={V|IX € F: X CY C A},

De la propiedad (F3) de los filtros, se observa que este conjunto esta contenido en F'; ademas, F' C (F)
por el teorema anterior. Reciprocamente, si (S) = S, es evidente que S es un filtro.

Definicion 6.2.3. Sea A un conjunto no vacio.
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1) Dado S CP(A) con la p. i. f., el filtro (S), definido en el teorema 6.2.1, se llama filtro generado por
S. Cuando S = {Y}, se usa la notacion (Y') en vez de ({Y'}) (siempre que no haya confusion) y se le
llama filtro generado por Y.

2) Si Fesun filtroen Ay X C A tal que A\ X ¢ F, denotamos por F' [ X al filtro (FU{X}).
Teorema 6.2.2. Si U es un filtro en un conjunto A, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) U es un ultrafiltro en A;
(i) VX, Y € P(A): (XUY e U= X eUVY €U);
(1)) VX €e P(A): (X ¢ U = A\X €U);
(w) UT:={X CA|A\X ¢ U} es un filtro en A.

Demostracion. (i) = (iv). Antes que nada, si X €e U y X ¢ UT, entonces X e U y A\ X € U, luego ) =
XN(A\X) €U, locual es falso. Por ende, U C U™. Esta contencion es cierta sin suponer hipotesis adicional
més que la de que U es un filtro. Ahora, supongamos que U es un ultrafiltro en A. Como ) = A\ A ¢ U,
tenemos que A€ UT. Si() € U™, entonces A=A\D ¢ U; asi, 0 ¢ UT. Si X, Y € U, resulta que A\ X, A\
Y ¢ U, lo cual implica que (UU{X}) y (UU{Y'}) son filtros en A que contienen a U; pero, como U es
un ultrafiltro, tenemos que (UU{X}) =U = (UU{Y }); en consecuencia, X, Y € U, y por ello XNY € U,
luego XNY € U™, porque UCUT. Si X eUT y X CY C A, entonces A\ X ¢ U y, consiguientemente,
(UU{X}) es un filtro en U que contiene a U. De este modo, U = (UU{X}), lo cual implica que X € U y,
en consecuencia, Y € U, y con esto Y € UT. Por lo tanto, U™ es un filtro en A.

(iv) = (#4i). Supongamos que U™ es un filtro en A. Veamos que UT CU.Si X e UT y X ¢ U, entonces
XeUty A\(A\X) ¢ U, porloque X e Uty A\X € U™, en consecuencia, XN(A\X)=0 € U™ lo cual
no puede ocurrir. Por tanto, Ut C U. Ahora bien, si X ¢ U, entonces A\(A\X) ¢ U, de este modo,
A\X €U, yporello AANX €U, yaque Ut CU.

(791) = (73). Supongamos que VX € P(A): (X ¢ U = A\ X € U). Siexisten X, Y € P(A) tales que XU
YeUy X¢UyY ¢U, entonces, A\ X, A\Y € U, con lo cual A\ (XUY)=(A\X)N(A\Y) e U. Asi,
A\ (XUY) e Uy XUY €U, por consiguiente, ) = [A\ (X UY)|N[XUY] € U (contradiccion). Por lo tanto,
VX, YeP(A): (XUY eU=XecUVY €U).

(79) = (). Supongamos que VX, Y € P(A): (XUY e U= X €UVY €U). Sea F un filtro en A que
contiene a U. Si X € F', como XU(A\X)=A €U, entonces X € U 0 A\X € U;si A\ X € U, resulta que
A\X € Fpues UCF, y conello D= (A\X)NX € F lo que no es posible; en consecuencia, X € U. Por
tanto I C U y asi F'=U. En conclusién, U es un ultrafiltro. F

A continuacion se expondran un par de filtros que seran importantes en la teoria que se esta desarro-
llando:
Ejemplos. 1. Para cada subconjunto B de A, no vacio, el conjunto {X € P(A) | B C X} es un filtro en
A. En efecto:
Sea S :={B} (S es finito), entonces Pg,(S) = {S, 0} y es claro que S tiene la propiedad de intersec-
cion finita. Por el teorema 6.2.1, (S) es un filtro en A. Ademas,

{B}) =(S)={X CA|35 €Ps(S):[)5 C X}
={XCA|[1SCX}={XCA|[{B}CX}={XCA|BCX}.
En resumen, {X € P(A) | BC X} = ({B}) es un filtro en A.

2. Para cada a € A, el conjunto {X C A |a € X} es un ultrafiltro en A. Tal conjunto es un filtro por el
ejemplo anterior tomando B={a}:

{B}) = ({{ajh) ={X CA[{a} CX} ={X C Afac X}
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Para ver que ({{a}}) es un ultrafiltro en A, observemos que VX € P(A):a € A= XU(A\X) y de
aqui que VX € P(A): X ¢ (S) = A\ X € (S). En consecuencia, del teorema 6.2.2, {X CA|ac X}
es un ultrafiltro en A.

3. Sia € R con cf(a) > Ng, entonces F,(a) :=={X C o | existe un club en o contenido en X} es un filtro
en a.

4. Si A es infinito, entonces {X C A| A\ X es finito} es un filtro en A. Pongamos F:={X C A|
A\ X es finito}. A € F porque A\ A =0 es finito. ) ¢ F porque A\ D = A es infinito. Si X, Y € F, en-
tonces A\ X y A\Y son finitos, luego (A\ X)U(A\Y) es finito, donde (A\ X)U(A\Y) = A\ (XNY),
porlocual XNY € F.SiX € Fy X CY C A, entonces A\ X es finitoy A\Y C A\ X, asi que A\Y
es finito, y con ello Y € F.

Definicién 6.2.4. Sean A un conjunto no vacio y o € Lim.
1) Para todo a € A, llamamos al ultrafiltro {X C A | a € X} wltrafiltro principal generado por {a}.
2) Todo ultrafiltro en A que no sea principal se llama no principal o libre.

3) Si cf(a) > Ng el filtro Fe(a) :={X C | existe un club C' en a tal que C C X'} se llama filtro de los
clubes en a.

4) Un filtro F' en « es normal si para cualquier sucesion (X¢) <ci(a) de miembros de F', se cumple que
Necct(o) Xe € F.

5) Cuando A es infinito, el filtro {X C A | A\ X es finito} se llama filtro de Fréchet o filtro cofinito; lo
denotaremos como Fyr.

Teorema 6.2.3. Si A es un conjunto infinito y U es un ultrafiltro en A, entonces las siguientes proposi-
ctones son equivalentes:

(i) U no es principal;
(i4) Feot = {X CA|A\X es ﬁm'to} CcU;
(iit) ningin miembro de U es finito.

Demostracion. (iii) = (i1). Supongamos que todo miembro de U es infinito. Si X € Fi.f, entonces A\ X
es finito, luego A\ X ¢ U; asi que, por el teorema 6.2.2, X € U. Por tanto, Feof CU.

(7i) = (7). Supongamos que Frof CU. Si U es un ultrafiltro principal en A, existe a € A tal que
U={X CA|ae€ X}. Poniendo X := A\ {a} tenemos que: A\ X = A\ (A\{a})={a} (es finito), en con-
secuencia, X € Fof; con lo cual X € U, pero a ¢ X (contradiccion). Por lo tanto, U no es principal.

(i) = (i7i). Se demostrara por contrarreciproca. Supongamos que U tiene un elemento X que es finito.
Para cada = € Xy, Xo= (Xo\{z})U{z} € U y del teorema 6.2.2, Xo\{z} €U o {z} €U. Si Vz e Xy:
{z} ¢ U, se tiene que Vx € Xo: Xo\{z} €U, y como Xy es finito, obtenemos que (1 cx, Xo\{z} €U,
pero (1,cx, Xo\{z} = 0. Por lo tanto, existe xo € X tal que {zo} € U. Si Y € U, entonces Y N{zo} € U,
y como () ¢ U concluimos que z € Y. Reciprocamente, si 29 € Y C A, resulta que {z9} CY C A; luego
Y e U, pues {zg} € U. Por tanto, U ={Y C A|zo € Y}, es decir, U es principal. ¥

Lema 6.2.4. Si % es un conjunto de filtros (no vacio) en A, entonces (| F es un filtro en A. Si K es
una C-cadena no vacia de filtros en A, entonces |J & es un filtro en A.
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Demostracion. Supongamos que % es un conjunto de filtros en A. Para todo F € %, Ae Fy () ¢ F, por
locual Ae N Fyb¢(Z.51X,Y € Z, tendremos que VF € (| .Z : X, Y € F,luego VF €[ .Z : XN
YeF,ydeaquique XNY e Z.SiXeNFyXCYCA entoncesVFe((F: XeFyXCY CA,
por tal motivo VF € (1. :Y € F,yconelloY €().% :Y € F. Por lo tanto (] .# es un filtro en A.
Supongamos que £ es una C-cadena no vacia de filtros en A. Tomando un filtro F' en JZ, tenemos que
AeFClJ A, luego Ae | #;sil e #, entonces () € F para algin F € ', pero esto no puede ocurrir
pues F es un filtro; asi, 0 ¢ | 7. Si X, Y € |J #, resulta que existen F, G € ¥, talesque X e FyY € G,
en consecuencia X, Y € FUG; como £ es una C-cadena, FUG € J#, por lo cual XNY € FUGC|J .7
SiXelJ# y XCY CA, existe F en % de tal suerte que X € F, luego Y € F, y por esto Y €| 7.
Concluimos que | J ¢ es un filtro en A. ¥

Para el siguiente teorema vamos a emplear el lema de Zorn:

Teorema 6.2.5 (Lema de Zorn). Si (H, <) es un conjunto parcialmente ordenado en el cual toda cadena
no vacia tiene una cota superior, entonces (H, <) tiene un elemento maximal.

Si H es un conjunto, un orden parcial en H es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva. La
pareja (H, <), se llama conjunto parcialmente ordenado. Una cadena en (H, <) es un subconjunto C' de
Htal que Ve, yeC:x <y Vy=zx.

El lema de Zorn es equivalente al axioma de elecciéon. Para méas detalles de este resultado puede ver
[2, pag. 183].

Teorema 6.2.6. Todo filtro puede extenderse a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea F' un filtro en un conjunto A. Pongamos
F:={GCP(A) |G es un filtro en Ay F C G}.

Z es distinto del vacio pues F' € .% y es un conjunto parcialmente ordenado respecto a la contencion.
Vamos a demostrar que toda cadena no vacia tiene una cota superior en .% —para poder aplicar el lema
de Zorn—. Sea ¥ una C-cadena no vacia en .%, entonces existe algin G € ¢, de lo cual FC G C | ¢;
ademés, por el lema anterior, |J % es un filtro en A; por lo tanto, |J ¢ € .#; también es cierto que
VG € € : G C|J %; en consecuencia, | J € es una cota superior de €.

Por el lema de Zorn existe un elemento U de .# que es un elemento C-maximal de .%. Claramente,
U contiene a F. Vamos a probar que U es un ultrafiltro. Si X C A con X ¢ U, por el teorema 6.2.1 b),
(UU{A\X}) es un filtro en A, el cual cumple que F C U C (UU{A\ X}); por tanto, (UU{A\X}) € .Z;
pero U es maximal en .#, asi que (UU{A\X})=U; con ello A\X € U. En virtud del teorema 6.2.2, U
es un ultrafiltro. ¥

Teorema 6.2.7. Sea X un subconjunto de A.

a) Si F es un filtro en A y X € F, entonces FN'P(X) es un filtro en X; si ademds F' es un ultrafiltro,
entonces FNP(X) también lo es.

b) Si G es un filtro en X, entonces G puede ser extendido a un ultrafiltro en A.

Demostracion.  a) Supongamos que F' es un filtro en A y que X € F. Claramente X € FNP(X) y
como () ¢ F, entonces 0 ¢ FNP(X). Si Y, Z € FNP(X), evidentemente YNZ € FNP(X). Si Y €
FNP(X)yY CZC X, entonces Y CZ C A, por lo cual Z € F (pues F es un filtro en A), asi que
Z e FN'P(X). Por tanto, FNP(X) es un filtro en X.

Supongamos, en adicion, que F' es un ultrafiltro en A. Si Y, ZC X con YUZ € FNP(X), por
el teorema 6.2.2, (Y € F)V(Z € F), lo que implica que (Y € FNP(X))V(Z € FNP(X)). Por el
teorema 6.2.2, FNP(X) es un ultrafiltro en X.
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b) Si G un filtro en X, entonces G tiene la p. i. f., y como X C A, es claro que G C P(A). Por el teorema
6.2.1, (G) es un filtro en A, luego, del teorema 6.2.6, existe un ultrafiltro U en A que contiene a (G),
con lo cual G C (G) CU.

.‘.

Definicion 6.2.5. Un filtro en un conjunto A se llama filtro uniforme si todos sus elementos tienen la
misma cardinalidad que A.

Teorema 6.2.8. Si A es infinito, entonces:
a) existe un ultrafiltro uniforme en A;

b) el conjunto de los ultrafiltros uniformes y el conjunto de los ultrafiltros no principales coinciden si y
solo si A es numerable.

Demostracion.  a) Sea F:={Y C A||A\Y|<|A|}. Veamos que F es un filtro en A. Primero, A€ F
porque |A\A|=0<|A|. Ademas, 0 ¢ F pues |A\(] =|A|. Si X,Y € F, entonces |A\X| < |A| y
|A\Y| < |A|, de ahi que [A\ (XNY)| = [(A\X)U(A\Y)| < [(A\X)|+|(A\Y)| < |A]|, conlo cual XN
YeF. SiXeFyXCY CA,resulta que [A\X| < |A4|y A\Y C A\ X, en consecuencia, |[A\Y] <
|A\X| < |A|,yasiY € F. Por tanto, F es un filtro en A. Debido al teorema 6.2.6, existe un ultrafiltro
U en A, que contiene a F'. Vamos a probar que VX € U : | X|=|A|. Si | X| < |A| para algin X € U,
entonces A\ X € F; como F' C U, obtendremos que X, A\ X € U,y en consecuencia ) = X N(A\ X) €
U. Por lo tanto U, es un ultrafiltro uniforme.

b) Sean
U :={F | F es un ultrafiltro uniforme en A},

N ={F | F es un ultrafiltro no principal en A}.

Supongamos que % = 4. Sea BC A con |B|=w. Por el inciso a), existe un ultrafiltro uniforme
D en B. Definamos F:={X CA|[FY €D :Y C X} F es un filtro en A por lo siguiente: si S €
Pan(D), entonces () S” € D, ya que D es un filtro; consecuentemente, F' = {X C A |35’ € Pg,(D):
(S C X} = (D). Ahora bien, si XUY € F, existe algin Z € D de modo que Z C XUY, por lo cual
Z=(ZNX)u(ZNY) € D; como D es un ultrafiltro, ZNX € D o ZNY € D, y puesto que ZNX C X
y ZNY CY, deducimos que X € F' o Y € F; por tanto, F' es un ultrafiltro. Observemos que todo
elemento de F’ es infinito, pues todo elemento de F' contiene a algtin miembro de D, y todo elemento
de D tiene cardinalidad w. Por el teorema 6.2.3, F' es un ultrafiltro no principal en A, de lo cual
concluimos, por hipétesis, que F' es un ultrafiltro uniforme en A; claramente B es un elemento de
F, en consecuencia |A| = |B| = w.

Supongamos que |A| =w. Si F' es un ultrafiltro uniforme en A, entonces VX € F': | X| = w; como
consecuencia del teorema 6.2.3, F es no principal. Si F' es un ultrafiltro no principal, entonces
todos sus elementos son infinitos (teorema 6.2.3), pero como |A| =w, para todo X € F, | X| <w;
consiguientemente, VX € F': | X| = w, esto es, F' es uniforme. Por tanto, % = .A4". F

Definicion 6.2.6. Si F' es un filtro en A y K es un cardinal infinito, decimos que F' es k-completo si
cualquier subconjunto M de F de cardinalidad menor que s, cumple que [ M € F'; en caso contrario
decimos que F' es k-incompleto.

Teorema 6.2.9. a) Si A es un conjunto infinito, entonces todo ultrafiltro no principal en A es |A|T-
incompleto.

b) Si U es un ultrafiltro en A, no principal y |A|-completo, entonces U es un ultrafiltro uniforme.
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Demostracion.  a) Sea U un ultrafiltro no principal en A. En virtud del teorema 6.2.3, se satisface que
Foor={X CA| A\ X es finito} CU. Para cada a € A, tenemos que A\{a} € U, pues A\{a} € Fio.
Asi pues, {A\{a} |a € A} CU; ademas, |[{A\{a}|ac A} =]A| y N,ca(A\{a})=0¢&F. Por lo
tanto, F' es |A|T-incompleto.

b) Si U no es uniforme en A, existe X € A tal que |X| < |A|. Ademas, para todo x € X se tiene que
A\{z} € Foof CU; y también [{A\{z} | 2z € X}| = |X| < |A|. En consecuencia, [,y (A\{z}) =

F, porque suponemos que U es |A|-completo. Por tanto, U es uniforme. T

6.3. Ideales

Definicién 6.3.1. Sean A un conjunto no vacio e I C P(A). Se dice que I es un ideal en A si:
(I1) P ely Aé¢lI,
(I2) VX, Yel: XUY eI,
(I3) siY C X y X €1, entonces Y € I.
El dominio de un ideal I es dom([/) :={J I.
De la propiedad (I2) se sigue que la unioén finita de elementos de I, es un elemento de 1.

Teorema 6.3.1. Sean A un conjunto no vacio e I un ideal en A.

a) Si M CP(A) y cumple que VM’ € Py (M) :|J M’ # A, entonces:
(M) :={X CA|IM €Psn(M): X | JM"}
es un ideal en A y es el ideal mds pequenio que contiene a M.

b) Sil esunideal en Ay X C A tal que A\X ¢ I, entonces VM’ € Pg,(TU{X}):|J M'# A y, ademds:
(TUIX)={ZCA|(A\X)NZel}={ZCA|3X'€1:ZC X' UX}.

Demostracion.  a) Si A € (M), existe M’ € Pg, (M) finito tal que A C|J M, y como | J M' C A, entonces
U M’ = A, lo cual no es posible; asi que A ¢ (M). ) € (M) porque ) € P (M) y 0 CJ 0. Si X,Y €
(M); existen M', N" € P, (M) tales que X C|Y M’y Y CJ N'; luego M'UN' € Pgp(M) y XUY C
(UMHUUN') =UM'UN'); por tanto, XUY € (M). Si X € [ y Y C X, existe M’ € Py, (M) tal
que Y C X C|J M/, por lo cual Y € (M). Por lo tanto, (M) es un ideal en A.

b) Notemos que si X = A, entonces ) = A\ X ¢ I. Por lo tanto X # A.

Si UM’ = A para algain M’ € Py, (TU{X}), entonces X € M’, pues si no, tendriamos que M’ €
Pan(I), y asi A=J M’ €1, pero esto no puede ocurrir porque I es un ideal. En consecuencia,
M’ = N'U{X} con N := M\{X} GPﬁn( ); de este modo,
A=m = Wu{x}) =(UNu(Ux)=(UN)ux y [N eI
de ahi que A\X C|JN' el y asi A\X €1 (contradiccion). Por lo tanto, VM’ € Py (IU{X}):
UM #A.
Si Z € (IU{X}), existe M’ € Pﬁn(IU{X}) tal que Z C|J M’, entonces
Zn(A\X) C ([ M)n@A\x) | JM\{X}) e
en consecuencia, ZN(A\ X) € I. Por tanto, (IU{X}) C{Z C A|(A\X)NZ e I}.
SiZC Ay (A\X)NZ €I, tomando X' := (A\ X)NZ tenemos que
X'UX =((A\X)NZ)UX = (A\X)UuX)N(ZUX)=AN(ZUX)=ZUX;
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asi X' €Iy ZC ZUX = X'UX. Por tanto, {Z C A| (A\X)NZ €I} C{ZCA|3X' €l:ZCX'U

X}
Si ZC Ay existe X' €1 tal que ZC X'UX, tendremos que {X', X} € Ps,(IU{X}) y también
Z CJ{X', X} = X'UX. Por tanto {Z C A|3X' €:2ZC X'UX} C (IU{X}). i

Definicion 6.3.2. Sean A un conjunto no vacio e I un ideal en A.

1) Si M CP(A) y cumple que VM’ € P, (M) : |J M’ # A, entonces:
(M) :={X CA|IM' € Psn(M): X | JM"}
se le llama ideal generado por M.

2) SiXCAy X ¢l elideal I | X :=(IU{A\X}) se llama restriccion de I a X.

Teorema 6.3.2. Sean A un conjunto no vacio e I CP(A). Entonces I es un ideal en A si y solo si el
conjunto {A\X | X € I} es un filtro en A.

Demostracion. Sea F:={A\X | X € I'}. Se tiene que (X € [ <= A\ X € F); también (Y € F <= A\Y €
I).

Supongamos que I es un ideal en A. Como @) € I, entonces A=A\Q € F. Si ) € F, entonces A=
A\( €I, lo cual no es posible; por tanto ) ¢ F. Si X,Y € F, entonces A\ X, A\Y € I, en consecuencia,
(A\X)U(A\Y) €I, pero (A\X)U(A\Y)=A\(XNY),porlocual XNY € F.Si XCYCAy XeF,
entonces A\Y C A\ X y A\ X € I, por consiguiente A\Y €I, y con ello Y € F. Por tanto, F' es un filtro
en A.

Supongamos que F es un filtro en A. Como A € F, entonces ) = A\Ae . Si A€ l, entonces () =
A\ A € F, lo cual no es posible; por tanto A ¢ I. Si X, Y € I, entonces A\ X, A\Y € F, en consecuencia,
(A\X)N(A\Y) € F, pero (A\X)N(A\Y)=A\(XUY), asi que XUY €1.S1 X CY y Y €I, entonces
A\Y CA\X CAy A\Y € F, por lo cual A\X € F' y con ello X € I. Por lo tanto, I es un ideal en A. ¥

Definiciéon 6.3.3. Si A es un conjunto no vacio e I es un ideal en A, el filtro {A\ X | X € I} se llama
filtro dual de I. De forma similar, dado un filtro F' en A el ideal {A\ X | X € F'} se le llama ideal dual de

F. Un ideal es un ideal primo o ideal mazximal si su filtro dual es un ultrafiltro.

Teorema 6.3.3. Sea A un conjunto no vacio. Si F' es un filtro e I es un ideal, ambos en A, ajenos entre
si, entonces existe un ultrafiltro D en A tal que F C D y DNI =0).

Demostracion. Sea M :={G CP(A) |G es un filtro en A, F CG y GNI =0}. Vamos a aplicar el lema
de Zorn a .# . Notemos que .# # () pues F € .4 .

Sea % una cadena no vacia en (M, C). Para todo G € €, tenemos que FCG C|J %y GNI =10, delo
que deducimos que |J € es una cota superior de ¢, F C|J € y (U €)NI = 0; ademas, por el lema 6.2.4,
J € es un filtro en A, por lo tanto | € € .#.

Por el lema de Zorn, .# tiene un elemento maximal: llamémosle D. Queremos probar que D es un
ultrafiltro con las propiedades que pide este teorema. Por ser elemento de .# se cumple que D es un filtro
en A, FC Dy DNI={. Solo falta verificar que D es un ultrafiltro.

Supongamos que D no es un ultrafiltro en A. Por el teorema 6.2.2, existe X C A tal que X ¢ D y
A\ X ¢ D, asi que existen los filtros D [ X = (DU{X}) v D[ (A\X)=(DU{A\X}). Como D[ X y
D | (A\ X) contienen propiamente a D, el cual es un elemento maximal de .#, entonces D | X, & .#
y D[ (A\X) ¢ #; ademés, estos dos filtros contienen a F' (porque contienen a D), en consecuencia,
D[ (A\X)NI#0y D|XNI#0. Tomemos Zy € D[ XNIy Zye D[ (A\X)NI. Por el teorema 6.2.1
b), existen Y7, Y5 € D tales que YINX C Z; y YoN(A\X) C Zy; de lo cual deducimos que Y1NX €1y
YoN(A\X) € I, puesto que Z1, Z3 € I; por consiguiente, (Y1NX)U(YaN(A\ X)) € I. Notemos que

YinYo=(Y1NnY2)N(XU(A\X)) =(Y1nYanX)u(Y1NnYan(A\ X)) C (YinX)u(Yan(A4A\ X)),
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luego Y1NYs € I. También Y7, Y5 € D, entonces Y1 NY5 € D. Por lo tanto, Obtenemos que DN # 0, pero
esto no es posible pues D € .#. Por ende, D tiene que ser un ultrafiltro en A. F

Corolario 6.3.4. Sea A un conjunto no vacio. Las siguientes proposiciones se cumplen:
a) Si I esun ideal en A yd e P(A)\I, entonces existe un ultrafiltro D en A tal que d € D y DNI = ().
b) Para todo ideal I en A existe un ideal primo P en A tal que I C P.
c) Si A es infinito, entonces A contiene un ultrafiltro que no es principal.

Demostracion.  a) Como vimos en un ejemplo, F:= ({d}) ={X CA|dC X} es un filtroen A. Si X €
FnN1I, entonces d C X €I, de lo cual d € I, pero estamos suponiendo que d € P(A)\I. Por lo tanto,
FNI = (; asi que, por el teorema anterior, existe un ultrafiltro D en A talqued € F C Dy DNI = ().

b) Dado un ideal I y F su filtro dual, tenemos que FNI = (). Por el teorema 6.3.3, existe un ultrafiltro
U tal que FCU y UNI=(. Sea P el ideal dual de U. P es un ideal primo por definicion. Como
PNU=0yUNI=0,si X €I, entonces X ¢ U, con lo cual A\X € U (por teorema 6.2.2), y asi
X € P. Por tanto, I C P.

¢) Sea A un conjunto infinito y pongamos I:={X C A| X es finito}. I es un ideal en A, porque la
interseccién de conjuntos finitos es finito; todo subconjunto de un conjunto finito es finito; @ es finito;
y A ¢ I porque A es infinito. En consecuencia, F' := {A\ X | X C A y X es finito} es un filtro, por ser
dual de I. Por el inciso a) de este corolario, existe un ultrafiltro U que contiene a F. Observemos que
F={A\X| X CAy X esfinito} ={Y C A| A\Y es finito} C U, entonces, por el teorema 6.2.3, U
no es principal. F

Lema 6.3.5. ) Si A es un conjunto de ordinales no vacio con sup(A) ¢ A, entonces
IL(A)={XCA|FpecA: X Cp}

es un ideal en A.

b) Si € R con cf(a) >Ny, entonces
Ij(a) :={X C a|existe un club C en a tal que CNX =0}

es un ideal en o.

Demostracion.  a) Tomando cualquier elemento 8 € A tenemos que () C 3, por lo cual () € [,(A). Si A €
Iy(A), entonces A C 3 para algin /3 € A, en consecuencia, sup(A) < Sy S < sup(A4), luego sup(A) =
B € A, pero esto no puede ocurrir por hipoétesis; por tanto, A ¢ I,(A). Si X, Y € I(A), existen
B,7v € A tales que X C 5y Y Cr, entonces XUY C Uy =méx{s,v} € Ay asi XUY € I,;(A). Si
Xelh(A)yY CX, existe e Atal que Y C X C 3, luego Y € I(A). Por lo tanto, I;(A) es un ideal
en A.

b) « es un club en a y an =0, con lo cual §) € I(«). Para todo club C en o, CNa=C # 0, asi que
a ¢ Ij(a). SiX,Y € Ii(a), entonces C1NX =0y CoNY = () para ciertos clubes C7 y Cs en a; por el
teorema 6.1.6, C1NCy es un club en «; ademas, (C1NCy)N(XUY) = (C1NCoNnX)U(C1NCeNY) =
(); en consecuencia, XNY € [y(a). Si X € Iy(a) y Y C X, entonces CNX = () donde C es algtn club
en A, entonces CNY =0, y con ello Y € I;(«). Por tanto, I;(«) es un ideal en A. ¥

Definicion 6.3.4. Sea I un ideal en un ordinal limite «.

1) I es normal si para cualquier sucesion (Xe)e<cr(a) €0 1, Veccpa) Xe €1
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2) Si k € C con cf(a) > k, decimos que I es k-completo si toda union de menos de k miembros de I, es
un miembro de I. Los ideales Ni-completos se llaman o-completos.

3) Sicf(a) > Ng el ideal
Ij(@) :={X C «a| existe un club C en a tal que CNX = (0}

se llama el ideal de los subconjuntos finos de ce. Como vimos I;(a) es el ideal dual del filtro de los
clubes Fe(a).

4) Para todo A subconjunto no vacio de R, con sup(A) ¢ A llamamos a
Iy(A):={X CA|FBe A: X C B}
el ideal de los subconjuntos acotados de A. Un ultrafiltro D en A es no acotado si DNI,(A) = 0.

Teorema 6.3.6. Si k € C es regular y no numerable, entonces I4(k) es un ideal normal en Kk, k-completo
y Iy(r) € La(k).

Demostracion. Sean v <k y (X¢) una sucesion en I;(k), entonces para todo £ <~ existe un club

<

Ce en & tal que CenXe =0. Porgelvteorema 6.1.6, y dado que v < k =cf(k), ﬂ£<7 Ce¢ es un club es
k. Como (e, C¢ € Cg y CeNXe = para todo ' <, entonces (¢, Cc)NXg =0 para cada ' <+,
en consecuencia, (e, C¢)N (U Xe) =0, y de aqui que g, X¢ € Ig(r). Por lo tanto, Iy(k) es k-
completo.

Si X € I(k), existe 8 € k tal que X C ; como [§, k) es un club en k y [3, K)NX =0, se sigue que
X € I4(k). Por lo tanto, I(x) C I4(k).

Sean (X§)§<,,i una sucesion en I;(k) y para cada { <y tomemos un club Cg en & tal que C¢eNX¢ = (). Por
el corolario 6.1.8 b), A¢_, Ce esuncluben k. Si B € (¢, Ce)N (Vo Xe), se tendria que VE < : 8 € C¢
y 3¢ < B:p € X, porlocual 3¢’ < 3: € CaNXg, pero esto no puede ocurrir por como elegimos los C¢;
en consecuencia, (A, Ce)N (Ve Xe) =0 donde A, C¢ esun club en x; y por ende V., X¢ € Ly(k).
Concluimos que I4(k) es normal. ¥

Teorema 6.3.7. Sean k € C reqular y no numerable e I un ideal normal en k.
a) Si I es k-completo y dom(I) =k, entonces I(k) CT y {é+1|E<k}el.
b) SiIy(k) C I, entonces I4(k) C 1.

Demostracion.  a) Supongamos que I es k-completo y dom(/) = k.

Como dom(I) =k, para cada £ < k existe X € I tal que £ € X, y ademéas {£} C X € I. Asi, V¢ <
r:{¢} € 1. Al ser I k-completo, si v <&, entonces v ={{ | <7} = U, {¢} € I. En consecuencia,
Vv < k:v € 1. Estosesigue de que {{+2 | ¢ < k} C I,y de lanormalidad de I tenemos V§<H(5+2) IS
I; pero

VE+2)={yen|I<y:ye+2t={yer|IeR <y <E+2}

(<K

={yer[FIeR:y=E+1}={{+1|E<n},

asi que {€+1|E<k}el
Si X € I(k), existe 8 € k de tal manera que X C /3, y ya vimos que € I, en consecuencia, X € I.
Por lo tanto, (k) C 1.

b) Supongamos que I(k) C I.

Al ser k un ordinal, cualquiera de sus elemento es también un subconjunto de él, entonces x C
Iy(k) C I,y en particular {{+2| ¢ < k} C I. De la misma forma que en el inciso a), se satisface que

{€+1]E <k} =V, ((+2) €1
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Sean X € I4(k) y C un club en k tal que XNC = (), entonces, por el teorema 6.1.4 b), existe una
funcion normal f:x — C con ran(f) = C; entonces, {f(§)+1|& <k} C I pues k C I, luego, de
la normalidad de I y la regularidad de s, tenemos que V§ < (f(§)+1) € I. Podemos concluir que
(Vearn €+ 1)UV, (f(§)+1))U{0} € I pues estos tres conjuntos pertenecen a I. Vamos a probar
que X C (Ve (§+1)U(Veo . (f(§)+1)U{0}), para obtener que X € I, pero lo vamos a hacer por

contrarreciproca. Si a € £\[(Veo, (§+1))U(Veo (f(§)+1))U{0}], como V,_ (§+1)={{+1[E<
K}, entonces « es un ordinal limite y o ¢ V., (f(§)+1), por consiguiente, ~(I <a:a € f(§)+1),
esto es, V&€ < a: f(§)+1 <, con lo cual f(a)=sup{f(§)|{<a}<a (f es normal); ademas, o <
f(a) pues f es estrictamente creciente; asi que f(a)=a € C, y como XNC =), obtenemos que
a € k\X. En consecuencia X € I. Por lo tanto, Iy(k) C I. ¥

Teorema 6.3.8. Sea k € C regular y no numerable. Si I es un ideal normal en k tal que Iy(k) C I, entonces
I es k-completo.

Demostracion. Sean o < Ky (X§)§<a una sucesion en I. Definamos Y¢ como
Xe\a si E<a
Ye= .
0 st a<E<K
Como X¢\ oo C X¢ € I'y () € I, concluimos que cada elemento de la sucesion (Yf)g<m pertenece a I. Ademaés,
I es normal, asi que V§<H Ye € I, donde

V Ye={B<r|I<B:BeY}={B<r|F<B:{<anBEX\a}

E<k

={f<r|HE<a:peX\a}= U (Xe\ ) (notar que € X¢\a = a < ).
(<a
Ademés, a € k' y a C av, por lo cual o € I (k) C I. Tenemos, por tanto, que U£<Q(X5\a) elya€el, en
consecuencia, [Je, Xe¢ C (Ugcn Xe)Ua=Ue o (Xe\a)Ua €1y, con ello, e, X¢ € 1. Asf pues, I es
Kk-completo. ¥

6.4. Conjuntos estacionarios

Definicién 6.4.1. Dados a € Lim y S C «, decimos que S es estacionario en o o subconjunto estacionario
de « si para todo club C en o, CNS # (.

Teorema 6.4.1. Sea v € R con cf(a) > Rg. Se cumplen:

a) Todo superconjunto de un club en « es estacionario en c.
b) Todo subconjunto estacionario de o no es acotado en c.

¢) La union de menos de cf(a)) subconjuntos que no son estacionarios en o no es estacionario en .

Demostracion.  a) Sea C un club en a y sea S un conjunto tal que C' C S C «v. Si D es un club en «, por
el teorema 6.1.6, CND # (), y dado que C' C S, entonces CND C SND, luego SND # (). Por tanto,
S es estacionario.

b) Sea S un subconjunto estacionario de . Si § < a, entonces f+1<a y [+1, @) es un club en «a,
por lo cual existe £ € [B+1, a)NS, y conello £ € Sy 5 <&. Por ende, S no es acotado.

c) Sean vy < cf(a) y {T¢ | £ <~} una familia de subconjuntos que no son estacionarios en «. Para cada
<7, sea C¢ un club en « tal que C¢eNT; = (), entonces Ce)N T¢) =0, y por el teorema
3 3 3 <y V€ e<y 1€
6.1.6, (e, C¢ es un club en a. En conclusion, [Jg., T¢ no es estacionario en a.

.i.
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Definiciéon 6.4.2. Si A, BC Ry f: A— B es una funcion, decimos que f es regresiva si Vy € A\{0} :
fv) <.

Teorema 6.4.2 (Fodor). Sea o € R con cf(a) > Ng. Si S es un subconjunto estacionario dea y f: S — «
es una funcion regresiva, entonces existe n < « tal que ffl[n] es estactonario en a; si ademds o es regular,
entonces f~1[{n}] estacionario en o para algin n < «.

Demostracion. Supongamos que f_l[n] no es estacionario en « para ningin 7 < «, entonces para cada
n < « existe un club en D, en « tal que D,,N f~1[n] = 0. Sea E un club en « con tipo de orden cf(a) (existe
por el corolario 6.1.5). Para cada n < a sea 7(n):=min{{ € £ |£{>n}, y pongamos C:=(|{D¢ | €
E AN E¢<7(n)}. Como tpo(E) = cf(a), entonces |E| = cf(a), en consecuencia, [{{ € E| £ <7(n)}| < cf(a);
por consiguiente C,, es la interseccion de menos de cf(a) clubes en «, asi que, por el teorema 6.1.6, C,
es un club. Por otro lado, si n1 <n2 < a, entonces 71 < n2 < 7(n2), por ello 7(nm) <7(n2), y por ende
Cy, € 0, . Obtenemos asi, que la sucesion de clubes (C’n)77 <o €8 decreciente respecto a C, por lo que
del corolario 6.1.8, An<a (), es un club, y de ahi que LimﬂAn<a (), es también un club. Puesto que
S estacionario, tenemos Limﬂ(A77 <o Cn)NS # 0, esto es, existe un ordinal limite, digamos v en S, tal
que Vn <y :v € Cy. Al ser la funcion f regresiva, se cumple quef(y) <~, y f(7)+1 <~ pues v es limite;
consecuentemente, v € Cy(,)11; ademas, f(y) € f(v)+1, de modo que vy € f~[f(7)+1]. Concluimos, por
tanto, que existe algtin o < a tal que C,, N f~1[o] # ). Sin embargo, cada D) —con n < a— fue elegido de
tal forma que D, N f~[7(n)] =0, y como Cyy C Dy v fH 0] € f7 17 (n)] (pues n < 7(n)), se satisface
que CpNf ~1n] = 0; lo cual contradice nuestro resultado anterior. Por lo tanto, debe existir algiin 7 < «
tal que f~![n] es estacionario en a.

Ahora supongamos también que a es regular. En el parrafo anterior concluimos que existe n < «
tal que f~![n] es estacionario en a. Notemos que = {o |0 <n}= Us<y{o}, en consecuencia, ftnl =
ffl[UUQ]{a}] =Us<y f~Y{c}], donde 1 < a =cf(a). Si ningtin conjunto f~1[{c}] fuera estacionario,
entonces f~1[n] serfa la unién de menos de cf () conjuntos que no son estacionarios, por lo que el teorema
6.4.1 ¢) nos llevaria a concluir que f~![5] no es estacionario. Por lo tanto, f~![{c}] es estacionario para
algin o < n. ¥

Teorema 6.4.3. Si k €C es reqular e I un ideal en Kk, entonces I es mormal si y solo si para todo
S eP(k)\I y toda funcion regresiva f:S — kK existe Sy C S tal que Sy ¢ I y f es constante en Sy.

Demostracion. =] Supongamos que I es normal. Sean S € P(k)\I y f:S — k una funcion regresiva. Si
existe & <  tal que f~1[{&}] ¢ I, tomando Sy := f~1[{&}], tenemos que So € S, So ¢ I, y f es constante
en Sp. Si f71[{¢}] € I para todo & < k = cf(k), obtenemos que Veen f7Y{¢}]) € I —de la normalidad de
I— y donde

V IR ={B<r|F<p:Bef{I)} =

E<k

={B<r[I<B:f(B) = ={B<r|[f(B) <B}=5\{0},
ya que f es regresiva. Por tanto, S\ {0} € I. Si 0 ¢ S, entonces S = S\{0} € I, lo cual no es posible por
hipotesis. Si 0 € S, entonces {0} ¢ I, pues de contrario S =SU{0} € I; Asi que, tomando Sy := {0}, se
sigue que Sy ¢ I, Sy C Sy f es constante en Sp.
<] Supongamos que para todo S € P(k)\I y toda funcién regresiva f: S — k existe Sy C S tal que

So¢ Iy f es constante en Sy. Si I no es normal existe una sucesion (X5)§<H en I, tal que Ve, Xe 1.
Pongamos S:=V,_, X¢. Para cada 0 € 5, el conjunto {{ <o |0 € X¢} es distinto del vacio, por defini-
cion de union diagonal. Definamos f:.S — « por f(o) =min{{ <o |0 € X¢} para cada o € S; entonces,
flo) <oy o€ Xy siempre que o € S; Asi, f es regresiva. Como S ¢ I, por hip6tesis, existe So C S tal
que Sy ¢ I y f es constante en Sp, entonces hay algin v < k tal que V¢ € Sp : f(£) =~. Sin embargo, para
cada § € Sp, tendriamos que § € Xy ) = X, por consiguiente, So C X, € I'y, con ello, Sp € I, lo cual nos
lleva a una contradicciéon. Por tanto, I es normal. f
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Corolario 6.4.4. Sean k € C regular. Si I es un ideal normal en k y X € P(k)\1I, entonces I | X es un
tdeal normal en k.

Demostracion. Por definicion I | X = (IU{k\X}), y por el teorema 6.3.1, [ [ X ={ZCk|XNZel}.
Sea SCrcon S¢I[X,ysea f:S— k una funcion regresiva, entonces XNS ¢ Iy fixns: XNS — &
es regresiva. Como I es normal, del teorema anterior, existe Sop € X NS tal que So ¢ I y fixng es constante
en Sp. Viendo que Sy C X NS, obtenemos que Sy C Sy Sop C X, luego XNSy=S0¢1yasi So¢l[X.
Tenemos en resumen que So ¢ I [ X, Sy €S y f es constante en Sy. Por el teorema anterior, I [ X es
normal. ¥

Lema 6.4.5. Supongamos que k es un cardinal regular no numerable. Si S es estacionario en K, entonces
el conjunto

T:={aeS|cf(la)=w V (cf(a) >w A SNa no es estacionario en o)}
es estacionario en K.

Demostracion. Sea C un club en k. Por el lema 6.1.3, C" :={y < k | v es un punto limite de C'} es un club
en k, por lo cual SNC’ # () ya que S es estacionario en k. Sea a := min(SNC"); vamos a probar que o € T'N
C. Como « € ', entonces cf(a) > w. Si cf(a) =w, claramente o € T'. Si cf(a) > w, como sup(CNa) = a,
por el teorema 6.1.5, E' := {y < | v es un punto limite de CNa} es un club en a. Observar que si vy < a:
~ es un punto limite de C'Na si y solo si v € Lim y sup(CNanNy) =~ =sup(CN~y), y esto se cumple si y
solo si 7y es un punto limite de C, o sea, si y solo si v € C’; por lo tanto, £/ = CNa; en consecuencia, C'Na
es un club en a. Ademas, (SNa)N(C'Na) = (C'NS)Na = pues « = min(SNC"); por tanto, SN« no es
estacionario en «; de ahi que a € T'. También « € C pues los clubes contienen a todos sus puntos limites.
En resumen, a € CNT, es decir, CNT # (. Por tanto, T es estacionario en k. F

Lema 6.4.6. Sean k un cardinal reqular no numerable yT' un subconjunto estacionario de k conl’ C Lim.
Si para todo a € T, fo es una funcion tal que dom(fy) € R yran(f,) es cofinal en «, entonces alguna de
las sigutentes proposiciones siempre se cumple:

(1) Existe £ <k tal que Vn < Kk (T :={a €T |§ e dom(fa) A fo(§) >n} es estacionario en k).
(2) Existe un club D en k tal que Vo, vy € DNT : (v < a= fo(y)=7).

Demostracion. Para probar este lema, basta ver que la negacion de (1) implica (2).

Supongamos que para todo £ < k existe ' < k tal que T,y no es estacionario en k; esto implica que
existe una funcion 7: kK — k tal que para cada § <k, T} no es estacionario, y existe un club C¢ en x
de tal manera que C¢NT ¢ = (). Por el corolario 6.1.8 b), A§<,€ C¢ es un club en x y, por el lema 6.1.3,
E :={B <k |n[f] C B} es un club en k; entonces, por el teorema 6.1.6, EHAK,{ C¢ es un club en x. Vamos
a probar que EﬁA£<,i C¢ es un club que cumple la proposicion (2). Sean «, v € (EOA&H Ce)NT tales
que v < «, entonces a € Ty V¢ < a:a € C¢ y n[y] C v; en consecuencia,

V€ <a:a €l A(§¢dom(fa) V fal§) <n(8)),

pues C¢NTy ) = 0. Para cada € € yNdom(fy), se cumple que £ <y < ay £ € dom(fy), de lo cual se deduce
que fo(&) <n(€); ademas, n[vy] C v, luego n(§) < . En resumen,

V¢ € yNdom(fa) : fa(§) <n(§) <. (6.2)
Si suponemos que dom( f,) < 7, tendriamos que V¢ € yNdom( f,) = dom(fy) : fa (&) <n(§) < 7, con lo cual
sup(ran(f,)) <+ < «, pero estamos suponiendo que ran(f,) es cofinal en a. Por tanto, v € dom(f,) y asi
v C dom(fa). Por (6.2), VE €7+ fal€) <n(€) <7 ¥, por consiguiente, sup{fa(€) | £ <7} <7; como fa es
normal y = es un ordinal limite, se sigue que fo(7) =sup{fa(§) | £ <~} <. Ademaés, f, es estrictamente
creciente, asi que v < f, (7). Por ende f,(v) =1. ¥
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Teorema 6.4.7 (Solovay). Sea k un cardinal regular no numerable. Si S es un conjunto estacionario en
K, entonces S se puede particionar en k subconjuntos estacionarios de k.

Demostracion. Por el lema 6.4.5, el conjunto
T:={aeS|cf(a)=w V (cf(a) >w A SNa no es estacionario en «)}

es estacionario en k. Nos interesa aplicar el lema 6.4.6, asi que para todo « € T hallaremos una funciéon
normal f, tal que ran(f,) es cofinal en a. Si @ € Ty cf(a) > w, entonces SN« no es estacionario en a,
por lo que existe un club C, en «a tal que C,N(SNa)=0; luego, por el teorema 6.1.4 b), existe una
funcion normal f, tal que ran(f,)=C,, y de aqui que ran(f,) es cofinal en a. Si a €T y cf(a) =w
por el teorema 4.5.9 c), existe una funcion normal h, :w — « tal que ran(h,) es cofinal en «; luego
definamos f, :w — a por fo(n):=he(n)+1 para cada n <w. Ahora, por el lema 6.4.6, se tiene que
cumplir alguna de las dos proposiciones del citado lema. Por como construimos la funciones f, tenemos que
si cf(a) > w, entonces ran(fo)NS =ran(fo)N(SNa) =0 (pues ran(f,) C «), por lo cual ran(fo)NT =0
ya que T C S. Asimismo, cuando cf(a) =w, ran(f,) estd formado solo por ordinales sucesores, y con
ello ran(f,)NT = (. Si suponemos que la proposicion (2) se cumple, es decir, existe un club D en &
tal que Va, v € DNT : (v < a = fo(y) =); entonces tomando «, v € DNT distintos entre si, con v < «,
tendremos que fo(v) =7 € T'Nran(f,), lo que no puede ocurrir. Por lo tanto, la proposicion (1) del lema
6.4.6, se satisface.

Tomemos £ < Kk, que cumple que para cada 1 < k el conjunto T, :={a € T | £ € dom(fo) A fu(§) > 1}
es estacionario en k. Definamos una funciéon f:7T — & por

fa(&)  si & €dom(fy)
fla)=
0 en otro caso
Para cada 7, con 0 <n <&, tenemos T;, ={a € T'| f(a) > n}, y para todo a €T, como ran(f,) C a,
se cumple que f(a) = fo(§) < a. Por tanto, si 0 <n <k, la funcién restriccion, fig, : T — K es regre-
siva (sin olvidar que s es regular); en consecuencia, por el teorema de Fodor, existe v, < tal que

f‘}}][{%}] = [~Y{v,}]NT, es estacionario en . Claramente, si v, # g, entonces f~[{y,Nf [{e}] =0,
y asi fl}}][{*yn}]ﬂf‘};[{'yg}] ={; de modo que la familia {f‘}i[{'yn}} |0 <n <k} es ajena. Ademaés, dado
n < k cualquiera, y tomando « € f‘}i [{7n}], observamos que 7, = f(c) > n; lo que significa que el conjunto
{7 |0 <n < Kk} no es acotado en «; con lo cual [{7;, | 0 <7 < K}| = K pues & es regular. Por tanto, la familia
{ f@ll [{7}] 10 <n <k} tiene cardinalidad x. No sabemos con certeza si la unién de todos los elementos de
esta familia sea igual a S, pero, en cualquier caso, es suficiente con notar lo siguiente: puesto que f‘}ll {7}
estacionario, es claro que f&ll [{7}UA, donde A es subconjunto cualquiera de S, es también estacionario;
en particular para A := S\ (U0<n<f€ f‘}i[{%}]) Por tanto tomando Bj := f‘}ll {n}JUAy B, := fl}i {mH,
para cada 1) con 2 < n < k, obtenemos una particiéon de S de conjuntos estacionarios de &, con cardinalidad
igual a k. F

Definicién 6.4.3. Sean o € Lim y S C a. Decimos que S no se refieja en o si S es estacionario en o y
para todo 8 € LimNa, el conjunto NS no es estacionario en f.

Lema 6.4.8. Sea a € R con cf(a) > Rg. Si A € C reqular con X < cf(a), entonces el conjunto
D ={B<alct(B) =)}
a,\
es estacionario en . Ademds, para todo club C' en « existe 5 € Cﬂza)\ tal que CNPB es un club en f.

Demostracion. Sean A < cf(a) un cardinal regular y €' un club en a. Construimos una sucesion (8¢),_,
de la siguiente forma: [y es un elemento cualquiera de C' diferente de 0; dados £ <Ay B¢ € C, tomemos
Bes1 € C tal que Be < Beyq (existe porque C no es acotado en a); si & < A es un ordinal limite, sea ¢ € C

tal que sup{fe | {' <&} < Be —sup{fe | { <&} <a ya que £ <A =cf(A) < cf(a)—. La sucesion (/85)§</\
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es estrictamente creciente y cada uno de sus elementos pertenece a C; ademas, sup{f¢ | £ < A} < a pues
A =cf(X) <cf(a). Por el teorema 6.1.2, sup{f¢ | { <A} € C, y por el teorema 4.5.11, cf(3) =cf(X) = A
donde 3 :=sup{f¢ | £ < A}; en consecuencia, § € CNY)_ . Por tanto, > , es estacionario en a.

Por otra parte, tomando C' un club en «, y 8 definido igual que el7pérrafo anterior, tenemos que
pelCny , SiyeLimng tal que sup((CNB)Nvy) =, entonces BNy =+, con lo cual sup(CNy)=
Sup((C’ﬁB)hy) =, por consiguiente v € C' —pues C es cerradoen ay 7 < < a—, y asi vy € CNpS. Por
ende, C'NJ es cerrado en 5. C'N B no es acotado en B porque S es el supremo de una sucesion de elementos
de elementos de C, esto es, B =sup{fe | £ <A} € C con {B¢ | { <A} CC; luego {fe | £ <A} CCNPC P,
y asi B =sup{f¢ | £ <A} <sup(CNP) < B. Por lo tanto CNf3, es un club en 3. ¥

Teorema 6.4.9. Si A € C\w regular, entonces el conjunto Y4 = {0 < A" |cf(0) = A} no se refleja en
AT

Demostracion. Como A < At =cf(A*) y AT >Ry, por el lema anterior 3. , es estacionario en A*.

Sea 8 < AT un ordinal limite, entonces cf(3) < 8 < \. Por el teorema 4.5.9. existe una funcién f :
cf(8) — B normal con ran(f) cofinal en . Definamos g: cf(3) — 3, como g(&) := f(£)+1 para cada
& € cf(B); entonces g es estrictamente creciente y su rango es cofinal en 8. Por el teorema 6.1.3 b),

C :=ran(g)U{y < B |~ es un punto limite de ran(g)}

es un club en . Vamos a probar que CNY_ 4 , =0, con lo que concluiriamos que SN+ , no es estacio-
nario en 3. Si~y € C'y -y es un ordinal sucesor, entonces cf(y)=1< X yconelloy¢ >\ /\.’ SiyeCy~yes
un ordinal limite, entonces 7 tiene que ser un punto limite de ran(g) menor que 3, pues raﬁ(g) esta formado
tnicamente por ordinales sucesores; pongamos o := min{¢ < cf(3) | v < g(§)}, entonces V& < o : g(&) <,
por lo cual la funcién restriccion g, : 0 — 7 esta bien definida; si 6 <+, como v = sup(ran(g)Nv), existe
&< cf(B) tal que § < g(§) <y, y como v < g(o), obtenemos que g(&§) < g(o) y asi £ < o (g es estrictamente
creciente); en consecuencia, el rango de g|, : 0 — 7 es cofinal en v, de ahi que cf(y) <o <cf(8) <A,y
con ello y ¢ >+ . Concluimos que CN(BNY_ 3+ ) =CN3 4, =0. Por lo tanto, > )+ y no se refleja en
AT

T

6.5. Teorema de Silver

Definicién 6.5.1. Dos funciones f y g, con :=dom(f)=dom(g) € R, son casi ajenas si el conjunto
{E<B|f(&) =g(§)} esta acotado en . Una familia de funciones, con el mismo dominio, es casi ajena si
estd formada por funciones casi ajenas dos a dos.

Lema 6.5.1. Sean k un cardinal singular de cofinalidad no numerable y (K£)§<cf(/{) una Sucesion nor-
mal de cardinales, cofinal en k, y {A¢|& <cf(k)} cualquier familia de conjuntos. Si k es cf(k)-fuerte,
F C I eccr(n) Ae €s una familia casi ajena y el conjunto {§ <cf(k) | |A¢| < ke} es estacionario en cf(xk),
entonces | F| < k.

Demostracion. Basta probar el teorema para el caso en que {A¢ | { <cf(k)} CR y {{ <cf(k)| Ae C Ke}
es estacionario en cf(x). Pongamos Ey := {{ < cf(k) | A¢ € k¢ }NLim; notemos que Ej es estacionario en
cf(k). Si f € F, entonces Vo € Ey : f(a) € Ay C Kq, ¥y cOmo (H5)§<cf(n) es normal, f(a) € ko =U{re | <
a}, por lo que para cada o € Ey existe { < a tal que f(a) € k¢; con lo anterior se define una funcion
g: Eo — cf(x) de tal modo que para todo a € Ep, g(a) <a y f(a) € Kyq); con lo cual g es regresiva,
y como cf(k) es regular —por el teorema de Fodor—, existe n < cf(x) de tal suerte que g~ '[{n}] es
estacionario en cf(k); esto significa que existe un Ey C Ej estacionario en cf(x) de modo que g es constante;
por consiguiente, existe ¢ < cf(x) tal que para cada a € Ey, g(a) = cy asi f(a) € ky(q) = kc. En resumen,
para cada f € F existe un conjunto estacionario Ey en cf(x) tal que f estd acotada en Ey por algin
cardinal Kq. Definamos G : F — U, como G(f) = fig, para todo f € F. La funcién G es inyectiva; pues
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si fig + = 9|k, entonces E; = Ey, lo cual implica que las funciones casi ajenas f y g son iguales en un
conjunto que no es acotado en cf(x) (Ey es estacionario y asi no acotado), en consecuencia, f =g. Por
tanto, |F|=|dom(G)| =] ran(G)|. Ademés, cada elemento de ran(G) es una funcion cuyo dominio es
algtin subconjunto de cf(k) y su rango esta contenido en algiin k,; por consiguiente, ran(G) C (J{Fxq |
E Ccf(k) N a<cf(k)}, luego:

Fl = dom(G)| = | ran(G)| < | | J{Fka | B C ef(w) A o < cf(m)} | (6.3)

Tomando E C cf(k) fijo, tenemos:
U E/{a‘: Z |Era| = Z kPl < Z k) < Z K= K; (6.4)
a<cf(k) a<cf(k) a<cf(k) a<cf(k) a<cf(k)
en la dltima desigualdad usamos la hipotesis de que & es cf(k)-fuerte. Ahora, para cada E C cf(k) denote-
mos &(E) = Uger(x) El4. De la desigualdad (6.4), tenemos que |€(E)| < & paratodo E C cf(k). Aplicando
las desigualdades (6.3) y (6.4), obtenemos que:
|y

|.7-"]§‘U{Ena]Egcf(/@)/\a<cf(/<e)}’:‘ U U Ela

ECcf(k) a<cf(k) EcP(ct(k))
< Y@< ) k=[Pcf(r)]| k=29 k.
EeP(cf(k)) EeP(cf(k))
2¢(%) <k porque & es cf(r)-fuerte, asi que |F| < 2% .5 = g, ¥

Lema 6.5.2. Sean k un cardinal singular de cofinalidad no numerable y (H£)§<cf(,-;) una sucesion normal
de cardinales, cofinal en r, y {A¢ | & <cf(r)} una familia de conjuntos cualquiera. Si k es cf(k)-fuerte,
F C lecct(n) Ae €s una familia casi ajena y el conjunto {§ < cf(r) | [Ae] < /ig—} es estacionario en cf(k),
entonces | F| < k™.

Demostracion. Para probar este lema, es suficiente demostrarlo para el caso en que {A¢ [ <cf(k)} CR
y By :={{<cf(k) | Ac C HZ} es estacionario en cf(k).

Para cada f € F y cada E C Ej estacionario en cf(x), definamos

F(f,E):={9ge F|Vae E:g(a) < f(a)}.

F(f, E) es casi ajena pues F(f, E) C F. Dados f € F y E C Ey, definamos
fl@)+1 sia€eFE
Aq siaccf(k)\E
Para todo g € F(f, E), si a € E, resulta que g(a) < f(a) < f(a)+1=By; y si a € cf(k)\ E, claramente
g(@) € Ba. Por tanto F(f, E) C [[,<cf(x) Ba- Ademas, si e € E, se satisface que f(a) € Aq C kL, luego
B, = f(a)+1 <k}, y con ello |By| =|f(a)+1| < kq. Por tanto, E C {a < cf(k) | |Ba| < Ko}, de lo que
concluimos que {a < cf(k) | |Ba| < Ko} es estacionario en cf(x) pues E lo es. Por lo tanto, tenemos todas
las condiciones para aplicar el lema 6.5.1, asi que |F(f, E)| < k.

Sea £ :={E C Ey | E es estacionario en cf(k)},y para cada f € F sea Fy:=Jpce F(f, E); entonces,

Frl=| U FEE| < 1FL BN Y s=lgln <20 =
Eec& Eeg Eeg

Prosiguiendo, por contradiccion, supongamos que |F|> ™. Sean {f, |a <"} una familia de x*

funciones en F. Observemos que
U }"fa‘ < Z | Fr.l = Z k| =rT-k=rT.

a<wkt a<wkt a<wk™

Como resultado podemos tomar una funcion f en F\UJ, ..+ Fr,. Dado 8 < k™t cualquiera, el conjunto
G:={¢cEy| f(&) < f3(§)} no es estacionario en cf(k); si lo fuera, se puede definir

F(fs, G):={g9e FVEcG:g() < f3(&)};

B, =
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por lo que f ¢ F(fs, G) (por como elegimos f), y de ahi que existe £ € G tal que fg(&) < f(&), pero esto
contradice el que & € G. Por lo tanto, G no es estacionario en cf(x). Ahora, el conjunto G’ :={{ € Ey |
[8(€) < f(€)} es estacionario; de lo contrario, por el teorema 6.4.1 ¢), Ey = GUG’ no seria estacionario
en cf(k). Resumiendo: para cada a <™, el conjunto G., :={£ € Ey| fo(&) < f(£)} es estacionario en
cf(k), por lo que estan definidos lo conjuntos F(f, G'n) ={g€ F|VE€ G :g(&) < f(£)}. Se observa,
claramente, que f, € F(f, Gq) y, en consecuencia,
{fala<wTyc |J F(f.Ga)C | F(f, E)=Fy,
a<wkt Ec€

de este modo, [{fo | @ < kT}| <|Fy| <k, lo cual no es posible.

Por lo tanto, |F| < k™. ¥

Teorema 6.5.3. Sean k un cardinal singular de cofinalidad no numerable y (k¢) una sucesion

E<cf(k)
normal de cardinales, cofinal en k. Si el conjunto {§ < cf(k) | 2%¢ = /i;} es estacionario en cf(k), entonces

2F =g,

Demostracion. Para cada X C &, definamos fx : cf(k) — P(k), por fx(§) = XNke. Si € <k, entonces
fx(§) € XNke C ke, luego fx(§) € P(ke); por tanto, fx € [[ecr() P(ke) para todo X € P(k). Pongamos
Fi={fx [ X €&}, por lo anterior F C [[¢ct() P(ke)-

Veamos que F es casi ajena. Sean fx, fy € F' tales que fx # fy, entonces existe o < cf(k) tales que
XNka = fx(a) # fy(a) =Y Nka. Si E>ay XNke= fx(§) = fy(§) =Y Nke, entonces ko Che y XN
keNka =Y NKgNEKq, y con ello XNKq =Y Nky pues ko = ko Nk, lo cual es falso. Por tanto, el conjunto
{€ <cf(r) ] fx(§) = fy (&)} esta acotado por a+1. Asi, fx v fy son casi ajenas. Por ende, F es una familia
casi ajena.

Ademas, por hipotesis, el conjunto {§ < cf(k) | |P(ke)| =2 = ﬁg} es estacionario en cf(k), en conse-
cuencia, {£ < cf(k) | |P(ke)| < H;} es estacionario en cf(k).

Tenemos todas las hipotesis del lema 6.5.2, respecto a F C [[¢ o4y P(kg). Por tanto, |F| < k.

Observar que si X, Y C k con X #Y, tomando £ € X \Y (similarmente si { € Y\ X), existe o < cf(k)
tal que € < Kq, entonces £ € XNky v € ¢ Y NKg, con lo cual fx # fy. Consiguientemente,

FI= [{fx | X € P(r)}] = [Plx)| = 2",
de ahi que 2" = |F| < kT y ya sabemos que k™ < 2. En conclusion, 2F = k™. ¥

Corolario 6.5.4 (Silver a). Si k un cardinal singular de cofinalidad no numerable y todo cardinal infinito
menor que Kk cumple la HGC, entonces k también cumple la HGC.

Demostracion. Por el teorema 4.5.9, existe una sucesion normal (k¢) ¢<cf(r) COT TANgo cofinal en k. Se

sigue, por hipotesis, que {£ < cf(k) | 2" = ng} = cf(k), de lo que se deduce claramente que este conjunto
es estacionario cf(k). Por el teorema 6.5.3, 2F = k. ¥

Lema 6.5.5. Sean  un cardinal singular de cofinalidad no numerable. Si k es cf(k)-fuerte y existe una
sucesion normal (Iig)€<cf(n) de cardinales, cofinal en k, tal que el conjunto {& < cf(k) | mzf('%) = I{',g_} es

estacionario en cf(k), entonces k) =kt

Demostracion. Para cada h € F®) g sea f, : cf (k) — (%) definida por
h(B st h(B) < Kq
futa)() = {15 )
0 si ko <h(B) <k

Denotemos F := {f, | h € ) k}. Se observa que f;(a)(8) € ko para cada B < cf(x); por lo cual f,(a) €
f() i, para toda a < cf(k); en consecuencia, fj €] (x) cf(%) ;. para cada h e ("), Por lo tanto,

FC Ha<cf(n) ef() Ka-

a<cf
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Veamos que F es casi ajena. Sean f, fg € F tales que fr, # fy (h, g e k), entonces h# g, de
modo que existe 0 < cf(k) tal que h(d) # g(d). Tomemos o < k tal que h(), g(0) < Kq. Si € < cf(k) con
fn(€) = fq(&) entonces VB < cf(k) : (h(B), g(B) < ke = h(B) = g()); en consecuencia, k¢ < Kq, pues de
lo contrario h(d), g(§) < ka < ke, con lo cual h(§) = g(d); por tanto, ke < Kq, y asi £ <. Por ende, el

conjunto {& < cf(k) | fn(§) = fg(&)} esta acotado por «, lo que implica que f; y f5 son casi ajenas. Por lo
tanto, F es casi ajena.

Para usar el lema 6.5.2, falta probar que E :={€ < cf(r) | [ ry| = /@Zf(ﬁ) < mz} es estacionario en
cf(k). Sean A :={a < cf(k) | ko es cf(k)-fuerte A o € Lim} y D := {{ < cf(k) | /izf(’%) = ng} El objetivo

es probar que A es un club en cf (k) y que AND C E| lo cual implicaria que E es estacionario en cf(x). En
efecto: si A es un club en cf(k), para cualquier club C en cf(k), CNA también seria un club, por lo cual
CNAND # () (por hipotesis D es estacionario); y como CNAND C AND C E, resulta que ENC # ().

Veamos que AND C E. Si a € A, entonces o € Lim y ko =sup{ke | { < a} y la sucesion (kg) es

(<o
estrictamente creciente —recordemos que (k¢) e<ct(x) © normal—; luego, por el teorema 4.5.11, cf(ky) =

cf(ar) < o < cf(k). Tomemos una sucesion (vg), () e cardinales estrictamente creciente tal que V¢ <

<cf(ke
cf(ha) 12 S Ve <Ka Y Ka = Dgcet(ny) Ve- COmO Kq es cf(k)-fuerte, V€ < cf(kq) : ng(n) < Kq. Ahora, usando
las desigualdades que acabamos de obtener, tenemos:

cf(k) cf(k) of(k
Kgf(na) < K;f(fc) — ( Z l/§> < ( H VE) _ H ng( ) < H Ko = Kc;f(na).
E<ct(ka) E<ctf(ka) E<ct(ka) E<ct(ka)
Concluimos que Va € A : ﬁ&f(na) = /igf(”). Luego, si o € AND, entonces mfxf(ﬁ) = /igéf(ﬁa) =k, y con ello

a € E. Por tanto, AND C E.

Definamos la funcion [ : cf (k) — cf(k), por () := min{f < cf(k) | k) < k3}. Probaremos que A =
LimNn{a < cf(k) | l[a] C a}, lo que va implicar que A es un club. Si a € A y £ € l[a]; entonces o € Lim,
ka es cf(k)-fuerte, y existe v < o tal que £ =1(7); luego ky < kq; con lo cual /ﬁ%f(m) <ka=U{kg| B <al;
de este modo, existe 8 < « tal que /-@%f(”) < kg; por consiguiente, £ =1[(y) < f < a. Por tanto, si a € A,
entonces a € Lim y {[a] C a.. Por otra parte, si o € Lim y [[a] C «; entonces ko = | J{rg | f < a}; luego si
V < Kq, existe 8 < a tal que v < kg, v como () € l[a], se sigue que I(B) < a, y en consecuencia vf(%) <
ﬁgf(ﬁ) < Ky(3) < Ka; por lo cual ky, es cf (k)-fuerte y ast ko € A. Concluimos, por tanto, que A = LimN{a <
cf(k) | l]a] C a}, asi que, por el lema 6.1.3, A es un club en cf(k).

En resumen, AND C E donde A es un club y D es estacionario. En consecuencia, E = {{ < cf(k) |
|F(9) koo | = /izf(”) < ng} es estacionario en cf(x). Por el lema 6.5.2, | F| < xt, donde F = {f, | h € T},
Notemos que si h, g € {®) k. con h # g, entonces existe § < cf (k) tal que g(8) # h(J); tomemos o < cf(a) de
tal forma que g(8), h(d) < Kq; en consecuencia, fqy(a)(0) = g(6) # h(0) = fr(a)(d); asi, fg # fn. Por tanto,
| F| = [T k| = x°f(8) < kF: aparte, del teorema 5.1.3 b), kT < k(). Por lo tanto, k(%) = g+, ¥

Teorema 6.5.6 (Silver b). Si no se cumple la HCS, entonces el minimo cardinal que no la cumple tiene
cofinalidad numerable.

Demostracion. Sea r el minimo cardinal infinito que no cumple la HCS, entonces 2¢7(%) < g y gf(0) £ ot
Por el teorema 5.1.3 b), kT < k) Por tanto, 20 < iy kT < k(%) Ademés, K es singular porque
cf(k) < 2¢f(k) < k. de lo que se deduce también que  es un cardinal limite.

Vamos a hacer la prueba por contradiccion: supongamos que cf (k) > Np.

Sea (k¢) g<cf() DA sucesion normal de cardinal infinitos con rango cofinal en x (tal sucesion existe por
el teorema 4.5.16). Por la suposicion de minimilidad de , todo cardinal infinito menor que x cumple la
HCS, de modo que el teorema 5.6.2, se satisface para cualesquiera u, v € C\w con p, v < k; esto implica
que si v € C\w y v < k, entonces vf") € {2¢f(%) 1+ 11 Estamos suponiendo que 2 < k: y siv e C\w
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y v < K, entonces vt <k, por ser k un cardinal limite. En consecuencia, tenemos que Vv € C\w: (v <
k= ") < k), esto es, k es cf(k)-fuerte.

Nos interesa probar que {£ < cf(k) | Rgf(ms)

= /s;gr} es estacionario en cf(x) para aplicar el lema 6.5.5.
Como Ry < cf(k), entonces 2% < 2¢1(%) < k. Sea ag < cf(k) el minimo ordinal tal que 280 < k. Sabemos
que [, cf(k)) es un club en cf(k). Por el lema 6.4.8, Y := {8 < cf(k) | cf(5) = Vo } es estacionario en cf(k).
Por tanto, | N[ay, cf(k)) es estacionario en cf (k). Ademaés, si a € Y N[av, cf(k)), resulta que cf (o) = Ry <
280 < o, < Ko de lo que se ve que a es un ordinal limite; luego kg = sup{r¢ | £ < a}; por consiguiente,
del teorema 4.5.11, cf(kq) = cf(a) = Rp; en consecuencia, 2cf(ka) — 9Ro < 1 - por lo cual Hi;f(“a) =kt ya
que la HCS se cumple para cardinales infinitos menores que x. Lo anterior implica que Y N[ayg, cf(k)) C
{& < cf(k) | ngf(’%) = ng}, de este modo, {& < cf(k) | Iizf(ﬁg) = ng} es estacionario en cf(k) (contiene un
conjunto que es estacionario).

Ahora podemos aplicar el lema 6.5.5 para concluir que £(®) =kt lo cual es falso ya que & no cumple
la HCS. Por lo tanto, cf(k) = No. ¥

Corolario 6.5.7 (Silver ¢). Si la HCS se cumple sobre los cardinales de cofinalidad numerable, entonces
la HCS se cumple sobre todos los cardinales.



Capitulo 7

Cardinales 1inaccesibles

En esta seccién vamos a ver un tipo de cardinales cuya existencia no se puede demostrar en ZFE. La
motivacion viene del hecho de que todos los cardinales singulares son cardinales limite. Nos preguntamos,
entonces, por la reciproca, jtodo cardinal limite es singular? Sabemos que Xy es un cardinal limite y regu-
lar, pero jhay otros? La respuesta es que no se puede probar ni refutar la existencia de cardinales limite
regulares, a excepciéon de Ny. No vamos a probar esta afirmacién aqui porque la teoria para desarrollar-
la es realmente amplia, aunque podemos estudiar varias propiedades de estos cardinales suponiendo su
existencia.

7.1. Inaccesibilidad débil

Definicion 7.1.1. Un cardinal s es débilmente inaccesible si k es no numerable, regular y un cardinal
limite.

Este concepto fue dado por Hausdorff, aunque el término «inaccesible» se le atribuye a Kazimierz
Kuratowski |7, pag. 16].

Teorema 7.1.1. Si k es un cardinal reqular, entonces k es débilmente inaccesible si y solo si k = N,.

Demostracion. Supongamos que k es débilmente inaccesible. Se sabe que k < W, pues la funcién R es
estrictamente creciente. Ademés, k es un ordinal limite, asi que Y,, =sup{X, | « < k}. Para demostrar
la desigualdad ¥, < k, usaremos induccién transfinita. Veamos que Va < k: N, < k. Por definicién de
débilmente inaccesible, Rg < k. Si a <k y Ny < K, entonces N,41 < kK pues £ es un cardinal limite. Si
f es un ordinal limite menor que x tal que Va < : R, <k, entonces Ng =sup{R, | o < 8} <k porque
B < k=cf(k). Por el PIT, Va < k: X, < K, luego R,; = sup{N, | @ < k} < k. Por lo tanto, k = R,.
Supongamos que k = N, entonces k es claramente no numerable. Por ser x un cardinal infinito se sigue
que x es un ordinal limite, asi que N, es un cardinal limite, o sea, x es un cardinal limite. Por lo tanto
es débilmente inaccesible. F

En una funciéon f, los elementos x € dom(f) que cumplen que f(z)=x se llaman puntos fijos de f.
Los puntos fijos de la funcién X que son regulares son cardinales débilmente inaccesibles. ;Y qué pasa con
los puntos fijos singulares? El siguiente teorema muestra que hay muchos de ellos.

Teorema 7.1.2. La clase de los puntos fijos singulares de la funcion dlef, es una clase propia.

Demostracion. Sea S un ordinal infinito cualquiera. Definimos kg = S+1; k1 :=N,,; en general, n < w,
sea Kpt+1 = Ny, . Pongamos k = sup{x, | n <w}. Probaremos que kK =X, y cf(k) < k.
ko es un ordinal, pero no es un cardinal, por tanto ko < N, = 1. Por el teorema 4.5.11, cf(k) = cf(w) =
w; ademés w < f+w = kg < kK1 < K, con lo cual cf(k) =w < k. Por otro lado,
R, =sup{R¢ | £ <k} =sup{X,, | n <w} =sup{rns1|n <w}=sup{r, |n <w}=k.
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Notemos también que 8 < kg < k.
Por tanto, para todo [ existe un cardinal singular « tal que k > 8, y kK = N,;. Por consiguiente, la clase
de los puntos fijos singulares de la funciéon R no esté acotada en R y por ello forman una clase propia. F

Teorema 7.1.3. Si k es un cardinal infinito y no numerable, entonces, Kk =X,; si y solo si |[kNC|= k.

Demostracion. Como kNC C k, entonces |kNC| < k.
Si k=R, se tiene que {N¢ [{ <k} C N, =k, y como {N¢ | { <k} CC, obtenemos que {X¢ | <k} C
kNC C K, en consecuencia, k = [{X¢ [ £ < k}| < |kNC| < k.
Supongamos que |kNC| = k. Como k > Ny, existe & € R tal que R, = K, entonces
r=[rNCI=RaNC| = |wU{Re | § < a}| = |w[+{Re [ £ < a}f =Ro+]a| = max{Ro, [af}.
Lo anterior implica que Xg =k o |a| =k, pero £ no es numerable, asi que |a| = k. De esto se sigue que
a <N, =k =|al y, por consiguiente, kK = |a| = . Asi pues, N, =N, =K. f

Teorema 7.1.4. Si k es débilmente inaccesible, entonces k<% = 2<F,

Demostracion. Vamos a probar que

k<R =sup{r* | A <¢ k} =sup{2* | A <. K} = 2<%,
Como 2 < k, entonces VA < x: 2 < k*, por lo cual sup{2* | A <. k} <sup{s* | A <. K}, esto significa que
2<F < k<K, Se sabe que k < 2<F y VA < K : 2% <257, Si 0 < A <. k = cf(k), por el teorema 5.2.3, tenemos
que K = k-sup{v? | v < k}; si ademés Ry < v <. K, entonces v+ \ = méax{y, \} <k y 2 <v < A+, luego
AV =M <9<k v asi A <MY < 2<% En consecuencia,

sup{v | v <c K} =sup{* | Ng < v <¢ K} < 2°%,
Asi pues, £ = k-sup{v? | v <k} < k-2<F = 2<F para todo A\ <. k; y por ello K% = sup{s* | A <¢ K} <
2<%, Concluimos que k<" = 2<", ¥

A

A continuacion se enuncian algunas propiedades acerca de clubes en cardinales inaccesibles:
Teorema 7.1.5. Sea k un cardinal débilmente inaccesible.

a) Si f:k—> Kk es normal, entonces {a < k| f(a) =a} es un club en k.

b) Si C es un club en K, entonces {\ < k| |[CNA| = A} es un club en k.
Demostracion.  a) Pongamos C:={a < k| f(a) = a}.
Si (a5)§<6 es una sucesion en C tal que a :=sup{ag | { < B} < K, entonces, por el teorema 4.5.8,
fla) = f(sup{ag [ £ < B}) =sup{f(ag) | £ < B} =sup{ag [ <P} =a,
luego o € C. Por tanto, C es cerrado en k.
Dado § < k, tomemos 7 tal que <y <k y pongamos «:=sup{f™(y)|n <w}. Como Wy < k=

cf(k), resulta que o < k; y como f es estrictamente creciente, se cumple que 5 < v < f(7) < a. Ade-

més, de la continuidad de £, f() = f(sup{f"(7) | n < w}) = sup{ F(f"(7)) | n < w} = sup{ F*1(7) |
n <w} = a. Por tanto, 8 < a 'y a € C. Asi pues, C no es acotado en .

b) Sea ()‘5)§<,8 una sucesion en {\ < k| |[CNA| = A} tal que A :=sup{)¢ | £ < B} < k. Se tiene que C'N
A C A, en consecuencia, [CNA| < A; ademés, V& < B: A¢ €A, de modo que V& < B:CNA: CCNA,
consiguientemente, V& < B : ¢ = |CNAg| < [CNA| y, con ello, A =sup{A¢ |£ < S} < |CNAJ; por lo
tanto, |[CNA| = A. Lo anterior prueba que {A < x| |[CNA| = A} es cerrado.

Por el teorema 6.1.4, existe una funcién normal f:xk — C con C =ran(f). Por el inciso anterior
{a < k| f(a) = a} es un club en &; también, [0, k), es un club; por consiguiente, {A <¢c x| f(A) = A}
es un club en k. Si o < k, existe A <. k tal que a < Ay f(A) = A. Notemos que

FN={FQ <A ={f [ [(&) <fN}={cleceCAec<fN}=CNfA)=CNA
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Luego, como f es biyectiva, A = |f[A]| = |CNA|. Asi pues, C no es acotado. ¥

Una consecuencia del teorema anterior es que el conjunto {A < x| Xy = A} es un club en &, pues la
funcion N es normal y V§ < k: Re <V, = K.

7.2. Inaccesibilidad fuerte

Definicién 7.2.1. Un cardinal x no numerable es limite fuerte si k es A-fuerte para todo A <, k.
Observacion. A es un cardinal limite fuerte si y solo si Vp, v <, A: p¥ < A.
Teorema 7.2.1. Si X\ es un cardinal no numerable, entonces A es limite fuerte si y solo si Vv <.\ :2¥ < A.

Demostracion. Si A es un cardinal limite fuerte, entonces p¥ < A para cualesquiera p, v <, A; en particular,
para p =2, se tiene que 2¥ < X para todo v <. \.

Supongamos que Vv <, A:2Y < A. Sean v y p cardinales menores que A. Tenemos varios casos:

i) Si vy p son finitos, claramente p” < \.

) Siv<Nyy p>N, entonces p” € {p, 1}, por lo cual p” < A.
iii) Siv >y y p<v, por el corolario 4.3.5, p¥ < 2" < \.

) Siv>RNgyv<p,entonces 2< v <v+p, luego p” < p”tP; pero también 2 < p<v+py v+p> N,
en consecuencia, del teorema 4.3.4, 2V1P = p?TP_ Por tanto, p¥ < pVtP =2"TP < X\ donde v+p=
max{v, p} < A i

Teorema 7.2.2. La clase de los cardinales limite fuerte no estd acotada en R.

Demostracion. Sea p un cardinal cualquiera. Definamos (x,,),,,, como: kg := max{u, No}, ¥ kpy1 = 2"
para cada n < w. Vamos a probar que x := sup{ky | n < w} es un cardinal limite fuerte. Notar que (k)
es estrictamente creciente —k,, < 2" = Kk, 11—, todos los K, son infinitos y u = kg < K.

Sip, v €C con p, v < K, entonces existe n < w tal que p < Kk, y v < k. Luego p¥ < khin =2 =g, <
k. Esto prueba que k es limite fuerte.

Tenemos, por lo tanto, que para todo cardinal p existe un cardinal limite fuerte  tal que p < k. F

n<w

Teorema 7.2.3. Si k es un cardinal limite fuerte, entonces 2<% =k y 25 = ).

Demostracion. Por definicion 2<% =sup{2” | v <. k}. Al ser « limite fuerte, 2 < k para todo v <. k, lo
que nos dice que k es una cota superior de {2 | v <. k}. Ahora, si A es un cardinal con A < k, entonces
A < 22, lo cual no dice que A no es una cota superior de {2" | v <. k}. Por tanto 2<% = sup{2” | v <.k} = &

Como 2<% = g, entonces (2<%)1(%) = (%) v por el teorema 5.2.4, 2F = (2<K)°f(r) = yef(r), ¥

Definicién 7.2.2. Un cardinal & es fuertemente inaccesible si k es regular, no numerable y un cardinal
limite fuerte.

Teorema 7.2.4. Todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inaccesible. Ademds, si suponemos
la HGC, entonces los conceptos de fuertemente inaccesible y débilmente inaccesible son equivalentes; espe-
cificamente, k es un cardinal limite fuerte si y solo si k es un cardinal limite.

Demostracion. Si k es un cardinal fuertemente inaccesible, por el teorema 7.2.1, Vv <. k: v < 2¥ <k, lo
cual nos dice que k es un cardinal limite y, por ende, es débilmente inaccesible.

Supongamos la HGC. Si k es un cardinal débilmente inaccesible, se cumple que Vv € C\w: (v < k =
2¥ = vt < \), por lo cual k es un cardinal limite fuerte, y en consecuencia un cardinal fuertemente inac-
cesible. F
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A

Lema 7.2.5. Si k es fuertemente inaccesible, entonces k™ = Kk para todo cardinal A menor que Kk y diferente

de 0.

Demostracion. Si 0 <\ <.k, como cf(k) = k, por el lema 5 1.2,

W =P v <cr}| < ] {y}( S

1/<c/$ v<ck

Como k es un limite fuerte, para todo cardinal v < & se tiene que v* < k, por consiguiente,

/1’\§Zu>‘§2/<;:/<.

v<ck v<ck
Por tanto, kN < K, y claramente x < /-{)‘, en consecuencia, K = k. 1
Teorema 7.2.6. a) Sik es fuertemente inaccesible, entonces > k> = k.

A<ck

b) Supongamos la HGC. Si k es un cardinal limite no numerable, entonces k es fuertemente inaccesible
siy solo si Y. K= k.
A<ck
Demostracion.  a) Si A <.k y X es finito, claramente £ = k. Si Ry < A < &, tenemos que k es A-fuerte,
por definicién de limite fuerte, y como )\ < cf(k) = K, por el teorema 5.3.3, K* = k. Por tanto,

Z Z/ﬁ}—|CﬂI€’I€—Ii

A<ck A<k

b) La primera implicacion se sigue del inciso a). Para probar que ), Lokt k* = k implica que kK es
fuertemente inaccesible, vamos a proceder por contrarreciproca. Supongamos que x es un cardinal
limite, no numerable, pero no es fuertemente inaccesible; entonces k es singular o no es un cardinal
limite fuerte. Al suponer la HGC, k no es limite fuerte porque este concepto equivale al de cardinal
limite. Por tanto cf(k) < x. Por el teorema 5.1.3 b), x < (%) luego

Z K)x — I{cf(n)_{_ Z ,{A > Hcf(m) > k.

A<ck A<ck
A#£cf(N) T

Teorema 7.2.7. Si k es fuertemente inaccesible, entonces k<" = k.

Demostracion. Si k es fuertemente inaccesible, entonces x es un cardinal limite. Si v <, k = cf(k), por el
lema 5.1.2, tenemos que
d=rl=| U e £ Y Fal= Y lal”
a<k a<k a<k
=r-sup{|a|’ |a <k} =k-sup{p’ | p<c Kk} < K-k =K.
1Y < Kk porque k es un cardinal limite fuerte. Asi, para todo v con 0 < v <. &, se cumple que K < k < KY;
consiguientemente Vv € C : k¥ =k, y con ello k<" = sup{r” | v <, k} =sup{k | v <, Kk} = k. i

Teorema 7.2.8. Sea k un cardinal singular infinito. Las siguientes proposiciones son verdaderas:

a) Si k no es limite fuerte, entonces rk < 2<% = K<F.

<K cf(k)

b) Sik es limite fuerte, entonces k<" =K

Demostracion. a) Si k no es limite fuerte, existe \g <. k tal que k < 240 v Ag = Ng. Claramente 2A < A
para cada A <¢ k. Si A\g < A <¢ K, entonces k < 20 <2} luego x* < (2*)* = 2*. Por tanto, k* = 2*
siempre que Ay < A <. k; En consecuencia,

2<% = sup{2* | A <¢ K} =sup{2* | \g <\ <¢ k} =sup{r* | Ao < A <c K} = <K

Como cf (r) < &, usando el teorema 5.1.3, k < k(%) < g<r =2<K,
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b) Supongamos que & es limite fuerte. Notemos que x<* = sup{x* | cf (k) < X <c k}. Si cf(r) <\ <c &,
por el teorema 5.2.2 y porque « es limite fuerte, se sigue que £* = (sup{v* | v <. £} < k) Agi,
k<® =sup{r* | cf(k) < X <¢ K} < kEE) |y es claro que k%) < k<% pues cf(k) < k. En conclusion,
ﬁcf(n) — k<K,

T

Teorema 7.2.9. Si k no es numerable, entonces, k es fuertemente inaccesible si y solo st 250\ ke <K Y
H£<)\ ke < K para cualquier cardinal X < k y cualquier sucesion (55)50\ de cardinales menores que k.

Demostracion. =] Supongamos que  es fuertemente inaccesible. Sean A <c k y (k¢) <) Una sucesion de
cardinales menores que x. Si A y todos los ¢ son finitos, entonces Zg <x Key Hg < ke son finitos, por lo cual
ambos son menores que . Si A 0 alglin x¢ es infinito, como A < k = cf(x), entonces p := sup{x¢ | { < A} < K;
luego > ey ke = A-p=mdx{\, p} <Ky [[ecn e <lecr p= p* < Kk pues k es limite fuerte.

<] Supongamos que para cualquier cardinal A < k y cualquier sucesion (r¢) £ de cardinales menores
que k, se cumple que E€</\ ke <K'y H£<>\ ke < k. Si Ay p son cardinales menores que x, aplicando la
hipétesis para la sucesion constante (p)¢<», tenemos que o= H€ <x P < k. Por tanto, s es un cardinal limite

fuerte. Si cf(k) < k, entonces x es un cardinal limite y existe una sucesion (o) £<c(r) de ordinales menores

que £ tales que sup{ag | £ < cf(k)} = k; tomando k¢ := |ag|™ para cada £ < cf(k), tenemos que ke < K
y o¢ < ke si € <cf(k), en consecuencia, sup{ag | £ < cf(k)} =sup{re | { <cf(k)} = k; por consiguiente,
D e<ot(n) fie = cf(k)-sup{r¢ [ £ <cf(r)} = cf(k) -k = k; pero esto no es posible ya que >, k¢ < k. Por
lo tanto, cf(k) = k. Asi, demostramos que k es regular y limite fuerte, y desde un principio estamos
suponiendo que k no es numerable; de este modo, k es fuertemente inaccesible. F

Definicion 7.2.3. La funcion bet, J: R — C\w, esta definida como J(0) := Ry, D(a+1):=2) y
J(v) :=sup{I(a) | a <y} =sup{27® | a < 4} si vy es un ordinal limite. Escribiremos 3, en vez de J(c).

Por el teorema 4.5.6 a), la funcién bet es estrictamente creciente.
Teorema 7.2.10. La Hipétesis Generalizada del Continuo equivale a que las funciones 3 y X sean iguales.

Demostracion. Supongamos la HGC. Por definicion, Jg = Rg. Si @ € R tal que J, = X, entonces Jo11 =
27 = 9%« =N, 1. Si & es un ordinal limite tal que Vy < o : 3, =N, resulta que J, =sup{3, |y < a} =
sup{R, |y < a}=R,. Por el PIT, Vy € R: 3, =R,.

Supongamos que 3= X. Para cada a € R, 28« = 27 = a1 =Na11- ¥

Teorema 7.2.11. Los cardinales limite fuerte son exactamente los de la forma 3, con o € Lim.

Demostracion. Sea « un ordinal limite diferente de 0, entonces 3, =sup{3, |y <a}. Si A <3, con A € C,
existe v < a tal que A <3, en consecuencia y+1 < a y 2} < 27 =,4+1 < 3. Por tanto 3, es limite
fuerte.

Por otra parte, sea x un cardinal limite fuerte. Como 3 es estrictamente creciente, k < J,; < Jxi1, de
modo que existe el minimo ordinal « tal que k < J,. a # 0 pues « no es numerable. Si a es un ordinal limite
diferente de 0, entonces £ < Jo = sup{3, | v < a}, lo cual implicaria que existe 7 < v tal que kK < 3, < g,
pero esto no puede ser por la minimalidad de «. Por tanto o = S+1 para algin 8 € R, entonces 8 < «,
en consecuencia :lg <k <y Si 3/3 < Kk, como k es limite fuerte, tendriamos que 3, = :B—H =23 < K,
pero k < J,. Por tanto Jg = k.  es un ordinal limite, porque si £ =, para algtn v € R, entonces
k=241 = 2%, con 3, <k, pero contradiria la hipotesis de que k es limite fuerte. Por tanto 8 es un
ordinal limite tal que Jg = k. ¥

Teorema 7.2.12. Un cardinal reqular k es fuertemente inaccesible si y solo si k = 3.
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Demostracion. Supongamos que k es fuertemente inaccesible. Por el teorema anterior J, es un cardinal
limite fuerte; ademés x <Z,. Por el teorema anterior existe un ordinal limite 7 tal que J, = k. Por el
teorema 4.5.11 y dado que 3, = sup{3, | @ < v} y la funcion bet es estrictamente creciente, cf(3,) = cf(7).
Por todo lo anterior, v <1, = k = cf(k) = cf(Jy) = cf(y) <+, en consecuencia k =.

Si k = J.; entonces, k es un cardinal limite fuerte, por el teorema anterior; y como Ry = Jy < J,, se
sigue que k no es numerable. Por tanto, x es fuertemente inaccesible. F

7.3. Otros cardinales inaccesibles

En esta dltima seccién vamos a mostraremos muchos més tipos de cardinales llamados cardinales
grandes, justo para ver la gran riqueza de conceptos que hay en la aritmética cardinal. Se ha demostrado
que la existencia de un cardinal grande implica la consistencia de ZFC, por lo que dicha existencia no
puede probarse. De ahi su importancia en la teoria de conjuntos.

Gracias al trabajo de Hausdorff, el matematico Paul Mahlo estudi6é toda una jerarquia de cardinales
inaccesibles definidos de la siguiente manera:

Definicion 7.3.1. Para s cardinal infinito:
(1) Kk es débilmente 0-inaccesible si k es regular;

(77) dado a € R, k es débilmente (a+1)-inaccesible si k es regular y un punto limite de clase de los
cardinales débilmente a-inaccesible;

(797) si a € Lim, k es débilmente a-inaccesible si r es débilmente d-inaccesible para todo 6 < a.

Se puede demostrar, por inducciéon, que si k es débilmente a-inaccesible y 8 < «, entonces x también
es débilmente B-inaccesible. Ademaés de que los cardinales débilmente 1-inaccesible son precisamente los
cardinales débilmente inaccesibles, de acuerdo a la definiciéon 7.1.1.

Mahlo no solo defini6 estos cardinales, sino que también otros cardinales usando (por primera vez) el
concepto de conjunto estacionario y que ahora llevan su nombre:

Definicién 7.3.2. Un cardinal k > Ry es débilmente de Mahlo si el conjunto {p <. k| p es reqular} es
estacionario en k.

Una primera caracteristica de estos cardinales es:
Teorema 7.3.1. Si k es débilmente Mahlo, entonces k es reqular y es k-débilmente inaccesible.

Se definen a partir de los cardinales Mahlo otros cardinales de forma similar a los a-débilmente inac-
cesible:

Definicién 7.3.3. Si k > Ny, entonces:
(i) & es débilmente 0-Mahlo si k es regular;
(ii) k es débilmente (a+1)-Mahlo si {\ <. k| X es débilmente a-Mahlo} es estacionario en k;
(iii) & es débilmente c-Mahlo si k es débilmente §-Mahlo para todo § < a con « € Lim.

Similarmente, se cumple que si k es a-débilmente Mahlo y 8 < «, entonces S-débilmente Mahlo
También hay una version fuerte de los cardinales Mahlo:

Definiciéon 7.3.4. Un cardinal k es fuertemente de Mahlo si {\ < k| X es fuertemente inaccesible} es
estacionario en x.
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Existen asimismo cardinales fuertemente a-inaccesibles a-Mahlo:
Definicion 7.3.5. Para x cardinal infinito:
(1) k es fuertemente O-inaccesible si K es débilmente inaccesible;

(77) dado a € R, K es fuertemente (a+1)-inaccesible si k es débilmente inaccesible y un punto limite de
clase de los cardinales fuertemente a-inaccesible;

(7i7) si a € Lim, k es fuertemente a-inaccesible si k es fuertemente d-inaccesible para todo § < a.
Definicién 7.3.6. Si k> Ny, entonces:

(1) K es fuertemente 0-Mahlo si k es fuertemente inaccesible;

(i7) K es fuertemente (av+1)-Mahlo si {\ <c k| A es fuertemente a-Mahlo} es estacionario en k;
(7i1) K es fuertemente a-Mahlo si k es fuertemente 0-Mahlo para todo 6 < @ con a € Lim.

Es posible definir otros cardinales grandes como los cardinales débilmente compactos, los cardinales
medibles, los fuertemente compactos, los supercompactos y los cardinales enormes...

Los cardinales grandes se usan sobretodo para probar problemas de consistencia. Por ejemplo, la
negacion de la hipotesis cardinales singulares implica la consistencia de que existan infinitos cardinales
débilmente compactos, y cada cardinal débilmente compacto x es fuertemente xk-Mahlo. En consecuencia,
no podemos demostrar la consistencia de —HCS si no suponemos, por lo menos, la consistencia de que
existan cardinales débilmente compactos. [4]
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cofinalidad de, 51
limite, 12
regular, 55
singular, 55
sucesor, 11, 12

pareja no ordenada, 2
pareja ordenada, 2

potencia
cardinal, 38
ordinal, 30

principio de definicién por recurrencia, 15
principio de induccién matemética, 14
principio de induccién transfinita, 8, 9, 12

producto
cardinal, 38
infinito de cardinales, 43
ordinal, 26
propiedad de interseccion finita, 82
punto limite, 77

reflexividad, 7

relacién, 2, 4, 7
antisimétrica, 7
asimétrica, 7
en un conjunto, 7
precedencia, 7
reflexiva, 7
simétrica, 7
transitiva, 7
tricotémica, 7

simetria, 7
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sucesion, 43
reordenacion de, 46
suma
cardinal, 38
infinita de cardinales, 43
ordinal, 22
supremo, 10

teorema
de Bukovsky, Hechler, 71
de Cantor, 36
de Cantor-Bernstein-Schroder, 35
de Fodor, 93
de Jech, 66
de Silver, 98-100
de Solovay, 95
de Tarski, 63, 64
de Zermelo, 19
del buen orden, 19
fundamental de los niimeros cardinales; 41
tipo de orden, 19
transitividad, 7
tricotomia, 7

union, 2
amalgamada, 2
diagonal, 81
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