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Resumen

En el presente trabajo de tesis se estudia y analiza la reologia de un sistema coloidal de esferas
duras en equilibrio termodinamico en el régimen lineal de deformacion. Este proyecto utiliz6 prin-
cipalmente herramientas computacionales y adopté un enfoque tedrico de primeros principios co-
nocido como la Teoria Generalizada de Langevin Autoconsistente (10.1103/PhysRevE.64.066114).
Para ello, empleamos una colecciéon de codigos de programacion generados por miembros del Labo-
ratorio Nacional de la Ingenieria de la Materia Fuera del Equilibrio para obtener las propiedades de
transporte y reologicas de nuestro sistema. En particular, la funcion de respuesta viscosa del mate-
rial fue de suma importancia para obtener el modulo visco-elastico del mismo. Los datos obtenidos
de este modulo fueron contrastados con algunos resultados experimentales.






Introducciéon

La reologia es la rama de la fisica que se encarga de estudiar y caracterizar a los materiales
que pueden fluir, dicho de otra forma, estudia la relacion que hay entre la deformaciéon de los
objetos respecto a fuerzas externas (estrés o tension). Esta rama de la ciencia surge en el siglo
XVII gracias a los trabajos de Robert Hooke sobre elasticidad e Isaac Newton sobre viscosidad.
La reologia se preocupa por entender y explicar el comportamiento visco-elastico de los materiales
que se pueden encontrar en estado liquido o solido en funcion del esfuerzo aplicado. Ejemplos
de estos materiales pueden ser polimeros, coloides o incluso algunas fibras, pastas o cremas. En
consecuencia, la reologia es de mucho interés en el sector industrial, dado que puede utilizarse
dentro de procesos de control de calidad o tiempo de vida en estante.

Existen diferentes formas de estudiar las propiedades viscosas y elasticas de los materiales;
estas pueden ser tanto experimentales, simulaciones computacionales o tedricos. En este trabajo
nos enfocamos en este ultimo y dentro del amplio mundo de la reologia nos centramos en el
régimen lineal de deformacion. Existen varios modelos fenomenologicos que nos ayudan a entender
el comportamiento viscoso y elastico de un material, siendo los de Mazwell y Kelvin-Voigt los
més simples [2]. Conforme los sistemas a estudiar se vuelven més complejos, estas descripciones
fenomenologicas resultan sumamente limitadas. Es por eso que es necesaria una formulacién de
primeros principios que tenga en cuenta la interaccién més fundamental de los componentes del
sistema.

En este proyecto utilizamos un enfoque conocido como la Teoria de la Ecuacion Generalizada de
Langevin Autoconsistente (SCGLE por sus siglas en inglés) [15]. Esta teoria nos permite desentra-
nar los misterios de la relajacion estructural en sistemas de particulas coloidales. Ademés, la teoria
SCGLE a demostrado tener capacidad para extenderse més alla del equilibrio termodinamico,
permitiéndonos adentrarnos en el fascinante mundo de los vidrios y geles.

Los vidrios y geles son materiales de suma importancia, presentes en una amplia gama de apli-
caciones, desde envases farmacéuticos hasta componentes electréonicos. Caracterizar su comporta-
miento es esencial para su diseno y optimizacién. Sin embargo, estos materiales desafian nuestra
comprensioén convencional, ya que a menudo se encuentran en estados lejos del equilibrio termodi-
namico. Aqui es donde la SCGLE brilla con luz propia, ya que es capaz de abordar estos estados
no convencionales y proporcionar valiosa informacién sobre la estructura y el comportamiento de
los vidrios y geles.

A pesar de la sofisticacion tedrica subyacente, es crucial que esta riqueza de conocimientos
sea accesible para una audiencia amplia y diversa. En este proyecto, nos esforzamos por traducir
enfoques tedricos sumamente complicados en un lenguaje més accesible y comprensible, al tiempo
que brindamos herramientas préacticas para la implementacion de la teoria SCGLE.

El aspecto innovador de esta tesis radica en su enfoque, al utilizar herramientas computacio-
nales desarrolladas por miembros del Laboratorio Nacional de la Ingenieria de la Materia Fuera
del Equilibrio. Estas herramientas permiten la implementacion practica de la teoria SCGLE y la
obtencién de valiosos datos reolégicos. Esta tesis se concibe como la primera versién de un manual
de usuario, destinado a guiar a estudiantes, investigadores y profesionales en el uso efectivo de
estos codigos de programacion.

Este proyecto de tesis se puede dividir en dos partes fundamentales: en la primera, que abarca
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los dos primeros capitulos, nos enfocamos en abordar los antecedentes, introducir los conceptos y la
teorfa en la que se basara nuestra investigacion; en la segunda parte, compuesta por los dos tltimos
capitulos, mostraremos una descripcién acerca del funcionamiento del repositorio y obtendremos
las propiedades de transporte de nuestro sistema, ademas de analizar su reologia.

La estructura de este trabajo se organiza de la siguiente manera: en la primera parte, el capitulo
1, se enfoca en la revision de antecedentes, destacando la importancia de los enfoques computacio-
nales en la fisica, e introduce de manera superficial la teoria de liquidos, explorando en particular
propiedades estaticas y dindmicas, con una breve introduccion a la reologia. En el capitulo 2, nos
introducimos en el mundo de los sistemas coloidales y sus propiedades, presentando la Teoria Ge-
neralizada de Langevin Autoconsistente (SCGLE) y el repositorio (NESCGLE.jl) utilizado para
resolver las ecuaciones relacionadas. En la segunda parte, el capitulo 3, detalla la descripcion del
sistema analizado y discute las propiedades de transporte obtenidas con el repositorio, destacando
la importancia de la relacion de Stokes. Finalmente, en el capitulo 4, se presentan las propiedades
reologicas del sistema, con un enfoque particular en el moédulo viscoelastico y se lleva a cabo una
comparaciéon entre nuestros resultados numeérico-computacionales y los datos experimentales dis-
ponibles en la literatura cientifica. Esta estructura proporciona una guia coherente a lo largo del
trabajo para abordar cada aspecto de la investigacion en reologia en el limite lineal de deformacion
y la aplicacion de la teoria SCGLE.




Capitulo 1

Antecedentes

1.1. La computaciéon en la fisica

El avance tecnologico ha posibilitado el surgimiento y desarrollo de una nueva rama de la fisica
denominada “fisica computacional”, esta ha permitido, entre varias cosas, la elaboraciéon de modelos
por computadora de sistemas de varios grados de libertad, con los cuales se ha podido estudiar y
entender diversos fendmenos de la naturaleza de forma muy acertada.

Actualmente, gracias a la capacidad de las computadoras para realizar un elevado namero
de operaciones simultdneamente y realizar calculos con gran exactitud, se han obtenido varios
resultados en un periodo de tiempo mucho més corto que de haberlos realizado de otra forma,
por ejemplo, manualmente. Estas ventajas las podemos observar cuando se necesita analizar el
comportamiento de algiin objeto o fenémeno natural, por ejemplo, el movimiento de una particula
en una emulsiéon, adn si no se tiene acceso a un laboratorio o equipo adecuado para realizar un
experimento que nos dé datos del suceso, o simplemente porque se quiere tener una idea mas
detallada sobre él, se pueden emplear simulaciones por computadora que nos muestren detalles
igual de precisos.

Otra gran ventaja es cuando se requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales (lineales,
no lineales y de cualquier orden) pues ya sea que tengan, o no, solucién analitica, hay diversos
métodos computacionales que nos permiten observar su comportamiento en el espacio fase o nos
proveen de aproximaciones muy buenas.

Existe una gran variedad de lenguajes de programaciéon que nos permiten realizar estas tareas,
por ello es que es muy importante seleccionar un lenguaje que se ajuste a nuestras necesidades o
actividades.

Pese a existir varios lenguajes de programacion, estos pueden ser englobados en dos tipos:
interpretados y compilados. Una de las principales diferencias entre estos tipos de lenguajes es
que los compilados son convertidos directamente a coédigo maquina (ordenes que puede entender
la computadora), mientras que, en el caso de los interpretados, estos se van convirtiendo mientras
se ejecutan las lineas de cédigo, como consecuencia, estos tltimos suelen ser més comodos para el
usuario ya que su sintaxis es mas amigable. Por otro lado, el lenguaje compilado, como lo indica
su nombre, necesita compilarse para que pueda ser ejecutado, esto puede ser una desventaja al
momento de realizar cambios en el c6digo, ya que se debe de recompilar para volver a ejecutarse, por
otro lado los lenguajes interpretados pueden modificarse sin mucho problema. Antes los lenguajes
compilados eran mucho mas rapidos que los lenguajes interpretados, ya que al ser convertidos
directamente en c6digo maquina, la computadora tarda menos en interpretar los comandos, sin
embargo, en la actualidad, esa brecha de la velocidad de ejecucién entre lenguajes se ha acortado

gracias a las mejoras generales en el proceso de traducciéon a cddigo maquinal.

1En la actualidad los lenguajes compilados siguen siendo mas rapidos y para programas complejos es notoria la
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Este proyecto ocup6 el lenguaje de programaciéon ““Julia”” para realizar la parte computacional.
Julia es un lenguaje de programaciéon gratuito y de cédigo abierto diseniado por investigadores del
MIT y distribuido bajo la licencia MIT (core), cabe sefialar que es un lenguaje de programacion
interpretado (como lo son Python, JavaScript, etc.).

Este lenguaje fue creado especialmente para entornos de programaciéon en areas como la fisica,
biologia, ingenieria, matematicas, economia, entre otras. Entre las ventajas que tenemos al trabajar
con este lenguaje tenemos:

= Julia es un lenguaje de programaciéon de alto rendimiento.

= Esun lenguaje de tipo dindmico, lo que le permite al usuario (principiante o avanzado) usarlo
de forma interactiva.

= Su sintaxis es muy amigable para el usuario.
= Julia permite el uso de caracteres especiales, haciendo que el codigo sea mas claro y robusto.

En esta tesis se utilizo el repositorio [21] “https://github.com/Riperedo/NESCGLE.jl”, escrito en
el lenguaje de programacion Julia. Dentro del repositorio encontramos distintas herramientas que
sirven, entre otras cosas, como una paqueteria para realizar analisis en teoria de liquidos y materia
fuera de equilibrio.

1.2. Teoria de liquidos simples

El estado liquido se puede entender como el punto medio entre el estado gaseoso y el estado
solido, esta es una idea intuitiva, sin embargo, para poder entender més acerca de este y comprender
sus propiedades empecemos por revisar las relaciones entre sus variables a partir de las ecuaciones
de estado f(P,V,T) =0, donde P es la presion, V el volumen y T la temperatura del sistema. La
relacion entre estas variables termodinamicas puede estudiarse con diferentes ecuaciones (Virial,
Van der Waals, Dieterice, Berthelot y Callendar, por mencionar algunas) que modelan gases en
intervalos limitados de presién, volumen y temperatura. En este trabajo se decidi6 utilizar la
ecuacion de van der Waals [10].

<P+T‘Ljf> (v —nb) — nRT =0, (1.1)

donde a es un parametro de la atracciéon entre particulas, b es una medida del volumen excluido,
n el namero de moles del gas y R la constante de los gases ideales. En este proyecto se utilizaron

los siguientes pardmetros:
8T 3

PV,T) = oo — 5, (1.2)
escribimos la ecuacién de van der Walls de la forma PV3 — V2(Pb + RT) + aV — ab = 0, esta
ecuacion, para temperatura constante, tiene 3 raices (reales o imaginarias); a temperaturas bajas
las tres raices son reales, a medida que T aumenta, las tres raices se aproximan unas a otras hasta
llegar a una temperatura que se denomina temperatura critica (T,.;+), para las cuales las tres raices
son iguales.

La diferencia esencial entre la isoterma de un gas real y la de Van der Walls, es que a tem-
peraturas por debajo de la temperatura critica, la primera tiene una porcién horizontal, mientras
que la de Van der Walls, en esa region, exhibe un maximo y minimo. Al continuar con el anélisis
de esta region, encontramos un conjunto de curvas que nos dicen el comportamiento de nuestro
sistema termodinéamico. Estas curvas se pueden observar en las figuras 1.1 y 1.2.

diferencia entre las velocidades de ejecucién, sin embargo, hace unos anos esta diferencia era aiin mayor.
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Figura 1.1: Se presentan las curvas binodal y espinodal (punteadas) junto a su isoterma de van der
Waals con T' = T4

25 I ! I I I
Curva de transicion liquido-glass -
5L Espinodal” |
Binodal
Biriodal
1.5 / 7
y
1 - .
0.5 7
0 ! | ! ! 1

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
\Y

Figura 1.2: Para el analisis de un liquido podemos obtener, ademés de la curva binodal y espinodal,
la curva de transicién vitrea descrita por la teoria clasica. Todas estas curvas que describen el

comportamiento del sistema se pueden encontrar con ayuda del factor de estructura estatico el
cual se describiré en la siguiente seccion.

Como se puede apreciar las ecuaciones de estado pueden describir por completo la termodina-
mica de un sistema, sin embargo, no siempre es posible contar con una, por lo cual se debe recurrir

a otras alternativas para poder describir a nuestro sistema. Estas alternativas se mostraran en los
capitulos posteriores.
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1.3. Propiedades estaticas de los liquidos

Una complicacién en la teoria de liquidos es que muchas veces no se cuenta con una ecuacién
de estado, ademas, una formulacién microscopica de la misma requiere conocer las posiciones o
velocidades de las particulas que la componen; esta informacion puede obtenerse mediante técnicas
de dispersion de luz o simulaciones numeéricas.

Para iniciar con nuestro modelo, podemos pensar en un liquido como una coleccién desorde-
nada de muchas particulas libres que interactiian entre si por medio de fuerzas intermoleculares y
choques. El modelo més sencillo que podemos pensar es el conocido como sistema de esferas duras,
donde se define un potencial por pares de la siguiente forma:

o0, r<o
ups(r) = {0 s o (1.3)

donde o es el diametro de las esferas.

Partiendo de esta idea, si el sistema es homogéneo, podemos escoger una particula de referencia
y, a partir de ella, contar el nimero de particulas tales que su centro se encuentre un rango de
distancia r y r 4 dr; esto se repite para las deméas particulas y después se normaliza con respecto
a la densidad de particulas para obtener una distribucion uniforme.

Con lo anterior podemos definir la funcion de distribucion par (PDF) de la siguiente forma:

1 N
9r) = 33 <ZZ§<F—@>>7 (1.4)

i=1 j#i

donde <...>es el promedio sobre el ensamble.
Conociendo la g(r) podemos obtener diferentes propiedades termodinamicas calculando las
relaciones para la energfa interna del sistema (1.5) y la presion (1.6).

E 3 n

oo
=4+ — ;n, T)dmr?d 1.5
NKBT 2 + 2KBT/O u(r)g(r’n7 ) ™ r ( )

P _ n?
KpT ' 6KaT

* d
/ r—ug(r; n, T)dmr?dr (1.6)
o dr

Otra funcién de suma importancia para entender el comportamiento de este tipo de sistemas es
el “factor de estructura estatico” que se puede entender como la correlacion 2 entre las fluctuaciones
de la densidad respecto a la densidad total en el vector de onda k. Esta funcién se puede obtener
a través de experimentos de dispersion de luz, por medio de la transformada de Fourier de la PDF
o a partir de la ecuacion de Ornstein y Zernike y se define como:

S(k) = (5n(k)on(—k)), (1.7)

Sk)y=1+ n/d?’re_ik"' [g(r) —1]. (1.8)

1.4. Propiedades dinamicas de los liquidos

Las propiedades dindmicas de un liquido, desde el punto de vista microscopico, se pueden
entender como el cambio en las propiedades de transporte de materia y energia. Para entender

2La correlacién estadistica nos dice la relacién que existe entre dos variables. De manera general se puede decir
que si una variable crece, la otra también (correlacién positiva) o viceversa (correlacion negativa).
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estos cambios, definimos la "Funcion de dispersion intermedia" (ISF') que mide la correlacion en las
fluctuaciones de la densidad en un tiempo de correlacion; matematicamente se expresa como:

F(k,1;t) = (0n(k,t)on(—k,t + 7)), (1.9)

donde 7 es el tiempo de correlacion. Si no existe una dependencia explicita del tiempo, se dice que
es estacionario.

Notemos que en el limite cuando 7 — 0 la ISF coincide con el factor de estructura estatico
(F(k,7=0) = S(K)), por lo cual el factor de estructura estético es la condicion inicial de la ISF.

1.5. Reologia de sistemas en equilibrio termodindmico

El término “reologia” fue acuniado en 1929 por Eugene Cook Bingham para definir la rama de
la fisica que estudia las caracteristicas de los materiales que pueden fluir (o deformase en caso de
algunos solidos), en concreto, la relacion que tiene su flujo bajo fuerzas externas. Particularmente,
se encarga de estudiar la deformacion de estos materiales bajo estrés o tension.

Sin embargo, pese a que esta ciencia se consolida en 1929, su origen se remonta a la segunda
mitad del siglo XVIT con los trabajos de Robert Hooke e Isaac Newton sobre elasticidad (soli-
dos deformables como muelles o resortes) y viscosidad (fluidos viscosos ideales o newtonianos),
respectivamente[6]. Por lo anterior, se puede entender que la reologia observa el comportamiento
visco-elastico de los materiales, como por ejemplo, polimeros, fibras, pastas, cremas, etc. Asi como
las propiedades de estos (por mencionar algunas: tiempo de relajacion, resistencia a fluir, tension
de fluencia).

Los materiales de este tipo muestran una respuesta dual: elastica y viscosa. Por un lado, ofrecen
una deformacién inmediata, al ser aplicada una fuerza, y, por otro, una deformaciéon dependiente
del tiempo como consecuencia de una carga constante en el tiempo.

Si el material muestra una deformacién inmediata, pero esta no depende del tiempo, se dira
que el material es completamente elastico y se podra representar como un resorte, de forma que
describiremos su comportamiento a través de la ley de Hooke:

o = e, (1.10)

donde ¢ es la constante elastica y e la elongacion del resorte (o deformacion del material).

Por otro lado, si la deformacién del material no es instantanea, es decir, depende del tiempo
(como un fluido newtoniano), se dice que es un material puramente viscoso y se puede expresar de
la siguiente forma: J

€
o =1 (1.11)
en este caso 7 es la constante viscosa.

Partiendo de estas dos ideas, surgen distintos modelos para los sistemas visco-elasticos, siendo
los més simples el modelo de Maxwell y de Kelvin-Voigt. Para simplificar el anélisis de estos
modelos, revisamos el caso unidimensional.

1.5.1. Modelo de Maxwell

El modelo de Maxwell considera que el comportamiento del material esta definido por el aco-
plamiento de un elemento eléstico y otro viscoso en serie. Al aplicar una fuerza sobre el sistema,
veremos una deformacion inmediata (dada por la parte elastica) que ird aumentando con el tiempo
(siendo la respuesta de la parte viscosa), por lo cual la deformacion total del material sera la suma
de la deformacion puramente elastica méas la deformaciéon viscosa:

€=¢€ + €, (1.12)
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€1 es independiente del tiempo, mientras que €5 es creciente con el tiempo. Por otro lado, la tensién,
o, es igual para ambas partes ya que al estar dispuestos en serie ambas partes sentiran la misma
fuerza.

Reescribiendo la ecuacién 1.11 y derivando la ecuacion 1.10 con respecto al tiempo, obtendremos
las siguientes dos expresiones:

dey 1do

—_ = - 1.1
dt  &dt’ (1.13)
d62 1

— = —o0. 1.14
TR (1.14)

Si derivamos la expresion 1.12 y sustituimos las ecuaciones que obtuvimos previamente, tendremos
la expresion general para el modelo de Maxwell:
de_da ey _1do 1 .
dt dt dt Edt  n
Notese que esta ultima expresion nos describe un comportamiento lineal por parte del sistema,
ya que se parte de la idea que al momento de aplicar tension, el sistema tendré una deformacion
instantanea y, posteriormente, aumentara conforme el tiempo.
El modelo de Maxwell es muy 1til ya que gracias a él podemos encontrar la deformacion inicial
al momento de aplicar una fuerza, sin embargo, al pasar el tiempo, no se ajusta correctamente con
los datos de la fluencia en la realidad, es decir, falla al modelar la respuesta viscosa.

1.5.2. Modelo de Kelvin-Voigt

En este modelo se considera que el acoplamiento de las dos partes (elastica y viscosa) es en pa-
ralelo. El cambio més significativo con respecto al modelo de Maxwell es que en esta configuracion,
al aplicar tension, parte de la energia serd almacenada en la parte elastica y el resto se disipara
gracias a la parte viscosa.

En este caso, la deformacion de ambas partes serd igual (e; = €2 = €) por la manera en como
estan dispuestas, sin embargo, la tensién que sentira el sistema sera la suma de las tensiones de
cada una:

oc=o01+ 09 (1.16)

Sustituyendo las expresiones 1.10 y 1.11, se obtiene la expresion general del modelo de Kelvin-Voigt

deg de
oc=¢%+n— =E+n—. 1.17
§er+n ; § n dt ( )
Vemos que la ecuacion 1.17, al resolverse, nos muestra un comportamiento exponencial, gracias a
esto, observamos un mayor acierto en la afluencia del material, por lo cual se ajusta a casos reales.
No obstante, una de las limitaciones de este modelo es que no puede explicar la deformaciéon

instantanea.

Una descripciéon fundamental de la respuesta viscosa y elastica de un liquido coloidal requiere
un anélisis en dos etapas: en la primera de ellas se necesita establecer una conexién entre los
potenciales de interaccién entre las particulas que componen al sistema y las propiedades definidas
previamente como el SF y la ISF; y la segunda, una conexién entre dichas propiedades y propiedades
macroscopicas del sistema como la respuesta viscosa.

Para la primera de estas conexiones, es decir, de potenciales de interaccién a propiedades de
transporte, utilizaremos la Teorfa Generalizada de Langevin Autoconsistente (SCGLE por sus
siglas en inglés) [27].

Para la segunda conexion utilizaremos ciertas propiedades de transporte calculadas en la etapa
anterior para obtener los moédulos dindmicos que se miden a partir de instrumentos como los
redmetros.
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1.6 Enfoques teoricos de la reologia

1.6. Enfoques teodricos de la reologia

En la descripciéon teoérica de la reologia de un sistema coloidal podemos encontrar principal-

mente dos tipos de enfoques, uno realizado por una teoria de primeros principios como la Teoria
de Acoplamiento de Modos (MCT) desarrollada por Gétze [[9],[10]], v modelos fenomenologicos
como la Reologia Suave Vitrea (SGR) desarrollada por Sollich [24]. MCT han hecho esfuerzos para
describir la reologia de suspensiones coloidales; en el limite lineal de deformacién. Négele ha desa-
rrollado un importante trabajo basado en condiciones de equilibrio [[20],[19]], mientras que en la
reologia no lineal (donde el papel de un campo externo es méas importante), podemos encontrar
trabajos realizados por Fuchs y colaboradores [[5],[8],[7]]-
Una extension de No-Equilibrio de MCT fue propuesta por Latz hace unas dos décadas [16]. Sin
embargo, hasta ahora no se han presentado predicciones cuantitativas que puedan contrastarse con
resultados experimentales o de simulacion. Por otro lado, los modelos fenomenologicos para descri-
bir el envejecimiento como el SGR, que obtiene una ecuacion constitutiva que relaciona la tension
con la historia de la velocidad de deformacion, son capaces de predecir aparentes inconsistencias
entre las observaciones experimentales y la teorfa de respuesta lineal [25]. Se han utilizado para
describir de forma satisfactoria sistemas como el acrilato-acido metacrilico [4] y Laponita [3].

Por su parte, la extension fuera del equilibrio de la SCGLE ha demostrado ser sumamente
competente en la descripcion de vidrios y geles; recientemente, en un trabajo de maestria en la
Universidad Auténoma de San Luis Potosi, se ha logrado construir un puente entre esta teoria y
la descripcion reologica de sistemas fuera del equilibrio termodinamico [12].
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Capitulo 2

Sistemas coloidales

El presente trabajo de tesis pretende hacer una descripcion de las propiedades viscosas y elasti-
cas de un sistema coloidal, y como tal, es necesario introducir algunos conceptos que nos ayuden a
llevar de mejor manera la discusién. Iniciaremos describiendo a grosso modo el movimiento Brow-
niano, se definira a los sistema coloidales y finalizaremos con la descripcion de las herramientas
tedricas y computacionales para obtener los principales resultados de la tesis.

2.1. Movimiento Browniano

El movimiento Browniano fue descrito por primera vez por el boténico escoses Robert Brown
cuando en 1827, mientras estudiaba el ntucleo celular y el proceso de fertilizaciéon en plantas, logro
observar con un microscopio simple de una sola lente que los granos de polen (de la planta Clerkia
Pulchella) sumergidos en agua realizaban un movimiento zigzagueante. En un principio, Brown,
supuso que el movimiento se debfa a pequenos organismos, sin embargo, al observar que este
movimiento parecia perpetuo’ dudé sobre la existencia de los mismos. Nuevos experimentos con
materiales inorganicos (silicio, arcilla, granos de arena) le permitieron a Brown encontrar que, para
cantidades suficientemente pequenas de estas muestras, exhibian un movimiento erratico cuando
se suspendian en agua.

Brown, después de todas sus observaciones, concluy6é que, si las particulas de la muestra de
cualquier material son suficientemente pequenas, estas tendran un movimiento espontaneo en un
liquido. Este fenémeno causé mucha controversia entre la comunidad cientifica de la época y no fue
hasta anos después que se pudo explicar con la idea de la existencia de las moléculas y particulas;
partiendo de esta idea, los liquidos al estar conformados por miles de particulas, que al chocar de
modo aleatorio contra los objetos que se encuentran suspendidos en €l, le transfieren energia cinética
a su ambiente, lo que provoca que las particulas de mayor tamano se muevan de forma errética.
Notese que este fendmeno esta intimamente ligado con la temperatura, ya que estos pequenos
bombardeos entre las particulas del liquido les comunican su agitaciéon térmica a las particulas en
suspension, més aun el hecho de que el movimiento Browniano no cese es una manifestacion de la
temperatura del sistema [22].

El movimiento Browniano es catalogado como un proceso estocastico y forma parte de los
fenémenos de transporte, su anélisis nos permite obtener expresiones generales para la funciéon de
dispersion intermedia.

El coeficiente de difusiéon cuantifica la capacidad de una particula para moverse en un medio,
es decir, la facilidad con la que el soluto se desplaza en el solvente. En principio, al encontrarse
en un medio viscoso, la particula experimenta una fuerza de friccién proporcional a la velocidad,

1Hoy en dia se sabe que el movimiento Browniano es muy persistente y, en condiciones correctas, podria durar
anos.
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2.2 Funcién de distribuciéon par y Factor de estructura estatico

dicha constante la representamos como (°, la cual, de acuerdo a la relaciéon de Stokes se relaciona
con la viscosidad del medio, n°, como ¢° = 671%, con o el didmetro de la particula. Con estos
términos, podemos calcular el coeficiente de difusién a tiempos largos para una particula, D°, a
partir de la relacién de Stokes-Einstein

kgT
¢’
donde kp corresponde a la constante de Boltzmann, T es la temperatura del fluido (el producto

entre estas dos cantidades nos da como resultado la energia térmica del sistema). A su vez, el
desplazamiento cuadratico medio esta relacionado con esta cantidad a través de la expresion

D° = (2.1)

En condiciones de altas temperaturas y bajas densidades estas relaciones pueden describir de mane-
ra satisfactoria el comportamiento de los sistemas coloidales. Sin embargo, conforme la interacciéon
entre las particulas que componen al sistema son maés relevantes (condiciones de bajas temperaturas
y/o altas densidades) estas relaciones resultan menos precisas.

2.2. Funcién de distribucién par y Factor de estructura esta-
tico

La fisica estadistica proporciona herramientas de suma utilidad para el estudio de sistemas ter-
modinamicos [10]. Algunos gases y sélidos nos permiten proponer ciertas aproximaciones analiticas
para describir ecuaciones de estado [13]. En teoria de liquidos esto suele ser un tanto complica-
do y se necesitan herramientas computacionales para poder obtener informacién termodinamica
pertinente.

Una cantidad de suma utilidad es la funcion de distribucion par (g(r)) la cual es, en esencia,
una coleccién de histogramas que cuenta el nimero de particulas que rodean a una particula de

referencia. Por definicion
N
1
g(r) = 2 <ZZ§(r_rij)> (2.2)

i=1 j#i

Una vez que tenemos acceso a las posiciones de las particulas del sistema, como en la figura
2.1, basta con realizar un analisis estadistico estandar, es decir, histogramas y promedios.

De manera esquematica, en la Figura 2.2 se muestra el conteo que se debe realizar para generar
la g(r). Para un sistema homogéneo, nos colocamos en cualquiera de las particulas y contamos el
numero de particulas cuyos centros geométricos se encuentran entre r y r+dr, una vez generado este
histograma nos colocamos en la siguiente particula y realizamos un histograma similar. Luego de
generar tantos histogramas como nos fuese posible, los promediamos y normalizamos con respecto
a la densidad de particulas para una distribucion uniforme.

A pesar de lo aparentemente complicado del procedimiento es posible obtener soluciones anali-
ticas a la g(r) para casos muy especificos. Estos son los de principal interés para el presente trabajo
debido a que la obtencién de las propiedades estéticas de un liquido son un problema complicado
por si mismo.

Es conveniente introducir otra cantidad que nos serd muy util, esta es el factor de estructura
estatico S(k) el cual es una funcién que depende del vector de onda k y se suele obtener a partir
de experimentos de dispersion de luz o dispersiéon de neutrones. Esta cantidad mide la correlacion
en las fluctuaciones en la densidad dn(k) de un liquido

S(k) = (on(k)on(—k)) (2.3)
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"gdr.dat" =——

a(r}

Figura 2.1: Ejemplo de la funcion de distribucién par para un sistema de esferas duras con una
fraccion de volumen igual a 0.4. r* = r/o, es decir, normalizamos la distancia (r) con respecto al
didmetro de las particulas (o).

Figura 2.2: Representacion esquematica de como se calcula una funcion de distribuciéon par.

Esta cantidad esté relacionada con la funcién de distribuciéon par a través de una transformada
de Fourier

Sk)y=1+ n/d?’re*ik'r[g(r) —1] (2.4)

Asi mismo, esta funcion puede obtenerse de resolver la ecuacion de Ornstein y Zernike[10] sin
embargo, esto se encuentra mas alla de los alcances de este trabajo.

2.3. Teoria generalizada de Langevin autoconsistente (SC-
GLE)

En el contexto de la teoria de liquidos, una formulaciéon de primeros principios toma en cuenta
la interaccién y movimiento de las particulas que componen al sistema. Para un sistema de N
particulas, cada una con masa m, que se encuentra en un medio continuo de volumen V', la ecuacién
de movimiento de cada particula sera

d’Ui

m L = —Co'l)i —VU(r)+ f (2.5)

donde 7; ¥ v; son la posicién y la velocidad de la i-ésima particula, ¢° el coeficiente de friccién con
el medio, U(7;) es el potencial de interaccion entre la i-ésima particula y el resto de las particulas
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coloidales y f es una fuerza estocastica de perfil Gaussiano tal que

<f(t)>=0, < f(t)-F(t)>=2kpTC5(t—1). (2.6)

De este modo, el sistema de ecuaciones queda determinado una vez que fijemos la densidad n =
N/V y la temperatura T. La ecuacién 2.5 se conoce como ecuacion de Langevin[15]. Esta es la
forma mas general de describir a un sistema coloidal, sin embargo, en este trabajo de tesis vamos a
realizar algunas simplificaciones. La dinamica del medio portador involucra resolver las ecuaciones
de Navier-Stokes para cada paso de tiempo y esa es una dificultad adicional; cada vez que una
particula cambia de posicion, perturba al medio, causando flujos que alteran a las demés y se
produce una respuesta de vuelta a una escala de tiempo muy corta comparada con el tiempo en
que una particula se desplaza su propio didmetro. A este tipo de interacciones se le conocen como
interacciones hidrodindmicas y suelen representarse dentro del coeficiente de friccién ¢°, el cual
suele ser un tensor dependiente de la velocidad de la particula [10], en este trabajo lo consideraremos
como una constante.

El enfoque que se utilizo en el presente trabajo de tesis es el de la Teoria Generalizada de
Langevin Autoconsistente (SCGLE por sus siglas en inglés). El marco teorico de la SCGLE modela
el sistema de ecuaciones planteado, 2.5, separandolo en dos conjuntos, para el primero se selecciona
de manera arbitraria una particula que se etiqueta como particula trazadora y el resto de las
particulas se tratan como un medio efectivo el cual obedecera una ecuacion de difusion de Fick [27].
Luego de esto, se realiza un proceso de contraccion en la descripcion [18], la ecuacion generalizada
de Langevin resultante es

dv ¢

m TE = ~Cop(t) + £0) - [ dAG(t~t)or(t) + F(0). (2.7)
0

donde a diferencia con (2.5) el término que involucra al potencial de interaccion entre la trazadora

con el resto de las particulas coloidales ahora se expresa en términos de una ecuacién integral que

involucra a la funcién de memoria A¢ y una fuerza estocéstica adicional F' de media cero y que

cumple con la relacion

< F(t)- F(t) >=2kgTAC(t — t'). (2.8)
La memoria juega un rol de friccion efectiva y depende funcionalmente de la evoluciéon dinamica
de las funciones de dispersiéon intermedias

n

F(lm30) = 5 S leapl—ik - it -+ 7) = ri(0)

i=1

Pl rit) =+ 30 leapl—ik - (it +7) = (),

’Lljl

(2.9)

donde F; modela la correlacion de la densidad con respecto a la propia particula (particula tra-
zadora), mientras que la segunda lo hace respecto a todas las deméas particulas; para sistemas
estacionarios, cantidades como la funciéon de dispersion intermedia es independiente del tiempo
(F(1;t) = F(7)). De esta forma, la SCGLE se constituye de la solucion simultanea del siguiente
sistema de ecuaciones

1

2D
2t THmAcs)
S(k)
Jn k2DoS—1 (k) (210)
1+ (k)AL (2)
(

Fy(k,z) =

F(k,z) =

AC(r) = 2§gn /d3kk2 {5,()@]2}7'(&7')}75(&7)
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en este caso F'(z) es la transformada de Laplace de F'(7) y la funcion de interpolacion es definida
como A(k) = (14 (k/k.)*)™! y k. es un parametro ajustable?.

2.4. Repositorio para resolver las ecuaciones de la SCGLE

La solucion del sistema de ecuaciones 2.10 implica la implementacion de méto-
dos numéricos, los cuales ya se encuentran encapsulados en el repositorio de Github
https://github.com/Riperedo/NESCGLE.]jl; uno de los propositos del presente trabajo de tesis
es servir como manual de usuario para el mismo.

Dicho repositorio se encuentra escrito en el lenguaje de programacion Julia, el cual fue desa-
rrollado especificamente para computo cientifico [1].

Esencialmente, el codigo trabaja leyendo una serie de instrucciones enlistadas en un archivo
que denominaremos como script. A manera de ejemplo, en el script escribimos

println(";Hola Mundo!")

y lo salvamos con algiin nombre con terminacién ".jl”. Para ejecutar el codigo escribimos simple-
mente en nuestra terminal

user> julia nombre_de_tu_script.jl
jHola Mundo!

En el apéndice A y B se describe como instalar este software y el repositorio.

El repositorio trabaja solucionando las ecuaciones de la teoria generalizada de Langevin auto-
consistente (SCGLE), para ello, empieza obteniendo el factor de estructura estatico, el que sera
nuestro insumo inicial, posteriormente con esta informacion, se soluciona el sistema de ecuaciones
de la SCGLE para obtener las propiedades de transporte de nuestro sistema fisico. En el siguiente
capitulo utilizaremos estos métodos para hacer una descripcion de la dindmica de un sistema
coloidal prototipo. Los pardmetros que variaremos en el codigo seran, principalmente, la fraccion
de volumen (¢) y la frecuencia (w, este sera de suma utilidad cuando analicemos el espectro visco-
elastico), de igual manera, pero en menor medida, podremos variar el mallado del vector de onda
(k) y el namero de particulas (N).

Por ultimo, con los datos que nos regresa la paqueteria podremos obtener mas informacion acerca
del espectro viscoso (esto se aborda con mayor detalle en el capitulo 4).

2En el caso de esferas duras se tiene que k. = 1,302 x 2.
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Capitulo 3

Sistema fisico prototipo

En este capitulo evaluaremos el sistema de ecuaciones de la SCGLE (2.10) para el sistema
coloidal mas simple: el sistema de esferas duras. Asi mismo, haremos un analisis sistematico de los
datos producidos por el repositorio mencionado en el capitulo anterior y finalizaremos realizando
una discusion acerca del comportamiento de nuestro sistema conforme cambiamos sus variables
termodinamicas.

3.1. Sistema de esferas duras

Consideremos un sistema de N particulas esféricas de didmetro ¢ inmersas en un liquido por-
tador con coeficiente de viscosidad 7., dentro de un volumen V. De este modo, el parametro
termodinamico de interés es la fraccion de volumen ¢ = (7/6)(N/V)o3, el cual representa la razon
del volumen ocupado por las esferas y el volumen total del sistema. Para el modelo de esferas
duras, el potencial de interaccion par esta definido como

oo, r<o

3.1
0, r>o (8:-1)

UHs(T) = {

donde r es la distancia de separacion entre el centro de masas de cada par de particulas.

Dentro del contexto del marco tebrico de la SCGLE se requiere como insumo informacion del
factor de estructura estatico. Como se mencion6 en el capitulo anterior y en el apéndice D, en
el repositorio “NESCGLE.jI”, estan definidas algunas funciones que nos permiten obtener esta
informacion estructural.

Para la obtencion del factor de estructura estatico (S(k)) usando dicha libreria preparamos el
siguiente script, en el cual definimos un objeto que funcionara como insumo a nuestro sistema de
ecuaciones. Hemos anadido algunos comentarios para facilitar la lectura de las secciones de codigo
e inician con el simbolo #

# Importamos la paqueteria

using NESCGLE

# Definimos el mallado del vector de onda.
k_min = 0.0

k_max = 15x%pi

N= 1000

# Indicamos la fraccidén de volumen

phi = 0.5

# Y definimos nuestro insumo

I = Input_HS(k_min, k_min, N, phi, VW = true)
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# Donde VW afiade una correccidén experimental al insumo

Todas las propiedades de interés se obtendran como operaciones sobre el objeto Input I. Como
ejemplo de esto calculamos el vector de onda k y el respectivo factor de estructura estéatico S(k)
escribiendo

k = vector_de_onda(I)
S estructura(I)

con esto, simplemente guardamos el par de arreglos en un archivo de datos.

La figura 3.1 nos muestra el factor de estructura estatico para diferentes fracciones de volumen.
El comportamiento del factor de estructura estatico para valores de ¢ muy pequetnios (0.05-0.3)
muestra que los picos apenas varian con respecto a la unidad y decaen rapidamente a 1, esto se
debe a que las particulas coloidales ocupan muy poco volumen y, por lo tanto, hay mayor distancia
entre ellas. Esto se puede entender de forma equivalente a partir de un experimento de dispersion
de luz, lo que obtendriamos es que los haces lograrian pasar por la muestra sin dificultad, evitando
ser dispersada; por el contrario, para ¢ muy altas (0.4-0.64) las particulas coloidales tienen un
espacio menor entre ellas provocando una mayor dispersion de luz y en consecuencia picos mas
pronunciados.

S(K) en diferentes fracciones de volumen

8 T T T T T T T T T
® = 0.050
® = 0.100 ——
7r @ =0.200 —— |
® = 0.300
6 I @ = 0.400 .
@ = 0.500
® = 0.582
ST @ = 0.600 1
= ® = 0.620
Z 4} @ = 0.640 i
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Figura 3.1: Factor de estructura estéatico para diferentes fracciones de volumen. Estas curvas mues-
tran lo que se obtendria al evaluar el factor de estructura analitico que se obtiene de resolver la
ecuacion de Orstein-Zernike bajo la cerradura de Perkus-Yevick [11].

3.2. Diagramas de arresto

En el contexto de la SCGLE podemos obtener varias propiedades termodinamicas de nuestro
sistema coloidal, los primeros que revisaremos son los diagramas de arresto dindmico. Metodologi-
camente, este diagrama nos ayudaré a identificar si el sistema de interés se encuentra en un estado
fluido o arrestado, es decir, podremos determinar las condiciones para las que el sistema atraviesa
la transicién vitrea.
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Para obtener estos diagramas, iniciamos calculando los limites asintéticos a tiempos largos para
el sistema de ecuaciones 2.10, y obtenemos una ecuaciéon autoconsistente que nos proporciona la
longitud de localizacion del sistema como funcion del factor de estructura estatico

11 [S(k) — 12A2(k)

o wn/o Ik RS R) + A TA) + R

(3.2)

donde 7y es el cuadrado de la longitud de localizacion. Este parametro nos ayuda a determinar si el
sistema que estudiamos es fluido o, por el contrario, se encuentra arrestado. Para determinar esto
altimo, se tiene la siguiente condicion

. (3.3)
Valor finito —  arrestado.

{Valor infinito —  fluido,
En otras palabras, los valores de - nos dicen si el sistema es un fluido o un vidrio, cabe mencionar
que la presente formulacion es una teoria de equilibrio y por lo tanto no tiene la capacidad de hacer
una descripcion adecuada de la fenomenologia de un vidrio, pues al tratarse de un sistema fuera
del equilibrio termodinédmico, este cambia continuamente; sin embargo, el primer vistazo que nos
proporciona la SCGLE es de suma utilidad para posteriormente estudiar estos sistemas desde su
extension fuera del equilibrio termodinamico, el cual esta fuera el alcance de esta tesis.
Dentro del script que preparemos para obtener la longitud de localizacién, debemos de anadir
la siguiente operacion sobre el input I

gamma = longitud_de_localizacion(I)

Para un sistema de esferas duras, si los valores de la fraccion de volumen son menores a 0,582 se
desplego en el REPL! de Julia

|Fluid | jListo!

por otro lado, para valores de ¢ iguales o mayores a 0.582 se desplegaba la siguiente informacién

| ######Glass | jListo!

no solo esto, sino que la variable v se pudo almacenar como funcién de la fracciéon de volumen.

En la figura 3.2 se grafico el inverso del cuadrado de la longitud de localizacion (1/v(¢)) en
funcién de la fraccion de volumen, esto con la finalidad de tener una mejor imagen sobre lo que
sucede con nuestro sistema. Noétese que conforme la fraccion de volumen tiende a valores muy
grandes, la longitud de localizacién es menor al diez por ciento del tamano de la particula.

Considerando la ecuacién 3.3, si tomamos su inversa, vemos que para un sistema fluido el valor
de % es 0, mientras que para un sistema arrestado la funcion serd muy grande (1/y — o0). En
términos generales, la longitud de localizacién es una medida que nos indica cuanto se desplazo
la particula trazadora respecto a su posicién inicial en el medio; v depende implicitamente de la
fracciéon de volumen, a través del factor de estructura estatico, por lo cual para valores pequenos
(¢ < 0,582) la funcion tiende a infinito, por otro lado, para valores grandes (¢ > 0,582) tenemos
que v es muy pequena, de forma que su inversa crece.

La longitud de localizaciéon esté relacionada con otra variable muy importante que nos permite
entender el comportamiento de los sistemas coloidales, hablamos del desplazamiento cuadrdtico
medio W (7). Se puede pensar en W (1) como el recorrido promedio que puede tener una particula
en su medio, esta idea quedara mas clara con ayuda de la figura 3.4, en donde se presentan distintas

1Read—eval-print loop, el cual es un entorno de interacciéon que suele estar instalado en lenguajes interpretados
como Python o Javascript.
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Inversa del cuadrado de la longitud de localizacion
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Figura 3.2: Inverso de la longitud de localizacién para valores de ¢ a partir de 0.58 a 0.64, ya que
para fracciones de volumen menores la funcién es cero y para el caso contraia la funciéon diverge.
La longitud de localizacion se encuentra escalada en términos del didmetro de las particulas, por
lo que el valor méas bajo mostrado de 100 representa el 10 % de la longitud del didmetro de las
particulas coloidales. Se ocup6 la escala logaritmica para el eje vertical.

curvas que corresponden al desplazamiento cuadratico medio en diferentes fracciones de volumen
a través del tiempo de correlacion (W = W (r; ¢)).

Esta funcién depende también de la fraccion de volumen (implicitamente) pues cuando ¢ toma
valores pequefios (menores a 0,5) el desplazamiento cuadratico medio es mucho mayor que si
¢ > 0,5, pues para estos intervalos la funciéon tiende a valores proporcionales a la longitud de
localizacion. Este comportamiento se debe a que cuando ¢ es pequeno se tiene méas espacio por
donde se pueden trasladar las particulas antes de chocar con otras, contrario a que si ¢ es muy
grande. Esto se representa mas adelante.

3.3. Propiedades dinAmicas de sistemas coloidales

Para obtener propiedades que describen la dinamica coloidal a resolucién temporal, anadimos
al script la siguiente operacion sobre el input 1

# SCGLE(I::Input_SCGLE, k_cut::Real)
tau, Fs, F, Delta_zeta, Delta_eta, D, W = SCGLE(I, 2%pi)

donde el 27 es un corte en el vector de onda para monitorear con facilidad el comportamiento
de las funciones de dispersion intermedias. Como resultado, esta funcién nos regresa la evolucion
dindamica de las siguientes variables:
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7 : Tiempo de correlacién.

Fg : Auto-Funcion de dispersion Intermedia.

F  : Funcion de dispersion Intermedia.

A(¢ : Funcion de memoria asociada a la friccion del sistema.
An : Funcién de respuesta viscosa.

D : Coeficiente de difusion a tiempos largos.

W : Desplazamiento cuadréatico medio.

Hasta ahora, los fragmentos de c6digo mostrados corresponden a una sola fraccion de volumen,
sin embargo, los resultados que se presentan en este trabajo muestran curvas para varios valores.
Si se desea revisar el cddigo que se implementd para automatizar el proceso de obtencién de datos
se puede revisar el apéndice correspondiente a este capitulo.

En la figura 3.3 se compara la auto-funcién de dispersion intermedia (Fs(7;¢)) vy la funcion
de dispersion intermedia (F(7; ¢)) en distintas fracciones de volumen. Aunque las graficas parecen
distintas, podemos observar que tienen un comportamiento bastante similar, pues para ¢ < 0,500,
el tiempo de correlaciéon de nuestro sistema es menor que 1. Por otro lado, para ¢ > 0,500 los
tiempos de correlacion aumentan considerablemente. En ambas figuras se puede observar el mismo
comportamiento para ¢ = 0,580, esto nos da una idea de lo que sucede antes de a transicién vitrea,
pues el tiempo de correlacion toma valores muy grandes (7 > 10%). Para valores iguales o mayores
a 0.582 vemos que el tiempo de correlacion tiende a infinito, es decir 7 — oo.

Fs(T) en diferentes fracciones de volumen F(T) en diferentes fracciones de volumen
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Figura 3.3: La auto-funcion de dispersion intermedia (izquierda) mide las fluctuaciones que tiene la
particula trazadora con su medio durante el tiempo de correlaciéon del sistema, por ello las curvas
tienen un maximo en 1; contrario a la segunda grafica (derecha) que muestra las fluctuaciones de
la particula trazadora con respecto a las demas particulas coloidales en el tiempo de correlacién, de
esta apreciamos que para fracciones de volumen muy cercanas a 0 y 0.500 el valor de F(7;¢) = 1,
por otro lado, para fracciones de volumen mayores a 0.500 las curvas son cada vez mas pequenas
hasta ¢ = 0,64 que se encuentra por debajo de F(7;¢) = 0,2.

En la figura 3.4 mostramos el desplazamiento cuadratico medio como funcion del tiempo de co-
rrelacion para diferentes fracciones de volumen. Observamos consistencia entre el comportamiento
de estas curvas con la longitud de localizacion. Para valores finitos de la longitud de localizacion
(¢ < 0,582), el desplazamiento cuadratico medio crece en el tiempo; por otro lado, para fracciones
de volumen grandes el desplazamiento cuadratico medio desarrolla un plateau a tiempos largos,
el cual decrece si la fraccién de volumen aumenta. La altura de este segmento y la longitud de
localizacion es la misma, pero obtenida por dos métodos diferentes.
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W(T) en diferentes fracciones de volumen
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Figura 3.4: En la siguiente imagen se muestra el desplazamiento cuadrdtico medio como funciéon
del tiempo de correlacion 7 en escala logaritmica.

3.4. Relacion de Stokes

Las propiedades que mas nos interesan estudiar en este proyecto son la funciéon de memoria
A( y la respuesta viscosa An la cual, a diferencia de la primera, no es un elemento intrinseco del
sistema de ecuaciones 2.10, sino que surge del estudio de la correlaciéon de una propiedad conocida
como tensor de estrés, también se conoce a este tipo de relaciones como de Green-Kubo [14]. En
términos de las propiedades obtenidas de la SCGLE se tiene [20]

An(r) = % /OOO dick? {;ﬁglnS(k)r {Fg(“k;)r (3.4)

El coeficiente de fricciéon y la viscosidad total del sistema suelen estar asociadas a través de la
férmula de Stokes; para una particula esférica de didmetro o inmersa en un medio con viscosidad
de corte 1%, se escribe como

¢° = 3mon’ (3.5)

donde (° es el coeficiente de friccion del medio con la particula y es la misma que aparece en la
ecuacion generalizada de Langevin(2.7).

En la figura 3.5 podemos ver y comparar el comportamiento de An y A en funciéon del tiempo
de correlacion en diferentes fracciones de volumen. Para un sistema que no se encuentra arrestado,
ambas funciones, decaen a cero en un tiempo finito, mientras que para valores mayores a 0,582
ambas cantidades se saturan y generan un plateau.

Propiedades como la movilidad y la viscosidad de bulto se relacionan con estas cantidades a
través de relaciones como

n=n"+ /000 drAn(T) (3.6)

para la viscosidad y para el inverso de la movilidad tenemos

b l=¢=¢"+ /OOO drA¢(T), (3.7)
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A n (T) en diferentes fracciones de volumen
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Figura 3.5: Respuesta viscosa An (arriba) y funcion de memoria A( (abajo). Para valores de
¢ < 0,500 se observa que las curvas tienden muy rapido a 0, mientras que para 0,500 < ¢ < 0,582
ambas funciones exhiben una mayor respuesta y, por lo tanto, necesitan un mayor tiempo de
correlacion para decaer a 0; por otro lado, para 0,582 < ¢ < 0,600 la respuesta viscosa y la funcion
de memoria aumentan notablemente y el tiempo de correlacién que necesitan para relejares tiende
a valores muy altos (7 — 00), lo cual se esperaria observar cuando el sistema se vuelve arrestado,
es decir, pasa a la fase vitrea.

que es la razén entre los coeficientes de difusion a tiempos largos y tiempos cortos (b = D¥/D?).
Para obtener estas funciones se realizdé una integral numérica aproximando el resultado en cada
fracciéon de volumen. El método que se utilizoé para obtener estas aproximaciones parte de la idea
de las sumas de Riemann, siendo 7 nuestra variable independiente y An(7) (o A((7), segin sea el
caso) la variable dependiente, podemos encontrar el drea debajo de las curvas pensando en nuestra
coleccion de datos como los puntos que conforman una particion del intervalo de integracion para
segmentar estas funciones. Partiendo de esta idea la resta 7,41 — 7; (con ¢ = 1,2,..., N, siendo
N el nimero de datos que se tienen) se puede entender como la base de un rectangulo y al
término w como la altura (se hace un promedio entre el valor que corresponde a
An(r;) y An(ri+1), ya que de esta manera se toma un valor medio entre el méximo y minimo
local de nuestras funciones), de esta forma el area que buscamos sera la multiplicacion entre ambas
cantidades. Este proceso se muestra con méas detalle en el apéndice D.

En la figura 3.6 se grafico el resultado que se obtuvo después de integrar a An y A(.

Ambas cantidades nos muestran la respuesta que tiene el sistema ante fuerzas externas; se
observa que a mayor fraccién de volumen tendremos una mayor respuesta viscosa y de friccién, ya
que en esos estados existe una mayor cantidad de particulas suspendidas, por lo tanto, hay mayor
interaccion dentro del sistema. Para fracciones de volumen muy pequenas la fricciéon toma un papel
fundamental debido a la interaccion de las particulas con el medio.

Si nos situamos en el extremo de altas fracciones de volumen, cerca de ¢ = 0,6, observamos un
comportamiento asintético debido a que nos encontramos en un estado arrestado, pues la transicion
vitrea sucede en ¢ = 0,582, ademas de que el sistema esté llegando al maximo RCP2.

Realizando el cociente entre estas dos variables, podemos observar el comportamiento de { con
respecto a 1.

2Random Close Packing (RCP) es un pardmetro muy utilizado para caracterizar la méxima fraccién de volumen
que pueden ocupar las particulas de un sistema. Este puede variar dependiendo del sistema que se estudie, un aspecto
muy importante a considerar es si el sistema esta, o no, ordenado y de qué forma. Experimental y computacionalmente
(por medio de simulaciones) se ha obtenido que para sistemas desordenados de esfera dura el RCP es alrededor del
64 %.
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Friccidn y respuesta viscosa en funcidn de la fraccion de volumen
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Figura 3.6: Estas curvas son vélidas para un sistema de esferas duras y en ausencia de interacciones
hidrodinamicas. 7(¢) y ((¢) dependen explicitamente de la fraccion de volumen.

Creando una nueva funciéon dentro de nuestro codigo (en esta caso se le asignoé el nombre de
Co(¢,n)) durante el ciclo se obtuvieron los valores necesarios correspondientes a cada fraccion de
volumen. La figura 3.7 nos muestra cémo se relacionan estas dos variables después de obtener su
cociente.

{/n en funcién de la fraccidn de volumen
6 T T T T T

55} VAR i

45 | / VoA

n
L
(¥}
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1

25 / -
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Figura 3.7: El cociente de la friccion entre la respuesta viscosa del sistema nos da una idea de cémo
estan relacionadas estas dos propiedades en funcion de la fraccion de volumen. A bajas fracciones
de volumen vemos una respuesta lineal, en la region intermedia la curva se acerca a una funciéon
exponencial y a altas fracciones de volumen tiene un maximo y después decae.

Lo primero que podemos notar del cociente entre la friccion y la viscosidad total del sistema es
que, en general, la curva muestra un comportamiento exponencial para valores intermedios de la
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fraccion de volumen (entre 0.1 y 0.4); sin embargo, para valores extremos esta tendencia se pierde.

En el extremo de bajas fracciones de volumen (¢ < 0,1), la funcién se empieza a comportar
de manera lineal; en esta zona es valida la ecuacion de Stokes-Finstein para la difusion (2.1), esto
se debe a que las funciones de fricciéon y la respuesta viscosa son muy parecidas, mientras que a
mayor fraccion de volumen las funciones se van diferenciando.

Por otro lado, para la regiéon de altas fracciones de volumen, la funcién crece mas lentamente
alrededor de ¢ = 0,5, hasta tener un méaximo local y posteriormente decaer debido a que la
viscosidad comienza a crecer notablemente entre los valores de 0.4 y 0.5 de ¢.

27






Capitulo 4

Reologia de un sistema coloidal

Hasta este momento hemos obtenido las propiedades de transporte y algunas propiedades reo-
logicas, como la viscosidad y la friccion, del sistema. Para lograrlo, partimos de ideas bésicas sobre
la estructura y la estadistica de este tipo de sistemas (capitulo 1 y 2). En el capitulo anterior
mostramos estas propiedades y analizamos los datos recopilados por el repositorio. En este capi-
tulo, se realizara la descripciéon reologica de un sistema coloidal de esferas duras a partir de los
datos recopilados en el capitulo 3, principalmente, con los obtenidos para la funciéon de respuesta
viscosa. Para finalizar, se obtendra el modulo visco-elastico para, posteriormente, compararlo con
los resultados experimentales del equipo de Yu Ho Wen [26] y el de Siebenbiirger [23].

4.1. Viscosidad de un sistema coloidal

Para obtener la viscosidad de un sistema coloidal se usaréa la definicion que se mostré en el
capitulo 3, la ecuacion 3.4, esta definicion fue dada por Banchio, N#gele y Bergenholtz [20] y se
encuentra en términos de la funcion de dispersion intermedia y el factor de estructura estatico.
Con el fin de hacer una descripcién normalizada con respecto a la viscosidad del solvente 7° y el
tiempo de difusién Browniano tp = 02/DY reescribimos como

A (7) = Ani;)ta - - :;17;3;0 /OOO dkk* [;;lnS(k)r [Fé](ﬁk;)r (4.1)

y al tomar en consideracion la relacién de Stokes-Einstein (2.1), DY = :,ﬁ 53; ,

obtenemos finalmente

F“”)} B (12)

1 [ d 2
An* (1) = — dk*E* | ——InS* (k*
n(7) 207r/0 [dk* nS*( >] { S+ (k")
donde k* = ko, S*(k*) = S(k*/o) y S*(k*,7*) = F(k*/o,7*tg). En adelante, y por simplicidad
usaremos una notacion sin asterisco X* — X.

4.2. Limite diluido

Como primer paso, haremos una aproximacion a bajas densidades donde las interacciones entre
particulas coloidales son despreciables y en consecuencia la ecuacion 2.10 se reduce a

Al(r) = 0
Re) = g
F(k,z) = S(k)

Z+ k2DOS1(k)
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y para evaluar la ecuacion 4.2, realizamos la transformada inversa de Laplace para obtener

1oy d 2 s (k)T
An(r) = 5o /0 dkk [dkan(k)} ¢ (4.3)

Este tltimo resultado es, en un principio, la ecuacién que buscamos, ya que nos proporciona
mucha informacién sobre el sistema; sin embargo, esta forma resulta ser muy poco practica ya que
es dificil de interpretar, por ello es que nos valdremos de una herramienta matemética que nos
permita visualizar nuestro sistema en otro dominio.

De manera experimental, la forma de medir esta cantidad es a partir de deformaciones de muy
baja amplitud de una muestra de material y se hace en un rango de frecuencias. El analisis de este
tipo de relacion estrés-deformacion se escribe en el espacio de Fourier-Laplace

1 [~ 21 211
F{An} = Anlw) = 5~ /0 dikk? mlnS(k)] { /0 e~ (k7S (’“)““)Tdf} =

1 0o d 2 1 T=€—00
_ _ 1 4] @ —(2k2S7 1 (k)+iw)T — (4.4
An(w) 107r/0 dkk {dklns(k)] [(2k251(k)+z‘w)e L_o 44

1 2 1
B (A .
207 le nS(k )] 2k25-1(k) + iw

Por propiedades de los nimeros complejos, podemos escribir la ecuaciéon 4.4 como:
An(w) = — /wd’“ e £ (26257 (k) — icw) (4.5)
T =508/, k" AAS (k) + w? wa)- ‘
De esta forma, es més sencillo separar la ecuacion 4.5 en su parte real y su parte imaginaria
1 dinS(k)1>  KSSL(k)
Re{A =— dk 4.6
e{An(w)} = 157 /0 [ dk } AS (k) + w’ (4.6)

1 [ [dinS(k)]? kiw
Im{An(@)} = =552 [ dk }4k451(1€)+w'

o (4.6b)

Con estos resultados podemos comenzar con el analisis de la viscosidad. Para empezar, haremos
el tratamiento a bajas densidades, donde nuestro sistema es bien comportado, para comprobar
los resultados que obtuvimos al solucionar las ecuaciones 4.6 de manera numérica. Computacio-
nalmente hablando, se implement6 un co6digo que utiliza los datos obtenidos previamente de An
(mencionados en el capitulo anterior) para solucionar las ecuaciones; para obtener los resultados se
considero a la integral como si fuese una suma discreta de rectangulos con base igual a la diferencial

dl S(k;
ait n ( L+1)+ Ldmg]gk)

de k y una altura de (donde a, en este caso, expresa los deméas términos
dentro de la integral, ya sea de la parte real o imaginaria). Ademas, las derivadas se trataron a
partir de su definicion de limite para posteriormente solucionarlas con un método numérico (si se
desea saber méas acerca del método utilizado se puede consultar el apéndice E). El codigo que se
implement6 para obtener los valores reales e imaginarios de An * (w) se encuentra en el apéndice
F. En la figura 4.1 se muestran los resultados obtenidos al solucionar las ecuaciones 4.6a (linea
solida) y 4.6b (puntos).

La parte imaginaria y real de la viscosidad del sistema (figura 4.1) fueron modeladas por
separado (como lo indica las ecuaciones 4.6) en funcion de la frecuencia, cuyas unidades son rad/s.
Sin embargo, este proceso se puede facilitar y simplificar gracias al repositorio para resolver las
ecuaciones de la teorfa SCGLE[21] que hemos ocupado desde el inicio. Como se mencioné en el
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Parte real e imaginaria de An en funcidén de w en p=0.001
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Figura 4.1: An en funcién de w (rad/s), se usé una fracciéon de volumen de 0.001, ya que para
estos casos nuestro sistema es un gas, por lo cual obtenemos curvas bien comportadas. Se grafico
en escala logaritmica.

capitulo 3, una de las variables de la evolucién dinamica que nos regresa el repositorio es la funcion
de respuesta viscosa o An en funcion del tiempo de correlacion y de la fraccion de volumen, por lo
cual podemos obtener los mismos resultados mostrados en la figura 4.1 realizando la transformada
de Fourier-Laplace a los datos que ya nos arrojo el propio programa.

Recordando que la transformada de Fourier-Laplace de una funcién f(z) estd dada por la
expresion

(4.7)

o0
Afj(w) = An(w) = / An(T)e ™7 dr. (4.8)
0
Solucionar esta ecuaciéon nos dara los mismos resultados que las ecuaciones 4.6. La solucién nu-
mérica de la ecuacion 4.8 se puede ver en el anexo G. En la figura 4.2 podemos apreciar una
comparacién entre los resultados obtenidos de las ecuaciones 4.6 y 4.8.

Lo primeo que podemos observar es que los dos métodos nos entregan resultados muy similares;
en frecuencias bajas los datos son idénticos, sin embargo, para frecuencias relativamente altas,
después del méaximo de la funcion, la soluciéon numeérica (dada por la ecuacion 4.8) presenta una
gran cantidad de ruido.

Este resultado funciona como una primera aproximacion de lo que necesitamos, por lo cual se
optod por emplear este método para obtener los resultados en las siguientes fracciones de volumen.
En la figura 4.3 se compilan las graficas de An vs w en diferentes fracciones de volumen (¢ =
0,1,0,2,0,3,0,4,0,5,0,55,0,58). Los resultados fueron normalizados, ya que para cada valor de ¢ las
graficas se encontraban a distintas alturas, lo que dificultaba observar y comparar sus conductas.

El ruido que aparece en las graficas no es deseable, pues interfiere con lo predicho en la teoria.

Gracias a la primera prueba que se realizd con el limite diluido y la fracciéon de volumen més baja

(¢ = 0,001) , se tiene una idea clara acerca del comportamiento de Re(An(w)) y Im(An(w)). Para
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An*(w)

Parte real e imaginaria de la viscocidad a bajas densidades (p=0.001)
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Figura 4.2: Comparacion de la soluciéon numérica y la solucion analitica de la parte real e imaginaria
de An(w) en una fraccion de volumen de 0.001.

Figura 4.3:
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Se separo la parte real (arriba) y la parte imaginaria (abajo) de An en funciéon de w
(rad/s). Para valores de ¢ entre 0.1 y 0.4 las curvas son muy parecidas y se encuentran cerca unas
de las otras, por otro lado, a partir de ¢ = 0,5 las curvas se separan y recorren al lado derecho,
este comportamiento es mayor conforme nos acercamos a la transicion vitrea (¢ = 0,582).

eliminar estas fluctuaciones indeseables se realizaron correcciones una a una de cada An(w) en las
distintas fracciones de volumen (para saber méas acerca de este proceso se puede revisar el apéndice
H). En la figura 4.4 observamos las correcciones impuestas a las graficas de la figura 4.3.

Aunque las correcciones hechas atin muestran ciertos bordes indeseables, estos resultados son

suficientemente buenos como aproximaciones, ademas, podemos continuar con el analisis para
obtener el modulo G.
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Figura 4.4: Correccién realizada a la parte real e imaginaria de An(w).

4.3. Obtencion del modulo visco-elastico G

Retomemos el modelo de Maxwell (visto en el primer capitulo) para obtener una expresion del
modulo visco-elastico. La ecuaciéon 1.15 puede escribirse como:

do & de
=2 4.9
dt n Edt (4.9)
£
Ocupando el factor integrante p = el mt v haciendo un par de consideraciones sobre su valor
inicial, podemos reescribir la ecuaciéon de forma integral.

t
_pd
o(t) = §e+/ gen =0 gy, (4.10)
De esta forma podemos definir al moédulo G como
Gt/ —t) = gen D) (4.11)
por lo tanto, la ecuacién 4.10 quedaria como:
! de
o(t) = e+ / G(t' —t)—dt'. (4.12)

Reescribiendo esta funcion de memoria en términos del tiempo caracteristico del material (7 =
£) y la frecuencia de deformaciéon (w), se tiene que es una cantidad compleja, G(w) = G'(w) +
iG" (w), donde

oy — (T .
G (w) - (Tw)2 + 1£a (413 )
G (w) = mg. (4.13Db)

En la figura 4.5 podemos apreciar la representacion grafica de la parte real e imaginaria del
modulo visco-elastico (G).

El comportamiento de las componentes del médulo G nos dicen mucho acerca del comporta-
miento del material, por lo cual son de gran interés en distintos experimentos, como la caracteri-
zacién de materiales o el control de calidad.
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Figura 4.5: Se obtuvo el médulo de visco-elasticidad para una fraccién de volumen de 0.05. Ambas
curvas pertenecen al mismo resultado, la figura del lado derecho esta en escala lineal, mientras que
en la del lado izquierdo fue graficada en escala logaritmica. Esto es lo que se espera obtener para
valores mayores de ¢.

Por un lado, una de las componentes muestra un comportamiento de tipo sélido y esté relacio-
nado con el resorte en el modelo de Maxwell, a esta se le denomina “médulo de almacenamiento”
(G"); por otro lado, el “modulo de perdida” (G”) describe el comportamiento de tipo liquido y se
relaciona con el disipador de energia dentro del modelo.

Algo interesante a senalar sobre el modulo visco-elastico es que se puede apreciar un com-
portamiento cualitativo general independientemente de la fraccion de empaquetamiento siempre y
cuando se tenga un rango de frecuencias lo suficientemente amplio [2]. Por supuesto, los valores
exactos de G’ y G”, asi como su correspondencia con w, seran diferentes dependiendo del experi-
mento o el analisis que se realice.

En la figura 4.6 podemos apreciar dicho comportamiento general.

oy i

< i

2 i .
o0 | :
= : ' glassy
O E ! | leathery/ :
5 | | | i
© i | rubbery/ | transition |
n ! | | :
= [ | transition | | i
g |viscous/ | o flow | plateau : !
S | terminal E ! :

Frequency, o (log scale)

Figura 4.6: Comportamiento general de G’ y G” dividido en diferentes zonas del espectro visco-
elastico. Imagen recuperada del libro “A HANDBOOK OF ELEMENTARY RHEOLOGY” de
Howard A. Barnes|2]

Notemos que las componentes del médulo G se encuentran en cinco zonas diferentes del espectro
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viscoso. Cada una de estas zonas nos dicen la fase en la que se encuentra el sistema que estudiemos,
asi como las caracteristicas y propiedades que podriamos esperar. A continuacion, se hara una breve
menciéon de las zonas.

» Region viscosa o terminal. En esta region predomina la componente G’ y prevalece el
comportamiento viscoso. Todos los materiales cuentan con esta region, sin embargo, en el
caso de los solidos, la fluencia es tan baja que solo puede ser captada a frecuencias muy
pequenas, provocando que sea muy dificil de detectar. A frecuencias muy bajas se puede
aprecia que G tiene un comportamiento lineal, mientras que G’ es cuadréatica.

= Transicion a flujo. En esta regién apreciamos el primer cruce que existe entre ambas
componentes del médulo G. Se le conoce como transicion a flujo ya que, en altas frecuencias
(después del cruce entre componentes cuando G’ > G”') domina el comportamiento elastico,
mientras que la componente de perdida, que describe el comportamiento viscoso, se vuelve
significante.

= Region gomosa o plateau. En esta region predomina el comportamiento eléstico.

= Regidon de transiciéon o leathery. En esta region observamos nuevamente otro cruce entre
las componentes del modulo. Aqui, G” crece mas rapido que G’ hasta lograr sobrepasarlo.

= Region vitrea. A frecuencias muy altas podemos encontrar la region vitrea. En esta seccion
vemos que la componente G continta creciendo mucho mas rapido que G’.

En este trabajo observaremos las primeras cuatro regiones, ya que es lo inico que nos permite
obtener la teoria dentro del equilibrio termodinamico, para poder explorar la region vitrea debemos
de ocupar una teoria fuera del equilibrio®.

Al hablar de la viscoelasticidad de un sistema coloidal, tenemos propiedades que caracterizan
al sistema, siendo la parte real e imaginaria de la viscosidad total, también llamada viscosidad
dinamica, n(w) (que es la transformada de Fourier-Laplace de 7(7)) una de las més importantes.
Esta propiedad esta relacionada con el modulo visco-elastico de manera directa, por lo cual en
lugar de ocupar las ecuaciones 4.13, podemos aplicar la siguiente:

G(w) = iwn(w). (4.14)

Esta es de suma utilidad si ya contamos con dicha informacion.
Por su parte, n(w) puede escribirse como:

n(w) = /00O dre™“Tn(t), (4.15)

con

n(7) = 20, 6(7) + An(r). (4.16)

Esta forma de escribir a 7(7) se basa en descomponer dicha funcién en su parte de interaccion
hidrodinamica instantanea 2n’_d(7) (donde 1/ es la viscosidad a frecuencias altas o tiempos cortos)
y en su componente de interaccion mas lenta o funciéon de respuesta viscosa An(7). Sustituyendo la
ecuacion 4.16 en la ecuacion 4.15 y realizando la transformada, obtenemos el siguiente resultado:

n(w) =l + An(w), (4.17)

An(w) viene dada por la ecuacion 4.8.
Por todo lo anterior, podemos obtener una aproximacion del modulo G(w) para interacciones lentas:

1Podemos ocupar la extensiéon de la teorfa SCGLE la cual recibe el nombre de Non-Equilibrium Self Consistent
Generalized Langevin Equation Theory (o NESCGLE por sus siglas).
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G = iwn(w). (4.18)

A partir de la ecuacion 4.18 podemos obtener la parte real (G') e imaginaria (G”) del modulo
visco-elastico en términos méas sencillos:

G (w) = wIm(An(w)), (4.19a)
G" (w) = wRe(An(w)). (4.19b)

Para obtener los componentes reales e imaginarios de G(w) en distintas fracciones de volumen,
se emplearon las ecuaciones 4.19.
En las figuras 4.7 y 4.8 observamos los resultados obtenidos al calcular G(w) para distintas frac-
ciones de volumen.
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Figura 4.7: Obtencion de G’ (verde) y G” (rosa) para diferentes valores de ¢ en un rango de 0.3 a
0.4.
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Figura 4.8: Continuacion de la grafica 4.7, tomamos valores de ¢ entre 0.4 a 0.58. Notemos que G’
y G” tienen un comportamiento muy diferente en este rango de fracciones de volumen.

En los paneles de la figura 4.7, observamos principalmente comportamientos que pertenecen
a la region viscosa y a las bajas frecuencias de la zona fluida, en donde el médulo de perdida
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predomina. Por otro lado, en la figura 4.8 las primeras tres graficas nos muestran la region liquida
a altas frecuencias y en ¢ = 0,55 vemos el cruce entre las componentes de almacenamiento y
perdida. En el ultimo panel, ¢ = 0,58, nos encontramos en la regiéon gomosa y lo que parece ser
inicios de la zona de transicion, podemos apreciar como el modulo de almacenamiento (G') es
mayor que el de perdida (G”) y, ademaés, se va volviendo constante respecto a w.

4.3.1. Comparacién con resultados experimentales

Para comparar los resultados obtenidos y corroborar la eficacia de la teoria, se analizaron los
resultados experimentales de dos articulos distintos en los cuales obtuvieron el médulo G.

El primer trabajo con el que comparamos nuestros resultados fue realizado por Yu Ho Wen,
Jennifer L. Schaefer y Lynden A. Archer en 2015 [26], investigadores del colegio de quimica e in-
genieria biomolecular de la universidad de Cornell. En su trabajo estudiaron un sistema coloidal
de esferas suaves constituido por nanoparticulas de SiO; (LUDOX SM-30, Sigma-Aldrich) y recu-
biertos con oligomeros de polietilenglicol (PEG). El diametro promedio de las nanoparticulas de
silicio sin recubrimiento es de 10+ 2nm. Las particulas fueron suspendidas en un fluido newtoniano
compuesto de oligomeros de mPEG no entrelazados.

En las figuras 4.9 y 4.10 observamos el comportamiento de G'(w) y G”(w) que se reportaron
en el experimento del equipo de Yu Ho Wen para fracciones de volumen entre 0,2 y 0,4.
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Figura 4.9: Resultados experimentales del médulo G’ (verde) y G” (rosa)[26].

En ese trabajo se identifico la region fluida en los primeros paneles (w ~ 0,2). Posteriormente
vemos que pasa a la zona gomosa y en ¢ = 0,31, se observa el cruce entre los médulos; en ¢ = 0,33
observamos que las particulas empiezan a restringir su movimiento y las componentes intercambian
su lugar. En las ultimas graficas encontramos un comportamiento tipo vidrio cuando G’ ~ w°
(lo que indica que se encuentran cerca de la regiéon vitrea). Este fenomeno puede apreciarse al
compararlo con la imagen 4.6.

En este caso, al tratar de un sistema de esferas blandas, vemos que la transiciéon al estado vitreo
se encuentra en una fracciéon de volumen menor que en el caso de esferas duras, esto coincide con lo
que se explico acerca del comportamiento del moédulo G. Ya que, aunque sean diferentes modelos,
el comportamiento cualitativo del médulo deberia de ser similar; es por esta razén que podemos
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Figura 4.10: Continuacién de los resultados obtenidos por el equipo de Yu Ho Wen|[26].

comparar los resultados que obtuvimos (esferas duras) con los que report6 el equipo de Yu Ho Wen
(esferas blandas).

Si comparamos las graficas de las figuras 4.7 y 4.8 con las gréficas de la imagen 4.9, podemos
apreciar cierta similitud para distintos valores de ¢; por ejemplo, para el caso de ¢ = 0,2 (blandas)
y ¢ = 0,3 (duras), donde se exhibe un comportamiento de la region liquida.

La segunda comparacion realizada fue con el experimento de Miriam Siebenbiirger y colabora-
dores, reportado en el ano de 2008 [23]|. En su trabajo emplearon un modelo de esferas duras de
particulas termo-sensibles; las particulas consistian en ntcleos solidos de poliestireno cubiertos de
una red termo-sensible de poly(N-ispropilacrilamida) (PNIPAM). Dicho compuesto de particulas
termo-sensibles fue disuelta en una solucién acuosa de 0,05molL =K CI.

En la figura 4.11 se hace una comparacion entre los resultados experimentales (cubos) y lo
predicho por la teoria SCGLE (lineas), el color negro corresponde al modulo de perdida (G”) y
el rosa al modulo de almacenamiento (G'). En este caso, a diferencia del anterior, al ser ambos
sistemas de esferas duras, podemos comparar los moédulos para las mismas fracciones de volumen.

Al tener un mayor rango de frecuencias, podemos apreciar con mayor detalle el espectro
visco-elastico en todos los paneles. Ademaés, observamos las primeras cuatro zonas de dicho
espectro (region terminal, de flujo, gomosa y de transicién) para los datos experimentales, pues
justamente llegan hasta la region de transicion (gréaficas 2 (¢ = 0,578), 3 (¢ = 0,5809) y 4
(¢ = 0,5812)). Especificamente en el segundo cruce de los modulos de perdida y almacenamiento,
cuando G” crece mas rapido que G’ y este ultimo empieza a comportarse de manera constante
(G’ ~ w%). Observamos también que conforme nos acercamos a la transicion vitrea, las graficas
tienden a recorrerse a la izquierda.

El protocolo de ajuste de la SCGLE fue el siguiente: Iniciamos variando el tnico parametro
libre de este modelo, es decir, la fraccién de volumen ¢, con esto, buscamos el modulo visco-eldstico
que mas se pareciera a los datos experimentales; posteriormente, se ajusté la escala de la prediccion
tedrica debido a que esta se encuentra adimensionalizada en unidades de la energia térmica sobre
del didmetro de las particulas al cubo, o bien [G(w)] = kgT/c?; por otro lado, las frecuencias
dependen del ntimero de Peclet (definido como Pe,, = 6mnRyw/(kpT)).

En cada una de las comparaciones entre teorfa y experimentos se realizé un reescalamiento en
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Figura 4.11: M6dulo de almacenamiento (G’) y de perdida (G”) en un amplio rango de frecuencias
para distintas fracciones de volumen. Comparaciéon entre los resultados obtenidos por el experi-
mento realizado por Siebenbiirger y colaboradores[23] y la teoria SCGLE.

el eje vertical y horizontal sobre los datos de la teoria de modo que se ajustaran a los experimentos.

Observamos que los datos obtenidos por la teoria SCGLE se ajustan a los recabados en el expe-
rimento de Siebenbiirger, con pequeiias discrepancias dentro de la region gomosa y principalmente
por el modulo de perdida, sin embargo, podemos decir que es una buena aproximaciéon dentro del
espectro del modulo G(w).
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Capitulo 5

Conclusiones

Durante el desarrollo de este proyecto se revisaron aspectos y conceptos bésicos de la reologia.
Consideramos que estos fueron suficientes para tener un primer acercamiento a la teoria SCGLE
y las propiedades reologicas de los sistemas coloidales.

Desde la revision bibliografica y los primeros acercamientos al lenguaje Julia, hasta el enten-

dimiento del funcionamiento del repositorio https://github.com/Riperedo/NESCGLE.jl para crear
scripts y obtener las propiedades reologicas para su posterior analisis; cada uno de estos pasos
representd un reto, pero al mismo tiempo una oportunidad de aprendizaje.
El repositorio NESCGLE.jl es una herramienta muy tutil tanto para usuarios inexpertos como
avanzados, no solo en el campo de la computacion, sino también en el de la teoria SCGLE. Gracias
a esta libreria podemos acercarnos y explorar de primera mano las propiedades reologicas de los
sistemas coloidales. Dado que esta escrito en Julia, un lenguaje de programaciéon muy amigable
para los usuarios, la modificacion de ciertas lineas de codigo, pardmetros o la creaciéon de scripts
se vuelve una tarea sencilla y rapida atn para usuarios principiantes. Es un esquema perfecto para
cualquier usuario, profesional o estudiante, interesado en el tema.

Con todo lo expuesto en los capitulos anteriores, se espera que nuevos usuarios puedan explo-
rar el repositorio e interpreten los resultados obtenidos, tanto en lo referente a las propiedades
de transporte como a las reologicas. Asi mismo, se mostré que la teoria SCGLE, junto con la
libreria utilizada, nos proporciona grandes similitudes entre las predicciones teoéricas y resultados
experimentales reales para un sistema coloidal de esferas duras.

Como se puede observar en el capitulo cuatro (en el subtema Comparacidn con resultados
experimentales), durante el analisis cualitativo del espectro visco-elastico del modulo G, la teoria
se logra ajustar en buena medida a los datos experimentales reportados en los articulos de Yu Ho
Wen y colaboradores [26] y de Siebenbiirger y colaboradores [23]; pese a que en el primer articulo
ocuparon un modelo de esferas blandas, al tratarse de una comparacién cualitativa de las curvas
de almacenamiento (G’) y perdida (G”), no hubo problema al analizar las graficas obtenidas, la
unica diferencia fue que la transicion vitrea, en el caso de esferas blandas sucede en una fraccion
de volumen mucho menor (~ 0,33) que en el caso de esferas duras (¢ = 0,582), por lo cual tuvimos
que observar el mismo comportamiento en diferentes valores de ¢. En el caso del segundo articulo,
ambos sistemas eran de esferas duras, por lo cual su fenomenologia era bastante similar.

Una de las limitaciones que tenemos al tratarse de una teoria dentro del equilibrio termodiné-
mico es al acercarnos a la zona vitrea (altima dentro del espectro visco-elastico), por lo cual se
requiere del uso de una teoria fuera del equilibrio. Afortunadamente, ya se ha desarrollado una
extension de la teorfa SCGLE (NE-SCGLE) que permitira ampliar los resultados de esta tesis y
estudiar dicha region. Por desgracia, ese tema va més alla de lo abarcado en este trabajo, sin em-
bargo, el presente documento sirve como introduccién para posteriormente continuar con el estudio
de la teoria fuera del equilibrio.
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Apéndice A
Instalacion de Julia en Windows

Cada uno de los resultados que se exponen en esté trabajo son completamente reproducibles
por cualquier usuario que este interesado en analizar la teoria desde su propia computadora.
Este apartado se destina para ser una gufa o ayuda para los usuarios que quieran descargar el
lenguaje de programacion Julia y el repositorio NESCGLE.jl, con los cuales se trabajo en esta tesis.

Para obtener el lenguaje de programacion Julia en nuestros dispositivos de computo, seguimos
los siguientes pasos:

s Descarga: accedemos a la pagina oficial del lenguaje ("https://julialang.org "); en este si-
tio web encontraremos varios apartados que nos hablaran un poco mas sobre Julia y las
ventajas de trabajar con este software, también podremos acceder a distintos manuales, do-
cumentacion, noticias y su propio repositorio de GitHub. El apartado que nos interesa sera
"Downloand". Una vez que hayamos seleccionado ese apartado, nos dirigird a una nueva
péagina que nos permitird descargar la versiéon mas reciente de Julia para plataformas como
Windows (disponible para arquitecturas de 64 y 32 bits), macOS y Linux.

= Instalacion: Una vez descargada la version que necesitemos, nos dirigimos a la carpeta corres-
pondiente y abriremos el instalador de Julia. Al momento de instalar el lenguaje, podremos
escoger la ruta, crear accesos en el escritorio o agregar a Julia al Path de nuestro sistema.

= Verificacion: Una vez finalizada la instalacién, podremos probar el lenguaje desde la terminal
escribiendo julia en la misma, esto solo serd posible si decidimos incluir el lenguaje en el
Path, en caso contrario deberemos de abrir la consola que se instala junto a Julia. En ambos
casos tendremos el siguiente resultado:

- _ _(O_ | Documentation: https://docs.julialang.org
- () O |

__ 1. __ _ | Type "?" for help, "]?" for Pkg help.

(T T I O VA

LI b1l | Version X.X.X (20XX-XX-XX)

_/ IN_Z2_IZIZIN__°_l | Official https://julialang.org/ release
[/ |

julia>_

Una vez que tengamos instalado el lenguaje Julia, podremos descargar el repositorio. Cabe
mencionar que para poder editar los distintos c6digos o programas que se usaran, deberemos de
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descargar e instalar un editor de texto (este puede ser el propio bloc de notas que tiene Windows
preinstalado, sin embargo, por comodidad, se puede conseguir algin otro). Se recomienda que
tenga compatibilidad con la sintaxis de Julia como por ejemplo Jupyter, Visual Studio o Sublime
por mencionar algunos.

Para  descargar el repositorio, nos dirigimos a la pagina de GitHub[21]
https://github.com/Riperedo/NESCGLE.jl. Podemos descargar el repositorio con todos los
archivos de dos formas:

= Por medio de la terminal: Si contamos con GitHub instalado en nuestra computadora, po-
dremos, desde la terminal, clonar el repositorio en cualquier carpeta que deseemos. Para
descargarlo de esta forma, nos dirigimos al botéon Code de la pagina antes mencionada y
copiamos el url que nos muestra, después nos dirigimos a la terminal y escribimos git clone
y a continuacion el url.

= Descargando los archivos: De igual manera nos dirigimos al boton de Code y seleccionamos
la opcion de "Download Zip".
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Apéndice B

Manual de usuario del repositorio
NESCGLE.jl

El repositorio NESCGLE es una herramienta que nos ayuda a resolver las ecuaciones de la
Teoria Generalizada de Langevin Auto-consistente. En este apartado profundizaremos un poco
mas en el funcionamiento de esta paqueteria con la finalidad de que cualquier usuario (avanzado o
bésico) pueda explotar el potencial del repositorio.

B.1. Obtencién del repositorio

Para tener acceso al repositorio se puede emplear el método propuesto en el anexo A, descar-
gando el repositorio de Github (método empleado en este trabajo), sin embargo, se pueden seguir
las siguientes instrucciones para una instalaciéon maés sencilla para el usuario.

» Abrir el entorno de Julia.
= Acceder al gestor de paquetes (Package Manager) presionando la tecla "]".

= Ingresar el siguiente comando: add "https://github.com/Riperedo/NESCGLE.jl.git". En este
momento Julia iniciard con la descarga, instalacion y configuracion del paquete NESCGLE,
esto puede tomar algunos minutos.

Para estar completamente seguros de que la instalacion fue un éxito, podemos reiniciar la
terminal (cerrandola y volviéndola a abrir) y volver a nuestro entorno de Julia para posteriormente
escribir el siguiente comando: using NESCGLE. La terminal no deberfa de lanzar ningtin mensaje.
Estamos listos para empezar a resolver las ecuaciones de la teoria NESCGLE.

B.2. Primeros acercamientos al repositorio

Para empezar a explorar el repositorio NESGLE, asi como la teoria, podemos crear algo como
el siguiente script:

using NESCGLE

# Definir los parametros necesarios

k = collect(0.0:0.1:15*pi) # Valores del vector de onda
phi = 0.5 # Fraccidén de volumen ocupado

I = Input_HS(phi, k)
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B.3 Propiedades de transporte

# Calcular el factor de estructura
S = structure_factor(I)

# Guardar los resultados en un archivo
save_data("sdk.dat", [k S])

Este nos devolveréa el factor de estructura estatico para una fraccion de volumen de 0,5 en un
archivo “.dat” (para este ejemplo “sdk.dat”) que posteriormente podremos graficar. Notemos que
los parametros como “K”, “phi” pueden modificarse a nuestro interés.

B.3. Propiedades de transporte

Para conocer mas a fondo sobre el sistema que estudiamos, debemos de obtener sus propiedades
de transporte. Con ayuda del repositorio, podemos calcular las siguientes propiedades:

» Tiempo de correlacion (7).

» La auto-funcion de dispersion intermedia (Fg).
» La funcion de dispersion intermedia (F).

= La funcion de memoria (A()

» La funcion de respuesta viscosa (An).

» El desplazamiento cuadratico medio (W).
Para ello podemos implementar el siguiente Script:
using NESCGLE

# Definir los paréametros necesarios para el factor de estructura
k = collect(0.0:0.1:15%pi) # Valores de vector de onda

phi = 0.5 # Fraccidén de volumen ocupado

I = Input_HS(phi, k)

# Calcular el factor de estructura
S = structure_factor(I)

# Guardar los resultados del factor de estructura
save_data("sdk.dat", [k S])

# Calcular propiedades de transporte
T, Fs, F, Dzeta, Deta, D, W = SCGLE(I)

# Guardar los resultados de propiedades de transporte
save_data("Eq_Dynamics.dat", [T Fs F Dzeta Deta W])

Los datos recopilados serdn guardados en un archivo “dat” (para este ejemplo
Eq_Dynamics.dat) que posteriormente podremos graficar.
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B.4 Mas alla del equilibrio

B.4. Mas alla del equilibrio

El repositorio NESCGLE nos permite explorar el envejecimiento de materiales, sin embargo,
ese tema va maés alla de lo abarcado en este proyecto. Si el usuario desea adentrarse a procesos
fuera del equilibrio termodindmico se le aconseja acceder a la pagina de Github del repositorio[21]
donde podra encontrar mas documentaciéon al respecto.
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Apéndice C

Principio de Superposicion de
Boltzmann (BSP)

El estudio de las respuestas visco-elasticas de los materiales suele ser bastante complicado
ya que requiere de modelos matematicos complejos, sin embargo, podemos descomponer nuestro
sistema, de interés (en principio complejo) en estados mas simples para posteriormente superpo-
nerlos.

En 1974 Bolztmann publicaria su primer trabajo sobre la elasticidad.
Boltzmann parte de la idea de elasticidad y propone una barra elastica e isotrépica que puede
deformarse homogéneamente; el aumento de longitud que siente la barra estd dada por «, By v
en cada uno de los ejes respectivamente (x, y, z). La tension ejercida en la superficie del solido
requiere de tensiones normales en cada una de las caras de nuestra barra, N1, No y N3, ahora,
podemos escribir una de estas tensiones en termino de dos constantes elasticas, el médulo de corte
(1) v la constante de Lamé ()\):

N1 = Ma+ B +7) + 2ua (C.1)

Boltzmann asumi6é que las tensiones en un tiempo dado, t', no solo depende de la deformacion
en ese instante, sino también de las deformaciones previas, en un lapso de tiempo ¢; en otras
palabras, las deformaciones tienen mayor efecto cuanto mayor sea el tiempo transcurrido. Todo
esto quedo plasmado en su Principio de Superposicion (BSP por sus siglas en ingles) que enuncia
lo siguiente:

La influencia de las deformaciones impuestas en varios tiempos puede ser superpuesta, es decir,
la contribucion al estrés al tiempo t dada por la tension impuesta al tiempo 0 no es afectada por
otras deformaciones que ocurren en el periodo intermedio. Matematicamente se puede expresar
con la siguiente expresion[17]:

Ni(t) = A0(t) + 2pa(t) — /OOO H(w)l(t — w)dw — 2 /000 Y(w)a(t — w)dw (C.2)

Donde
0(t) = a(t) + B(t) + (1), (C.3)
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es la dilatacion. Los primeros dos términos de la ecuacion C.2 provienen de las teorias previas
sobre la elasticidad y las funciones ¢(t) y t(t) son propiedades especificas del material que

describen los efectos posteriores. En especifico, ¥ es ﬂﬁ(t), donde G(t) es la funcion de relajacion
de esfuerzo cortante.

Este principio es aplicable a sistemas en donde su respuesta visco-elastica es lineal y la defor-
macién que se sufre no es tan grande.
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Apéndice D

Automatizaciéon para la recolecciéon
de datos de la dinamica de un
sistema coloidal con la correccion de
Verlet-Weis en distintas fracciones de
volumen

include ("src\\SCGLE_API. j1")

k_min = 0.0
k_max = 15%pi
N = 1000

#y seran los valores de la fraccidén de volumen que utilizaremos.
y = collect(0.050:0.5:0.640) #Proceso automatico.
#y = [] #Para observar solo ciertos valores de la fraccidén de volumen.

#Creamos las listas vacias que llenaremos después.

gamma = []

phi_c = []

eta_Tphi = []

zeta_Tphi = []

Coc = [] #Cociente de zeta/eta (friccidn entre respuesta viscosa)

for i iny

#En esta primera etapa se obtienen los datos de I y la longitud de
localizacién.

I = Input_HS(k_min, k_max, N, i, VW = true)

11 = longitud_de_localizacion(I)

k = vector_de_onda(I)

s = estructura(I)

save_data("sdk_SCGLE_"*num2text(i)*".dat", [k s])

append! (gamma, 11)

append! (phi_c, i)
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Automatizaciéon para la recolecciéon de datos de la dindmica de un sistema coloidal
con la correccion de Verlet-Weis en distintas fracciones de volumen

#En esta segunda etapa se obtiene la evolucidén del sistema con fraccidn
de volumen phi=i y se salvan los datos que nos interesan.
T, Fs, F, Delta-zeta, Delta-eta, D, W = SCGLE(I, 2*pi, flag =true)
save_data("tau-Dz_SCGLE_"*num2text(i)*".dat", [T Delta-zeta]) #Nos guarda a
Delta-zeta en funcidén de T en la fraccidén de volumen phi=i.

save_data("tau-De_SCGLE_"*num2text(i)*".dat", [T Delta-etal) #Nos guarda a
Delta-eta en funcién de T en la fraccidén de volumen phi=i.

save_data("tau-F_SCGLE_"*num2text(i)*".dat", [T F])
save_data("tau-Fs_SCGLE_"*num2text(i)*".dat", [T Fs])
save_data("tau-W_SCGLE_"*num2text (i)*".dat", [T W])

#Creamos una funcidén que calcularéd eta en cada fraccidén de volumen:
function eta(T,Delta-eta)
eta_s=0
for i=1:length(T)-1
h = T[i+1]-T[i]
1 = (Delta-etal[i]+Delta-etal[i+1]1)/2
eta_s = eta_s + hxl
end
return eta_s+1
end
append! (eta_Tphi, eta(T,Delta-eta))

#Creamos una funcidén que calculara zeta en cada fraccién de volumen:
function zeta(T,Delta-zeta)
zeta_s=0
for j=1:length(T)-1
hz = T[j+1]1-T[j]
1z = (Delta-zeta[j]l+Delta-zetal[j+1])/2
zeta_s = zeta_s + hzxlz

end

return zeta_s+1

end

append! (zeta_Tphi, zeta(T,Delta-zeta))

#Hacemos una funcidén que nos devuelva el cociente entre eta y zeta
function co(zeta,eta)
C = zeta(T,Delta-zeta)/eta(T,Delta-eta)
return C
end
append! (Coc, co(eta,zeta))
end
end

#Salvamos los datos que requerimos:

save_data("phi-gamma_SCGLE.dat", [phi_c gamma]) #Nos guarda a gamma (longitud de
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Automatizacién para la recolecciéon de datos de la dindmica de un sistema coloidal
con la correccion de Verlet-Weis en distintas fracciones de volumen

localizacién) en funcidén de phi (fraccidén de volumen).

save_data("eta-phi_SCGLE.dat", [phi_c eta_Tphi]) #Nos guarda a eta (respuesta
viscosa en funcidén del T) en diferentes phi (fraccién de volumen).

save_data("zeta-phi_SCGLE.dat", [phi_c zeta_Tphi]) #Nos guarda a zeta (la friccidn
en funcidén de T) en diferentes phi (fraccidén de volumen).

save_data("zetaeta_SCGLE.dat", [phi_c Coc]) #Nos guarda el cociente entre zeta/eta
en funcidén de phi (fraccidén de volumen) .
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Apéndice E

Calculo de derivadas: método
numérico.

Partimos de la definicién de derivada:

fa) =t L) = @)

h—0 h (El)

Para iniciar con nuestra aproximacién, es necesario tomar un valor de x de nuestra curva, es decir,
sea xo un valor de nuestro dominio, entonces (o) serd un valor de nuestro codominio, ademaés,
podemos apreciar de la definicién que h toma valores muy pequenos por lo cual podemos realizar
una aproximaciéon numeérica retirando el limite de la ecuaciéon y aproximando a h lo méas cerca de 0
que podamos o, en el caso computacional, que nos permitan nuestros datos. Sin embargo, notemos
que podemos realizar esta aproximacion de dos formas a priori.

Si queremos obtener el valor de la derivada en el punto x = x(, podemos hacerlo por la izquierda
(tomando valores de f(zg) — h) o por la derecha (f(zg) 4+ h), de forma que la derivada numérica
en el punto xy puede obtenerse con una de las siguientes formulas:

f(xo) = f(xo — h)

f(z) = A (E.2a)
f@%:f@”+2_f@@ (E.2b)

Obtener la derivada de esta manera entrega resultados bastante aceptables, sin embargo, para
minimizar los errores se puede realizar una estimacion con el promedio de ambas:

fl+h) = flz—h)

f(@) = 57 (E.3)

Aunque esta ultima ecuaciéon parece ser la mejor opcion, algunas veces no se podra aplicar, ya que
dependeré de la forma de los datos que se quieran evaluar.
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Apéndice F

Calculo numérico-computacional de
la parte real e imaginaria de An * (w)

include ("src\\SCGLE_API.j1")

#Grid en el vector de onda.

km = 0.0

kM = 15%pi

N= 1000

#Fraccién de volumen:

phi=0.001

w=0.0001*[(10)~(n/8) for n in 0:100]

h=1 #Este valor nos servird para realizar la derivada numérica.

I = Input_HS(km, kM, N, phi, VW = true)
K = vector_de_onda(I)

S = estructura(Il)
R\Delta\eta = [] #Parte real.
I\Delta\eta = [] #Parte imaginaria.

function \eta(S,K) #Creamos una funcién que nos regresa

la integral de \Deltaleta en una fraccién de volumen de 0.001.
\eta_s=0 #Contador.

for 1=1:length(K)-1

b = K[1+1]-K[1]

ai = ((K[1]1)~2)*(1/S[1])~2x((S[1+h]-S[1]1)/(h))~2

af = ((K[1+1]1)~2)*(1/S[1+1])~2*((S[1+h]-S[1+1-h])/(2h)) "2
\eta_s = \eta_s + bx((af+ai)/2)

end

return (1/(40%pi))*\eta_s

end

#obtenemos la parte real e imaginaria de la viscosidad:
for i=1:length(w)

function Re\Delta\eta(S,K)

r\Delta\eta_s=0 #Nuevo contador.
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Calculo numérico-computacional de la parte real e imaginaria de An x (w)

for j=1:N-1
fi=((K[j1)~6/(4x(K[j1)~4+(wl[i]l)~2))*(1/S[j1)~2*x((S[j+h]1-S[j1)/(h))"~2
fE=((K[j+11)~6/(4x(K[j+11)~4+(w[il)~2))*(1/S[j+11)~2x((S[j+h]-S[j+1-h]1)/(2h)) "2
r\Delta\eta_s=r\Delta\eta_s+((ff+£fi)/2)*(K[j+1]1-K[j]1)

end

return ((1/(5*pi))*r\Delta\eta_S)

end

append! (R\Delta\eta, Re\Delta\eta(S,K)/\eta(S,K))

function Im\Delta\eta(S,K)

i\Delta\eta_s=0 #Nuevo contador

for j=1:N-1
fii=((K[j1)~4/(4*(K[j1)~4+(wl[i])~2))*(1/S[j1)~2*((S[j+h]1-S[j1)/(h))~2
ffi=((K[j+11) "4/ (4*(K[j+1])~4+(w[i])~2))*(1/S[j+1]1)~2*((S[j+h]-S[j+1-h])/(2h)) "2
i\Delta\eta_s=i\Delta\eta_s+((ffi+fii)/2)*(K[j+1]1-K[j1)

end

return ((w[i]/(10%*pi))*i\Delta\eta)

end

append! (I\Delta\eta, Im\Delta\etaS,K)/\eta(S,K))

end

#Notese que, al devolvernos el resultado de las funciones, le pedimos que el resultado esté normalizado

save_data("1l-pRedeltaeta.dat", [w R\Delta\etal)
save_data("1-pImdeltaeta.dat", [w I\Delta\etal)
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Apéndice G

Calculo numérico-computacional de
la transformada de Fourier de An(7)

using DelimitedFiles #Paqueteria que usaremos para extraer los datos de un archivo.
include("src\\utils.j1l")

#Rango de las fracciones de volumen en donde se hard el analisis.
\phi = collect(0.05:0.01:0.58)
w=0.0001*[(10)~(n/8) for n in 0:100]

for i in \phi

#Creamos las listas vacias en donde tendremos los valores que querremos:
RF\Delta\eta = []

IF\Delta\eta =[]

#Cargamos los datos que queremos procesar.

datos = readdlm("tau-De_SCGLE_"*num2text(i)x*".dat", °>\t?’)
#Separamos las columnas de los datos que nos interesan.

T = datos[:,1]

\Delta\eta = datos[:,2]

#0btenemos la integral de \Delta\eta por separado
function \eta(T,\Delta\eta)

\eta_s=0

for 1=1:length(T)-1

b = T[1+1]-T[1]

a = (\Delta\eta[l]+\Delta\eta[1l+1])/2

\eta_s = \eta_s + bxa

end

return \eta_s

end

#Iniciamos con la transformada:

for k=1:length(w)

\Delta\eta_s=0

for j=1:length(T)-1

\Delta\eta_s = (\Delta\eta_s + (T[j+1]1-T[j])=*
*((\Delta\eta[jl+\Delta\etal[j+1])/2)*exp(-im*w[k]*T[j]))

end

append! (RF\Delta\eta, real(\Delta\eta_s))
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append! (IF\Delta\eta, -imag(\Delta\eta_s))
end

save_data("FDeR_"#num2text (i) *".dat", [w RF\Delta\etal])
save_data("FDel_"*num2text (i)*".dat", [w IF\Delta\etal])
end
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Apéndice H
Correcciones de An(w)

Las correcciones que se realizaron a los datos de An(w) se basaron en una cualidad que presentan

las graficas de esta. Si graficamos los mismos datos en escala logaritmica, como se puede apreciar
en la figura H.1, observamos que se comporta de forma lineal. Se conforman de tres lineas, en
particular, el ruido de nuestros datos aparece en la tltima de ellas (en frecuencias altas).
Para corregir estos errores, se identificd a que frecuencia iniciaba el ruido para posteriormente
remplazar estos datos por unos que se ajustaran lo mas posible a la curva (linea) correspondiente.
Para incluir esos nuevos datos se ocupé la funciéon A * w™2 para la parte real y B * w™! para la
imaginaria; donde w es la frecuencia, A y B son constantes que se modificaron para cada curva en
cada fraccion de volumen.

Parte real e imaginaria de An(w) con p=0.001

1 1 1 — 4l il il il
T Parte real
Parte imaginaria
0.01 | .
0.0001 f .
T 1x106 | \ S o
g \
\
1108 |- N 1
\\
\
1x10°10 | N A
\\\
N
1x10-12 PRI | PRI | FRTTTTY | PR | PR | PR |
0.0001 0.01 1 100 10000 1x108 1x108

logeo
Figura H.1: Parte real e imaginaria de An(w) en el limite diluido en escala logaritmica.
A continuacion, se mostraré el script que se cred para esta tarea.
include("src\\utils.j1l")

phi = X #Fraccidén de volumen de los datos que deseamos corregir.
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Correcciones de An(w)

for i in phi
#Datos de salida
Correccion_parte_Real=[]
Correccion_parte_Imaginaria = []

w =[]

#Archivos que seran importados.

#Parte real e imaginaria de la funcidén de respuesta viscosa.
datos_R = readdlm("FDeRN_"*num2text(i)*".dat", ’\t?’)

datos_I = readdlm("FDeIN_"*num2text(i)*".dat", ’\t?)

R_Delta_eta = datos_R[:,2]

#Solo nos importan los valores de \Deltaleta, por eso solo tomamos la segunda columna.
I_Delta_eta =datos_I[:,2]

#Solo nos importan los valores de \Delta\eta, por eso solo tomamos la segunda columna.
wd = datos_R[:,1]

#0cuparemos los datos de la frecuencia (es indiferente ocupar datos_R o datos_I

ya que son los mismos datos)

#Creamos el ciclo en donde corregiremos los valores.
for j=1:length(wd)
if wd[jl== x #x es el valor aproximado donde empieza el ruido.
#Este ciclo sirve para guardar los datos aceptables de nuestro primer archivo
for k=1:j
append! (Correccion_parte_Real, R_Delta_etalk])
append! (Correccion_parte_Imaginaria, I_Delta_etal[k])
append! (w, wd[k])
end
for 1=j+2:1length(wd) #Este ciclo realiza la correcidn
append! (Correccion_parte_Real, Axwd[1]-(-2))
append! (Correccion_parte_Imainaria, Bxwd[1]~(-1))
append! (w, wd[1])
end
end
end

save_data("Correcion_R_"#num2text(i)*".dat", [w Correccion_parte_Reall)
save_data("Correcion_I_"#num2text(i)*".dat", [w Correccion_parte_Imaginaria])
end
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