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Introducción

Motivación

En nuestro proyecto de Maestŕıa “Demostración automática de Teo-
remas” se crearon demostradores automáticos de fórmulas para lógica
clásica, lógica intuicionista y algunas otras lógicas no clásicas. En nues-
tro afán por extender nuestra automatización a la lógica de primer orden
(POL), o al menos a la parte decidible de POL, nos introducimos al es-
tudio de sistemas lógicos más expresivos. Lo anterior nos condujo a las
lógicas descriptivas que en principio son variantes notacionales de exten-
ciones de fragmentos decidibles de POL.

Contribución y contenido

Nuestros estudios estuvieron orientados a la caracterización de pro-
piedades de las lógicas descriptivas para su implementación en algoritmos
de decibilidad y la automatización de dichos algoritmos. En este senti-
do cubrimos los dos aspectos importantes de la investigación, la parte
teórica y la parte práctica.

En nuestro trabajo caracterizamos propiedades de los roles descripti-
vos en termino de la satisfacción de conceptos, lo que permitió la creación
de sistemas de secuentes e hipersecuentes para algunas lógicas descripti-
vas, dichos sistemas fueron implementados en ML. Aunado a lo anterior,
se creo una interfaz gráfica en JAVA que permite la demostración au-
tomática de teoremas en las lógicas aqúı expuestas y algunas otras lógicas
importantes.

Estructura de la Tesis

El presente trabajo está estructurado de la siguiente manera:

En el primer caṕıtulo se estudia el lenguaje conceptual básico ALC
introducido por Schmidt-Schauβ and Smolka [18] aśı como el estado del
arte del tema de investigación.

En el segundo caṕıtulo se caracterizan propiedades de los roles y se
da una restricción de ALC con reflexividad y transitividad en los roles,
la cual llamamos ALCS4 dado que ésta corresponde a la lógica multi-
modal S4.
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En el Tercer caṕıtulo se estudia la noción de secuentes e hiperseceun-
tes y se dan caracterizaciones que permiten proponer los correspondien-
tes sistemas para determinar la satisfacción de conceptos en las lógicas
descriptivas estudiadas, de la misma forma se prueba que los sistemas
son robustos y completos.

En las Conclusiones se presenta un resumen de los resultados de este
trabajo y una idea de investigaciones futuras.

Finalmente el apéndice se presenta la automatización de los algorit-
mos en el lenguaje de programación ML.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Estado del arte

El problema de formalizar el conocimiento se presenta en el campo
de la inteligencia artificial, donde se trata de utilizar conocimiento en
cierto contexto para hacer inferencia sobre dicho conocimiento. Este es
el caso del proyecto de la Web semántica [6] propuesta por Berners Lee
y otros en el 2001, que vendrá a ser una extensión de la Web actual, la
cual se basa en la idea de añadir metadatos semánticos y ontológicos a
la World Wide Web. Esa información adicional se debe proporcionar de
manera formal, para que sea posible ser evaluada automáticamente por
máquinas de procesamiento.

Para exportar la Web semántica se necesita un lenguaje común ba-
sado en web, con suficiente capacidad expresiva y de razonamiento para
representar la semántica de las ontoloǵıas. De esta forma, la utilización
de lenguajes tales como Web Ontology Language (OWL)y OWL Lite
son una paso más en la obtención de la Web Semántica. Las semánticas
de estos lenguajes están basadas en ciertas lógicas denominadas lógicas
descriptivas (DL) [11].

Las lógicas descriptivas (DL) son una familia de lógicas que son frag-
mentos decidibles de la lógica de primer orden con propiedades compu-
tacionales atractivas. Estas lógicas surgieron como una extensión de los
frames (marcos)[12] propuestos por Minsky en 1974 y redes semánticas
[19] presentadas por Sowa en 1987, los cuales no estaban equipados con
semánticas basadas en la lógica. El nombre de Description logics (DL) se
les dio en los años 1980s. Antes de esto se llamaban (cronológicamente):
sistemas terminológicos, y lenguajes conceptuales.

Los ingredientes esenciales de las DL son los individuos (elementos),
conceptos (conjuntos) y los roles (relaciones entre elementos).

1
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Las DL se caracterizan por su semántica basada en estructuras de
tipo Kripke.

Un problema importante acerca de las DL es decidir cuándo un con-
cepto se satisface o cuándo un concepto se subsume (es menos general o
es sumergido) en otro, lo cual nos indica conocimiento de manera gene-
ral. Es aqúı donde los algoritmos de satisfacción de conceptos hacen su
aparición.

Dado que algunas DL son variantes notacionales de lógicas modales ,
resulta que los sistemas de satisfacción de fórmulas en las lógicas modales
pueden ser adecuados a sus variantes DL.

Muchos de los importantes sistemas en lógica proposicional modal
tienen una formulación de tipo secuentes de Gentzen [8]. Sin embargo
algunos de estos sistemas no son adecuados computacionalmente hablan-
do, ya que no cumplen propiedades deseables para ser implementados
(tal es el caso de la regla de corte). De tal forma que Arnon Avron en
1994 [1] introduce el marco de hipersecuentes, que es una generalización
de los secuentes de Gentzen, para dotar a los secuentes de propiedades
adecuadas para su implementación.

Cuando se habla de DL expresivas se introducen restricciones (de
número, de número calificadas y generalizadas) respecto al número de
hijos en los roles. Es aqúı cuando los algoritmos tableau basados hacen
su aparición. En 2001 Stephan Tobies [21] presenta un algoritmo tableau
basado para la lógica modal graduada (variante notacional de la lógica
ALCQ) de tiempo PSpace que es la menor cota conocida.

En el 2009 F. Poggiolesi [14] presenta un calculo de hipersecuentes
para lógicas modales, en particular para la lógica modal K.

En 2010 B. Hill [10] da un cálculo de hipersecuente libre de la regla
de corte para la lógica proposicional dinámica.

En 2014 Sun y Sui [20], presenta un sistema de secuentes de Gentzen
para la ALC el cual utiliza la regla de corte y contracción.

A diferencia de [14], nuestro cálculo de hipersecuentes permite multi-
ples roles además de ser libre de reglas de corte y contracción en contraste
con [20]. Otras contribuciones importantes son la adecuación semántica
de los sistemas de secuentes e hipersecuentes a las DL y la implemen-
tación computacional de los algoritmos de satisfacción de conceptos, lo
cual lo hacen un trabajo original.

Una fuente de referencia e información adicional sobre las lógicas
descriptivas es [2].

1.2. Las Lógicas Descriptivas

Las Lógicas Descriptivas (DL por sus siglas en inglés) son un conjunto
de sistemas de representación del conocimiento basados en sistemas lógi-
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cos. Surgieron como sistemas puramente semánticos e incluso algunas de
ellas son variantes notacionales de lógicas modales, lo cual permite que
varias de estas lógicas admitan también una axiomatización adecuada.

Definición 1.1. Sea NC un conjunto de nombres de conceptos y sea NR

el conjunto de nombres de roles. El conjunto de conceptos de ALC es el
conjunto más pequeño tal que

Todo nombre de concepto es un concepto y

Si C y D son conceptos y R es un nombre de rol, entonces (CuD),
¬C y (∀R.C) son conceptos.

Los nombres de conceptos son interpretados en estructuras relacio-
nales como conjuntos; el nombre A es utilizado como etiqueta; el nombre
¬C es interpretado como el conjunto complemento; la semánticas para
la conjunción CuD corresponde al conjunto intersección; y ∀R.C corres-
ponde al conjunto de elementos tales que todos sus elementos accesibles
mediante el rol R satisfacen C.

Consideramos también la siguiente notación: C tD := ¬(¬C u¬D),
⊥ := ¬AuA, > := ¬⊥, C v D := ¬CtD, C ≡ D := (C v D)u(D ⊆ C)
y ∃R.C := ¬∀R.(¬C).

Considere por ejemplo el siguiente concepto descriptivo presentado
en [2]:

Man u ∃married.Doctor u ∀child.Happy
Este concepto descriptivo corresponde a los hombres casados con un

doctor y que todos sus hijos son felices.
Antes de dar una descripción formal de la semántica de ALC intro-

duciremos la noción de interpretación, la cual es una pareja I = (∆I , ·I),
donde ∆I es un conjunto no vaćıo llamado el dominio de I, y ·I es una
función de interpretación, que asigna a cada nombre de concepto A un
subconjunto del dominio AI ⊆ ∆I y a cada nombre de rol R una relación
binaria en el dominio RI ⊆ ∆I ×∆I .

Definición 1.2 (Semantica). Dada una interpretación I = (∆I , ·I), una
semántica de conceptos descriptivos es definida como sigue:

(¬C)
I

=∆I \ CI

(C uD)
I

=CI ∩DI

(∀R.C)
I

=
{
d ∈ ∆I | ∀e.(d, e) ∈ RI → e ∈ CI

}
Una interpretación I es un modelo de un concepto descriptivo C

cuando CI 6= ∅, lo cual se denota de la forma I |= C. En este caso
decimos que C es satisfecho por I.

Si toda interpretación es un modelo de C, entonces decimos que C
es válido y escribimos |= C.
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n1

Man

n3

Happy

n4

Happy

n2

Doctor

child

child

married

Figura 1.1: Un modelo relacional para Man u ∃married.Doctor u
∀child.Happy cumpliéndose para n1.

1.2.1. Una axiomatización de ALC
Es bien sabido que ALC es una variante notacional de la lógica multi-

modal K [17], por lo tanto una axiomatización para K es también una
axiomatización para ALC, la cual se compone por los axiomas de lógica
clásica junto con el esquema de normalidad y las reglas de Modus Ponens
y Necessitation.

Ahora daremos una axiomatización de ALC, como la presentada en
[15].

Definición 1.3 (Axiomatización de ALC). Los axiomas están determi-
nados de la siguiente forma:

A1 ¬(C u (D u ¬C))

A2 ¬((¬(C u (D u (¬E)))) u ((¬(C u (¬D))) u (C u (¬E))))

A3 ¬((¬((¬C) uD)) u ((¬((¬C) u (¬C))) u (¬C)))

A4 ¬((∀R.(¬(C u (¬D)))) u ((∀R.C) u (¬(∀R.D))))

Las reglas de inferencia son Modus Ponens (MP ) y Necessitation (Nec).

¬(C u ¬D) C

D
MP

C
∀R.C Nec
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Los axiomas A1-A3 pueden entenderse como una variante notacio-
nal de los correspondientes axiomas en Calculo Proposicional Clásico,
mientras que el Axioma A4 corresponde a la normalidad en la lógica
multi-modal K.

Si un concepto descriptivo C es derivable con la axiomatización de
ALC, entonces escribimos `ALC C.

Escribiremos ` C si no existe confusión al respecto.

1.3. El problema de la satisfacción

Uno de los principales problemas que se presenta en DL es la satis-
facción tanto de subsunciones como de conceptos, la cual permite inferir
conocimiento de manera general.

Definición 1.4 (Subsunción de conceptos).
Un concepto C se encuentra subsumido por un concepto D si para

toda interpretación I, I |= C v D. En tal caso se escribirá |= C v D.

Definición 1.5 (Tautoloǵıa). Un concepto C se llamará tautoloǵıa si
cumple que |= > v C.

Proposición 1.6 (Reducción a la insatisfacción). |= C v D si y sólo si
C u ¬D no se satisface.

Demostración.
Demostraremos equivalentemente la siguiente afirmación.
|= C v D si y sólo si D t ¬C es tautoloǵıa.
Se cumple que |= C v D si y sólo si CI ⊆ DI para toda interpretación

I si y sólo si CI ∪ (4I \CI) ⊆ DI ∪ (4I \CI) = DI ∪ (¬C)I si y sólo si
>I ⊆ (D t ¬C)I si y sólo si |= > v D t ¬C.

El resultado anterior garantiza la subsunción de un concepto en
términos de la insatisfacción.

La correctitud de la axiomatización de ALC se prueba de manera
inmediata.

Teorema 1.7 ([7, 15]). La axiomatización de ALC es robusta y comple-
ta, esto es, para cualquier concepto C de ALC, se tiene que

` C si y sólo si |= C
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Caṕıtulo 2

Una restricción de ALC

En esta sección formalizaremos una lógica basada en ALC que se
obtiene al restringir las propiedades que cumplen sus roles.

Dada una relación binaria r sobre un conjunto S, se dice que r es:

Simétrica: si para todo s1, s2 ∈ S, si (s1, s2) ∈ r entonces (s2, s1) ∈
r.

Serial: si para todo s1 ∈ S, existe s2 ∈ S tal que (s1, s2) ∈ r.

Reflexiva: si para todo s ∈ S se tiene que (s, s) ∈ r.

Transitiva: si para cualesquiera s1, s2, s3 ∈ S, si (s1, s2) ∈ r y
(s2, s3) ∈ r entonces (s1, s3) ∈ r.

Euclidiana: si para cualesquiera s1, s2, s3 ∈ S, si (s1, s2) ∈ r y
(s1, s3) ∈ r entonces (s2, s3) ∈ r.

Diremos que un rol R es simétrico, serial, reflexivo, transitivo o eu-
clidiano sobre I si la relación RI es simétrica, serial, reflexiva, transitiva
o euclidiana sobre 4I respectivamente.

Si sobre cualquier interpretación I se cumple que R es simétrico , se-
rial, reflexivo, transitivo o euclidiano, entonces diremos simplemente que
R es simétrico , serial, reflexivo, transitivo o euclidiano respectivamente.

En la configuración de conceptos descriptivos de ALC, decimos que
una interpretación I = (4I , ·I) es simétrica, serial, reflexiva, transitiva
o euclidiana si y sólo si todos sus roles cumplen la propiedad respectiva.

Las propiedades que cumplen los roles en las lógicas descriptivas re-
percuten de manera significativa en el comportamiento de sus conceptos.

Los siguientes teoremas relacionan las propiedades de los roles con la
satisfacción de conceptos y son demostrables en cualquier lógica descrip-
tiva con expresividad mayor o igual que ALC y cualquier interpretación
I.

7
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Teorema 2.1 (Simetŕıa). Un rol R es simétrico si y sólo si para cual-
quier concepto C se cumple que |= ¬C v ∀R.(¬∀R.C).

Demostración.
Probamos la suficiencia como sigue:
Sea x ∈ (¬C)I y sea y tal que (x, y) ∈ RI . Entonces (y, x) ∈ RI .

Luego existe un z a saber z = x tal que z ∈ (¬C)I . Por lo tanto x ∈
(∀R.(¬∀R.C))I .

Probemos la necesidad de la siguiente manera:
Sean x, y ∈ 4I tales que (x, y) ∈ RI y sea C un concepto tal que

CI = 4I \ {x} entonces x ∈ (¬C)I . Luego existe z tal que (y, z) ∈ RI y
también se cumple que z ∈ (¬C)I . Por lo que z = x y (y, z) ∈ RI .

Teorema 2.2 (Serialidad). |= ¬∀R.⊥ si y sólo si el rol R es serial.

Demostración.
Sea x ∈ 4I entonces existe y en 4I tal que (x, y) ∈ RI . Luego

x ∈ (¬∀R.⊥)I , lo cual prueba la necesidad.
Si ¬∀R.⊥ es teorema entonces para cada x en 4I se tiene que x ∈

(¬∀R.⊥)I . Por lo tanto para cada x en 4I existe un y en 4I tal que
(x, y) ∈ RI , con lo que la suficiencia queda probada.

Teorema 2.3 (Reflexividad). Un rol R es reflexivo si y sólo si para
cualquier concepto C se cumple que |= ∀R.C v C.

Demostración.
Para probar la la suficiencia. Sea x ∈ (∀R.C)I , si y es tal que (x, y)RI

entonces y ∈ (C)I y por tanto x ∈ CI .
Para probar la necesidad. Sea x en4I y supongamos que (x, x) 6∈ RI .

Sea C tal que CI = 4I \ {x} entonces x ∈ (∀R.C)I luego x ∈ C lo cual
es una contradicción. Por lo tanto (x, x) ∈ RI .

Teorema 2.4 (Transitividad). Un rol R es transitivo si y sólo si para
cualquier concepto C se cumple que |= ∀R.C v ∀R.∀R.C.

Demostración.
La suficiencia la probamos de la siguiente forma:
Sea x ∈ (∀R.C)I , entonces para cada y se cumple que si (x, y)RI ,

entonces se tiene que y ∈ (C)I . Luego si z es tal que (y, z) ∈ RI se tiene
que (x, z) ∈ RI por lo cual z ∈ CI y por tanto x ∈ (∀R.(∀R.C))I .

La necesidad la probamos como siguen:
Sean x, y, z ∈ 4I tales que (x, y) ∈ RI y (y, z) ∈ RI . Supongamos

que (x, z) 6∈ RI Sea C tal que CI = 4I \{z} entonces x ∈ (∀R.C)I y por
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tanto x ∈ (∀R.(∀R.C))I . Dado que (x, y) ∈ RI y (y, z) ∈ RI , se cumple
que z ∈ CI lo cual es una contradicción. Se concluye que (x, z) ∈ RI .

Teorema 2.5 (Euclidianidad). Un rol R es euclidiano si y sólo si para
cualquier concepto C se cumple que |= ¬(∀R.C) v ∀R.(¬∀R.C).

Demostración.
Procedemos de la siguiente forma para probar la suficiencia:
Sea x ∈ (¬∀R.C)I entonces existe z tal que (x, z)RI y z ∈ (¬C)I .

Luego sea y ∈ 4I tal que (x, y) ∈ RI entonces (y, z) ∈ RI y z ∈ (¬C)I .
Aśı se concluye que x ∈ (∀R.(¬∀R.C))I .

La prueba de la necesidad la realizamos como sigue:
Sean x, y, z ∈ 4I tales que (x, y) ∈ RI y (x, z) ∈ RI . Sea C un

concepto tal que CI = 4I \ {z} entonces x ∈ (¬∀R.C)I y por tanto x ∈
(∀R.(¬∀R.C))I . Por lo tanto para y existe w ∈ (¬C)I tal que (y, z) ∈ RI .
Aśı, como z = w, se tiene que (y, z) ∈ RI .

Observemos que las reglas que caracterizan a las lógicas proposicio-
nales modales normales son validas en lógicas descriptivas con grado de
expresividad mayor que ALC.

Teorema 2.6 (MP). Si |= C v B y C es tautoloǵıa entonces B también
lo es.

La prueba se sigue inmediatamente.

Teorema 2.7 (Necesitación). Si C es una tautoloǵıa entonces ∀R.C
también lo es.

Demostración.
C es tautoloǵıa si y sólo si >I ⊆ CI para cada interpretación I.
Sea x ∈ 4I y supongamos que y es tal que (x, y) ∈ RI entonces

y ∈ 4I ⊆ CI y por tanto se concluye que x ∈ ∀R.C.

Teorema 2.8 (Normalidad). ¬(∀R(D t ¬C)) t ¬(∀R.C) t ∀R.D es
tautoloǵıa.

Demostración.
Sea x ∈ 4I . Supongamos que x 6∈ (¬(∀R(D t ¬C)))I entonces x ∈

(∀R.(D t ¬C))I . Supongamos además que x 6∈ (¬(∀R.C))I entonces
x ∈ (∀R.C)I . Sea y ∈ 4I tal que (x, y) ∈ RI entonces y ∈ (D t ¬C)I

y y ∈ CI y por ende y ∈ ((D t ¬C) u C)I , de donde y ∈ (D u C)I . Aśı
tenemos que y ∈ CI y y ∈ DI que es lo que se requeŕıa.

Las siguientes proposiciones muestran algunas propiedades que cum-
plen los conceptos lógico descriptivos de ALC.
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Proposición 2.9. Si |= ∀R.C v D entonces |= ∀R.(∀R.C) v ∀R.D.

Demostración.
Sea x ∈ (∀R.(∀R.C))I y sea y tal que (x, y) ∈ RI . Notemos que, por

hipótesis, z es tal que (y, z) ∈ RI entonces z ∈ CI .
Supongamos que y 6∈ DI entonces y ∈ (¬D)I ⊆ (¬(∀R.C))I , por

ende existe z ∈ (¬C)I tal que (y, z) ∈ RI lo cual contradice que x ∈
(∀R.(∀R.C))I . Por lo tanto y 6∈ DI y aśı x ∈ (∀R.D)I .

En lo sucesivo se empleará la expresión |= C ≡ D como una abrevia-
ción para |= C v D y |= D v C.

Proposición 2.10. |= ∀R.(C uD) ≡ ∀R.C u ∀R.D.

Demostración.
Sea x ∈ (∀R.(C u D))I , si y es tal que (x, y) ∈ RI entonces y ∈

(C uD)I = CI ∩DI . Luego x ∈ (∀R.C)I y x ∈ (∀R.D)I . Por lo tanto
x ∈ (∀R.C u ∀R.D)I

Sea x ∈ (∀R.C u ∀R.D)I entonces x ∈ (∀R.C)I y x ∈ (∀R.D)I .
Si y es tal que (x, y) ∈ RI entonces y ∈ (C u D)I . Por lo cual x ∈
(∀R.(C uD))I

2.1. ALCS4

A continuación presentamos una extensión de la lógica ALC que,
como se puede constatar, corresponde a la la lógica multi-modal S4.

Definición 2.11. Llamaremos ALCS4 a la extensión axiomática de la
lógica descriptiva ALC, la cual se obtiene restringiendo la semántica a
roles reflexivo transitivos.

Una manera usual de estudiar una lógica formal consiste en definir
un conjunto de axiomas y reglas de inferencia y entonces, si es posible,
obtener una semántica adecuada para dicha lógica. Sin embargo para
estudiar las lógicas descriptivas es más natural proceder de manera in-
versa, es decir, empezando con una interpretación semántica analizamos
las consecuencias validas en la lógica correspondiente y si es posible,
definir un conjunto de axiomas y reglas de inferencia.

Definición 2.12. Axiomatización de ALCS4
La axiomatización de ALCS4 esta formada por los axiomas y reglas

de inferencia de ALC (Definición 1.3) junto con los siguientes axiomas.

A5 ¬(¬C u ∀R.C)

A6 ¬(¬(∀R.(∀R.C)) u ∀R.C)
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Por abuso de notación, cuando se desprenda del contexto, también
escribimos ` C cuando un concepto descriptivo C en ALCS4 es derivable
en sus correspondiente axiomatización.

Observe que A5 y A6 corresponden a las propiedades de reflexividad
y transitividad relativas a los roles, respectivamente.

Teorema 2.13. La axiomatización de ALCS4 es sólida y completa,
esto es, para cualquier concepto descriptivo C y cualquier interpretación
I reflexivo transitiva, se tiene que

` C si y sólo si I |= C

Demostración.
Para la suficiencia procedemos como en la prueba del Teorema 1.7([7,

16]), con la condición adicional que los roles son reflexivos y transitivos, y
por el Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 para cualquier axioma C de ALCS4
se tiene que I |= C. Y por Teorema 2.6, Teorema 2.7 y Teorema 2.8 se
cumple que todo teorema es tautoloǵıa.

La necesidad se sigue inmediatamente del Teorema 1.7, Teorema 2.3
y el Teorema 2.4.



12 Una restricción de ALC



Caṕıtulo 3

Sistemas de Secuentes
Lógico Descriptivos

En este caṕıtulo introducimos un cálculo de secuentes para ALCS4,
el cual es libre de corte y contracción . Probamos también su correctitud
y se presenta un análisis sobre la complejidad del sistema de secuentes.
Finalmente, se realiza una implementación de dicho cálculo de secuentes
en el lenguaje de programación ML.

3.1. Secuentes para ALCS4

Un secuente es una pareja (Γ,Λ), escrito como Γ ⇒ Λ, donde Γ y
Λ son conjuntos, posiblemente vaćıos, de conceptos descriptivos. Intui-
tivamente, el śımbolo ⇒ denota que la conjunción de conceptos en Γ
implica la disyunción de conceptos en Λ. Generalmente se suele escribir
Γ, C1, ..., Ck en lugar de Γ ∪ {C1, ..., Ck}. Asimismo escribiremos

d
Γ y⊔

Λ para referirnos a
d

C∈Γ

C y
⊔

C∈Λ

C respectivamente.

Una regla de secuente es una tupla de secuentes (S0, S1, S2, ..., Sn)
no vaćıa, la cual se representa de la siguiente manera:

S1, S2, ..., Sn

S0

Si una regla de secuente sólo tiene un secuente, entonces es llamada un
secuente inicial. El significado intuitivo de una regla secuente es que el
primer secuente S0 se deriva de de los demás secuentes Si (i > 0). Si
la regla es un secuente inicial, entonces ese secuente puede interpretarse
como un axioma porque no hay necesidad de suposiciones para derivar la

13
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misma. Finalmente un conjunto no vaćıo de reglas de secuentes se llama
un sistema consecuente.

Antes de definir un sistema de secuentes para ALCS4, establecemos
las siguientes convenciones para ciertas reglas de secuentes.

Si Γ = {C1, ..., Ck} entonces denotamos mediante ∀R.Γ al conjunto
{∀R.C1, ...,∀R.Ck}.

Definición 3.1 (Sistema de secuentes de ALCS4). Definimos un siste-
ma de secuentes para ALCS4 con las siguientes reglas.

Secuente inicial

C,Γ⇒ C,Λ
Ax

Reglas de conceptos
Γ⇒ C,Λ

¬C,Γ⇒ Λ
¬A

C,Γ⇒ Λ

Γ⇒ ¬C,Λ ¬K

C,D,Γ⇒ Λ

C uD,Γ⇒ Λ
uA

Γ⇒ C,Λ Γ⇒ D,Λ

Γ⇒ C uD,Λ uK

Reglas de cuantificación

C,Γ⇒ Λ

∀R.C,Γ⇒ Λ
∀A ∀R.Γ⇒ C

∀R.Γ⇒ ∀R.C ∀K

Intuitivamente, una prueba es definida como un árbol de secuentes
donde cada nivel se obtiene por la aplicación de una regla de un sistema
de secuentes dado, cada rama es finita y comienza con un secuente inicial.

Considere por ejemplo la siguiente prueba del axiomaA1 en el sistema
de secuentes de ALCS4.

C,D ⇒ C
Ax

(¬C), D,C ⇒ ¬A

(D u (¬C)), C ⇒ uA

(C u (D u (¬C)))⇒ uA

⇒ (¬(C u (D u (¬C))))
¬K

Una regla de secuentes instanciada es la regla que resulta por el
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intercambio, en el esquema de la regla, de las apariciones de un concepto
por un concepto especifico.

Definición 3.2 (Árbol de prueba). Dado un sistema de secuentes, un
árbol de derivación se define de manera inductiva como sigue:

cualquier regla del sistema de secuentes instanciada es un árbol
derivación;

la siguiente expresión es un árbol de derivación

T1 . . . Tn
S0

con la condición que Ti (i = 1, . . . , n) es un árbol de derivación, y

S1 . . . Sn

S0

es una regla instanciada, tal que Si es la ráız correspondiente (se-
cuente más bajo) de Ti.

Un árbol de derivación se denomina ábol de prueba, o simplemente una
prueba, si todas sus ramas son finitas y tienen como ráız secuentes ini-
ciales.

Si existe una prueba para un secuente⇒ Γ, entonces escribimos `G Γ
(G debido a Gentzen).

3.1.1. Correctitud

Con el fin de mostrar que ALCS4 es correcta, a continuación, mos-
tramos robustez y completitud.

Ahora planteamos el siguiente lema requerida para demostrar robus-
tez.

Lema 3.3. Si ∀R.C v D es válido, entonces ∀R.∀R.C v ∀R.D también
lo es.

Demostración. Supongamos que x ∈ (∀R.∀R.C)I , si ocurre que y es tal
que (x, y) ∈ RI , entonces y ∈ (∀R.C)I y por hipótesis y ∈ (D)I aśı que
x ∈ (∀R.D)I .

Ahora estamos listos para probar la robustez.

Teorema 3.4 (Solidez). Si existe una prueba del secuente Γ⇒ Λ en el
sistema de secuentes para ALCS4, entonces la formula

d
Γ v

⊔
Λ es

válida en ALCS4, esto es, toda interpretación reflexiva y transitiva es
un modelo de la fórmula.
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Demostración. Procedemos por inducción sobre la altura del árbol de
prueba de Γ⇒ Λ.

El caso base para C,Γ⇒ C,Λ es trivial.
Si ahora asumimos que tenemos una prueba

T

Γ′ ⇒ Λ′

entonces tenemos que probar que si existe también la prueba

T
Γ′ ⇒ Λ′

Γ⇒ Λ

entonces
d

Γ v
⊔

Λ es válida.
Considere el caso cuando el último paso en la prueba es el siguiente:

Γ⇒ C,Λ

¬C,Γ⇒ Λ

Entonces por inducción tenemos que
d

Γ v C t
⊔

Λ es válida, esto es,
para para cualquier interpretación reflexiva y transitiva I, existe un x ∈
∆I , tal que si x ∈ (

d
Γ)I , entonces x ∈ (C)I o x ∈ (

⊔
Λ)I . No es dif́ıcil

entonces concluir que si x ∈ (
d

Γ)I y x 6∈ (C)I , entonces x ∈ (
⊔

Λ)I , es
decir,

d
Γ u ¬C v

⊔
Λ es también válida.

Procedemos de manera análoga para el caso cuando el último paso
de la prueba es una regla con operador booleano.

Considere ahora que el último paso de la prueba es el siguiente:

C,Γ⇒ Λ

∀R.C,Γ⇒ Λ

Por inducción sabemos que para cualquier interpretación I reflexiva
y transitiva, se cumple lo siguiente:(

C u
l

Γ
)I
⊆
⊔

ΛI

También se sabe (por el Teorema 2.3), debido a la reflexividad, que
(∀R.C)I ⊆ (C)I .

Es entonces evidente que (∀R.C u
d

Γ)
I ⊆ (

⊔
Λ)

I
.

Consideremos ahora el caso final:

∀R.Γ⇒ C

∀R.Γ⇒ ∀R.C
Por inducción ∀R.Γ v C es válido. Ahora, sabemos que ∀R.∀R.Γ v ∀R.C
es válido, por el Lema 3.3 y también ∀R.CuD ≡ ∀R.Cu∀R.D es válido
para cualesquiera C, D y r por la Proposición 2.10.
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Ya que toda interpretación es transitiva, entonces también sabemos
que ∀R.Γ v ∀R.∀R.Γ (por el Teorema 2.4) es válido. Por consiguiente,
∀R.Γ v ∀R.C es válido.

La manera de verificar completud será a partir de la completud de la
axiomatización de ALCS4.

Teorema 3.5. Si un concepto descriptivo C es derivable en la axiomati-
zación de ALCS4, entonces existe una prueba en el sistema de secuentes
de ALCS4, es decir,

si ` C, entonces `G C.

Demostración. Procedemos por inducción sobre la derivación en la axio-
matización de ALCS4.

El caso base son los axiomas y modus ponens. A1 ya se ha demostra-
do en un ejemplo anterior. Vamos a demostrar los axiomas restantes y
modus ponens. Observe que A4, A5 y A6 son los axiomas representativos
de S4 y por tanto merecen un poco más de atención. Aun aśı todos son
igual de importantes y dignos de ser demostrados.

Para A2 tenemos:

C ⇒ (C u (¬D)), C,E
Ax

1

C ⇒ E,D,C
Ax

C,D ⇒ E,D
Ax

C ⇒ (¬D), D,E
¬K

C ⇒ (C u (¬D)), D,E
uK

C,E ⇒ (C u (¬D)), E
Ax

C ⇒ (¬E), (C u (¬D)), E
¬K

C ⇒ (D u (¬E)), (C u (¬D)), E
uK

2

1 2
C ⇒ (C u (D u (¬E))), (C u (¬D)), E

uK

(¬E), C ⇒ (C u (¬D)), (C u (D u (¬E)))
¬A

(C u (¬E))⇒ (C u (D u (¬E))), (C u (¬D))
uA

(¬(C u (¬D))), (C u (¬E))⇒ (C u (D u (¬E)))
¬A

(¬(C u (D u (¬E)))), (C u (¬E)), (¬(C u (¬D)))⇒ ¬A

((¬(C u (¬D))) u (C u (¬E))), (¬(C u (D u (¬E))))⇒ uA

((¬(C u (D u (¬E)))) u ((¬(C u (¬D))) u (C u (¬E))))⇒ uA

⇒ (¬((¬(C u (D u (¬E)))) u ((¬(C u (¬D))) u (C u (¬E)))))
¬K
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Para A3 tenemos:

C ⇒ (¬C), C
Ax

⇒ (¬C), (¬C), C
¬K

C ⇒ C,D
Ax

⇒ (¬C), D,C
¬K

⇒ ((¬C) uD), (¬C), C
uK

C ⇒ ((¬C) uD), C
Ax

⇒ (¬C), ((¬C) uD), C
¬K

⇒ ((¬C) u (¬C)), ((¬C) uD), C
uK

(¬C)⇒ ((¬C) uD), ((¬C) u (¬C))
¬A

(¬((¬C) u (¬C))), (¬C)⇒ ((¬C) uD)
¬A

(¬((¬C) uD)), (¬C), (¬((¬C) u (¬C)))⇒ ¬A

((¬((¬C) u (¬C))) u (¬C)), (¬((¬C) uD))⇒ uA

((¬((¬C) uD)) u ((¬((¬C) u (¬C))) u (¬C)))⇒ uA

⇒ (¬((¬((¬C) uD)) u ((¬((¬C) u (¬C))) u (¬C))))
¬K

Para A4 tenemos:

C ⇒ D,C
Ax

C,D ⇒ D
Ax

C ⇒ (¬D), D
¬K

C ⇒ (C u (¬D)), D
uK

(¬(C u (¬D))), C ⇒ D
¬A

(∀R.(¬(C u (¬D)))), C ⇒ D
∀A

(∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ D
∀A

(∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ (∀R.D)
∀K

(¬(∀R.D)), (∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ ¬A

((∀R.C) u (¬(∀R.D))), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ uA

((∀R.(¬(C u (¬D)))) u ((∀R.C) u (¬(∀R.D))))⇒ uA

⇒ (¬((∀R.(¬(C u (¬D)))) u ((∀R.C) u (¬(∀R.D)))))
¬K

Para A5 tenemos:

(∀R.C)⇒ (∀R.C)
Ax

(∀R.C)⇒ (∀R.(∀R.C))
∀K

(¬(∀R.(∀R.C))), (∀R.C)⇒ ¬A

((∀R.C) u (¬(∀R.(∀R.C))))⇒ uA

⇒ (¬((∀R.C) u (¬(∀R.(∀R.C)))))
¬K
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Para A6 tenemos:

C ⇒ C
Ax

(∀R.C)⇒ C
∀A

(¬C), (∀R.C)⇒ ¬A

((∀R.C) u (¬C))⇒ uA

⇒ (¬((∀R.C) u (¬C)))
¬K

Para MP tenemos:

C ⇒ D,C
Ax

C,D ⇒ D
Ax

C ⇒ (¬D), D
¬K

C ⇒ (C u (¬D)), D
uK

(¬(C u (¬D))), C ⇒ D
¬A

Aqúı (¬(C u (¬D))) corresponde a C v D traduciendo subsunción y
disyunción.

Para el paso inductivo, asumimos que tenemos una prueba para un
concepto descriptivo C, entonces mostramos la regla de necesitación:

⇒ C
⇒ (∀R.C)

∀K

Corolario 3.6 (Completitud). Para cualquier interpretación reflexiva y
transitiva I, si I es un modelo para un concepto descriptivo C, entonces
existe una prueba de C en el sistema de secuentes de ALCS4, es decir,
`G C.

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 3.5 y 2.13.
Es importante indicar la existencia de una jerarqúıa para la aplica-

ción de las reglas. Primero aplicamos reglas lógicas, seguido de la regla
de cuantificación derecha (si es posible) y concluyendo con la regla de
cuantificación izquierda.

3.1.2. Complejidad e implementación

Vamos a demostrar que el sistema secuente para ALCS4 está en
EXPTIME. Esto se debe principalmente al hecho de que las pruebas
tienen forma de árboles binarios y existe una cota exponencial sobre el
número de árboles binarios.

Teorema 3.7 (Complejidad). El sistema de secuentes para ALCS4 está
en EXPTIME.
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Demostración. Note primero que el sistema satisface la propiedad de la
subfórmula, es decir, para cada regla (S0, S1) o (S0, S1, S2), las fórmulas
en S1 o S2 son todas subfórmulas de las que ocurren en S0. Entonces
es evidente que la altura de las pruebas (número de pasos de prueba) es
lineal con respecto al tamaño de los secuentes de entrada. Note ahora que
debido a la regla conjunción a la derecha, las pruebas son en forma de
árbol binario. La cota exponencial proviene del hecho de que el número
de nodos en árboles binarios es exponencialmente acotado respecto a la
altura del árbol.

En cuanto a la implementación, hemos seguido un enfoque funcio-
nal como en [13]. En particular, el sistema ALCS4 se implementó en
ML [9].Para ello consideramos tres tipos de datos fundamentales: des-
cripciones de conceptos cuyo alfabeto está formado por nombres de con-
ceptos y roles, secuentes definidos como un par de listas de concepto y
reglas, que pueden ser axiomas y reglas con una o dos hipótesis.

En el Apéndice A.1 se presenta el código para la implementación, la
cual fue verificada en una PC con procesador Intel Core i5 de 1.8 GHz,
Windows 8.1, en Moscow ML versión 2.01. Por ejemplo, la verificación
de la validez del Axioma 5, presente en la demostración del Teorema 3.5,
requirió en nuestra implementación de 16.4844 milisegundos.

3.2. Árboles de hipersecuentes para ALC
En esta sección, introducimos primero la noción de árbol de hiperse-

cuentes, el cual es una generalización de los secuentes. Despues se intro-
duce un sistema de árboles de hypersecuentes para ALC, sin ningún tipo
de restricción en los roles. También se dan las pruebas para la correcti-
tud y complejidad (2EXPTIME). Además se describe la implementación
correspondiente.

3.2.1. El cálculo

Los árboles de hipersecuentes como su nombre sugiere son estructuras
de tipo árbol, donde cada uno de sus nodos es un secuente. La siguiente
es una definición más precisa.

Definición 3.8 (Árbol de hipersecuentes). Un árbol de hipersecuentes
(THS) por sus sigla en inglés se define de manera inductiva por la si-
guiente gramática:

T := S/MT

MT := ∅T ;MT

donde S es un secuente.
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En cuanto a la notación, escribimos S, en lugar de S/∅.
Como en [10], se define el zoom para árboles de hipersecuentes.

Definición 3.9. El conjunto de zoom de árbol de hipersecuentes ZTHS
es definido inductivamente de la siguiente manera:

[−] ∈ ZTHS.

Si T1, ..., Tn ∈ THS, r1, ..., rn son nombres de roles, entonces
[−]/r1 : T1; ...; rn : Tn ∈ ZTHS

Si S es un secuente, T2, ..., Tn ∈ THS, r1, ..., rn son nombres de
roles y T1[−] ∈ ZTHS, entonces S/r1 : T1[−]; r2 : T2; ...; rn : Tn ∈
ZTHS

T [T ′] denota la substitución de T ′ en T [−] la cual es definida de la
siguiente manera:

Si T [−] = [−], entonces T [T ′] = T ′.

Si T [−] = [−]/r1 : T1; ...; rn : Tn y T ′ = S′/w1 : T ′
1; ...;wk : T ′

k,
entonces T [T ′] = S′/r1 : T1; ...; rn : Tn;w1 : T ′

1; ...;wk : T ′
k.

Si T [−] = S/r1 : T1[−]; r2 : T2; ...; rn : Tn, entonces T [T ′] = S/r1 :
T1[T ′]; r2 : T2; ...; rn : Tn.

Definición 3.10 (Sistema de árboles de hipersecuentes para ALC). De-
finimos un sistema de árboles de hipersecuentes para ALC mediante las
siguientes reglas.

Árbol de hipersecuentes inicial

T [C,Γ⇒ C,Λ]
Ax

Reglas de conceptos

T [Γ⇒ C,Λ]

T [¬C,Γ⇒ Λ]
¬A

T [C,Γ⇒ Λ]

T [Γ⇒ ¬C,Λ]
¬K

T [C,D,Γ⇒ Λ]

T [C uD,Γ⇒ Λ]
uA

T [Γ⇒ C,Λ] T [Γ⇒ D,Λ]

T [Γ⇒ C uD,Λ]
uK
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Reglas de cuantificación

T [(∀R.C,Γ⇒ Λ)/R : (C,Γ′ ⇒ Λ′/MT ′);MT ]

T [(∀R.C,Γ⇒ Λ)/R : (Γ′ ⇒ Λ′/MT ′);MT ]
∀RA

T [(Γ⇒ Λ)/R : (⇒ C)]

T [Γ⇒ ∀R.C,Λ]
∀RK

Observe que la regla ∀RA se puede aplicar a un hipersecuente de la
forma T [(∀R.C,Γ ⇒ Λ)/MT ] siempre que exista un hipersecuente en
MT que esté etiquetado por el rol R. Por lo tanto, si cada hipersecuente
en MT etiquetado por R contiene el concepto C en el antecedente de la
ráız, entonces la regla ∀RA no se puede aplicar y por lo tanto podemos
eliminar al concepto ∀R.C del hipersecuente T .

Como ejemplo de la utilización del sistema de árboles de hipersecuen-
tes, consideremos la siguiente prueba de A4:

⇒ /R : (C ⇒ D,C)
Ax

⇒ /R : (D,C ⇒ D)
Ax

⇒ /R : (C ⇒ (¬D), D)
¬K

⇒ /R : (C ⇒ (C u (¬D)), D)
uA

⇒ /R : ((¬(C u (¬D))), C ⇒ D)
¬A

(∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ /R : (C ⇒ D)
∀RA

(∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ /R : (⇒ D)
∀RA

(∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ (∀R.D)
∀RK

(¬(∀R.D)), (∀R.C), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ ¬A

((∀R.C) u (¬(∀R.D))), (∀R.(¬(C u (¬D))))⇒ uA

((∀R.(¬(C u (¬D)))) u ((∀R.C) u (¬(∀R.D))))⇒ uA

⇒ (¬((∀R.(¬(C u (¬D)))) u ((∀R.C) u (¬(∀R.D)))))
¬K

3.2.2. Correctitud

Ahora mostraremos que el sistema de árboles de hipersecuentes para
ALC es correcto.

Los árboles de hipersecuentes se interpretan como una disyunción
compuesta por sus ramas. Más precisamente, definimos inductivamente
la siguiente función de interpretación:

(C1, . . . , Cn ⇒ D1, . . . , Dm)H =
nd

i=1

Ci v
m⊔
i=1

Di, y
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(S/R1 : T1, . . . , Rk : Tk)H = SH t
k⊔

i=1

∀Ri.(Ti
H).

Teorema 3.11 (Solidez). Si existe una prueba del árbol de hipersecuen-
tes T en el sistema de árboles de hipersecuentes para ALC, entonces TH

es válida.

Demostración. Procedemos por inducción sobre la altura de la prueba
de T .

En el caso base, distinguimos dos casos: uno cuando C,Γ ⇒ C,Λ
ocurre en la ráız de T , y el otro cuando esto no pasa.

En el primer caso esta claro que Cu
d

Γ v Ct
⊔

Λ es válido. En el se-
gundo caso, es fácil ver que ∀R1. . . . .∀Rn. (C u

d
Γ v C t

⊔
Λ) también

es válido, ya que si un concepto D se satisface, entonces ∀RD también
se satisface para cualquier rol R, debido a que ∆I ⊆ DI se cumple.

En el paso inductivo asumimos una prueba de un árbol T ′, y entonces
mostramos por casos que la regla T ′

T puede ser aplicada. Considere ahora
el caso cuando el último paso de la prueba es el siguiente.

T [Γ⇒ C,Λ]

T [¬C,Γ⇒ Λ]

En este caso, también distinguimos dos subcasos: cuando ¬C,Γ ⇒ Λ
ocurre en la ráız de T , y cuando esto no sucede. En el primer caso,
sabemos que Γ⇒ C,Λ también ocurre en la ráız de T y éste es tambén
válido (por hipótesis inductiva). Entonces para cualquier interpretación

I, sabemos que (
d

Γ)
I ⊆ CI ∪ (

⊔
Λ)

I
. De esto, implicamos que (

d
Γ)

I ∩(
CI
)c ⊆ (

⊔
Λ)

I ∩ (CI)c ⊆ (
⊔

Λ)
I
, y por esto ¬C,Γ ⇒ Λ es válido.

Los otros casos cuando el último paso de la prueba involucra operadores
booleanos se prueba de manera análoga.

Nos enfocaremos ahora al caso de la cuantificación izquierda.

T [(∀R.C,Γ⇒ Λ)/R : (C,Γ′ ⇒ Λ′/MT ′)]

T [(∀R.C,Γ⇒ Λ)/R : (Γ′ ⇒ Λ′/MT ′)]

Sólo probaremos el caso básico y cuando MT ′ = ∅, el argumento para
los otros casos es similar. Entonces, por hipótesis inductiva, obtenemos
que el siguiente concepto es válido.

¬
(
∀R.C u

l
Γ
)
t
⊔

Λ t ∀R.
(
¬
(
C u

l
Γ′
)
t
⊔

Λ′
)

Entonces por las leyes de De Morgan:

¬∀R.C t ¬
l

Γ t
⊔

Λ t ∀R.
(
¬C t ¬

l
Γ′ t

⊔
Λ′
)
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y por normalidad:

¬∀R.C t ¬
l

Γ t
⊔

Λ t ∀R.¬C t ∀R.
(
¬

l
Γ′ t

⊔
Λ′
)

y puesto que ∀R.¬C v ¬∀R.C se satisface, entonces claramente se im-
plica que ((∀R.C,Γ⇒ Λ)/R : (Γ′ ⇒ Λ′))H es válido.

Cuantificación a la derecha:

T [(Γ⇒ Λ)/R : (⇒ C)]

T [Γ⇒ ∀R.C,Λ]

Una vez más sólo probaremos el caso base cuando T [−] = [−]. Por
inducción, sabemos que el siguiente concepto es válido (¬

d
Γ) t

⊔
Λ t

∀R.(¬> t C). Entonces (¬
d

Γ) t
⊔

(∀R.C,Λ) es válido. Lo cual clara-
mente implica que la ráız del hipersecuente es es válida bajo la función
H.

La completitud también se demuestra con respecto a la completi-
tud de la axiomatización de ALC. Probaremos primero que el sistema
de árboles de hipersecuentes para ALC es completo con respecto a la
axiomatización de ALC.

Teorema 3.12. Si un concepto descriptivo C es derivable en la axio-
matización de ALC, entonces hay una prueba en el sistema de árboles
de hipersecuentes de ALC, es decir,

si ` C, entonces `H C.

Demostración. La prueba se hará por inducción sobre la derivación en la
axiomatización de ALC. En el caso base, el único subcaso interesante es
la prueba del axioma A4, la cual se dio como un ejemplo anterior. Para
el paso inductivo, asumimos que ya tenemos una prueba de un concepto
C, entonces probemos la regla de necesitación.

⇒ /R : (⇒ C)

⇒ (∀R.C)
∀RK

La completud es ahora clara del Teorema 3.12 y del Teorema 1.7.

Corolario 3.13 (Completud). Para cualquier interpretación I, si I es
un modelo para un concepto descriptivo C, entonces existe una prueba de
C en el sistema de árboles de hipersecuentes para ALC, esto es, `H C.
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3.2.3. Complejidad e implementación

La complejidad del sistema de árboles de hipersecuentes para ALC
está en 2EXPTIME. Intuitivamente, las pruebas en este sistema son
árboles binarios donde sus números de nodos son acotados exponen-
cialmente por sus respectivas alturas, que están aśı mismo acotadas de
manera exponencial po el tamaño del concepto de entrada.

Teorema 3.14 (Complexity). El sistema de árboles de hipersecuentes
para ALC esta en 2EXPTIME.

Demostración. La primera cota exponencial proviene de la cota en el
número de nodos en árboles binarios con respecto a la altura del árbol.
Recordemos de la prueba de complejidad del sistema de secuentes de
ALCS4 que las reglas correspondientes a conectivos booleanos producen
árboles de prueba binarios, debido a la propiedad de la subfórmula.

Vamos a demostrar la segunda cota exponencial: la altura de los
árboles de prueba está acotad de manera exponencial por el tamaño del
concepto de entrada. Para este propósito, primero recuérdese que cada
nodo del árbol de prueba es un árbol de hipersecuente. A continuación,
se procede a demostrar que el número de nodos para cada árbol de
hipersecuente está limitado de manera exponencial por el tamaño del
concepto.

En primer lugar, debido a la propiedad de la subfórmula, es fácil ver
que el rango de cada árbol de está linealmente acotado por el tamaño
del concepto. Sin embargo, debido a la regla de cuantificación universal
en el lado izquierdo, hay duplicaciones (nodos en los árboles de hiperse-
cuentes). Ahora, existe una bien conocida y directa reducción lineal de
árboles n-arios a árboles binarios [3, 4, 5], de tal manera que la altura de
los árboles binarios está linealmente acotada por el rango de los árboles
n-arios. Entonces, la altura de la versión binaria de los árboles de los hi-
persecuentes es también lineal. Recordando de nuevo la cota exponencial
sobre el número de nodos en árboles binarios con respecto a la altura, se
obtiene que el tamaño de cada árbol de hipersecuente (nodo prueba) es
exponencial con respecto al tamaño del concepto de entrada.

La implementación del sistema de árboles de hipersecuentes para
ALC es similar a la descrita para el sistema de secuentes de ALCS4 en
la Sección 3.1. Sin embargo, en el caso del sistema para ALC, la estructu-
ra fundamental de datos está compuesta por árboles de hipersecuentes,
que es descrita en la figura 3.1. En esta figura, también se muestra un
tipo de datos para árboles a prueba con árboles de hipersecuentes co-
mo nodos. Este tipo de datos puede tener ninguna regla aplicable, un
axioma, o una regla con una o dos hipótesis. La prueba del axioma A4,
presentada anteriormente, toma 19,0497 milisegundos en nuestra aplica-
ción. El código completo se describe en el Apéndice A.



datatype THS =
hyper of Sequent ∗
( ( Roles ∗ THS) l i s t ) ;

datatype SystemGH = NoRule
| AXITHS of THS
| InRuOneH of THS
| InRuTwoH of THS ∗ THS;

Figura 3.1: Estructura de datos para pruebas con árboles de hiperse-
cuentes
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Conclusiones
En este trabajo se caracterizaron propiedades de los roles en sis-

temas lógico descriptivos con complemento, lo cual permitió probar la
correctud de los algoritmos propuestos. Introducimos las teoŕıas de prue-
ba básicas para dos lógicas descriptivas importantes (DL). El lenguaje
conceptual básico proposicionalmente cerrado ALC, y su variante con
funciones reflexivas y transitivas, que nombramos ALCS4 debido a la
directa correspondencia con la lógica multi-modal S4. El sistema para
ALCS4 disfruta de la eliminación de corte, que permite demostrar de-
cidibilidad. Además, este sistema es también libre de contracción. Estas
dos caracteŕısticas son requisitos importantes para la implementación de
sistemas de tipo secuentes. También se proporciona la implementación.
El sistema se ha demostrado también correcto: robusto y completo. Y se
muestra que la complejidad del sistema está en EXPTIME.

También introducimos un sistema de prueba para ALC sin restric-
ción en roles. El sistema se basa en árboles de hipersecuentes, que es
la generalización de secuentes. Este sistema también es libre de corte y
la contracción. También se dan las pruebas la correctud y complejidad
(2EXPTIME) del sistema junto con la implementación.

Hemos cubierto tanto la parte teórica como la parte de implementa-
ción computacional, pero resta atender a la parte de los problemas reales
de aplicación. Creemos que los marcos de razonamiento proporcionados
en el actual trabajo permitirán más estudios en lógica descriptiva desde
una perspectiva de teoŕıa de prueba. En particular, estamos interesados
en pruebas constructivas de interpolación de Craig en el contexto DL.
Otra perspectiva de la investigación inmediata es el estudio del sistema
de prueba de tipo secuente para lógicas descriptivas incluyendo razo-
namiento terminológico (TBoxes) y afirmacional (ABoxes). También en
este contexto, planeamos estudiar lógicas descriptivas más expresivas,
incluyendo restricciones aritméticas (numéricas), roles inversos y nomi-
nales [3, 4, 5].
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Apéndice A

Implementación en ML

ML es un lenguaje de programación funcional, interpretado, fuer-
temente tipificado que dentro de sus caracteŕısticas importantes se en-
cuentra el polimorfismo parametrizado, lo cual permite definir funciones
aplicables a diferentes parámetros o tipos de datos. ML es acrónimo de
Meta Lenguaje, fue desarrollado por Robin Milner y otros a finales de
los años 70’s como un lenguaje para desarrollar tácticas de demostración
en el sistema LCF (un demostrador automático de teoremas).

En la actualidad están disponibles varios lenguajes de la familia ML,
entre los principales se encuentran: Standard ML (SML) y Ocaml (Ocaml
contiene la sintaxis de ML como un subconjunto).

Los lenguajes de la familia ML se aplican principalmente en diseño
y manipulación de lenguajes de programación (compiladores, analizado-
res, demostradores de teoremas), aśı como en bioinformática, sistemas
financieros, protocolos de sincronización, etc.

Para crear un tipo datos en ML se utiliza el comando datatype el
cual funciona como en el siguiente ejemplo:

datatype Roles= r o l e of s t r i n g ;

datatype Conc= conc of s t r i n g |
nega of Conc |
conj of Conc ∗ Conc |
cuan of Roles ∗ Conc ;

Aqúı datatype permite construir los tipos de datos Roles y Conc.
Role tiene un constructor llamado role que admite elementos del tipo
string, aśı por ejemplo role(“ R”) es un elemento de Role. Conc tiene
cuatro constructores conc que admite elementos de tipo string, nega que
admite elementos de Conc, conj que admite parejas de elementos de Conc

29
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y cuan que admite parejas con primer elemento en Roles y segundo en
Conc, aśı por ejemplo cuan(role(“R”),nega(conc(“A”))) es un elemento
de Conc y representa al concepto descriptivo ∀R.¬A.

Para darle un alias a una estructura se utiliza la palabra type como
en el siguiente ejemplo:

type Seq = Conc l i s t ;

Aqúı type permite referirse a listas de Conc cuando se menciona a
Seq.

Las listas son una estructura de datos que se puede definir inducti-
vamente. La lista vaćıa es su elemento base y cada elemento de la lista
es la lista vaćıa o tiene un primer elemento y lo demás es una lista.

Lo anterior podŕıa ser definido formalmente de la siguiente manera:

[ ] es una lista y

si a es el primer elemento de a :: r y r es una lista entonces a :: r
es una lista.

Aśı por ejemplo [a] la lista que sólo tiene a a como único elemento
puede ser escrita como a :: [ ].

A continuación se presenta la implementación en ML de los sistemas
descritos en el presente trabajo.

A.1. Implementación del sistema de secuen-
tes para ALCS4

(*Tipo de datos para escribir conceptos*)

datatype Roles= r o l e of s t r i n g ;
datatype Conc= conc of s t r i n g |

nega of Conc |
conj of Conc ∗ Conc |
cuan of Roles ∗ Conc ;

(*Alias para secuencia de conceptos*)

type Seq = Conc l i s t ;

(*Tipo de datos para escribir secuentes*)

datatype Sequent = l r of Seq ∗ Seq ;

(*Tipo de datos para escribir árboles de secuentes*)
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datatype SystemG = Ax of Sequent
| InRuOne of Sequent
| InRuTwo of Sequent ∗ Sequent ;

(*Reorganiza una lista enviando las cuantificaciones al final*)

fun reorgcuan ( n i l , pa)=pa
| reorgcuan ( cuan ( x ) : : r , pa)=

reorgcuan ( r , pa@ [ cuan ( x ) ] )
| reorgcuan ( c : : r , pa)=

reorgcuan ( r , c : : pa ) ;

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atómicos al final*)

fun reorgconc ( n i l , pa)=pa
| reorgconc ( conc ( a ) : : r , pa)=

reorgconc ( r , pa@ [ conc ( a ) ] )
| reorgconc ( l i s t , pa)=

l i s t@pa ;

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atómicos al final,y en
penúltimo lugar las cuantificaciones*)

fun r eo rg ( l i s t a )=reorgconc ( reorgcuan ( l i s t a , n i l ) , n i l ) ;

(*Determina si existe un concepto con operadores lógicos en una lista
y retorna una lista con el dicho concepto a la cabeza*)

fun the re I sOperato r ( n i l , pa ) = ( f a l s e , pa )
| the re I sOperato r ( conc ( a ) : : r , pa ) =

there I sOperato r ( r , conc ( a ) : : pa )
| the re I sOperato r (x , pa ) = ( true , x@pa ) ;

(*Determina si existe un conepto con conjunción o negación en una
lista*)

fun thereIsCoNeg ( n i l ) = f a l s e
| thereIsCoNeg ( conc ( a ) : : r ) =

thereIsCoNeg ( r )
| thereIsCoNeg ( cuan ( x ) : : r ) =

thereIsCoNeg ( r )
| thereIsCoNeg ( ) =true ;

(*Determina si un concepto esta en una lista *)
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fun e s ta ( , n i l ) = f a l s e
| e s ta (p , c : : r ) = p=c

orelse e s ta (p , r ) ;

(*Determina si hay una intersección entre dos listas *)

fun i n t e r s e c t ( n i l , ) = f a l s e
| i n t e r s e c t ( c : : r , l i s t ) = es ta ( c , l i s t )
orelse i n t e r s e c t ( r , l i s t ) ;

(*Determina si un concepto es una i-cuantificación *)

fun isCuan ( i , cuan ( r , a))=
i=r
| isCuan ( i , c)= f a l s e ;

(*Determina si en una lista sólo tiene i-cuantificación *)

fun ThereIsOnlyCuan ( i , n i l )= true
| ThereIsOnlyCuan ( i , a : : r )=
i f isCuan ( i , a )
then ThereIsOnlyCuan ( i , r )
else f a l s e ;

(*Determina si un concepto es una r-cuantificación y regresa en rol
r*)

fun isCuan1 ( cuan ( r o l e ” r ” , a))= ( true , r o l e ” r ” )
| isCuan1 ( )=( f a l s e , r o l e ”” ) ;

(*Determina si una lista sólo tiene i-cuantificaciones y regresa el rol
i*)

fun isOnlyCuan ( n i l )= ( true , r o l e ”” )
| isOnlyCuan ( a : : r )=
l et val ( va lor , r o l ) = isCuan1 ( a )
in
i f ThereIsOnlyCuan ( ro l , r )
then ( true , r o l )
else ( f a l s e , r o l e ”” )
end ;

(*Quita la i-cuantificación a una lista*)



A.1 Implementación del sistema de secuentes para ALCS4 33

fun takeAwayCuan ( i , n i l )= n i l
| takeAwayCuan ( i , cuan ( l , a ) : : r )=
i f i=l then a : : takeAwayCuan ( i , r )
else cuan ( l , a ) : : takeAwayCuan ( i , r )
| takeAwayCuan ( i , b : : r )= b : : takeAwayCuan ( i , r ) ;

(*Transcribe los roles a código latex*)

fun r o l 2 t e x ( r o l e ( a))= a ;

(*Transcribe los conceptos a código latex*)

fun conc2 la t ( conc ( a))= a
| conc2 la t ( conj ( a , b))=
” ( ”ˆ conc2 la t ( a )ˆ ”\\ sqcap ”ˆ conc2 la t (b)ˆ ” ) ”
| conc2 la t ( nega ( t ))=
” ( ”ˆ”\\neg ”ˆ conc2 la t ( t )ˆ ” ) ”
| conc2 la t ( cuan ( r o l e ( r ) , a))=
” ( ”ˆ”\\ f o r a l l ”ˆ r ˆ” . ”ˆ conc2 la t ( a )ˆ ” ) ” ;

(*Transcribe una lista a código latex*)

fun Seq2te ( n i l ) = ” ”
| Seq2te ( [ a lgo ] ) = conc2 la t ( a lgo )
| Seq2te ( c : : r ) =
conc2 la t ( c )ˆ ” , ”ˆ Seq2te ( r ) ;

(*Determina cuando es aplicable la regla CuanK*)

fun esApl icableCuank ( l r (gamma, c : : n i l ) ) =
l et val ( va lor , r o l ) = isCuan1 ( c )
in

let val ( valor1 , r o l 1 ) = isOnlyCuan (gamma)
in
va lo r andalso va lo r1
andalso ( r o l=r o l 1 orelse gamma=n i l )
end

end
| esApl icableCuank ( l r (gamma, d e l t a ) ) = f a l s e ;

(*Decide que si aplica alguna regla o termina el árbol de secuente*)

fun dec ide ( l r ( de l ta , gama ) ) =
i f thereIsCoNeg (gama)
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orelse esApl icableCuank ( l r ( de l ta , gama ) )
then InRuOne( l r ( de l ta , r eo rg (gama ) ) )
else
let
val ( va lor , de l t a1 ) = there I sOpera to r ( de l ta , n i l )
in
i f va lo r
then InRuOne( l r ( de l ta1 , gama ) )
else Ax( l r ( de l ta , gama ) )
end ;

(*Aplica las reglas de secuentes y los va reduciendo*)

fun reduce2tex1 ( l r ( nega ( a ) : : gamma, d e l t a ) , aps t r ) =
( InRuOne( l r ( r eo rg (gamma) , r eo rg ( a : : d e l t a ) ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ neg A ] ”ˆ”{”ˆ Seq2te ( nega ( a ) : : gamma)ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( d e l t a )ˆ ”}\n” )
| reduce2tex1 ( l r ( conj ( a , b ) : : gamma, d e l t a ) , aps t r ) =
( InRuOne( l r ( r eo rg ( a : : b : : gamma) , r eo rg ( d e l t a ) ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ sqcap A ] ”ˆ”{”ˆ Seq2te ( conj ( a , b ) : : gamma)ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( d e l t a )ˆ ”}\n” )
| reduce2tex1 ( l r (gamma, nega ( a ) : : d e l t a ) , aps t r ) =
( InRuOne( l r ( r eo rg ( a : : gamma) , r eo rg ( d e l t a ) ) ) ,
”\\ i n f e r [ \\neg K ] ”ˆ”{”ˆ Seq2te (gamma)ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( nega ( a ) : : d e l t a )ˆ ”}\n” )
| reduce2tex1 ( l r (gamma, conj ( a , b ) : : d e l t a ) , aps t r ) =
(InRuTwo( l r ( r eo rg (gamma) , r eo rg ( a : : d e l t a ) ) ,
l r (gamma, b : : d e l t a ) ) ,
”\\ i n f e r [ \\ sqcap K ] ”ˆ”{”ˆ Seq2te (gamma)ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( conj ( a , b ) : : d e l t a )ˆ ”}\n” )
| reduce2tex1 ( l r ( cuan ( r , a ) : : gamma, d e l t a ) , aps t r ) =
( InRuOne( l r ( r eo rg ( a : : gamma) , r eo rg ( d e l t a ) ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ f o r a l l ”ˆ r o l 2 t e x ( r )ˆ ” A] ”ˆ
”{”ˆ Seq2te ( cuan ( r , a ) : : gamma)ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( d e l t a )ˆ ”}\n” )
| reduce2tex1 ( any , aps t r ) = ( dec ide ( any ) , aps t r ) ;

(*Aplica la regla CuanK siempre que sea posible*)

fun reduce2tex2 ( l r (gamma, d e l t a ) , aps t r ) =
i f esApl icableCuank ( l r (gamma, d e l t a ) )
then
let val ( cuan ( r , c ) : : n i l ) = d e l t a
in
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( InRuOne( l r (gamma, c : : n i l ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ f o r a l l ”ˆ r o l 2 t e x ( r )ˆ ” K] ”ˆ
”{”ˆ Seq2te (gamma)ˆ ”\\Rightarrow ”ˆ
Seq2te ( d e l t a )ˆ ”}\n” )
end
else reduce2tex1 ( l r (gamma, d e l t a ) , aps t r ) ;

(*Aplica la regla Ax siempre que sea posible*)

fun reduce2tex ( l r (gamma, d e l t a ) , aps t r ) =
i f i n t e r s e c t (gamma, d e l t a )
then (Ax( l r (gamma, d e l t a ) ) , aps t r )
else reduce2tex2 ( l r (gamma, d e l t a ) , aps t r ) ;

(*Escribe recursivamente la prueba en código latex*)

fun prueba2tex (Ax( l r ( l , r ) ) , aps t r ) =
i f i n t e r s e c t ( l , r )
then

i f aps t r=”” then ”\\ i n f e r [Ax]{ ”ˆ Seq2te ( l )ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( r )ˆ ”}\n{}”
else aps t r ˆ”{\\ i n f e r [Ax]{ ”ˆ Seq2te ( l )ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( r )ˆ ”}\n{}}”

else
i f aps t r=”” then ”\\ i n f e r {”ˆ Seq2te ( l )ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( r )ˆ ”}\n{}”
else aps t r ˆ”{\\ i n f e r {”ˆ Seq2te ( l )ˆ
”\\Rightarrow ”ˆ Seq2te ( r )ˆ ”}\n{}}”

| prueba2tex ( InRuOne(up ) , aps t r ) =
i f aps t r=””
then prueba2tex ( reduce2tex ( ( up ) , ”” ) )
else aps t r ˆ”{”ˆ prueba2tex ( reduce2tex ( ( up ) , ”” ) )ˆ ”}”
| prueba2tex (InRuTwo( up1 , up2 ) , aps t r ) =
i f aps t r=””
then prueba2tex ( reduce2tex ( ( up1 ) , ”” ) )ˆ ”\n”ˆ
prueba2tex ( reduce2tex ( ( up2 ) , ”” ) )ˆ ”\n”
else aps t r ˆ”{”ˆ prueba2tex ( reduce2tex ( ( up1 ) , ”” ) )ˆ
” & ”ˆ prueba2tex ( reduce2tex ( ( up2 ) , ”” ) )ˆ ”}\n” ;

(*Ésta función ya nos imprime todos los pasos de la cadena para
llevarlo a latex y compilar*)

fun gentzenProof ( prop ) =
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”\\ documentclass { a r t i c l e }”ˆ”\n”ˆ
”\\ usepackage {proof , amsmath , amssymb , amscd}”ˆ”\n”ˆ
”\\ begin {document}”ˆ”\n”ˆ
” \\ [ \\ t ex t {Prueba en L\\ ’{ o} g i ca } ALCS4
\\ t ex t { por Secuentes de Gentzen de :} \\ ] ”ˆ
” \\ [ ”ˆ conc2 la t ( prop )ˆ ” \\ ] ”ˆ”\n”ˆ”\n”ˆ
” \\ [ ”ˆ prueba2tex ( InRuOne( l r ( [ ] , [ prop ] ) ) , ”” )ˆ ” \\ ] ”ˆ
”\n”ˆ”\\end{document}” ;

(*Flujo de datos a un archivo tex*)

load ( ” BasicIO ” ) ;
open BasicIO ;
val pruebaDeLaProposicion =
cuan ( r o l e ( ” s ” ) , conc ( ”C” ) ) ;
val ostreamId = open out
( ”C:\\DemostradoresAutomaticos \\
JAVA\\ALCS4\\ALCS4 . tex ” ) ;
output
( ostreamId , gentzenProof ( pruebaDeLaProposicion ) ) ;
c l o s e o u t ( ostreamId ) ;

(*Compilación de nuestro archivo tex en pdf*)

load ( ”OS” ) ;
open OS;
Process . system ” pd f l a t e x ALCS4 . tex −output−d i r e c t o r y
=C:\\DemostradoresAutomaticos \\JAVA\\ALCS4 ” ;
Process . system ”C:\\DemostradoresAutomaticos \\
JAVA\\ALCS4\\ALCS4 . pdf ” ;

A.2. Sistema de árboles de hipersecuentes
para ALC

(*Tipo de datos para escribir conceptos*)

datatype Roles= r o l e of s t r i n g ;
datatype Conc= conc of s t r i n g |

nega of Conc |
conj of Conc ∗ Conc |
cuan of Roles ∗ Conc ;
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(* Alias para secuencia de conceptos *)

type Seq = Conc l i s t ;

(*Tipo de datos para escribir secuentes*)

datatype Sequent = l r of Seq ∗ Seq ;

(*Tipo de datos para escribir árboles de hipersecuentes *)

datatype THS =
hyper of Sequent ∗ ( ( Roles ∗ THS) l i s t ) ;

(*Tipo de datos para escribir el árbol de prueba *)

datatype SistemaG = AXITHS of THS
| InRuOne of THS
| InRuTwo of THS ∗ THS;

(*Determina si un elemento está en una lista *)

fun e s ta (x , n i l ) = f a l s e
| e s ta (x , c : : r ) = i f x=c

then t rue
else e s ta (x , r ) ;

(*Determina si las dos lista de un secuente se intersectan*)

fun i n t e r s e c t a ( l r ( n i l , l i s t ))= f a l s e
| i n t e r s e c t a ( l r ( c : : r , l i s t ))=
i f e s ta ( c , l i s t )
then t rue
else i n t e r s e c t a ( l r ( r , l i s t ) ) ;

(*Determina si se trata de un árbol de hipersecuentes inicial *)

fun i s I t h s ( hyper ( s , n i l ))=
i n t e r s e c t a ( s )
| i s I t h s ( hyper ( s , ( ro l c , c ) : : r ))=
i n t e r s e c t a ( s ) orelse
i s I t h s ( c ) orelse
i s I t h s ( hyper ( s , r ) ) ;
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(*Elimina elementos repetidos de una lista*)

fun delRep ( n i l )= n i l
| delRep ( l i s t )= l et val ( c1 : : r1)=rev ( l i s t )

in i f e s ta ( c1 , r1 )
then delRep ( rev ( r1 ) )
else delRep ( rev ( r1 ) )@[ c1 ] end ;

(*Simplifica un secuente, eliminando los elementos repetidos de cada
lado*)

fun delRepSeq ( l r ( g , d))= l r ( delRep ( g ) , delRep (d ) ) ;

(*Aplica una función a la primer coordenada de los elementos de una
lista*)

fun aplRec ( fun1 , n i l ) = n i l
| aplRec ( fun1 , ( x , c ) : : r ) =
[ ( x , fun1 ( c ) ) ] @aplRec ( fun1 , r ) ;

(*Simplifica un hipersecuente eliminando elemento repetidos de cada
secuente*)

fun delRepHip ( hyper ( seq1 , n i l ))=
hyper ( delRepSeq ( seq1 ) , n i l )
| delRepHip ( hyper ( seq1 , l i s t 1 ))=
hyper ( delRepSeq ( seq1 ) , aplRec ( delRepHip , l i s t 1 ) ) ;

(*Reorganiza una lista enviando las cuantificaciones al final*)

fun reorgcuan ( n i l , pa)=pa
| reorgcuan ( cuan ( x ) : : r , pa)=

reorgcuan ( r , pa@ [ cuan ( x ) ] )
| reorgcuan ( c : : r , pa)=

reorgcuan ( r , c : : pa ) ;

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atómicos al final*)

fun reorgconc ( n i l , pa)=pa
| reorgconc ( conc ( a ) : : r , pa)=

reorgconc ( r , pa@ [ conc ( a ) ] )
| reorgconc ( l i s t , pa)= l i s t@pa ;
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(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atómicos al final, y en
penúltimo lugar las cuantificaciones*)

fun r eo rg ( l i s t a )=
reorgconc ( reorgcuan ( l i s t a , n i l ) , n i l ) ;

(*Reorganiza un secuente enviando los conceptos atómicos al final, y
en penúltimo lugar las cuantificaciones*)

fun reorgSeq ( l r ( g , d))= l r ( r eo rg ( g ) , r eo rg (d ) ) ;

(*Reorganiza un hipersecuente enviando los conceptos atómicos al
final, y en penúltimo lugar las cuantificaciones*)

fun reorgHyper ( hyper ( s , l i s t 1 ))=
hyper ( reorgSeq ( s ) , aplRec ( reorgHyper , l i s t 1 ) ) ;

(*Aplica la regla NegA a un secuente*)

fun NegASeq( l r ( n i l , d ) ) = l r ( n i l , d )
| NegASeq( l r ( nega ( prop ) : : g , d))=

l r ( g ,d@[ prop ] )
| NegASeq( l r ( g , d))= l r ( g , d ) ;

(*Aplica la regla NegA a un hipersecuente *)

fun NegAHyp( hyper ( s , n i l ) ) = hyper (NegASeq( s ) , n i l )
| NegAHyp( hyper ( s1 , l i s t 1 ) ) =
hyper (NegASeq( s1 ) , aplRec (NegAHyp , l i s t 1 ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla NegA a un secuente*)

fun isNegASeq ( l r ( nega ( conc1 ) : : g , d ) ) = true
| isNegASeq ( l r ( g , d ) ) = f a l s e ;

fun segCord ( n i l ) = n i l
| segCord ( ( x , y ) : : r ) = [ y ] @segCord ( r ) ;

fun segCorOrd ( n i l ) = f a l s e
| segCorOrd ( c : : r ) = c orelse segCorOrd ( r ) ;

(*Determina si es aplicable la regla NegA a un hipersecuente*)
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fun isNegAHyp ( hyper ( s , n i l ) ) = isNegASeq ( s )
| isNegAHyp ( hyper ( s , l i s t 1 ) ) = isNegASeq ( s )
orelse segCorOrd ( segCord ( aplRec ( isNegAHyp , l i s t 1 ) ) ) ;

(*Aplica la regla NegK a un secuente*)

fun NegKSeq( l r ( g , n i l ) ) = l r ( g , n i l )
| NegKSeq( l r ( g , nega ( prop ) : : d))= l r (g@ [ prop ] , d )
| NegKSeq( l r ( g , d))= l r ( g , d ) ;

(*Aplica la regla NegK a un hipersecuente*)

fun NegKHyp( hyper ( s , n i l ) ) = hyper (NegKSeq( s ) , n i l )
| NegKHyp( hyper ( s1 , l i s t 1 ) ) =
hyper (NegKSeq( s1 ) , aplRec (NegKHyp , l i s t 1 ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla NegK a un secuente*)

fun isNegKSeq ( l r ( g , nega ( conc1 ) : : d ) ) = true
| isNegKSeq ( l r ( g , d ) ) = f a l s e ;

(*Determina si es aplicable la regla NegK a un hipersecuente*)

fun isNegKHyp ( hyper ( s , n i l ) ) = isNegKSeq ( s )
| isNegKHyp ( hyper ( s , l i s t 1 ) ) = isNegKSeq ( s ) orelse
segCorOrd ( segCord ( aplRec ( isNegKHyp , l i s t 1 ) ) ) ;

(*Aplica la regla ConjA a un secuente*)

fun ConASeq( l r ( n i l , d ) ) = l r ( n i l , d )
| ConASeq( l r ( conj ( prop1 , prop2 ) : : g , d))=

l r ( prop1 : : prop2 : : g , d )
| ConASeq( l r ( g , d))= l r ( g , d ) ;

(*Aplica la regla ConA a un hipersecuente*)

fun ConAHyp( hyper ( s , n i l ) ) = hyper (ConASeq( s ) , n i l )
| ConAHyp( hyper ( s1 , l i s t 1 ) ) =

hyper (ConASeq( s1 ) , aplRec (ConAHyp, l i s t 1 ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla ConjA a un secuente*)

fun isConjASeq ( l r ( conj ( a , b ) : : g , d ) ) = true
| isConjASeq ( l r ( g , d ) ) = f a l s e ;
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(*Determina si es aplicable la regla ConjA a un hipersecuente*)

fun isConjAHyp ( hyper ( s , n i l ) ) = isConjASeq ( s )
| isConjAHyp ( hyper ( s , l i s t 1 ) ) = isConjASeq ( s )
orelse segCorOrd ( segCord ( aplRec ( isConjAHyp , l i s t 1 ) ) ) ;

(*Aplica la regla ConjK1 a un secuente*)

fun ConK1Seq( l r ( g , n i l ) ) = l r ( g , n i l )
| ConK1Seq( l r ( g , conj ( prop1 , prop2 ) : : d))=

l r ( g , prop1 : : d )
| ConK1Seq( l r ( g , d))= l r ( g , d ) ;

(*Aplica la regla ConK2 a un secuente*)

fun ConK2Seq( l r ( g , n i l ) ) = l r ( g , n i l )
| ConK2Seq( l r ( g , conj ( prop1 , prop2 ) : : d))=

l r ( g , prop2 : : d )
| ConK2Seq( l r ( g , d))= l r ( g , d ) ;

(*Aplica la regla ConK1 a un hipersecuente*)

fun ConK1Hyp( hyper ( s , n i l ) ) = hyper (ConK1Seq( s ) , n i l )
| ConK1Hyp( hyper ( s1 , l i s t 1 ) ) =

hyper (ConK1Seq( s1 ) , aplRec (ConK1Hyp , l i s t 1 ) ) ;

(*Aplica la regla ConK2 a un hipersecuente*)

fun ConK2Hyp( hyper ( s , n i l ) ) = hyper (ConK2Seq( s ) , n i l )
| ConK2Hyp( hyper ( s1 , l i s t 1 ) ) =

hyper (ConK2Seq( s1 ) , aplRec (ConK2Hyp , l i s t 1 ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla Conjk a un secuente*)

fun isConjKSeq ( l r ( g , conj ( a , b ) : : d ) ) = true
| isConjKSeq ( l r ( g , d ) ) = f a l s e ;

(*Determina si es aplicable la regla ConjK a un hipersecuente*)

fun isConjKHyp ( hyper ( s , n i l ) ) = isConjKSeq ( s )
| isConjKHyp ( hyper ( s , l i s t 1 ) ) = isConjKSeq ( s )
orelse segCorOrd ( segCord ( aplRec ( isConjKHyp , l i s t 1 ) ) ) ;
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(* Por último las reglas de cuantificación*)
(*Extrae los roles al primer nivel de un secuente una lista de hiper-

secuentes *)

fun l i s t a R o l e s ( n i l ) = n i l
| l i s t a R o l e s ( ( ro l1 , c1 ) : : r1 ) =

[ r o l 1 ] @ l i s t aRo l e s ( r1 ) ;

fun l i s t a R o l e s 2 ( n i l ) = n i l
| l i s t a R o l e s 2 ( ( ro l1 , c1 ) : : r1 ) =

[ c1 ] @ l i s t aRo l e s2 ( r1 ) ;

fun pega lo s ( n i l )= n i l
| pega lo s ( c : : r )= c@pegalos ( r ) ;

(*Da la lista de los roles a los que se les aplica CuanA*)

fun rolesCuanAHyp ( hyper ( l r ( cuan ( r1 , c1 ) : : g , d ) , l i s t 1 ) )
= i f e s ta ( r1 , l i s t a R o l e s ( l i s t 1 ) )

then
[ r1 ] @pegalos ( l i s t a R o l e s 2 (

aplRec ( rolesCuanAHyp , l i s t 1 ) ) )
else

[ ] @pegalos ( l i s t a R o l e s 2 ( aplRec ( rolesCuanAHyp , l i s t 1 ) ) )
| rolesCuanAHyp ( hyper ( l r ( g , d ) , l i s t 1 ) ) =
[ ] @pegalos ( l i s t a R o l e s 2 (

aplRec ( rolesCuanAHyp , l i s t 1 ) ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla CuanA a un hipersecuente*)

fun isCuanAHyp ( h1 ) = i f rolesCuanAHyp ( h1)= n i l
then f a l s e else t rue ;

fun agregaCuan ( cuan ( ro l1 , c1 ) , n i l )= n i l
| agregaCuan ( cuan ( ro l1 , c1 ) ,
( r1 , hyper ( l r ( g , d ) , l i s t 1 ) ) : : l i s t 2 )=
i f r o l 1=r1 then [ ( r1 , hyper ( l r ( [ c1 ] @g , d ) , l i s t 1 ) ) ]@

agregaCuan ( cuan ( ro l1 , c1 ) , l i s t 2 )
else [ ( r1 , hyper ( l r ( g , d ) , l i s t 1 ) ) ]@

agregaCuan ( cuan ( ro l1 , c1 ) , l i s t 2 ) ;

(*Aplica la regla CuanA a un hipersecuente y obtiene el rol al que se
le aplico*)
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fun CuanAHyp( hyper ( l r ( cuan ( r1 , c1 ) : : g , d ) , l i s t 1 ))=
i f e s ta ( r1 , l i s t a R o l e s ( l i s t 1 ) )
then hyper ( l r ( g , d ) , agregaCuan ( cuan ( r1 , c1 ) ,

aplRec (CuanAHyp , l i s t 1 ) ) )
else hyper ( l r ( cuan ( r1 , c1 ) : : g , d ) ,

aplRec (CuanAHyp , l i s t 1 ) )
| CuanAHyp( hyper ( l r ( g , d ) , l i s t 1 ) ) =
hyper ( l r ( g , d ) , aplRec (CuanAHyp , l i s t 1 ) ) ;

fun agregaCuanK ( cuan ( ro l1 , c1 ) , l i s t 1 )=
l i s t 1 @ [ ( ro l1 , hyper ( l r ( [ ] , [ c1 ] ) , [ ] ) ) ] ;

(*Aplica la regla CuanK a un hipersecuente y obtiene el rol al que se
le aplico*)

fun CuanKHyp( hyper ( l r ( g , cuan ( ro l1 , c1 ) : : r ) , l i s t 1 ))=
hyper ( l r ( g , r ) , agregaCuanK ( cuan ( ro l1 , c1 ) ,

aplRec (CuanKHyp , l i s t 1 ) ) )
| CuanKHyp( hyper ( l r ( g , r ) , l i s t 1 ) ) =
hyper ( l r ( g , r ) , aplRec (CuanKHyp , l i s t 1 ) ) ;

(*Da la lista de los roles a los que se les aplica CuanK*)

fun rolesCuanKHyp ( hyper ( l r ( g , cuan ( r1 , c1 ) : : d ) , l i s t 1 ) )
=[ r1 ] @pegalos ( l i s t a R o l e s 2 (

aplRec ( rolesCuanKHyp , l i s t 1 ) ) )
| rolesCuanKHyp ( hyper ( l r ( g , d ) , l i s t 1 ) ) =
[ ] @pegalos ( l i s t a R o l e s 2 (

aplRec ( rolesCuanKHyp , l i s t 1 ) ) ) ;

(*Determina si es aplicable la regla CuanK a un hipersecuente*)

fun isCuanKHyp ( h1 ) = i f rolesCuanKHyp ( h1)= n i l
then f a l s e else t rue ;

(*Escritura en codigo latex *)
(*Transcribe los roles a código latex*)

fun r o l 2 t e x ( r o l e ( a))= a ;

(*Transcribe una lista de roles a código latex*)

fun l i s t2Ro l2Tex ( n i l )= ””
| l i s t2Ro l2Tex ( [ any ])= r o l 2 t e x ( any )
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| l i s t2Ro l2Tex ( c : : r )=
r o l 2 t e x ( c )ˆ ” , ”ˆ l i s t2Ro l2Tex ( r ) ;

(*Transcribe los conceptos a código latex*)

fun conc2 la t ( conc ( a))= a
| conc2 la t ( conj ( a , b))=
” ( ”ˆ conc2 la t ( a )ˆ ”\\ sqcap ”ˆ conc2 la t (b)ˆ ” ) ”
| conc2 la t ( nega ( t ))=
” ( ”ˆ”\\neg ”ˆ conc2 la t ( t )ˆ ” ) ”
| conc2 la t ( cuan ( r o l e ( r ) , a))=
” ( ”ˆ”\\ f o r a l l ”ˆ r ˆ” . ”ˆ conc2 la t ( a )ˆ ” ) ” ;

(*Transcribe una lista a código latex*)

fun Seq2te ( n i l ) = ” ”
| Seq2te ( [ a lgo ] ) = conc2 la t ( a lgo )
| Seq2te ( c : : r ) =
conc2 la t ( c )ˆ ” , ”ˆ Seq2te ( r ) ;

(*Transcribe un secuente a código latex*)

fun sequent2Lat ( l r ( g , d))=
Seq2te ( g )ˆ ” \\Rightarrow ”ˆ Seq2te (d ) ;

fun pare ja2Lat ( n i l )=””
| pare ja2Lat ( ( r o l e ( r ) , cad1 ) : : n i l ) =
r ˆ” : ”ˆ” ( ”ˆcad1ˆ” ) ”
| pare ja2Lat ( ( r o l e ( r ) , cad1 ) : : l i s t 1 ) =
r ˆ” : ”ˆ” ( ”ˆcad1ˆ” ) ”ˆ” ; ”ˆ pare ja2Lat ( l i s t 1 ) ;

(*Transcribe un hipersecuente a código latex*)

fun hyp2Lat ( hyper ( s , n i l ))= sequent2Lat ( s )
| hyp2Lat ( hyper ( s , l i s t 1 ))=
sequent2Lat ( s )ˆ ” / ”ˆ
pare ja2Lat ( aplRec ( hyp2Lat , l i s t 1 ) ) ;

(*Simplifica y reorganiza un hipersecuente*)

fun simpReorg ( h1)= reorgHyper ( delRepHip ( h1 ) ) ;

(*Aplica las reglas de hipersecuentes y los va reduciendo*)
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fun reduce2tex ( h1 , aps t r ) =
i f i s I t h s ( h1 )
then (AXITHS( h1 ) , aps t r )
else i f isNegAHyp ( h1 )

then ( InRuOne(NegAHyp( h1 ) ) , ”\\ i n f e r [\\ neg A ] ”
ˆ”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else i f isNegKHyp ( h1 )

then ( InRuOne(NegKHyp( h1 ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ neg K ] ”ˆ”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else i f isConjAHyp ( h1 )

then ( InRuOne(ConAHyp( h1 ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ sqcap A ] ”ˆ
”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else i f isConjKHyp ( h1 )

then (InRuTwo(ConK1Hyp( h1 ) ,
ConK2Hyp( h1 ) ) , ”\\ i n f e r [\\ sqcap A ] ”
ˆ”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else i f isCuanKHyp ( h1 )

then ( InRuOne(CuanKHyp( h1 ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ f o r a l l ”ˆ
l i s t2Ro l2Tex ( rolesCuanKHyp ( h1 ) )
ˆ” K ] ”ˆ”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else i f isCuanAHyp ( h1 )

then ( InRuOne(CuanAHyp( h1 ) ) ,
”\\ i n f e r [\\ f o r a l l ”ˆ
l i s t2Ro l2Tex ( rolesCuanAHyp ( h1 ) )
ˆ” A ] ”ˆ”{”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n” )
else (AXITHS( h1 ) , aps t r ) ;

fun reduce2tex2 ( h1 , aps t r ) =
reduce2tex ( simpReorg ( h1 ) , aps t r ) ;

(* Escribe recursivamente la prueba en codigo latex *)

fun prueba2tex (AXITHS( h1 ) , aps t r ) =
i f i s I t h s ( h1 )
then

i f aps t r=””
then ”\\ i n f e r [AXTHS]{ ”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n{}”
else aps t r ˆ”{\\ i n f e r [AXTHS]{ ”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n{}}”

else
i f aps t r=””

then ”\\ i n f e r {”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n{}”
else aps t r ˆ”{\\ i n f e r {”ˆhyp2Lat ( h1 )ˆ ”}\n{}}”
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| prueba2tex ( InRuOne(up ) , aps t r ) =
i f aps t r=””
then prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up ) , ”” ) )
else aps t r ˆ”{”ˆ prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up ) , ”” ) )ˆ ”}”
| prueba2tex (InRuTwo( up1 , up2 ) , aps t r ) =
i f aps t r=””
then prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up1 ) , ”” ) )ˆ ”\n”ˆ
prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up2 ) , ”” ) )ˆ ”\n”
else aps t r ˆ”{”ˆ prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up1 ) , ”” ) )ˆ
” & ”ˆ prueba2tex ( reduce2tex2 ( ( up2 ) , ”” ) )ˆ ”}\n” ;

(*Finalmente la compilación*)
(*Imprime todos los pasos de la cadena para llevarlo a latex y com-

pilar*)

fun gentzenProof ( conc1 ) =
”\\ documentclass { a r t i c l e }”ˆ”\n”ˆ
”\\ usepackage {proof , amsmath , amssymb , amscd}”ˆ”\n”ˆ
”\\ begin {document}”ˆ”\n”ˆ
” \\ [ \\ t ex t {Prueba en L\\ ’{ o} g i ca Des c r i p t i va }
\\mathcal{ALC} \\ t ex t { por Hiper secuente s de :} \\ ] ”ˆ
” \\ [ ”ˆ conc2 la t ( conc1 )ˆ ” \\ ] ”ˆ”\n”ˆ”\n”ˆ” \\ [ ”ˆ
prueba2tex ( InRuOne( hyper ( l r ( [ ] , [ conc1 ] ) , [ ] ) ) , ”” )
ˆ” \\ ] ”ˆ”\n”ˆ”\\end{document}” ;

(*Flujo de datos a un archivo tex*)

load ( ” BasicIO ” ) ;
open BasicIO ;
val pruebaDelConcepto = cuan ( r o l e ”R” , conc ”C” ) ;
val ostreamId = open out ( ”C:\\
DemostradoresAutomaticos \\JAVA\\ALC\\ h ipe r . tex ” ) ;
output ( ostreamId , gentzenProof ( pruebaDelConcepto ) ) ;
c l o s e o u t ( ostreamId ) ;

(*Compilación de nuestro archivo tex en pdf*)

load ( ”OS” ) ;
open OS;
Process . system ” pd f l a t e x h ipe r . tex −output−d i r e c t o r y
=C:\\DemostradoresAutomaticos \\JAVA\\ALC ” ;

Process . system ”C:\\DemostradoresAutomaticos
\\JAVA\\ALC\\ h ipe r . pdf ” ;
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