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Introduccion

Motivacion

En nuestro proyecto de Maestria “Demostracién automatica de Teo-
remas” se crearon demostradores automédticos de férmulas para logica
clasica, l6gica intuicionista y algunas otras légicas no clasicas. En nues-
tro afan por extender nuestra automatizacion a la légica de primer orden
(POL), o al menos a la parte decidible de POL, nos introducimos al es-
tudio de sistemas l6gicos més expresivos. Lo anterior nos condujo a las
l6gicas descriptivas que en principio son variantes notacionales de exten-
ciones de fragmentos decidibles de POL.

Contribucién y contenido

Nuestros estudios estuvieron orientados a la caracterizacién de pro-
piedades de las l6gicas descriptivas para su implementacién en algoritmos
de decibilidad y la automatizacién de dichos algoritmos. En este senti-
do cubrimos los dos aspectos importantes de la investigacién, la parte
tedrica y la parte practica.

En nuestro trabajo caracterizamos propiedades de los roles descripti-
vos en termino de la satisfaccion de conceptos, lo que permitié la creacion
de sistemas de secuentes e hipersecuentes para algunas légicas descripti-
vas, dichos sistemas fueron implementados en ML. Aunado a lo anterior,
se creo una interfaz grafica en JAVA que permite la demostraciéon au-
tomatica de teoremas en las 16gicas aqui expuestas y algunas otras légicas
importantes.

Estructura de la Tesis

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se estudia el lenguaje conceptual basico ALC
introducido por Schmidt-Schau and Smolka [18] asi como el estado del
arte del tema de investigacion.

En el segundo capitulo se caracterizan propiedades de los roles y se
da una restriccién de ALC con reflexividad y transitividad en los roles,

la cual llamamos ALCS4 dado que ésta corresponde a la logica multi-
modal S4.
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En el Tercer capitulo se estudia la nocion de secuentes e hiperseceun-
tes y se dan caracterizaciones que permiten proponer los correspondien-
tes sistemas para determinar la satisfaccién de conceptos en las légicas
descriptivas estudiadas, de la misma forma se prueba que los sistemas
son robustos y completos.

En las Conclusiones se presenta un resumen de los resultados de este
trabajo y una idea de investigaciones futuras.

Finalmente el apéndice se presenta la automatizacién de los algorit-
mos en el lenguaje de programacién ML.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Estado del arte

El problema de formalizar el conocimiento se presenta en el campo
de la inteligencia artificial, donde se trata de utilizar conocimiento en
cierto contexto para hacer inferencia sobre dicho conocimiento. Este es
el caso del proyecto de la Web semdntica [6] propuesta por Berners Lee
y otros en el 2001, que vendra a ser una extension de la Web actual, la
cual se basa en la idea de anadir metadatos semanticos y ontoldgicos a
la World Wide Web. Esa informacién adicional se debe proporcionar de
manera formal, para que sea posible ser evaluada autométicamente por
maquinas de procesamiento.

Para exportar la Web seméantica se necesita un lenguaje comun ba-
sado en web, con suficiente capacidad expresiva y de razonamiento para
representar la seméantica de las ontologias. De esta forma, la utilizacion
de lenguajes tales como Web Ontology Language (OWL)y OWL Lite
son una paso mas en la obtencién de la Web Seméntica. Las seménticas
de estos lenguajes estdn basadas en ciertas logicas denominadas légicas
descriptivas (DL) [11].

Las l6gicas descriptivas (DL) son una familia de 1égicas que son frag-
mentos decidibles de la légica de primer orden con propiedades compu-
tacionales atractivas. Estas l6gicas surgieron como una extensién de los
frames (marcos)[12] propuestos por Minsky en 1974 y redes semdnticas
[19] presentadas por Sowa en 1987, los cuales no estaban equipados con
semanticas basadas en la 16gica. El nombre de Description logics (DL) se
les dio en los anos 1980s. Antes de esto se llamaban (cronoldgicamente):
sistemas terminolégicos, y lenguajes conceptuales.

Los ingredientes esenciales de las DL son los individuos (elementos),
conceptos (conjuntos) y los roles (relaciones entre elementos).
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Las DL se caracterizan por su semantica basada en estructuras de
tipo Kripke.

Un problema importante acerca de las DL es decidir cudndo un con-
cepto se satisface o cudndo un concepto se subsume (es menos general o
es sumergido) en otro, lo cual nos indica conocimiento de manera gene-
ral. Es aqui donde los algoritmos de satisfacciéon de conceptos hacen su
aparicién.

Dado que algunas DL son variantes notacionales de 16gicas modales ,
resulta que los sistemas de satisfaccion de formulas en las 16gicas modales
pueden ser adecuados a sus variantes DL.

Muchos de los importantes sistemas en légica proposicional modal
tienen una formulacién de tipo secuentes de Gentzen [8]. Sin embargo
algunos de estos sistemas no son adecuados computacionalmente hablan-
do, ya que no cumplen propiedades deseables para ser implementados
(tal es el caso de la regla de corte). De tal forma que Arnon Avron en
1994 [1] introduce el marco de hipersecuentes, que es una generalizacién
de los secuentes de Gentzen, para dotar a los secuentes de propiedades
adecuadas para su implementacién.

Cuando se habla de DL expresivas se introducen restricciones (de
numero, de nimero calificadas y generalizadas) respecto al nimero de
hijos en los roles. Es aqui cuando los algoritmos tableau basados hacen
su aparicién. En 2001 Stephan Tobies [21] presenta un algoritmo tableau
basado para la légica modal graduada (variante notacional de la légica
ALCQ) de tiempo PSpace que es la menor cota conocida.

En el 2009 F. Poggiolesi [14] presenta un calculo de hipersecuentes
para légicas modales, en particular para la 16gica modal K.

En 2010 B. Hill [10] da un célculo de hipersecuente libre de la regla
de corte para la logica proposicional dinamica.

En 2014 Sun y Sui [20], presenta un sistema de secuentes de Gentzen
para la ALC el cual utiliza la regla de corte y contraccién.

A diferencia de [14], nuestro cdlculo de hipersecuentes permite multi-
ples roles ademas de ser libre de reglas de corte y contraccién en contraste
con [20]. Otras contribuciones importantes son la adecuacién semantica
de los sistemas de secuentes e hipersecuentes a las DL y la implemen-
tacién computacional de los algoritmos de satisfaccién de conceptos, lo
cual lo hacen un trabajo original.

Una fuente de referencia e informacién adicional sobre las logicas
descriptivas es [2].

1.2. Las Logicas Descriptivas

Las Logicas Descriptivas (DL por sus siglas en inglés) son un conjunto
de sistemas de representacién del conocimiento basados en sistemas 16gi-
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cos. Surgieron como sistemas puramente seméanticos e incluso algunas de
ellas son variantes notacionales de l6gicas modales, lo cual permite que
varias de estas logicas admitan también una axiomatizacion adecuada.

Definicién 1.1. Sea N¢ un conjunto de nombres de conceptos y sea Nr
el conjunto de nombres de roles. El conjunto de conceptos de ALC es el
conjunto mds pequeno tal que

= Todo nombre de concepto es un concepto y

= SiC y D son conceptos y R es un nombre de rol, entonces (CT1D),
=C y (VR.C) son conceptos.

Los nombres de conceptos son interpretados en estructuras relacio-
nales como conjuntos; el nombre A es utilizado como etiqueta; el nombre
=C' es interpretado como el conjunto complemento; la seméanticas para
la conjuncién C'M D corresponde al conjunto interseccién; y VR.C corres-
ponde al conjunto de elementos tales que todos sus elementos accesibles
mediante el rol R satisfacen C'.

Consideramos también la siguiente notacién: C' U D := =(=C 11 -D),
1:==ANA, T:=-1L,CCD:=-CUD,C=D:=(CCD)N(DCC)
y 3R.C := =VR.(=C).

Considere por ejemplo el siguiente concepto descriptivo presentado
en [2]:

Man M Imarried. Doctor M Ychild. H appy

Este concepto descriptivo corresponde a los hombres casados con un
doctor y que todos sus hijos son felices.

Antes de dar una descripcién formal de la seméntica de ALC intro-
duciremos la nocién de interpretacion, la cual es una pareja I = (Al .1),
donde A’ es un conjunto no vacio llamado el dominio de I, y -/ es una
funcién de interpretacién, que asigna a cada nombre de concepto A un
subconjunto del dominio A’ C A’ y a cada nombre de rol R una relacién
binaria en el dominio Rf C AT x AT,

Definicién 1.2 (Semantica). Dada una interpretacion I = (Al-1), una
semdntica de conceptos descriptivos es definida como sigue:
(-0)" =al\ ¢!
(cnbD) =c'np!
(VR.C)' ={d e AT |Ve.(d,e) € R = ec C}
Una interpretacion I es un modelo de un concepto descriptivo C
cuando C! # 0, lo cual se denota de la forma I = C. En este caso
decimos que C' es satisfecho por [.

Si toda interpretacion es un modelo de C, entonces decimos que C'
es valido y escribimos = C.
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Doctor

Figura 1.1: Un modelo relacional para Man M dmarried.Doctor M
Vchild.Happy cumpliéndose para n;.

1.2.1. Una axiomatizacién de ALC

Es bien sabido que ALC es una variante notacional de la 16gica multi-
modal K [17], por lo tanto una axiomatizacién para K es también una
axiomatizacién para ALC, la cual se compone por los axiomas de l6gica
clasica junto con el esquema de normalidad y las reglas de Modus Ponens
y Necessitation.

Ahora daremos una axiomatizacién de ALC, como la presentada en
[15].

Definicién 1.3 (Axiomatizaciéon de ALC). Los axiomas estdn determi-
nados de la siguiente forma:

Al ~(Cn1(DN=C))
A2 =((=(C (DN (=F))) N ((~(C T (=D))) M (CTT(=E))))
A3 =((=((=C) N D)) M ((=((=C) 11 (=C))) N (=C)))
A4 ((VR.(=(C N (=D)))) 1 ((VR.C) N (~(VR.D))))
Las reglas de inferencia son Modus Ponens (M P) y Necessitation (Nec).

( D) MP %N@c
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Los axiomas A1-A3 pueden entenderse como una variante notacio-
nal de los correspondientes axiomas en Calculo Proposicional Clésico,
mientras que el Axioma A4 corresponde a la normalidad en la légica
multi-modal K.

Si un concepto descriptivo C' es derivable con la axiomatizacién de
ALC, entonces escribimos - 4,¢ C.

Escribiremos F C' si no existe confusién al respecto.

1.3. El problema de la satisfaccion

Uno de los principales problemas que se presenta en DL es la satis-
faccién tanto de subsunciones como de conceptos, la cual permite inferir
conocimiento de manera general.

Definicién 1.4 (Subsuncién de conceptos).
Un concepto C' se encuentra subsumido por un concepto D si para
toda interpretacion I, I = C C D. En tal caso se escribird = C C D.

Definicién 1.5 (Tautologia). Un concepto C se llamard tautologia si
cumple que =T C C.

Proposicién 1.6 (Reduccién a la insatisfaccién). = C C D si y sélo si
C' =D no se satisface.

Demostracion.

Demostraremos equivalentemente la siguiente afirmacién.

= C C D siysélosi DU-C es tautologia.

Se cumple que = C C D siy sélosi C! C D! para toda interpretacion
Isiysolosi CTU(AT\CT) C DIu(AT\CT) = DMu(-C)! siy sélo si
TIC(DU-C) siysélosi =T C DU-C.

O

El resultado anterior garantiza la subsuncién de un concepto en
términos de la insatisfaccion.

La correctitud de la axiomatizacién de ALC se prueba de manera
inmediata.

Teorema 1.7 ([7, 15]). La aziomatizacion de ALC es robusta y comple-
ta, esto es, para cualquier concepto C' de ALC, se tiene que

FC siysdlosi EC
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Capitulo 2

Una restriccion de ALC

En esta seccién formalizaremos una ldgica basada en ALC que se
obtiene al restringir las propiedades que cumplen sus roles.
Dada una relacion binaria r sobre un conjunto S, se dice que r es:

= Simétrica: si para todo s1,s2 € S, si (s1, 82) € r entonces (s2,51) €
7.

= Serial: si para todo s1 € S, existe sy € S tal que (s1,s2) € 7.
» Reflexiva: si para todo s € S se tiene que (s,s) € r.

= Transitiva: si para cualesquiera si,ss,s3 € S, si (s1,82) € 7'y
(s2,83) € r entonces (s1,s3) € r.

= Euclidiana: si para cualesquiera s1,$2,83 € S, si (s1,82) € 1y
(s1,83) € r entonces (sz2,83) € .

Diremos que un rol R es simétrico, serial, reflexivo, transitivo o eu-
clidiano sobre I si la relacién R’ es simétrica, serial, reflexiva, transitiva
o euclidiana sobre A respectivamente.

Si sobre cualquier interpretacién I se cumple que R es simétrico , se-
rial, reflexivo, transitivo o euclidiano, entonces diremos simplemente que
R es simétrico , serial, reflexivo, transitivo o euclidiano respectivamente.

En la configuraciéon de conceptos descriptivos de ALC, decimos que
una interpretacion I = (A, .1) es simétrica, serial, reflexiva, transitiva
o euclidiana si y sélo si todos sus roles cumplen la propiedad respectiva.

Las propiedades que cumplen los roles en las logicas descriptivas re-
percuten de manera significativa en el comportamiento de sus conceptos.

Los siguientes teoremas relacionan las propiedades de los roles con la
satisfaccién de conceptos y son demostrables en cualquier logica descrip-
tiva con expresividad mayor o igual que ALC y cualquier interpretacién
1.
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Teorema 2.1 (Simetria). Un rol R es simétrico si y solo si para cual-
quier concepto C se cumple que = -C C VR.(-VR.C).

Demostracion.

Probamos la suficiencia como sigue:

Sea z € (=C)! y sea y tal que (z,y) € R!. Entonces (y,z) € R
Luego existe un z a saber z = x tal que z € (=C)!. Por lo tanto z €
(VR.(=VR.0))".

Probemos la necesidad de la siguiente manera:

Sean z,y € Al tales que (z,y) € R y sea C' un concepto tal que
C! = AT\ {z} entonces = € (~C)!. Luego existe z tal que (y,2) € Rl y
también se cumple que z € (=C)!. Por lo que z = 2 y (y,2) € R.

O

Teorema 2.2 (Serialidad). = —VR.L si y sdlo si el rol R es serial.

Demostracion.

Sea € Al entonces existe y en A tal que (z,y) € R!. Luego
x € (=VR.1)!, lo cual prueba la necesidad.

Si —=VR.L es teorema entonces para cada z en Al se tiene que x €
(=VR.L)L. Por lo tanto para cada x en Al existe un y en A’ tal que
(x,y) € R!, con lo que la suficiencia queda probada.

O

Teorema 2.3 (Reflexividad). Un rol R es reflexivo si y sélo si para
cualquier concepto C se cumple que = VR.C C C.

Demostracion.

Para probar la la suficiencia. Sea z € (VR.C)!, si y es tal que (z,y) R’
entonces y € (C)! y por tanto z € CL.

Para probar la necesidad. Sea x en A! y supongamos que (z,2) ¢ RI.
Sea C' tal que CT = AT\ {z} entonces z € (VR.C')! luego z € C lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto (z,) € RI.

O

Teorema 2.4 (Transitividad). Un rol R es transitivo si y sélo si para
cualquier concepto C' se cumple que = VR.C CVRVR.C.

Demostracion.

La suficiencia la probamos de la siguiente forma:

Sea x € (VR.C)!, entonces para cada y se cumple que si (z,y)R’,
entonces se tiene que y € (C). Luego si z es tal que (y,z) € R! se tiene
que (z,2) € R! por lo cual z € CT y por tanto = € (VR.(VR.C))L.

La necesidad la probamos como siguen:

Sean x,y,z € Al tales que (z,y) € R' y (y,2) € R!. Supongamos
que (z,z) ¢ R Sea C tal que CT = AT\ {z} entonces x € (VR.C)! y por



tanto z € (VR.(VR.C))L. Dado que (z,y) € R' y (y,2) € R!, se cumple
que z € C! lo cual es una contradiccién. Se concluye que (z,z) € RI.
O

Teorema 2.5 (Euclidianidad). Un rol R es euclidiano si y sdlo si para
cualquier concepto C se cumple que = —~(VR.C) CVR.(-VR.C).

Demostracion.

Procedemos de la siguiente forma para probar la suficiencia:

Sea x € (-VR.C)! entonces existe z tal que (z,2)R! y 2z € (=C)~.
Luego sea y € Al tal que (z,y) € R entonces (y,2) € Rl y 2z € (=C)~.
Asi se concluye que x € (VR.(-VR.C))!.

La prueba de la necesidad la realizamos como sigue:

Sean z,y,z € Al tales que (z,y) € Rl y (z,2) € R!. Sea C un
concepto tal que CT = AT\ {2} entonces x € (=VR.C)! y por tanto = €
(VR.(=VR.C))!. Por lo tanto para y existe w € (=C)! tal que (y, z) € R'.
Asi, como z = w, se tiene que (y,z) € RI.

O

Observemos que las reglas que caracterizan a las 16gicas proposicio-
nales modales normales son validas en légicas descriptivas con grado de
expresividad mayor que ALC.

Teorema 2.6 (MP). Si|=C C B y C es tautologia entonces B también
lo es.

La prueba se sigue inmediatamente.

Teorema 2.7 (Necesitacién). Si C' es una tautologia entonces VR.C
también lo es.

Demostracion.

C es tautologia si y s6lo si T/ C C' para cada interpretacién I.

Sea € A! y supongamos que y es tal que (z,y) € R! entonces
y € AT C C! y por tanto se concluye que x € YR.C. O

Teorema 2.8 (Normalidad). =(VR(D U —=C)) U =(VR.C) UVR.D es
tautologia.

Demostracion.

Sea x € A!. Supongamos que = ¢ (~(VR(D LU —~C)))! entonces = €
(VR.(D U —=C))!. Supongamos ademis que = ¢ (—(VR.C))! entonces
z € (VR.C)!. Sea y € Al tal que (x,y) € R! entonces y € (D U —C)!
yy € C! yporende y € (DU-C)NC), de donde y € (DM C)E. Ast
tenemos que y € CT y y € D que es lo que se requeria. O

Las siguientes proposiciones muestran algunas propiedades que cum-
plen los conceptos 16gico descriptivos de ALC.
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Proposicién 2.9. Si =VR.C C D entonces = VR.(VR.C) C VR.D.

Demostracion.

Sea x € (VR.(VR.C))! y sea y tal que (x,y) € R!. Notemos que, por
hipétesis, z es tal que (y,z) € R! entonces z € C'.

Supongamos que y € D! entonces y € (=D)! C (=(VR.C))!, por
ende existe z € (—C)! tal que (y,z) € R! lo cual contradice que z €
(VR.(VR.C))!. Por lo tanto y & D y asi z € (VR.D)". O

En lo sucesivo se empleard la expresién = C = D como una abrevia-
cion para =FCC Dy = DLCC.

Proposicién 2.10. EVR.(CMND)=VR.CNVR.D.

Demostracion.

Sea z € (VR.(C 1 D)), si y es tal que (z,y) € R! entonces y €
(cn D) =cfn D! Luego x € (VR.C)! y x € (VR.D)'. Por lo tanto
r € (VR.CNVR.D)!

Sea x € (VR.C NVR.D)! entonces z € (VR.C)! y x € (VR.D)..
Si y es tal que (z,y) € R! entonces y € (C M D)!. Por lo cual z €
(VR.(Cn1D))! O

2.1. ALCS4

A continuacién presentamos una extensién de la légica ALC que,
como se puede constatar, corresponde a la la logica multi-modal S4.

Definicién 2.11. Llamaremos ALCS4 a la extension aziomdtica de la
logica descriptiva ALC, la cual se obtiene restringiendo la semdntica a
roles reflexivo transitivos.

Una manera usual de estudiar una légica formal consiste en definir
un conjunto de axiomas y reglas de inferencia y entonces, si es posible,
obtener una seméantica adecuada para dicha légica. Sin embargo para
estudiar las logicas descriptivas es mas natural proceder de manera in-
versa, es decir, empezando con una interpretacién seméantica analizamos
las consecuencias validas en la logica correspondiente y si es posible,
definir un conjunto de axiomas y reglas de inferencia.

Definicion 2.12. Aziomatizacion de ALC'S4
La axiomatizacion de ALCS4 esta formada por los aziomas y reglas
de inferencia de ALC (Definicién 1.3) junto con los siguientes aziomas.

A5 ~(=CNYR.C)
A6 —~(~(VR.(YR.C)) NVYR.C)
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Por abuso de notacién, cuando se desprenda del contexto, también
escribimos F C' cuando un concepto descriptivo C' en ALC'S4 es derivable
en sus correspondiente axiomatizacién.

Observe que A5 y A6 corresponden a las propiedades de reflexividad
y transitividad relativas a los roles, respectivamente.

Teorema 2.13. La aziomatizacion de ALCS4 es sélida y completa,
esto es, para cualquier concepto descriptivo C' y cualquier interpretacion
I reflexivo transitiva, se tiene que

HC siysdlosill=C

Demostracion.

Para la suficiencia procedemos como en la prueba del Teorema 1.7(]7,
16]), con la condicién adicional que los roles son reflexivos y transitivos, y
por el Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 para cualquier axioma C' de ALCS4
se tiene que I = C. Y por Teorema 2.6, Teorema 2.7 y Teorema 2.8 se
cumple que todo teorema es tautologia.

La necesidad se sigue inmediatamente del Teorema 1.7, Teorema 2.3

y el Teorema 2.4.
O



12

Una restriccién de ALC




Capitulo 3

Sistemas de Secuentes
Loégico Descriptivos

En este capitulo introducimos un céalculo de secuentes para ALCS4,
el cual es libre de corte y contraccién . Probamos también su correctitud
y se presenta un andlisis sobre la complejidad del sistema de secuentes.
Finalmente, se realiza una implementacion de dicho célculo de secuentes
en el lenguaje de programacién ML.

3.1. Secuentes para ALCS4

Un secuente es una pareja (I, A), escrito como I' = A, donde T' y
A son conjuntos, posiblemente vacios, de conceptos descriptivos. Intui-
tivamente, el simbolo = denota que la conjuncién de conceptos en I'
implica la disyuncién de conceptos en A. Generalmente se suele escribir
T, Cy,...,Ck en lugar de T' U {C1, ..., Ck}. Asimismo escribiremos [Ty

|| A para referirnos a [| C'y || C respectivamente.
cer CeA

Una regla de secuente es una tupla de secuentes (Sy, S1,52, ..., )
no vacia, la cual se representa de la siguiente manera:

S1,59, ..., 5,
So

Si una regla de secuente sélo tiene un secuente, entonces es llamada un
secuente inicial. El significado intuitivo de una regla secuente es que el
primer secuente Sy se deriva de de los demds secuentes S; (i > 0). Si
la regla es un secuente inicial, entonces ese secuente puede interpretarse
como un axioma porque no hay necesidad de suposiciones para derivar la

13
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misma. Finalmente un conjunto no vacio de reglas de secuentes se llama
un sistema consecuente.

Antes de definir un sistema de secuentes para ALCS4, establecemos
las siguientes convenciones para ciertas reglas de secuentes.

SiT = {Cy,...,C}} entonces denotamos mediante YR.I" al conjunto
{VR.C4,...,VR.C}}.

Definicién 3.1 (Sistema de secuentes de ALC'S4). Definimos un siste-
ma de secuentes para ALC'S4 con las siguientes reglas.

Secuente inicial

CT=CAA

Reglas de conceptos

I'=CA C,I'=A
~cT=4a 4 r=-c A K
C,D,T'= A I'=C,A T'=D,A

CnDT=A 4 T = CrD.A

Reglas de cuantificacion

CI'=A VRI = C
VRCT = A "4 VRT = VRC 'K

Intuitivamente, una prueba es definida como un drbol de secuentes
donde cada nivel se obtiene por la aplicacién de una regla de un sistema
de secuentes dado, cada rama es finita y comienza con un secuente inicial.

Considere por ejemplo la siguiente prueba del axioma A1 en el sistema
de secuentes de ALCS4.

CDh=C A

—0).p.c= 4
(DA (-C)).C =
CDn-0)) =
= (=(Cn(DN(=C))))

nA

Una regla de secuentes instanciada es la regla que resulta por el
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intercambio, en el esquema de la regla, de las apariciones de un concepto
por un concepto especifico.

Definicién 3.2 (Arbol de prueba). Dado un sistema de secuentes, un
drbol de derivacion se define de manera inductiva como sigue:

= cualquier regla del sistema de secuentes instanciada es un drbol
derivacion;

= g siguiente expresion es un drbol de derivacion

T ... T,
So
con la condicion que T; (i=1,...,n) es un drbol de derivacidn, y
S1 ... S,
So

es una regla instanciada, tal que S; es la raiz correspondiente (se-
cuente mds bajo) de T;.

Un arbol de derivacion se denomina dbol de prueba, o simplemente una
prueba, si todas sus ramas son finitas y tienen como raiz secuentes ini-
ciales.

Si existe una prueba para un secuente = I', entonces escribimostqg T’
(G debido a Gentzen).

3.1.1. Correctitud

Con el fin de mostrar que ALCS4 es correcta, a continuacién, mos-
tramos robustez y completitud.

Ahora planteamos el siguiente lema requerida para demostrar robus-
tez.

Lema 3.3. SiVR.C C D es vdlido, entonces VRVYR.C CVR.D también
lo es.

Demostracién. Supongamos que = € (VR.YR.C)!, si ocurre que y es tal
que (x,y) € RY, entonces y € (VR.C)! y por hipétesis y € (D)! asf que
r € (VR.D)!. O

Ahora estamos listos para probar la robustez.

Teorema 3.4 (Solidez). Si eziste una prueba del secuente I' = A en el
sistema de secuentes para ALCS4, entonces la formula [T C | |A es
valida en ALCS4, esto es, toda interpretacion reflexiva y transitiva es
un modelo de la formula.
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Demostracion. Procedemos por induccion sobre la altura del arbol de
prueba de ' = A.

El caso base para C,T" = C, A es trivial.

Si ahora asumimos que tenemos una prueba

T
"= N
entonces tenemos que probar que si existe también la prueba

_Tr
"= A
I'=A

entonces [ |I' C | | A es valida.
Considere el caso cuando el tltimo paso en la prueba es el siguiente:

I'=CA
-C,I'= A

Entonces por induccién tenemos que [ |I' C C U | |A es vélida, esto es,
para para cualquier interpretacion reflexiva y transitiva I, existe un x €
AT tal que si x € ([T)!, entonces z € (C)! o x € (| JA)!. No es dificil
entonces concluir que si z € ([JT)! y = € (C)!, entonces x € (| |A)?, es
decir, [T’ =C C | |A es también vélida.

Procedemos de manera andloga para el caso cuando el iltimo paso
de la prueba es una regla con operador booleano.

Considere ahora que el ultimo paso de la prueba es el siguiente:

CI'=A
VR.C,T = A

Por induccién sabemos que para cualquier interpretacién I reflexiva
y transitiva, se cumple lo siguiente:

I
(en[r) cla’

También se sabe (por el Teorema 2.3), debido a la reflexividad, que
(VR.O)! C (O)L.

Es entonces evidente que (VR.CT1[IT) C (| JA)".

Consideremos ahora el caso final:

VRT = C
VRI = VR.C

Por induccién VR.I' C C' es valido. Ahora, sabemos que VR.YR.I' C VR.C

es valido, por el Lema 3.3 y también VR.CT1D =VR.CNVR.D es valido
para cualesquiera C, D y r por la Proposicién 2.10.
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Ya que toda interpretacién es transitiva, entonces también sabemos
que VR.I' C VR.VR.I (por el Teorema 2.4) es valido. Por consiguiente,
VR.I' CVR.C es valido. O

La manera de verificar completud sera a partir de la completud de la
axiomatizacién de ALCS4.

Teorema 3.5. Si un concepto descriptivo C es derivable en la axiomati-
zacion de ALC'S4, entonces existe una prueba en el sistema de secuentes
de ALCS4, es decir,

si B C, entonces g C.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre la derivacion en la axio-
matizacién de ALCS4.

El caso base son los axiomas y modus ponens. Al ya se ha demostra-
do en un ejemplo anterior. Vamos a demostrar los axiomas restantes y
modus ponens. Observe que A4, A5 y A6 son los axiomas representativos
de S4 y por tanto merecen un poco més de atencién. Aun asi todos son
igual de importantes y dignos de ser demostrados.

Para A2 tenemos:

C= (Cr(=D).C.E "

1

CD=EDA"
CoEBEDCY copnE X CcE=cnepyE
C= (CN(-D)).D,E K oS CE.CcnED),E &
C= (DM(=E)),(CN (=D)). E nK
2

12
C=(CnDnN((-k)),(CN(=D)), E
(E),C = (CN(=D)),(CN(DN(=E))
(CNEE) = (CNPNER).CNED)
CEnED)),(CNEE) = (CNRNEE)
CEn@OEE)),(CNEE),GCnED) = )
(CCENED))NENEE)), GENDNEE)) =
(=@n DN EE)) (=@ nE=D)nEn (k) =
= (=((=(C (D1 (=E))) M ((=(CT1(=D))) N (C TN (=E)))))

nK

nA

-K
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Para A3 tenemos:

>0 c  Toopit
S —0.co0.¢c F Tcope 8 e (onp.c
= (:OND).(0),C ™ S0L(CnD).C "
= ((=C)N(=C)), ((=C) 1 D),C
(-C) = ((=C)N D), ((-C) N (=C)) 4
(=((=C) 1 (=C))), (=C) = ((=C) N D) ~
(=((=C) 1 D)), (=C), (=((=C) 1 (=C))) = A
(=((=C) N (=C))) 1 (=C)), (~((=C) 1 D)) = A
(=((=C)n D)) N ((=((=C) 1 (=C))) M (=C))) = L
= (=((=((=C)N D)) N ((=((=C) N (=C))) N (=C))))
Para A4 tenemos:
C,D=D Az
c>bpc oo op K
c=cnEn),0 K
(~(Cn(-D))),C=D
(VR.(~(CT(=D)))),C = D "4
(WR.C), WR.(=(C 11 (=D)))) = D
(VR.C),(VR(~(C 1 (-D)) = (VR.D) "%
(-(VR.D)), (VRC), VR(-(CT (=D) = =
(VR.C) 1 (-(VR-D)). VR.(-(CT (D)) = 2
(VR.(=(CT(=D)))) N ((VR.C) M (=(VR.D)))) = I

= (2((VR.(=(CT1(=D)))) M ((VR.C) 1T (=(VR.D)))))

Para A5 tenemos:

VR.O) = (VR.C) A7
(VR.C) = (VR.(VR.C))
(C(VR.(VR.C))), (VR.C) =
(VR.C) 1 (=(YR.(YR.C)))) =
= (~(VR.C) N (~(VE.(YR.C)))))

-A

-K
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Para A6 tenemos:

= C Aan
(VR.C)=C

(=C),(VR.C) =
(VR.C)N (=C)) =
= (=((VR.C)N (=0)))

K

Para M P tenemos:

C,D=D AJJK
c=DnDcCcA c=(D),D "
nK

C = (Cr(=D)),D
—CcnED).c=>n 4

Aqui (-(CT1(=D))) corresponde a C C D traduciendo subsuncién y
disyuncioén.

Para el paso inductivo, asumimos que tenemos una prueba para un
concepto descriptivo C, entonces mostramos la regla de necesitacion:

= (C

= wRC) K

O

Corolario 3.6 (Completitud). Para cualquier interpretacion reflexiva y
transitiva I, si I es un modelo para un concepto descriptivo C, entonces
existe una prueba de C en el sistema de secuentes de ALC'S4, es decir,
Fo C.

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 3.5 y 2.13.

Es importante indicar la existencia de una jerarquia para la aplica-
cién de las reglas. Primero aplicamos reglas légicas, seguido de la regla
de cuantificacién derecha (si es posible) y concluyendo con la regla de
cuantificacion izquierda.

3.1.2. Complejidad e implementacién

Vamos a demostrar que el sistema secuente para ALCS4 estd en
EXPTIME. Esto se debe principalmente al hecho de que las pruebas
tienen forma de arboles binarios y existe una cota exponencial sobre el
nimero de arboles binarios.

Teorema 3.7 (Complejidad). El sistema de secuentes para ALC'S4 estd
en EXPTIME.
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Demostracion. Note primero que el sistema satisface la propiedad de la
subférmula, es decir, para cada regla (Sp, S1) o (So, S1,52), las formulas
en S; o Sy son todas subférmulas de las que ocurren en Sy. Entonces
es evidente que la altura de las pruebas (nimero de pasos de prueba) es
lineal con respecto al tamano de los secuentes de entrada. Note ahora que
debido a la regla conjuncién a la derecha, las pruebas son en forma de
arbol binario. La cota exponencial proviene del hecho de que el ntimero
de nodos en arboles binarios es exponencialmente acotado respecto a la
altura del arbol. O

En cuanto a la implementacion, hemos seguido un enfoque funcio-
nal como en [13]. En particular, el sistema ALCS4 se implementé en
ML [9].Para ello consideramos tres tipos de datos fundamentales: des-
cripciones de conceptos cuyo alfabeto estd formado por nombres de con-
ceptos y roles, secuentes definidos como un par de listas de concepto y
reglas, que pueden ser axiomas y reglas con una o dos hipdtesis.

En el Apéndice A.1 se presenta el cédigo para la implementacion, la
cual fue verificada en una PC con procesador Intel Core i5 de 1.8 GHz,
Windows 8.1, en Moscow ML versién 2.01. Por ejemplo, la verificacién
de la validez del Axioma 5, presente en la demostracion del Teorema 3.5,
requirié en nuestra implementacién de 16.4844 milisegundos.

3.2. Arboles de hipersecuentes para ALC

En esta seccion, introducimos primero la nocién de arbol de hiperse-
cuentes, el cual es una generalizacién de los secuentes. Despues se intro-
duce un sistema de arboles de hypersecuentes para ALC, sin ningin tipo
de restriccion en los roles. También se dan las pruebas para la correcti-
tud y complejidad (2EXPTIME). Ademads se describe la implementacion
correspondiente.

3.2.1. El céalculo

Los érboles de hipersecuentes como su nombre sugiere son estructuras
de tipo arbol, donde cada uno de sus nodos es un secuente. La siguiente
es una definicién mas precisa.

Definicién 3.8 (Arbol de hipersecuentes). Un drbol de hipersecuentes
(THS) por sus sigla en inglés se define de manera inductiva por la si-
guiente gramdtica:

T:=S/MT

MT :=0T; MT

donde S es un secuente.
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En cuanto a la notacién, escribimos S, en lugar de S/0).
Como en [10], se define el zoom para drboles de hipersecuentes.

Definicién 3.9. El conjunto de zoom de drbol de hipersecuentes ZT HS
es definido inductivamente de la siguiente manera:

« [-] € ZTHS.

« S0 TY,...,T,, € THS, ri,...,r, son nombres de roles, entonces
[=1/r1: Ty;.irn 2 T, € ZTHS

n 50 S es un secuente, Ts,..., T, € THS, r1,...,7, son nombres de
roles y Th[—] € ZTHS, entonces S/ry : Ti[—];re : Ta;.irn : T, €
ZTHS

T[T'] denota la substitucién de T” en T[—] la cual es definida de la
siguiente manera:

= Si T[] =[], entonces T[T"] =T".

» SiT-]) = [-)/r1 : Thyrn Ty T = 58" Jwy 2 T4 5wy 2 T,
entonces T[T") = 5" /r1 : Th;..;rn : Toswy = T4 .y wy T

w SiT[—]=8/r : Th[-];re : To;...;rp : T, entonces T[T = S/ry :
T[T |;re: Toy eyt T

Definicién 3.10 (Sistema de drboles de hipersecuentes para ALC). De-
finimos un sistema de drboles de hipersecuentes para ALC mediante las
siguientes reglas.

Arbol de hipersecuentes inicial

TCT = A A7

Reglas de conceptos

T = C,A] T[C,T = A]
T[-C,T = A] T[T = -C,A]
T[C,D,T = A T[C = C,A] T[ = D,A]

TICND,T = 4] TL = CND, Al
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Reglas de cuantificacion

T[(VR.C,T = A)/R: (C,T = N'/MT"); MT]
T[(VR.C,T = A)/R: (I = N /MT'); MT]

VRA

T(T= A)/R: (= C)]
T[C = VR.C, A]

VRK

Observe que la regla VRA se puede aplicar a un hipersecuente de la
forma T[(VR.C,I' = A)/MT] siempre que exista un hipersecuente en
MT que esté etiquetado por el rol R. Por lo tanto, si cada hipersecuente
en MT etiquetado por R contiene el concepto C' en el antecedente de la
raiz, entonces la regla VRA no se puede aplicar y por lo tanto podemos
eliminar al concepto VR.C' del hipersecuente T'.

Como ejemplo de la utilizacién del sistema de arboles de hipersecuen-
tes, consideremos la siguiente prueba de A4:

~ R (D.C>D)
R C=>D0O) Y SR Cc=>(D.p K
~JR:(C = (CT(=D)), D) na

= /R (~(CN(=D))).C = D)
(VR.(~(CT1(=D)))) = /R: (C = D)

(VR.0), (VR.(=(C T (=D)))) = /R : (= D)

(VR.C), (VR.(=(C 11 (=D)))) = (VR.D)

(C(VR.D)), (VR.C), (YR.(~(C 11 (=D)))) =
(VR.C) M (~(VR.D))), VR.(=(C 11 (=D)))) =

(VR.(=(CT1(=D)))) N ((VR.C) 1 (=(VR.D)))) =
= (=((VR.(=(CT1(=D)))) N ((VR.C) N (=(VR.D)))))

-A

VRA
VRA
VRK

—

nA
nA
-K

3.2.2. Correctitud

Ahora mostraremos que el sistema de drboles de hipersecuentes para
ALC es correcto.

Los arboles de hipersecuentes se interpretan como una disyuncion
compuesta por sus ramas. Més precisamente, definimos inductivamente
la siguiente funcion de interpretacion:

" (Cla"'7Cn:>D17---aDm)H: I_Iczg |_|D7,7y
=1 =
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k
x (S/Ry:Th,...,Ry:Tp)" =S U || YR.(T;™).
=1

(2

Teorema 3.11 (Solidez). Si existe una prueba del drbol de hipersecuen-
tes T en el sistema de drboles de hipersecuentes para ALC, entonces T
es vdlida.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre la altura de la prueba
de T'.

En el caso base, distinguimos dos casos: uno cuando C,I' = C,A
ocurre en la raiz de T', y el otro cuando esto no pasa.

En el primer caso esta claro que CM[ ]I © CU[_| A es vélido. En el se-
gundo caso, es facil ver que VR;. .. .. VR,.(CTI[]T C CU||A) también
es valido, ya que si un concepto D se satisface, entonces VRD también
se satisface para cualquier rol R, debido a que Al C D' se cumple.

En el paso inductivo asumimos una prueba de un arbol 77, y entonces
mostramos por casos que la regla T% puede ser aplicada. Considere ahora
el caso cuando el ultimo paso de la prueba es el siguiente.

T = C,A]
T[-C, T = A]

En este caso, también distinguimos dos subcasos: cuando —=C,T" = A
ocurre en la raiz de T, y cuando esto no sucede. En el primer caso,
sabemos que I' = C, A también ocurre en la raiz de T y éste es tambén
vélido (por hipétesis inductiva). Entonces para cualquier interpretacién
I, sabemos que ([]T)" € CTU(||A)". De esto, implicamos que ([]T)’ N
(chH® < A n(ehHe C (A, y por esto =C,T = A es valido.
Los otros casos cuando el ultimo paso de la prueba involucra operadores
booleanos se prueba de manera andloga.
Nos enfocaremos ahora al caso de la cuantificacién izquierda.

T[(VR.C,T = A)/R: (C,I" = N /MT")]
T[(VRC,T = A)/R: (I' = A'/MT")]

S6lo probaremos el caso basico y cuando MT’ = (), el argumento para
los otros casos es similar. Entonces, por hipdtesis inductiva, obtenemos
que el siguiente concepto es valido.

ﬂ(VR.CHHF) Ul JAuvR. <ﬂ (CHHF’) u|_|A’)

Entonces por las leyes de De Morgan:

ﬂVR.CuﬂﬂFuUAuVR. <ﬂC|_|—||—|F’u|_|A’)



24 Sistemas de Secuentes Légico Descriptivos

y por normalidad:
~VYR.CU~[ [TU| [AUVR-CUVR. (ﬂ|_|F’ L |_|A’)

y puesto que VR.—-C C —VR.C se satisface, entonces claramente se im-
plica que ((VR.C,T' = A)/R: (I = A"))# es valido.
Cuantificacién a la derecha:
T(T=A)/R: (= (O]
Tl = VR.C,A]

Una vez mds s6lo probaremos el caso base cuando T'[—] = [—]. Por
induccién, sabemos que el siguiente concepto es valido (-[]T) U | JA U
VR.(=T U C). Entonces (—[]T) U|J(VR.C,A) es vélido. Lo cual clara-
mente implica que la raiz del hipersecuente es es valida bajo la funcién
H.

O

La completitud también se demuestra con respecto a la completi-
tud de la axiomatizacién de ALC. Probaremos primero que el sistema
de drboles de hipersecuentes para ALC es completo con respecto a la
axiomatizacién de ALC.

Teorema 3.12. Si un concepto descriptivo C es derivable en la axio-
matizacion de ALC, entonces hay una prueba en el sistema de drboles
de hipersecuentes de ALC, es decir,

si B C, entonces Fgy C.

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre la derivacion en la
axiomatizacién de ALC. En el caso base, el tinico subcaso interesante es
la prueba del axioma A4, la cual se dio como un ejemplo anterior. Para
el paso inductivo, asumimos que ya tenemos una prueba de un concepto
C, entonces probemos la regla de necesitacion.

= /R:(=0C)
~ WRC) TRK
O

La completud es ahora clara del Teorema 3.12 y del Teorema 1.7.

Corolario 3.13 (Completud). Para cualquier interpretacion I, si I es
un modelo para un concepto descriptivo C, entonces existe una prueba de
C en el sistema de drboles de hipersecuentes para ALC, esto es, gy C.
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3.2.3. Complejidad e implementacién

La complejidad del sistema de arboles de hipersecuentes para ALC
estd en 2EXPTIME. Intuitivamente, las pruebas en este sistema son
arboles binarios donde sus nimeros de nodos son acotados exponen-
cialmente por sus respectivas alturas, que estan asi mismo acotadas de
manera exponencial po el tamano del concepto de entrada.

Teorema 3.14 (Complexity). El sistema de drboles de hipersecuentes
para ALC esta en 2EXPTIME.

Demostracion. La primera cota exponencial proviene de la cota en el
nimero de nodos en arboles binarios con respecto a la altura del arbol.
Recordemos de la prueba de complejidad del sistema de secuentes de
ALCS4 que las reglas correspondientes a conectivos booleanos producen
arboles de prueba binarios, debido a la propiedad de la subférmula.

Vamos a demostrar la segunda cota exponencial: la altura de los
arboles de prueba esta acotad de manera exponencial por el tamano del
concepto de entrada. Para este propdsito, primero recuérdese que cada
nodo del arbol de prueba es un arbol de hipersecuente. A continuacién,
se procede a demostrar que el nimero de nodos para cada &arbol de
hipersecuente esta limitado de manera exponencial por el tamano del
concepto.

En primer lugar, debido a la propiedad de la subférmula, es facil ver
que el rango de cada arbol de estd linealmente acotado por el tamano
del concepto. Sin embargo, debido a la regla de cuantificacién universal
en el lado izquierdo, hay duplicaciones (nodos en los drboles de hiperse-
cuentes). Ahora, existe una bien conocida y directa reduccién lineal de
arboles n-arios a arboles binarios [3, 4, 5], de tal manera que la altura de
los arboles binarios esta linealmente acotada por el rango de los arboles
n-arios. Entonces, la altura de la versién binaria de los arboles de los hi-
persecuentes es también lineal. Recordando de nuevo la cota exponencial
sobre el nimero de nodos en arboles binarios con respecto a la altura, se
obtiene que el tamano de cada drbol de hipersecuente (nodo prueba) es
exponencial con respecto al tamano del concepto de entrada. O

La implementaciéon del sistema de arboles de hipersecuentes para
ALC es similar a la descrita para el sistema de secuentes de ALCS4 en
la Seccién 3.1. Sin embargo, en el caso del sistema para ALC, la estructu-
ra fundamental de datos estd compuesta por drboles de hipersecuentes,
que es descrita en la figura 3.1. En esta figura, también se muestra un
tipo de datos para arboles a prueba con drboles de hipersecuentes co-
mo nodos. Este tipo de datos puede tener ninguna regla aplicable, un
axioma, o una regla con una o dos hipdtesis. La prueba del axioma A4,
presentada anteriormente, toma 19,0497 milisegundos en nuestra aplica-
cién. El cédigo completo se describe en el Apéndice A.



datatype THS =
hyper of Sequent =
((Roles % THS) list);

datatype SystemGH = NoRule
| AXITHS of THS

| InRuOneH of THS

| InRuTwoH of THS x THS;

Figura 3.1: Estructura de datos para pruebas con arboles de hiperse-
cuentes
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Conclusiones

En este trabajo se caracterizaron propiedades de los roles en sis-
temas logico descriptivos con complemento, lo cual permitié probar la
correctud de los algoritmos propuestos. Introducimos las teorias de prue-
ba bésicas para dos 16gicas descriptivas importantes (DL). El lenguaje
conceptual bésico proposicionalmente cerrado ALC, y su variante con
funciones reflexivas y transitivas, que nombramos ALCS4 debido a la
directa correspondencia con la légica multi-modal S4. El sistema para
ALCS4 disfruta de la eliminacién de corte, que permite demostrar de-
cidibilidad. Ademas, este sistema es también libre de contraccién. Estas
dos caracteristicas son requisitos importantes para la implementacién de
sistemas de tipo secuentes. También se proporciona la implementacién.
El sistema se ha demostrado también correcto: robusto y completo. Y se
muestra que la complejidad del sistema esta en EXPTIME.

También introducimos un sistema de prueba para ALC sin restric-
cion en roles. El sistema se basa en arboles de hipersecuentes, que es
la generalizacién de secuentes. Este sistema también es libre de corte y
la contraccion. También se dan las pruebas la correctud y complejidad
(2EXPTIME) del sistema junto con la implementacién.

Hemos cubierto tanto la parte tedérica como la parte de implementa-
ciéon computacional, pero resta atender a la parte de los problemas reales
de aplicacion. Creemos que los marcos de razonamiento proporcionados
en el actual trabajo permitirdn més estudios en logica descriptiva desde
una perspectiva de teoria de prueba. En particular, estamos interesados
en pruebas constructivas de interpolacién de Craig en el contexto DL.
Otra perspectiva de la investigacién inmediata es el estudio del sistema
de prueba de tipo secuente para légicas descriptivas incluyendo razo-
namiento terminolégico (TBoxes) y afirmacional (ABoxes). También en
este contexto, planeamos estudiar légicas descriptivas méas expresivas,
incluyendo restricciones aritméticas (numéricas), roles inversos y nomi-
nales [3, 4, 5].
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Apéndice A
Implementacion en ML

ML es un lenguaje de programacién funcional, interpretado, fuer-
temente tipificado que dentro de sus caracteristicas importantes se en-
cuentra el polimorfismo parametrizado, lo cual permite definir funciones
aplicables a diferentes parametros o tipos de datos. ML es acrénimo de
Meta Lenguaje, fue desarrollado por Robin Milner y otros a finales de
los anos 70’s como un lenguaje para desarrollar tacticas de demostracién
en el sistema LCF (un demostrador automético de teoremas).

En la actualidad estdn disponibles varios lenguajes de la familia ML,
entre los principales se encuentran: Standard ML (SML) y Ocaml (Ocaml
contiene la sintaxis de ML como un subconjunto).

Los lenguajes de la familia ML se aplican principalmente en diseno
y manipulacién de lenguajes de programacién (compiladores, analizado-
res, demostradores de teoremas), asi como en bioinformética, sistemas
financieros, protocolos de sincronizacion, etc.

Para crear un tipo datos en ML se utiliza el comando datatype el
cual funciona como en el siguiente ejemplo:

datatype Roles= role of string;

datatype Conc= conc of string |
nega of Conc |
conj of Conc % Conc|
cuan of Roles x Conc;

Aqui datatype permite construir los tipos de datos Roles y Conc.
Role tiene un constructor llamado role que admite elementos del tipo
string, asi por ejemplo role(“ R”) es un elemento de Role. Conc tiene
cuatro constructores conc que admite elementos de tipo string, nega que
admite elementos de Conc, conj que admite parejas de elementos de Conc

29
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y cuan que admite parejas con primer elemento en Roles y segundo en
Conc, asi por ejemplo cuan(role(“R”),nega(conc(“A”))) es un elemento
de Conc y representa al concepto descriptivo VR.—A.

Para darle un alias a una estructura se utiliza la palabra type como
en el siguiente ejemplo:

type Seq = Conc list;

Aqui type permite referirse a listas de Conc cuando se menciona a
Seq.

Las listas son una estructura de datos que se puede definir inducti-
vamente. La lista vacia es su elemento base y cada elemento de la lista
es la lista vacia o tiene un primer elemento y lo demés es una lista.

Lo anterior podria ser definido formalmente de la siguiente manera:

= [] es una lista y

= si a es el primer elemento de a :: r y r es una lista entonces a :: r
es una lista.

Asi por ejemplo [a] la lista que sélo tiene a a como Unico elemento
puede ser escrita como a :: [ ].

A continuacién se presenta la implementacion en M L de los sistemas
descritos en el presente trabajo.

A.1. Implementacién del sistema de secuen-
tes para ALCS4

(*Tipo de datos para escribir conceptos*)

datatype Roles= role of string;
datatype Conc= conc of string |
nega of Conc |
conj of Conc % Conc|
cuan of Roles x Conc;

(*Alias para secuencia de conceptos™)

type Seq = Conc list;

(*Tipo de datos para escribir secuentes*)

datatype Sequent = lr of Seq * Seq;

(*Tipo de datos para escribir drboles de secuentes®)
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datatype SystemG = Ax of Sequent
| InRuOne of Sequent
| InRuTwo of Sequent * Sequent;

(*Reorganiza una lista enviando las cuantificaciones al final*)

fun reorgcuan(nil ,pa)=pa

| reorgcuan(cuan( )::r,pa)=
reorgcuan (r, pa@[cuan( )])

| reorgcuan (c::r,pa)=
reorgcuan (r,c::pa);

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atémicos al final*)

fun reorgconc (nil ,pa)=pa

| reorgconc (conc(a)::r,pa)=
reorgconc (r,pa@|c onc( )])

| reorgconc (list ,pa)=
list@Qpa;

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atémicos al final,y en

pentltimo lugar las cuantificaciones*)

fun reorg(lista)=reorgconc(reorgcuan(lista ,nil),nil);

(*Determina si existe un concepto con operadores 16gicos en una lista

y retorna una lista con el dicho concepto a la cabeza™)

fun therelsOperator(nil ,pa) = (false ,pa)
| therelsOperator (conc(a)::r,pa) =

thereIsOperator (r,conc(a)::pa)
| therelsOperator (x,pa) = (true x@pa ) ;

(*Determina si existe un conepto con conjuncién o negacién en una

lista*)

fun therelsCoNeg(nil) = false

| thereIsCoNeg(conc(a)::r) =
thereIsCoNeg(r)

| therelsCoNeg(cuan(x)::r) =
thereIsCoNeg(r)

| thereIsCoNeg(_.) =true;

(*Determina si un concepto esta en una lista *)
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fun esta(_,nil) = false
| esta(p,c::r) = p=c
orelse esta(p,r);

(*Determina si hay una interseccién entre dos listas *)

fun intersect(nil,_) = false
| intersect (c::r,list) = esta(c,list)
orelse intersect(r,list);

(*Determina si un concepto es una i-cuantificacién *)

fun isCuan(i,cuan(r,a))=
i=r
| isCuan(i,c)=false;

(*Determina si en una lista sélo tiene i-cuantificacién *)

fun TherelsOnlyCuan (i, nil)= true
| TherelsOnlyCuan (i ,a::r)=

if isCuan(i,a)

then ThereIsOnlyCuan(i,r)

else false;

(*Determina si un concepto es una r-cuantificacién y regresa en rol
r¥)

fun isCuanl(cuan(role "1”,a))= (true, role ”"r”)
| iSCuanl(f):(false, role aaaa);

(*Determina si una lista sélo tiene i-cuantificaciones y regresa el rol
i*)

fun isOnlyCuan(nil)= (true, role 77)
| isOnlyCuan(a::r)=

let val(valor ,rol) = isCuanl(a)

in

if ThereIsOnlyCuan(rol ,r)
then (true,rol)

else (false, role 77)
end;

(*Quita la i-cuantificacién a una lista™)
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fun takeAwayCuan(i,nil)= nil

| takeAwayCuan (i ,cuan(l,a)::r)=

if i=1 then a::takeAwayCuan(i,r)

else cuan(l,a)::takeAwayCuan(i,r)

| takeAwayCuan (i ,b::r)= b::takeAwayCuan (i, r);

(*Transcribe los roles a cédigo latex*)

fun rol2tex(role(a))= a;

(*Transcribe los conceptos a cédigo latex™)

fun conc2lat (conc(a))= a

| conc2lat (conj(a,b))=

7 (”"conc2lat (a)"”\\sqcap.” "conc2lat(b)"")”
| conc2lat (nega(t))=
77(,7A”\\negu77ACOnc2lat(t)/\”)”

| conc2lat (cuan(role(r),a))=

(7" \\forall.”"r"”.” "conc2lat (a)"”)”;

(*Transcribe una lista a cédigo latex™)

fun Seq2te(nil) = 7.7
| Squte([algo]) = conc2lat (algo)
| Seq2te(c::r) =

conc2lat (¢)"” ’“Seq?te( );

(*Determina cuando es aplicable la regla Cuank*)

fun esAplicableCuank (1r (gamma,c:: nil)) =

let val(valor ,rol) = isCuanl(c)

in
let val(valorl ,roll) = isOnlyCuan (gamma)
in

valor andalso valorl
andalso (rol=roll orelse gamma=nil)
end
end
| esAplicableCuank (lr (gamma, delta)) = false;

(*Decide que si aplica alguna regla o termina el drbol de secuente™)

fun decide(lr (delta ,gama)) =
if therelsCoNeg (gama)
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orelse esAplicableCuank (lr (delta ,gama))

then InRuOne(lr (delta ,reorg(gama)))

else

let

val(valor ,deltal) = therelsOperator (delta ,nil)
in

if valor

then InRuOne(1r (deltal ,gama))

else Ax(1r(delta ,gama))

end;

(*Aplica las reglas de secuentes y los va reduciendo®)

fun reduce2texl(lr (nega(a)::gamma, delta),apstr) =
(InRuOne(1r (reorg (gamma) ,reorg (a:: delta))),

"\\infer [\\neg_A_]”"”{”"Seq2te(nega(a)::gamma)”
"\\Rightarrow.” "Seq2te(delta)"” }\n")

| reduce2tex1 (Ir (conj(a,b)::gamma, delta),apstr) =
(InRuOne(1r (reorg(a::b::gamma) ,reorg (delta))),
"\\infer [\\sqcap.A_]”"7{”"Seq2te(conj(a,b)::gamma)"
"\\Rightarrow.”"Seq2te(delta)”” }\n”)

| reduce2texl (1lr (gamma,nega(a):: delta),apstr) =
(InRuOne(1r (reorg(a::gamma) ,reorg (delta))),

"\\infer [.\\neg K.]”"7{”"Seq2te (gamma) "
"\\Rightarrow.” "Seq2te (nega(a)::delta)””}\n”)

| reduce2texl (1r (gamma, conj(a,b):: delta),apstr) =
(InRuTwo(1r (reorg (gamma) ,reorg (a:: delta)),

Ir (gamma,b:: delta)),

"\\infer [_-\\sqcap._K.]”"7{”"Seq2te (gamma)"
"\\Rightarrow.” "Seq2te(conj(a,b)::delta)””}\n”)

| reduce2tex1 (lr (cuan(r,a)::gamma, delta),apstr) =
(InRuOne(1r (reorg(a::gamma) ,reorg (delta))),

"\\infer [\\ forall.”"rol2tex(r)"7_A]”"
7{”"Seq2te(cuan(r,a)::gamma)”

"\\Rightarrow.” "Seq2te(delta)"” }\n")

| reduce2texl (any, apstr) = (decide(any),apstr);

(*Aplica la regla CuanK siempre que sea posible*)

fun reduce2tex2(1r (gamma, delta),apstr) =
if esAplicableCuank (lr (gamma, delta))
then

let val(cuan(r,c)::nil) = delta

in
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(InRuOne(1r (gamma,c:: nil)),

"\\infer [\\ forall.”"rol2tex(r)"”_K]”"
7{”"Seq2te (gamma) " ”\\ Rightarrow.”"
Seq2te (delta)”” }\n”)

end

else reduce2texl (1r (gamma, delta),apstr);

(*Aplica la regla Ax siempre que sea posible*)

fun reduce2tex(lr (gamma, delta),apstr) =
if intersect (gamma, delta)

then (Ax(lr (gamma, delta)),apstr)

else reduce2tex2(1r (gamma, delta),apstr);

(*Escribe recursivamente la prueba en cédigo latex™)

fun prueba2tex (Ax(lr(l,r)),apstr) =
if intersect(l,r)
then
if apstr="” then ”\\infer [Ax]{” " Seq2te(1)"
"\\Rightarrow.”"Seq2te(r)"” }\n{}”
else apstr””{\\infer [Ax]{” " Seq2te(1)"
"\\Rightarrow.” "Seq2te(r)"” }\n{}}”
else
if apstr="” then ”\\infer{” "Seq2te(l)"
"\\Rightarrow.” "Seq2te(r)"” }\n{}”
else apstr””{\\infer{” " Seq2te(1)"
"\\Rightarrow.”"Seq2te(r)"” }\n{}}”
| prueba2tex (InRuOne(up) , apstr) =
if apstr=""
then prueba2tex(reduce2tex ((up),””))
else apstr””{” “prueba2tex(reduce2tex ((up),””))""}”
| prueba2tex (InRuTwo(upl,up2),apstr) =
if apstr=""
then prueba2tex(reduce2tex ((upl),””))"7\n”"
prueba2tex (reduce2tex ((up2),””))"”\n”
else apstr””{” “prueba2tex(reduce2tex ((upl),””))"
7 &." “prueba2tex (reduce2tex ((up2),””)) " }\n”;

(*Esta funcién ya nos imprime todos los pasos de la cadena para
llevarlo a latex y compilar®)

fun gentzenProof(prop) =



36 Implementaciéon en ML

"\\documentclass{article}” " 7?\n”"
”\\usepackage{proof ,amsmath ,amssymb,amscd}” " \n” "

"\\ begin{document}” "7 \n”"

"A\[-\\text{Prueba_en.L\\ {o}gica.}_.ALCS4
\\text{.por_Secuentes.de_.Gentzen.de:} _.\\]""
P\\[” > conc2lat (prop) " \}]” " \n” *?\n”

"\\ [ prueba2tex (InkuOne (1t ([] ,[prop])) ;") " \\]""
"\n” "”\\end{document}” ;

(*Flujo de datos a un archivo tex*)

load (”BasicIO”);

open BasiclO;

val pruebaDelaProposicion =
cuan(role(”s”),conc(”7C”));

val ostreamlId = open_out

(?C:\\ DemostradoresAutomaticos\\
JAVA\\ALCS4\\ALCS4. tex” );

output

(ostreamld , gentzenProof (pruebaDeLaProposicion));
close_out (ostreamld);

(*Compilacién de nuestro archivo tex en pdf*)

load (70S” ) ;

open OS;

Process.system 7 pdflatex ALCS4.tex_—output—directory
=C:\\ DemostradoresAutomaticos\\JAVA\\ALCS4." ;
Process.system 7C:\\DemostradoresAutomaticos\\
JAVA\\ALCS4\\ALCS4. pdf” ;

A.2. Sistema de arboles de hipersecuentes
para ALC

(*Tipo de datos para escribir conceptos*)

datatype Roles= role of string;
datatype Conc= conc of string |
nega of Conc |
conj of Conc * Conc]|
cuan of Roles x Conc;
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(* Alias para secuencia de conceptos *)

type Seq = Conc list;

(*Tipo de datos para escribir secuentes*)

datatype Sequent = lr of Seq * Seq;

(*Tipo de datos para escribir drboles de hipersecuentes *)

datatype THS =
hyper of Sequent * ((Roles % THS) list);

(*Tipo de datos para escribir el &rbol de prueba *)

datatype SistemaG = AXITHS of THS
| InRuOne of THS
| InRuTwo of THS x THS;

(*Determina si un elemento estd en una lista *)

fun esta(x,nil) = false
| esta(x,c::r) = if x=c
then true
else esta(x,r);

(*Determina si las dos lista de un secuente se intersectan*)

fun intersecta(lr(nil,list))= false
| intersecta(lr(c::r,list))=

if esta(c,list)

then true

else intersecta (lr(r,list));

(*Determina si se trata de un arbol de hipersecuentes inicial *)

fun isIths (hyper(s,nil))=
intersecta (s)

| isIths (hyper(s,(rolc,c)::1r))=
intersecta(s) orelse

isIths(c) orelse

isIths (hyper(s,r));
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(*Elimina elementos repetidos de una lista*)

fun delRep(nil)=nil
| delRep(list)= let wval(cl::rl)=rev(list)
in if esta(cl,rl)
then delRep(rev(rl))
else delRep(rev(rl))@[cl] end;

(*Simplifica un secuente, eliminando los elementos repetidos de cada
lado*)

fun delRepSeq(lr(g,d))= 1r(delRep(g),delRep(d));

(*Aplica una funcién a la primer coordenada de los elementos de una
lista*)

fun aplRec(funl,nil) = nil
| aplRec (funl ,(x,c)::r) =
[(x,funl(c))]@aplRec(funl , r);

>kSlHl lifica un hipersecuente eliminando elemento repetidos de cada
secuente*)

fun delRepHip (hyper(seql ,nil))=

hyper (delRepSeq(seql),nil)

| delRepHip (hyper (seql , listl))=

hyper (delRepSeq(seql),aplRec(delRepHip, list1));

(*Reorganiza una lista enviando las cuantificaciones al final*)

fun reorgcuan (nil ,pa)=pa

| reorgcuan(cuan( )::r,pa)=
reorgcuan (r, pa@[cuan( )])

| reorgcuan (c::r pa)
reorgcuan (r,c::pa);

(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atémicos al final*)

fun reorgconc (nil ,pa)=pa

| reorgconc (conc(a)::r,pa)=
reorgconc (r, pa@[conc(a)])

| reorgconc (list ,pa)= list@pa;
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(*Reorganiza una lista enviando los conceptos atémicos al final, y en
pendltimo lugar las cuantificaciones™)

fun reorg(lista)=
reorgconc (reorgcuan (lista ,nil ), nil);

(*Reorganiza un secuente enviando los conceptos atémicos al final, y
en peniltimo lugar las cuantificaciones™)

fun reorgSeq(lr(g,d))= lr(reorg(g),reorg(d));

(*Reorganiza un hipersecuente enviando los conceptos atémicos al
final, y en pentltimo lugar las cuantificaciones™)

fun reorgHyper (hyper(s,listl))=
hyper (reorgSeq(s),aplRec(reorgHyper,listl ));

(*Aplica la regla NegA a un secuente*)

fun NegASeq(lr (nil ,d)) = 1r(nil,d)
| NegASeq(1r (nega(prop)::g,d))=

(
Ir (g,d@[prop])
| NegASeq(lr(g,d))= Ir(g,d);

(*Aplica la regla NegA a un hipersecuente *)

fun NegAHyp(hyper(s,nil)) = hyper(NegASeq(s),nil)
| NegAHyp (hyper(sl,listl)) =
hyper (NegASeq(sl),aplRec(NegAHyp, list1 ));

(*Determina si es aplicable la regla NegA a un secuente™*)

fun isNegASeq(lr (nega(concl)::g,d)) = true
| isNegASeq(1lr (g,d)) = false;

fun segCord(nil) = nil
| segCord ((x,y)::r) = [y]@segCord(r);

fun segCorOrd(nil) = false
| segCorOrd(c::r) = ¢ orelse segCorOrd(r);

(*Determina si es aplicable la regla NegA a un hipersecuente*)
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fun isNegAHyp (hyper(s,nil)) = isNegASeq(s)
| isNegAHyp (hyper (s, listl)) = isNegASeq(s)
orelse segCorOrd (segCord (aplRec (isNegAHyp, list1l)));

(*Aplica la regla NegK a un secuente™*)

fun NegKSeq(lr (g,nil)) = Ir (g, nil)

| NegKSeq(lr(g,nega(prop)::d))= Ir(g@[prop],d)
| NegKSeq(lr(g,d))= 1r(g,d);

(*Aplica la regla NegK a un hipersecuente*)

fun NegKHyp(hyper(s,nil)) = hyper (NegKSeq(s),nil)
| NegKHyp (hyper (sl,1listl)) =
hyper (NegKSeq(sl),aplRec (NegKHyp, listl ));

(*Determina si es aplicable la regla NegK a un secuente*)

fun isNegKSeq(1r (g,nega(concl)::d)) = true
| isNegKSeq(lr(g,d)) = false;

(*Determina si es aplicable la regla NegK a un hipersecuente*)
fun isNegKHyp (hyper (s, nil)) = isNegKSeq(s)
| isNegKHyp (hyper (s, listl)) = isNegKSeq(s) orelse
segCorOrd (segCord (aplRec (isNegKHyp, list1)));

(*Aplica la regla ConjA a un secuente*)
fun ConASeq(lr (nil ,d)) = 1r(nil ,d)
| ConASeq(lr (conj(propl ,prop2)::g,d))=

Ir (propl::prop2::g,d)
| ComASeq(lr (g,d))= Ir (g,d);

(*Aplica la regla ConA a un hipersecuente®)

fun ConAHyp(hyper(s,nil)) = hyper(ConASeq(s),nil)
| ConAHyp (hyper (sl,listl)) =
hyper (ConASeq(sl),aplRec(ConAHyp, listl ));

(*Determina si es aplicable la regla ConjA a un secuente*)

fun isConjASeq(lr(conj(a,b)::g,d)) = true
| isConjASeq(1r(g,d)) = false;
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(*Determina si es aplicable la regla ConjA a un hipersecuente*)
fun isConjAHyp (hyper(s,nil)) = isConjASeq(s)

| isConjAHyp (hyper(s,listl)) = isConjASeq(s)
orelse segCorOrd (segCord (aplRec(isConjAHyp, listl )));

(*Aplica la regla ConjK1 a un secuente*)

fun ConK1Seq(lr(g,nil)) = Ir (g, nil)

| ConK1Seq(lr (g, conj(propl,prop2)::d))=
Ir (g,propl::d)

| ConK1Seq(lr(g,d))= 1r(g,d);

(*Aplica la regla ConK2 a un secuente®)
fun ConK2Seq(lr (g, nil)) = 1r (g, nil)
| ConK2Seq(1r (g, conj(propl,prop2)::d))=

Ir (g, prop2::d)
| ConK2Seq(lr(g,d))= 1r(g,d);

(*Aplica la regla ConK1 a un hipersecuente*)

fun ConK1Hyp(hyper(s,nil)) = hyper(ConK1Seq(s),nil)
| ConK1Hyp (hyper (sl ,listl)) =
hyper (ConK1Seq(s1),aplRec (ConK1Hyp, list1 ));

(*Aplica la regla ConK2 a un hipersecuente®)

fun ConK2Hyp(hyper(s,nil)) = hyper(ConK2Seq(s),nil)
| ConK2Hyp (hyper (sl ,listl)) =
hyper (ConK2Seq(s1),aplRec(ConK2Hyp, listl ));

(*Determina si es aplicable la regla Conjk a un secuente*)

fun isConjKSeq(lr(g,conj(a,b)::d)) = true
| isConjKSeq(1r (g,d)) = false;

(*Determina si es aplicable la regla ConjK a un hipersecuente*)

fun isConjKHyp (hyper(s,nil)) = isConjKSeq(s)
| isConjKHyp (hyper(s,listl)) = isConjKSeq(s)
orelse segCorOrd (segCord (aplRec (isConjKHyp,listl)));
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(* Por ultimo las reglas de cuantificacién™®)
(*Extrae los roles al primer nivel de un secuente una lista de hiper-
secuentes *)

fun listaRoles(nil) = nil
| listaRoles ((roll ,cl)::r1) =
[roll] @listaRoles(rl);

fun listaRoles2 (nil) = nil
| listaRoles2 ((roll ,cl)::rl) =
[cl] @listaRoles2(rl);

fun pegalos(nil)=nil
| pegalos(c::r)= c@pegalos(r);

(*Da la lista de los roles a los que se les aplica CuanA*)

fun rolesCuanAHyp (hyper(1lr (cuan(rl,cl)::g,d),listl))
= if esta(rl,listaRoles(listl))

then
[r1]@pegalos(listaRoles2 (

aplRec (rolesCuanAHyp, listl)))

else
[] @pegalos(listaRoles2 (aplRec (rolesCuanAHyp, listl )))
| rolesCuanAHyp (hyper (1r (g,d),listl)) =
[] @pegalos(listaRoles2 (

aplRec (rolesCuanAHyp, list1l)));

(*Determina si es aplicable la regla CuanA a un hipersecuente*)

fun isCuanAHyp(hl) = if rolesCuanAHyp (hl)=nil
then false else true;

fun agregaCuan(cuan(roll ,cl), nil)= nil
| agregaCuan (cuan (roll ,cl),
(r1,hyper(lr(g,d),listl))::1list2)=
if roll=rl then [(rl,hyper(lr([cl]@g,d),listl))]@
agregaCuan (cuan (roll ;cl),1ist2)
else [(rl,hyper(lr(g,d),listl))]@
agregaCuan (cuan(roll ,cl),1ist2);

(*Aplica la regla CuanA a un hipersecuente y obtiene el rol al que se
le aplico*)
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fun CuanAHyp(hyper(1lr (cuan(rl,cl)::g,d),listl))=
if esta(rl,listaRoles(listl))
then hyper(lr(g,d),agregaCuan(cuan(rl,cl),
aplRec (CuanAHyp, list1)))

else hyper(lr(cuan(rl,cl)::g,d),

aplRec (CuanAHyp, list1))
| CuanAHyp (hyper (1r (g,d),listl)) =
hyper(1r(g,d),aplRec(CuanAHyp, list1));

fun agregaCuanK (cuan(roll ,cl),listl)=
list1@ [(roll ,hyper (Ir ([] ,[c1]) ,[]))];

(*Aplica la regla CuanK a un hipersecuente y obtiene el rol al que se
le aplico*)

fun CuanKHyp(hyper(1r (g,cuan(roll ,cl)::r),listl))=
hyper(1r(g,r), agregaCuanK(cuan(roll cl),

aplRec (CuanKHyp, list1)))
| CuanKHyp(hyper( (g,r),listl))

r),

hyper(1r (g :auleec(CuaLnKHyp7 listl));

(*Da la lista de los roles a los que se les aplica CuanK*)
fun rolesCuanKHyp (hyper(1lr(g,cuan(rl,cl)::d),listl))
=[rl] @pegalos(listaRoles2 (
aplRec (rolesCuanKHyp, list1)))
| rolesCuanKHyp (hyper (1r (g,d),listl)) =
[] @pegalos(listaRoles2 (
aplRec (rolesCuanKHyp , list1)));

(*Determina si es aplicable la regla CuanK a un hipersecuente®)

fun isCuanKHyp(hl) = if rolesCuanKHyp (hl)=nil
then false else true;

(*Escritura en codigo latex *)
(*Transcribe los roles a cédigo latex*)

fun rol2tex(role(a))= a;

(*Transcribe una lista de roles a cédigo latex™)

fun list2Rol2Tex (nil)= 77
| list2Rol2Tex ([any])= rol2tex (any)
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| list2Rol2Tex (c::r)=
rol2tex (c¢)"”,” "list2Rol2Tex (1 );

(*Transcribe los conceptos a cédigo latex™)

fun conc2lat (conc(a))= a

| conc2lat (conj(a,b))=

7 (7" conc2lat (a)"”\\sqcap.” “conc2lat (b)"")”
| conc2lat (nega(t))=
77(77"77\\negu77"conc21at(t)"”)”

| conc2lat (cuan(role(r),a))=
7("""\\forall.”"r"”.” "conc2lat(a)"”)”;

(*Transcribe una lista a cédigo latex™)

fun Seq2te(nil) = 7.7
| Seq2te([algo]) = conc2lat (algo)
| Seq2te(c::r) =

conc2lat (¢)"” ”ASeq2te( );

(*Transcribe un secuente a cédigo latex™)

fun sequent2Lat(lr(g,d))=
Seq2te(g)”” -\\Rightarrow.”"Seq2te(d);
fun pareja2Lat(nil)=""
| pareja2Lat ((role(r),cadl):: nil) =
L7 (L cadl T L)

pareja2Lat ((role(r),cadl)::listl) =
L7 (L7cadl T L)” 7Ly L7 “pareja2lat (listl )

r— =

(*Transcribe un hipersecuente a cédigo latex™)

fun hyp2Lat(hyper(s,nil))= sequent2Lat (s)
| hyp2Lat (hyper (s, listl))=

sequent2Lat (s )”’_/_’“

pareja2Lat (aplRec (hyp2Lat, listl ));

(*Simplifica y reorganiza un hipersecuente*)

fun simpReorg(hl)= reorgHyper(delRepHip(hl));

(*Aplica las reglas de hipersecuentes y los va reduciendo®)
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fun reduce2tex (hl,apstr)
if isIths(hl)
then (AXITHS(hl),apstr)
else if isNegAHyp(hl)
then (InRuOne(NegAHyp(hl)),”\\infer [\\neg.A_]”
" “hyp2Lat (h1)"” P\ )
else if isNegKHyp (hl)
then (InRuOne(NegKHyp(hl)),
"\\infer [\\neg K.]”"7{” "hyp2Lat (h1)"” }\n”)
else if isConjAHyp (hl)
then (InRuOne(ConAHyp(hl)),
"\\infer [\\sqcap_-A_]""
*{* *hyp2Lat (h1)"" P\n” )
else if isConjKHyp(hl)
then (InRuTwo(ConK1Hyp(hl),
ConK2Hyp(h1)),”\\infer [\\sqcap_A_]”
" “hypaLat (h1)"” J\n” )
else if isCuanKHyp(hl)
then (InRuOne(CuanKHyp(hl)),
"\\infer [\\ forall.”"
list2Rol2Tex (rolesCuanKHyp (hl))
> K_]7 7 {7 hyp2Lat (h1)"” J\n”)
else if isCuanAHyp(hl)
then (InRuOne(CuanAHyp(hl)),
"\\infer [\\ forall.”"
list2Rol2Tex (rolesCuanAHyp (hl))
> A]”"" {*“hyp2Lat (h1) " }\n” )
else (AXITHS(hl),apstr);

fun reduce2tex2(hl,apstr) =
reduce2tex (simpReorg(hl),apstr);

(* Escribe recursivamente la prueba en codigo latex *)

fun prueba2tex (AXITHS(hl),apstr) =
if isIths(hl)
then
if apstr=""
then 7\\infer [AXTHS]{” “hyp2Lat(hl)"” }\n{}”
else apstr™”{\\infer [AXTHS]{” “hyp2Lat (hl)"” }\n{}}”

else
if apstr=""
then 7\\infer{” "hyp2Lat(hl)"” }\n{}”
else apstr””{\\infer{” “hyp2Lat(hl)"” }\n{}}”
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| prueba2tex (InRuOne(up) , apstr) =

if apstr=""

then prueba2tex(reduce2tex2((up),””))

else apstr””{” "prueba2tex(reduce2tex2 ((up),””))"”}”
| prueba2tex (InRuTwo(upl,up2),apstr) =

if apstr=""

then prueba2tex(reduce2tex2((upl),””))"7\n”"
prueba2tex (reduce2tex2 ((up2),””))"”\n”

else apstr””{” "prueba2tex(reduce2tex2 ((upl),””))"

7 &." "prueba2tex (reduce2tex2 ((up2),””)) " }\n";

(*Finalmente la compilacién*)

(*Imprime todos los pasos de la cadena para llevarlo a latex y com-
pilar®)
fun gentzenProof(concl) =
"\\documentclass{article}” " ”\n”"
"\\usepackage{proof ,amsmath ,amssymb,amscd}” "7 \n” "
"\\ begin{document}” "”?\n”"
"AN\[-\\text{Prueba_en.L\\’{o}gica.Descriptiva.}
\\mathcal {ALC} . \\ text{_por_Hipersecuentes.de:}.\\]”"
” \\[u” ~ COnC2lat (COnCl)A’7 \\]77 "77\n77 ~ \n” ~N \\[u” ~
prueba2tex (InRuOne (hyper (1r ([] ,[concl]) ,[])),””)
“7AN]” 77 \n” "7 \\end{document }” ;

(*Flujo de datos a un archivo tex*)

load (”BasicIO”);

open BasiclO;

val pruebaDelConcepto = cuan(role "R’ ,conc "C”);
val ostreamId = open_out ("C:\\
DemostradoresAutomaticos\\JAVA\\ALC\\ hiper . tex” );
output (ostreamld , gentzenProof (pruebaDelConcepto));
close_out (ostreamld);

(*Compilacién de nuestro archivo tex en pdf*)
load (70S” );
open OS;
Process.system " pdflatex_hiper.tex_—output—directory
=C:\\ DemostradoresAutomaticos\\JAVA\\ALC." ;

Process.system 7C:\\DemostradoresAutomaticos
\\JAVA\\ALC\\ hiper . pdf”;
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