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Introduccion

Las categorias trianguladas surgen del estudio de la categoria derivada D(%’) construida a partir
de una categoria abeliana €. Segtn Keller [18], las categorias derivadas fueron un formalismo in-
troducido por Grothendieck a inicios de los afios sesenta del siglo anterior. Estas fueron necesarias
para formular y probar las extensiones del Teorema de Dualidad de Serre [37]. La categoria deri-
vada D(%’) de una categoria abeliana 4" no es necesariamente abeliana, pero si tiene una estructura
“derivada” de la estructura abeliana de %'. Pocos afios después, en 1967 las categorias trianguladas
fueron introducidas en la tesis doctoral de Verdier [38], supervisada por Grothendieck. La estruc-
tura de una categoria derivada fue lo que Verdier estudi6, axiomatizo y definié como la estructura
“triangulada” de una categoria [38]. De manera independiente en la misma década Puppe [29],
motivado por el estudio de la categoria estable de homotopia describi los mismos axiomas que
Verdier para una categoria triangulada salvo el axioma del octaedro.

El uso de las categorias trianguladas iniciado en la escuela de geometria algebraica de Grot-
hendieck, y en la topologia algebraica por Puppe, se ha incrementado a lo largo de los afios en
otras dreas de la matematica, hasta nuestra actualidad. En el dlgebra, los anillos son estudiados
comunmente a través de sus categorias de mddulos, es decir, estudiamos un anillo R a través de la
categoria de médulos sobre ese anillo, denotada Mod(R). Es en el contexto de la teoria de médu-
los que Morita [25] en 1958, establece que dos anillos R y S son Morita equivalentes si existe
una equivalencia entre las categorias Mod(R) y Mod(S). Un ejemplo de esto es que un anillo R es
Morita equivalente al anillo de matrices de tamafo n x n, denotado M, (R). La importancia de las
equivalencias de Morita radica en la investigacion de las propiedades invariantes bajo equivalencias
de Morita. Esto es, una propiedad &7 en un anillo R es Morita invariante si todos los anillos que son
Morita equivalentes a R también tienen la propiedad &?. Algunos ejemplos de propiedades Morita
invariantes para un anillo son ser simple, semisimple, Neteriano izquierdo (derecho), Artiniano iz-
quierdo (derecho), primo, entre otras ([20], [2]). Un ejemplo practico de este enfoque es que puede
no ser tan fécil demostrar que para un campo K el anillo de matrices M, (K) conn € N es sim-
ple, es decir, demostrar que M, (K) no tiene ideales bilaterales. Pero al saber que M,,(K) es Morita
equivalente al campo K y ser simple es una propiedad Morita invariante con K simple, se sigue que
M, (K) es un anillo simple.

En esta linea de investigacion, Happel [11], Cline, Parshall y Scott [7], asi como Rickard [30],
generalizan la teoria de equivalencias de Morita para estudiar dlgebras, estableciendo que dos ani-
llos R y S son equivalentes de manera derivada si las categorfas derivadas acotadas D?(Mod(R)) y
Db (Mod(S)), son equivalentes como categorias trianguladas. Este enfoque permite que hablemos
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v INTRODUCCION

de propiedades invariantes bajo equivalencias derivadas. A continuacion una breve lista de algunas
propiedades invariantes bajo equivalencias derivadas:

(1) El niimero de mddulos simples no isomorfos en Mod(R), en el caso que R sea una dlgebra
de Artin ([40]).

(2) La dimension global finita ([35], [17], [27]).
(3) Ser una dlgebra mansa dimensionalmente finita sobre un campo ([36]).
(4) Ser una dlgebra simétrica sobre un campo ([1]).

(5) Ser una dlgebra auto-inyectiva sobre un campo algebraicamente cerrado ([30]).

(6) (Co-)Homologia de Hochschild y Homologia ciclica ([31], [19]).

En general, las equivalencias derivadas se establecen para dos categorias abelianas o/ y %,
esto es &7 y % son equivalentes de manera derivada si las categorfas derivadas acotadas, D (&) y
Db (A), son equivalentes como categorias trianguladas. Lo que motiva a estudiar propiedades que
son invariantes bajo equivalencias derivadas cuando la propiedad en cuestion tenga sentido entre
ambas categorias. De esta manera, en la ténica de la teoria de categorias, para entender alguna pro-
piedad en en cierta dlgebra o categoria abeliana uno podria pasar a otra dlgebra o categoria abeliana
equivalente de manera derivada, que sea mas manejable. Por ejemplo, para estudiar la categoria de
gavillas coherentes sobre una linea proyectiva X, Geigle y Lenzig, utilizaron las algebras tubulares
de Ringel ([22] [9], [32]), ya que la categoria derivada de haces coherentes sobre X y la categoria
derivada de mddulos sobre una algebra tubular son equivalentes como categorias trianguladas. Otro
ejemplo fue el trabajo de Beilinson [5], quien redujo el estudio de la categoria derivada de gavillas
coherentes sobre P al de una édlgebra de matrices triangulares.

Lo anterior no solo busca inspirar la curiosidad en el lector, hacia el estudio de las categorias
trianguladas o esclarecer hasta cierto punto la importancia de estas. Sino también ilustrar un caso
fructifero, no tnico, de la generalizaciéon de una teoria matematica desarrollada de manera be-
neficiosa en cierto contexto a otro contexto. Otros ejemplos de este enfoque que son de nuestro
interés son la generalizacion de la teoria inclinante de médulos al contexto de la teoria inclinante
en categorias trianguladas [14] o la teoria de torsién en mddulos y categorias abelianas estudiadas
originalmente en [8] al contexto de la teoria de torsion en categorias trianguladas [6].

Dicho esto, uno de los objetivos de este trabajo es presentar una introduccién a las teorias de
torsion trianguladas, basandonos en el trabajo de Reiten y Beligiannis [6]. El otro objetivo de este
trabajo es allanar el camino al estudio de las categorias trianguladas, pues si bien existen excelentes
fuentes para su estudio como la obra de Neeman [26], su contenido puede resultar enciclopédico y
se asume que el lector ya tiene cierto conocimiento del tema. O bien, algunas otras fuentes son muy
buenas referencias [16], pero no desarrollan todos los detalles de las pruebas. Esto puede hacer que
una primera aproximacion a las categorias trianguladas resulte un tanto apabullante al lector nedéfito
pero interesado en el tema. Es por eso que este trabajo aspira a hacer mds comprensible un primer
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acercamiento al tema, asi como servir de suplemento a otra literatura en la vertiente de las categorias
trianguladas.

A lo largo de este trabajo asumimos que el lector estd familiarizado con el lenguaje de la teoria
de las categorias, asi como el tener un conocimiento basico del dlgebra homoldgica. De este modo,
sin que sea exhaustiva la siguiente lista, los conceptos y propiedades bdsicas de una categoria
aditiva y abeliana, sucesion exacta corta y larga, kernel, cokernel, pull-back, push-out, productos,
coproductos, Lema del Quinto, Lema de la Serpiente; asi como los de categoria, funtor, Lema de
Yoneda, adjunciones, unidades y counidades respectivas a una adjuncion, no deben de resultar del
todo desconocidas al lector. Referencias para estos temas son [21], [23], [24], [33] y [39].

Esperamos lograr nuestra empresa con éxito, despertando en el lector la curiosidad por el tema
y al mismo tiempo servir de ayuda. Ofreciendo al lector el conocimiento suficiente para iniciar
estudios en areas del conocimiento mas sofisticadas en el lenguaje, aparentemente verndculo entre
matematicos de distintas areas, de las categorias trianguladas.
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Capitulo 1

Categorias trianguladas

Este capitulo comienza introduciendo la nocién de categoria triangulada y desarrollando la
teoria basica en la que se asienta el contenido de los capitulos posteriores de este trabajo. El capitulo
estd basado en [13] y en [15].

Empezamos con la siguiente definicion:

Definicion 1.0.1. Decimos que un funtor F : € — & con € y & categorias aditivas, es aditivo si
para todo X,Y € € se tiene que la asignacion

0 : Homy(X,Y) —— Homg(F(X),F(Y))

es un morfismo en la categoria de grupos abelianos, denotada Ab.

Ejemplo 1.0.2. Sea € una categoria aditiva y X € € arbitrario, entonces el funtor covariante
Homg(X,—) : € — Ab es aditivo. En efecto, sean f,g: A — By A : X — A morfismos en ¢
entonces:

Homy (X, f+g)(A) = (f+8)A = fA +gA = Homy (X, f)(A) + Home (X, g)(A).

Definicion 1.0.3. Sea € una categoria aditiva, decimos que un funtor F : € — € es autofuntor o
funtor de traslacion si F es aditivo y existe un funtor F~' : € — € aditivo tal que

FoF'=1y y FloF=1g.

Definicion 1.0.4. Sea ¢ una categoria aditiva y ¥ : € — € un autofuntor, un tridngulo en € es
una sucesion de morfismos en € de la siguiente forma
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Definicion 1.0.5. Para una categoria aditiva € con autofuntor . : € — €, se define un morfismo
de tridgulos como una terna de morfismos o = (f,g,h) en € tal que el siguiente diagrama es
conmutativo en 6 ;

X4ty szYayx

I B

X’ Y’ VA X'

En el caso que f,g y h fueran isomorfismos, entonces decimos que Q es un isomorfismo de
tridngulos.

Definicion 1.0.6. Una categoria triangulada consiste en una terna (7 ,X,/\) donde:

(i) 7 es una categoria aditiva,
(it) X: T — T es un autofuntor,

(iii) A\ es una clase de tridngulos distinguidos en  que satisface los siguientes axiomas:

TR1 (a) La clase /\ es cerrada bajo isomorfismos de tridngulos,
(b) Para cada X € 7 se tiene que

XX, x 0 X

pertenece a \,
(c) Para cada morfismo f:X —Y en T existe algiin tridngulo

f

X Y Z *X
en \,

TR2 Si

pertenece a A, entonces

pertence a /\ y viceversa,

TR3 Dados dos tridngulos en \,




/ / /

X Loy Yo7 2L yx,

tal que en el diagrama

X4yt zY,¥yx

I

X ——Y ——7 — %X/,
u 14 w

se tiene que gu = u' f, entonces existe un morfismo h : Z — Z' no necesariamente tinico
tal que o := (f,g,h) es un morfismo de triangulos,

TR4 Si

T =X —>Y 7/ X

T:=Y -2 X’ TY,

i=X—"+7 Y’ X

son tridngulos en /\, entonces existe un tridngulo

T4:=7 ---Y -->X'---37

en /\ que hace el siguiente diagrama conmutativo

X2y VA X
1x v sy
X——Z Y’ rX
u 17 Xu
Y ——7Z X’ Y

1z

Z ——sY - -3 X' - -53%7.

El axioma TR4 es llamado usualmente el axioma del octaedro debido a que si visuali-
zamos a un tridngulo distinguido

Xy Ytz ¥vX,

como un diagrama
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Z.

Entonces el diagrama conmutativo en TR4 puede ser visualizado como un octaedro,
donde la parte inferior y superior de un octaedro estdn representadas respectivamente
por los siguientes diagramas:

Xe———7 Xe———7

S

% |
vu T; Y/ s | vu Y
N |
N
AN I /T2 \
N
7z x A

Observacion 1.0.7. En muchas ocasiones en la literatura de categorias trianguladas asi como en
este trabajo cuando ya es clara la estructura triangulada de una categoria triangulada (7 L, ),
solo nos referiremos a dicha categoria triangulada como 7.

Observacion 1.0.8. Ejemplificar algunas categorias trianguladas requiere que hayamos desarro-
llado un poco mds el contenido de este trabajo. Los ejemplos que hemos desarrollado en este
trabajo se encuentran en el tercer capitulo.

1.1. Propiedades basicas de las categorias trianguladas

Observacion 1.1.1. Sea (.7, X, A) una categoria triangulada, se puede dotar a la categoria opues-
ta T °P de una estructura triangulada como:

(a) El funtor Y : T°P — TP de traslacion de T°P se define como X =X~ 1,
(b) Se tiene que

uop Vop 7 wopP

Y'X

estd en N\ siy sélo si

ylxY sz Yy %X

estd en /\.

A la terna (7°P X | \') la llamaremos categoria triangulada opuesta.
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Observacion 1.1.2. Sean € una categoria aditivay X.: € — € un funtor de traslacion. Si f :A — B
es un morfismo en € tal que F(f) = 0, entonces f = 0.

Demostracion. Si f: A — B es un morfismo en % tal que F(f) = 0, al tener que F es funtor de
traslacién se tiene la existencia de un funtor aditivo F~! : ¥ — € tal que F~'F = 1. De esta
manera, se tiene que

f=1lc(f)=FF ) =F 1 (F()=F'0)=0.

Proposicion 1.1.3. Sean (7 ,%X,\) una categoria triangulada y

Xty Ytz Y vx,

un tridngulo en /\. Entonces vu = 0 = wv.

Demostracion. Por TR2, basta ver que vu = 0. En efecto, por TR1(b), tenemos el siguiente tridingu-
lo distinguido

XX, x

()

XX

Y

en .7 . Luego, por TR3, podemos sumergir el diagrama conmutativo

<

1
X

lxl u
X——Y,

%

h<

en el siguiente morfismo de tridangulos distinguidos en .7:

XX

0 llzx

X Y Z XX.

u 14 w

Asi de la conmutatividad del diagrama anterior, se tiene que vu = 0.



6 CAPITULO 1. CATEGORIAS TRIANGULADAS

Definicion 1.1.4. Sea H : 7 — & un funtor aditivo con 7 categoria triangulada y </ categoria
abeliana, decimos que H es un funtor homologico (para 7 ) si para todo tridngulo distinguido

en 7, se tiene que

HX)-“S H(Y)-Y5H(Z)

es una sucesion exacta en </, donde H(u) = u* y H(v) = v*. De manera dual se define un
Juntor cohomolégico H : T°P — of (para 7 ) si H es funtor homoldgico para T °P.

Observacion 1.1.5. Sean H : .7 — </ un funtor homoldgico y

Xty Yz Yi¥x

un tridngulo distinguido en .7 . Entonces en virtud de TR2 obtenemos un sucesion de morfismos

-1 _
syl Ty uy vy Wy THyy

Luego, al ser H : 7 — </ un funtor homolégico se obtiene la siguiente sucesion exacta larga

71W* « « —_Yu)*
o HE 2 ) S By S HZ) P H(EX) ——

Proposicion 1.1.6. Sea .7 una categoria triangulada. Para todo objeto T € 7, se tiene que:

(a) Elfuntor Hom4(T,—): . — Ab es homoldgico,

(b) El funtor Hom 7 (—,T) : T°P — Ab es cohomoldgico.

Demostracion. (a) Sea

XtsyYszY¥vx

Y

un tridngulo distinguido en .7 y T € .7 arbitrario, veamos que la sucesion larga

Homz(T,X) —“— Homz(T,Y) —— Hom 7(T,Z) — ...
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es exacta. Para esto, basta ver que Im(u*) = Ker(v*). Primero veamos que Im(u*) C Ker(v*).
En efecto, por la Proposicién 1.1.3, tenemos que vu = 0y como Hom (T, —) es un funtor
se tiene que v'u* = (vu)* = 0. Por lo tanto, Im(u*) C Ker(v*). Ahora veamos que Ker(v*) C
Im(u*), para esto se toma f € Ker(v*), esto es, f € Hom5(T,Y) y v*(f) = vf = 0. Luego,
por TR2, TR3 Y TR1(b) tenemos que existe un morfismo 4’ : T — XX tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

T 0 Doy A

T

N
Y Z XX - YY.

v w _y

ComoX:.7 —  es autofuntor, entonces existe un tnico 7 € Hom o (T, X) tal que £(h) =1/,
y asi X(f) = X(u)X(h) = X(uh). En consecuencia, f = uh con h € Hom (T, X). Por lo tanto,
f € Im(ux).

(b) Anéloga a la prueba de (a) en la categoria triangulada opuesta .7 7.
[

Proposicion 1.1.7. Sean .7 una categoria triangulada y un morfismo de tridngulos distinguidos

X4ty szYuyyx

I T

X/ Y’ 7' X',

en ., tal que dos de los morfismo verticales, f,g y h son isomorfismos. Entonces el tercer
morfismo también es isomorfismo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongase que f y g son isomorfismos. Luego por la
Proposicion 1.1.6 se tiene para Z' € .7, el siguiente morfismo de sucesiones exactas largas

.. —— Homg(Z',X) —“— Hom7(Z',Y) —— Homz(Z',Z) —~ Hom 7(Z',£X) — ...

L o

..—— Homg(Z',X') WHomy(Z’,Y') WHomy(Z',Z’) WHomy(Z,ZX’) — .
u v w

De esta manera, al tener que f*,¢*, Xf* y Xg* son isomorfismos en Ab, se obtiene por el Lema
del Quinto (vease Proposicion 2.72 en [33]) que A" es isomorfismo. Entonces para 1, tenemos



8 CAPITULO 1. CATEGORIAS TRIANGULADAS

que existe un morfismo g € Hom #(Z',Z) tal que hq = 1. De manera anéloga, ocupando el funtor
Hom #(—,Z') se construye un inverso izquierdo de h, probdndose que / es un isomorfismo.

]

Proposicion 1.1.8. Sean .7 una categoria triangulada,

Xty Yz Yi¥x

un tridngulo distinguido en 7 y f:A —Y, g:Y — A', dos morfismos en 7. Entonces se
satisface lo siguiente:

(a) Sivf =0, entonces existe un morfismo 7 : A — X tal que f = ut,

(b) Si gu =0, entonces existe un morfismo v’ : Z — A’ tal que g = T'v.

Demostracion.  (a) Aplicando el funtor homélogico Hom (A, —) : 7 — Ab al tridangulo distin-
guido

Xty z"u¥vXx

se obtiene por la Proposicion 1.1.6 la siguiente sucesion exacta larga

..—— Homz(A,X) ”—*>H0mg(A,Y) V—*>H0my(A,Z) LHomy(A,ZX) — .

Luego, como vf = 0 por hipétesis, se tiene que f € Ker(v*). Pero Ker(v*) = Im(u*), entonces
f € Im(u*) y, por tanto existe T € Hom(A,X) tal que ut = f.

(b) La prueba es dual a la del inciso (a).

]

Es interesante mencionar que la Proposicién 1.1.8 establece una analogia a la propiedad uni-
versal del kernel y el cokernel en una categoria abeliana. Pues si pensamos a la pareja (X, u) como
el kernel del morfismo v, al tener que fv = 0, obtenemos la existencia de un morfismo f, no nece-
sariamente unico tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Lyt 7

fj/

La siguiente definicidon nos permite describir una asignacion funtorial entre dos categorias trian-
guladas que preserve la estructura abeliana entre ellas.
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Definicion 1.1.9. Sean (71,X1,A1) y (%, L2, ) categorias trianguladas, un funtor triangulado
F : 71 — 9 es un funtor que satisface:

(a) F : 9 — 9 es aditivo,

(b) hay un isomorfismo natural

= {nx: F(Zi1(X)) = Za(F(X)) }xeonj(71),

tal que para todo

Xty Yz My X

en /\1, se tiene que

nxoF (w)

FX FZ Y, FX

es un tridngulo en /\».

Observacion 1.1.10. Al igual que las categorias trianguladas, los ejemplos de funtores triangula-
dos no son triviales. En el capitulo 3 y 5 se encuentran algunos ejemplos.

Proposicion 1.1.11. Sean 7 := (71,21,21) y P := (%, X2,/\») categorias trianguladas y F
N — D funtor triangulado. Si G : T — 9 es un funtor tal que G es funtor adjunto derecho a F,
es decir F 4 G, entonces G es un funtor triangulado.

Demostracion. Primero veamos que hay un isomorfismo natural GX, = ¥;G. Como F es funtor
triangulado existen isomorfismos naturales FYX; =X Fy F Zl_l =X 'F.

De esta manera para todo X,Y € 7] tenemos que:

)
Q
3
)
le
Q
™M
SR
=
IR
)
Q
3
)
=
>
™
SR
=

Luego, por la funtorialidad de Hom (X, —) se sigue por el Lema de Yoneda que GX, = XG.

Ahora veamos que el funtor G : %, — 7] asigna a cualquier tridngulo en A\, un tridngulo en
/\q. Sea
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A B C THA, (1)

un tridngulo distinguido en Z5. Por otro lado, el morfismo G(A) — G(B) puede ser completado
por TR1(c) a un tridngulo distinguido

G(A) G(B) Co G(X2(A)) = Z1(G(A)). 2)

Luego, consideramos la counidad de la adjuncién F' - G, a saber € : FG — 1 & y consideramos
las siguientes componentes de la counidad &4 : FG(A) — A y €g : FG(B) — B. Luego, por la
naturalidad de € tenemos el siguiente diagrama conmutativo

FGA)—2 A

Asi, aplicando el funtor triangulado F al tridngulo (2) se obtiene un morfismo de tridngulos
distinguidos

FG(A) ———— FG(B) F(Cy) % (FG(A))
& €5 :g Yo(e4)
A B c h(A),

donde el morfismo & se obtiene mediante TR3. Aplicando el funtor G a todo el diagrama
anterior y ocupando la unidad de la adjuncion, 1 : 15 — GF, en la parte superior del diagrama
anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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G(A) G(B) Co (G(A)) (2)
o) N6(s) nc, Ny, (G(4))
GFG(A) GFG(B) —— GFI(CO) — % (GFG(A))
Glex) Glen) i G(&) La(Gler))
|
G(4) G(8) G(c) £(G(A)),

donde los morfismos verticales curveados son identidades debido a que la equivalencia de ad-
juncién (F - G) mediante la unidad y counidad establece que se satisfacen las identidades triangu-
lares:

F— ™ . FGF G—"° .GFG

eF Ge
1p g

F, G.

Ahora, para un objeto arbitrario Xy en .7, aplicamos el funtor Hom 7, (X, —) al diagrama en
(2) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en Ab

... — Homgz,(Xy,G(A)) — Hom z,(Xy,G(B)) — Hom 2,(Xo,Co) — Hom 2,(Xo,X(G(A))) — ...

IG(A)*l 10(3)*l h*l lz(lcm)*)

... — Hom,(Xy,G(A)) — Hom 7, (Xo,G(B)) — Hom 2,(Xy,G(C)) — Hom 2,(Xo,L(G(A))) — ...

De esta manera, por el Lema del Quinto en Ab se obtiene un isomorfismo Hom 7 (Xo,Co) =
Hom 7 (Xo,G(C)), concluyendo que G(&)n¢, : Co — GF(Cy) — G¢ en (2) es un isomorfismo.
Mostrando que

G(A) — G(B) —— G(C) —— S,G(A),

es un triangulo distinguido .77, probandose que G : .% — 7] es un funtor triangulado.
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Capitulo 2

Localizacion en categorias

Sean % una categoria y W una clase de morfismos en % . El objetivo de una localizacion en ¢
es construir una categoria ¢y donde los morfismos en W sean isomorfismos. Podemos formalizar
esta idea mediante la siguiente definicion:

Definicion 2.0.1. La localizacion de una categoria € mediante una clase de morfismos W, es una
pareja (6w, T), donde Gy es una categoriay T : € — Gw un funtor, que satisfacen lo siguiente:

e Para todo morfismo w € W, se tiene que T (w) es un isomorfismo en Gy .

o El funtor T : € — 6w es universal, esto es, si existe otra categoria 9 y un funtor F : € —
9, tal que F(w) es isomorfismo en 9 para todo w € W. Entonces, existe un vinico funtor
G : 6w — 2 tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

T
——%w

4

FJ //G
)4

9.

Si € es una categoria pequena, esto es Obj(%’) es un conjunto y en consecuencia

Morf (%) = U Homy (A, B)
(A,B)€0bj(€)x Obj(%)

es un conjunto, existe un proceso de localizacién de 4 mediante una clase de morfismos W,
conocido como la Localizacion de Gabriel-Zisman. El lector interesado puede encontrar en [10]
p.145, un esbozo del proceso de esta localizacion.

La seccion siguiente y el primer objetivo de este capitulo es responder la siguiente pregunta:
(Podemos dar una localizacién de &, en el caso que 4 no sea una categoria pequefia?. La respuesta

13
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a esta pregunta es afirmativa, sin embargo deberemos pedirle a la clase de morfismos W ciertas
condiciones.

También es natural preguntarse si para una categoria 4 con cierta estructura, nuestra locali-
zacién (6w, T) es tal que % preserva la estructura de €. Es de nuestro particular interés, y el
segundo objetivo de este capitulo formular un proceso de localizacion que preserve la estructura
aditiva y triangulada de una categoria.

2.1. Localizacion en categorias aditivas

Definicion 2.1.1. Sean € una categoria y W una clase de morfismos en €. Decimos que W es un
sistema multiplicativo si:

(a) el morfismo 1y € W para todo X € Obj(W).

(b) para cualquier par de morfismos f: X —Y yg:Y —ZenW, se tiene que gf € W.
Definicion 2.1.2. Sean € una categoria y W C Mor(€') un sistema multiplicativo. Se dice que la

subclase W satisface las condiciones Ore a izquierda, o simplemente que W es de Ore a izquierda
Si:

(a) Todo diagrama en € de la forma

conw €W.

(b) Para cada par de morfismos f,g: X — Y para los cuales existe v: X' — X conv € W tal que
fv=gv, existeV:Y =Y enW tal que vV f=Vg.

De manera dual, podemos dar la siguiente definicion.
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Definicion 2.1.3. Sean € una categoria y W C Mor(%€) un sistema multiplicativo. Se dice que la
clase W satisface las condiciones de Ore a derecha o simplemente que W es de Ore a derecha si:

(a) Todo diagrama en € de la forma

conw e W.
(b) Para cada par de morfismos f,g: X — Y para los cuales existe v:Y — Y’ conv €W tal que
vf =vg, existe V' : X' — X tal que V' = gV'.
Diremos que un sistema multiplicativo W C Mor(%) satisface las Condiciones de Ore, o bien

W es de Ore, si se satisfacen las condiciones 2.1.2 y 2.1.3 de manera simultinea.

La siguiente proposicion nos ayudard a proporcionar una caracterizacion para la segunda con-
dicién de Ore en caso de que la categoria ¢ sea aditiva.

Proposicion 2.1.4. Sean € una categoria aditiva, f,g € Homy(X,Y) y W un sistema multiplica-
tivo. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

Propiedad 1.-

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Existe un morfismow:Y — Y en W tal que wf = wg.

(b) Existe un morfismov:X' — X en W tal que fv = gv.

Propiedad 2.-

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Si wf =0 para algiin w : Y — Y', entonces existe un morfismo v : X' — X en W tal que
fv=0.

(ii) Si fv=0paraalginv:X' — X, entonces existe un morfismow:Y — Y’ enW tal que wf =0.

Demostracion. Veamos primero que (i) = [(a) = (b)], por lo que supondremos que hay un
morfismo w: Y — Y' en W tal que wf = wg y por la aditividad de € se tiene que w(f —g) = 0. De
esta manera, usando (i) se obtiene la existencia de un morfismo v: X’ — X en W tal que (f —g)v=0
y por tanto fv = gv.

Ahora veamos que [(a¢) = (b)] = (i), para esto supongamos que wf =0conw:Y — Y/,
luego wf = w0 que al satisfacer (a) implica la existencia de un morfismo v : X’ — X en W tal que
fv=00=0.

Acabamos de demostrar [(a) = (b)] <= (i). De forma analoga se puede demostrar que
[(b) = (a)] < (ii). Porlo que [(a) < (b)] <= [(i) < (ii)].

]

Ejemplo 2.1.5. Sea R un anillo conmutativo con 1, podemos pensar a R como una categoria de la
siguiente manera:

(1) Obj(R):={e}.

(2) Mor(R)=R.

Donde la ley de composicion para cualesquiera r,s € Mor(R) = R estd dada por la operacion
multiplicacion del anillo R. Es decir, ro s = rs para cualesquiera r,s € R.

Si S C R es un subconjunto multiplicativo del anillo R (vedse [3], p.36), entonces para la
categoria R se tiene que S C Mor(R) = R es un sistema multiplicativo que satisface las condiciones
de Ore.

Demostracion. No es dificil ver que S C Mor(R) = R satisface la definicién 2.1.1.

Veamos que S C Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore. Para esto, consideramos un
diagrama en la categoria R
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con s € S. Buscamos morfismos s’, 7 € Mor(R) tal que ' os =s'orcons’ € S C Mor(R) =R,
para esto tomamos s = s’ y ¥ = r. Luego, por la conmutatividad del anillo R y la composicién en
la categoria R obtenemos:

/ / / / /
rFros=rS=S8r =8Sr=s§or.

Ahora, si | y rp son morfismos en R, para los cuales existe un morfismo s € S C Mor(R) =R
tal que r; os = rp os. Luego, tomando s’ = s tenemos por la conmutatividad del anillo R y la
composicion en la categoria R que:

/ ! ! / ! /
S Or|=8r1=nrs =nsS=msSs=mrns =Srp=s5on.

Hemos probado que S C Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore a izquierda. La prueba
de que S C Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore a derecha es andloga.

]

Definicion 2.1.6. Decimos que una subcategoria plena 9 de una categoria abeliana € es de Serre
si para toda sucesion exacta en 6 :

XeDsiysolosiX' X" e€€.

No es dificil probar lo siguiente:

Observacion 2.1.7. Una subcategoria 9 de Serre, de una categoria abeliana € satisface lo si-
guiente:

(P1) SiX =X conX € 9, entonces X' € 9;
(P2) si X.,Y € 9, entonces X DY € 9,

(P3) si X € 9, entonces cualquier subobjeto u objeto cociente de X también estd en 9.

Para nuestro siguiente ejemplo de un sistema multiplicativo que satisface las condiciones de
Ore, necesitamos la siguiente dualizacion de de la Proposicion 13.1 de [24] :

Proposicion 2.1.8. Sea € es una categoria abeliana. Y consideramos el siguiente diagrma conmu-
tativo de un push-out (f,g):
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f
—

>

Y
I

>P.
f/

o
<—

N

Entonces, el diagrama anterior se puede extender a un diagrama conmutativo

f

X Loy - Coker(f) —— 0

1k

ZTPTCoker(f’)—m

Y

con filas exactas.

También necesitaremos la siguiente dualizacion del Lema 5.3 de la seccion 2.5 de [28]:

Lema 2.1.9. Sea € es una categoria abeliana. Y consideramos el siguiente diagrma conmutativo
de un push-out (f,g):

f
—

e

Y
J¢

—— P.
f

oQ
<—

N

Entonces, el diagrama anterior se puede extender a un diagrama conmutativo

O—>Ker(f)—i>XL>Y

"

0—— Ker(f) T>ZT>P.
Donde las filas son exactas y s : Ker(f) — Ker(f') es un epimorfismo.

Ejemplo 2.1.10. Si & es una subcategoria de Serre en una categoria abeliana €, podemos definir
la siguiente clase de morfismos:

W :={f € Mor(%€)|Ker(f), Coker(f) € 2}.

Entonces, W C Mor(%) es un sistema multiplicativo que satisface las condiciones de Ore.
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Demostracion. Veamos primero que W es un sistema multiplicativo. Para esto, vamos a verificar
que se satisfacen las condiciones de la Definicién 2.1.1.

(a)

(b)

Sea X € &, entonces para el isomorfismo 1y : X — X se tiene que
Ker(lx) = Coker(1x) =0.

Pero 0 € 2, por (P1) Y (P3) de la Observacién 2.1.7, probandose que 1x € W para todo
Xe9.

Sean f: X — Y yg:Y — Z morfismos en W, luego por el Lema de la Serpiente (véase [39],

p.11), se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ker(gf) _F, Ker(g) 7, Coker(f)

(M M

x— 1 .y /C;ker( F)——0
8f / l

0—~Z Z—— 0

|

Coker(gf) LN Coker(g) ——— 0,

con un morfismo de conexion 0 : Coker(f) — Coker(gf). Ademads, del hecho que Ker(f) es
un subobjeto de Ker(gf), se dispone de una sucesion exacta:

0 —— Ker(f) —2= Ker(gf) LN Ker(g) 7, Coker(f) 2, Coker(gf) LN Coker(g) —— 0.

Asi, truncando en dos la sucesion exacta anterior, se obtienen las siguientes sucesiones exac-
tas:

0 —— Ker(f) —2> Ker(gf) ﬁ—>Ker(g) (1)

Coker(f) —2 Coker(gf) —— Coker(g) —— 0. 2)

Veamos que Ker(gf) y Coker(gf) estan en Z. Por un lado, de (1) obtenemos la sucesién
exacta:

0——Im(B) — Ker(g) I;:lr(%g)) 0 3)
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Con Ker(g) € 2y por tanto Im(f) € & al ser Z una subcategoria de Serre.

Por otro lado, de (2) obtenemos la siguiente sucesion exacta:

0 —— Ker(8) —— Coker(f) —5>C0ker(gf) —0 4)
Con Coker(f) € 2 y por tanto Coker(gf) € 2 al ser 2 una subcategoria de Serre.
Finalmente, al tener una sucesion exacta:
O—>Ker(f)—>Ker(gf)B—>Im([3)—>0. Q)

Por tanto, Ker(gf) € 2. Lo que pruebaque gf € W.

Ahora veamos que el sistema multiplicativo W satisface las condiciones de Ore, para esto de-

mostraremos las condiciones de Ore Gnicamente a izquierda pues la prueba a derecha es andloga.

(a) Sean

XLY
g
Z,

morfismos en % tales que f € W. Luego, al considerar el push-Out de la pareja (f,g) obte-
nemos el siguiente diagrama conmutativo:

XL

Y
8 lg’

f

Veamos que f' € W, es decir, Ker(f"),Coker(f') € 2. Por un lado, tenemos por la Proposi-
cion 2.1.8, el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

XLYLCoker(f)—m

gl lg,

ZTPTCoker(f')—m.

Por lo tanto, Coker(f') € 2. Por otro lado, tenemos por el Lema 2.1.9, el siguiente diagrama
conmutativo:
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(b)

0—— Ker(f) ——X 1oy

|k
0—— Ker(f') T>Z7>P
Donde las filas son exactas y s : Ker(f) — Ker(f’) es un epimorfismo. Asi, considerando la
sucesion exacta

0 —— Ker(s) —— Ker(f) —— Ker(f') —— 0,
tenemos que Ker(f') € 2, pues Ker(f) € 2 con 2 subcategoria de Serre en .

Como ¥ es aditiva al ser abeliana, veremos que se satisface (ii) de la Proposicion 2.1.4. Esto
es demostrar que si la composicion de morfismos en %,

x 2 ux -y ,
es tal que fv =0 con v € W, entonces existe un morfismo w € W tal que wf = 0. Considere-
mos el cokernel de f, entonces la composicion de los morfismos

x Ly —— Coker(f)

es tal que wf = 0. Veamos que w : Y — Coker(f) € W. En efecto, como w es epimorfismo se
sigue que Coker(w) =0 € 2. Por otro lado, como wf = 0, se tiene que Coim(f) C Coker(w)
con Coker(w) € 9. Asi, de (P3) en la Observacion 2.1.7, se sigue que Coim(f) € 2. Luego,
al ser ¢ abeliana tenemos el siguiente diagrama conmutativo

k

0 —— Ker(f) X Y —*— Coker(f) ——0

Coker(k) ? Ker(w),

con f un isomorfismo y donde Coim(f) := Coker(k) e Im(f) := Ker(w). (véase secci6n 2.2
y 2.3 de [28]) Asi, Ker(w) = Coim(f) € 2. Probandose que w € W.

O

A partir de ahora para hacer méas fécil la lectura de este trabajo al lector, cuando tengamos
diagramas en una categoria 4" con una subclase W C Mor(%) que es de Ore a izquierda, o a
derecha o ambas; una flecha ondulada ~~~+> denotard un morfismo en W mientras que una flecha
recta —> denotara cualquier morfismo en %
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Definicion 2.1.11. Sea € una categoria arbitraria y W C Mor(%€) que satisface las condiciones
de Ore a izquierda. Un W —techo a izquierda de objetos X a 'Y en € es un diagrama de la forma

X Y
X ﬂ/
Z,

conweW, feMor(€) y el codominio de ambos morfismos coincide. Denotaremos a este
W —techo como la pareja (f,w).

La manera en la que podemos pensar a un W —techo a izquierda (f,w) de objetos X a Y en ¢
es como una “fraccién izquierda” w!f.

De manera analoga para una categoria ¢ arbitraria y una subclase W C Mor(%’) que satisface
las condiciones de de Ore a derecha, se puede definir un W —techo a derecha de los objetos X y Y
en % como un diagrama de la forma

X Y
RN
z

conw e W, f € Mor(%)y el dominio de ambos morfismos coincide. El diagrama anterior serd
denotado como la pareja (w, f).

Cabe mencionar que el nombre “techo” para los diagramas anteriores se debe a que en la mayor
parte de la literatura especializada en el tema como [10], los diagramas para los W — techos tanto a
izquierda como derecha estdn invertidos asemejando techos o tejados.

7N\

También es importante mencionar que en una buena parte de la literatura sobre el tema como
[3], donde se asume que las pruebas se desarrollan trabajando con W —techos a derecha para una
categoria arbitraria 4y W C Mor(%) satisface las condiciones de Ore a izquierda y derecha. Sin
embargo, en esta seccion desarollaremos la teoria de categoria de fracciones cuando W C Mor (%)
satisface las condiciones de Ore a izquierda. Es decir, en las demostraciones siguientes vamos a
dar por hecho que estamos trabajando con una categoria ¢ arbitraria y una subclase W C Mor (%)
satisface las condiciones de Ore a izquierda. Aunque trabajaremos con W —techos a izquierda las
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pruebas siguientes se pueden dualizar a W —techos a derecha. Esta seccion estd basada principal-
mente en [10] y [28].

Definicion 2.1.12. Diremos que dos W —techos izquierdos (f,w) y (f',w') estdn relacionados si y
solo si existen morfismos u:Z — Z" yv:Z' — Z" tal que el siguiente diagrama conmuta

Y ademds, uw =vw' € W. En el caso de que (f,w)y (f',w') estén relacionados, lo denotaremos

como (f,w) ~ (f',w).

Lema 2.1.13. La relacion entre W —techos izquierdos definida anteriormente es una relacion de
equivalencia en la coleccion de W —techos a izquierda de objetos X aY en €.

Demostracion.  (a) Reflexividad.- Sea (f,w) un W—techode X a Y,

X Y

N

Z.

Considerando el diagrama

Por tanto, (f,w) ~ (f,w).
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(b) Simetria.- Sean (f,w)y (g,w') W—techos de X a Y tales que (f,w) ~ (g,w'). Esto es, para
el W—techo

oA

Z/

Y

y el W—techo

X Y
N
Z/

existen morfismos, u: Z —Z" yv:7Z' — 7", tal que el siguiente diagrama es conmutativo

con uw = vw' € W. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X Y

S w
8 w
Z/ Z//
N A
z".

Probdndose que (g,w') ~ (f,w).

(b) Transitividad.- Sean (f,w),(g,u) y (h,v,) W—techos de X a Y tales que (f,w) ~ (g,u)
y (g,u) ~ (h,v). Por un lado, al tener que (f,w) ~ (g,u) se obtiene la existencia de dos
morfismos, a: Z — Ky b:Z' — K, tal que el siguiente diagrama es conmutativo

X Y (1)
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con aw = bu € W. Por otro lado, del hecho que (g,u) ~ (h,v) se obtiene la existencia de dos
morfismos ¢ : Z' — Qyd : Z" — Q, tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X Y ()

con cu = dv € W. Concatenando el diagrama (2) sobre el diagrama (1) se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

0
7%,
Z Z
D

Z VA

N

Considerando el diagrama formado por los morfismos dv:Y - Qybu:Y — K€ W,y ser
W de Ore a izquierda por hipétesis se tiene la existencia de dos morfismos & : Q — L'y
B : K — L tal que el siguiente diagrama es conmutativo

}
e

X Y

dv

Luego, tenemos que (ac)u = a(cu) = a(dv) = B(bu) = (Bb)u, esto significa que existe un
morfismo ¢ : L — T en W tal que ¢ (oc) = ¢(Bb). Finalmente, veamos que el diagrama
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X Y
\ h w /
f v
Z ZI/
¢% Ad
T,

es conmutativo. Por un lado tenemos que

(9Ba)f = ¢B(af) = (9B)(bg) = (9Bb)g = (9ac)g = (¢a)cg = (9a)dh = (¢pad)h.

Por otro lado, tenemos que

(9Ba)w = ¢f(aw) = 9B (bu) = (¢Bb)u = (¢pac)u = (pa)(cu) = (9a)dv = (pad)v.

Es claro que (¢ a)w = (¢ad)v € W, probandose que (f,w) ~ (h,v).
]

Observacion 2.1.14. Por el lema anterior podemos hablar de la clase de equivalencia para cual-
quier W —techo a izquierda (f,w) de X a Y. Podemos visualizar a dicha clase de equivalencia
como

Lema 2.1.15. Si

es un diagrama, tal que
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X—X X—X
wé éwl wé \§W2
Y —Y, Y —Y",
1 V2

son diagramas conmutativos obtenidos por la Definicion 2.1.2 (a). Entonces, (vi,w1) ~ (v2,w2).

Demostracion. Para ver que (vi,w;) ~ (v2,w;), consideramos el siguiente diagrama

ey

Y/ Y//
DNz
Z,

donde los morfismos g y w fueron obtenidos al completar mediante (a) de la Definicion 2.1.2 al
diagrama

X/ w2 y"
wlé
Y.

De esta manera, tenemos en (1) que gw; = Wwy pero no garantizamos que gv; = Wv,. Sin
embargo, tenemos que

(gvi)w = gwif =Wwwyf = (Wvy)w.

Y asi, por (b) de la Definicion 2.1.2 se obtiene un morfismo w : Z — Z' en W tal que wgv, =
wWwv,. En consecuencia, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo
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Y X' 2)

%) w1
V1 w2
Y/ Y//
Z/

ya que (wg)wy = w(gw;) = w(wwy) € W. Probandose que (vi,w;) ~ (va,w2).
]

Definicion 2.1.16. Sea ¢ una categoria arbritraria y W C Mor(€) que satisface las condiciones
Ore a izquierda. La categoria de fracciones a izquierda, denotada €, queda establecida de la
siguiente manera:

(a) Obj(Cy)= Obj(€).
(b) Unmorfismo o : X —Y en Cgvlv es una clase de equivalencia de W —techos [(f,w)] de X a Y.

X Y |.
L 4 _
(¢) La composicion entre dos morfismos [(f,w1)]: X =Y y [(g,w2)] : Y — Z en Mor(6},) con-

siste en completar el siguiente diagrama

X Y VA
wi 8
f w2
K K’
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mediante las condiciones de la Definicion 2.1.2 (a) y tomar la clase de equivalencia de la
composicion, es decir,

[(g:w2)] o [(f,wi)] = [(rf ' w2)].

Observacion 2.1.17. (a) La composicion de morfismos dada en la definicion 2.1.16 (c) no de-
pende de como se completo el diagrama

Yy LK

]

K.

(b) Sean [(f,w1)]: X =Y y [(g&,w2)],[(h,w3)] : ¥ — Z morfismos en €}, tal que [(g,w2)] =
[(h,w3)], entonces

[(g;w2)l o [(fswi)] = [(R,w3)] o [(f,w1)]-

(c) Sean [(f,w1)]: X =Y, [(g,w2)]: Y — Zy [(h,w3)] : Z — W morfismos en 6, entonces

[(h,w3)] o ([(g:w2)] o [(f, w1)]) = ([(h,w3)] o [(g,w2)]) o [(f, w1)].

(d) Sea[(f,w)]:X —Y un morfismo en 6L, con f : X — Z morfismo en € yw :Y — Z morfismo
enW C €. Entonces, [(f,w)]o[(1y,1y)] = [(f,w)] y [(1x, 1Ix)] o [(f, w)] = [(f, w)].

Demostracion.  (a) Supdngase que podemos completar el diagrama como en la Definicion 2.1.16
inciso (c)

X Y Z (1)

Y también como

2)

NN A
N

Luego, por ser W de Ore a izquierda podemos completar el diagrama
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al siguiente diagrama conmutativo

3)

con v € W. De esta manera, tenemos que (ur')g = (vs’)g y por tanto

(vs)wy =v(swy) =v(s'g) = (vs')g = (ur)g = u(¥'g) = u(rwy) = (ur)w;.

En consecuencia, al ser W de Ore a izquierda tenemos la existencia de un morfismo /: 7 — L
en W tal que /(vs) = [(ur). Asi, obtenemos que

(v)(sf) = 1(vs)f = Lur) f = (lu)(rf)

y ademas por (3) tenemos que

(V) (s'wa) = 1(vs")wa = L(ur")wa = (lu) (F'w»).

Estas dos ultimas nos garantizan la conmutatividad del siguiente diagrama

X Z

sf r'ws
rf s'wy

R S

N

L,

con (lu)(r'wp) € W pues I,u,r’,w, € W. Probandose que las completaciones (1) y (2) son
equivalencias de W —techos a izquierda.

(b) Consideremos los siguientes W —techos a izquierda

X Y Y 7z Y A
DN A N
W, w’ w”.
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Donde los dos ultimos son equivalentes, es decir, existen morfismos 6 : W/ — W* e W y
€ : W' — W* no necesariamente en W tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Y Z (1)

con €g = 6h'y ewp = dws € W. Luego, componemos [(f,w;)] con [(€g,ew)], obteniendo
el siguente diagrama conmutativo

NN A
Ny

con r € W. De esta manera, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

XXWyY&WN/WjZ
N,

con réw, € W. Entonces por inciso (a) tenemos que

(g, w2)] o [(f,w1)] = [(gf  rewa)].

Por otro lado, obtenemos de la composicion [(h,w3)] o [(f,w)] el siguiente diagrama con-
mutativo

\/\f
\/

con réws € W. Por lo tanto, por inciso (a) tenemos que
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[(h,w3)] o [(f,w1)] = [(qf ,réw3)].

Asi, al tener que rdws = rew, se sigue que

[(qf,réw2)] = [(qf,rewn)].

Por lo tanto,

(R, w3)] o [(f,wi)] = [(g, wa)l e [(fw1)]-

(¢) Por un lado, desarrollando [(7,w3)] o ([(g,w2)] o [(f,w1)]) se obtiene el siguiente diagrama
conmutativo

(D

X Y 7 w
f 8 h w3
Y’ 7/ w’

s

donde ¢,w| € W. Por otro lado, desarrollando ([(h,w3)]o[(g,w2)]) o [(f,w1)] obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X Y Z w
f g h w3
Y’ A w’

N
N

con s,w) € W. Luego, por ser W de Ore a izquierda podemos completar el diagrama

2)

W swh g
s

/|

R.
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Obteniendo un par de morfismos ¢ : R — Q y v: 8 — Q, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

/
N

W'~ 8 3)
i l
R~ 0,

cont € W. De esta manera, por (3) obtenemos que (tq)h = (vsw))h y asi, tenemos que

(vsh Ywy = (vs)(h'wp) = (vs)(Whh) = (vswh)h = tqh = (tpw})ws. 4)

Entonces, al ser W de Ore por izquierda obtenemos un morfismo w : Q — Q' tal que w(vsh') =
w(tpw)) con w € W. Luego, obtenemos que (wvsh')g = (wtpw))g y por tanto

(wvr)wy = w(vrwy) = (wvsh')g = wepw' g = (wtpg')wy (5)

entonces al ser W de Ore a izquierda obtenemos un morfismo [/ : Q' — K en W tal que
I(wvr) = l(wtpg). Por tanto, al componer esta dltima igualdad con f : X — ¥’ obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X———9 ©6)

/!

pef Iwy
R—— K.
Iwt

Por tanto, obtenemos el siguiente diagrama

X W (7

\ pgf  swhws /
rf qws
Y R
N
K.

Donde la conmutatividad del diagrama (7) se sigue de (6) y que

(Iwv) (swhws) = Iw(vswh)ws = Iw(tq)ws = (Iwt)(qw3) € W
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pues [,w,t,q,w3 € W. Lo cual implica que los siguientes diagramas son equivalentes

X W X W
s, R'.

Probandose que

[(B,w3)] o ([(g:w2)] o [(f,w1)]) = ([(h,w3)] o [(g,w2)]) o [(f,w1)]-

(d) La prueba es directa.

Definicion 2.1.18. Se establece una asignacion T : € — ‘5‘,][, como:

(i) T(X) =X para todo X € Obj(%).
(ii) Sea f:X —Y en Mor(%), entonces T(f) = [(f, ly)]. Lo cual podemos visualizar como:

X Y |.
N
L Y |
Observacion 2.1.19. (1) La asignacionT : € — ‘5‘,1‘, definida anteriormente es funtorial.

(2) Paratodow € W se tiene que T (w) es isomorfismo en %VIV Donde

T(w) =

Y X .
>\/ ﬁ
! Y ]

Demostracion.  (a) Es directo probar que la asignaciéon 7 : 6 — ‘5&, es funtorial.

(b) Veamos que si w: X — Y es un morfismo en W, entonces 7'(w) es un isomorfismo en (ﬁvlv
Sabemos que 7'(w) = [(w, ly)] estd representado por la clase de equivalencia del W —techo
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X Y
Y.

Entonces se afirma que 7'(w) ™! est4 dado por la clase de equivalencia del W —techo

Y X
N
Y.

Veamos primero que T (w) ™' T'(w) = [(1x, 1x)]. Primero debemos notar que (w,w) ~ (1x, 1x),
por la conmutatividad del siguiente diagrama

X Y
XA
Y.

Luego, consideramos el siguiente diagrama conmutativo

NN A
N, A

dado por la definicién de la composicién 7'(w) ' T (w), en ;. Lo que implica que
[(Wa W)] = [(1Y7W)(W7 IY)]

Por lo tanto, la composicién T (w)~!T(w) estd dada por la clase de equivalecia de (1x,1x)
como se afirmé. La prueba de que 7(w)T(w)~! estd dada por la clase de equivalencia de
(1y,1y) es directa y serd omitida. Por tanto, 7'(w) es un isomorfismo en ).

A lo largo de esta seccion, nos referiremos con 7 al funtor 7' : ¢ — CKVZV definido en 2.1.18.

O

La siguiente Proposicion viene a responder la siguiente pregunta planteada al inicio de este
capitulo: ;Podemos dar una localizacion de €, en el caso que 4 no sea una categoria pequefa?
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Proposicion 2.1.20. Sea € una categoria y W C Mor(€) satisface las condiciones de Ore a iz-
quierda. Entonces (6,,T) es una localizacion de € mediante la clase de morfismos W.

Demostracion. Basta demostrar que el funtor 7' : ¢ — ‘5&, es universal. Estoes, si F' : 4 — Z es
un funtor tal que F(w) es un isomorfismo en & para todo w € W. Entonces existe un unico funtor
G:%VZV—L@talqueGoT:F.

Como F(w) es un isomorfismo en & para todo w € W, podemos definir una asignacién G :
@l — 2 como G(X) = F(X) para todo X € €y para cualquier morfismo [(f,w)] : X — Y en €},

G(((f:w)]) = F(w)"'F(f).

Veamos primero que esta asignacion estd bien definida. En efecto, si (f,w) ~ (f’,w’) tenemos la
. . " . . . .
existencia de dos morfismos u: Y’ — Y yv:Y” — Y" tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Y///

Conv:Y" —=Y"enW yuw=vw' € W.Por un lado, del hecho que F(w'), F(v) son isomorfis-
mos se sigue que F(v) = F(ww/)F(w') "l yasi F(v)~! = F(w)F (vw)~ L.

Por otro lado, al tener que v,w' y vw' = uw’ € W, se sigue que F(v),F(w') y F(vw') = F (un’)
son isomorfismos en 2. Consecuentemente, F () = F (uw)F (w)~! es también un isomorfismo con

F(u)~' = F(wW)F(uw) .

Asi, obtenemos que
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Por tanto la asignacién G : %’V — & estd bien definida. Ahora veamos que dicha asignacién es
funtorial, notemos primero que

G([(1x,1x)]) = F(1x) " 'F(1x) = (1F(X))711F(X) = lr(x).

Ahora, consideremos dos morfismos [(f,w1)]: X — Yy [(g,w2)] : ¥ — Z en 6},,. Asi, compo-
niendo estos morfismos obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X Y 4 (1)
NN A
N
S,

con wj € W y por tanto,

(g w2)] o [(fwi)] = [(8"f, Wiw2)].

De esta manera, tenemos que

G([(s"f, whw2)])
F(wiw2) " F(g'f)
F(w2)"'F(Wh) "' F(¢F ().

G([(g:w2)] o [(f,w1)])

Por otro lado, tenemos que

G([(g:w2))G(((f, w1)]) = F (w2) "' F(g)F (w1)"'F(f).

Asi, como g'w; = w/ g por (1), se tiene que F(g')F (w;) = F(w/})F(g) junto al hecho de que
F(w1) y F(w}) isomorfismos, se sigue que F(w})~'F(g') = F(g)F(w;)~!. Esto dltimo implica
que

G([(g:w2))G([(f,w1)]) = F (w2) "' F(g)F (w1)~'F ()
= F(w2) "' F(W}) "' F(¢)F (f).
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Acabamos de probar que la asignaciéon G : CKVIV — 9 es funtorial. Ahora veamos que GT = F.
En efecto,

(GT)(X) = G(T(X)) = G(X) = F(X)
para cualquier objeto X € %. Luego, si f : X — Y es un morfismo en & se sigue que

(GT)(f) =G(T(f) =G([(f. 1)) =F(ly) "'F(f) = 1pi)F (f) = F(f).

Finalmente, verifiquemos la unicidad. Si existe otro funtor G’ : CK&, — 9 tal que F = G'T,
entonces

para cualquier X € %’. Ahora veamos que

G(((f,w)]) = G'([(£,w)])

para cualesquiera morfismos f: X — Y en% yw:Y — Y’ en W. Por suponer que F = G'T
tenemos que

F(f)=GT(f)=G'([(f,1y)])-

Luego, por otro lado tenemos que

[(fsw)] = [y, w) (f, )],

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

X Y’ Y
Ly Ly
f w
Y’ Y’
N
Y'.

Asi, obtenemos que
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G'([(f.w)]) = G([(1yr, w][(f 1y)])
= G([(1y,w)DG(((f; 1y)])
G([(Ly, w)DF (f)-

Luego, podemos ver que facilmente que

[(Lyr, w)(Lyr,w)] = [(w,w)] = [(1x, 1x )],

por la conmutatividad del siguiente diagrama

Y Y’ Y
1Y’ 1Y’

w w
Y’ Y’
N
Y.

Por otro lado, podemos ver que el diagrama

Y Y’ Y
lyl ly/
w w
Y’ Y’
N
Y.

es conmutativo, entonces [(1ys, 1y/)] = [(w, 1y/)(1ys,w)]. Por lo tanto, [(1y:,w)] =

Y —Yen%, y asf

G ([(1yr,w)]) = G'([(w, 1y) ™))
=G'([(w. 1y))) ™!
=(G'T(w)™!
= (F(w)™".

Concluyendo que G[(f,w)] = F(w)"'F(f) = G'([(f,w)]).

39

[(w, 1y)]
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Proposicion 2.1.21. Sea € una categoria aditiva y (Sa”‘i,, T) la localizacion de € mediante la clase
de morfismos W. Entonces ‘KVZV es una categoria aditiva y el funtor T : € — Cﬁ‘é, es aditivo.

Demostracién. Para demostrar esto necesitamos definir una operacién suma en %}, de tal modo
que para todo f,g € Homy(X,Y) se satisfaga que T(f +g) = T(f) + T(g), es decir, se satisfaga
que

[(f5 )]+ [(g: Iy)] = [(f + & 1y )]-

Para definir la operacién suma que necesitamos, primero vamos a extender lo anterior a dos
morfismos [(f1,w1)], [(f2,w2)] € Hom (X,Y), para esto consideremos el siguiente diagrama
w

X Y (1

f2 wi
fi w2

tal que gw; = w'wy, donde g y w' con w’ € W fueron obtenidos de completar el diagrama for-
mado por w; y wp mediante 2.1.2 (a). Luego, podemos ver directamente que (f1,w1) ~ (gf1,w'w2)
pues el diagrama

gh wi //
f w'wn

es conmutativo. De la misma manera, se puede ver que (f>,wz) ~ (W' f2,w'ws), por lo que
ambos W —techos tienen un “denominador” comiin, a saber, w'w,. Lo que nos motiva a definir

[CFrowD)] =+ [(f2w2)] = [(8f1 + W' f2, w'wa)]. 2)

Esta definicion la podemos visualizar en diagramas como:
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X Y X Y X Y
k/ ff‘ k A gh +W'fz\,/ yfw/’wz
i Z i i Z/ i i Z//

Ahora veamos que esta operacion suma estd bien definida, para esto veamos primero que la
clase de equivalencia definida en (2) no depende de c6mo se tomaron g y w' € W en (1). En efecto,
por el Lema 2.1.15, si (g’,w") es otra completacién en (1), entonces (g’,w”) ~ (g,w’). Por lo que
obtenemos un diagrama conmutativo

X Y

f2 wi
Ji w2

Z VA

\ g/ w
g w’
zZ" U
N A
V.

En particular, gw; = w'w; y g¢'w; = w”wy € W. De esta manera, se tiene que el diagrama

X Y

i f wwy
gh +wwm
z" U
DN
Vv,

es conmutativo pues claramente iw'wy = vw"'wy € W. Por otro lado, por tener que la categoria
¢ es aditiva se obtiene que

h(gfi+W f2) = hgfi+hw'f>
=vg'fi+w' fo
=v(g' fi+w'fa).

Por tanto, (gf1 +w fo,w'ws) ~ (¢'fi +w" f2,w"w,). Finalmente, veamos que si (f1,w;) ~
(f{,w}) entonces



42 CAPITULO 2. LOCALIZACION EN CATEGORIAS

[(flvwl) +(f2aW2)] = [(fllvwll)—i_ <f27W2)]'

Como (f1,w1) ~ (f{,w}), tenemos por simetria el siguiente diagrama conmutativo

X Y

Ji w
f w1

Z Z//

w.

Después, obteniendo el “denominador” comun de (fi,w;) y (f2,w2) obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X g
\/

3)

donde V' y w fueron obtenidos de completar el diagrama formado por bw; y w, mediante el
inciso (b) de la Definicién 2.1.2.

La suma [(f1,w1)] + [(f2,w2)] estd dada por la clase de

(VD fi + Wi, wws)). 4)

Por otro lado, la suma (f,w}) + (f2,w2) estd dada por la clase

[(Vaf] +wfr,wws)],

que es igual a (4) por la conmutatividad de (3). Probandose que

[(frow)] + [(f2,w2)] = [ wD)] + [(f2,w2)]-
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Se puede verificar de manera directa que la definiciéon dimos de suma en la categoria %’V en
(2), satisface que [(f,1y)] + [(g, 1v)] = [(f + &, 1y)]. Verificar que Hom.g (X,Y) tiene estructura
de grupo abeliano para cualquier par de objetos en ‘KVZV no es muy complicado. Para cualquier
(f,w)] €eH omy (X,Y), el elemento neutro esta dado por la clase [(0,1y)], y el elemento inverso
estd dado por la clase [(—f,w)].

Para terminar de verificar que la categoria %ﬂ‘i, es aditiva, falta ver que la categoria % tiene co-
productos finitos. Sean X,Y € Obj(% ), entonces al ser ¢ una categoria aditiva se tiene la existencia
del producto dado por un objeto X X Y junto con dos proyecciones px : X XY - Xy py: X XY =Y.
En base a esto, el producto de X y Y en €, estd dado por el objeto X x Y € Obj(¥) = Obj(‘fvlv)
junto con dos morfismos

F(px)= | XxY X| , Floy)=|XxY Y

Verifiquemos nuestra afirmacion, para esto consideramos dos morfismos arbitrarios en C@I/ de
Z alos objetos X e Y como:

=5
Il
N
e
=
Il
N
h<

Luego, por la existencia del producto de X e Y en ¢ se tiene la existencia de un tinico morfismo
¢ :Z — X* x Y* tal que el siguiente diagrama conmuta:

Z

fx <P: Sy
4

Px Y

Asi, el morfismo requerido de Z a X x Y en la categoria CK‘,ZV esta dado por
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o' = |z XxY |,
X A/'ﬁl-;v;
X*xY*

w1
0 wyp
con el morfismo F(px) en CngV es el W—techo dado por fy como se ve en el siguiente diagrama

donde wy X wy 1= ( ) De esta manera, se tiene que la composicion del morfismo ¢*

X XY

\W?V\/

X*xY*

X*.

En efecto, el diagrama anterior es conmutativo, pues al considerar las proyecciones del diagra-
ma, Py 1= (1X O) y Py = (IX* 0), tenemos que:

w1 0

p}(wl XW2) = (1)(* 0) (0 Wy

)= 0 0)=wi(1x 0)=wipy.

De manera andloga se puede ver la composicion del morfismo ¢* con el morfismo F(py) en ‘fvlv
es el W—techo dado por fy. La unicidad del W —techo ¢* : Z — X x Y se sigue de la de unicidad
de ¢. Por lo tanto, ‘5&, tiene productos finitos.

]

La teoria que hemos desarrollado hasta ahora a partir de la Definicién 2.1.12, puede ser dualiza-
da para el caso en que la categoria € en cuestion tenga una subclase W C Mor(%’) que satisface las
condiciones de Ore a derecha. En particular, el dual de la Definicion 2.1.16 nos permite definir la
categoria de fracciones a derecha, denotada ¢j,. El siguiente resultado nos permitird establacer
una relacién entre las categorias 67, y €y .

Proposicion 2.1.22. Sea € una categoria y W C Mor(€') que satisface las condiciones de Ore.
Entonces las categorias ‘Kvlv y Gy, son isomorfas.

Demostracion. Al ser W C € de Ore a izquierda y derecha, tenemos por la Proposicion 2.1.20 y su
dualizacién dos funtores T : € — 6}, y T': € — %}y, tal que T(w) y T'(w) son isomorfismos en
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‘KVIV y 6y, respectivamente, para todo w € W. De esta manera, por la misma Proposicién obtenemos
los siguientes diagramas conmutativos:

A ¢ 1% (1)
|
Cgvlv, Gy -

Donde los funtores H y G son unicos respecto la conmutatividad de los diagramas anteriores.
Veamos que GH =l y HG = 1%)&/. En efecto, por (1) obtenemos que 7" = GT y T = HT' y por
tanto tenemos las siguientes igualdades:

T'=GT = GHT' = (GH)T'

T =HT =H(GT)= (HG)T.

Por esta ultima desigualdad, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

(5—%51

v

Asi, por la propiedad universal del funtor T : € — %,, tenemos que HG = 1C€le . Andlogamente,

tenemos que GH = 1l . Lo cual prueba que las categorias ‘Kvlv y 6y, son isomorfas.

Se concluye esta subseccion con un breve ejemplo de una categoria de fracciones.

Ejemplo 2.1.23. Sea R un anillo conmutativo con 1 y S C R un conjunto multiplicativo. Podemos
pensar a R como una categoria de la siguiente manera:

(1) Obj(R):={e}.
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(2) Mor(R):=R.

Entonces resulta ser que R visto como una categoria es Ore y por tanto tenemos la categoria
de fracciones a izquierda de R, denotada RL. donde:

(a) Obj(Rs) = {e},
(b) Mor(Rs) =|[(r,s)].conrée Rys €S CR.

[(r.9)] :=

2.2. Localizacion en una categoria triangulada

Hasta ahora hemos introducido el concepto de localizacion tanto en categorias arbitrarias y
aditivas. De esta manera, en el contexto de una categoria triangulada .7 nos gustaria responder la
siguiente pregunta: ; Como podemos obtener una localizacion .7 mediante una clase de morfismos
W C 7, tal que J es una categoria triangulada?. Para abordar esta pregunta comenzaremos esta
seccion con el concepto de un sistema nulo. Cabe mencionar que esta seccion estd basada en [16]

y [34].

Aligual que el ejemplo 2.1.10, donde dimos un sistema multiplicativo de una categoria abeliana
% a través de una subcategoria & de Serre. Para una categoria triangulada .7 necesitamos una
subclase de objetos de .7 que nos permita generar un sistema multiplicativo en 7. Esto nos motiva
a dar la siguiente definicion:

Definicion 2.2.1. Sea 7 := (7 ,X,\) una categoria triangulada, decimos que una subclase N C
Obj(7) es un sistema nulo si satisface que:

(NI) 0e ¥,
(N2) X € N siysolosiZ(X)e N,

(N3) SiX —-Y ->Z—-XX)eAconX,Y €N, entonces Z € N .

Dado un sistema nulo en una categoria triangulada .7~ podemos definir una subclase de morfis-
mos W (./") de la siguiente manera
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W(AN):={f: X =Y eMor(T) |existe X - Y >Z—>X(X)e AconZec N}

Mas aun, esta subclase de morfismos tiene una propiedad muy deseable como veremos a conti-
nuacion.

Proposicion 2.2.2. La subclase W (.A") C Mor(.7 ) satisface las condiciones de Ore.

Demostracion. Primero veremos que W (.4") satisface las dos propiedades dadas en la Definicién

2.1.1.

ey

2)

Sean f: X — Y yg:Y — Z morfismos en W(.4"), entonces existen triangulos

f

X Y Y’ X e A y y—£2-.7 A XY € A

conY’ Z' € 4. Luego por el axioma TR1(c) existe un tridngulo

X3,z  p X € A

De esta manera, por TR4, se obtiene un triangulo Y’ — D' — Z' — XY’ € A, de tal forma
que al aplicarle dos veces de manera consecutiva el axioma TR2 se obtiene

A Yy’ D’ X7 e A.

conZ',.XY" € A4 y por tanto XD’ D' € 4. Probandose que gf € W(A4").

Sea X € .7, por TR1(b) tenemos que la existencia de un tridngulo

XX, x 0 X € A,

y al tener O € .4/, se obtiene que 1y € W (/") para cualquier X € 7.

Ahora veamos se satisfacen las condiciones de Ore, es decir, se satisfacen las definiciones
2.1.2y2.1.3.

Primero vamos a verificar las condiciones de la Definicidon 2.1.2.

(a) Sean morfismos
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(b)
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en .7 con f € W(/). Asi, existe

x—,y_8

Z X € A,

con Z € /. Luego, por TR2 se tiene que

1 S

v=x12) X Y (V)=ZecA. (1)

De esta manera, aplicamos TR1(c) al morfismo s/ : V — X’ obteniendo

Iy Ly (V)eA. 2)

Asi, aplicando TR2 al tridngulo distinguido anterior, se obtiene:

X' Loy yv)=Z——3(X) e A.

Con Z € ./, es decir, f' € W(_4"). Finalmente, por TR3 podemos tenemos el siguiente
morfismo entre los tridngulos distinguidos (1) y (2):

v Ll.x At Y —— (V)
1vl { s llz(\/)
4
/ /
Vo X —o ¥ —— (V).

con f' e W(.N).

Sean f: X — Y yv:X — X morfismos en .7 con v € W(.4") tal que fv = 0. Por la
Proposicion 2.1.4 basta ver existe w € W (.4") tal que wf = 0. Al tener que v € W (.4"),
se obtiene

X Yax -,z X' € A,

con Z' € 4. Luego, por TR1(b) y TR2 se obtiene

0 y oy 0eA.

Asi, por TR3, podemos sumergir el siguiente diagrama conmutativo
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X —t-X VA X’ (1)
|

Ol fl tl lO
4

0—=Y ——Y 0

Consecuentemente, al aplicar TR1(c) al morfismo 7 : Z’ — Y se obtiene

zZ Ly Y.z Y7 e A.

Y por TR2, se tiene que

y 27" (7)) XY € A,

con X(Z') € A, es decir, w € W(.AN).
Finalmente, del hecho que f = th por (1), se puede sumergir el diagrama conmutativo

1
X

h f

Z t

S

(_

~

por TR3, en el siguiente morfismo de tridngulos distinguidos:

XX

VA Y z' 7'

Probédndose que wf =0 conw € W(.A).
Ahora verifiquemos las condiciones de la Definicion 2.1.3.

(a) Sean morfismos
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(b)

CAPITULO 2. LOCALIZACION EN CATEGORIAS

en 7 con f € W(./), entonces existe

i 8

X Y z X € A,

con Z € 4. Luego, al aplicar TR1(c) al morfismo gs : Y/ — Z obtenemos un tridngulo

8s

Y’ Z VA Y’ e A.

Y por TR2 obtenemos

v=sl(z)ty £z sv=7cn,

con Z € A, es decir, h € W(.#"). Después, al considerar el diagrama conmutativo
y £
1

Y=

obtenemos un morfismo de triangulos distinguidos

Z
1z

Z,

8s

Z XV

RN

X—Y Z XX.

Por lo tanto, tenemos un diagrama conmutativo

14
|
X

h
—

<

<—
[

—_
f

~

conh e W(A).

Sea f: X — Y un morfismo en 7 y w: Y — Y’ un morfismo en W (.4") tal que wf =0,
al ser .7 aditiva, por la Proposicion 2.1.4, basta ver que existe v € W (/") tal que fv=0.
Al tener que w € W(.4"), existe un tridngulo
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y 2y Z YY € A,

con Z € /. Luego, por TR2 se obtiene

V=rlz) oy 2y —3(V)=ZeA.

Por otra parte, por TR1(b) y TR2 obtenemos

—X(Ix)
—

X—0—X(X) LX) e A.

De esta manera, al tener por hipétesis que

X——0

f

Y—W>Y/

)

es conmutativo, podemos obtener mediante TR3 el siguiente morfismo de triangulos
distinguidos

(1x)

X—0—— ( ) X(X) (1))
|

] :

Y Y’ Y.

w

Y por TR2, se obtiene el siguiente morfismo de tridngulos distinguidos:

X X x 0 X
gl fl l l):z
v /

V¥ — Y sV

Asi, aplicando TR1(c) al morfismo g : X — V se obtiene:

LN 74 V! YX € A,

Luego, por TR2 tenemos que:

U=x'(v)—2sx—25v U=V e,

conV =X"1Z) e 4, pues (£ (Z)) =Z € 4. Por lo tanto v € W(.#"). Por dltimo,
de (1) tenemos la conmutatividad del diagrama
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XLV
f h

Yy—Y,
ly

y asi, por TR3 se obtiene un morfismo de tridngulos distinguidos

Vv X7 XX

U—Loux-—S.y xZ
of W
0—=Y ——Y 0.

Lo cual demuestra que fv =0conv e W(4).

]

Proposicion 2.2.3. Sea 7 := (7 ,X,\) una categoria triangulada y A un sistema nulo de 7.
Entonces la localizacion de 7 mediante la clase de morfismos W(A"), denotada ( Ty x), F), es
tal que Fy (_y) es una categoria triangulada y F : T — Fy(_y es triangulado.

Demostracion. Al ser 7 una categoria triangulada, se tiene por la Proposicion 2.1.21 que Jyy (s
es una categoria aditiva. Definimos un funtor de traslaciéon X Fwin - Twwyy = Fw(w) como

2 (T) =T paracada T € Obj(Fy(x)) = Obj(7) y en morfismos como

L7, ([(Fsm)]) = [Z(), Z(w))]-

Veamos que esta asignacion estd bien definida, para esto tomamos (f,w) ~ (f’,w’), lo que
significa que el siguiente diagrama es conmutativo:
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Luego, al ser X un funtor tenemos que el diagrama

X(Z) x(Z')
X(2),

es conmutativo. Por tanto, (X(f),X(w)) ~ (X(f’),£(w')). Lo cual prueba que la asignacién
Xz, () €N morfismos estd bien definida. Facilmente, del hecho que X es funtor, podemos ver que la
asignacion £ 7, () €S funtorial. Igualmente se sigue del hecho que el funtor X es de traslacion, que
Xz, ) también es de traslacion. Ademds, podemos ver directamente que FX =X g, ( JV)F . S6lo nos
falta definir una clase de triangulos distinguidos para la categoria fw( N

Decimos que un tridngulo en _y) es distinguido si y solo si es isomorfo a la imagen de un
triangulo distinguido en .7 bajo el funtor F'. Denotaremos a la clase de tridngulos distinguidos en
Ty () como A,

Veamos en efecto que la terna (Fy( 4), 2 T M),A’ ), simplemente denotada Fy( 4, s una

categorfa triangulada. Para aligerar la notacion en la prueba de que Jyy(_4) es una categoria trian-
gulada denotaremos por X al autofuntor X T de Fy () -

TR1 (a) Es directo de la definicién de 2\'.

(b) Sea X € Obj(Fy( y)) := Obj(7), se tiene que el tridngulo

x [(1x,1x)] X 0 X

en Jyy( y) es isomorfo al tridngulo

F(lx)

F(X) F(X) 0 XX e N,

que es la imagen bajo F del tridngulo

XX, x 0 X € A,

(c) Sea [(f,w)]: X — Y un morfismo en (),
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X Y |.
N
Y/

Aplicando TR1(c) y F al morfismo f : X — Y’ en .7 obtenemos un tridngulo

Ly * *
x [(f1yr)] v’ g 7 h X € A
Por otro lado, consideramos el tridngulo

X [(fw)] Y g 7 n* TX

en la categoria Fy( 4, donde g := g*ar y & es el isomorfismo & := [(w,1y/)] : ¥ — Y en
T () (cuyo morfismo inverso es [(1y,w)] : ¥’ — Y). De esta manera, se obtiene el siguiente
isomorfismo de tridngulos en Fyy(_y):

X [(fw)] % g 7 h* sY
1x a ly Iyx
! Z 2X.
[(f:1y1)] g h*
Por lo tanto,
X[(f’w)]Y S 7 M sy e A
Sea
x Loy S,z hyxen, (1)

entonces (1) es isomorfo a la imagen bajo F' de un tridngulo

xr Ly & M vy e A

Luego,

yr Sz M yxr B yyr e A )
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Pero

g h Xf

Y z X TY € A. 3)

es isomorfo a la imagen bajo F de (2). Por lo tanto (3) es un tridngulo distinguido en Fyy ().

Las pruebas de TR3 y TR4 son andlogas, pero por su extensiéon no serdn incluidas, vedse
Teorema 6.2.2 en [34]. Por tanto, Zy(_4-) como fue definida es una categorfa triangulada.

Finalmente, por definicién de la clase Ay que FX =X T, M)F se sigue que F :  — ,%V( )
es un funtor triangulado.

]

Proposicion 2.2.4. Sea F : T — Fy( y) el funtor de la localizacion (Fy( 4, F). Entonces se
satisface lo siguiente:

(i) F(X) =0 paratodoX € N,

(ii) El funtor de localizacion F es universal entre funtores triangulados que satisfacen la condi-
cion (i).

Demostracion. (i) Sea X € 4, luego el tridngulo

XX, x 0 X

es distinguido en .7. Por tanto, el tridngulo

X 0 XX XX

también lo es. Pero X(X) € .4 y asi el morfismo f : X — 0 pertenece a W(./"). Por tanto,
F(f) es isomorfismo y asi F(X) = 0.

(ii)) Sea G: .7 — 7" un funtor triangulado tal que G(X) = 0 paratodo X € A4 ysea f: X — Y
un morfismo en W (./"), entonces hay un tridngulo

f

X Y z X €N,

tal que Z € 4. Luego, el funtor G manda el tridngulo anterior al tridngulo distinguido en .7 *

G(Y) 0——Z*G(X).

Donde G(Z) = 0, por hipétesis de que G satisface (i) y £*G = GZ por ser G funtor triangu-
lado, donde X* es el funtor de traslacion correspondiente a la categoria triangulada .7 *.
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Después, podemos sumergir el cuadrado conmutativo

0
lG(Y)l l

0

Q
=

Q
=

en el morfismo de tridngulos distinguidos en .7 * como:

Loy

GY)—=G(Y)—— 0——X*GY

e T

G(X)WG(Y)—>O—W>Z*GX.

Asf, del hecho que G(f) f* = 15y, se tiene que f* es un inverso derecho del morfismo G(f).
Por otro lado, podemos completar un morfismo de tridngulos distinguidos en .7 *

GX)—>G(Y)— 0——X*GX

|
an | J l l
3

GX)—G(X) —— 00— L"GX.

Asf, del hecho que f**G(f) = 1(x) se sigue que f** es un inverso izquierdo de G(f). Por
lo tanto, para todo morfismo f en W(.4") se tiene que G(f) es un isomorfismo en la ca-
tegoria .7 *. De esta manera, por la Proposicién 2.1.20 existe un tnico funtor triangulado
H: Ty y)— 7" talque G=HF.

T —5 Fyon

l -
G Ve
Z/H

T*.



Capitulo 3

Categorias Derivadas

En la primer parte de este capitulo se estudian las nociones bdsicas del dlgebra homoldgica
necesarias para introducir la categoria homotdpica de complejos en ¢, denotada K (%), construida a
partir de una categoria aditiva o abeliana ¢". Concluimos la primer parte de este capitulo estudiando
la estructura triangulada de K(%).

El resto del capitulo esta destinado a utilizar la teoria desarollada en el capitulo anterior para
construir la categoria derivada de complejos D(%), mediante el proceso de localizacion respecto a
la clase de cuasi-isomorfismos en K(%). Para este capitulo nos hemos basado principalmente en
[13], [34]y [16].

Sea % una categoria abeliana, un complejo en % consiste en una familia X := (X,,dy)nez
donde X,, y d,)f : X;, — X,,—1 son objetos y morfismos en % respectivamente, tal que d,od, 1 =0
para toda n € Z. Un complejo es representado como una sucesion de objetos y morfismos de la
siguiente manera:

) dy, dy
Xi= . —— Xy X, —L X,

Sean X = (X,,dn)nez ¥ Y = (Yu,dp)nez dos complejos en %, un morfismo de complejos f :
X — Y es una familia de morfismos, f := (f, : X, — Y, )ncz, que satisfacen d” o f,, = f,_1 odX para
todo n € Z , es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

dyyy dy
X =.. Xn+1 Xn Xn—l
l ﬁml fnl fnll
Y:=.. Yn+1 d,{H Y, d,{ Y, 1

La clase de los complejos sobre una categoria abeliana (o aditiva) €, junto a la clase de los

57
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morfismos de complejos, forman la categoria de complejos sobre %, denotada Kom(%).

Definicion 3.0.1. Sean f,g: X — Y morfismos en Kom(%'), decimos que f 'y g son homotdpicos,
lo que denotamos por [ ~ g, si existe una familia de morfismos (sy)ncz en € con s, : X — Yyi1
que satisfacen

Jn—8gn= dyf_HSn +Snfld;)1(a

para todo n € 7. Lo cual podemos visualizar como:

X
n+1 dn
Xn+1 Xn anl —_— ...

S
So+1| | 8n+1

Yn—H

Observacion 3.0.2. (a) Si en la definicion anterior g es el morfismo cero, entonces decimos que
f es homotopico a cero.

(b) Es fdcil verificar que la relacion ~ definida anteriormente es una relacion de equivalencia.
Definicion 3.0.3. (i) Si X = (X,,dp)nez es un complejo en Kom(</'), la n-ésima homologia del

complejo X estd definida como el objeto cociente

Ker(dX
H,(X):= —(X”)
Im(dn—l—l)
en6.
(ii) El complejo X es llamado aciclico si H,(X) = 0 para todo n € Z.

(iii) Un morfismo f : X — Y de complejos, induce un morfismo natural

H,(f) : Ha(X) H,(Y)

x—l—Im(de) —— fu(x) —|—Im(d,{+1).

Observacion 3.0.4. Si € es una categoria abeliana, podemos establecer una asignacion H, :
Kom(%€') — € para cada n € 7, como: H,(X) para todo X € Kom(€) y H,(f) para todo f €
Kom(%).

La observacion anterior nos induce al siguiente al siguiente resultado que puede ser consultado
en la Proposicion 6.8 de [33]:
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Proposicion 3.0.5. Si € es una categoria abeliana, entonces H, : Kom(€¢) — € es un funtor
aditivo para cada n € 7.

También por la Proposicion 6.14 de [33], tenemos que:

Proposicion 3.0.6. Sean f,g: X — Y morfismos homotdpicos en Kom(€), es decir f ~ g. Entonces
H,(f) = H,(g) para todo n € Z.

Definicion 3.0.7. Decimos que un morfismo f : X —Y en Kom(%') es un cuasi-isomorfismo si el
morfismo inducido en homologia es isomorfismo, es decir, si H,(f) : H,(X) — H,(Y) es isomorfis-
mo para toda n € Z. A la clase de todos los cuasi-isomorfismos de Kom(%') la denotaremos Q a lo
largo de este trabajo.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en el Teorema 6.10 de [33].

Proposicion 3.0.8. Sean € una categoria abeliana y

una sucesion exacta de complejos en la categoria Kom(€). Entonces existen morfismos de
conexion 0, : H,(Z) — H,—1(X) obteniendo una sucesion exacta larga

N Hn(g) Hn+1(Z) 8n+1 Hn(X) Hn(f)

ené.

Definicion 3.0.9. Sea € una categoria aditiva. Se define la categoria homotopica de complejos en
%, la cual denotamos K (%) como la categoria cuya clase de objetos es la misma que la categoria
Kom(%') de complejos sobre la categoria aditiva €, y la clase de morfismos en K(€) consiste en
las clases de equivalencia de morfismos en Kom(%€') médulo homotopia, es decir

Hompg (X, Y) := Homg,pz)(X,Y)/ ~ .

Para aligerar la lectura, en el resto de este trabajo nos referiremos a la categoria K (%) como la
categoria homotdpica. La composicién en la categoria homotdpica K (%) estd bien definida ya que,
si f,g: X — Y son homotdpicos y & : Y — Z es un morfismo de complejos, entonces & f y otg son
homotédpicos. Veamos que o f ~ ag. Considerando la familia de morfismos (04,115, )nez, tenemos
que

O (fn — 8n) = an(d;{+1sn +sp_1dy)
= andr{+1sn + ansnfld,),(

= r‘ilfl—l(an+15n) + (ansn—l )dr)f
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De manera andloga para f,g : X — Y homotdpicos y un morfismo 8 : W — X tenemos que

fB~gB.
Luego, por la Proposicion 1.7 de [13], tenemos el siguiente resultado:
Proposicion 3.0.10. Si € una categoria aditiva, entonces la categoria homotdpica K (%) es aditiva.

Definicion 3.0.11. En una categoria homotdpica K (%) definimos un funtor de traslacion ¥ = [1]
intercambiando un grado a la derecha de cada complejo. Mds precisamente, para un objeto X =
(X, dX) ez en K(€) tenemos que:

X[1]

X[1]:= X[, di Mz con X[ =Xoy v dill=—dX .

Y para un morfismo de complejos f = (f,)nez en K(€) tenemos que:

f[l] = (f[l]n)neZ donde f[l]n - fn—l-

Sea f : X — Y un morfismo entre complejos, se define el cono de f, denotado M(f), como el
complejo definido por

_ M) _ [(—d¥, 0
M(f)n =Xy 1 DY, vy d ._(fnl )

n

En efecto, al tener que

M) m(f) _ [(—dX 0N (=dy 0
dp 7 od, _(fnl d” £ d,{+1

_ dx d% 0 \ /(00
T\ fady +dY fy d¥dr ) \0 0)°

se sigue que el cono M(f) es un complejo. Se consideran morfismos candnicos en K(%'),

a(f):Y = M(f);  a(f):= ( 0)

ly,

B(f):M(f)—=X[1]; B(f)n:=(Ix,_, 0).

Lo cual nos lleva a la siguiente definicion:
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Definicion 3.0.12. Una sucesion de morfismos y objetos en la categoria homotdpica K(€) de la
forma

es un tridngulo estandar. Un tridngulo distinguido en la categoria K(%') es un tridngulo que es
isomorfo en K(€) a un tridngulo estdndar.

Proposicion 3.0.13. Sea € una categoria aditiva, entonces la categoria homotdpica K(%€) es una

categoria triangulada.

Demostracion.

TR1 (a) Se sigue directamente de la definicion de tridngulo distinguido dada en 3.0.12.

(b) Sea X € ¥, luego para el morfismo cero 0 : 0 — X tenemos por la Definicién 3.0.11 que
M(0) = X pues M(0), := X,. De esta manera, por la Definicion 3.0.12 se tiene que

0 XX,y 0

es un tridngulo distinguido en K(C). Luego por TR2 de esta prueba se tiene que

XXX 50— X1

es un tridngulo distinguido en K(%).

(c) Se sigue por la construccion de un tridngulo estandar dada en 3.0.12.

TR2 Supdngase

X X[1] (D

es un tridngulo distinguido en K (%), veamos que

y =z xSy

también es tridngulo distinguido en K(%’). Para esto podemos asumir que Z = M(f), es decir,
Zy, = M(f)n ya que (1) es isomorfo a un tridngulo estdndar. Por otro lado, se tiene un tridngulo
distinguido
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donde por definicién de morfismo cono se tiene que M(g), =Y, 1 ®Z, =Y, 1 D X,—1 ©Y,.
_fn—l
Luego, definimos morfismos ¢ : X[1] — M(g) como ¢, := | lx, , | y v : M(g) — X[1] como
0
V, = (0 Ix, | O). Se puede verificar facilmente que ¢ y y son complejos, asi obtenemos que

_fnfl
("Vd))n = ll/n¢n = (0 1Xn—l O) 1Xn—1 = lX,,,]'
0
Sin embargo,
_fnfl 0 —fn,1 0
QW) =y = | 1x,, (0 Ix, | O) =10 Ix,, O
0 0 0 0
y
ly, | 0 0
= 0 1x,, O
0 0 Ly,

Veamos que ¢y ~ 1,y mediante la familia de morfismos

[S—

g
I
(e}
(> NeNe
OO£<

En efecto, se tiene que
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00 1y ,\ /[-d-, 0 0 ~d¥ 0 0 0 0
siady® a8, — [0 0 0 0 —d¥, o|+[ 0o —a¥ o |[oo0
00 O ly, ., fo1 dy ly, fu di) \0 O
. far A\ [0 0 -
= 0 0 oOo]+|0O0 O
0 0 0 0 0 Iy,
ly,, fa-1 O
= 0o o0 o0
0 0 1y,

= (1M(g))n — PnWn

De esta manera, se puede ver que ¢y es homotopico a 1yy,) y asi Yy = Iy ) en K (¢). Por
lo tanto ¢ y y son isomorfismos en K(%). Luego, se puede verificar que el siguiente diagrama es
conmutativo

y oz =My
lyl lzl ‘Pl llY[l]
V= 2 M(&) i YU

Lo cual demuestra que

y 2z ox oy

es un tridngulo distinguido.

TR3 Por la Definicién 3.0.12 podemos suponer la existencia de dos tridngulos distinguidos

)

y un par de morfismos u: X — X' y v:Y — Y’ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X ——Y (D
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Queremos completar el diagrama

X —Y ——M(f") —=X'[1]
! a(f’) B(f)

a un morfismo de tridngulos distinguidos. Al tener que (1) es conmutativo, es decir, f'u = vf
en K(%) significa que existe una familia de morfismos s, : X, — Y, 41 tal que

/ X Y’
Suvn _fnun = Snfldn +dn+ls'l'

Luego, definimos un morfismo de complejos w : M(f) — M(f’) cuya n-ésima componente
Wn 1 X1 ®Y, — X, @Y, estd representada por

_(up—1 O
Wy = }
Sp—1  Vn

Primero verifiquemos que w : M(f) — M(f’) es un morfismo de complejos, esto es ver que el
siguiente diagrama es conmutativo

M(f)
i ——M(f)n d"—>M(f)n,1 —
.. —)M(f/>n S M(f/)n—l E—d
dy

En efecto, se tiene que
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X
wno1d (bst:j vn(jl.) (_ffﬁ] })
_< —p-ady_, 0 )
T\ =su2dX AVt faet ve—rdY
. —df/un_l 0
a (f,;lunl +dY sp d,f’w;)
-G G
S\ @) \sa1
:d,ly(f/)wn.

L .y o(f) M(f) B(f) X[1] ?)
|
ul lv Iw lu[l]
N
X Y — s M(f) —— X'[1]
f a(f’) B(f")

es conmutativo. Por un lado, tenemos que

Wna(f)n = (ZZ_II Vg) (1(;) = (2) = (;i{) Vn = a(f/>nvn-

Por otro lado, tenemos que

B(f")nwn = <1X,§_1 0) (Mn—l 0) - (u”—l 0) = Un—1 (lxnfl O) = u[1]f(f)n-

Sn—1 Vn

Probandose que (2) es conmutativo. Lo cual demuestra que se satisface TR3.

TR4 De nuevo por Definicién 3.0.12, podemos suponer tenemos tres triangulos distinguidos

f a(f) (f)

X Y Z/ﬁ

X[,

g a(g) (8)

728,y P8y,
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y
x & a(gf) v’ B(gf) X[1]
Donde
Z'=M(f) con M(f)y =X[1] @Y, =Xp—1 DY,
X'=M(g) con M(g), =Y BZ, =Y, 1 ©Z,,
y

Y'=M(gf) con M(gf),=X[1]®Z, = Xy_1 D Z,.

. . 1
Luego, definimos tres morfismos de complejos como f': Z' — Y’ con f) := ( X(’S*l ;), otro
n

morfismo g’ : Y — X’ con g/, := (fno_l 10 ) yh:X' — Z'[1] como h:= a(f)[1]B(g), es decir,
z
0

h, = a(f)[l]nﬁ(g)n - (IY

n—1

son complejos obteniendo un tridngulo

0 )
0)- De esta manera se puede ver directamente que estos morfismos

tal que el siguiente diagrama es conmutativo
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X Y 7 X[1] (1)
1x g r Lx)
X Z Y’ X[1
8f a(gf) B(sf) 1]
f 1z g f
Y Z X’ Y[l
& a(g) B(g) 1]
a(f) o(gf) Ly a(f)[]
Z - - -~ - D X' ----- +Z'[1]
f g h
Sélo faltaria verificar que el tridngulo
7Ly Sx

es distinguido, para esto vamos a construir un morfismo de tridngulos distinguidos

7 Ly 2 e B 2)
|
lzll llyl 19 llz’[l]
.y X' 7]
z
f g h

Donde ¢ : M(f") — X’ debe ser un isomorfismo en K(%). Para esto, notemos que

M(f/)n = Z;;—l EBY;: =X, 2®Y, 1 Xn1DZ,

y que X, :=Y,_| ®Z,, lo cual nos lleva a definir el morfismo ¢ como

(P - 0 1Yn,1 fn—l 0
n=lo 0 o 1)

Veamos primero que ¢ es un morfismo de complejos, para esto veamos que el siguiente diagra-
ma es conmutativo
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' 410 '
—>M(f )n M<f>n71—>
¢n (Pnfl
X! X ——

En efecto,

—d¥ , 0\ [0 1y, fa1 O

o dZ2J\0 0 0 1
- (0 —d,_; —d,_fo 0)

0 g1 (&fla1  df

(0 —dy_ —fa2dy O)

0 g1 (&fla1  df

—dX, 0 0 0

_ 0 lYn,l fn—l 0 _fn—2 _dr}z]—l 0 0
0 0 0 1z ,/)]| 1x,_, 0 —dX, 0
dZ

n

Ahora veamos que ¢ : M(f') — X’ es un isomorfismo, para esto definimos otro morfismo
v: X" — M(f") como

0

. lYn—l O
Vei=1 09 o
0 g

Se sigue de la siguiente igualdad que ¥ es un morfismo de complejos:



@ty 0
/ —fon —d
2y, — 1£n 2 (,)171
n—2
0 8n—1
0 0
— 1Yn*l O
a 0 0
0 1z
0 0
— 1Yn—2 O
- 0 0
0 1anl
:anldr)z(/'

0 0 0 0
0 o1y, o
—dX | 0 0 0
(8f)n-1 df 0 Iz,
—dy, , O
8n—1 0>

Podemos notar que y es inverso derecho de ¢ de la siguiente igualdad:

o 0 1Y,,71 fn,I 0
¢""’”‘(o 0 0 1Zn)

Sin embargo, se tiene que

0

o 0| _(lye O _
0 o] Lo 1) %
0 g

0 0
_ |y O [ (0 Iy fu-1 O
V=169 o (o 0 0 I
0 1z
0 0 0 0
_ |0 1y, fam1 O
10 0 0 0
0 0 0 lg
Ix, , 0 0
0 1y, 0 0] _
@ 0 0 1y, O = Lu(r),-
0 0 0 Iz

Pero si definimos una familia de morfismos
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00 Iy, O

,._|00 0 0

"7100 0 O

00 0 O

obtenemos que

<, 0 0 0 001X, 0
M(f) My _ | —for —dy 0 0 00 0 0
d, | "Sntsp—1dp 7T = k., 0 —a¥ o0 00 0 0
0 g (gf)n d’,;)) \O O 0 0
00 1X, 0\ /d¥, 0 0 0
L1000 0ff—fia —d¥_, 0 0
00 0 Of[|1lx, O —a*, 0
00 0 0 0 8n—1 (gf)nfl d,%

lx,, 0 0 0

— 0 0 _fnfl 0

o 0 1x, O

0 0 0 O

= Ly, — Y-

Lo cual significa que y¢ es homotopico a 1y , W@ = 1yp). Esto es y¢ = 1y en la
categoria K(%').

Finalmente veamos que el diagrama (2) es conmutativo, lo cual se sigue de

0 0

0 1Y fnfl 0 0 0 fn 1 0 7

One(fn = (0 0 0 lz,,> Iy, O (o 1Zn)_gn
0 g

0
W (lx., 0 0O0\|[ly, O] [0 0\ |,
B(f )I’lllfl’l_( 0 lY,,,l O O O O - lY,,,l O _gn

Por tanto, de lo anterior se concluye que el tridngulo
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Z'M

es distinguido en K(%).

Teorema 3.0.14. El funtor H, : K(€) — € es un funtor homoldgico.

Demostracion. Veamos se satisface la Definicion 1.1.4. La categoria % ya es abeliana por hipétesis,
por la Proposicién 3.0.13 tenemos que K (%) es una categoria triangulada y por la Proposicion 3.0.6
tenemos que la asignacion H,, : K(%') — % definida como en la Observacion 3.0.4 es funtorial para
todo n € Z. Primero haremos la prueba para n = 0, para esto consideramos un tridngulo distinguido

x Loy Sz hxq
en K(C); y sabemos por TR2 que
h—
Z-n My sy _n,y

también es tridngulo distinguido en K(%’). Ahora, aplicando TR3 al cuadrado conmutativo

Z[-1] L}X

se obtiene un morfismo de tridngulos distinguidos

hl—1] x f g 7 1)
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donde M(h[—1)), = Z, ® X, a(h[-1]) = (1(1) y B(h[—1]) = (1z 0). De esta manera al

tener que las identidades 171 ), 1x y 1z son isomorfismos, se sigue por la Proposicion 1.1.7, que
¢ : Y — M(h[—1]) también es un isomorfismo y por tanto (1) es un isomorfismo de tridngulos.
Luego, por TR2 obtenemos el siguiente isomorfismo de tridngulos

f

X Y Z X[1] (2)
1x‘ (0 1z Ly
X—M(h|—1 V4 X|1].
a(h[-1]) (h[=1]) B(h[-1]) h [1]

Luego, si aplicamos el funtor Hy al diagrama (2) tenemos que las sucesiones

Hy(X) —— Ho(Y) ——Ho(Z) 'y Ho(X)—— Ho(M(h[-1])) — Ho(Z)

son isomorfas ya que un funtor preserva isomorfismos. Por otro lado, se tiene que

0 X a(h[-1])

M(h[—1]) Z 0 (3)

es una sucesion exacta corta que se escinde en K(%), pues M(h[—1]), = Z, & X, = X, ® Z,.
Asi, al aplicar la Proposicion 3.0.8 a (3) obtenemos que

Ho(X) —— Ho(M (h[—1])) — Ho(Z),

€s una sucesion exacta y por tanto

H()(X) —)Ho(Y) —)Ho(Z),

también es una sucesion exacta. Probdndose que H, es un funtor homolégico para n = 0. Para
probar que H, es funtor cohomoldgico para toda n € Z notemos primero que

Ker(diU")  Ker(—dX)  Ker(dX)
= = = H,(X). 4)
Im(a’i([*"]) Im<_d:)f+1) Im(dl)1(+1) *)

Ho(X[—n]) =

para todo X € K(%) y n € Z. Entonces al considerar el tridngulo distinguido
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Ty ) 22 2] P2 X = (4 1))

en K(%) y tener que el funtor Hy : K(%') — % es homoldgico, obtenemos una sucesion exacta

Ho(X[=n]) —— Ho(Y [=n]) —— Ho(Z[-n]),

en % . Pero por la igualdad (4) se obtiene que

H,(X) —— H,(Y) —— H,(Z),

es una sucesion exacta en . Lo cual prueba que el funtor H,, : K(¢") — % es homoldgico para
todan € Z.

]

A continuacién veremos que los objetos aciclicos en K(%'), recordar Definicién 3.0.3, tienen
una muy buena propiedad.

Lema 3.0.15. Definimos una subclase de de objetos en K(€') como

N ={X € 0bj(K(¥))|H,(X)=0 para todo necZ}.

Entonces N es un sistema nulo.

Demostracion. Veamos que la clase ./ satisface las condiciones de la Definicién 2.2.1.

(N1) Es claro que para el complejo 0 € K(%') se tiene que H,,(0) = 0 para todo n € Z y por tanto
0.

(N2) Primero observemos que H,(X) = H,+(X[1]) ya que

Ker(df[ll]) Ker(—dX)  Ker(dX)
Hn-l—l(X[l]) = X[—il_] = Im(—dX ) = Im(dX ) :Hn(X)
Im(dn+2) n+1 n+tl

De esta manera para X € .4/, entonces H,;1(X) = 0y por la igualdad anterior tenemos que
H,(X[1]) =0, por tanto X [1] € .#".

Anélogamente se puede ver que si X[1] € .4/ entonces X € 4.
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(N3) Consideramos un tridngulo distinguido

X Y Z——X[1]

en K(%) con X,Y € 4. Veamos que Z € ¢, para esto notemos que en virtud del axioma
TR2, el tridngulo

Y ——Z s X[1] —— Y[1]

es distinguido en K(%’). Luego, por el Teorema 3.0.14 se tiene que

H,(Y) —— H,(Z) — H,(X[1]) (1)

es una sucesion exacta en ¢ con H,(Y) =0y H,(X[1]) = H,—1(X) = 0, implicando que
H,(Z) = 0. Probandose que Z € ..

]

Proposicion 3.0.16. Sea Q la clase de todos los cuasi-isomorfismos en K(€), y A como en el
Lema 3.0.15 entonces Q =W (.N).

Demostracion. Antes de comenzar la prueba recordemos que

W(AN):={f: X =Y €Mor(K(¥)) |existeX -Y - Z—X[l]€ AconZ e N}.

Supdngase que f € W(./), entonces podemos obtener un tridngulo distinguido

X X[1]

en K(%), donde Z € ¥, esto es, H,(Z) = 0 para todo n € Z. Por otro lado, se considera el
siguiente tridngulo distinguido en K(%):

X[1]. (1)

Luego, por TR3 y la Proposicién 1.1.7, obtenemos el siguiente isomorfismo de tridngulos dis-
tinguidos:
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X Y z X|1]
|
|
Ix ly ¢: Ixq
|
0
X 7 Y M(f) —X][1].

Por lo tanto, tenemos que H,(M(f)) = 0 = H,([—1]M(f)). Por otro lado, aplicando TR2 al
triangulo distinguido (1) obtenemos otro tridngulo distinguido

[—11M(f) X Y M(f) )

Ahora, por el Teorema 3.0.14 aplicado al tridngulos distinguidos (2) obtenemos la siguiente
sucesiones exacta en 6 :

Hy(f)

0—— H,(X)—>H,(Y)——0.

Probandose que H,(f) es isomorfismo, es decir, f es cuasi-isomorfismo.

Ahora supdngase que f : X — Y es un cuasi-isomorfismo, luego consideramos el siguiente
tridngulo distinguido en K(%):

X Loy M) ——x[1).

Queremos ver que f € W(.4), esto es H,(M(f)) = 0. Pero esto se sigue del hecho que H, es
un funtor homoldgico, obteniendo la siguiente sucesion exacta en 6’:

f

Ho(X) ~L By (V) —— Ho(M(f)) — Hy(x[1]) 22

—— H,(Y[1])

donde f* = H,(f) y f[1]* = Hu(f[1]) isomorfismos. Por tanto, H,(M(f)) = 0.
O]
Ahora bien, estamos listos para poder definir la categoria derivada respectiva a una categoria
abeliana % .

Definicion 3.0.17. Sea € una categoria abeliana, decimos que la categoria
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definida en la Proposicion 2.2.3 es la categoria derivada de € .

Notese que por la misma Proposicion 2.2.3 la categoria derivada D(%) es triangulada.

Las categorias derivadas nos proporcionan numerosos ejemplos de categorias trianguladas. Por
ejemplo, considerando la categoria abeliana Mod(R) de mddulos sobre un anillo R se tiene que su
categoria derivada D(R) es triangulada. Cabe mencionar que cuando se trata el caso de las cate-
gorias derivadas de categorias de mddulos sobre un anillo R, se denota usualmente en la literatura
D(R) en vez de D(Mod(R)).

Decimos que un complejo X en Kom(%) es acotado inferiormente si existe N € Z tal que X, =0

para todon > N.

dy dy_i
X =.. 0 0 XN XN71—>XN—2—>---

De manera andloga, decimos que X en Kom(%') es acotado superiormente si existe N € Z tal
que X,, = 0 para todo n < N.

d§+2 dl)\§+1
XN+1 XN 0 0

X =.. —>XN+2

Se dice que un complejo X es acotado, si X es acotado inferiormente y superiormente.

Se puede ver que la clase de todos los complejos acotados inferiormente es una subcategoria
plena de Kom(%'), denotada Kom(%¢)~. De la misma manera, la clase de todos los complejos
acotados superiormente y acotados (superiormente e inferiormente), son subcategorias plenas de
Kom(%), denotadas Kom (%) y Kom(%)" respectivamente. Si restringimos el funtor canénico
F : Kom(%¢) — K(%) a Kom(€)* con % € {+,—,b}, denotaremos a las imagenes de dicho funtor
como K*(%) con x € {+,—,b}. Dicho lo anterior, por la Definicion 3.0.17 podemos definir las
categorfas trianguladas D*(%’) como K*(% )y (.4 con * € {+, —,b}.



Capitulo 4

Teorias de torsion trianguladas

En este capitulo se introduce la nocién de una teoria de torsién en una categoria triangulada y
se estudian algunas de sus propiedades, basandonos en [6]. Posteriormente, se estudia una carac-
terizacion importante de categoria triangulada que nos permitira definir y caracterizar las teorias
de torsion hereditarias en una categoria triangulada. Por ultimo, se introduce para una categoria
triangulada el concepto de una t-estructura y se establece una correspondencia biyectiva entre sus
clases de torsion trianguladas y sus t-estructuras.

Las teorias de torsion fueron introducidas formalmente en el contexto de las categorias abe-
lianas por Dickson [8], a mediados de los afios cincuenta, las cuales constituyen una importante
generalizacion del concepto de grupo abeliano de torsién. Una teoria de torsion para una cate-
goria abeliana ¢ es una pareja (2°,%) de subcategorias propias, cerradas bajo isomorfismos y
plenas de € que satisfacen lo siguiente:

(i) Homyx (2, %) =0,

(iii) Para todo C € ¥, existe una sucesion exacta

0 Xc C Ye 0

conXc € 2 yYe € #%. Alasubcategoria 2~ se le llama clase de torsion y a la subcategoria
% se le llama clase libre de torsion.

Una analogia formal entre una categoria abeliana y una categoria triangulada, es que en la
primera existe la nocién de sucesion exacta y en la segunda estd la nocién de tridngulo como
sustituto a la de una sucesion exacta. Al usar la definicién de sucesion exacta dentro de la nocién
de teoria de torsion en categorias abelianas, cabe preguntarse como extender esta nocion de teoria
de torsion en términos de tridngulos distinguidos en una categoria triangulada. Esto nos motiva a
dar la siguiente definicion:
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Definicion 4.0.1. Sea .7 una categoria triangulada, una teoria de torsion en .7, o bien una teoria
de torsion triangulada, es una pareja (2, %) de subcategorias propias, cerradas bajo isomorfis-
mos y plenas de 7 que satisfacen lo siguiente:

(i) Homg (2, %) =0,
(i) 2(2) S 2 yr N (#)C o,

(iii) Para todo C € 7, existe un tridngulo distinguido

Xe L o8

XX,

conXc € X yYec € ¥. Alasubcategoria X se le llama clase de torsion y a la subcategoria
% se le llama clase libre de torsion.

Lema 4.0.2. Sean (2, %) una teoria de torsion en una categoria triangulada 7 y C € 7. Si

f ! g W

$ Xe, y  Loi=Xttsc-Say

C h

Al = X¢ Yo XX¢,

son tridngulos distinguidos con Xc,X- € Xy Yc,Y. € #. Entonces [\ = /.

Demostracion. Aplicando el funtor Hom 7 (X¢,—) : 7 — Ab al tridngulo distinguido A\, se ob-
tiene por la Proposicion 1.1.6, una sucesion exacta larga

Xc,
... — Hom 7 (Xc, 271 (Y¢)) —>Homy(XC,Xc)(Lf))Homy(XC,C) — Homz (Xc,Yc) — ...

Donde Hom 7 (Xc, X~ ' (Yc)) = 0 = Hom 7 (Xc,Yc), al ser (2,%) una teoria de torsién. En-
tonces, (X¢, f) es un isomorfismo. Consecuentemente, si B € Hom 7 (Xc,Xc) es tal que /8 = f,
entonces 8 = lx.. De manera andloga, se puede demostrar que si B’ € Hom o (X/-,X/.) es tal que

f' = f'B’, entonces B’ = Ix,.

Por otro lado, aplicando el funtor Hom o (Xc,—) : 7 — Ab al triangulo distinguido A;, se
obtiene por la Proposicion 1.1.6, una sucesion exacta larga

Xe,f!
. —> Homg (Xc, 271 (YL)) — HOMy(XC,Xé)(C—f>)I’-IOMy(XC,C) — Homg (Xc,Yl) — ...
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Donde al ser (2,%) una teoria de torsién en .7, se sigue que Hom 7 (Xc, L' (Yc)) =0y
Hom gz (Xc,Y/) = 0. De esta manera, el morfismo (X¢, f’) en la sucesién exacta anterior es un iso-
morfismo. Asi, para el morfismo f € Hom 7 (Xc,C) existe un tnico morfismo o € Hom 7 (X¢,X[:)
tal que f'a = f. Veamos que a : Xc — X/ es un isomorfismo. En efecto, al aplicar el funtor
Homgz(X/,—) : 7 — Ab al tridngulo distinguido /A, se obtiene por la Proposicién 1.1.6, una
sucesion exacta larga

(XEof')

o — Hom g (X[, 271 (Ye)) — Hom 7 (X}, Xc) — Hom 7 (X}, C) — Hom 7 (X}, Yo) — ...

Donde al ser (2,%) una teorfa de torsién en .7, se sigue que Hom (X, X 1 (Yc)) =0y
Hom gz (X[, Yc) = 0. De esta manera, el morfismo (X/,, /') en la sucesién exacta anterior es un iso-
morfismo. Asi, para el morfismo f’ € Hom #(X/-,C) existe un tinico morfismo &’ € Hom 7 (X[, Xc)

! / / _ / ! _ / _
tal que f' = fa'. De esta manera, tenemos f(o’'a) = (fo')o = f'a —f, y por tanto o’ & = 1x,.. De
manera andloga, se puede ver que oo’ = 1 XL Probandose que a es un isomorfismo. Asi, del hecho
que a,X(o) y 1¢ son isomorfismos, se obtiene por la Proposicion 1.1.7 el siguiente isomorfismo
de tridngulos:

N

C
Xp— C—Y" X/

Definicion 4.0.3. Sea % una clase de objetos en una categoria aditiva ¢, denotamos como

L% = {X e €|Homy (X, %) =0}
a la clase ortogonal izquierdade .Y

Zt.={Y €€ |Homy(Z,Y)=0,}

como la clase ortogonal derecha de % .

Proposicion 4.0.4. Sea una pareja de subcategorias propias y plenas (X ,%) de una categoria
triangulada 7, que satisfacen (i) y (iii) de la Definicion 4.0.1, entonces se satisface lo siguiente:

(a) SiX(X)CX, entonces X+ =%y \(¥)C ¥,
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(b) siX™ W) CH, entonces % =X yL(X)C X ;

(c) si (X, %) es una teoria de torsion en 7, entonces X+ = y+% = X .

Demostracion.  (a) Al tener (i) por la Definicion 4.0.1, se sigue que Hom (2 ,%) =0, y asi
% C 2 *. Ahora, tomando C € 2", obtenemos por (iii) de la Definicién 4.0.1 el siguiente
tridngulo distinguido:

f g

Xc C Yo —1 TX.

Luego, por TR2, se obtiene el siguiente tridngulo distinguido:

SO —— 2 (Vo) —— Xe L

Donde f = 0 por tener C € 2" *. Asf, por el Corolario 1.2.7 de [26], tenemos que X! (Y¢) =
>~ !1(C) @ Xc. De tal manera que al aplicar el funtor de traslacién X, se tiene que Yo =~ C @
L(Xc). Con X(X¢) € 2"y Yc € #. Luego, consideramos la inclusion i, : £(X¢) - C @
Y(Xc) = Y¢ dada por iy := (0 12(XC))- De esta manera, al tener que i € Hom 7 (2, %)y
tener por hipotesis que Hom (2, %) = 0, se sigue que i = (0 0). Por lo tanto, £(X¢) =
0 = Xc y consecuentemente C = Yo € %/,

Ahora, para Y € %, tenemos del hecho que £(.2") € 2" y que X es funtor de traslacion, que
Homz (2,271 (Y)) = Hom7(2(%),Y) =0.
Entonces 2! (Y) € 2+, es decir, T /(#Z) C %,
(b) Es una prueba andloga al inciso (a).

(c) Alser (Z,%) una teoria de torsion triangulada en .7, entonces se satisface (ii) de la Defi-
nicién 4.0.1. En consecuencia, £(.2°) C 2" y 2~ 1(#) C % . De esta manera, por los incisos
@)y (b), sesigueque Z =% y+w = 2.

]

Definicion 4.0.5. Sea .7 una categoria triangulada y % una subcategoria plena de 7, entonces
decimos que Z es cerrada bajo extensiones si para todo tridngulo distinguido

7 C Z Y7,

conZy,Zy € Z se tiene que C € &

Observacion 4.0.6. Si (2°,%) es una teoria de torsion en una categoria triangulada 7, entonces
Xy % son subcategorias de . cerradas bajo extensiones.
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Demostracion. Sea 2 la clase de torsion de la teoria de torsion triangulada (27,%), y sea

X/ X X" X, (1)

un tridngulo distinguido en .7 con X', X € 2 . Luego, aplicando el funtor Hom 7 (—,Y) : T —
AbconY € % al triangulo (1), se obtiene por la Proposicion 1.1.6, la siguiente sucesion exacta en
la categoria Ab:

Homz(X")Y)—— Homz(X,Y) —— Homz(X',Y).

Donde Homz(X",Y) = Homz(X',Y) =0 al ser (2,%/) teoria de torsién. Por lo tanto, se
tiene que Hom 7 (X,Y) =0y asi, X € % = 2". Se puede probar de la misma manera que la clase
libre de torsién % es una subcategoria de .7 cerrada bajo extensiones.

]

La siguiente proposicion es una caracterizacion de la clase de torsion y la clase libre de torsion
de una teoria de torsidn para categorias trianguladas. Pero para facilitar el entendimiento de la
prueba, el lector debe tener en la mente el concepto de una subcategoria reflexiva.

Definicion 4.0.7. Sea 2 una subcategoria plena de €, decimos que 9 es una subcategoria refle-
xiva de € si para cada objeto C € €, existe un objeto D¢ € 9y un morfismo r¢ : C — D¢ tal que
para todo morfismo f : C — D, existe un tinico morfismo f : Dc — D, tal que f = frc.

C— D¢

I_
f\,if

D.

Lo anterior establece una asignacion funtorial L : 4 — &, donde L es llamado usualmente el
funtor reflector. Y ademas, L : € — & es un funtor adjunto izquierdo de la inclusién i : Z — €.
Dicho esto, que Z sea una subcategoria reflexiva de 4 es equivalente a decir que la inclusion
i: 9 — % tiene un funtor adjunto izquierdo L : 4 — Z. Y donde el morfismo r¢ : C — D¢ es la
unidad de dicha adjuncién. De manera dual, decimos que Z es una subcategoria coreflexiva de
%, silainclusién j: & — €, tiene un funtor adjunto derecho R : 4 — &, obtenido de manera dual
al funtor reflector L.

Proposicion 4.0.8. Sea .7 una categoria triangulada con Z y % subcategorias plenas de 7
cerradas bajo isomorfismos. Entonces

(a) ¥ es clase libre de torsion si y sélo si % es cerrada bajo extensiones, ¥~ y % es una
subcategoria reflexiva de 7 .
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(b) Z es clase de torsion siy solo si X es cerrada bajo extensiones, Ly Z es una subcategoria
coreflexiva de 7 .

Demostracion. Se demostrard el inciso (a) siendo la prueba del inciso (b) anéloga.

(<) Supodngase que se tiene la adjuncion izquierda L : .7 — #%. Al considerar la unidad de la
adjuncion g : 1¢ — jL evaluada en el objeto C € .7, obtenemos un morfismo

g£:C—LC).

Luego por axioma TR1(c) tenemos el siguiente triangulo distinguido en .7,

c—-L(C) A xC.
Consecuentemente, por TR2 tenemos el siguiente tridngulo distinguido

C

> 1A) — 25 L(C) —A.

Definiendo X~ !(A) = X¢, el triangulo distinguido anterior lo podemos renombrar como:

fe g€ e
Xc—C——=L(C) —XL(X¢), (1)
con L(C) € #. Si aplicamos el funtor cohomoldgico Hom 7 (—,%) : F — Ab, al tridangulo
distinguido (1) obtenemos por la Proposicion 1.1.6, la siguiente sucesion exacta larga:

w.— Homz (XXc,% ) — Hom 7 (L(C),%) g—*>H0my(C,@) — Homg (Xc, %) — ...

Donde g* es un isomorfismo, ya que L es la adjuncién izquierda de j. Por lo tanto, tenemos
que Hom 7 (X(X¢),% ) = Hom 7 (Xc,%) = 0y al ser X un autofuntor tenemos que

Homg (Xc,2™ (%)) = Hom 7(2(Xc), %) = 0. )

Definiendo .2~ = %+, veamos que X¢ € .2". Sea a € Hom 7 (Xc,Y) con Y € % y al tener
que L(C) € % y X1 (#) C % tenemos que ! (L(C)) € % . Después, al considerar un mor-
fismo 71 (#') = o271 (hC) € Hom 7 (X1 (L(C)),Y), y aplicar TR1(C) a dicho morfismo,
se obtiene el siguiente tridngulo distinguido en .7:

—1/p / /
s re) My Ly £

L(C).

Luego, por TR2 tenemos el siguiente tridngulo distinguido
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Y Ly S p0) -y,

donde Y’ € %, yaque Y,L(C) € % con % cerrada bajo extensiones por la Observacién 4.0.6.
Asi, por TR3 obtenemos un morfismo 8 € Hom 5 (C,Y’) tal que el diagrama

C
X, Lo Le) s wxe 3)
(xl ,Bl H lEa
Y ——Y — S L(C SXc,
7 o LC) =~ EXc

es un morfismo de tridngulos distinguidos. Por la existencia del morfismo 8 : C — Y’y al ser
% una subcategoria reflexiva en .7 existe un tinico morfismo p : L(C) — Y’ tal que 8 = pg€.

c—5L(C) (4)

|
klp

Y’

Luego, de la conmutatividad de (3) y (4), se sigue que:

fla=Bfc=pg-fc=p0=0.

Asf, por la Proposicién 1.1.8, se tiene la existencia de un morfismo 7 : Xc — X~ !(L(C)) tal
que 72! (h) = . Pero de (1), se tiene que T € Hom o (Xc, 2~ ' (L(C))) = 0, entonces o = 0.
Probindose que Xc € #+ = 2.

Sea C € 7 y al tener que (:Z°,%) es una teoria de torsion triangulada en .7, se obtiene el
siguiente triangulo distinguido en .7

fc C g¢ YC ne

Xc *Xc.

Luego, aplicando el funtor Hom 7 (—,%) :  — Ab a dicho tridgulo, se obtiene la siguiente
sucesion exacta larga

. —Homg (XXc, %) — Hom 7 (YC, %) 2= Hom 7 (C, %) — Homg (Xc, %) — ...
Pero al tener £(2") C 2" y que Hom 7 (2, %) =0, se sigue que:

Homg (XXc,%)=0=Homg (Xc,%).
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Lo que implica que g* es un isomorfismo. De esta manera, definiendo L(C) = Y€ se tie-
ne que para todo morfismo 8 € Hom(C,Y') con Y’ € % existe un dnico morfismo p €
Hom#(L(C),Y’') tal que pg€ = B.

C

c—55L(C)

|
p
k .
Y.
Probandose que % es una categoria reflexiva en .7 lo cual es equivalente aque L: 7 — &%

es adjunto izquierdo de la inclusién j: % — 7 y gc es la unidad de la adjuncién evaluada
enC.

]

Observacion 4.0.9. En la Proposicion anterior, la adjuncion izquierda L : T — % de la inclusion
Jj: % — 7, podemos interpretar la asignacion funtorial L : 7 — %, de manera explicita como:

(1) Objetos.- Para C € 7, se define L(C) = Y¢. Donde Yc € € fue obtenido al aplicar 4.0.1 (iii)

al objeto C € 7.

Xc C Yo Xc

(2) Morfismos.- Sea f : C — D un morfismo en .7, tenemos por Definicion 4.0.1 (iii) aplicado

a los objetos C 'y D, los siguientes tridangulos distinguidos:

g LY *Xc (1)

Xp D Yp *Xp.

Asti, al aplicar el funtor Hom 7 (—,Yp) : 7 — Ab al triangulo superior en (1), se obtiene la
siguiente sucesion exacta larga:

... — Homz(XXc,Yp) — Hom o (Yo, Yp) = Hom 5 (C,Yp) — Hom 7 (Xc, Yp) — ..

Donde Hom 7 (£X¢,Yp) = Hom 7 (Xc,Yp) = 0 al tener que (2 ,%) una teoria de torsion.
Asi, tenemos que g* es un isomorfismo y por lo tanto para el morfismo g'fi € Hom #(C,Yp)
existe un tinico morfismo f : Yo — Yp tal que g' f = fag.
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Dicho lo anterior, no es dificil verificar que la asignacion L : 7 — % es funtorial. De manera,
andloga podemos describir la asignacion en objetos y morfismos de R : T — 2.

Proposicion 4.0.10. Sean (2", %) una teoria de torsion en una categoria triangulada 7 y C € ¥/,
entonces L(C) = C'y existe un tridngulo distinguido

con Xc € 2. De manera andloga, si C € 2, entonces R(C) = C y existe un tridngulo distin-
guido

conYce¥.

Demostracion. SiC € %, entonces existe un tridngulo distinguido

Je

Al ::XC C 8¢ YC

X(Xc),

con Xc € &y Yo € #. Luego, consideramos el tridngulo

hl
Pgi=Xe L oL 0y (xe),

donde h = hcge. Veamos que A = A,. Aplicando el funtor Homz(—,C) : 7 — Ab al
tridngulo distinguido A1, se obtiene por la Proposicion 1.1.6, una sucesion exacta larga

... Homz(£(X¢),C) —— Hom 5 (Y¢,C) —— Hom 7 (C,C) —— Hom 7 (X¢,C) — ...

Donde Hom 7 (X(X¢),C) = 0= Hom 7 (X¢,C), al ser (2", %) una teoria de torsién. Por lo tan-
to, Hom 7 (gc,C) es un isomorfismo. Por lo tanto, para 1¢ € Hom 7 (C,C) existe un tinico morfismo
o :Ye — Ctal que age = 1¢. Veamos que & es un isomorfismo con morfismo inverso g¢c : C — Y.
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Por tanto, verificaremos que gca = ly,.. Al aplicar, el funtor Hom #(—,Yc) : 7 — Ab al tridngulo
distinguido A\, se obtiene por la Proposicion 1.1.6, una sucesion exacta larga

.. ——Homz(X(X¢),Ye) —— Hom o (Ye,Ye) —— Hom 5 (C,Yc) —— Hom 7 (X¢, Yo ) — ...

Donde Hom 7 (X(X¢),Yc) = 0= Homz (Xc,Yc), al ser (Z,%) una teoria de torsién. Por lo
tanto, Hom 7 (gc, Yc) es un isomorfismo. Lo cual implica que si B € Hom 7 (Y¢, Yc), es un morfismo
tal que Bgc = gc, entonces B = ly,.. Por otro lado, como

(gct)gc = gc(age) = gcle = ge,

se concluye que, gca = ly,.. Probdndose que o y o’ son isomorfismos. Por tanto, tenemos el
siguiente isomorfismo de tridngulos:

hl
C—C.c— ¥ xe

| |

Xe——C g Ye

e XXc.

Consecuentemente, A\, es un triangulo distinguido. Luego, por la Observacién 4.0.10, se tiene
que L(C) = C, para todo C € #. De manera andloga, R(C) = C paratodo C € 2.

]

La Proposicion anterior y su dualizacion para una clase de torsion de una teoria de torsion

triangulada (2°,% ), nos dice que R(Z )= Z yL(¥ ) =%

Definicion 4.0.11. Una teoria de torsion (2", %) en una categoria triangulada .7 se dice heredi-
taria si el funtor iR : 7 — 7 es triangulado. Respectivamente, diremos que la teoria de torsion en
T es cohereditaria si el functor jL:. T — T es triangulado.

A continuacion daremos una caracterizacion para teorias de torsion hereditarias y coheredita-
rias en una categoria triangulada, mediante el autofuntor X : .7 — .7. Pero antes, daremos una
definicion obtenida de [26].

Definicion 4.0.12. Sea (7, X, \) una categoria triangulada y 7' una subcategoria aditiva y plena
de 7, decimos que 7' es es una subcategoria triangulada de 7 si:

(i) YT T yr Y(T)CT;
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(i) si

X X X3 XX, € A,
con X1,Xo € 7', entonces X3 € 7.

Observacion 4.0.13. Si .7’ es una subcategoria triangulada de 7, entonces el funtor inclusion
i:9 — T estriangulado. Es decir, 7' es cerrada bajo extensiones.

Proposicion 4.0.14. Sean 2"y % subcategorias plenas de €, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) (
(ii) (
(iii) (
(iv) (

es una teoria de torsion hereditaria en 7,

VANS
X, %) es una teoria de torsion cohereditaria en 7,
VANS
VNS

)
)
) es una teoria de torsiocnen 7 y LY (2) C X,
)

es una teoria de torsionen 7 yX(%) C ¥.

Y

Demostracion. (i) = (iii) Como (Z",%/) es una teoria de torsion hereditaria, entonces iR :
7 — 7 es un funtor triangulado. Consecuentemente, por la definicién de funtor triangulado,
tenemos que (iR)X = X(iR) y al ser ¥ autofuntor, se sigue que ¥~ (iR) = (iR)L~'. Luego,
por el dual de la Proposicion 4.0.10, tenemos que R(Z") = £ . De esta manera

2H(2) =27 (R(2))=(E'R)(Z) = (E7)(R)(Z) = (R)Z(2)=RL™H(2)C 2.

Probandose que 2! (.27) C 2.

(iii) = (i) Como X~ 1(2") C 2, entonces 2~ es una subcategorfa triangulada de .7. En
efecto, para un tridngulo distinguido

X X, X3 TX,

con X1,X; € 2. Luego, al aplicar el funtor Homz(—,Y) : 7 — Ab con Y € % al tridngulo
distinguido anterior, se obtiene la siguiente sucesion exacta:

Homgz(XX,,Y) —— Hom(X3,Y) —— Hom 7 (X3,Y).

Donde Homr(2X1,Y) = 0 = Homr(X,,Y), y por tanto, Homr(X3,Y) = 0. Probandose que
X3 € 2. De esta manera, por la Obsevacion 4.0.13, se tiene que la inclusion i : 2" — 7
es un funtor triangulado. Luego, por la Proposicién 1.1.11, se tiene que el funtor adjunto a
derechade i, R: .7 — 4, es triangulado. Por lo tanto, el funtor iR : 7 — 7 es triangulado,
probandose que (Z7,%) es una teoria de torsion hereditaria.
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(ii) <= (iv) La prueba es andloga a (i) <= (iii).

(iii) = (iv) Para demostrar que X(%') C % veamos que Hom 7 (X,X(%)) = 0. Tomando
o € Homz (2 ,X(%)) tenemos que X! (o) € Hom 7 (271(27),%), pero como L~ 1(Z") C
Xy 2+ =%, entonces L' (ar) = 0. Por tanto o = 0, probandose que Hom 7 (2", 2(%)) =
0.

(iv) = (iii) Es andlogo a (iii) = (iv).
]
Definicion 4.0.15. Sea .7 una categoria triangulada. Decimos que una pareja de subcategorias
plenas de 7, (7=, 729 es una t-estructura en la que denotamos, 7<" =X "(FT=0)y 72" =
X (729) para todo n € 7, y se satisface lo siguiente:
(i) Homz(7=0,721) =0,
(i) 7=0C 7=l y7=1 C 729,

(iii) para todo C € T existe un tridngulo

c=0 C c=! 2(C=Y),

donde C=Y ¢ 70y =l € 721,

Las t-estructuras fueron introducidas por Beillinson, Bernstein y Deligne en [4] para axiomati-
zar las propiedades de una subcategoria abeliana .#” de una categoria derivada D(%’), dicha subca-
tegorfa es llamada el corazén de D(%'). Donde J# estd definida como /7 := .7<9n 720, Con-
cluimos este trabajo, estableciendo una biyeccion entre las t-estrucuras y teorias de torsiéon de una
categoria triangulada formulada por I. Reiten y A. Beligiannis en [6]. La importancia de esta bi-
yeccion es que permite traducir muchos resultados establecidos previamente en el lenguaje de las
t-estructuras al lenguaje de las teorias de torsion. Un ejemplo de esto es la construccion de teorias
de torsion trianguladas a partir de teorias de torsion en una categoria abeliana mediante el siguiente
resultado, demostrado en el Teorema 3.1 de [6]:

Teorema 4.0.16. Sean .7 y % subcategorias plenas de una categoria abeliana € que son cerradas
bajo isomorfismos. Definimos las siguientes subcategorias plenas de D?(€') como:

X (T):={CeD’(¥)}| H,(C)=0 Vn>0y H,(C) e T}

Y (F):={CeD"(€)}|H,(C)=0 Yn<0y Hy(C) € F}.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) (F,F) es una teoria de torsion en €.

(ii) (Z(T), % (F)) es una teoria de torsion en D°(%).

Proposicion 4.0.17. Para una categoria triangulada 7, existe una una biyeccion entre sus teorias
de torsion y sus t-estructuras.

b . 2 1:1
{Teorias de torsion en T } +————— {t- estructuras en 7}
Demostracion. Definimos una asignacion,

¢ : {Teorias de torsién en .7 } ——— {t- estructuras en .7 }

(Z,%): (2, 2(#)).

Veamos primero que (2°,X(%/)) es una r-estrucura en .7 . En efecto, al ser (2", %) una teoria
de torsién en .7, entonces podemos renombrar .7 <Y := 2"y 720 := ¥% , de esta manera tenemos
que 7" =X Z)=L2MT0)y 72" =2 (L(#¥)) =L " (#). Por tanto,

Homa (7=, 72" = Homo (2,2 ' (2%)) = Hom 5 (2 ,%) = 0.

Luego, por definicién de teorfa torsién se tiene por un lado que £(.2°) C 2" = .7 =, entonces
aplicando el autofuntor 2~ : .7 — 7 se obtiene

Th=s 1z 2))=2 cz (g =71

Por otro lado, se tiene que también por definicién de teorfa de torsién que ~1(%) C %, en-
tonces aplicando el autofuntor X : .7 — 7 se tiene que

g2l =y V@) cr (@)=

Al ser (27,%) teoria de torsion en 7, se tiene que para todo C € .7 existe un tridngulo

Xc C Y€ rX

conXc€ X =70yyCec# =72 Porlotanto, §(2",%) = (2 ,L%) es una t-estructura
en 7.
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Ahora, definimos la asignacién

y : {t- estructura en .7 } ——  {teoria de torsién en .7 }

(70, 729), (70, 721)

veamos que (.7=Y, . 7=1) es una teorfa de torsién en .7. Al ser (.7=°,.729) una t-estructura y
renombrando 2" = .70y # = 72! se tiene inmediatamente que Hom 7(.2",% ) = 0. Luego,

U2 =T =g CcT0=2

r(@) =2 (77 =2 (T (Z@) =22 E@) = TP C T =

Por otro lado, al ser (7<% .729) una - estructura se tiene que para todo C € .7 existe un
triangulo

Xc c Yo X

conXc € 79 =2 y¥YCe® =721 probandose que (.7=?,.7=") es una teorfa de torsién.

Finalmente, del hecho que

v(o(2, %)) =y(2,XY)
— W(gSO’ yzo)
= (g§0792]>

(2.%)

d(W(T=0, 7)) =9((7=°,77"))
=¢(2,%)
= (2, %(%))
= (70, 729),
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se sigue que en una categoria triangulada .7, existe una relacion biyectiva entre sus z- estrucuras
y sus teorias de torsion.

]
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