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Introducción

Las categorı́as trianguladas surgen del estudio de la categorı́a derivada D(C ) construida a partir
de una categorı́a abeliana C . Según Keller [18], las categorı́as derivadas fueron un formalismo in-
troducido por Grothendieck a inicios de los años sesenta del siglo anterior. Estas fueron necesarias
para formular y probar las extensiones del Teorema de Dualidad de Serre [37]. La categorı́a deri-
vada D(C ) de una categorı́a abeliana C no es necesariamente abeliana, pero si tiene una estructura
“derivada” de la estructura abeliana de C . Pocos años después, en 1967 las categorı́as trianguladas
fueron introducidas en la tesis doctoral de Verdier [38], supervisada por Grothendieck. La estruc-
tura de una categorı́a derivada fue lo que Verdier estudió, axiomatizo y definió como la estructura
“triangulada” de una categorı́a [38]. De manera independiente en la misma década Puppe [29],
motivado por el estudio de la categorı́a estable de homotopı́a describió los mismos axiomas que
Verdier para una categorı́a triangulada salvo el axioma del octaedro.

El uso de las categorı́as trianguladas iniciado en la escuela de geometrı́a algebraica de Grot-
hendieck, y en la topologı́a algebraica por Puppe, se ha incrementado a lo largo de los años en
otras áreas de la matemática, hasta nuestra actualidad. En el álgebra, los anillos son estudiados
comúnmente a través de sus categorı́as de módulos, es decir, estudiamos un anillo R a través de la
categorı́a de módulos sobre ese anillo, denotada Mod(R). Es en el contexto de la teorı́a de módu-
los que Morita [25] en 1958, establece que dos anillos R y S son Morita equivalentes si existe
una equivalencia entre las categorı́as Mod(R) y Mod(S). Un ejemplo de esto es que un anillo R es
Morita equivalente al anillo de matrices de tamaño n× n, denotado Mn(R). La importancia de las
equivalencias de Morita radica en la investigación de las propiedades invariantes bajo equivalencias
de Morita. Esto es, una propiedad P en un anillo R es Morita invariante si todos los anillos que son
Morita equivalentes a R también tienen la propiedad P . Algunos ejemplos de propiedades Morita
invariantes para un anillo son ser simple, semisimple, Neteriano izquierdo (derecho), Artiniano iz-
quierdo (derecho), primo, entre otras ([20], [2]). Un ejemplo práctico de este enfoque es que puede
no ser tan fácil demostrar que para un campo K el anillo de matrices Mn(K) con n ∈ N es sim-
ple, es decir, demostrar que Mn(K) no tiene ideales bilaterales. Pero al saber que Mn(K) es Morita
equivalente al campo K y ser simple es una propiedad Morita invariante con K simple, se sigue que
Mn(K) es un anillo simple.

En esta lı́nea de investigación, Happel [11], Cline, Parshall y Scott [7], ası́ como Rickard [30],
generalizan la teorı́a de equivalencias de Morita para estudiar álgebras, estableciendo que dos ani-
llos R y S son equivalentes de manera derivada si las categorı́as derivadas acotadas Db(Mod(R)) y
Db(Mod(S)), son equivalentes como categorı́as trianguladas. Este enfoque permite que hablemos
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de propiedades invariantes bajo equivalencias derivadas. A continuación una breve lista de algunas
propiedades invariantes bajo equivalencias derivadas:

(1) El número de módulos simples no isomorfos en Mod(R), en el caso que R sea una álgebra
de Artin ([40]).

(2) La dimensión global finita ([35], [17], [27]).

(3) Ser una álgebra mansa dimensionalmente finita sobre un campo ([36]).

(4) Ser una álgebra simétrica sobre un campo ([1]).

(5) Ser una álgebra auto-inyectiva sobre un campo algebraicamente cerrado ([30]).

(6) (Co-)Homologı́a de Hochschild y Homologı́a ciclica ([31], [19]).

En general, las equivalencias derivadas se establecen para dos categorı́as abelianas A y B,
esto es A y B son equivalentes de manera derivada si las categorı́as derivadas acotadas, Db(A ) y
Db(B), son equivalentes como categorı́as trianguladas. Lo que motiva a estudiar propiedades que
son invariantes bajo equivalencias derivadas cuando la propiedad en cuestión tenga sentido entre
ambas categorı́as. De esta manera, en la tónica de la teorı́a de categorı́as, para entender alguna pro-
piedad en en cierta álgebra o categorı́a abeliana uno podrı́a pasar a otra álgebra o categorı́a abeliana
equivalente de manera derivada, que sea más manejable. Por ejemplo, para estudiar la categorı́a de
gavillas coherentes sobre una lı́nea proyectiva X, Geigle y Lenzig, utilizaron las álgebras tubulares
de Ringel ([22] [9], [32]), ya que la categorı́a derivada de haces coherentes sobre X y la categorı́a
derivada de módulos sobre una álgebra tubular son equivalentes como categorı́as trianguladas. Otro
ejemplo fue el trabajo de Beilinson [5], quien redujo el estudio de la categorı́a derivada de gavillas
coherentes sobre Pn al de una álgebra de matrices triangulares.

Lo anterior no solo busca inspirar la curiosidad en el lector, hacia el estudio de las categorı́as
trianguladas o esclarecer hasta cierto punto la importancia de estas. Sino también ilustrar un caso
fructı́fero, no único, de la generalización de una teorı́a matemática desarrollada de manera be-
neficiosa en cierto contexto a otro contexto. Otros ejemplos de este enfoque que son de nuestro
interés son la generalización de la teorı́a inclinante de módulos al contexto de la teorı́a inclinante
en categorı́as trianguladas [14] o la teorı́a de torsión en módulos y categorı́as abelianas estudiadas
originalmente en [8] al contexto de la teorı́a de torsión en categorı́as trianguladas [6].

Dicho esto, uno de los objetivos de este trabajo es presentar una introducción a las teorı́as de
torsión trianguladas, basándonos en el trabajo de Reiten y Beligiannis [6]. El otro objetivo de este
trabajo es allanar el camino al estudio de las categorı́as trianguladas, pues si bien existen excelentes
fuentes para su estudio como la obra de Neeman [26], su contenido puede resultar enciclopédico y
se asume que el lector ya tiene cierto conocimiento del tema. O bien, algunas otras fuentes son muy
buenas referencias [16], pero no desarrollan todos los detalles de las pruebas. Esto puede hacer que
una primera aproximación a las categorı́as trianguladas resulte un tanto apabullante al lector neófito
pero interesado en el tema. Es por eso que este trabajo aspira a hacer más comprensible un primer
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acercamiento al tema, ası́ como servir de suplemento a otra literatura en la vertiente de las categorı́as
trianguladas.

A lo largo de este trabajo asumimos que el lector está familiarizado con el lenguaje de la teorı́a
de las categorı́as, ası́ como el tener un conocimiento básico del álgebra homológica. De este modo,
sin que sea exhaustiva la siguiente lista, los conceptos y propiedades básicas de una categorı́a
aditiva y abeliana, sucesión exacta corta y larga, kernel, cokernel, pull-back, push-out, productos,
coproductos, Lema del Quinto, Lema de la Serpiente; ası́ como los de categoria, funtor, Lema de
Yoneda, adjunciones, unidades y counidades respectivas a una adjuncion, no deben de resultar del
todo desconocidas al lector. Referencias para estos temas son [21], [23], [24], [33] y [39].

Esperamos lograr nuestra empresa con éxito, despertando en el lector la curiosidad por el tema
y al mismo tiempo servir de ayuda. Ofreciendo al lector el conocimiento suficiente para iniciar
estudios en áreas del conocimiento más sofisticadas en el lenguaje, aparentemente vernáculo entre
matemáticos de distintas áreas, de las categorı́as trianguladas.
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Capı́tulo 1

Categorı́as trianguladas

Este capı́tulo comienza introduciendo la noción de categorı́a triangulada y desarrollando la
teorı́a básica en la que se asienta el contenido de los capı́tulos posteriores de este trabajo. El capı́tulo
está basado en [13] y en [15].

Empezamos con la siguiente definición:

Definición 1.0.1. Decimos que un funtor F : C → D con C y D categorı́as aditivas, es aditivo si
para todo X ,Y ∈ C se tiene que la asignación

φ : HomC (X ,Y ) // HomD(F(X),F(Y ))

es un morfismo en la categorı́a de grupos abelianos, denotada Ab.

Ejemplo 1.0.2. Sea C una categorı́a aditiva y X ∈ C arbitrario, entonces el funtor covariante
HomC (X ,−) : C → Ab es aditivo. En efecto, sean f ,g : A→ B y λ : X → A morfismos en C
entonces:

HomC (X , f +g)(λ ) = ( f +g)λ = f λ +gλ = HomC (X , f )(λ )+HomC (X ,g)(λ ).

Definición 1.0.3. Sea C una categorı́a aditiva, decimos que un funtor F : C → C es autofuntor o
funtor de traslación si F es aditivo y existe un funtor F−1 : C → C aditivo tal que

F ◦F−1 = 1C y F−1 ◦F = 1C .

Definición 1.0.4. Sea C una categorı́a aditiva y Σ : C → C un autofuntor, un triángulo en C es
una sucesión de morfismos en C de la siguiente forma

X u // Y v // Z w // ΣX .

1



2 CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TRIANGULADAS

Definición 1.0.5. Para una categorı́a aditiva C con autofuntor Σ : C → C , se define un morfismo
de triágulos como una terna de morfismos α := ( f ,g,h) en C tal que el siguiente diagrama es
conmutativo en C ;

X u //

f
��

Y v //

g
��

Z w //

h
��

ΣX

Σ f
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z′

w′
// ΣX ′.

En el caso que f ,g y h fueran isomorfismos, entonces decimos que α es un isomorfismo de
triángulos.

Definición 1.0.6. Una categorı́a triangulada consiste en una terna (T ,Σ,4) donde:

(i) T es una categorı́a aditiva,

(ii) Σ : T →T es un autofuntor,

(iii) 4 es una clase de triángulos distinguidos en T que satisface los siguientes axiomas:

TR1 (a) La clase4 es cerrada bajo isomorfismos de triángulos,
(b) Para cada X ∈T se tiene que

X
1X // X // 0 // ΣX

pertenece a4,
(c) Para cada morfismo f : X → Y en T existe algún triángulo

X
f
// Y // Z // ΣX

en4,

TR2 Si

X u // Y v // Z w // ΣX

pertenece a4, entonces

Y v // Z w // ΣX −Σu
// ΣY.

pertence a4 y viceversa,

TR3 Dados dos triángulos en4,

X u // Y v // Z w // ΣX

y
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X ′ u′ // Y ′ v′ // Z′ w′ // ΣX ′,

tal que en el diagrama

X u //

f
��

Y v //

g
��

Z w // ΣX

Σ f
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z′

w′
// ΣX ′.

se tiene que gu = u′ f , entonces existe un morfismo h : Z→ Z′ no necesariamente único
tal que α := ( f ,g,h) es un morfismo de triangulos,

TR4 Si

T1 := X u // Y // Z′ // ΣX ,

T2 := Y v // Z // X ′ // ΣY,

y

T3 := X vu // Z // Y ′ // ΣX

son triángulos en4, entonces existe un triángulo

T 4 := Z′ // Y ′ // X ′ // ΣZ′

en4 que hace el siguiente diagrama conmutativo

X u //

1X
��

Y //

v
��

Z′ //

��

ΣX

1ΣX
��

X vu
//

u
��

Z //

1Z
��

Y ′ //

��

ΣX

Σu
��

Y v
//

��

Z //

��

X ′ //

1Z
��

ΣY

��

Z′ // Y ′ // X ′ // ΣZ′.

El axioma TR4 es llamado usualmente el axioma del octaedro debido a que si visuali-
zamos a un triángulo distinguido

X u // Y v // Z w // ΣX ,

como un diagrama
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X u // Y

v

��

Z.

w

XX

Entonces el diagrama conmutativo en TR4 puede ser visualizado como un octaedro,
donde la parte inferior y superior de un octaedro están representadas respectivamente
por los siguientes diagramas:

X

vu

��

Z′oo

~~

X

vu

��

��

Z′oo

Y ′

__

  

T3 T4 Y

>>

��

T1

T2

Z //

??

X ′,

OO

Z // X ′.

OO

__

Observación 1.0.7. En muchas ocasiones en la literatura de categorı́as trianguladas ası́ como en
este trabajo cuando ya es clara la estructura triangulada de una categorı́a triangulada (T ,Σ,4),
sólo nos referiremos a dicha categorı́a triangulada como T .

Observación 1.0.8. Ejemplificar algunas categorı́as trianguladas requiere que hayamos desarro-
llado un poco más el contenido de este trabajo. Los ejemplos que hemos desarrollado en este
trabajo se encuentran en el tercer capı́tulo.

1.1. Propiedades básicas de las categorı́as trianguladas

Observación 1.1.1. Sea (T ,Σ,4) una categorı́a triangulada, se puede dotar a la categorı́a opues-
ta T op de una estructura triangulada como:

(a) El funtor Σ′ : T op→T op de traslación de T op se define como Σ′ = Σ−1,

(b) Se tiene que

X uop
// Y vop

// Z wop
// Σ′X

está en4′ si y sólo si

Σ−1X w // Z v // Y u // X

está en4.

A la terna (T op,Σ′,4′) la llamaremos categorı́a triangulada opuesta.
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Observación 1.1.2. Sean C una categorı́a aditiva y Σ : C →C un funtor de traslación. Si f : A→B
es un morfismo en C tal que F( f ) = 0, entonces f = 0.

Demostración. Si f : A→ B es un morfismo en C tal que F( f ) = 0, al tener que F es funtor de
traslación se tiene la existencia de un funtor aditivo F−1 : C → C tal que F−1F = 1C. De esta
manera, se tiene que

f = 1C( f ) = (F−1F−1)( f ) = F−1(F( f )) = F−1(0) = 0.

Proposición 1.1.3. Sean (T ,Σ,4) una categorı́a triangulada y

X u // Y v // Z w // ΣX ,

un triángulo en4. Entonces vu = 0 = wv.

Demostración. Por TR2, basta ver que vu= 0. En efecto, por TR1(b), tenemos el siguiente triángu-
lo distinguido

X
1X // X // 0 // ΣX ,

en T . Luego, por TR3, podemos sumergir el diagrama conmutativo

X
1X //

1X
��

X

u
��

X u
// Y,

en el siguiente morfismo de triángulos distinguidos en T :

X
1X //

1x
��

X 0 //

u
��

0 0 //

0
��

ΣX

1ΣX
��

X u
// Y v

// Z w
// ΣX .

Ası́ de la conmutatividad del diagrama anterior, se tiene que vu = 0.
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Definición 1.1.4. Sea H : T →A un funtor aditivo con T categorı́a triangulada y A categorı́a
abeliana, decimos que H es un funtor homológico (para T ) si para todo triángulo distinguido

X u // Y v // Z w // ΣX ,

en T , se tiene que

H(X)
u∗ // H(Y ) v∗ // H(Z)

es una sucesión exacta en A , donde H(u) = u∗ y H(v) = v∗. De manera dual se define un
funtor cohomológico H : T op→A (para T ) si H es funtor homológico para T op.

Observación 1.1.5. Sean H : T →A un funtor homológico y

X u // Y v // Z w // ΣX

un triángulo distinguido en T . Entonces en virtud de TR2 obtenemos un sucesión de morfismos

... // Σ−1Z Σ−1w // X u // Y v // Z w // ΣX −Σu
// ΣY // ...

Luego, al ser H : T →A un funtor homológico se obtiene la siguiente sucesión exacta larga

... // H(Σ−1Z)
(Σ−1w)∗

// H(X)
u∗ // H(Y ) v∗ // H(Z)

(−Σu)∗
// H(ΣX) // ...

Proposición 1.1.6. Sea T una categorı́a triangulada. Para todo objeto T ∈T , se tiene que:

(a) El funtor HomT (T,−) : T → Ab es homológico,

(b) El funtor HomT (−,T ) : T op→ Ab es cohomológico.

Demostración. (a) Sea

X u // Y v // Z w // ΣX ,

un triángulo distinguido en T y T ∈T arbitrario, veamos que la sucesión larga

HomT (T,X)
u∗ // HomT (T,Y ) v∗ // HomT (T,Z) // ...
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es exacta. Para esto, basta ver que Im(u∗) = Ker(v∗). Primero veamos que Im(u∗)⊆Ker(v∗).
En efecto, por la Proposición 1.1.3, tenemos que vu = 0 y como HomT (T,−) es un funtor
se tiene que v∗u∗ = (vu)∗ = 0. Por lo tanto, Im(u∗)⊆ Ker(v∗). Ahora veamos que Ker(v∗)⊆
Im(u∗), para esto se toma f ∈ Ker(v∗), esto es, f ∈ HomT (T,Y ) y v∗( f ) = v f = 0. Luego,
por TR2, TR3 Y TR1(b) tenemos que existe un morfismo h′ : ΣT → ΣX tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

T //

f
��

0 //

��

ΣT
−1ΣT //

h′
��

ΣT

Σ f
��

Y v
// Z w

// ΣX −Σu
// ΣY.

Como Σ : T →T es autofuntor, entonces existe un único h∈HomT (T,X) tal que Σ(h) = h′,
y ası́ Σ( f ) = Σ(u)Σ(h) = Σ(uh). En consecuencia, f = uh con h∈HomT (T,X). Por lo tanto,
f ∈ Im(u∗).

(b) Análoga a la prueba de (a) en la categorı́a triangulada opuesta T op.

Proposición 1.1.7. Sean T una categorı́a triangulada y un morfismo de triángulos distinguidos

X u //

f
��

Y v //

g
��

Z w //

h
��

ΣX

Σ f
��

X ′
u′
// Y ′

v′
// Z′

w′
// ΣX ′,

en T , tal que dos de los morfismo verticales, f ,g y h son isomorfismos. Entonces el tercer
morfismo también es isomorfismo.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supóngase que f y g son isomorfismos. Luego por la
Proposición 1.1.6 se tiene para Z′ ∈T , el siguiente morfismo de sucesiones exactas largas

... // HomT (Z′,X)
u∗ //

f ∗
��

HomT (Z′,Y ) v∗ //

g∗
��

HomT (Z′,Z) w∗ //

h∗
��

HomT (Z′,ΣX)

Σ f ∗
��

// ...

... // HomT (Z′,X ′)
(u′)∗

// HomT (Z′,Y ′)
(v′)∗

// HomT (Z′,Z′)
(w′)∗

// HomT (Z,ΣX ′) // ...

De esta manera, al tener que f ∗,g∗,Σ f ∗ y Σg∗ son isomorfismos en Ab, se obtiene por el Lema
del Quinto (veáse Proposición 2.72 en [33]) que h∗ es isomorfismo. Entonces para 1Z′ tenemos
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que existe un morfismo q ∈HomT (Z′,Z) tal que hq = 1Z′ . De manera análoga, ocupando el funtor
HomT (−,Z′) se construye un inverso izquierdo de h, probándose que h es un isomorfismo.

Proposición 1.1.8. Sean T una categorı́a triangulada,

X u // Y v // Z w // ΣX

un triángulo distinguido en T y f : A→ Y , g : Y → A′, dos morfismos en T . Entonces se
satisface lo siguiente:

(a) Si v f = 0, entonces existe un morfismo τ : A→ X tal que f = uτ ,

(b) Si gu = 0, entonces existe un morfismo τ ′ : Z→ A′ tal que g = τ ′v.

Demostración. (a) Aplicando el funtor homólogico HomT (A,−) : T → Ab al triángulo distin-
guido

X u // Y v // Z w // ΣX

se obtiene por la Proposición 1.1.6 la siguiente sucesión exacta larga

... // HomT (A,X)
u∗ // HomT (A,Y ) v∗ // HomT (A,Z) w∗ // HomT (A,ΣX) // ...

Luego, como v f = 0 por hipótesis, se tiene que f ∈Ker(v∗). Pero Ker(v∗)= Im(u∗), entonces
f ∈ Im(u∗) y, por tanto existe τ ∈ Homτ(A,X) tal que uτ = f .

(b) La prueba es dual a la del inciso (a).

Es interesante mencionar que la Proposición 1.1.8 establece una analogı́a a la propiedad uni-
versal del kernel y el cokernel en una categorı́a abeliana. Pues si pensamos a la pareja (X ,u) como
el kernel del morfismo v, al tener que f v = 0, obtenemos la existencia de un morfismo f , no nece-
sariamente único tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X u // Y v // Z

A

τ

OO

f

??

La siguiente definición nos permite describir una asignación funtorial entre dos categorı́as trian-
guladas que preserve la estructura abeliana entre ellas.
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Definición 1.1.9. Sean (T1,Σ1,41) y (T2,Σ2,42) categorı́as trianguladas, un funtor triangulado
F : T1→T2 es un funtor que satisface:

(a) F : T1→T2 es aditivo,

(b) hay un isomorfismo natural

η := {ηX : F(Σ1(X))→ Σ2(F(X))}X∈Ob j(T1),

tal que para todo

X u // Y v // Z w // Σ1X

en41, se tiene que

FX
F(u)

// FY
F(v)

// FZ
ηX◦F(w)

// Σ2FX

es un triángulo en42.

Observación 1.1.10. Al igual que las categorı́as trianguladas, los ejemplos de funtores triangula-
dos no son triviales. En el capı́tulo 3 y 5 se encuentran algunos ejemplos.

Proposición 1.1.11. Sean T1 := (T1,Σ1,41) y T2 := (T2,Σ2,42) categorı́as trianguladas y F :
T1→T2 funtor triangulado. Si G : T2→T1 es un funtor tal que G es funtor adjunto derecho a F,
es decir F a G, entonces G es un funtor triangulado.

Demostración. Primero veamos que hay un isomorfismo natural GΣ2 ∼= Σ1G. Como F es funtor
triangulado existen isomorfismos naturales FΣ1 ∼= Σ2F y FΣ

−1
1
∼= Σ

−1
2 F .

De esta manera para todo X ,Y ∈T1 tenemos que:

HomT1(X ,G(Σ2(Y )))∼= HomT2(F(X),Σ2(Y ))
∼= HomT2(Σ

−1
2 (F(X)),Y )

∼= HomT2(F(Σ−1
1 (X)),Y )

∼= HomT1(Σ
−1
1 (X),G(Y ))

∼= HomT1(X ,Σ1(G(Y ))).

Luego, por la funtorialidad de HomT1(X ,−) se sigue por el Lema de Yoneda que GΣ2 ∼= Σ1G.

Ahora veamos que el funtor G : T2→ T1 asigna a cualquier triángulo en 42 un triángulo en
41. Sea
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A // B //C // Σ2A, (1)

un triángulo distinguido en T2. Por otro lado, el morfismo G(A)→G(B) puede ser completado
por TR1(c) a un triángulo distinguido

G(A) // G(B) //C0 // G(Σ2(A))∼= Σ1(G(A)). (2)

Luego, consideramos la counidad de la adjunción F aG, a saber ε : FG→ 1T2 y consideramos
las siguientes componentes de la counidad εA : FG(A) → A y εB : FG(B) → B. Luego, por la
naturalidad de ε tenemos el siguiente diagrama conmutativo

FG(A)
εA //

��

A

��

FG(B)
εB

// B.

Ası́, aplicando el funtor triangulado F al triángulo (2) se obtiene un morfismo de triángulos
distinguidos

FG(A) //

εA

��

FG(B)

εB

��

// F(C0) //

ξ

��

Σ2(FG(A))

Σ2(εA)

��

A // B //C // Σ2(A),

donde el morfismo ξ se obtiene mediante TR3. Aplicando el funtor G a todo el diagrama
anterior y ocupando la unidad de la adjunción, η : 1T1 → GF , en la parte superior del diagrama
anterior obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
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G(A) //

ηG(A)

��

G(B) //

ηG(B)

��

C0 //

ηC0

��

Σ2(G(A))

ηΣ2(G(A))

��

GFG(A) //

G(εA)

��

GFG(B)

G(εB)

��

// GF(C0) //

G(ξ )

��

Σ2(GFG(A))

Σ2(G(εA))

��

G(A) // G(B) // G(C) // Σ2(G(A)),

(2)

donde los morfismos verticales curveados son identidades debido a que la equivalencia de ad-
junción (F a G) mediante la unidad y counidad establece que se satisfacen las identidades triangu-
lares:

F
Fη

//

1F

!!

FGF

εF

��

G
ηG

//

1G

!!

GFG

Gε

��

F, G.

Ahora, para un objeto arbitrario X0 en T2, aplicamos el funtor HomT2(X0,−) al diagrama en
(2) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo en Ab

... // HomT2(X0,G(A)) //

1G(A)
∗

��

HomT2(X0,G(B)) //

1G(B)
∗

��

HomT2(X0,C0) //

h∗
��

HomT2(X0,Σ(G(A)))

Σ(1G(A)
∗)

��

// ...

... // HomT2(X0,G(A)) // HomT2(X0,G(B)) // HomT2(X0,G(C)) // HomT2(X0,Σ(G(A))) // ...

De esta manera, por el Lema del Quinto en Ab se obtiene un isomorfismo HomT2(X0,C0) ∼=
HomT2(X0,G(C)), concluyendo que G(ξ )ηC0 : C0 → GF(C0)→ GC en (2) es un isomorfismo.
Mostrando que

G(A) // G(B) // G(C) // Σ2G(A),

es un triángulo distinguido T1, probándose que G : T2→T1 es un funtor triangulado.
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Capı́tulo 2

Localización en categorı́as

Sean C una categorı́a y W una clase de morfismos en C . El objetivo de una localización en C
es construir una categorı́a CW donde los morfismos en W sean isomorfismos. Podemos formalizar
esta idea mediante la siguiente definición:

Definición 2.0.1. La localización de una categorı́a C mediante una clase de morfismos W, es una
pareja (CW ,T ), donde CW es una categorı́a y T : C → CW un funtor, que satisfacen lo siguiente:

• Para todo morfismo w ∈W, se tiene que T (w) es un isomorfismo en CW .

• El funtor T : C → CW es universal, esto es, si existe otra categorı́a D y un funtor F : C →
D , tal que F(w) es isomorfismo en D para todo w ∈W. Entonces, existe un único funtor
G : CW →D tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

C T //

F
��

CW

G}}

D .

Si C es una categorı́a pequeña, esto es Ob j(C ) es un conjunto y en consecuencia

Mor f (C ) =
⋃

(A,B)∈Ob j(C )×Ob j(C )

HomC (A,B)

es un conjunto, existe un proceso de localización de C mediante una clase de morfismos W ,
conocido como la Localización de Gabriel-Zisman. El lector interesado puede encontrar en [10]
p.145, un esbozo del proceso de esta localización.

La sección siguiente y el primer objetivo de este capı́tulo es responder la siguiente pregunta:
¿Podemos dar una localización de C , en el caso que C no sea una categorı́a pequeña?. La respuesta

13
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a esta pregunta es afirmativa, sin embargo deberemos pedirle a la clase de morfismos W ciertas
condiciones.

También es natural preguntarse si para una categorı́a C con cierta estructura, nuestra locali-
zación (CW ,T ) es tal que CW preserva la estructura de C . Es de nuestro particular interés, y el
segundo objetivo de este capı́tulo formular un proceso de localización que preserve la estructura
aditiva y triangulada de una categorı́a.

2.1. Localización en categorı́as aditivas

Definición 2.1.1. Sean C una categorı́a y W una clase de morfismos en C . Decimos que W es un
sistema multiplicativo si:

(a) el morfismo 1X ∈W para todo X ∈ Ob j(W ).

(b) para cualquier par de morfismos f : X → Y y g : Y → Z en W, se tiene que g f ∈W.

Definición 2.1.2. Sean C una categorı́a y W ⊆Mor(C ) un sistema multiplicativo. Se dice que la
subclase W satisface las condiciones Ore a izquierda, o simplemente que W es de Ore a izquierda
si:

(a) Todo diagrama en C de la forma

X //

w
��

X ′

Y

con w ∈W puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X //

w
��

X ′

w′
��

Y // Y ′

con w′ ∈W.

(b) Para cada par de morfismos f ,g : X →Y para los cuales existe v : X ′→ X con v ∈W tal que
f v = gv, existe v′ : Y → Y ′ en W tal que v′ f = v′g.

De manera dual, podemos dar la siguiente definición.
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Definición 2.1.3. Sean C una categorı́a y W ⊆Mor(C ) un sistema multiplicativo. Se dice que la
clase W satisface las condiciones de Ore a derecha o simplemente que W es de Ore a derecha si:

(a) Todo diagrama en C de la forma

Y ′

��

X w
// Y

con w ∈W puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X ′ w′ //

��

Y ′

��

X w
// Y

con w′ ∈W.

(b) Para cada par de morfismos f ,g : X →Y para los cuales existe v : Y →Y ′ con v ∈W tal que
v f = vg, existe v′ : X ′→ X tal que f v′ = gv′.

Diremos que un sistema multiplicativo W ⊆Mor(C ) satisface las Condiciones de Ore, o bien
W es de Ore, si se satisfacen las condiciones 2.1.2 y 2.1.3 de manera simultánea.

La siguiente proposición nos ayudará a proporcionar una caracterización para la segunda con-
dición de Ore en caso de que la categorı́a C sea aditiva.

Proposición 2.1.4. Sean C una categorı́a aditiva, f ,g ∈ HomC (X ,Y ) y W un sistema multiplica-
tivo. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

Propiedad 1.-

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) Existe un morfismo w : Y → Y ′ en W tal que w f = wg.

(b) Existe un morfismo v : X ′→ X en W tal que f v = gv.

Propiedad 2.-

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) Si w f = 0 para algún w : Y → Y ′, entonces existe un morfismo v : X ′ → X en W tal que
f v = 0.

(ii) Si f v= 0 para algún v : X ′→X, entonces existe un morfismo w : Y →Y ′ en W tal que w f = 0.

Demostración. Veamos primero que (i) =⇒ [(a) =⇒ (b)], por lo que supondremos que hay un
morfismo w : Y →Y ′ en W tal que w f = wg y por la aditividad de C se tiene que w( f −g) = 0. De
esta manera, usando (i) se obtiene la existencia de un morfismo v : X ′→X en W tal que ( f −g)v= 0
y por tanto f v = gv.

Ahora veamos que [(a) =⇒ (b)] =⇒ (i), para esto supongamos que w f = 0 con w : Y → Y ′,
luego w f = w0 que al satisfacer (a) implica la existencia de un morfismo v : X ′→ X en W tal que
f v = 0v = 0.

Acabamos de demostrar [(a) =⇒ (b)] ⇐⇒ (i). De forma análoga se puede demostrar que
[(b) =⇒ (a)] ⇐⇒ (ii). Por lo que [(a) ⇐⇒ (b)] ⇐⇒ [(i) ⇐⇒ (ii)].

Ejemplo 2.1.5. Sea R un anillo conmutativo con 1, podemos pensar a R como una categorı́a de la
siguiente manera:

(1) Obj(R):={•}.

(2) Mor(R)=R.

Donde la ley de composición para cualesquiera r,s ∈Mor(R) = R está dada por la operación
multiplicación del anillo R. Es decir, r ◦ s = rs para cualesquiera r,s ∈ R.

Si S ⊂ R es un subconjunto multiplicativo del anillo R (veáse [3], p.36), entonces para la
categorı́a R se tiene que S⊂Mor(R) = R es un sistema multiplicativo que satisface las condiciones
de Ore.

Demostración. No es difı́cil ver que S⊂Mor(R) = R satisface la definición 2.1.1.

Veamos que S ⊂ Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore. Para esto, consideramos un
diagrama en la categorı́a R

• r //

s
��

•

•,
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con s ∈ S. Buscamos morfismos s′,r′ ∈Mor(R) tal que r′ ◦ s = s′ ◦ r con s′ ∈ S ⊂Mor(R) = R,
para esto tomamos s = s′ y r′ = r. Luego, por la conmutatividad del anillo R y la composición en
la categorı́a R obtenemos:

r′ ◦ s = r′s = sr′ = s′r = s′ ◦ r.

Ahora, si r1 y r2 son morfismos en R, para los cuales existe un morfismo s ∈ S ⊂Mor(R) = R
tal que r1 ◦ s = r2 ◦ s. Luego, tomando s′ = s tenemos por la conmutatividad del anillo R y la
composición en la categorı́a R que:

s′ ◦ r1 = s′r1 = r1s′ = r1s = r2s = r2s′ = s′r2 = s′ ◦ r2.

Hemos probado que S ⊂Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore a izquierda. La prueba
de que S⊂Mor(R) = R satisface las condiciones de Ore a derecha es análoga.

Definición 2.1.6. Decimos que una subcategorı́a plena D de una categorı́a abeliana C es de Serre
si para toda sucesión exacta en C :

0 // X ′ // X // X ′′ // 0

X ∈D si y sólo si X ′,X ′′ ∈ C .

No es difı́cil probar lo siguiente:

Observación 2.1.7. Una subcategorı́a D de Serre, de una categorı́a abeliana C satisface lo si-
guiente:

(P1) Si X ∼= X ′ con X ∈D , entonces X ′ ∈D;

(P2) si X ,Y ∈D , entonces X⊕Y ∈D;

(P3) si X ∈D , entonces cualquier subobjeto u objeto cociente de X también está en D .

Para nuestro siguiente ejemplo de un sistema multiplicativo que satisface las condiciones de
Ore, necesitamos la siguiente dualización de de la Proposición 13.1 de [24] :

Proposición 2.1.8. Sea C es una categorı́a abeliana. Y consideramos el siguiente diagrma conmu-
tativo de un push-out ( f ,g):
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X
f
//

g
��

Y

g′
��

Z
f ′
// P.

Entonces, el diagrama anterior se puede extender a un diagrama conmutativo

X
f
//

g
��

Y
π1 //

g′

��

Coker( f ) // 0

Z
f ′
// P

π2
//Coker( f ′) // 0,

con filas exactas.

También necesitaremos la siguiente dualización del Lema 5.3 de la sección 2.5 de [28]:

Lema 2.1.9. Sea C es una categorı́a abeliana. Y consideramos el siguiente diagrma conmutativo
de un push-out ( f ,g):

X
f
//

g
��

Y

g′
��

Z
f ′
// P.

Entonces, el diagrama anterior se puede extender a un diagrama conmutativo

0 // Ker( f ) i //

s
��

X
f
//

g
��

Y

g′

��

0 // Ker( f ′)
j
// Z

f ′
// P.

Donde las filas son exactas y s : Ker( f )→ Ker( f ′) es un epimorfismo.

Ejemplo 2.1.10. Si D es una subcategorı́a de Serre en una categorı́a abeliana C , podemos definir
la siguiente clase de morfismos:

W := { f ∈Mor(C ) |Ker( f ), Coker( f ) ∈D}.

Entonces, W ⊂Mor(C ) es un sistema multiplicativo que satisface las condiciones de Ore.
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Demostración. Veamos primero que W es un sistema multiplicativo. Para esto, vamos a verificar
que se satisfacen las condiciones de la Definición 2.1.1.

(a) Sea X ∈D , entonces para el isomorfismo 1X : X → X se tiene que

Ker(1X) =Coker(1X) = 0.

Pero 0 ∈ D , por (P1) Y (P3) de la Observación 2.1.7, probándose que 1X ∈W para todo
X ∈D .

(b) Sean f : X → Y y g : Y → Z morfismos en W , luego por el Lema de la Serpiente (véase [39],
p.11), se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ker(g f )� _

��

β
// Ker(g)

γ
//

� _

��

Coker( f )

||

X

g f
��

f
// Y //

g
��

Coker( f )

��

// 0

0 // Z

��

Z //

��

0

��

Coker(g f )
η
//Coker(g) // 0,

con un morfismo de conexión δ : Coker( f )→Coker(g f ). Además, del hecho que Ker( f ) es
un subobjeto de Ker(g f ), se dispone de una sucesión exacta:

0 // Ker( f ) α // Ker(g f )
β
// Ker(g)

γ
//Coker( f ) δ //Coker(g f )

η
//Coker(g) // 0.

Ası́, truncando en dos la sucesión exacta anterior, se obtienen las siguientes sucesiones exac-
tas:

0 // Ker( f ) α // Ker(g f )
β
// Ker(g) (1)

y

Coker( f ) δ //Coker(g f )
η
//Coker(g) // 0. (2)

Veamos que Ker(g f ) y Coker(g f ) están en D . Por un lado, de (1) obtenemos la sucesión
exacta:

0 // Im(β ) // Ker(g) // Ker(g)
Im(β )

// 0 (3)
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Con Ker(g) ∈D y por tanto Im(β ) ∈D al ser D una subcategorı́a de Serre.

Por otro lado, de (2) obtenemos la siguiente sucesión exacta:

0 // Ker(δ ) //Coker( f ) δ //Coker(g f ) // 0 (4)

Con Coker( f ) ∈D y por tanto Coker(g f ) ∈D al ser D una subcategorı́a de Serre.

Finalmente, al tener una sucesión exacta:

0 // Ker( f ) // Ker(g f )
β
// Im(β ) // 0. (5)

Por tanto, Ker(g f ) ∈D . Lo que prueba que g f ∈W .

Ahora veamos que el sistema multiplicativo W satisface las condiciones de Ore, para esto de-
mostraremos las condiciones de Ore únicamente a izquierda pues la prueba a derecha es análoga.

(a) Sean

X
f
//

g
��

Y

Z,

morfismos en C tales que f ∈W . Luego, al considerar el push-Out de la pareja ( f ,g) obte-
nemos el siguiente diagrama conmutativo:

X
f
//

g
��

Y

g′
��

Z
f ′
// P.

Veamos que f ′ ∈W , es decir, Ker( f ′),Coker( f ′) ∈D . Por un lado, tenemos por la Proposi-
ción 2.1.8, el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

X
f
//

g
��

Y
π1 //

g′

��

Coker( f ) // 0

Z
f ′
// P

π2
//Coker( f ′) // 0.

Por lo tanto, Coker( f ′) ∈D . Por otro lado, tenemos por el Lema 2.1.9, el siguiente diagrama
conmutativo:
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0 // Ker( f ) i //

s
��

X
f
//

g
��

Y

g′

��

0 // Ker( f ′)
j
// Z

f ′
// P

Donde las filas son exactas y s : Ker( f )→ Ker( f ′) es un epimorfismo. Ası́, considerando la
sucesión exacta

0 // Ker(s) k // Ker( f ) s // Ker( f ′) // 0,

tenemos que Ker( f ′) ∈D , pues Ker( f ) ∈D con D subcategorı́a de Serre en C .

(b) Como C es aditiva al ser abeliana, veremos que se satisface (ii) de la Proposición 2.1.4. Esto
es demostrar que si la composición de morfismos en C ,

X ′ v // X
f
// Y,

es tal que f v = 0 con v ∈W , entonces existe un morfismo w ∈W tal que w f = 0. Considere-
mos el cokernel de f , entonces la composición de los morfismos

X
f
// Y w //Coker( f )

es tal que w f = 0. Veamos que w : Y →Coker( f ) ∈W . En efecto, como w es epimorfismo se
sigue que Coker(w) = 0∈D . Por otro lado, como w f = 0, se tiene que Coim( f )⊂Coker(w)
con Coker(w) ∈D . Ası́, de (P3) en la Observación 2.1.7, se sigue que Coim( f ) ∈D . Luego,
al ser C abeliana tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 // Ker( f ) k // X
f

//

k′
��

Y w //

w′
��

Coker( f ) // 0

Coker(k)
f
// Ker(w),

con f un isomorfismo y donde Coim( f ) :=Coker(k) e Im( f ) := Ker(w). (véase sección 2.2
y 2.3 de [28]) Ası́, Ker(w)∼=Coim( f ) ∈D . Probándose que w ∈W .

A partir de ahora para hacer más fácil la lectura de este trabajo al lector, cuando tengamos
diagramas en una categorı́a C con una subclase W ⊂ Mor(C ) que es de Ore a izquierda, o a
derecha o ambas; una flecha ondulada // denotará un morfismo en W mientras que una flecha
recta −→ denotará cualquier morfismo en C .
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Definición 2.1.11. Sea C una categorı́a arbitraria y W ⊂ Mor(C ) que satisface las condiciones
de Ore a izquierda. Un W−techo a izquierda de objetos X a Y en C es un diagrama de la forma

X

f ��

Y

w
��

Z,

con w ∈W, f ∈ Mor(C ) y el codominio de ambos morfismos coincide. Denotaremos a este
W−techo como la pareja ( f ,w).

La manera en la que podemos pensar a un W−techo a izquierda ( f ,w) de objetos X a Y en C
es como una “fracción izquierda” w−1 f .

De manera análoga para una categorı́a C arbitraria y una subclase W ⊂Mor(C ) que satisface
las condiciones de de Ore a derecha, se puede definir un W−techo a derecha de los objetos X y Y
en C como un diagrama de la forma

X Y

Z,
w

__

f

??

con w ∈W , f ∈Mor(C ) y el dominio de ambos morfismos coincide. El diagrama anterior será
denotado como la pareja (w, f ).

Cabe mencionar que el nombre “techo” para los diagramas anteriores se debe a que en la mayor
parte de la literatura especializada en el tema como [10], los diagramas para los W− techos tanto a
izquierda como derecha están invertidos asemejando techos o tejados.

•

• •.

También es importante mencionar que en una buena parte de la literatura sobre el tema como
[3], donde se asume que las pruebas se desarrollan trabajando con W−techos a derecha para una
categorı́a arbitraria C y W ⊂Mor(C ) satisface las condiciones de Ore a izquierda y derecha. Sin
embargo, en esta sección desarollaremos la teorı́a de categorı́a de fracciones cuando W ⊂Mor(C )
satisface las condiciones de Ore a izquierda. Es decir, en las demostraciones siguientes vamos a
dar por hecho que estamos trabajando con una categorı́a C arbitraria y una subclase W ⊂Mor(C )
satisface las condiciones de Ore a izquierda. Aunque trabajaremos con W−techos a izquierda las
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pruebas siguientes se pueden dualizar a W−techos a derecha. Esta sección está basada principal-
mente en [10] y [28].

Definición 2.1.12. Diremos que dos W−techos izquierdos ( f ,w) y ( f ′,w′) están relacionados si y
sólo si existen morfismos u : Z→ Z′′ y v : Z′→ Z′′ tal que el siguiente diagrama conmuta

X

f
��

f ′

**

Y

w′��

w

ttZ

u
  

Z′

v
~~

Z′′.

Y además, uw= vw′ ∈W. En el caso de que ( f ,w) y ( f ′,w′) estén relacionados, lo denotaremos
como ( f ,w)∼ ( f ′,w′).

Lema 2.1.13. La relación entre W−techos izquierdos definida anteriormente es una relación de
equivalencia en la colección de W−techos a izquierda de objetos X a Y en C .

Demostración. (a) Reflexividad.- Sea ( f ,w) un W−techo de X a Y ,

X

f   

Y

w
~~

Z.

Considerando el diagrama

Z

1Z ��

Z

1Z��

Z,

se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

X

f ��

f

**

Y

w
��

w

ttZ

1Z ��

Z

1Z��

Z.

Por tanto, ( f ,w)∼ ( f ,w).
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(b) Simetrı́a.- Sean ( f ,w) y (g,w′) W−techos de X a Y tales que ( f ,w)∼ (g,w′). Esto es, para
el W−techo

X

f   

Y

w
��

Z′,

y el W−techo

X

g
  

Y

w′��

Z′,

existen morfismos, u : Z→ Z′′ y v : Z′→ Z′′ , tal que el siguiente diagrama es conmutativo

X

f
��

g

**

Y

w′��

w

ttZ

u
��

Z′

v
~~

Z′′,

con uw = vw′ ∈W . Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

g
��

f

**

Y

w~~

w′

ttZ′

v
  

Z′′

u
}}

Z′′.

Probándose que (g,w′)∼ ( f ,w).

(b) Transitividad.- Sean ( f ,w),(g,u) y (h,v,) W−techos de X a Y tales que ( f ,w) ∼ (g,u)
y (g,u) ∼ (h,v). Por un lado, al tener que ( f ,w) ∼ (g,u) se obtiene la existencia de dos
morfismos, a : Z→ K y b : Z′→ K, tal que el siguiente diagrama es conmutativo

X

f
��

g

**

Y

u
��

w

ttZ

a
��

Z′

b~~

K,

(1)
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con aw = bu ∈W . Por otro lado, del hecho que (g,u)∼ (h,v) se obtiene la existencia de dos
morfismos c : Z′→ Q y d : Z′′→ Q, tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X

g
��

h

**

Y

v~~

u

ttZ′

c
  

Z′′

d~~

Q,

(2)

con cu = dv∈W . Concatenando el diagrama (2) sobre el diagrama (1) se obtiene el siguiente
diagrama conmutativo

Q

Z′

c
>>

Z′′

d
``

X

f
��

g

**

g
??

h

44

Y
u

~~

w

tt

v
``

u

jj

Z

a
  

Z′

b~~

K.

Considerando el diagrama formado por los morfismos dv : Y → Q y bu : Y → K ∈W , y ser
W de Ore a izquierda por hipótesis se tiene la existencia de dos morfismos α : Q→ L y
β : K→ L tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Y bu //

dv

��

K

β

��

Q
α

// L.

Luego, tenemos que (αc)u = α(cu) = α(dv) = β (bu) = (βb)u, esto significa que existe un
morfismo φ : L→ T en W tal que φ(αc) = φ(βb). Finalmente, veamos que el diagrama
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X

f
��

h

**

Y

v~~

w

ttZ

φβa ��

Z′′

φαd~~

T,

es conmutativo. Por un lado tenemos que

(φβa) f = φβ (a f ) = (φβ )(bg) = (φβb)g = (φαc)g = (φα)cg = (φα)dh = (φαd)h.

Por otro lado, tenemos que

(φβa)w = φβ (aw) = φβ (bu) = (φβb)u = (φαc)u = (φα)(cu) = (φα)dv = (φαd)v.

Es claro que (φβa)w = (φαd)v ∈W , probándose que ( f ,w)∼ (h,v).

Observación 2.1.14. Por el lema anterior podemos hablar de la clase de equivalencia para cual-
quier W−techo a izquierda ( f ,w) de X a Y . Podemos visualizar a dicha clase de equivalencia
como

 X

f ��

Y

w
��

Z

 .

Lema 2.1.15. Si

X

w
��

f
// X ′

Y

es un diagrama, tal que
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X

w
��

f
// X ′

w1
��

Y v1
// Y ′,

X

w
��

f
// X ′

w2
��

Y v2
// Y ′′,

son diagramas conmutativos obtenidos por la Definición 2.1.2 (a). Entonces, (v1,w1)∼ (v2,w2).

Demostración. Para ver que (v1,w1)∼ (v2,w2), consideramos el siguiente diagrama

X
w

ww

f

((Y

v1 ��

v2

**

X ′

w2~~

w1

ttY ′

g
��

Y ′′

ŵ~~

Z,

(1)

donde los morfismos g y ŵ fueron obtenidos al completar mediante (a) de la Definición 2.1.2 al
diagrama

X ′

w1
��

w2 // Y ′′

Y ′.

De esta manera, tenemos en (1) que gw1 = ŵw2 pero no garantizamos que gv1 = ŵv2. Sin
embargo, tenemos que

(gv1)w = gw1 f = ŵw2 f = (ŵv2)w.

Y ası́, por (b) de la Definición 2.1.2 se obtiene un morfismo w : Z→ Z′ en W tal que wgv1 =
w̄ŵv2. En consecuencia, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo
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Y

v1 ��

v2

**

X ′

w2~~

w1

ttY ′

w̄g   

Y ′′

w̄ŵ~~

Z′,

(2)

ya que (wg)w1 = w(gw1) = w(ŵw2) ∈W . Probándose que (v1,w1)∼ (v2,w2).

Definición 2.1.16. Sea C una categorı́a arbritraria y W ⊆Mor(C ) que satisface las condiciones
Ore a izquierda. La categorı́a de fracciones a izquierda, denotada C l

W , queda establecida de la
siguiente manera:

(a) Obj(C l
W )= Obj(C ).

(b) Un morfismo α : X →Y en C l
W es una clase de equivalencia de W−techos [( f ,w)] de X a Y .

 X

f ��

Y

w
��

Z

 .

(c) La composición entre dos morfismos [( f ,w1)] : X → Y y [(g,w2)] : Y → Z en Mor(C l
W ) con-

siste en completar el siguiente diagrama

X

f ��

Y
g

��

w1

��

Z

w2��

K K′

a

X

f ��

Y
g

!!

w1

~~

Z

w2��

K

r
  

K′

r′~~

K′′
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mediante las condiciones de la Definición 2.1.2 (a) y tomar la clase de equivalencia de la
composición, es decir,

[(g,w2)]◦ [( f ,w1)] = [(r f ,r′w2)].

Observación 2.1.17. (a) La composición de morfismos dada en la definición 2.1.16 (c) no de-
pende de como se completó el diagrama

Y
g
//

w1
��

K′

K. .

(b) Sean [( f ,w1)] : X → Y y [(g,w2)], [(h,w3)] : Y → Z morfismos en C l
W tal que [(g,w2)] =

[(h,w3)], entonces

[(g,w2)]◦ [( f ,w1)] = [(h,w3)]◦ [( f ,w1)].

(c) Sean [( f ,w1)] : X → Y , [(g,w2)] : Y → Z y [(h,w3)] : Z→W morfismos en C l
W , entonces

[(h,w3)]◦
(
[(g,w2)]◦ [( f ,w1)]

)
=
(
[(h,w3)]◦ [(g,w2)]

)
◦ [( f ,w1)].

(d) Sea [( f ,w)] : X→Y un morfismo en C l
W , con f : X→ Z morfismo en C y w : Y → Z morfismo

en W ⊂ C . Entonces, [( f ,w)]◦ [(1Y ,1Y )] = [( f ,w)] y [(1X ,1X)]◦ [( f ,w)] = [( f ,w)].

Demostración. (a) Supóngase que podemos completar el diagrama como en la Definición 2.1.16
inciso (c)

X

f ��

Y
g

  

w1

��

Z

w2��

K

r
��

K′

r′~~

R,

(1)

Y también como

X

f ��

Y
g

  

w1

��

Z

w2��

K

s
��

K′

s′~~

S.

(2)

Luego, por ser W de Ore a izquierda podemos completar el diagrama
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K′ s′ //

r′
��

S

R,

al siguiente diagrama conmutativo

K′ s′ //

r′
��

S

v
��

R, u
// T

(3)

con v ∈W . De esta manera, tenemos que (ur′)g = (vs′)g y por tanto

(vs)w1 = v(sw1) = v(s′g) = (vs′)g = (ur′)g = u(r′g) = u(rw1) = (ur)w1.

En consecuencia, al ser W de Ore a izquierda tenemos la existencia de un morfismo l : T → L
en W tal que l(vs) = l(ur). Ası́, obtenemos que

(lv)(s f ) = l(vs) f = l(ur) f = (lu)(r f )

y además por (3) tenemos que

(lv)(s′w2) = l(vs′)w2 = l(ur′)w2 = (lu)(r′w2).

Estas dos últimas nos garantizan la conmutatividad del siguiente diagrama

X

r f ��

s f

**

Z

s′w2��

r′w2

ttR

lu ��

S

lv��

L,

con (lu)(r′w2) ∈W pues l,u,r′,w2 ∈W . Probándose que las completaciones (1) y (2) son
equivalencias de W−techos a izquierda.

(b) Consideremos los siguientes W−techos a izquierda

X

f   

Y

w1~~

W,

Y

g
  

Z

w2~~

W ′,

Y

h !!

Z

w3}}

W ′′.
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Donde los dos últimos son equivalentes, es decir, existen morfismos δ : W ′′ →W ∗ ∈W y
ε : W ′→W ∗ no necesariamente en W tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Y

g   

h

**

Z

w3~~

w2

ttW ′

ε
!!

W ′′

δ||

W ∗,

(1)

con εg = δh y εw2 = δw3 ∈W . Luego, componemos [( f ,w1)] con [(εg,εw2)], obteniendo
el siguente diagrama conmutativo

X

f   

Y
εg

!!

w1

~~

Z

εw2~~

W

q
  

W ∗

r
}}

U

con r ∈W . De esta manera, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f ��

Y
g

  

w1

~~

Z

w2~~

W

q
  

W ′

rε
~~

U

con rεw2 ∈W . Entonces por inciso (a) tenemos que

[(g,w2)]◦ [( f ,w1)] = [(q f ,rεw2)].

Por otro lado, obtenemos de la composición [(h,w3)] ◦ [( f ,w1)] el siguiente diagrama con-
mutativo

X

f ��

Y
h
!!

w1

~~

Z

w3~~

W

q
  

W ′′

rδ~~

U

con rδw3 ∈W . Por lo tanto, por inciso (a) tenemos que
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[(h,w3)]◦ [( f ,w1)] = [(q f ,rδw3)].

Ası́, al tener que rδw3 = rεw2 se sigue que

[(q f ,rδw2)] = [(q f ,rεw2)].

Por lo tanto,

[(h,w3)]◦ [( f ,w1)] = [(g,w2)]◦ [( f ,w1)].

(c) Por un lado, desarrollando [(h,w3)] ◦
(
[(g,w2)] ◦ [( f ,w1)]

)
se obtiene el siguiente diagrama

conmutativo

X

f ��

Y

g
  

w1

��

Z

h   

w2

~~

W

w3~~

Y ′

g′ ��

Z′

w′1~~

W ′

q

~~

R

p
��

R′,

(1)

donde q,w′1 ∈W . Por otro lado, desarrollando
(
[(h,w3)]◦ [(g,w2)]

)
◦ [( f ,w1)] obtenemos el

siguiente diagrama conmutativo

X

f ��

Y

g
  

w1

��

Z

h   

w2

��

W

w3~~

Y ′

r

��

Z′

h′
��

W ′

w′2~~

S

s
��

S′,

(2)

con s,w′2 ∈W . Luego, por ser W de Ore a izquierda podemos completar el diagrama

W ′

q
��

sw′2 // S′

R′.
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Obteniendo un par de morfismos t : R′ → Q y v : S′ → Q, tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

W ′

q
��

sw′2 // S′

v
��

R′ t
// Q,

(3)

con t ∈W . De esta manera, por (3) obtenemos que (tq)h = (vsw′2)h y ası́, tenemos que

(vsh′)w2 = (vs)(h′w2) = (vs)(w′2h) = (vsw′2)h = tqh = (t pw′1)w2. (4)

Entonces, al ser W de Ore por izquierda obtenemos un morfismo w : Q→Q′ tal que w(vsh′)=
w(t pw′1) con w ∈W . Luego, obtenemos que (wvsh′)g = (wt pw′1)g y por tanto

(wvr)w1 = w(vrw1) = (wvsh′)g = wt pw′1g = (wt pg′)w1 (5)

entonces al ser W de Ore a izquierda obtenemos un morfismo l : Q′ → K en W tal que
l(wvr) = l(wt pg′). Por tanto, al componer esta última igualdad con f : X →Y ′ obtenemos el
siguiente diagrama conmutativo

X
r f

//

pg′ f

��

S′

lwv

��

R′
lwt

// K.

(6)

Por tanto, obtenemos el siguiente diagrama

X

r f ��

pg′ f

**

W

qw3~~

sw′2w3

ttS′

lwv   

R′

lwt~~

K.

(7)

Donde la conmutatividad del diagrama (7) se sigue de (6) y que

(lwv)(sw′2w3) = lw(vsw′2)w3 = lw(tq)w3 = (lwt)(qw3) ∈W
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pues l,w, t,q,w3 ∈W . Lo cual implica que los siguientes diagramas son equivalentes

X

r f ��

W

sw′2w3~~

S′,

X

pg′ f   

W

qw3~~

R′.

Probándose que

[(h,w3)]◦
(
[(g,w2)]◦ [( f ,w1)]

)
=
(
[(h,w3)]◦ [(g,w2)]

)
◦ [( f ,w1)].

(d) La prueba es directa.

Definición 2.1.18. Se establece una asignación T : C → C l
W como:

(i) T (X) = X para todo X ∈ Ob j(C ).

(ii) Sea f : X → Y en Mor(C ), entonces T ( f ) = [( f ,1Y )]. Lo cual podemos visualizar como:

T ( f ) =

 X

f ��

Y

1Y��

Y

 .

Observación 2.1.19. (1) La asignación T : C → C l
W definida anteriormente es funtorial.

(2) Para todo w ∈W se tiene que T (w) es isomorfismo en C l
W . Donde

T (w)−1 :=

 Y

1Y ��

X

w
��

Y

 .

Demostración. (a) Es directo probar que la asignación T : C → C l
W es funtorial.

(b) Veamos que si w : X → Y es un morfismo en W , entonces T (w) es un isomorfismo en C l
W .

Sabemos que T (w) = [(w,1Y )] está representado por la clase de equivalencia del W−techo
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X

w
  

Y

1Y��

Y.

Entonces se afirma que T (w)−1 está dado por la clase de equivalencia del W−techo

Y

1Y ��

X

w
~~

Y.

Veamos primero que T (w)−1T (w)= [(1X ,1X)]. Primero debemos notar que (w,w)∼ (1X ,1X),
por la conmutatividad del siguiente diagrama

X

1X ��

w

**

X

w
��

1X

ttX

w
  

Y

1X��

Y.

Luego, consideramos el siguiente diagrama conmutativo

X

w
��

Y
1Y

��

1Y

��

X

w
��

Y

1Y ��

Y

1Y��

Y,

dado por la definición de la composición T (w)−1T (w), en C l
W . Lo que implica que

[(w,w)] = [(1Y ,w)(w,1Y )].

Por lo tanto, la composición T (w)−1T (w) está dada por la clase de equivalecia de (1X ,1X)
como se afirmó. La prueba de que T (w)T (w)−1 está dada por la clase de equivalencia de
(1Y ,1Y ) es directa y será omitida. Por tanto, T (w) es un isomorfismo en C l

W .

A lo largo de esta sección, nos referiremos con T al funtor T : C → C l
W definido en 2.1.18.

La siguiente Proposición viene a responder la siguiente pregunta planteada al inicio de este
capı́tulo: ¿Podemos dar una localización de C , en el caso que C no sea una categorı́a pequeña?
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Proposición 2.1.20. Sea C una categorı́a y W ⊂ Mor(C ) satisface las condiciones de Ore a iz-
quierda. Entonces (C l

W ,T ) es una localización de C mediante la clase de morfismos W.

Demostración. Basta demostrar que el funtor T : C → C l
W es universal. Esto es, si F : C → D es

un funtor tal que F(w) es un isomorfismo en D para todo w ∈W . Entonces existe un unico funtor
G : C l

W →D tal que G◦T = F .

Como F(w) es un isomorfismo en D para todo w ∈W , podemos definir una asignación G :
C l

W →D como G(X) = F(X) para todo X ∈ C y para cualquier morfismo [( f ,w)] : X → Y en C l
W

G([( f ,w)]) = F(w)−1F( f ).

.

Veamos primero que esta asignación está bien definida. En efecto, si ( f ,w)∼ ( f ′,w′) tenemos la
existencia de dos morfismos u : Y ′→Y

′′′
y v : Y ′′→Y ′′′ tal que el siguiente diagrama es conmutativo

X

f ��

f ′

**

Y

w′~~

w

ttY ′

u
!!

Y ′′

v
}}

Y ′′′.

Con v : Y ′′→Y ′′′ en W y uw = vw′ ∈W . Por un lado, del hecho que F(w′),F(v) son isomorfis-
mos se sigue que F(v) = F(vw′)F(w′)−1 y ası́ F(v)−1 = F(w)F(vw)−1.

Por otro lado, al tener que v,w′ y vw′ = uw′ ∈W , se sigue que F(v),F(w′) y F(vw′) = F(uw′)
son isomorfismos en D . Consecuentemente, F(u) = F(uw)F(w)−1 es también un isomorfismo con
F(u)−1 = F(w)F(uw)−1.

Ası́, obtenemos que

G([( f ,w)]) = F(w)−1F( f )

= F(w)−1F(u)−1F(u)F( f )

= F(uw)−1F(u f )

= F(vw′)−1F(v f ′)

= F(w′)−1F(v)−1F(v)F( f ′)

= F(w′)−1F( f ′)
= G([( f ′,w′)]).
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Por tanto la asignación G : C l
W →D está bien definida. Ahora veamos que dicha asignación es

funtorial, notemos primero que

G([(1X ,1X)]) = F(1X)
−1F(1X) = (1F(X))

−11F(X) = 1F(X).

Ahora, consideremos dos morfismos [( f ,w1)] : X → Y y [(g,w2)] : Y → Z en C l
W . Ası́, compo-

niendo estos morfismos obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f ��

Y
g

  

w1

~~

Z

w2��

Y ′

g′ ��

Z′

w′1��

S,

(1)

con w′1 ∈W y por tanto,

[(g,w2)]◦ [( f ,w1)] = [(g′ f ,w′1w2)].

De esta manera, tenemos que

G([(g,w2)]◦ [( f ,w1)]) = G([(g′ f ,w′1w2)])

= F(w′1w2)
−1F(g′ f )

= F(w2)
−1F(w′1)

−1F(g′)F( f ).

Por otro lado, tenemos que

G([(g,w2)])G([( f ,w1)]) = F(w2)
−1F(g)F(w1)

−1F( f ).

Ası́, como g′w1 = w′1g por (1), se tiene que F(g′)F(w1) = F(w′1)F(g) junto al hecho de que
F(w1) y F(w′1) isomorfismos, se sigue que F(w′1)

−1F(g′) = F(g)F(w1)
−1. Esto último implica

que

G([(g,w2)])G([( f ,w1)]) = F(w2)
−1F(g)F(w1)

−1F( f )

= F(w2)
−1F(w′1)

−1F(g′)F( f ).
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Acabamos de probar que la asignación G : C l
W → D es funtorial. Ahora veamos que GT = F .

En efecto,

(GT )(X) = G(T (X)) = G(X) = F(X)

para cualquier objeto X ∈ C . Luego, si f : X → Y es un morfismo en C se sigue que

(GT )( f ) = G(T ( f )) = G([( f ,1Y )]) = F(1Y )
−1F( f ) = 1F(Y )F( f ) = F( f ).

Finalmente, verifiquemos la unicidad. Si existe otro funtor G′ : C l
W → D tal que F = G′T ,

entonces

G(X) = F(X) = G′T (X) = G′(X)

para cualquier X ∈ C . Ahora veamos que

G([( f ,w)]) = G′([( f ,w)])

para cualesquiera morfismos f : X → Y ′ en C y w : Y → Y ′ en W . Por suponer que F = G′T
tenemos que

F( f ) = G′T ( f ) = G′([( f ,1Y ′)]).

Luego, por otro lado tenemos que

[( f ,w)] = [(1Y ′,w)( f ,1Y ′)],

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

X

f ��

Y ′
1Y ′

  

1Y ′

~~

Y

w
��

Y ′

1Y ′   

Y ′

1Y ′~~

Y ′.

Ası́, obtenemos que
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G′([( f ,w)]) = G([(1Y ′,w)][( f ,1Y ′)])

= G([(1Y ′,w)])G([( f ,1Y ′)])

= G([(1Y ′,w)])F( f ).

Luego, podemos ver que fácilmente que

[(1Y ′ ,w)(1Y ′,w)] = [(w,w)] = [(1X ,1X)],

por la conmutatividad del siguiente diagrama

Y

w
��

Y ′
1Y ′

  

1Y ′

~~

Y

w
��

Y ′

1Y ′   

Y ′

1Y ′~~

Y ′.

Por otro lado, podemos ver que el diagrama

Y

w
��

Y ′
1Y ′

  

1Y ′

~~

Y

w
��

Y ′

1Y ′   

Y ′

1Y ′~~

Y ′.

es conmutativo, entonces [(1Y ′,1Y ′)] = [(w,1Y ′)(1Y ′,w)]. Por lo tanto, [(1Y ′,w)] = [(w,1Y ′)]
−1 :

Y ′→ Y en C l
W y ası́

G′([(1Y ′,w)]) = G′([(w,1Y ′)
−1])

= G′([(w,1Y ′)])
−1

= (G′T (w))−1

= (F(w))−1.

Concluyendo que G[( f ,w)] = F(w)−1F( f ) = G′([( f ,w)]).
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Proposición 2.1.21. Sea C una categorı́a aditiva y (C l
W ,T ) la localización de C mediante la clase

de morfismos W. Entonces C l
W es una categorı́a aditiva y el funtor T : C → C l

W es aditivo.

Demostración. Para demostrar esto necesitamos definir una operación suma en C l
W de tal modo

que para todo f ,g ∈ HomC (X ,Y ) se satisfaga que T ( f + g) = T ( f )+T (g), es decir, se satisfaga
que

[( f ,1Y )]+ [(g,1Y )] = [( f +g,1Y )].

Para definir la operación suma que necesitamos, primero vamos a extender lo anterior a dos
morfismos [( f1,w1)], [( f2,w2)] ∈ HomC l

W
(X ,Y ), para esto consideremos el siguiente diagrama

X

f1 ��

f2

**

Y

w2��

w1

ttZ

g
��

Z′

w′~~

Z′′,

(1)

tal que gw1 = w′w2, donde g y w′ con w′ ∈W fueron obtenidos de completar el diagrama for-
mado por w1 y w2 mediante 2.1.2 (a). Luego, podemos ver directamente que ( f1,w1)∼ (g f1,w′w2)
pues el diagrama

X

f1 ��

g f1

**

Y

w′w2~~

w1

ttZ

g
��

Z′′

1Z′′~~

Z′′,

es conmutativo. De la misma manera, se puede ver que ( f2,w2) ∼ (w′ f2,w′w2), por lo que
ambos W−techos tienen un “denominador” común, a saber, w′w2. Lo que nos motiva a definir

[( f1,w1)]+ [( f2,w2)] := [(g f1 +w′ f2,w′w2)]. (2)

Esta definición la podemos visualizar en diagramas como:
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 X

f1 ��

Y

w1
��

Z

+
 X

f2 ��

Y

w2��

Z′

=

 X

g f1+w′ f2   

Y

w′w2~~

Z′′

 .

Ahora veamos que esta operación suma está bien definida, para esto veamos primero que la
clase de equivalencia definida en (2) no depende de cómo se tomaron g y w′ ∈W en (1). En efecto,
por el Lema 2.1.15, si (g′,w′′) es otra completación en (1), entonces (g′,w′′) ∼ (g,w′). Por lo que
obtenemos un diagrama conmutativo

X

f1 ��

f2

,,

Y

w2��

w1

rrZ

g
��

g′

**

Z′
w′

tt
w′′��

Z′′

h   

U

v
��

V.

En particular, gw1 = w′w2 y g′w1 = w′′w2 ∈W . De esta manera, se tiene que el diagrama

X

g f1+w′ f2   

g′ f1+w′′ f2

**

Y

w′′w2��

w′w2

ttZ′′

h   

U

v
��

V,

es conmutativo pues claramente hw′w2 = vw′′w2 ∈W . Por otro lado, por tener que la categorı́a
C es aditiva se obtiene que

h(g f1 +w′ f2) = hg f1 +hw′ f2

= vg′ f1 + vw′′ f2

= v(g′ f1 +w′′ f2).

Por tanto, (g f1 + w′ f2,w′w2) ∼ (g′ f1 + w′′ f2,w′′w2). Finalmente, veamos que si ( f1,w1) ∼
( f ′1,w

′
1) entonces
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[( f1,w1)+( f2,w2)] = [( f ′1,w
′
1)+( f2,w2)].

Como ( f1,w1)∼ ( f ′1,w
′
1), tenemos por simetrı́a el siguiente diagrama conmutativo

X

f ′1 ��

f1

**

Y

w1~~

w′1

ttZ

a
  

Z′′

b}}

W.

Después, obteniendo el “denominador” común de ( f1,w1) y ( f2,w2) obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X

f ′1 ��

f2

,,
f1

**

Y

w2~~

w′1

rr

w1
uuZ

a
��

Z′

b~~

Z′′

w

��

W

v′   

V,

(3)

donde v′ y w fueron obtenidos de completar el diagrama formado por bw1 y w2 mediante el
inciso (b) de la Definición 2.1.2.

La suma [( f1,w1)]+ [( f2,w2)] está dada por la clase de

[(v′b f1 +w f2,ww2)]. (4)

Por otro lado, la suma ( f ′1,w
′
1)+( f2,w2) está dada por la clase

[(v′a f ′1 +w f2,ww2)],

que es igual a (4) por la conmutatividad de (3). Probándose que

[( f1,w1)]+ [( f2,w2)] = [( f ′1,w
′
1)]+ [( f2,w2)].
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Se puede verificar de manera directa que la definición dimos de suma en la categorı́a C l
W en

(2), satisface que [( f ,1Y )]+ [(g,1Y )] = [( f + g,1Y )]. Verificar que HomC l
W
(X ,Y ) tiene estructura

de grupo abeliano para cualquier par de objetos en C l
W no es muy complicado. Para cualquier

[( f ,w)] ∈ HomC l
W
(X ,Y ), el elemento neutro está dado por la clase [(0,1Y )], y el elemento inverso

está dado por la clase [(− f ,w)].

Para terminar de verificar que la categorı́a C l
W es aditiva, falta ver que la categorı́a CW tiene co-

productos finitos. Sean X ,Y ∈Ob j(C ), entonces al ser C una categorı́a aditiva se tiene la existencia
del producto dado por un objeto X×Y junto con dos proyecciones ρX : X×Y→X y ρY : X×Y→Y .
En base a esto, el producto de X y Y en C l

W , está dado por el objeto X ×Y ∈ Ob j(C ) = Ob j(C l
W )

junto con dos morfismos

F(ρX) =

 X×Y

ρX
""

X

1X��

X

 , F(ρY ) =

 X×Y

ρY
""

Y

1Y��

Y

 .

Verifiquemos nuestra afirmación, para esto consideramos dos morfismos arbitrarios en C l
W de

Z a los objetos X e Y como:

f ∗X :=

 Z

fX   

X

w1~~

X∗

 , f ∗Y :=

 Z

fY   

Y

w2~~

Y ∗.

 .

Luego, por la existencia del producto de X e Y en C se tiene la existencia de un único morfismo
φ : Z→ X∗×Y ∗ tal que el siguiente diagrama conmuta:

Z

φ

��

fX

zz

fY

$$

X∗ X∗×Y ∗
ρ∗Y

//

ρ∗X

oo Y ∗.

Ası́, el morfismo requerido de Z a X×Y en la categorı́a C l
W está dado por
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φ
∗ :=


Z

φ ##

X×Y

w1×w2yy

X∗×Y ∗


,

donde w1×w2 :=
(

w1 0
0 w2

)
. De esta manera, se tiene que la composición del morfismo φ∗

con el morfismo F(ρX) en C l
W es el W−techo dado por f ∗X como se ve en el siguiente diagrama

Z

φ ##

X×Y
ρX

""

w1×w2

yy

X

1X��

X∗×Y ∗

ρ∗X %%

X

w1||

X∗.

En efecto, el diagrama anterior es conmutativo, pues al considerar las proyecciones del diagra-
ma, ρX :=

(
1X 0

)
y ρ∗X :=

(
1X∗ 0

)
, tenemos que:

ρ
∗
X(w1×w2) =

(
1X∗ 0

)(w1 0
0 w2

)
=
(
w1 0

)
= w1

(
1X 0

)
= w1ρX .

De manera análoga se puede ver la composición del morfismo φ∗ con el morfismo F(ρY ) en C l
W

es el W−techo dado por f ∗Y . La unicidad del W−techo φ∗ : Z→ X ×Y se sigue de la de unicidad
de φ . Por lo tanto, C l

W tiene productos finitos.

La teorı́a que hemos desarrollado hasta ahora a partir de la Definición 2.1.12, puede ser dualiza-
da para el caso en que la categorı́a C en cuestión tenga una subclase W ⊂Mor(C ) que satisface las
condiciones de Ore a derecha. En particular, el dual de la Definición 2.1.16 nos permite definir la
categorı́a de fracciones a derecha, denotada C r

W . El siguiente resultado nos permitirá establacer
una relación entre las categorı́as C l

W y C r
W .

Proposición 2.1.22. Sea C una categorı́a y W ⊂ Mor(C ) que satisface las condiciones de Ore.
Entonces las categorı́as C l

W y C r
W son isomorfas.

Demostración. Al ser W ⊂C de Ore a izquierda y derecha, tenemos por la Proposición 2.1.20 y su
dualización dos funtores T : C → C l

W y T ′ : C → C r
W , tal que T (w) y T ′(w) son isomorfismos en
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C l
W y C r

W respectivamente, para todo w ∈W . De esta manera, por la misma Proposición obtenemos
los siguientes diagramas conmutativos:

C T //

T ′
��

C l
W

G~~

C l
W ,

C T ′ //

T
��

C r
W

H
}}

C r
W .

(1)

Donde los funtores H y G son únicos respecto la conmutatividad de los diagramas anteriores.
Veamos que GH = 1C r

W
y HG = 1C l

W
. En efecto, por (1) obtenemos que T ′ = GT y T = HT ′ y por

tanto tenemos las siguientes igualdades:

T ′ = GT = GHT ′ = (GH)T ′

y

T = HT ′ = H(GT ) = (HG)T.

Por esta última desigualdad, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

C T //

T

��

C l
W

HG

zz

1
C l

W

��

C l
W .

Ası́, por la propiedad universal del funtor T : C →C l
W , tenemos que HG= 1C l

W
. Análogamente,

tenemos que GH = 1C r
W

. Lo cual prueba que las categorı́as C l
W y C r

W son isomorfas.

Se concluye esta subsección con un breve ejemplo de una categorı́a de fracciones.

Ejemplo 2.1.23. Sea R un anillo conmutativo con 1 y S ⊆ R un conjunto multiplicativo. Podemos
pensar a R como una categorı́a de la siguiente manera:

(1) Obj(R):={•}.
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(2) Mor(R):=R.

Entonces resulta ser que R visto como una categorı́a es Ore y por tanto tenemos la categorı́a
de fracciones a izquierda de R, denotada Rl

S, donde:

(a) Ob j(RS) = {•},

(b) Mor(RS) = [(r,s)]. con r ∈ R y s ∈ S⊂ R.

[(r,s)] :=

 •
r
��

•

s
��
•

 .

2.2. Localización en una categorı́a triangulada

Hasta ahora hemos introducido el concepto de localización tanto en categorı́as arbitrarias y
aditivas. De esta manera, en el contexto de una categorı́a triangulada T nos gustarı́a responder la
siguiente pregunta: ¿ Cómo podemos obtener una localización T mediante una clase de morfismos
W ⊂ T , tal que TW es una categorı́a triangulada?. Para abordar esta pregunta comenzaremos esta
sección con el concepto de un sistema nulo. Cabe mencionar que esta sección está basada en [16]
y [34].

Al igual que el ejemplo 2.1.10, donde dimos un sistema multiplicativo de una categorı́a abeliana
C a través de una subcategorı́a D de Serre. Para una categorı́a triangulada T necesitamos una
subclase de objetos de T que nos permita generar un sistema multiplicativo en T . Esto nos motiva
a dar la siguiente definición:

Definición 2.2.1. Sea T := (T ,Σ,4) una categorı́a triangulada, decimos que una subclase N ⊂
Ob j(T ) es un sistema nulo si satisface que:

(N1) 0 ∈N ,

(N2) X ∈N si y sólo si Σ(X) ∈N ,

(N3) Si X → Y → Z→ Σ(X) ∈4 con X ,Y ∈N , entonces Z ∈N .

Dado un sistema nulo en una categorı́a triangulada T podemos definir una subclase de morfis-
mos W (N ) de la siguiente manera
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W (N ) := { f : X → Y ∈Mor(T ) | existe X → Y → Z→ Σ(X) ∈4 con Z ∈N }.

Más aún, esta subclase de morfismos tiene una propiedad muy deseable como veremos a conti-
nuación.

Proposición 2.2.2. La subclase W (N )⊂Mor(T ) satisface las condiciones de Ore.

Demostración. Primero veremos que W (N ) satisface las dos propiedades dadas en la Definición
2.1.1.

(1) Sean f : X → Y y g : Y → Z morfismos en W (N ), entonces existen triangulos

X
f
// Y // Y ′ // ΣX ∈4 y Y

g
// Z // Z′ // ΣY ∈4

con Y ′,Z′ ∈N . Luego por el axioma TR1(c) existe un triángulo

X
g f
// Z // D′ // ΣX ∈4.

De esta manera, por TR4, se obtiene un triangulo Y ′→ D′→ Z′→ ΣY ′ ∈ 4, de tal forma
que al aplicarle dos veces de manera consecutiva el axioma TR2 se obtiene

Z′ // ΣY ′ // ΣD′ // ΣZ′ ∈4.

con Z′,ΣY ′ ∈N y por tanto ΣD′,D′ ∈N . Probándose que g f ∈W (N ).

(2) Sea X ∈T , por TR1(b) tenemos que la existencia de un triángulo

X
1X // X // 0 // ΣX ∈4,

y al tener 0 ∈N , se obtiene que 1X ∈W (N ) para cualquier X ∈T .

Ahora veamos se satisfacen las condiciones de Ore, es decir, se satisfacen las definiciones
2.1.2 y 2.1.3.

Primero vamos a verificar las condiciones de la Definición 2.1.2.

(a) Sean morfismos

X s //

f
��

X ′

Y
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en T con f ∈W (N ). Ası́, existe

X
f
// Y

g
// Z // ΣX ∈4,

con Z ∈N . Luego, por TR2 se tiene que

V = Σ−1(Z) l // X
f
// Y // Σ(V ) = Z ∈4. (1)

De esta manera, aplicamos TR1(c) al morfismo sl : V → X ′ obteniendo

V sl // X ′
f ′
// Y ′ // Σ(V ) ∈4. (2)

Ası́, aplicando TR2 al triángulo distinguido anterior, se obtiene:

X ′
f ′
// Y ′ // Σ(V ) = Z // Σ(X ′) ∈4.

Con Z ∈N , es decir, f ′ ∈W (N ). Finalmente, por TR3 podemos tenemos el siguiente
morfismo entre los triángulos distinguidos (1) y (2):

V l //

1V
��

X
f
//

s
��

Y //

s′
��

Σ(V )

1Σ(V )

��

V
sl
// X ′

f ′
// Y ′ // Σ(V ).

Probándose la conmutatividad del diagrama

X s //

f
��

X ′

f ′
��

Y
s′
// Y ′,

con f ′ ∈W (N ).

(b) Sean f : X → Y y v : X ′→ X morfismos en T con v ∈W (N ) tal que f v = 0. Por la
Proposición 2.1.4 basta ver existe w ∈W (N ) tal que w f = 0. Al tener que v ∈W (N ),
se obtiene

X ′ v // X h // Z′ // ΣX ′ ∈4,

con Z′ ∈N . Luego, por TR1(b) y TR2 se obtiene

0 // Y
1Y // Y // 0 ∈4.

Ası́, por TR3, podemos sumergir el siguiente diagrama conmutativo
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X ′ v //

��

X

f
��

0 // Y,

en un morfismo del triángulos distinguidos:

X ′ v //

0
��

X h //

f
��

Z′ //

t
��

ΣX ′

0
��

0
0
// Y

1Y

// Y // 0.

(1)

Consecuentemente, al aplicar TR1(c) al morfismo t : Z′→ Y se obtiene

Z′ t // Y w // Z′′ // ΣZ′ ∈4.

Y por TR2, se tiene que

Y w // Z′′ // Σ(Z′) // ΣY ∈4,

con Σ(Z′) ∈N , es decir, w ∈W (N ).
Finalmente, del hecho que f = th por (1), se puede sumergir el diagrama conmutativo

X
1X //

h
��

X

f
��

Z t
// Y,

por TR3, en el siguiente morfismo de triángulos distinguidos:

X
1X //

h
��

X //

f
��

0 0 //

��

ΣX

Σ(h)
��

Z′ t
// Y w

// Z′′ // ΣZ′.

Probándose que w f = 0 con w ∈W (N ).

Ahora verifiquemos las condiciones de la Definición 2.1.3.

(a) Sean morfismos

Y ′

s
��

X
f
// Y
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en T con f ∈W (N ), entonces existe

X
f
// Y

g
// Z // ΣX ∈4,

con Z ∈N . Luego, al aplicar TR1(c) al morfismo gs : Y ′→ Z obtenemos un triángulo

Y ′
gs
// Z // Z′ // ΣY ′ ∈4.

Y por TR2 obtenemos

V = Σ−1(Z′) h // Y ′
gs
// Z // ΣV = Z′ ∈4,

con Z ∈4, es decir, h ∈W (N ). Después, al considerar el diagrama conmutativo

Y ′

s
��

gs
// Z

1Z

Y g
// Z,

obtenemos un morfismo de triangulos distinguidos

Y ′
gs
//

s
��

Z //

1Z
��

Σ(V )
Σ(h)
//

Σ(t)
��

Σ(Y ′)

Σ(s)
��

Y g
// Z // Σ(X)

Σ( f )
// Σ(Y ).

Por tanto, de TR2, se obtiene el siguiente morfismo de triangulos distinguidos:

V h //

t
��

Y ′
gs
//

s
��

Z //

1Z
��

ΣV

Σt
��

X
f
// Y g

// Z
w′
// ΣX .

Por lo tanto, tenemos un diagrama conmutativo

V h //

t
��

Y ′

s
��

X
f
// Y,

con h ∈W (N ).

(b) Sea f : X →Y un morfismo en T y w : Y →Y ′ un morfismo en W (N ) tal que w f = 0,
al ser T aditiva, por la Proposición 2.1.4, basta ver que existe v∈W (N ) tal que f v= 0.
Al tener que w ∈W (N ), existe un triángulo
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Y w // Y ′ // Z // ΣY ∈4,

con Z ∈N . Luego, por TR2 se obtiene

V = Σ−1(Z) h // Y w // Y ′ // Σ(V ) = Z ∈4.

Por otra parte, por TR1(b) y TR2 obtenemos

X // 0 // Σ(X)
−Σ(1X )

// Σ(X) ∈4.

De esta manera, al tener por hipótesis que

X //

f
��

0

��

Y w
// Y ′,

es conmutativo, podemos obtener mediante TR3 el siguiente morfismo de triangulos
distinguidos

X //

f
��

0 //

��

Σ(X)
−Σ(1X )

//

Σ(g)
��

Σ(X)

��

Y w
// Y ′ // ΣV // ΣY.

((1))

Y por TR2, se obtiene el siguiente morfismo de triángulos distinguidos:

X
1X //

g
��

X //

f
��

0 //

��

ΣX

Σt
��

V
h
// Y w

// Y ′ // ΣV.

Ası́, aplicando TR1(c) al morfismo g : X →V se obtiene:

X
g
// V // V ′ // ΣX ∈4.

Luego, por TR2 tenemos que:

U = Σ−1(V ′) v // X
g
// V // ΣU =V ′ ∈4,

con V = Σ−1(Z) ∈N , pues Σ(Σ−1(Z)) = Z ∈N . Por lo tanto v ∈W (N ). Por último,
de (1) tenemos la conmutatividad del diagrama
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X
g
//

f
��

V

h
��

Y
1Y

// Y,

y ası́, por TR3 se obtiene un morfismo de triángulos distinguidos

X
g
//

f
��

V //

h
��

ΣZ //

��

ΣX

Σ( f )
��

Y
1Y

// Y // 0 // ΣY.

De esta manera, por TR2 tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

U v //

0
��

X
g
//

f
��

V //

h
��

ΣZ

��

0
0
// Y

1Y

// Y // 0.

Lo cual demuestra que f v = 0 con v ∈W (N ).

Proposición 2.2.3. Sea T := (T ,Σ,4) una categorı́a triangulada y N un sistema nulo de T .
Entonces la localización de T mediante la clase de morfismos W (N ), denotada (TW (N ),F), es
tal que TW (N ) es una categorı́a triangulada y F : T →TW (N ) es triangulado.

Demostración. Al ser T una categorı́a triangulada, se tiene por la Proposición 2.1.21 que TW (N )

es una categorı́a aditiva. Definimos un funtor de traslación ΣTW (N )
: TW (N ) → TW (N ) como

ΣTW (N )
(T ) := T para cada T ∈ Ob j(TW (N )) = Ob j(T ) y en morfismos como

ΣTN
([( f ,w)]) = [(Σ( f ),Σ(w))].

Veamos que esta asignación está bien definida, para esto tomamos ( f ,w) ∼ ( f ′,w′), lo que
significa que el siguiente diagrama es conmutativo:

X

f
��

f ′

**

Y

w′��

w

ttZ

u
��

Z′

v
~~

Z.
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Luego, al ser Σ un funtor tenemos que el diagrama

Σ(X)

Σ( f ) ##

Σ( f ′)

++

Σ(Y )

Σ(w′){{

Σ(w)

ss
Σ(Z)

Σ(u) ##

Σ(Z′)

Σ(v){{

Σ(Z),

es conmutativo. Por tanto, (Σ( f ),Σ(w)) ∼ (Σ( f ′),Σ(w′)). Lo cual prueba que la asignación
ΣTW (N )

en morfismos está bien definida. Fácilmente, del hecho que Σ es funtor, podemos ver que la
asignación ΣTW (N )

es funtorial. Igualmente se sigue del hecho que el funtor Σ es de traslación, que
ΣTW (N )

también es de traslación. Además, podemos ver directamente que FΣ = ΣTW (N )
F . Sólo nos

falta definir una clase de triángulos distinguidos para la categorı́a TW (N ).

Decimos que un triángulo en TW (N ) es distinguido si y sólo si es isomorfo a la imagen de un
triángulo distinguido en T bajo el funtor F . Denotaremos a la clase de triángulos distinguidos en
TW (N ) como4′.

Veamos en efecto que la terna (TW (N ),ΣTW (N )
,4′), simplemente denotada TW (N ), es una

categorı́a triangulada. Para aligerar la notación en la prueba de que TW (N ) es una categorı́a trian-
gulada denotaremos por Σ al autofuntor ΣTW (N )

de TW (N ) .

TR1 (a) Es directo de la definición de4′.

(b) Sea X ∈ Ob j(TW (N )) := Ob j(T ), se tiene que el triángulo

X
[(1X ,1X )]

// X // 0 // ΣX

en TW (N ) es isomorfo al triángulo

F(X)
F(1X )

// F(X) // 0 // ΣX ∈4′,

que es la imagen bajo F del triángulo

X
1X // X // 0 // ΣX ∈4.

(c) Sea [( f ,w)] : X → Y un morfismo en TW (N ),
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[( f ,w)] :=

 X

f ��

Y

w
��

Y ′

 .

Aplicando TR1(c) y F al morfismo f : X → Y ′ en T obtenemos un triángulo

X
[( f ,1Y ′)] // Y ′

g∗
// Z h∗ // ΣX ∈4′.

Por otro lado, consideramos el triángulo

X
[( f ,w)]

// Y
g

// Z h∗ // ΣX ,

en la categorı́a TW (N ), donde g := g∗α y α es el isomorfismo α := [(w,1Y ′)] : Y → Y ′ en
TW (N ) (cuyo morfismo inverso es [(1Y ′,w)] :Y ′→Y ). De esta manera, se obtiene el siguiente
isomorfismo de triángulos en TW (N ):

X
[( f ,w)]

//

1X

��

Y
g

//

α

��

Z h∗ //

1Y

��

ΣX

1ΣX

��

X
[( f ,1Y ′)]

// Y ′
g∗

// Z
h∗

// ΣX .

Por lo tanto,

X
[( f ,w)]

// Y
g
// Z h∗ // ΣX ∈4′.

TR2 Sea

X
f
// Y

g
// Z h // ΣX ∈4′, (1)

entonces (1) es isomorfo a la imagen bajo F de un triángulo

X∗
f ∗
// Y ∗

g∗
// Z∗ h∗ // ΣX∗ ∈4.

Luego,

Y ∗
g∗
// Z∗ h∗ // ΣX∗

Σ f ∗
// ΣY ∗ ∈4. (2)
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Pero

Y
g
// Z h // ΣX

Σ f
// ΣY ∈4. (3)

es isomorfo a la imagen bajo F de (2). Por lo tanto (3) es un triángulo distinguido en TW (N ).

Las pruebas de TR3 y TR4 son análogas, pero por su extensión no serán incluidas, veáse
Teorema 6.2.2 en [34]. Por tanto, TW (N ) como fue definida es una categorı́a triangulada.

Finalmente, por definición de la clase 4′ y que FΣ = ΣTW (N )
F se sigue que F : T → TW (N )

es un funtor triangulado.

Proposición 2.2.4. Sea F : T → TW (N ) el funtor de la localización (TW (N ),F). Entonces se
satisface lo siguiente:

(i) F(X)∼= 0 para todo X ∈N ,

(ii) El funtor de localización F es universal entre funtores triangulados que satisfacen la condi-
ción (i).

Demostración. (i) Sea X ∈N , luego el triángulo

X
1X // X // 0 // ΣX

es distinguido en T . Por tanto, el triángulo

X // 0 // ΣX // ΣX

también lo es. Pero Σ(X) ∈N y ası́ el morfismo f : X → 0 pertenece a W (N ). Por tanto,
F( f ) es isomorfismo y ası́ F(X)∼= 0.

(ii) Sea G : T →T ∗ un funtor triangulado tal que G(X)∼= 0 para todo X ∈N y sea f : X → Y
un morfismo en W (N ), entonces hay un triángulo

X
f
// Y // Z // ΣX ∈4,

tal que Z ∈N . Luego, el funtor G manda el triángulo anterior al triángulo distinguido en T ∗

G(X)
G( f )

// G(Y ) // 0 // Σ∗G(X).

Donde G(Z) ∼= 0, por hipótesis de que G satisface (i) y Σ∗G ∼= GΣ por ser G funtor triangu-
lado, donde Σ∗ es el funtor de traslación correspondiente a la categorı́a triangulada T ∗.
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Después, podemos sumergir el cuadrado conmutativo

G(Y ) //

1G(Y )
��

0

��

G(Y ) // 0,

en el morfismo de triángulos distinguidos en T ∗ como:

G(Y )
1G(Y )

//

f ∗
��

G(Y ) //

1G(Y )
��

0 //

��

Σ∗GY

��

G(X)
G( f )

// G(Y ) // 0 w
// Σ∗GX .

Ası́, del hecho que G( f ) f ∗= 1G(Y ), se tiene que f ∗ es un inverso derecho del morfismo G( f ).
Por otro lado, podemos completar un morfismo de triángulos distinguidos en T ∗

G(X)
G( f )

//

1G(X)

��

G(Y ) //

f ∗∗
��

0 //

��

Σ∗GX

��

G(X)
1G(X)

// G(X) // 0 w
// Σ∗GX .

Ası́, del hecho que f ∗∗G( f ) = 1G(X) se sigue que f ∗∗ es un inverso izquierdo de G( f ). Por
lo tanto, para todo morfismo f en W (N ) se tiene que G( f ) es un isomorfismo en la ca-
tegorı́a T ∗. De esta manera, por la Proposición 2.1.20 existe un único funtor triangulado
H : TW (N )→T ∗ tal que G = HF .

T F //

G
��

TW (N )

Hzz

T ∗.



Capı́tulo 3

Categorı́as Derivadas

En la primer parte de este capı́tulo se estudian las nociones básicas del álgebra homológica
necesarias para introducir la categorı́a homotópica de complejos en C , denotada K(C ), construida a
partir de una categorı́a aditiva o abeliana C . Concluimos la primer parte de este capı́tulo estudiando
la estructura triangulada de K(C ).

El resto del capı́tulo está destinado a utilizar la teorı́a desarollada en el capı́tulo anterior para
construir la categorı́a derivada de complejos D(C ), mediante el proceso de localización respecto a
la clase de cuasi-isomorfismos en K(C ). Para este capı́tulo nos hemos basado principalmente en
[13], [34] y [16].

Sea C una categorı́a abeliana, un complejo en C consiste en una familia X := (Xn,dn)n∈Z
donde Xn y dX

n : Xn→ Xn−1 son objetos y morfismos en C respectivamente, tal que dn ◦ dn+1 = 0
para toda n ∈ Z. Un complejo es representado como una sucesión de objetos y morfismos de la
siguiente manera:

X := ... // Xn+1
dX

n+1
// Xn

dX
n // Xn−1 // ...

Sean X = (Xn,dn)n∈Z y Y = (Yn,dn)n∈Z dos complejos en C , un morfismo de complejos f :
X→Y es una familia de morfismos, f := ( fn : Xn→Yn)n∈Z, que satisfacen dY

n ◦ fn = fn−1 ◦dX
n para

todo n ∈ Z , es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

X := ... //

��

Xn+1
dX

n+1
//

fn+1
��

Xn
dX

n //

fn
��

Xn−1

fn−1
��

// ...

Y := ... // Yn+1
dY

n+1

// Yn
dY

n

// Yn−1 // ...

La clase de los complejos sobre una categorı́a abeliana (o aditiva) C , junto a la clase de los

57
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morfismos de complejos, forman la categorı́a de complejos sobre C , denotada Kom(C ).

Definición 3.0.1. Sean f ,g : X → Y morfismos en Kom(C ), decimos que f y g son homotópicos,
lo que denotamos por f ∼ g, si existe una familia de morfismos (sn)n∈Z en C con sn : Xn→ Yn+1
que satisfacen

fn−gn = dY
n+1sn + sn−1dX

n ,

para todo n ∈ Z. Lo cual podemos visualizar como:

... // Xn+1
dX

n+1
//

fn+1

��

gn+1

��

Xn
dX

n //

sn

}}

fn

��

gn

��

Xn−1

sn−1

}}

fn−1

��

gn−1

��

// ...

... // Yn+1
dY

n+1

// Yn
dY

n

// Yn−1 // ...

Observación 3.0.2. (a) Si en la definición anterior g es el morfismo cero, entonces decimos que
f es homotópico a cero.

(b) Es fácil verificar que la relación ∼ definida anteriormente es una relación de equivalencia.

Definición 3.0.3. (i) Si X = (Xn,dn)n∈Z es un complejo en Kom(A ), la n-ésima homologı́a del
complejo X está definida como el objeto cociente

Hn(X) :=
Ker(dX

n )

Im(dX
n+1)

en C .

(ii) El complejo X es llamado acı́clico si Hn(X) = 0 para todo n ∈ Z.

(iii) Un morfismo f : X → Y de complejos, induce un morfismo natural

Hn( f ) : Hn(X) // Hn(Y )

x+ Im(dX
n+1)

� // fn(x)+ Im(dY
n+1).

Observación 3.0.4. Si C es una categorı́a abeliana, podemos establecer una asignación Hn :
Kom(C )→ C para cada n ∈ Z, como: Hn(X) para todo X ∈ Kom(C ) y Hn( f ) para todo f ∈
Kom(C ).

La observación anterior nos induce al siguiente al siguiente resultado que puede ser consultado
en la Proposición 6.8 de [33]:
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Proposición 3.0.5. Si C es una categorı́a abeliana, entonces Hn : Kom(C ) → C es un funtor
aditivo para cada n ∈ Z.

También por la Proposición 6.14 de [33], tenemos que:

Proposición 3.0.6. Sean f ,g : X→Y morfismos homotópicos en Kom(C ), es decir f ∼ g. Entonces
Hn( f ) = Hn(g) para todo n ∈ Z.

Definición 3.0.7. Decimos que un morfismo f : X → Y en Kom(C ) es un cuasi-isomorfismo si el
morfismo inducido en homologı́a es isomorfismo, es decir, si Hn( f ) : Hn(X)→Hn(Y ) es isomorfis-
mo para toda n ∈ Z. A la clase de todos los cuasi-isomorfismos de Kom(C ) la denotaremos Q a lo
largo de este trabajo.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en el Teorema 6.10 de [33].

Proposición 3.0.8. Sean C una categorı́a abeliana y

0 // X
f
// Y

g
// Z // 0

una sucesión exacta de complejos en la categorı́a Kom(C ). Entonces existen morfismos de
conexión δn : Hn(Z)→ Hn−1(X) obteniendo una sucesión exacta larga

...
Hn(g)

// Hn+1(Z)
δn+1

// Hn(X)
Hn( f )

// Hn(Y )
Hn(g)

// Hn(Z)
δn // Hn−1(X)

Hn−1(g)
//// ...

en C .

Definición 3.0.9. Sea C una categorı́a aditiva. Se define la categorı́a homotópica de complejos en
C , la cual denotamos K(C ) como la categorı́a cuya clase de objetos es la misma que la categorı́a
Kom(C ) de complejos sobre la categorı́a aditiva C , y la clase de morfismos en K(C ) consiste en
las clases de equivalencia de morfismos en Kom(C ) módulo homotopı́a, es decir

HomK(C )(X ,Y ) := HomKom(C )(X ,Y )/∼ .

Para aligerar la lectura, en el resto de este trabajo nos referiremos a la categorı́a K(C ) como la
categorı́a homotópica. La composición en la categorı́a homotópica K(C ) está bien definida ya que,
si f ,g : X → Y son homotópicos y α : Y → Z es un morfismo de complejos, entonces α f y αg son
homotópicos. Veamos que α f ∼ αg. Considerando la familia de morfismos (αn+1sn)n∈Z, tenemos
que

αn( fn−gn) = αn(dY
n+1sn + sn−1dX

n )

= αndY
n+1sn +αnsn−1dX

n

= dW
n+1(αn+1sn)+(αnsn−1)dX

n
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De manera análoga para f ,g : X → Y homotópicos y un morfismo β : W → X tenemos que
f β ∼ gβ .

Luego, por la Proposición 1.7 de [13], tenemos el siguiente resultado:

Proposición 3.0.10. Si C una categorı́a aditiva, entonces la categorı́a homotópica K(C ) es aditiva.

Definición 3.0.11. En una categorı́a homotópica K(C ) definimos un funtor de traslación Σ = [1]
intercambiando un grado a la derecha de cada complejo. Más precisamente, para un objeto X =
(Xn,dX

n )n∈Z en K(C ) tenemos que:

X [1] := (X [1]n,d
X [1]
n )n∈Z con X [1] = Xn−1 y dX [1]

n =−dX
n−1.

Y para un morfismo de complejos f = ( fn)n∈Z en K(C ) tenemos que:

f [1] := ( f [1]n)n∈Z donde f [1]n = fn−1.

Sea f : X → Y un morfismo entre complejos, se define el cono de f , denotado M( f ), como el
complejo definido por

M( f )n := Xn−1⊕Yn y dM( f )
n :=

(
−dX

n−1 0
fn−1 dY

n

)
.

En efecto, al tener que

dM( f )
n ◦dM( f )

n+1 =

(
−dX

n−1 0
fn−1 dY

n

)(
−dX

n 0
fn dY

n+1

)
=

(
dX

n−1dX
n 0

− fn−1dX
n +dY

n fn dY
n dY

n+1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

se sigue que el cono M( f ) es un complejo. Se consideran morfismos canónicos en K(C ),

α( f ) : Y →M( f ); α( f )n :=
(

0
1Yn

)
y

β ( f ) : M( f )→ X [1]; β ( f )n :=
(
1Xn−1 0

)
.

Lo cual nos lleva a la siguiente definición:
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Definición 3.0.12. Una sucesión de morfismos y objetos en la categorı́a homotópica K(C ) de la
forma

X
f
// Y

α( f )
// M( f )

β ( f )
// X [1]

es un triángulo estándar. Un triángulo distinguido en la categorı́a K(C ) es un triángulo que es
isomorfo en K(C ) a un triángulo estándar.

Proposición 3.0.13. Sea C una categorı́a aditiva, entonces la categorı́a homotópica K(C ) es una
categorı́a triangulada.

Demostración.

TR1 (a) Se sigue directamente de la definición de triángulo distinguido dada en 3.0.12.

(b) Sea X ∈ C , luego para el morfismo cero 0 : 0→ X tenemos por la Definición 3.0.11 que
M(0)∼= X pues M(0)n := Xn. De esta manera, por la Definición 3.0.12 se tiene que

0 // X
1X // X // 0

es un triángulo distinguido en K(C). Luego por TR2 de esta prueba se tiene que

X
1X // X // 0 // X [1]

es un triángulo distinguido en K(C ).

(c) Se sigue por la construcción de un triángulo estándar dada en 3.0.12.

TR2 Supóngase

X
f
// Y

g
// Z h // X [1] (1)

es un triángulo distinguido en K(C ), veamos que

Y
g
// Z h // X [1]

− f [1]
// Y [1]

también es triángulo distinguido en K(C ). Para esto podemos asumir que Z = M( f ), es decir,
Zn = M( f )n ya que (1) es isomorfo a un triángulo estándar. Por otro lado, se tiene un triángulo
distinguido
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Y
g
// Z

α(g)
// M(g)

β (g)
// Y [1]

donde por definición de morfismo cono se tiene que M(g)n = Yn−1⊕Zn = Yn−1⊕Xn−1⊕Yn.

Luego, definimos morfismos φ : X [1]→ M(g) como φn :=

− fn−1
1Xn−1

0

 y ψ : M(g)→ X [1] como

ψn :=
(
0 1Xn−1 0

)
. Se puede verificar fácilmente que φ y ψ son complejos, ası́ obtenemos que

(ψφ)n = ψnφn =
(
0 1Xn−1 0

)− fn−1
1Xn−1

0

= 1Xn−1.

Sin embargo,

(φψ)n = φnψn =

− fn−1
1Xn−1

0

(0 1Xn−1 0
)
=

0 − fn−1 0
0 1Xn−1 0
0 0 0



y

(1M(g))n =

1Yn−1 0 0
0 1Xn−1 0
0 0 1Yn

 .

Veamos que φψ ∼ 1M(g) mediante la familia de morfismos

Sn :=

0 0 1Yn

0 0 0
0 0 0

 .

En efecto, se tiene que
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sn−1dM(g)
n +dM(g)

n+1 sn =

0 0 1Yn−1

0 0 0
0 0 0

−dY
n−1 0 0
0 −dX

n−1 0
1Yn−1 fn−1 dY

n

+

−dY
n 0 0

0 −dX
n 0

1Yn fn dY
n+1

0 0 1Yn

0 0 0
0 0 0


=

1Yn−1 fn−1 dY
n

0 0 0
0 0 0

+

0 0 −dY
n

0 0 0
0 0 1Yn


=

1Yn−1 fn−1 0
0 0 0
0 0 1Yn


= (1M(g))n−φnψn

De esta manera, se puede ver que φψ es homotópico a 1M(g) y ası́ φψ = 1M(g) en K(C ). Por
lo tanto φ y ψ son isomorfismos en K(C ). Luego, se puede verificar que el siguiente diagrama es
conmutativo

Y
g
//

1Y
��

Z h //

1Z
��

X [1]
− f [1]

//

φ

��

Y [1]

1Y [1]
��

Y g
// Z

α(g)
// M(g)

β (g)
// Y [1].

Lo cual demuestra que

Y
g
// Z h // X [1]

− f [1]
// Y [1]

es un triángulo distinguido.

TR3 Por la Definición 3.0.12 podemos suponer la existencia de dos triángulos distinguidos

X
f
// Y

α( f )
// M( f )

β ( f )
// X [1] y X ′

f ′
// Y ′

α( f ′)
// M( f ′)

β ( f ′)
// X ′[1],

y un par de morfismos u : X → X ′ y v : Y → Y ′ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

X
f
//

u
��

Y

v
��

X ′
f ′
// Y.′

(1)
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Queremos completar el diagrama

X
f
//

u
��

Y
α( f )

//

v
��

M( f )
β ( f )

// X [1]

u[1]
��

X ′
f ′
// Y ′

α( f ′)
// M( f ′)

β ( f ′)
// X ′[1]

a un morfismo de triángulos distinguidos. Al tener que (1) es conmutativo, es decir, f ′u = v f
en K(C ) significa que existe una familia de morfismos sn : Xn→ Y ′n+1 tal que

fnvn− f ′nun = sn−1dX
n +dY ′

n+1sn.

Luego, definimos un morfismo de complejos w : M( f )→ M( f ′) cuya n-ésima componente
wn : Xn−1⊕Yn→ X ′n−1⊕Y ′n está representada por

wn :=
(

un−1 0
sn−1 vn

)
.

Primero verifiquemos que w : M( f )→M( f ′) es un morfismo de complejos, esto es ver que el
siguiente diagrama es conmutativo

... // M( f )n
dM( f )

n //

wn

��

M( f )n−1

wn−1

��

// ...

... // M( f ′)n
dM( f ′)

n

// M( f ′)n−1 // ...

En efecto, se tiene que
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wn−1dM( f )
n =

(
un−2 0
sn−2 vn−1.

)(
−dX

n−1 0
fn−1 dY

n

)
=

(
−un−2dX

n−1 0
−sn−2dX

n−1 + vn−1 fn−1 vn−1dY
n

)
=

(
−dX ′

n un−1 0
f ′n−1un−1 +dY ′

n sn−1 dY ′
n vn

)
=

(
−dX ′

n−1 0
f ′n−1 dY ′

n

)(
un−1 0
sn−1 vn.

)
= dM( f ′)

n wn.

Por lo tanto, w : M( f )→M( f ′) es un morfismo de complejos. Sólo falta ver que el diagrama

X
f
//

u
��

Y
α( f )

//

v
��

M( f )
β ( f )

//

w
��

X [1]

u[1]
��

X ′
f ′
// Y ′

α( f ′)
// M( f ′)

β ( f ′)
// X ′[1]

(2)

es conmutativo. Por un lado, tenemos que

wnα( f )n =

(
un−1 0
sn−1 vn.

)(
0

1Yn

)
=

(
0
vn

)
=

(
0

1Y ′n

)
vn = α( f ′)nvn.

Por otro lado, tenemos que

β ( f ′)nwn =
(

1X ′n−1
0
)(un−1 0

sn−1 vn

)
=
(
un−1 0

)
= un−1

(
1Xn−1 0

)
= u[1]nβ ( f )n.

Probándose que (2) es conmutativo. Lo cual demuestra que se satisface TR3.

TR4 De nuevo por Definición 3.0.12, podemos suponer tenemos tres triángulos distinguidos

X
f
// Y

α( f )
// Z′

β ( f )
// X [1],

Y
g
// Z

α(g)
// X ′

β (g)
// Y [1],
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y

X
g f
// Z

α(g f )
// Y ′

β (g f )
// X [1].

Donde

Z′ = M( f ) con M( f )n = X [1]⊕Yn = Xn−1⊕Yn,

X ′ = M(g) con M(g)n = Y [1]⊕Zn = Yn−1⊕Zn,

y

Y ′ = M(g f ) con M(g f )n = X [1]⊕Zn = Xn−1⊕Zn.

Luego, definimos tres morfismos de complejos como f ′ : Z′→ Y ′ con f ′n :=
(

1Xn−1 0
0 gn

)
, otro

morfismo g′ : Y ′→ X ′ con g′n :=
(

fn−1 0
0 1Zn

)
y h : X ′→ Z′[1] como h := α( f )[1]β (g), es decir,

hn =α( f )[1]nβ (g)n =

(
0 0

1Yn−1 0

)
. De esta manera se puede ver directamente que estos morfismos

son complejos obteniendo un triángulo

Z′
f ′
// Y ′

g′
// X ′ h // Z′[1],

tal que el siguiente diagrama es conmutativo
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X
f

//

1X

��

Y //

g

��

α( f )
// Z′

β ( f )
//

f ′

��

X [1]

1X [1]

��

X
g f

//

f

��

Z
α(g f )

//

1Z

��

Y ′
β (g f )

//

g′

��

X [1]

f [1]

��

Y g
//

α( f )

��

Z
α(g)

//

α(g f )

��

X ′
β (g)

//

1X ′

��

Y [1]

α( f )[1]

��

Z′
f ′

// Y ′
g′

// X ′
h

// Z′[1].

(1)

Sólo faltarı́a verificar que el triángulo

Z′
f ′
// Y ′

g′
// X ′ h // Z′[1]

es distinguido, para esto vamos a construir un morfismo de triángulos distinguidos

Z′
f ′
//

1Z′
��

Y ′
α( f ′)

//

1Y ′
��

M( f ′)
β ( f ′)

//

φ

��

Z′[1]

1Z′[1]
��

Z′
f ′
// Y ′

g′
// X ′

h
// Z′[1]

(2)

Donde φ : M( f ′)→ X ′ debe ser un isomorfismo en K(C ). Para esto, notemos que

M( f ′)n := Z′n−1⊕Y ′n = Xn−2⊕Yn−1⊕Xn−1⊕Zn

y que X ′n := Yn−1⊕Zn, lo cual nos lleva a definir el morfismo φ como

φn :=
(

0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn

)
.

Veamos primero que φ es un morfismo de complejos, para esto veamos que el siguiente diagra-
ma es conmutativo
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... // M( f ′)n
dM( f ′)

n //

φn

��

M( f ′)n−1

φn−1

��

// ...

... // X ′n
dX ′

n

// X ′n−1
// ...

En efecto,

dX
n φn =

(
−dY

n−1 0
gn−1 dZ

n

)(
0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn

)
=

(
0 −dY

n−1 −dY
n−1 fn−1 0

0 gn−1 (g f )n−1 dZ
n

)
=

(
0 −dY

n−1 − fn−2dX
n−1 0

0 gn−1 (g f )n−1 dZ
n

)

=

(
0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn−1

)
−dX

n−2 0 0 0
− fn−2 −dY

n−1 0 0
1Xn−2 0 −dX

n−1 0
0 gn−1 (g f )n−1 dZ

n


= φn−1dM( f ′)

n

Ahora veamos que φ : M( f ′)→ X ′ es un isomorfismo, para esto definimos otro morfismo
ψ : X ′→M( f ′) como

ψn :=


0 0

1Yn−1 0
0 0
0 1Zn.



Se sigue de la siguiente igualdad que ψ es un morfismo de complejos:
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dM( f ′)
n ψn =


−dX

n−2 0 0 0
− fn−2 −dY

n−1 0 0
1Xn−2 0 −dX

n−1 0
0 gn−1 (g f )n−1 dZ

n




0 0
1Yn−1 0

0 0
0 1Zn



=


0 0

1Yn−1 0
0 0
0 1Zn



=


0 0

1Yn−2 0
0 0
0 1Zn−1

(−dYn−1 0
gn−1 0

)

= ψn−1dX ′
n .

Podemos notar que ψ es inverso derecho de φ de la siguiente igualdad:

φnψn =

(
0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn

)
0 0

1Yn−1 0
0 0
0 1Zn

=

(
1Yn−1 0

0 1Zn

)
= 1X ′n

Sin embargo, se tiene que

ψnφn =


0 0

1Yn−1 0
0 0
0 1Zn

(0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn

)

=


0 0 0 0
0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 0
0 0 0 1Zn



6=


1Xn−2 0 0 0

0 1Yn−1 0 0
0 0 1Xn−1 0
0 0 0 1Zn

= 1M( f ′)n.

Pero si definimos una familia de morfismos
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sn :=


0 0 1Xn−1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


obtenemos que

dM( f ′)
n−1 sn + sn−1dM( f ′)

n =


dX

n−1 0 0 0
− fn−1 −dY

n 0 0
1Xn−1 0 −dX

n 0
0 gn (g f )n dZ

n+1




0 0 1X
n−1 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



+


0 0 1X

n−2 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




dX
n−2 0 0 0
− fn−2 −dY

n−1 0 0
1Xn−2 0 −dX

n−1 0
0 gn−1 (g f )n−1 dZ

n



=


1Xn−2 0 0 0

0 0 − fn−1 0
0 0 1Xn−1 0
0 0 0 0


= 1M( f ′)n−ψnφn.

Lo cual significa que ψφ es homotópico a 1M( f ′) , ψφ ∼= 1M( f ′). Esto es ψφ = 1M( f ′) en la
categorı́a K(C ).

Finalmente veamos que el diagrama (2) es conmutativo, lo cual se sigue de

φnα( f ′)n =

(
0 1Yn−1 fn−1 0
0 0 0 1Zn

)
0 0
0 0

1Xn−1 0
0 1Zn

=

(
fn−1 0

0 1Zn

)
= g′n

y

β ( f ′)nψn =

(
1Xn−1 0 0 0

0 1Yn−1 0 0

)
0 0

1Yn−1 0
0 0
0 1Zn

=

(
0 0

1Yn−1 0

)
= g′n

Por tanto, de lo anterior se concluye que el triángulo
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Z′
f ′
// Y ′

g′
// X ′ h // Z′[1]

es distinguido en K(C ).

Teorema 3.0.14. El funtor Hn : K(C )→ C es un funtor homológico.

Demostración. Veamos se satisface la Definición 1.1.4. La categorı́a C ya es abeliana por hipótesis,
por la Proposición 3.0.13 tenemos que K(C ) es una categorı́a triangulada y por la Proposición 3.0.6
tenemos que la asignación Hn : K(C )→ C definida como en la Observación 3.0.4 es funtorial para
todo n∈Z. Primero haremos la prueba para n = 0, para esto consideramos un triángulo distinguido

X
f
// Y

g
// Z h // X [1]

en K(C); y sabemos por TR2 que

Z[−1]
h[−1]

// X
g
// Y h // Z,

también es triángulo distinguido en K(C ). Ahora, aplicando TR3 al cuadrado conmutativo

Z[−1]
h[−1]

//

1Z[−1]

��

X

1X

��

Z[−1]
h[−1]

// X ,

se obtiene un morfismo de triángulos distinguidos

Z[−1]
h[−1]

//

1Z[−1]

��

X
f

//

1X

��

Y
g

//

φ

��

Z

1Z

��

Z[−1]
h[−1]

// X
α(h[−1])

// M(h[−1])
β (h[−1])

// Z,

(1)
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donde M(h[−1])n = Zn⊕ Xn, α(h[−1]) =
(

0
1X

)
y β (h[−1]) =

(
1Z 0

)
. De esta manera al

tener que las identidades 1Z[−1],1X y 1Z son isomorfismos, se sigue por la Proposición 1.1.7, que
φ : Y → M(h[−1]) también es un isomorfismo y por tanto (1) es un isomorfismo de triángulos.
Luego, por TR2 obtenemos el siguiente isomorfismo de triángulos

X
f

//

1X

��

Y
g

//

φ

��

Z h //

1Z

��

X [1]

1X [1]

��

X
α(h[−1])

// M(h[−1])
β (h[−1])

// Z
h

// X [1].

(2)

Luego, si aplicamos el funtor H0 al diagrama (2) tenemos que las sucesiones

H0(X) // H0(Y ) // H0(Z) y H0(X) // H0(M(h[−1])) // H0(Z)

son isomorfas ya que un funtor preserva isomorfismos. Por otro lado, se tiene que

0 // X
α(h[−1])

// M(h[−1])
β (h[−1])

// Z // 0 (3)

es una sucesión exacta corta que se escinde en K(C ), pues M(h[−1])n = Zn⊕Xn ∼= Xn⊕Zn.
Ası́, al aplicar la Proposición 3.0.8 a (3) obtenemos que

H0(X) // H0(M(h[−1])) // H0(Z),

es una sucesión exacta y por tanto

H0(X) // H0(Y ) // H0(Z),

también es una sucesión exacta. Probándose que Hn es un funtor homológico para n = 0. Para
probar que Hn es funtor cohomológico para toda n ∈ Z notemos primero que

H0(X [−n]) =
Ker(dX [−n]

0 )

Im(dX [−n]
1 )

=
Ker(−dX

n )

Im(−dX
n+1)

=
Ker(dX

n )

Im(dX
n+1)

= Hn(X). (4)

para todo X ∈ K(C ) y n ∈ Z. Entonces al considerar el triángulo distinguido
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X [−n]
f [−n]

// Y [−n]
g[−n]

// Z[−n]
h[−n]

// X [−(n+1)]

en K(C ) y tener que el funtor H0 : K(C )→ C es homológico, obtenemos una sucesión exacta

H0(X [−n]) // H0(Y [−n]) // H0(Z[−n]),

en C . Pero por la igualdad (4) se obtiene que

Hn(X) // Hn(Y ) // Hn(Z),

es una sucesión exacta en C . Lo cual prueba que el funtor Hn : K(C )→ C es homológico para
toda n ∈ Z.

A continuación veremos que los objetos acı́clicos en K(C ), recordar Definición 3.0.3, tienen
una muy buena propiedad.

Lema 3.0.15. Definimos una subclase de de objetos en K(C ) como

N := {X ∈ Ob j(K(C )) |Hn(X) = 0 para todo n ∈ Z}.

Entonces N es un sistema nulo.

Demostración. Veamos que la clase N satisface las condiciones de la Definición 2.2.1.

(N1) Es claro que para el complejo 0 ∈ K(C ) se tiene que Hn(0) = 0 para todo n ∈ Z y por tanto
0 ∈N .

(N2) Primero observemos que Hn(X) = Hn+1(X [1]) ya que

Hn+1(X [1]) =
Ker(dX [1]

n+1)

Im(dX [1]
n+2)

=
Ker(−dX

n )

Im(−dX
n+1)

=
Ker(dX

n )

Im(dX
n+1)

= Hn(X).

De esta manera para X ∈N , entonces Hn+1(X) = 0 y por la igualdad anterior tenemos que
Hn(X [1]) = 0, por tanto X [1] ∈N .

Análogamente se puede ver que si X [1] ∈N entonces X ∈N .
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(N3) Consideramos un triángulo distinguido

X // Y // Z // X [1]

en K(C ) con X ,Y ∈N . Veamos que Z ∈ C , para esto notemos que en virtud del axioma
TR2, el triángulo

Y // Z // X [1] // Y [1]

es distinguido en K(C ). Luego, por el Teorema 3.0.14 se tiene que

Hn(Y ) // Hn(Z) // Hn(X [1]) (1)

es una sucesión exacta en C con Hn(Y ) = 0 y Hn(X [1]) = Hn−1(X) = 0, implicando que
Hn(Z) = 0. Probándose que Z ∈N .

Proposición 3.0.16. Sea Q la clase de todos los cuasi-isomorfismos en K(C ), y N como en el
Lema 3.0.15 entonces Q =W (N ).

Demostración. Antes de comenzar la prueba recordemos que

W (N ) := { f : X → Y ∈Mor(K(C )) | existe X → Y → Z→ X [1] ∈4 con Z ∈N }.

Supóngase que f ∈W (N ), entonces podemos obtener un triángulo distinguido

X
f
// Y

g
// Z h // X [1]

en K(C ), donde Z ∈ N , esto es, Hn(Z) = 0 para todo n ∈ Z. Por otro lado, se considera el
siguiente triángulo distinguido en K(C ):

X
f
// Y

α( f )
// M( f )

β ( f )
// X [1]. (1)

Luego, por TR3 y la Proposición 1.1.7, obtenemos el siguiente isomorfismo de triángulos dis-
tinguidos:
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X
f

//

1X

��

Y //

1Y

��

Z //

φ

��

X [1]

1X [1]

��

X
f

// Y // M( f ) // X [1].

Por lo tanto, tenemos que Hn(M( f )) = 0 = Hn([−1]M( f )). Por otro lado, aplicando TR2 al
triángulo distinguido (1) obtenemos otro triángulo distinguido

[−1]M( f ) // X // Y // M( f ) (2)

Ahora, por el Teorema 3.0.14 aplicado al triángulos distinguidos (2) obtenemos la siguiente
sucesiones exacta en C :

0 // Hn(X)
Hn( f )

// Hn(Y ) // 0.

Probándose que Hn( f ) es isomorfismo, es decir, f es cuasi-isomorfismo.

Ahora supóngase que f : X → Y es un cuasi-isomorfismo, luego consideramos el siguiente
triángulo distinguido en K(C ):

X
f
// Y // M( f ) // X [1].

Queremos ver que f ∈W (N ), esto es Hn(M( f )) = 0. Pero esto se sigue del hecho que Hn es
un funtor homológico, obteniendo la siguiente sucesión exacta en C :

Hn(X)
f ∗
// Hn(Y ) // Hn(M( f )) // Hn(X [1])

f [1]∗
// Hn(Y [1])

donde f ∗ = Hn( f ) y f [1]∗ = Hn( f [1]) isomorfismos. Por tanto, Hn(M( f )) = 0.

Ahora bien, estamos listos para poder definir la categorı́a derivada respectiva a una categorı́a
abeliana C .

Definición 3.0.17. Sea C una categorı́a abeliana, decimos que la categorı́a
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D(C ) := K(C )W (N )

definida en la Proposición 2.2.3 es la categorı́a derivada de C .

Nótese que por la misma Proposición 2.2.3 la categorı́a derivada D(C ) es triangulada.

Las categorı́as derivadas nos proporcionan numerosos ejemplos de categorı́as trianguladas. Por
ejemplo, considerando la categorı́a abeliana Mod(R) de módulos sobre un anillo R se tiene que su
categorı́a derivada D(R) es triangulada. Cabe mencionar que cuando se trata el caso de las cate-
gorı́as derivadas de categorı́as de módulos sobre un anillo R, se denota usualmente en la literatura
D(R) en vez de D(Mod(R)).

Decimos que un complejo X en Kom(C ) es acotado inferiormente si existe N ∈Z tal que Xn = 0
para todo n > N.

X := ... // 0 // 0 // XN
dX

N // XN−1
dX

N−1
// XN−2 // ...

De manera análoga, decimos que X en Kom(C ) es acotado superiormente si existe N ∈ Z tal
que Xn = 0 para todo n < N.

X := ... // XN+2
dX

N+2
// XN+1

dX
N+1
// XN // 0 // 0 // ...

Se dice que un complejo X es acotado, si X es acotado inferiormente y superiormente.

Se puede ver que la clase de todos los complejos acotados inferiormente es una subcategorı́a
plena de Kom(C ), denotada Kom(C )−. De la misma manera, la clase de todos los complejos
acotados superiormente y acotados (superiormente e inferiormente), son subcategorı́as plenas de
Kom(C ), denotadas Kom(C )+ y Kom(C )b respectivamente. Si restringimos el funtor canónico
F : Kom(C )→ K(C ) a Kom(C )∗ con ∗ ∈ {+,−,b}, denotaremos a las imágenes de dicho funtor
como K∗(C ) con ∗ ∈ {+,−,b}. Dicho lo anterior, por la Definición 3.0.17 podemos definir las
categorı́as trianguladas D∗(C ) como K∗(C )W (N ) con ∗ ∈ {+,−,b}.



Capı́tulo 4

Teorı́as de torsión trianguladas

En este capı́tulo se introduce la noción de una teorı́a de torsión en una categorı́a triangulada y
se estudian algunas de sus propiedades, basándonos en [6]. Posteriormente, se estudia una carac-
terización importante de categorı́a triangulada que nos permitira definir y caracterizar las teorı́as
de torsión hereditarias en una categorı́a triangulada. Por último, se introduce para una categorı́a
triangulada el concepto de una t-estructura y se establece una correspondencia biyectiva entre sus
clases de torsión trianguladas y sus t-estructuras.

Las teorı́as de torsión fueron introducidas formalmente en el contexto de las categorı́as abe-
lianas por Dickson [8], a mediados de los años cincuenta, las cuales constituyen una importante
generalización del concepto de grupo abeliano de torsión. Una teorı́a de torsión para una cate-
gorı́a abeliana C es una pareja (X ,Y ) de subcategorı́as propias, cerradas bajo isomorfismos y
plenas de C que satisfacen lo siguiente:

(i) HomC (X ,Y ) = 0,

(iii) Para todo C ∈ C , existe una sucesión exacta

0 // XC
f
//C

g
// YC // 0

con XC ∈X y YC ∈Y . A la subcategorı́a X se le llama clase de torsión y a la subcategorı́a
Y se le llama clase libre de torsión.

Una analogı́a formal entre una categorı́a abeliana y una categorı́a triangulada, es que en la
primera existe la noción de sucesión exacta y en la segunda está la noción de triángulo como
sustituto a la de una sucesión exacta. Al usar la definición de sucesión exacta dentro de la noción
de teorı́a de torsión en categorı́as abelianas, cabe preguntarse cómo extender esta noción de teorı́a
de torsión en términos de triángulos distinguidos en una categorı́a triangulada. Esto nos motiva a
dar la siguiente definición:
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Definición 4.0.1. Sea T una categorı́a triangulada, una teorı́a de torsión en T , o bien una teorı́a
de torsión triangulada, es una pareja (X ,Y ) de subcategorı́as propias, cerradas bajo isomorfis-
mos y plenas de T que satisfacen lo siguiente:

(i) HomT (X ,Y ) = 0,

(ii) Σ(X )⊆X y Σ−1(Y )⊆ Y ,

(iii) Para todo C ∈T , existe un triángulo distinguido

XC
f
//C

g
// YC

h // ΣX ,

con XC ∈X y YC ∈Y . A la subcategorı́a X se le llama clase de torsión y a la subcategorı́a
Y se le llama clase libre de torsión.

Lema 4.0.2. Sean (X ,Y ) una teorı́a de torsión en una categorı́a triangulada T y C ∈T . Si

41 := XC
f
//C

g
// YC

h // ΣXC, y 42 := X ′C
f ′
//C

g′
// Y ′C

h′ // ΣX ′C,

son triángulos distinguidos con XC,X ′C ∈X y YC,Y ′C ∈ Y . Entonces41 ∼=42.

Demostración. Aplicando el funtor HomT (XC,−) : T → Ab al triángulo distinguido 41, se ob-
tiene por la Proposición 1.1.6, una sucesión exacta larga

... // HomT (XC,Σ
−1(YC)) // HomT (XC,XC)

(XC, f )
// HomT (XC,C) // HomT (XC,YC) // ...

Donde HomT (XC,Σ
−1(YC)) = 0 = HomT (XC,YC), al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión. En-

tonces, (XC, f ) es un isomorfismo. Consecuentemente, si β ∈ HomT (XC,XC) es tal que f β = f ,
entonces β = 1XC . De manera análoga, se puede demostrar que si β ′ ∈ HomT (X ′C,X

′
C) es tal que

f ′ = f ′β ′, entonces β ′ = 1X ′C
.

Por otro lado, aplicando el funtor HomT (XC,−) : T → Ab al triángulo distinguido 42, se
obtiene por la Proposición 1.1.6, una sucesión exacta larga

... // HomT (XC,Σ
−1(Y ′C)) // HomT (XC,X ′C)

(XC, f ′)
// HomT (XC,C) // HomT (XC,Y ′C) // ...
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Donde al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión en T , se sigue que HomT (XC,Σ
−1(YC)) = 0 y

HomT (XC,Y ′C) = 0. De esta manera, el morfismo (XC, f ′) en la sucesión exacta anterior es un iso-
morfismo. Ası́, para el morfismo f ∈ HomT (XC,C) existe un único morfismo α ∈ HomT (XC,X ′C)
tal que f ′α = f . Veamos que α : XC → X ′C es un isomorfismo. En efecto, al aplicar el funtor
HomT (X ′C,−) : T → Ab al triángulo distinguido 41, se obtiene por la Proposición 1.1.6, una
sucesión exacta larga

... // HomT (X ′C,Σ
−1(YC)) // HomT (X ′C,XC)

(X ′C, f
′)
// HomT (X ′C,C) // HomT (X ′C,YC) // ...

Donde al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión en T , se sigue que HomT (X ′C,Σ
−1(YC)) = 0 y

HomT (X ′C,YC) = 0. De esta manera, el morfismo (X ′C, f ′) en la sucesión exacta anterior es un iso-
morfismo. Ası́, para el morfismo f ′ ∈HomT (X ′C,C) existe un único morfismo α ′ ∈HomT (X ′C,XC)
tal que f ′= f α ′. De esta manera, tenemos f (α ′α) = ( f α ′)α = f ′α = f , y por tanto α ′α = 1XC . De
manera análoga, se puede ver que αα ′ = 1X ′C

. Probándose que α es un isomorfismo. Ası́, del hecho
que α,Σ(α) y 1C son isomorfismos, se obtiene por la Proposición 1.1.7 el siguiente isomorfismo
de triángulos:

XC
f
//

α

��

C
g
// YC h //

��

ΣXC

Σα

��

X ′C f ′
//C

g′
// Y ′C

h′
// ΣX ′C.

Definición 4.0.3. Sea Z una clase de objetos en una categorı́a aditiva C , denotamos como

⊥Z := {X ∈ C |HomC (X ,Z ) = 0}

a la clase ortogonal izquierda de Z . Y

Z ⊥ := {Y ∈ C |HomC (Z ,Y ) = 0,}

como la clase ortogonal derecha de Z .

Proposición 4.0.4. Sea una pareja de subcategorı́as propias y plenas (X ,Y ) de una categorı́a
triangulada T , que satisfacen (i) y (iii) de la Definición 4.0.1, entonces se satisface lo siguiente:

(a) Si Σ(X)⊆ X, entonces X ⊥ = Y y Σ−1(Y )⊆ Y ;
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(b) si Σ−1(Y )⊆ Y , entonces ⊥Y = X y Σ(X )⊆X ;

(c) si (X ,Y ) es una teorı́a de torsión en T , entonces X ⊥ = Y y ⊥Y = X .

Demostración. (a) Al tener (i) por la Definición 4.0.1, se sigue que HomT (X ,Y ) = 0, y ası́
Y ⊆X ⊥. Ahora, tomando C ∈X ⊥, obtenemos por (iii) de la Definición 4.0.1 el siguiente
triángulo distinguido:

XC
f
//C

g
// YC

h // ΣX .

Luego, por TR2, se obtiene el siguiente triángulo distinguido:

Σ−1(C) // Σ−1(YC) // XC
f
//C.

Donde f = 0 por tener C ∈X ⊥. Ası́, por el Corolario 1.2.7 de [26], tenemos que Σ−1(YC)∼=
Σ−1(C)⊕XC. De tal manera que al aplicar el funtor de traslación Σ, se tiene que YC ∼= C⊕
Σ(XC). Con Σ(XC) ∈ X y YC ∈ Y . Luego, consideramos la inclusión i2 : Σ(XC) → C⊕
Σ(XC) ∼= YC dada por i2 :=

(
0 1Σ(XC)

)
. De esta manera, al tener que i2 ∈ HomT (X ,Y ) y

tener por hipótesis que HomT (X ,Y ) = 0, se sigue que i2 =
(
0 0

)
. Por lo tanto, Σ(XC) =

0 = XC y consecuentemente C ∼= YC ∈ Y .

Ahora, para Y ∈ Y , tenemos del hecho que Σ(X ) ∈X y que Σ es funtor de traslación, que

HomT (X ,Σ−1(Y ))∼= HomT (Σ(X ),Y ) = 0.

Entonces Σ−1(Y ) ∈X ⊥, es decir, Σ−1(Y )⊆ Y .

(b) Es una prueba análoga al inciso (a).

(c) Al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión triangulada en T , entonces se satisface (ii) de la Defi-
nición 4.0.1. En consecuencia, Σ(X )⊆X y Σ−1(Y )⊆ Y . De esta manera, por los incisos
(a) y (b), se sigue que X ⊥ = Y y ⊥Y = X .

Definición 4.0.5. Sea T una categorı́a triangulada y Z una subcategorı́a plena de T , entonces
decimos que Z es cerrada bajo extensiones si para todo triángulo distinguido

Z1 //C // Z2 // ΣZ1,

con Z1,Z2 ∈Z se tiene que C ∈Z .

Observación 4.0.6. Si (X ,Y ) es una teorı́a de torsión en una categorı́a triangulada T , entonces
X y Y son subcategorı́as de T cerradas bajo extensiones.
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Demostración. Sea X la clase de torsión de la teorı́a de torsión triangulada (X ,Y ), y sea

X ′ // X // X ′′ // ΣX ′, (1)

un triángulo distinguido en T con X ′,X ∈X . Luego, aplicando el funtor HomT (−,Y ) : T →
Ab con Y ∈ Y al triángulo (1), se obtiene por la Proposición 1.1.6, la siguiente sucesión exacta en
la categorı́a Ab:

HomT (X ′′,Y ) // HomT (X ,Y ) // HomT (X ′,Y ).

Donde HomT (X ′′,Y ) = HomT (X ′,Y ) = 0 al ser (X ,Y ) teorı́a de torsión. Por lo tanto, se
tiene que HomT (X ,Y ) = 0 y ası́, X ∈⊥ Y = X . Se puede probar de la misma manera que la clase
libre de torsión Y es una subcategorı́a de T cerrada bajo extensiones.

La siguiente proposición es una caracterización de la clase de torsión y la clase libre de torsión
de una teorı́a de torsión para categorı́as trianguladas. Pero para facilitar el entendimiento de la
prueba, el lector debe tener en la mente el concepto de una subcategorı́a reflexiva.

Definición 4.0.7. Sea D una subcategorı́a plena de C , decimos que D es una subcategorı́a refle-
xiva de C si para cada objeto C ∈ C , existe un objeto DC ∈D y un morfismo rC : C→ DC tal que
para todo morfismo f : C→ D, existe un único morfismo f̄ : DC→ D, tal que f = f̄ rC.

C
rC //

f   

DC

f̄
��

D.

Lo anterior establece una asignación funtorial L : C → D , donde L es llamado usualmente el
funtor reflector. Y además, L : C → D es un funtor adjunto izquierdo de la inclusión i : D → C .
Dicho esto, que D sea una subcategorı́a reflexiva de C es equivalente a decir que la inclusión
i : D → C tiene un funtor adjunto izquierdo L : C → D . Y donde el morfismo rC : C→ DC es la
unidad de dicha adjunción. De manera dual, decimos que D es una subcategorı́a coreflexiva de
C , si la inclusión j : D → C , tiene un funtor adjunto derecho R : C →D , obtenido de manera dual
al funtor reflector L.

Proposición 4.0.8. Sea T una categorı́a triangulada con X y Y subcategorı́as plenas de T
cerradas bajo isomorfismos. Entonces

(a) Y es clase libre de torsión si y sólo si Y es cerrada bajo extensiones, Σ−1 y Y es una
subcategorı́a reflexiva de T .
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(b) X es clase de torsión si y sólo si X es cerrada bajo extensiones, Σ y X es una subcategorı́a
coreflexiva de T .

Demostración. Se demostrará el inciso (a) siendo la prueba del inciso (b) análoga.

(⇐) Supóngase que se tiene la adjunción izquierda L : T → Y . Al considerar la unidad de la
adjunción g : 1C→ jL evaluada en el objeto C ∈T , obtenemos un morfismo

gC : C→ L(C).

Luego por axioma TR1(c) tenemos el siguiente triángulo distinguido en T ,

C
gC
// L(C) // A // ΣC.

Consecuentemente, por TR2 tenemos el siguiente triángulo distinguido

Σ−1(A) //C
gC
// L(C) // A.

Definiendo Σ−1(A) = XC, el triángulo distinguido anterior lo podemos renombrar como:

XC
fC //C

gC
// L(C)

hC
// Σ(XC), (1)

con L(C) ∈ Y . Si aplicamos el funtor cohomológico HomT (−,Y ) : T → Ab, al triángulo
distinguido (1) obtenemos por la Proposición 1.1.6, la siguiente sucesión exacta larga:

... // HomT (ΣXC,Y ) // HomT (L(C),Y )
g∗
// HomT (C,Y ) // HomT (XC,Y ) // ...

Donde g∗ es un isomorfismo, ya que L es la adjunción izquierda de j. Por lo tanto, tenemos
que HomT (Σ(XC),Y ) = HomT (XC,Y ) = 0 y al ser Σ un autofuntor tenemos que

HomT (XC,Σ
−1(Y ))∼= HomT (Σ(XC),Y ) = 0. (2)

Definiendo X = Y ⊥, veamos que XC ∈X . Sea α ∈ HomT (XC,Y ) con Y ∈ Y y al tener
que L(C)∈Y y Σ−1(Y )⊆Y tenemos que Σ−1(L(C))∈Y . Después, al considerar un mor-
fismo Σ−1(h′) = α ◦Σ−1(hC) ∈ HomT (Σ−1(L(C)),Y ), y aplicar TR1(C) a dicho morfismo,
se obtiene el siguiente triángulo distinguido en T :

Σ−1(L(C))
Σ−1(h′)

// Y
f ′
// Y ′

g′
// L(C).

Luego, por TR2 tenemos el siguiente triángulo distinguido
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Y
f ′
// Y ′

g′
// L(C)

h′ // Σ(Y ),

donde Y ′ ∈Y , ya que Y,L(C)∈Y con Y cerrada bajo extensiones por la Observación 4.0.6.

Ası́, por TR3 obtenemos un morfismo β ∈ HomT (C,Y ′) tal que el diagrama

Xc
fC //

α

��

C
gC
//

β

��

L(C)
hC
// ΣXC

Σα

��

Y
f ′
// Y ′

g′
// L(C)

h′
// ΣXC,

(3)

es un morfismo de triángulos distinguidos. Por la existencia del morfismo β : C→Y ′ y al ser
Y una subcategorı́a reflexiva en T existe un único morfismo ρ : L(C)→Y ′ tal que β = ρgC.

C
gC
//

β !!

L(C)

ρ

��

Y ′.

(4)

Luego, de la conmutatividad de (3) y (4), se sigue que:

f ′α = β fC = ρgC fC = ρ0 = 0.

Ası́, por la Proposición 1.1.8, se tiene la existencia de un morfismo τ : XC → Σ−1(L(C)) tal
que τΣ−1(h) = α . Pero de (1), se tiene que τ ∈HomT (XC,Σ

−1(L(C))) = 0, entonces α = 0.
Probándose que XC ∈ Y ⊥ = X .

(⇒) Sea C ∈ T y al tener que (X ,Y ) es una teorı́a de torsión triangulada en T , se obtiene el
siguiente triángulo distinguido en T

XC
fC //C

gC
// YC hC

// ΣXC.

Luego, aplicando el funtor HomT (−,Y ) : T → Ab a dicho triágulo, se obtiene la siguiente
sucesión exacta larga

... // HomT (ΣXC,Y ) // HomT (YC,Y )
g∗
// HomT (C,Y ) // HomT (XC,Y ) // ...

Pero al tener Σ(X )⊆X y que HomT (X ,Y ) = 0, se sigue que:

HomT (ΣXC,Y ) = 0 = HomT (XC,Y ).
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Lo que implica que g∗ es un isomorfismo. De esta manera, definiendo L(C) = YC se tie-
ne que para todo morfismo β ∈ HomT (C,Y ′) con Y ′ ∈ Y existe un único morfismo ρ ∈
HomT (L(C),Y ′) tal que ρgC = β .

C
gC
//

β !!

L(C)

ρ

��

Y ′.

Probándose que Y es una categorı́a reflexiva en T lo cual es equivalente a que L : T → Y
es adjunto izquierdo de la inclusión j : Y → T y gC es la unidad de la adjunción evaluada
en C.

Observación 4.0.9. En la Proposición anterior, la adjunción izquierda L : T →Y de la inclusión
j : Y →T , podemos interpretar la asignación funtorial L : T → Y , de manera explı́cita como:

(1) Objetos.- Para C ∈T , se define L(C) =YC. Donde YC ∈ C fue obtenido al aplicar 4.0.1 (iii)
al objeto C ∈T .

XC
f
//C

g
// YC // ΣXC

(2) Morfismos.- Sea f1 : C→ D un morfismo en T , tenemos por Definición 4.0.1 (iii) aplicado
a los objetos C y D, los siguientes triángulos distinguidos:

XC
f
//C

g
//

f1
��

YC // ΣXC

XD f ′
// D

g′
// YD // ΣXD.

(1)

Ası́, al aplicar el funtor HomT (−,YD) : T → Ab al trı́angulo superior en (1), se obtiene la
siguiente sucesión exacta larga:

... // HomT (ΣXC,YD) // HomT (YC,YD)
g∗
// HomT (C,YD) // HomT (XC,YD) // ...

Donde HomT (ΣXC,YD) = HomT (XC,YD) = 0 al tener que (X ,Y ) una teorı́a de torsión.
Ası́, tenemos que g∗ es un isomorfismo y por lo tanto para el morfismo g′ f1 ∈ HomT (C,YD)
existe un único morfismo f̄ : YC→ YD tal que g′ f1 = f̄ g.
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C
g
//

f1
��

YC

f̄
��

D
g′
// YD.

Dicho lo anterior, no es dı́ficil verificar que la asignación L : T → Y es funtorial. De manera,
análoga podemos describir la asignación en objetos y morfismos de R : T →X .

Proposición 4.0.10. Sean (X ,Y ) una teorı́a de torsión en una categorı́a triangulada T y C ∈Y ,
entonces L(C) =C y existe un triángulo distinguido

XC
f
//C

1C //C h // ΣX ,

con XC ∈X . De manera análoga, si C ∈X , entonces R(C) = C y existe un triángulo distin-
guido

C
1C //C

g
// YC

h // ΣC,

con YC ∈ Y .

Demostración. Si C ∈ Y , entonces existe un triángulo distinguido

41 := XC
fC //C

gC // YC
hC // Σ(XC),

con XC ∈X y YC ∈ Y . Luego, consideramos el triángulo

42 := XC
fC //C

1C //C
h′C // Σ(XC),

donde h′C = hCgC. Veamos que 41 ∼= 42. Aplicando el funtor HomT (−,C) : T → Ab al
triángulo distinguido41, se obtiene por la Proposición 1.1.6, una sucesión exacta larga

... // HomT (Σ(XC),C) // HomT (YC,C) // HomT (C,C) // HomT (XC,C) // ...

Donde HomT (Σ(XC),C) = 0 = HomT (XC,C), al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión. Por lo tan-
to, HomT (gC,C) es un isomorfismo. Por lo tanto, para 1C ∈HomT (C,C) existe un único morfismo
α : YC→C tal que αgC = 1C. Veamos que α es un isomorfismo con morfismo inverso gC : C→YC.
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Por tanto, verificaremos que gCα = 1YC . Al aplicar, el funtor HomT (−,YC) : T → Ab al triángulo
distinguido41, se obtiene por la Proposición 1.1.6, una sucesión exacta larga

... // HomT (Σ(XC),YC) // HomT (YC,YC) // HomT (C,YC) // HomT (XC,YC) // ...

Donde HomT (Σ(XC),YC) = 0 = HomT (XC,YC), al ser (X ,Y ) una teorı́a de torsión. Por lo
tanto, HomT (gC,YC) es un isomorfismo. Lo cual implica que si β ∈HomT (YC,YC), es un morfismo
tal que βgC = gC, entonces β = 1YC . Por otro lado, como

(gCα)gC = gC(αgC) = gC1C = gC,

se concluye que, gCα = 1YC . Probándose que α y α ′ son isomorfismos. Por tanto, tenemos el
siguiente isomorfismo de triángulos:

XC
fC //C

1C //C
h′C //

gC
��

ΣXC

XC fC
//C gC

// YC hC

// ΣXC.

Consecuentemente,42 es un triángulo distinguido. Luego, por la Observación 4.0.10, se tiene
que L(C) =C, para todo C ∈ Y . De manera análoga, R(C) =C para todo C ∈X .

La Proposición anterior y su dualización para una clase de torsión de una teorı́a de torsión
triangulada (X ,Y ), nos dice que R(X ) = X y L(Y ) = Y .

Definición 4.0.11. Una teorı́a de torsión (X ,Y ) en una categorı́a triangulada T se dice heredi-
taria si el funtor iR : T →T es triangulado. Respectivamente, diremos que la teorı́a de torsión en
T es cohereditaria si el functor jL : T →T es triangulado.

A continuación daremos una caracterización para teorı́as de torsión hereditarias y coheredita-
rias en una categorı́a triangulada, mediante el autofuntor Σ : T → T . Pero antes, daremos una
definición obtenida de [26].

Definición 4.0.12. Sea (T ,Σ,4) una categorı́a triangulada y T ′ una subcategorı́a aditiva y plena
de T , decimos que T ′ es es una subcategorı́a triangulada de T si:

(i) Σ(T ′)⊆T ′ y Σ−1(T ′)⊆T ′;
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(ii) si

X1 // X2 // X3 // ΣX1 ∈4,

con X1,X2 ∈T ′, entonces X3 ∈T ′.

Observación 4.0.13. Si T ′ es una subcategorı́a triangulada de T , entonces el funtor inclusión
i : T ′→T es triangulado. Es decir, T ′ es cerrada bajo extensiones.

Proposición 4.0.14. Sean X y Y subcategorı́as plenas de C , entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) (X ,Y ) es una teorı́a de torsión hereditaria en T ,

(ii) (X ,Y ) es una teorı́a de torsión cohereditaria en T ,

(iii) (X ,Y ) es una teorı́a de torsión en T y Σ−1(X )⊆X ,

(iv) (X ,Y ) es una teorı́a de torsión en T y Σ(Y )⊆ Y .

Demostración. (i) =⇒ (iii) Como (X ,Y ) es una teorı́a de torsión hereditaria, entonces iR :
T →T es un funtor triangulado. Consecuentemente, por la definición de funtor triangulado,
tenemos que (iR)Σ ∼= Σ(iR) y al ser Σ autofuntor, se sigue que Σ−1(iR) ∼= (iR)Σ−1. Luego,
por el dual de la Proposición 4.0.10, tenemos que R(X ) = X . De esta manera

Σ
−1(X )=Σ

−1(R(X ))= (Σ−1R)(X )= (Σ−1)(iR)(X )∼=(iR)Σ−1(X )=RΣ
−1(X )⊆X .

Probándose que Σ−1(X )⊆X .

(iii) =⇒ (i) Como Σ−1(X ) ⊆X , entonces X es una subcategorı́a triangulada de T . En
efecto, para un triángulo distinguido

X1 // X2 // X3 // ΣX1,

con X1,X2 ∈X . Luego, al aplicar el funtor HomT (−,Y ) : T → Ab con Y ∈ Y al triángulo
distinguido anterior, se obtiene la siguiente sucesión exacta:

HomT (ΣX1,Y ) // HomT (X3,Y ) // HomT (X2,Y ).

Donde HomT (ΣX1,Y ) = 0 = HomT (X2,Y ), y por tanto, HomT (X3,Y ) = 0. Probándose que
X3 ∈X . De esta manera, por la Obsevación 4.0.13, se tiene que la inclusión i : X → T
es un funtor triangulado. Luego, por la Proposición 1.1.11, se tiene que el funtor adjunto a
derecha de i, R : T →X , es triangulado. Por lo tanto, el funtor iR : T →T es triangulado,
probándose que (X ,Y ) es una teorı́a de torsión hereditaria.
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(ii) ⇐⇒ (iv) La prueba es análoga a (i) ⇐⇒ (iii).

(iii) =⇒ (iv) Para demostrar que Σ(Y )⊆ Y veamos que HomT (X ,Σ(Y )) = 0. Tomando
α ∈HomT (X ,Σ(Y )) tenemos que Σ−1(α)∈HomT (Σ−1(X ),Y ), pero como Σ−1(X )⊆
X y X ⊥=Y , entonces Σ−1(α)= 0. Por tanto α = 0, probándose que HomT (X ,Σ(Y ))=
0.

(iv) =⇒ (iii) Es análogo a (iii) =⇒ (iv).

Definición 4.0.15. Sea T una categorı́a triangulada. Decimos que una pareja de subcategorı́as
plenas de T , (T ≤0,T ≥0) es una t-estructura en la que denotamos, T ≤n = Σ−n(T ≤0) y T ≥n =
Σ−n(T ≥0) para todo n ∈ Z, y se satisface lo siguiente:

(i) HomT (T ≤0,T ≥1) = 0,

(ii) T ≤0 ⊆T ≤1 yT ≥1 ⊆T ≥0,

(iii) para todo C ∈T existe un triángulo

C≤0 //C //C≥1 // Σ(C≤0),

donde C≤0 ∈T ≤0 y C≥1 ∈T ≥1.

Las t-estructuras fueron introducidas por Beillinson, Bernstein y Deligne en [4] para axiomati-
zar las propiedades de una subcategorı́a abeliana H de una categorı́a derivada D(C ), dicha subca-
tegorı́a es llamada el corazón de D(C ). Donde H está definida como H := T ≤0∩T ≥0. Con-
cluimos este trabajo, estableciendo una biyección entre las t-estrucuras y teorı́as de torsión de una
categorı́a triangulada formulada por I. Reiten y A. Beligiannis en [6]. La importancia de esta bi-
yeccion es que permite traducir muchos resultados establecidos previamente en el lenguaje de las
t-estructuras al lenguaje de las teorı́as de torsión. Un ejemplo de esto es la construcción de teorı́as
de torsión trianguladas a partir de teorı́as de torsión en una categorı́a abeliana mediante el siguiente
resultado, demostrado en el Teorema 3.1 de [6]:

Teorema 4.0.16. Sean T y F subcategorı́as plenas de una categorı́a abeliana C que son cerradas
bajo isomorfismos. Definimos las siguientes subcategorı́as plenas de Db(C ) como:

X (T ) := {C ∈ Db(C )} | Hn(C) = 0 ∀n > 0 y Hn(C) ∈T }

y

Y (F ) := {C ∈ Db(C )} |Hn(C) = 0 ∀n < 0 y Hn(C) ∈F}.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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(i) (T ,F ) es una teorı́a de torsión en C .

(ii) (X (T ),Y (F )) es una teorı́a de torsión en Db(C ).

Proposición 4.0.17. Para una categorı́a triangulada T , existe una una biyección entre sus teorı́as
de torsión y sus t-estructuras.

{Teorı́as de torsión enT } 1:1 // {t- estructuras enT }oo

Demostración. Definimos una asignación,

φ : {Teorı́as de torsión enT } // {t- estructuras enT }

(X ,Y ) � // (X ,Σ(Y )).

Veamos primero que (X ,Σ(Y )) es una t-estrucura en T . En efecto, al ser (X ,Y ) una teorı́a
de torsión en T , entonces podemos renombrar T ≤0 :=X y T ≥0 := ΣY , de esta manera tenemos
que T ≤n = Σ−n(X ) = Σ−n(T ≤0) y T ≥n = Σ−n(Σ(Y )) = Σ−n+1(Y ). Por tanto,

HomT (T ≤0,T ≥1) = HomT (X ,Σ−1(ΣY )) = HomT (X ,Y ) = 0.

Luego, por definición de teorı́a torsión se tiene por un lado que Σ(X )⊆X = T ≤0, entonces
aplicando el autofuntor Σ−1 : T →T se obtiene

T ≤0 = Σ
−1(Σ(X )) = X ⊆ Σ

−1(T ≤0) = T ≤1.

Por otro lado, se tiene que también por definición de teorı́a de torsión que Σ−1(Y ) ⊆ Y , en-
tonces aplicando el autofuntor Σ : T →T se tiene que

T ≥1 = Σ(Σ−1(Y ))⊆ Σ(Y ) = T ≥0.

Al ser (X ,Y ) teorı́a de torsión en T , se tiene que para todo C ∈T existe un triángulo

XC //C // YC // ΣX

con XC ∈X =T ≤0 y YC ∈Y =T ≥1. Por lo tanto, φ(X ,Y ) = (X ,ΣY ) es una t-estructura
en T .
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Ahora, definimos la asignación

ψ : {t- estructura enT } // {teorı́a de torsión enT }

(T ≤0,T ≥0) � // (T ≤0,T ≥1),

veamos que (T ≤0,T ≥1) es una teorı́a de torsión en T . Al ser (T ≤0,T ≥0) una t-estructura y
renombrando X = T ≤0 y Y = T ≥1 se tiene inmediatamente que HomT (X ,Y ) = 0. Luego,

Σ(X ) = Σ(T ≤0) = T ≤−1 ⊆T ≤0 = X

y

Σ
−1(Y ) = Σ

−1(T ≥1) = Σ
−1(Σ−1(Σ(Y ))) = Σ

−2(Σ(Y )) = T ≥2 ⊆T ≥1 = Y .

Por otro lado, al ser (T ≤0,T ≥0) una t- estructura se tiene que para todo C ∈ T existe un
triangulo

XC //C // YC // ΣX

con XC ∈T ≤0 = X y YC ∈ Y = T ≥1, probándose que (T ≤0,T ≥1) es una teorı́a de torsión.

Finalmente, del hecho que

ψ(φ(X ,Y )) = ψ(X ,ΣY )

= ψ(T ≤0,T ≥0)

= (T ≤0,T ≥1)

= (X ,Y )

y

φ(ψ(T ≤0,T ≥0)) = φ((T ≤0,T ≥1))

= φ(X ,Y )

= (X ,Σ(Y ))

= (T ≤0,T ≥0),
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se sigue que en una categorı́a triangulada T , existe una relación biyectiva entre sus t- estrucuras
y sus teorias de torsión.
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