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Capitulo 1

Introduccion

En el siglo XVII, Newton define en forma “descriptiva” la integral de una
funcién que, en términos actuales, se traduce como una antiderivada o primitiva
de la funcién. Por otro lado, Riemann, en 1854, defini6 la integral de una fun-
cién como el limite de sumas que se aproximan al valor del area bajo la grafica
de la funcién. Su definicién es de tipo “constructivo”. El Teorema Fundamen-
tal del Céalculo muestra la conexién entre las dos formas de definir la integral.
Sin embargo, las integrales definidas por Newton y Riemann no coinciden. Por
ejemplo, sea F(x) = 2%sinz™2 si 2 # 0y F(0) = 0. Como F es diferenciable
en cada punto, su derivada F’ es Newton integrable. Pero F' no es Riemann
integrable, en [0, 1].

Es facil dar un ejemplo de una funcién que sea Riemann integrable pero
no Newton integrable, por ejemplo, una funcién escalonada. A principios del
siglo XX, Lebesgue propone una integral que lleva su nombre. El conjunto de
funciones Lebesgue integrables sobre [a, b] contiene propiamente al conjunto de
funciones Riemann integrables sobre [a, b]. Es interesante notar que la derivada
de la funcién F', mencionada arriba, no es Lebesgue integrable en [0, 1].

Con la finalidad de integrar derivadas de funciones, Denjoy en 1912 y Pe-
rron en 1914, definen, de manera independiente, integrales que cumplen con
esta propiedad y que generalizan las integrales de Lebesgue y Newton. Casi
10 anos después se probd la equivalencia de las integrales de Denjoy y Perron.
Posteriormente, en 1957 R. Henstock y J. Kurzweil definen, también de forma
independiente, integrales de “tipo Riemann”. Esta integral resulté equivalente
a la integral de Denjoy-Perron.

En 1948 Alexiewicz define en [I] la norma:

I flla= Iil[lfb]{‘/zf’}'

Esta norma se puede aplicar a los elemento de H K ([a, b]), convirtiendolo en un
espacio normado. Cabe sefialar que el espacio (HK ([a,b]), ] - ||4) no es comple-
to [34]. Denotamos la completacion del espacio de funciones Henstock- Kurzweil
integrables sobre [a, b], por HK ([a,b]).
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En general, X denota la completacién del espacio vectorial X con respecto
a una norma apropiada.

La definicién de integral, para un subespacio de las distribuciones es seme-
jante a la hecha por Newton. Esta definicién fue dada por P. Mikusinksi y K.
Ostaszewski [24].

Definicién 1. Sea f una distribucion (funcion generalizada) sobre la recta real.
Si existe una funcién continua F, con limites reales en oo tal que F' = f
(derivada distribucional). Entonces la integral distribucional de f se define como

Joo f = F(00) = F(—00).

La funcién F' se llama la primitiva de f. La norma de f se define como
I f llac=Il F |lco- El espacio de distribuciones integrables se denota por A¢c y
es isométricamente isomorfo a HK (R).

Tanto Kurzweil como Henstock también consideraron versiones multidimen-
sionales de su integral [I4] 15 [I7]. La teoria de Henstock-Kurzweil ha sido
ampliamente estudiada para conjuntos compactos en R™ [19, [34], pero no para
funciones cuyo dominio es todo R™ [27], n > 1. Desarrollar teorfa sobre la in-
tegral de Henstock-Kurweil, para funciones de varias variables, definidas sobre
conjuntos no acotados trae dificultades significativas, como las siguientes.

Propiedades fundamentales del espacio H K (R) no se han generalizado com-
pletamente para funciones con dominio R™, n > 1. Un ejemplo de lo anterior es
el Teorema de Hake [2] 9] 20} [19] 27 34].

Por otro lado, la integral multidimensional de Henstock-Kurzweil no integra
todas las derivadas, contrario a lo que ocurre en el caso de funciones de una
variable.

Para funciones de varias variables, existen otras definiciones de integral que
integran todas las derivadas [21]. Sin embargo, el Teorema de Fubini no se
cumple para estas integrales, mientras que si es valido para la integral multidi-
mensional de Henstock-Kurzweil [I7, [I8].

Nuestro objetivo se divide en dos partes.

La primera parte es definir una integral que nos permita trabajar con la
transformada de Fourier multidimensional sobre conjuntos no acotados.

La segunda parte es estudiar las propiedades del espacio sobre el cual se
define la integral multidimensional anterior. En particular se desea saber si es
posible encontrar “alguna factorizacién” para este espacio.

Usamos el producto tensorial para lograr este objetivo motivados por las
propiedades que tiene este producto.



En 1957 W. Rudin demostré que para G, un grupo abeliano localmente
compacto, cada funcién en L'(G) se puede expresar como la convolucién de dos
funciones adecuadas en L'(G) [29, 30]. Es decir,

LYG) * L'(G) = LYG).

Recientemente en 2017 [25], fue probado un Teorema de Factorizacién para el
espacio de distribuciones integrables Ao, esto es,

Ac * Ll(R) = Ac (1.1)

0 equivalentemente
HK(R)* L'(R) = HK(R), (1.2)

Anteriormente en 2012, E. Talvila probé (1.1]) en el caso periédico en [37].

Hay algunas dificultades para obtener un resultado similar a (1.1) para
HK(R?).

Por otra parte, conforme a la teoria de integracion de Lebesgue la propie-
dad L'(R) ®-, L'(R) = L'(R?) se satisface [32]. Ademds, el producto tensorial
HK(R)® HK(R) esté bien definido y conserva algunas propiedades del espacio
HK(R), a diferencia del espacio H K (R?). Asi, una forma alternativa es probar
una generalizacién de las ecuaciones y mediante productos tensoria-
les. Estos resultados pueden generalizarse para un numero finito de productos

tensoriales de Ac, HK(R) o Be.

El concepto de producto tensorial puede utilizarse para extender eficiente-
mente las propiedades a mas dimensiones. Hay diferentes formas de definir una
norma en un producto tensorial X ® Y de dos espacios de Banach, X e Y.
Una familia de normas bien conocidas son las normas cruz razonables. En 1950,
Schatten definié la mayor y la menor norma cruz razonable, v y A, respectiva-
mente [33]. El producto tensorial con diferentes normas da diferentes espacios.

En esta tesis trabajamos el producto tensorial con la norma - que se define
en el espacio HK(R) ®, HK(R) en términos de la norma de Alexiewicz.

Los resultados que obtuvimos estdn en el articulo [I0]. Este articulo fue acep-
tado por la revista “Annals of Functional Analysis”. Esta revista estd editada
por Springer con un factor de impacto 0,577, y estd indexada en JCR, SCO-
PUS, Science Citation Index Expanded, zbMATH y Mathematical Reviews,
entre otras. Estos resultados son la generalizacién de algunas propiedades del
espacio A¢c a mayores dimensiones a través del producto tensorial Ac ®+ Ac.
En particular, se obtuvo la siguiente generalizacién de la expresién

Ac @, Ac ® L1 Q- Ll = Acx ®y Ac.
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Aqui ® es una convolucién generalizada proporcionada en la Definicién [1.1

También estudiamos un &algebra de Banach significativa contenida en es-
te producto tensorial para el cual no se cumple el Teorema de Factorizacion.
Ademas, como aplicaciéon, extendemos algunas propiedades del operador Trans-
formada de Fourier en L?(R?).



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se define la integral distribucional y se exponen las propie-
dades del espacio de las distribuciones integrables. Se agregan otras propiedades
para completar el tema aunque no se utilizan en los capitulos posteriores. Los
resultados de este capitulo el lector los puede consultar en [35].

2.1. El espacio de las distribuciones integrables

Ac

2.1.1. Las distribuciones integrables

Denotamos por C¢°(R) al espacio de las funciones reales infinitamente dife-
renciables tales que

supp ¢ :={z €R : ¢(z) # 0}

es compacto en R. Una distribucién T es una forma lineal sobre C°(R) tal que
para cada compacto K C R existen constantes M y k tales que

Py

[T(@| <M Y sup |-

Ogjgk“'EK

(V ¢ € CF(R) with supp ¢ C K).

El espacio de distribuciones es denotado por D'(R). Este espacio es un es-
pacio vectorial con la suma de funciones y producto por escalar usuales.
Es sencillo verificar que si T es una distribucién entonces

T'(¢) = —=T(¢')

es una distribucién. T” es llamada la derivada de T. Ademds, para cualquier
funcién F' localmente Lebesgue integrable de valores reales, la forma lineal

Tp(4) == / F(2)g(x)de

es una distribucién. A este tipo de distribuciones se les llama: distribuciones
regulares.
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Recordemos que el espacio de funciones continuas de valores reales sobre R
y que tienen limites en oo se denota por C'(R). Ademds, el espacio

Be = {F € C(R) | F(~o0) = 0}

es un espacio de Banach con la norma || « ||oo-
Ahora definimos la integral distribucional [35].

Definicion 2. El espacio de distribuciones integrables estd dado por
Ac ={Tp | F € Bc}.

A F se le llama la primitiva de Ty La integral distribucional de Tj sobre R se

define como
/ Ty = F(00).
R

En esta definiciéon Tr representa la distribucién regular determinada por
F € Be. Luego, una distribucién es integrable si es la derivada distribucional
de una funcién continua que se anula en —oo.

La siguiente proposicién garantiza que para cada T} € Ac¢ su primitiva en
Be es unica, y por lo tanto, la integral distribucional estd bien definida.

Proposicién 1. Para cada Tr € Ac su primitiva en Be es inica.

Demostracion. Para ello, notemos que cada Th € Ac tiene una infinidad de
primitivas en C (E), pero tiene una tnica primitiva en Be, como veremos ense-
guida.

Supongamos que existen Fy, Fy € B tales que

(Tgy, ¢) = (Tp, ) = (Th,, ¢) para toda ¢ € D.

De lo anterior (1%, , ) — (Tp,,¢) = 0, y por la linealidad de la derivada distri-
bucional se tiene que

<T],717¢> - <TI/4_‘27¢> = <TI/:‘1—F2a¢>
= f(L)/ (Fy — )¢’ para toda ¢ € D.

Por lo tanto, la tltima integral es igual a cero para toda ¢ € D. Luego, F1 —Fy =
k (con k constante) y como Fj(—o0) = Fy(—o0) = 0, entonces k = 0. Por lo
tanto Fy = F5. O]

Observacién 1. Lo anterior nos dice que la infinidad de primitivas de Ty en
C(R) difieren entre si por una constante y que en Be su primitiva es iunica.

Ejemplo 1. La funcién de Heaviside (H), como distribucidn, es la derivada
distribucional de la funcion

0, s1 <0,
x, st x>0.

F(z) = {
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Es decir, Ty = Tr. Como F € B¢, entonces Ty € Ac.
Por otro lado, H ¢ Be, y por lo tanto Ty = 0 no es un elemento de Ac,
como tampoco lo son sus derivadas.

Otro ejemplo de una distribucidn que no es integrable, es Tsgy. Pues Tygn =
Integracién sobre intervalos

Sean a,b € R, con a < b, y consideremos I = (a, b).
DI)={¢: I —>R| pe C>*)y ¢ tiene soporte compacto contenido en I}.

D'(I) representa el dual del espacio D(I). Denotamos mediante C(T) el espacio
de funciones continuas sobre I = [a, b].

Definicién 3. Diremos que Ty € D'(I) es integrable sobre I si F € C(I).
Ademas,

/TTI'; = F(b) — F(a).

También se usa la notacién f: T}, para [;T}. Denotamos por Ac(I) a las
distribuciones T}, € D’'(I), que son integrables en I.
Observacion 2. Hacemos los siguientes comentarios.
1. Si cambiamos I por R en la Definicion[3, se obtiene la definicién de Ac.

2. También se puede definir
Be(I) :={F € C(I)| F(a)=0}.

3. En laiDeﬁm‘cio’n@ la primitiva F € C(I)\ Bo(I). Aunque la primitiva
en C(I) no es dnica, el valor de la integral no cambia.

Esto se debe a que todas las primitivas de una distribucion son iguales en-
tre si, salvo por una constante. De hecho, todo elemento de C(I) se puede
escribir como suma de un elemento en Bo(I) mds una funcion constante.

A continuacién damos un ejemplo de una distribucién que pertenece a Ac(I).

Ejemplo 2 (Traza de onda). La serie
i sin(2nmx) (2.1)

es convergente y su suma representa una funcion de periodo 1 que en el intervalo
(0,1) se define por F(x) = (1 —2x)/4. La derivada distribucional de tal funcidn
es

1 1 &
-5+3 k;wa(x — k). (2.2)

Lo anterior representa una distribucion.
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La funcion F es continua en todo intervalo de la forma (k,k+1), para cual-
quier entero k. Si [a,b] C (k,k + 1) entonces F también es continua en [a,b], y
por lo tanto, Ty € Ac([a,b]).

Por otro lado, si derivamos término a término la serie obtenemos la
serie divergente

Z cos(2nmx). (2.3)

Como esta serie converge (no en el sentido cldsico pero si en el sentido de las
distribuciones) a la expresion , tendriamos que

1 [ee]
+3 > da—k) =T

k=—o0

N | =

o
Z cos(2nmx) = —
n=1

Entonces,
b o0 b
/ Z cos(2nmx) = / Ty = F(b) — F(a).
[— a

Es importante observar que la serie[2.3 diverge, en particular, en el intervalo
[a,b] C (k,k+ 1). Esto significa que como distribucion no es regular, pero si es
integrable.

2.2. El dual de A

2.2.1. A¢ como espacio de Banach
Para definir una norma en A¢, presentamos primero la siguiente proposicién.
Proposicién 2. Para cada Tj € Ac, con F € Bc, se define
F(Ty) =F.
La aplicacion F : Ac — Bc es un isomorfismo lineal de Ac en Be.
A traves del isomorfismo F definimos la norma de Alexiewicz sobre Ac.

Definicién 4. Para cada Ty € Ac se define su norma por
I Tg llac=Il F(Tg) lloc:= sup |F(z)].
rER

A || TE lag se le llama: norma de Alexiewicz de Th.

Teorema 1. Ac es un espacio de Banach separable isométricamente isomorfo

a HK(R), y también a Be.

La norma de Alexiewicz resulta invariante bajo traslaciones, y se pueden
definir otras normas equivalentes a ella (véase [35]).

Con respecto al orden de las distribuciones (véase [8]) en A¢ tenemos el
siguiente teorema.
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Teorema 2. Toda distribucion en Ag tiene, a lo mds, orden uno.

Observacién 3. Este resultado y la aplicacion del Teorema[23 establecen una
relacion entre las distribuciones requlares de Ac definidas por una funcion lo-
calmente integrable (en el sentido de Lebesgue o Henstock) y las distribuciones
definidas por una medida.

Lo anterior se debe a que toda distribucion regular tiene orden cero, y por
otro lado, todas las distribuciones requlares son medidas de Radon con signo.

Ac como el dual de BV

El siguiente teorema nos permite ver a los elementos de A¢ como funcionales
lineales y continuos sobre BV'.

Teorema 3 (Desigualdad de Hoélder). Sea f =T} € Ac. Sig € NBV en-
tonces |ffooo fgl < |ffooof infg |g| + 2||f||Vg. Si g € BV, entonces |ffoOO fgl <
2[[£1l lgllBv--

Teorema 4. Ac = BV*.

Observacién 4. Aqui hemos modificado el conjunto de distribuciones D' y lo
hemos restringido al de todas aquellas que son deriwada distribucional de alguna
funcion contiua en Be. Pero aunque el espacio ahora es menor, el resultado
anterior nos dice que esta restriccion permite extender el espacio base D y cam-
biarlo por todo BV . Con lo cual damos lugar a otro tipo de distribuciones.

Asi, sabemos que el dual de BV contiene a Ag, es decir, Ao C BV*. De
hecho, BV* es mucho més grande que A¢ ya que este contiene medidas que no
estan en A¢ tal como la medida de Dirac.

2.2.2. El dual de Ac-

Usando el hecho de que HK* = BV, y aplicando el Teorema (1| se justifica
el siguiente resultado.

Teorema 5. AL = BV.

. -, . . oo
La wvariacion escencial es definida como esvar g = [~ g¢' donde ahora

el supremo se toma sobre todas las ¢ € C! con ||¢||«c < 1. Denotamos a las
funciones de variacién acotada escencial por EBV. Se tiene que BV & EBV.

El espacio EBV es un espacio de Banach con la norma ||g||gsv = ||g]]ec +
esvar g. Si g € NBV entonces su variacién y su variacién escencial son idénticas.

Presentamos ahora el siguiente teorema.

Teorema 6. Sea f € Ac y sea g € EBV. Sea {¢,} C D con ||f — ¢n|| = 0.
Definimos [*._ fg =1imp o0 [~ dng. Sea g la tinica funcion en NBV tal que
essvar g = Vg. Entonces ffooo fg= ffooo fg.

Corolario 1. A}, = EBV
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Capitulo 3

Producto tensorial de
espacios de Banach

Alrededor de 1946, Dunford y Schatten [7] comenzaron un estudio sistemdti-
co del producto tensorial, X ® Y, de espacios de Banach. Como es bien sabido,
hay diferentes normas en X ® Y definidas en términos de las normas respectivas
en X y Y [33].

Dados los espacios de Banach (X, - ||x), (Y,] - llv) v (Z,|| - ||2), el espacio
de las formas bilineales continuas con valores en Z se denotard por B(X,Y; 7).
En este espacio se toma la norma:

I B llsx,yv:zy=sup{ | B(z,y) |z : v e X,y eV, [lallx [yly<1}

B(X,Y; Z) se convierte en un espacio de Banach con esta norma. Cuando
Z = R escribiremos solamente B(X,Y). L(X,Y) denota el espacio normado de
las transformaciones lineales acotadas de X a Y con su norma habitual.

Denotamos por X* := L(X,R) al espacio de las funcionales lineales conti-
nuas sobre X.

Definicién 5. Dados X, Y espacios normados y (x,y) € X XY, definimos

U(w7y) : %(X, Y) — R
Uy (B) = B(x,y)
H : XxY—(BX,)Y))
H(Jj, y) = U(x,y)

El producto tensorial algebraico X ® Y se define como el espacio vectorial

k

X®Y = span(H(X xY)) := { > A
i=1

keN, v e HX xY), )\iER}.
Para simplificar escribimos
r@y:=H(z,y) (¥ (z,y) e X xY).

15
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En este espacio vectorial definimos una familia de normas Y llamadas normas
cruz razonables [6].

Definicion 6. Dados X y Y espacios de Banach, una norma cruz razonable T
sobre XY es una norma para la que se cumplen las dos condiciones siguientes:

L. Yzey)<[zlxllylly (VzoyeXaY).

2. Para cada z* € X* y cada y* € Y* es verdad que 2* @ y* € (X @y Y)* y
que
2% @y (xory) <l 2™ [lx- [ v lly- .

El espacio X ® Y con la norma dada Y es denotado por X ®+ Y, es decir:

XorY = (X®YT),
| 2 lxory = Y(z) (VzeX®rY).

En la familia de normas cruz razonables hay elemento minimal y méaximal
[33].
Definicion 7. Dados X, Y espacios de Banach y z € X ® Y. Las funciones
v:X®Y = [0,00) yA\: X ®Y — [0,00) definidas por

v(z) = sup{|B(z)| :BeBX,Y), | B|< 1},

Mz) =sup {|(z" @y")(2)| 2" € X",y € Y™, [[a” ||, | y" I< 1}

son normas cruz razonables. Se les llama la norma cruz proyectiva y la norma
cruz inyectiva, respectivamente.

Cualquier otra norma cruz razonable T sobre X ® Y satisface

|2 Ixe:v<ll 2 |xery <l 2 [ xe,y (V2€X®Y).

En este sentido 7 es la mayor norma cruz y A es la menor norma cruz [6].

Trabajaremos principalmente con la norma cruz proyectiva. A continuacién
se da una caracterizacién de la mayor norma cruz razonable [6] que usaremos
después.

Proposicion 3. Siu € X ®Y entonces

V(U)=1’nf{z a1 I 2 € X, ey,uzzmyi}.

=1 i=1

Denotaremos a la norma proyectiva ~y sobre diferentes espacios por el mismo
simbolo 2 ®. B independientemente de cualquier 20 y B. La completacién de
A ®, B con respecto a esta norma se denotard por A ®, B.

Hay que tener en cuenta que las normas proyectiva e inyectiva no son equi-
valentes. Por ejemplo, si (2,2, i) es un espacio de medida finita, L*(u) con la
norma usual y v la norma asociada sobre el producto tensorial, entonces

LT(0) @, X 2 L' (1, X),



17
mientras que
L) & X = K (1, X).

Donde el espacio K (11, X ), formado por todas las medidas vectoriales G : ¥ — X
p-continuas cuyo rango es relativamente compacto, estd equipado con la norma
de la semivariacién [0].

Proposicion 4. Sean X y Y espacios de Banach. Si W es un subespacio denso

de X, entonces W ®~ Y es un subespacio denso de X ®,Y.
Demostracion. Dados e >0y 0#a=2y € X QY, existe 2’ € W tal que
[z—a"x<e/llyly -

Tomamos a' = 7' ®y € WY, tal que, para B € B(X,Y), con || B [|ax,y)< 1,
se tiene

Uw—ar,)(B) = |B(z—2",y)| <|| B eyl =2 Ix[ly Iy <l z—2" [ x]l y [l -
Luego,

Ya—a) = || Uay = Uy lescer)-

| Utw—ar,) lm(x,v))"
SUp{|Uz—ar 4 (B)] |
|z—2"|Ixllylly<e

B llgx,y)< 1}

IN

Se pueden dar argumentos similares para el caso a = 0, y por la densidad de W
en X obtenemos la validez para un elemento arbitrario en X ®, Y, obteniendo
el resultado. Por lo tanto, también en X ®, Y. O]

La argumentacién anterior implica el siguiente corolario.

Corolario 2. Sean X y Y espacios de Banach. Si W C X yV C Y son
subespacios densos, entonces W @~ V' es un subespacio denso de X ®,Y.

Demostracion. Debido a la Proposicién {4 W ®, V es denso en X ®, V. Por otra
parte, la misma argumentacién de la Proposicién [d] implica que este espacio es
denso en X ®, Y, con lo cual se obtiene el resultado. O

Observacién 5. Sea L*(R) con la norma de Alexiewicz. El Corolario@ implica
que el espacio L' (R) ®+ L'(R) es un subespacio denso de Ac @, Ac.

Teorema 7. Los productos tensoriales Ac ®y Ac, HK(R)®, HK(R) y Bc ®-
B¢ son isométricamente isomorfos entre si.

3.0.1. Factorizacién de mdédulos de Banach

En el estudio de funcionales lineales positivas en L!(G), donde G es un grupo
topoldgico, se utiliza un teorema de factorizacién para algebras de Banach. Este
teorema tiene importantes aplicaciones en el analisis arménico.
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En esta seccién presentamos teoremas generales de factorizacién. Para dar
estos resultados, es conveniente trabajar en el contexto de los médulos de Ba-
nach. El lector puede encontrar estos y otros resultados en [16].

El concepto de identidad aproximada es un interesante concepto que es ne-
cesario para el Teorema de Factorizacién [5].

Definicién 8. Una red (eg)per de un dlgebra de Banach (2, | - ||o) se dice que
es una identidad aprorimada izquierda (derecha, respectivamente) para 2 si y
sélo si (eg a)per ( (a eg)ger, respectivamente) converge a a, para toda a € 2.
A saber,

lim|a—aey||a=0 (resp. im | a—ey alla=0) (Vae).

Si para alguna constante positiva C' también se satisface que
leala<C (Y ael),
entonces se le llama identidad aproximada acotada.

A continuacién damos la definicién de 2-mdédulo de Banach [16].

Definicién 9. Sea (2, - ||a) un dlgebra de Banach sobre R, y (X,| - ||x) un
espacio de Banach real. Diremos que X es un A-mddulo si y sélo si existe una
aplicacion A x X 3 (a,2) = a®x € X con las siguientes propiedades. Dados
a€eR a, beAyx, ye X:

(i) (a+b)®r=a®x+b®z, a®(r+y =a@x+a®y;
(i)) (ea)@z=ca(a®z)=a® (o x);

(i) (ab) ®z=a® (b ®x);

(w) [a@z|x<cllalalllx

Aqui ¢ > 1 es una constante.

A un espacio normado X con una aplicacién de 2 x X a L que satisface
(i) — (iv) es llamado un A-mdédulo normado izquierdo. Un 2A-médulo normado
derecho se define de manera similar. Si X es un espacio de Banach, entonces a
X se le llama 2-mddulo de Banach izquierdo (o derecho).

Observacién 6. Un dlgebra de Banach A es siempre un A-mddulo de Banach
izquierdo y derecho con ® como la multiplicacion en A y con ¢ = 1.

Recordamos el siguiente resultado [16] Theorem 32.22].

Teorema 8 (Teorema de Factorizacién de Médulo de Banach). Sea A un dlgebra
de Banach con identidad izquierda aproxzimada acotada (acotada por d). Si X
es un A-mddulo de Banach izquierdo (con respecto a la operacion ®), entonces
A ® X es un subespacio vectorial cerrado de X .

Mads precisamente, sea z un elemento en la cerradura del espacio generado
S de A ® X, y supongamos que § > 0. Entonces eziste un elemento a € A y un
elemento y € X tal que:
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(i) z=a®y;
(ii) || allx<d;
(iii) y e (A®2)~;
(i) ||y — 2 [la< 6.
Observacion 7. Tenga en cuenta que bajo el supuesto del Teorema de Facto-

rizacion de Modulo de Banach, y si ademds A ® X es denso en X, entonces
A X =X.

Ahora presentamos nuestro teorema de factorizacién principal para los médu-
los de Banach izquierdos.

Teorema 9. Las hipdtesis son como en @ Sea {z}72, una sucesidén en el subes-
pacio cerrado A ® X de X tal que lim;_ 2y = 0, y supongase que § > 0. En-
tonces existe un elemento a € A y una sucesion {y;}7°, de elementos de L tal
que:

(i) z1=a®y; paral =1,2,...;
(ii) | allx<d;
(iii) y € (A® 2)” paral =1,2,...;
() |y — 2z |la<d paral=1,2,...;
(v) im0y = 0.
Corolario 3. Las hipdtesis son como en[8 Si B es un subconjunto numerable
de A ® X, entonces existe un a € A tal que B Ca® X.

Observacién 8. Hacemos algunas observaciones itiles acerca los Teoremas [§
v[@

(a) SiA® X es denso en X, entonces el Teorema@ nos dice que A® X = X.
En este caso, el Teorema@ es vdlido para cualquier sucesion {z}7°, en X
tal que lim;_, o z; = 0.

Esto pasa, por ejemplo, si la identidad aprorimada para A también sirve
como una identidad aproximada para X (las normas de X y 2 pueden ser
muy diferentes).

En particular, estas observaciones siempre se aplican a la misma dlgebra
de Banach 2.

(b) Supongamos que la identidad aprozimada acotada izquierda de 2L se puede
elegir de un determinado subconjunto convexo cerrado C C . Entonces a
se puede tomar en C. (Cada a,, =Y p_, (2d)* 71 (2d+1) ey + (2d)"(2d +

1)"e,, es una combinacion convexa de e, ea, ... en, y a = lim, , ay).
El siguiente es el Teorema de Factorizacién de Cohen.

Corolario 4 (P. J. Cohen). Sea 2 un dlgebra de Banach con una identidad
aproximada acotada izquierda. Entonces para cada z € A y § > 0, existen ele-
mentos x y y en A tal que:
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(i) = =zy;
(i) y € (A2)~;
(ii) ||z —y ll<é



Capitulo 4

Un teorema de factorizacion

Este capitulo contiene los principales resultados de esta tesis. El Teorema
y el Teorema [4] fueron publicados en [I0] y son los resultados m&s importantes
de este céapitulo. El Teorema da una factorizacién del producto tensorial
de las distribuciones integrables consigo mismo, y el Teorema [4] nos da una
caracterizacion de este producto tensorial.

4.1. Primeras factorizaciones

Nuestro primer resultado sobre el Teorema de Factorizacién no es para un
producto tensorial de A¢, sino para este espacio en si. Observese que el Teorema
que se presenta a continuacién, proporciona una factorizacion diferente a la
de [25].

En [13] se define un producto - en A¢, este producto se define de la siguiente
manera;
Th Tl =The (VT Th € Ac). (4.1)

Con este producto A¢ es un édlgebra de Banach.
Teorema 10. FEl dlgebra de Banach (Ac,-) tiene la siguiente factorizacion
Ac - Ac = Ac.

Demostracion. Tome una funcién j(t) en R infinitamente diferenciable tal que
es cero para t < 1y j(t) = 1, para t > 2. Se define una identidad aproximada
acotada en Ac como (T, )aer con

eq(t) :=j(t + a).
Luego,
IT¢, - Tp = Trllac = lleaF = Fllo = 0 as o — 00, (VF € Be).
Ademsds, de [I6], Observacién 32.15] sabemos que A¢ es un Ac-médulo de Ba-

nach. Entonces, el Teorema de Factorizaciéon de Cohen se aplica en este caso y
da el resultado. O

21
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Gelbaum [I1] y Tomiyama [38] definieron el siguiente producto para los
elementos de A ® B, con A y B 4lgebras de Banach.

Definicion 10. Sea 2 y B dlgebras de Banach. El producto o en A @ B es
definido por
(Cl1®b1)0((12®[32) =y - a0 ® by - bo (V a;, ag €A; V by, by E%).

El producto o se extiende linealmente en A Q@ B. Denotamos esta extension por
el mismo simbolo o.

Lema 1. Sean A y B dlgebras de Banach. El producto o definido en 2 ® B
hace de este espacio un dlgebra. Ademds, la norma proyectiva v en A ®~ B es
compatible con el producto o:

y(u1 o ug) < y(ur)y(uz) (Vur,us € ARy B).

FEste producto puede ser extendido a la completacion 2 ®. B, el cual se convierte
en un dlgebra de Banach.

Demostracion. La prueba es similar a la dada para el Lema |2| mas adelante,
aqui no damos los detalles. O

Para aplicar el Teorema de Factorizaciéon a un producto tensorial, necesita-
mos la siguiente generalizacion.

Teorema 11. Si (A, || - |l«) es un dlgebra de Banach con identidad aprozimada
acotada, entonces 2A ®., 2 tiene unidad aprovimada acotada.

Demostracion. Sea e > 0y Zle u; ® v; € A®, A Denotamos por (eq)acr a
la identidad aproximada acotada, tomamos M = sup{| v; || wi || +1 ] =
1,...,k}. Para cada u; existe e,, que cumple

| wi —ea,ui |la< €/(2kM).
Similarmente para cada v; podemos tomar ey, tal que
| vi — eg,vi ||< €/(2EM).

Se elige a € I tal que cumpla con las dos desigualdades anteriores. Por lo tanto,

k k k
V(Zul Qv — €a @ €q Ozui ®v;) = 7(2(% RV —eq ®eq ou; ®vi)>
=1 i=1 i=1
k
= W(Z(Uz@@vi _eaui®€a’0i))

i=1
k

= ’V(Z(uz - eaui) RV + equ; X (’Ui — eavi))
i=1

IN

k
> v ((ui = eart) ® v) + v (eats @ (v; — eqv;))
i=1

k

= >l —eaus ||l vi || + || eaus ]l vi = eavs |
i=1

< €.
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Esto indica que (eq ® eq)acr es una identidad aproximada acotada de A ®. 2.

O

Un resultado andlogo del Teorema [10]es el siguiente corolario.

Corolario 5.

Ac &y Ac o Ac Qny Ac = Ac Ry Ac,

L'(R) &, L'(R) o L'(R) ®, L'(R) = L'(R) &, L'(R).

Demostracion. La primera igualdad es consecuencia de que A¢ es un algebra
de Banach con el producto dado por . En la demostracién del Teorema
[I0] se muestra que A¢ tiene una identidad aproximada acotada. Por lo tanto,
del Teorema, el dlgebra de Banach A¢ ®, Ac también tiene una identidad
aproximada acotada. Esta algebra de Banach también es un médulo de Banach
de si misma. Entonces el Teorema de Factorizacion implica el resultado.

La segunda igualdad del Corolario |5 es una reformulacién del resultado de
W. Rudin [31], cuando (L!(R), *) es un dlgebra de Banach con el producto usual
de convolucién * definido como

(f *9)a /fa:— (4.2)

Ademas, tiene una identidad aproximada acotada. Esto prueba el corolario. [

4.2. Factorizaciéon con respecto a un producto
de convoluciéon

En los siguientes lemas vamos a construir una aplicacién ® con las propie-
dades necesarias para que Ac ®. Ac sea un L'(R) ®., L!(R)-médulo.

Recordemos que en [36] el operador convolucién * definido por fue
extendido, y esta extensién hace de HK(R) un L'-médulo [25]. Esto significa
que Ac también es un L'-mdédulo. Vamos a denotar por el mismo simbolo * a
este operador.

Definicién 11. Seah = 377" v;@w; € L'@L' yu =" | fi®g € Ac®Ac.
Definimos
® : (L1®L1) X (Ac@Ac) — Ac ® Ac

como

h@u_zz x fi) @ (wj * gi).

j=11i=1

Notese que ® es un operador bilineal, asi que esté bien definido en el producto
tensorial [32].

Lema 2. Sihe€ L' @ L' yu € Ac ® Ac, entonces y(h ® u) < y(h) v(u).
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Demostracion. Dado € > 0, tomamos h y u como anteriormente. Podemos su-
poner que

Sl fillacll gillae < v +e > vy lallwi < (k) +e
i=1 j=1

Entonces
yh@u) < YN lvx fillacl w) x gi llac
i=1 j=1
< D fillaclvg 1) (U gi lacll ws Ih)
i=1 j:l
= (S0l g ) (3 0l T )
i=1 j=1
< (VW) +e)(y(h) +6).
Concluimos la prueba ya que € > 0 es arbitrario. O

Lema 3. La aplicacion

® : (L1®L1) X (.Ac@Ac)—)A(,*@.AC

se extiende a una funcidn de L' @, L' x Ac ®, Ac a Ac ® Ac.

Demostracion. Dadas (hy) y (un) sucesiones de Cauchy en L' @, L'y Ac ®4 Ac,
respectivamente, entonces

< Y(un = Um) Y(hn) + 7 (Um) V(R = Rip) = 0
cuando n, m — oo.

Esto implica que (h, ® u,) es una sucesién de Cauchy en Ac ®+ Ac cuando
(hn) ¥ (upn) son sucesiones de Cauchy. Para un elemento arbitrario (h,u) €
L'®y L' x Ac ® Ac extendemos la aplicacién ®, denotandola por el mismo
simbolo, de la siguiente manera

h®wu:= lim h, ® u,, cuando h, — h, u, — u en las normas respectivas.
n—oo

De acuerdo con un célculo estandar, el limite es independiente de las sucesiones
que convergen a h y u. Esto prueba el lema. O

Teorema 12. Ac ®, Ac es un L' ®, Lt-mddulo.

Demostracion. Esto se obtiene tomando una sucesién (hy, ® u,,) con (hy,) v (un)
sucesiones que convergen a h y u, respectivamente. El Lema [2| implica

(@) = lm y(hy ® up) < lm y(hn) y(un) < y(h)y(w).

La desigualdad anterior prueba la propiedad (iv) de la Definicién @ Las otras
propiedades son sencillas de obtener. O
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Teorema 13. (Ac ®, Ac) ® (L1 ®-y Ll) =Ac ®, Ac.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema de Factorizacion del Mdédulo de Ba-
nach es suficiente con probar que

Ac R~ Ac C (.Ac R~y Ac) ® (Ll R~ Ll).
Seaw =31 a1, ®a; € Ac ® Ac. De la expresion (1.1 se puede escribir
agi = frixhe; € Acx L'(R), £=1,2;i=1,...,n.

Al conjuntar lo anterior se obtiene:

n n

w = Z(flz *hii) @ (fo,i*hoy) = Z(flz ® f2,i) ® (h1,; @ ha;).

i=1 =1

Por el Teorema de Factorizacion del Moédulo de Banach existe un elemento
u € Ac ®, Ac y un elemento h € L' @., L' tal que

n

S (F10® f20) ® (h1; @ hay) = u® h € (Ac ® Ac) ® (L' @, LY).
i=1

Esto prueba la densidad de (Ac ®, Ac) ® (L' @, L) en Ac ®, Ac, dando el
resultado por la aplicacién del Teorema de Factorizacién del Médulo de Banach.
O

Denotamos por BV (R) al espacio de las funciones de variacién acotada sobre
R. En el contexto de los teoremas anteriores también estudiamos el espacio

(HK(R)n BV(R)) ®, (HK(R) N BV(R)).
Este subespacio de HK(R) ®, HK(R) es andlogo al espacio
L'(R?) N L*(R?),

en la teoria de Lebesgue. En contraste, demostraremos que el Teorema de Fac-
torizacién no se cumple para este subespacio de HK(R) ®, HK (R).

Denotaremos por B = HK(R) N BV(R) y por By := ACj.(R) N B, con
AC), que denota al conjunto de funciones absolutamente continuas sobre cada
intervalo compacto en R. Se muestra en [25] que B * L*(R) = By C B. Esto
significa en particular que By es un subespacio cerrado del espacio de Banach
B con la norma

1fllz = [lflla+ 1 flBv,

con ||f|lpv la norma usual en BV (R). Ademds, para u € B se cumple que

| w lloo:= sup u(z)| <[l u |5 . (4.3)
z€R

Ver [25] para los detalles.

Lema 4. FEriste una isometria J entre B ®, B y un espacio de Banach $ de
funciones reales definidas sobre R?. En particular, ﬁ(BO @~ BO) es un subespacio
cerrado de Cy,(R?), las funciones continuas acotadas sobre R?.
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Demostracion. Para cada elemento b ® ¢ € B ®., B definimos
Jb®c):=bc,
donde b ¢ : R2 — R denota la funcién

(b o)(x,y) :==b(x) c(y).

Se extiende linealmente la funciéon J sobre todo B ® B. El rango de J es clara-
mente un subespacio h del espacio de funciones reales sobre R2. En este espacio
definamos la norma

I fnf{z loills il b ci€ B, b= Zbici}.
=1 =1

Esto induce una norma en el espacio b, y claramente J : B®, B — b es una iso-
metria. Del Teorema de la Transformacion Lineal Acotada uno puede extender
continuamente J sobre la completacién B ®., B. Denotamos la extensién por el
mismo simbolo. J. Es facil ver que esta isometria estd definida sobre la comple-
tacion $) de b con la norma || - ||. Para ver que este espacio estd contenido en
el espacio de funciones reales sobre todo R?, tomamos una sucesién de Cauchy
(Zfz(rf) bg-n) c;-n))zozl de elementos en $. Entonces dado € > 0 existe K, € N tal
que

R(n) R(m)
Z b§7L)c§n) o Z b;m)CEm) <e (vn’ m Z KE)
Jj=1 j=1
Denotemos h = lim,,_, o, ZR(") b(") (" €9,y
R(n)
RTsL= lim_ | Z [,(n) n> I
=1

B G
k=

Esto implica que existe una secesién (- i1 b

| que cumple

R(ng)

Ry

(ne) [(nk) _ g (F)<(F)

> b = e,
j=1 j=1

tal que
Rk B
SO s &Y 5< L+ 1/
j=1
En particular,
Flm) k) k)
| 2 W) \ ZW oo 1| €90 o L+ 1/k.

(z,y)ER?

Aqui se usa (4.3). Resulta que

R(n)
lim Z bgnk)(x)cgn’“)(y) exists in R (V z, y € R?).

k—oo <
Jj=1
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. L . ., - R oo
Siendo esta ltima expresion una subsucesién de la sucesién. ( > j:(al) bgn) cgn))nzl,

entonces
R(n)

h=lim Y bl
n— o0 7

Jj=1
Es una funcién real sobre R?. Ademaés, By es un subespacio de las funciones
continuas acotadas sobre R [25]. Entonces, un razonamiento similar al anterior
conduce a la conclusién de que J(By ®~ By) es un subespacio de las funciones
continuas acotadas sobre RZ. O

Teorema 14. (B®, B) ® (L' ®, L') = By ®, By € B®, B.
Demostracion. El mismo argumento como en el Teorema. [13| muestra que
By ®y By C (B®y B) ® (L' ®, L").

Esto demuestra la igualdad en la expresién de este teorema, mediante la apli-
cacién del Teorema de Factorizacion del Mdédulo de Banach. Para probar que
By ®, By es un subespacio propio de B ®, B, se observa que el Lema implica
que B ®, B es isométricamente equivalente a un espacio de funciones acotadas
no necesariamente continuas. Mientras que By ®+ By corresponde a un subes-
pacio de las funciones continuas. O

Teorema 15. B ®., B estd continuamente inmerso en los espacios L2(R) @~ L?(R),
HK(R) ®, HK(R) y BV(R) ®, BV (R).

Demostracion. Tomemos u = Z;‘Vﬂ b; ® ¢; € B ®, B. Entonces, debido a que
B estd continuamente inmerso en L?(R) [25], obtenemos

N N
lullze,i2< D 005 e [l =< D110 s Il e s -
j=1

j=1

Aqui ¢ > 0 es una constante. Ya que la norma de u, como un elemento de L? Ry
L2, es un infimo tomado sobre un conjunto mas grande, la primera desigualdad
en la expresién anterior es valida. Con lo anterior se obtiene,

IN

N N
I ullr2e, L2 Aif{> bl llcls: by, ¢geBu=Y b;®q}
j=1

Jj=1

= | ullse,s -

Esto induce una inyeccién continua de B ®+ B a L?(R) ®, L?(R). Las otras
inclusiones se prueban de manera similar. O]



28

CAPITULO 4. UN TEOREMA DE FACTORIZACION



Capitulo 5

La integral tensorial y la
transformada de Fourier

En este capitulo definimos la integral de Henstock-Kurzweil sobre el espacio
Ac ®, Ac. También, en terminos de esta integral definimos una transformada
integral sobre el producto tensorial B ®, B, y mostramos su relacién con la
transformada cldsica de Fourier sobre L?(R?).

Definiciéon 12. Dado un elemento u € Ac ® Ac, su integral de Henstock-
Kurzweil se define como

= om0 (/)

Observacion 9. Ndtese que esta integral es una forma bilineal y por lo tanto
estd bien definida [32)].

Proposicién 5. El operador T : Ac ® Ac — R dado por T(u) := [[u se
extiende a un funcional lineal acotado sobre Ac ®~ Ac.

L)
o[ [ 72

Fai(o0)

Demostracion. Sea u € Ac @ Ac.

T(w)]

IN

n

:Z

< 2l lall ol

Flz ‘

Se sigue de [32] que T estd bien definido y |T'(u)| < 7(u). Esto implica que T'
se puede extender de manera continua sobre la completaciéon de Ac ® Ac con
respecto a la norma 7. O

29
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Denotaremos por el mismo simbolo T a la extension continua de este fun-
cional.

Definicién 13. Para cadau € Ac ®. Ac definimos la 2D-integral de Henstock-
Kurzweil por

En el siguiente teorema presentamos las propiedades basicas de la integral
distribucional.

Teorema 16 (Propiedades Basicas).

(a) Linealidad. Si uy,us € Ac @ Ac y ki,ka € R entonces kiui + koug €
Ac ®, Ac yff(klul+k2u2) =k‘1ffu1+k2f U.

(b) Aditividad respecto a rectangulos no traslapados. Sea {F; : i =1,...m} una
familia de rectangulos tales que intE; NintE; =0 sii # j. Si E = U E;

entonces
m
Uy = // Uy .

(¢) Integrabilidad en union finita de rectingulos. Sea E como en el inciso
anterior. St u € Ac ®, Ac entonces u es integrable en E.

5.1. La transformada de Fourier

En [23] se muestra que la transformada de Fourier HK existe para toda
funcién en HK(I), donde I C R es un intervalo compacto. También se mostrd
en [23] que la transformada de Fourier H K existe para todos los elementos de
B. Con lo anterior podemos definir la transformada de Fourier tensorial.

Definicién 14. Sean X,Y € {Ac(I),B}. Para cada w € X @Y, con u =
2?21 fi ® gi, y cada'y € R?, definimos

/ / wo (=AM g (=2in()ue)

S T(fi()e O @ gi(Jem2mOm).
i=1

(Feu)(y)

Decimos que Fgu, denotado también por u, es la T-transformada de Fourier de
u.

A continuacién .7-";11) representa la H K transformada de Fourier definida en
B.

Proposicién 6. Sean X,Y € {Ac(I),B}. Para cada v € X @Y, con u =
St 1, ® fau, se satisface la siguiente ecuacion

n

Folw@) =3 (FUGam)) @ (F ).

i=1
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Demostracion. Seau € X ®,Y conu = Z?:l f1,4® fa.;. Aplicando la definicién
de o se tiene que:

’LL(X) ° (e—2i7rw1y1 ® e—2i7rw2y2) _ (Zflz(xl) ® f2z(x2)> ° (e—2i7rw1y1 ® e—2i7rw2y2)
i=1

n

= Z ((fl i(21) ® fai(wa)) 0 (7211 @ e””“”))
i=1
fl ; xl —2irrz1y1) ® (fg_i(l‘g)@_%ﬂrzm).

//u(x) ° (e—2i7rz1y1 ® e—2i7rz2y2); xr e RQ

=1

_ zj (FOm0w) & (FO0).

Por lo tanto,

Feo(u)(y)

O
A continuacién ]-'g) representa la H K transformada de Fourier definida en
B. La convolucién en B cumple que * : B x B — Cy(R). Ademds, si f,g €
B entonces Fg)(f xg) = Fg)(f)]:l(;)(g) [22]. Lo anterior permite probar el
siguiente resultado.
Teorema 17. Sean ui,us € BRB, conuy =Y oy [1,i®f2; yus = Z;nzl 91,9
92,5 Entonces ® : (B ® B) X (B ® B) — Co(R) ® Cp(R) y

]:®(U®h) = f@(u) O.F@(h)

Demostracion.
Folu®h) = .7-};(2:2 frixhij)® fgl*hg,j)>
= zn;ifl(ql)(fu*hl,j)®f§{1)(f27i*hz,j)
e
= 2 YA ) © )P )
e
- Zi( FP () @ FP i) o (Fi (hg) @ Fi ()
e
(A ) e () o (if;; () 7P (02,

i=1

= Fa(u)oFy(h).
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O

Analizamos la continuidad de la T-transformada de Fourier. En [20] se de-
muestra que para los elementos f € B, la transformada cldsica de Fourier uni-
dimensional y la H K-transformada de Fourier coinciden. Se deduce que para
w=> 1", fi®g; € B®, B, entonces

Fo(u) = iﬂ”(fn ® FV(g;) € L*(R?).
i=1

Aqui FO) denota la transformada clésica de Fourier definida como un opera-
dor unitario sobre L2(R). Similarmente, denotamos por F(2) a la transformada
clésica de Fourier sobre L%(RR?).

Por simplicidad escribiremos L? = L?(R). Nétese que L? @, L? = L?(R?),
asi que identificamos cada elemento de cada espacio con su elemento correspon-
diente en el otro [6] [2§].

Teorema 18. La T-transformada de Fourier Fg : B ®, B — L*(R) @, L*(R)
se extiende a un operador acotado de B @, B a L*(R?).

Demostracion. Seau =1 ., f; ® g; € B®, B. Observe que

7<~F®(§fi®gi)> v(if(”(fi)@f(”(gi))

> (FO @ F D)

7

IA
Il

[ f(l)(fz‘) [l2]] -7:(1)(91) ll2

[
NE

1

.
Il

I
NE

I fillzll g [l

=1

-
Il

IN
o

@
Il
-

(I filla + 1 fi llBv)(l gi lla + 1l gi 1Bv)

3

I fillsll gi |l
i=1

| =

En la segunda desigualdad hemos utilizado [25], Teorema 1]. Por propiedades del
infimo concluimos que

1
Y(Fo(u) < 77(w).
El Teorema de la Transformacion Lineal Acotada implica el resultado. O

Corolario 6. Fl siguiente diagrama conmuta.
L?(R?)
3/
B®, B []-‘@)

Fo
L*(R?)
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Demostracion. Esto se sigue del Lema [4 el [25] Teorema 1] y la Definicién

!} O

Ejemplo 3. Sean o y B numeros positivos con 0 < a < <1 ya+p > 1.
Considere la siguiente funcion en B\ L*(R) [23]
sin(]¢|*)

sin? : R - R; sinf(t) = T

«

para |t| > 1, extendiéndola de forma continuamente diferenciable sobre [—1,1].
Entonces

J(sin? @sinf) € L2(R?)\ LY(R?)
y la T-transformada de Fourier de sing ® sing es igual casi donde quiera a una
funcion continua que tiende a cero en el infinito. Ademds,

]—-®(51n§ ®Sin§)(y17y2) = //(sinfg ®sin§) o (e*2i7r(-)y1 ® 6721’71-(-)1/2)

es una representacion integral en términos de la 2D-integral de Henstock- Kurzweil
siempre que y1,ys 7 0. Esto también muestra que el Lema de Riemann-Lebesgue
es vdlido en un subespacio no contenido en L?(R?)N LY (R?). De hecho, al menos
en el subespacio J(B ® B).

La transformada de Fourier para Ac @ Ac 'y BV ®
BV

Las distribuciones integrables, A¢, son temperadas y por lo tanto la trans-
formada de Fourier distribucional existe para cada elemento de A¢x. Denotamos
por Fg4 a la transformada de Fourier distribucional.

Proposicién 7. Para cada u € Ac ®y Ac, conu =31 f1,® faos, la trans-
formada de Fourier existe y

n

Fow) = Y- (Fathm) @ (Falresdm) ).

i=1
Las funciones de variacién acotada, BV, son temperadas y por lo tanto la

transformada de Fourier distribucional existe. Denotamos por F; a la transfor-
mada distribucional.

Proposicion 8. Para cada uw € BV ® BV, con u = Z?:l f1,i ® fa.4, la trans-
formada de Fourier existe y

n

Fow) = Y- (Fathm) @ (Falresdm) ).

i=1
Las dos proposiciones anteriores prueban el siguiente corolario

Corolario 7. Para cadaw € (HK ® HK)U (BV @ BV), conu =", f1;®
fa2.i, la transformada de Fourier tensorial existe y

Fowi) = Y- (Fathim) @ (Falres)m) ).

n
i=1
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Apéndice A

Distribuciones

A.1. Producto tensorial de distribuciones

Aqui definimos el producto tensorial de distribuciones. Abordamos sus pro-
piedades basicas. Més adelate definimos la convolucién de distribuciones en ter-
minos del producto tensorial. Todos los resultados de este apéndice el lector los
puede consultar en [§].

A.1.1. Producto tensorial de funciones

De aqui en adelante U y V representan conjuntos abiertos en RP y R res-
pectivamente.

Definicién 15. Sean f : U - R y g : V — R. El producto tensorial de f y g,
denotado por f ® g, es la funcion f ®g:U xV — R definida por

(f@g)(z,y) = f(z)g(y).

Si feDU)yg €V, entonces f ® g es de clase C*® ya que, para cada
p-tupla « y cada ¢-tupla [ de enteros positivos, se tiene

D*P(f @ g) = D*f © D,
con, para & = (a1,...,0,) y 8= (B1,---,084),

Hlel+18]
0z ... OxpP Oyt ... Owy” .

D(@B) —

Ademis este producto tensorial tiene soporte compacto, debido a

suppf © g = suppf x suppg.
Asi f® g € DU x V). Consideremos el espacio vectorial de D(U x V)
generado por las funciones f ® g con f € D(U) y g € D(V). Denotamos este
espacio por D(U) @ D(V).
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A.1.2. Producto tensorial de distribuciones

Sean f € L} (U)y g € L} (V). Observe que f ® g € L} (U x V). De

loc loc loc
acuerdo a la definicién de producto tensorial para funciones podemos definir el

producto tensorial de las distribuciones Ty y T, como Ty @ T := Tygq. Asi para
0 € D(U x V) se tiene lo siguiente:

(Ty & T,,0) = /U  F@a)d(e. ey

por el teorema de Fubini se obtiene,

/Uf(w)(/vg(y)H(a?,y)dy)dx
/ g(y)( / f(fﬂ)e(:v,y)d:c>dy.

afH/vg(y)ﬂ(x,y)dy

<Tf ® Tg7 9)

Observe que la funcién

estd en D(U) y que

/Vg(y)e(x,y)dy = (Ty,0(x,.)), para cada x € U.
Asi
(Ty @ Ty,0) = (T, (Ty,0(., )))-
Y también
(Tr @ Ty, 0) = (T, (Ty,60(.,.)))-
También se escribe ((Tf)q, ((Tg)y,0(z,y))) en lugar de (T, (T, 6(.,.)))-

Teorema 19. Sea T € D'(U), 0 € C*(U xV) y K un subconjunto compacto de
U tal que 9(z,y) =0 para cada x € U — K y cada y € V. Entonces la funcion

F:ye— (T, 0(z,y))

es de clase C*° sobre V. Ademds, para cualquier multi-indice o € N7, se tiene
que
DyF = (T, Dy6(z,y)),

donde Dy representa la derivada con respecto a y.
Corolario 8. Sean T € D'(U) y 0 € C=(U x V).
(i) Si 0 € Dxxr(U x V), entonces F € D (V).

(i) SiT tiene soporte compacto, entonces F € C*>° (V') y para cada multi-indice
a7

D°F(y) = (T, D“0(z,y)).

Proposicion 9. Cualquier distribucion T sobre D(U x V) que se anula en
D(U) @ D(V) es identicamente cero.

El siguiente teorema garantiza la existencia.
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Teorema 20. Sea S € D'(U) y T € D'(V). Existe una distribucion sobre
D(U x V), denotada por S @ T, tal que

(ST, p0¢) = (S,¢)(T,¢); ¢ € DU),¢ € D(V).

Debido a la unicidad de S ® T se obtienen las siguientes formulas, que son
el anédlogo al Teorema de Fubini para distribuciones.

Proposicién 10. Sean S € D'(U) y T € D'(V). Entonces para cada 0 €
DU x V),

A.1.3. Propiedades del producto tensorial
El producto tensorial satizaface las siguientes propiedades
Proposicién 11. Sean S € D'(U) y T € D'(V).
(i) Para cada 6 € D(U x V), se tiene

— <
(ST, 0)=(T®S, 0), con 0(yx)=0(y ).
Por lo tanto el producto tensorial no es conmutativo.

(i) Para cada f € E(U) y cada g € E(V), se tiene
(fegEeT)=(f5)e (¢T).

(iii) El producto tensorial es asociativo.

A.2. Convolucion de distribuciones

Para f,g € L'(R"), la convolucién f * g de f y g, definida por
(f+9)(z) = A f(@)g(z — z)dx

esta en L'(R"). Es natural definir T x T, por T}.,. Para cada ¢ € D(R") se
tiene,

TrTpe) = [ (ool

= /n ( - fl@)g(z — x)d:c)cp(z)dz.

Por el Teorema de Fubini se obtiene,

T Tye) = R”f(@g@_x)@(z)dm

/ f(z Yo(x + y)dady.
n R!L

Escribimos h(z,y) = f(z)g(y) = (f @ g)(z,y) y ¢ (z,y) = ¢(z +y), con lo
cual se obtiene

(Ty x Ty ) = /]Rz h(z,y)e™ (z,y)dzdy.
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Si f,g € L},.(R™), entonces h € Li, (R?"). Pero ¢ no necesariamente tiene

soporte compacto. En efecto, si supp ¢ = K, se define
K = (supp )® = {(z,y) ;. +y € K}.

Si tomamos K = [0, 1], entonces K* es la banda en R? determinada por las
rectas cuyas ecuaciones son z +y =0y x +y = 1. Sin embargo, (T}, <pA> tiene
sentido si (supp h) N (supp ™) es compacto. Pero supp h C supp f x supp g

y supp (¢2) C (supp ap)A. Por lo tanto, (T}, ™) existe si (supp f x supp g) N
(supp @)A es compacto.

Definicién 16. Sean S,T € D'(R™). El producto de convolucion de S y T,
denotado por S x T, es una distribucidn en D'(R™) (en caso de que exista)
definida por

(S*T,p) = (S®T, %), Yo € D(R™).

Definicién 17. Sea (4;), 1 < i < k, una familia de subconjuntos cerrados
de R™. Decimos que se admite para la convolucion si, para cada subconjunto
compacto K de R™, el conjunto (Hle Ai) N K2 es compacto en R™.

Proposicion 12. La familia (4;), 1 < i <k, se admite para la convolucidn si y
solo si para cada compacto K y cada 1 <1i <k, el conjunto AN (K— Zj# Aj>

es ralativamente compacto.

A.2.1. Propiedades de la convolucién
La convolucidn tiene las siguientes propiedades algebraicas.

Proposicion 13. 1. Si Ty y Ty son distribuciones cuyos soportes forman
una familia admitida para la convolucion, entonces Ty x To = Ty x T7.

2. Para cualquier distribucidn T sobre D(R), se tiene T+§ = 6T =T donde
6 es la medida de Dirac en el origen.

3. Si 11, Ty y T3 son distribuciones cuyos soportes forman una familia ad-
mitida para la convolucion, entonces (Ty * Ty) x Tz =Ty x (Ty * T3).

En relacion a la derivada de la convolucion se tiene lo siguiente.

Proposicién 14. 1. Para cualquier distribucion T sobre D(R™), tenemos

D +«T =T D% = DT, o € N".

2. SiTy y T son distribuciones cuyos soportes forman una familia admitida
para la convolucion, entonces

Da(Tl * TQ) =DTy Ty =T * DaTQ, a e N,

Definicién 18. A la distribucion T x Ty se le llamada la convolucion de T
y f. Esta es denotada también por T x f. Se dice que esta distribucion es la
reqularizacion de T por f.

Como una consecuencia de la proposiciéon anterior tenemos los siguientes
resultados sobre densidad.



A.2. CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES 39
Proposicién 15. Cualquier distribucidn T' es el limite en D'(R™) de una suce-
sion de funciones de clase C™°; decimos que E(R™) es denso en D'(R™).
Proposicién 16. El espacio D(R™) es denso en D'(R™).

Proposicion 17. Sean 11 y T dos distribuciones cuyos soportes forman una
familia admitida para la convolucion. Entonces supp T, + supp Ty es cerrado y

supp (T1 * Ty) C suppT + supp To.
A continuacién mencionamos el siguiente caso particular.

Proposicién 18. Sea T € D'(R") y f € C(R") tal que la familia (supp T, supp T)
es admitida para la convolucion. Entonces

T« Ty =T,

donde la funcidn g es de clase C>° dada por g(t) = (Ty, f(t — x)).

A.2.2. Orden de una distribucion integrable
Introducimos una familia de seminormas sobre D de la siguiente manera:

lelly = D 1™ oo

n<N

de hecho estas seminormas forman una sucesién creciente. Con estas seminor-
mas se puede definir una topologia localmente convexa sobre D; la topologia
resultante hace de D un espacio métrico que no es completo.

Pero en este caso, las normas ||p||y son utiles para establecer el siguiente
resultado.

Teorema 21. Una funcional lineal T sobre D es una distribucion si y sélo si
para cada K C R compacto, existe una constante C > 0 y una N € NU {0} tal
que

(T, 0)| < Cllelln (A1)

para todas las funciones ¢ con soporte en K.

Definicién 19. Si el numero N del teorema anterior, se puede elegir indepen-
dientemente del compacto K, y N es el minimo de tales enteros no negativos,
se dice que la distribucion es de orden N. Cuando ningun valor de N puede
cumplir, para todo K, la Ecuacion[A] se dice que T tiene orden infinito.

Ejemplo 4. Sea Q C R un conjunto abierto.

(a) Sea A una medida de Radon con signo sobre R. La funcional

(Ty, §) = /R 6dr, €D,

es una distribucion de orden cero.

(b) La distribucion 0, tiene orden cero.
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(c) Sea f € L},.. La funcional
@00 i= [ ola)fade, €D,
es una distribucion de orden cero. En efecto,

ol =|w [ s@iwa] < @ [ il
= @ e

IN

oo (L d
161 ()/Supwlf(x)l v
1l é b,

con C= (L) [, » 1 f(2)]dz.

(d) Para cualquier ¢ € D(R), escribimos
— 17 (p)
(T,¢) = lim_ Zow ().
p:

Este limite siempre existe para Z;O:o ©®)(p) el cual de hecho es una suma
finita para cualquier ¢ € D(R). Se verifica que T es una distribucion. Esta
distribucion no es de orden finito.

Teorema 22. T es una distribucion de orden cero si y solo si'T' es una medida
de Radon con signo.

Distribuciones con soporte compacto
Definicién 20. Sea T' una distribucidn sobre D(R).

1. Decimos que T se desvanece en un subconjunto abierto U de §2, si (T, ) =
0 para cada ¢ € D(Q) tal que supp ¢ C U.

2. El conjunto abierto cero de T es el subconjunto abierto mds grande de )
(en caso de que exista) en el cual T se desvanece.

3. El soporte de T es el complemento en Q del conjunto abierto cero.
Ejemplo 5.
1. Hemos visto que si f € C(Q), entonces
supp Ty = suppf.
2. Para toda funcién f € L}, .(Q), se tiene
supp Ty C suppf.

Pero no siempre se tiene la igualdad. De hecho para la funcion caracteristi-
ca xq de los racionales, se tiene que supp (xq) = R y supp (Ty,) = 0.
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3. Para cualquier a € ), se tiene que
supp d, = {a}.

Proposicion 19. Toda distribucion con soporte compacto es de orden finito.

Observacion 10. El reciproco es falso. Considere, por ejemplo, la distribucion
1

Vps-
En seguida presentamos una caracterizacién de las distribuciones con soporte

compacto.

Proposicién 20. Sea T una distribucién sobre D(2). T tiene soporte compacto
si y sélo si existe un entero positivo m tal que T se extiende a una forma lineal
continua sobre E™(Q).
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Apéndice B
La integral de Henstock

En este apéndice consideramos funciones cuyo dominio son intervalos no
acotados, asi que empezaremos por definir a los reales extendidos; su orden, su
aritmética y su topologia.

Es conocido que a R se le adjuntan los puntos oo (=400) y —oo para formar
el sistema de los niimeros reales extendidos R = [~00, 00| := RU{—00, 00}, y se
extiende el orden usual sobre R definiendo que —oo < < oo para todo = € R.

Con este orden se obtiene que: cada subconjunto A de [—o0, 0] tiene una
minima cota superior, o supremo, y una maxima cota inferior, o infimo, los
cuales son denotados por sup A e inf A, respectivamente. También se usa la
notacién VA para el supremo y AA para el infimo.

La aritmética de R puede ser extendida parcialmente a [—oo, 00] de la si-
guiente manera:

xtoo=2do00(x €R), cotoo=00, —00—00=—00,
x - (£o00) = £oo(x > 0), z-(foo) = Foo(z <0).

En la bibliografia consultada no se intenta definir co — occ.

Es comiin aceptar la convencién, a menos que se indique lo contrario, de que

0-(£o0) =0.

A partir de la topologia usual en R, 7, se puede definir una topologia para
los reales extendidos. A tal topologia la denotaremos por 7, y serd la coleccién
de todas la uniones de elementos de 7 con intervalos de la forma [a,z), (z,b]
y la,b], con a,b € {o0,00} y x € R. Entonces 7z C 7. Ademads, esta topologia
hace a los reales extendidos un espacio compacto homeomorfo al intervalo [0, 1].

Observese que con esta topologia también podemos definir el concepto de
limite de una sucesién {z,} en R. Decimos que, {x,} converge a = € R, si y sélo
si para todo abierto U, € 7z, que contenga a x, existe N € N tal que z,, € U,
sin> N.

Al hablar de medida sobre los reales extendidos siempre nos referiremos a la
medida de Lebesgue, m. Asi, recordemos que la medida de Lebesgue evaluada
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en los subintervalos de [—o00, o0] coincide con la funcién longitud I. En algunas
ocasiones emplearemos [ en lugar de m. También recordemos que si una afirma-
cién acerca de los elementos x de un subconjunto A C [—o0, 0] es verdadera
excepto para los x en un subconjunto nulo de A, diremos que la afirmacion es
verdadera casi dondequiera en A. Si no se especifica cual es el subconjunto A,
entonces se asumird que A = [—o0, 00].

A partir de aquf trabajaremos con funciones f : [—0co,00] — R tales que
f(£o0) = 0.
Se define la parte positiva y negativa de f como
fH(z) = max{f(2),0} [~ () =max{—f(z),0},
asl, f=fT—fTylfl=fr+/".

Definicién 21. Sea § : R — (0,00). Un intervalo etiquetado (x,J) consiste
de un intervalo cerrado J C [—o00,00] y un punto x € J. El intervalo (x,J) es
subordinado a § si

JC(z—46(x),z+d(x) 6 z€{—o00,+00}.

La letra P denotara una coleccién finita de intervalos etiquetados no trasla-
pados, es decir, una coleccion de intervalos donde la interseccién de cualesquiera
dos de ellos es a lo mds un punto. Sea P = {(x,[¢;,d;]) : 1 < i < n} una tal
coleccién, donde cada [¢;, d;] estd contenido en el intervalo J C [—oo, oo]. Adop-
taremos la siguiente terminologia:

(a) Los puntos {z;} serdn las etiquetas de P y los intervalos {[c;, d;]} serdn los
intervalos de P.

(b) Si (zi, [ci,d;]) estd subordinado a § para cada i, entonces P estd subordi-
nada a d.

(c) Sea E C [—00,00]. Si P estd subordinada a § y cada x; € E, entonces P es
E-subordinada a 4.

(d) Si P estd subordinada a § y J = |J_, [¢;, d;], entonces P es una particién
etiquetada de J subordinada a §. De aqui en adelante, si J = [—o00, 00| se
dird simplemente que son particiones etiquetadas.

Observacion 11. 1. Ezisten colecciones de intervalos no traslapados que no
son particiones.

2. 5i 01 y 92 son como en la definicion anterior, entonces toda particion
etiquetada subordinada al infimo de estas dos funciones, 01 A d2, también
estd subordinada a 01 y a 0s.

El siguiente teorema es indispensable para garantizar la buena definicién de
integral, puesto que garantiza la existencia de particiones etiquetadas subordi-
nadas a una funcién estrictamente positiva definida sobre R. La demostracion
de este y todos los resultados que aparecen en este capitulo se pueden consultar
en [3], [34] y [12].
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Proposicién 21. Teorema de Cousin. Si § es una funcion estrictamente
positiva definida sobre R, entonces existe una particidn etiquetada de [—o0, 0]
que estd subordinada a 0.

Sea f :[-00,00] — Ry P = {(24,[ci,d;]) : 1 < i < n} una coleccién de
intervalos etiquetados no traslapados. Usaremos la siguiente notaciéon para una
suma de Riemann en la coleccién P:

f(P) = Z f(@i)(di —¢;).

Ahora tenemos los elementos necesarios para la siguiente:

Definicién 22. Una funcion f : [—oo,00] — R es HK-integrable si existe un
ndmero real L con la siguiente propiedad: para cada € > 0, existe una funcion
estrictamente positiva 0 definida en R tal que | f(P) — L| < € siempre que P sea
una particion etiquetada subordinada a 6. El numero L se llamard la integral
de f y lo denotamos por [ f. Una funcién f es HK-integrable en un conjunto
medible E C [—00,00| si fxg es HK-integrable.

La integral de Henstock-Kurweil estd bien definida ya que la integral de una
funcién, si existe, es unica. Por otro lado, si f es integrable en E = [a,b], un

intervalo cerrado en [—oo,c0], también se usard la notacién fab f en lugar de
f IXxE-

Si en la definicién anterior se cambia la funcién d por una constante se obtiene
la definicion de la integral de Riemann. La motivacién para considerar a § como
una funcién en lugar de una constante se puede hacer a través del Teorema
Fundamental del Cdlculo tal como se hace al inicio del primer capitulo de la
referencia [34]. Adem4s, el lector puede consultar en el mismo texto la prueba
de la primera parte del Teorema Fundamental del Céalculo para la H K-integral,
como un ejemplo de las demostraciones que dejan ver claramente la ventaja de
tomar a § como una funcién en lugar de una constante.

El prefijo “HK” es para hacer referencia a los autores de esta definicion:
Ralph Henstock (1923 — 2007) y Jaroslav Kurzweil (nacido en 1926). Aunque
en ocasiones no usaremos este prefijo a menos de que sea necesario, por lo que
las palabras integral, integrable, etc. haran referencia, en este capitulo, a HK-
integral, H K -integrable, etc.

Ahora presentamos una serie de resultados béasicos. El primero de ellos nos
dice que las funciones H K-integrables forman un espacio vectorial con las ope-
raciones usuales de producto por escalar y suma de funciones.

Teorema 23. Sean f,g:[—00,00] — R funciones integrables. Entonces

(a) kf es integrable y [kf =k [ f para cada k € R.

(b) f+g es integrable y [(f+9)= [+ [g.

Teorema 24. Sea f : [—00,00] — R. Entonces: f es integrable si y sélo si f
es integrable en cada intervalo cerrado J C [—o0,00]. Ademds, si z € J = [s, ]

entonces fJf:fszf—f-thf'
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Como mencionamos antes, el involucrar los conceptos de teoria de la medida
nos permite mejorar algunos teoremas debilitando las hipdtesis, como veremos
a continuacion.

Teorema 25. Sean f,g: [—00,00] — R funciones integrables. Entonces
(a) Si f < g casi dondequiera, entonces [ f < [g.
(b) Si f =g casi dondequiera, entonces [ f = [g.

Teorema 26. Sea f : [—00,00] — R integrable y g : [—00,00] — R tal que
f = g casi dondequiera en [—o0,00]. Entonces g es integrable, y ff = fg.

Existen funciones f que son H K-integrables, pero cuyo valor absoluto |f]
no lo es. A estas funciones se les conoce como condicionalmente integrables. Y
a las funciones f que son integrables y cuyo valor absoluto |f| también lo es, se
les llama absolutamente integrables. El conjunto

{f :R — R| f es HK-integrable y f es absolutamente integrable }

es un conjunto importante, ya que forma un subespacio vectorial que contiene
a todas las funciones positivas que son Henstock integrables, de hecho coincide
con el conjunto de las Lebesgue integrables. En relacion a lo anterior enunciamos
el siguiente resultado:

Teorema 27. Si f es absolutamete integrable, entonces | [ f| < [|f].

Como acabamos de comentar, no todas las funciones H K-integrables son
absolutamente integrables asi que no se puede definir una norma como la que
se define en el conjunto de las funciones Lebesgue integrables.

Una seminorma sobre este espacio se define en [I] por

17 1= [ 1]}

z€R

(B.1)

Esta es llamada la seminorma de Alexiewicz (es una seminorma como resultado
del Teorema, [25)), se puede mostrar que es equivalente a

[

eI Fr<2isi

HK(I) no es un espacio de Banach [34].

Si establecemos la siguiente relacién de equivalencia: para f y g, funciones
H K-integrables, se dice que f ~ g siy sélo si f = g casi donde quiera. Entonces
podemos definir a HK como el conjunto de las clases de equivalencia de las
funciones H K-integrables. Luego, la ecuacion define una norma sobre H K,
y con ello podemos hablar ahora del espacio (HK, ||||4), es decir, el conjunto de
clases de equivalencia HK con una estructura de espacio normado. HK (I) no
es un espacio de Banach [34]. La completacién del espacio Henstock-Kurzweil
con la norma de Alexiewicz se denota por HK (I). El siguiente teorema da una
caracterizacién de este espacio [4].

If 1= sup_
[s,t]CR

De hecho,
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Teorema 28. HK(R) es un espacio de Banach separable isométricamente iso-
morfo a Be.

A continuacién presentamos algunos teoremas importantes.

Proposicién 22. Criterio de Cauchy. Una funcidn f : [—o0,00] — R
es integrable si, y solo si para cada € > 0 existe una funcion 0 estrictamente
positiva en R tal que |f(P1) — f(P2)| < € siempre que Py y Po sean particiones
etiquetadas subordinadas a 0.

Teorema 29. Sea f : [—00,00] — R y supongamos que para cada € > 0 existen
funciones integrables g1, ga : [—00,00] — R tales que g1 < f < g2 en [—00, 0],
y [(g2 — g1) < €. Entonces [ es integrable.

Teorema 30. Si f : [—00,00] — R es continua en [a,b] con a,b € R entonces
f es integrable en [a,b].

Proposicién 23. Lema de Saks-Henstock. Sea f : [—00,00] — R una
funcion integrable y € > 0. Supongase que § es una funcion estrictamente posi-
tiva en R tal que |f(P) — [ f| < € siempre que P sea una particion etiquetada
subordinada a 6. St Py = {(zi,[ci,di]) : 1 < i < n} es cualquier coleccion de
intervalos etiquetados no traslapados, subordinados a §, entonces

n d; n d;
|f<7>o>—§j/ f\geyZ\fm)(di—ci)—/ f 1< 2.
i=17¢ i=1 ci

En seguida, incluimos algunos resultados acerca de integrales impropias y
una caracterizacion de funciones absolutamente integrables.

Proposicién 24. Teorema de Hake. Sea f : [a,00] = I — R integrable
sobre [a,b] para cada a < b < o0o. Entonces f es integrable sobre I si, y sdlo si

limp_ o0 fabf existe.

Corolario 9. Sea f : [a,00] = I — R absolutamente integrable sobre [a, D]
para cada a < b < co.

(a) Si f es no negativa, f es integrable sobre I si y sdlo si sup{fj fra<b<
oo} < 0.

(b) Si g : I — R es integrable sobre I y |f(x)] < g(z) para cada x € I,
entonces f es absolutamente integrable sobre I.

Teorema 31. Sea I = [—00,b], b < 00, y f : I — R integrable sobre I. Sea
F(z) = ffoo f para —oo < x < b. Entonces |f| es integrable sobre I si, y sdlo si

F es de variacion acotada en I. En este caso, [;|f| = Var(F;I).

Ahora presentamos las dos versiones del Teorema Fundamental del Calculo
(TFC); el cual es parte, sin duda, de la motivacién para desarrollar el estudio
de la H K-integral.

Proposicién 25. Teorema Fundamental del Calculo (Parte 1). Sea A C
[a,00) un conjunto a lo mds numerable y sea f : [a,00) = R continua y tal que
lim, oo f(x) existe. Si f es diferenciable excepto posiblemente en A, entonces
f' es integrable en [a,00) y faoo f" = f(c0) = f(a), donde se define f(o0) =
lim, 00 f(2).
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Seria deseable que, en esta primera parte del TFC, A fuera cualquier conjunto
de medida cero, pero en tal caso el teorema no es cierto. La funcién de Cantor
es un contraejemplo (ver [3]).

Proposicién 26. Teorema Fundamental del Célculo (Parte 2). Si f :
[—00,00] — R es integrable y se define a F(zx) = ffoo f, —o0o < x < oo, la
integral indefinida de f. Entonces

(a) F es continua en [—00, 00];

(b) F es diferenciable casi dondequiera en [—00,00), y ademds F' = f casi
dondequiera en [—o0, 00).

Un resultado interesante es que toda funcion integrable es medible, ello es
consecuencia de que la integral indefinida, F', de la funcion f es continua cuan-
do f € HK. Como F es continua, también lo es k~!(F(t + 1/k) — F(t)) para
cada entero positivo k. Y ya que cada funcién continua es Lebesgue medible y
f es el limite, casi donde quiera, de estas funciones cuando k tiende a infinito
(esto ultimo por el Teorema [26] (b)), entonces [ es limite, casi donde quiera, de
funciones medibles y por consiguiente también es medible.

Otra propiedad que tiene la integral indefinida estd en términos de la si-
guiente definicién.

Definicién 23. Sean F : [a,b] — R, E C [a,b], y consideremos F como una
funcion de intervalos. La funcion F es ACs en E si para cada € > 0 existe un
nimero positivo 1 y una funcidn positiva § sobre E tal que |F(P)| < & siempre
que P sea E-subordinada a 6 y p(P) < n. La funcidn F es ACGs en E, si E
puede escribirse como union numerable de conjuntos E,, de tal forma que F es
ACjs sobre cada E,,.

Ahora emplearemos el concepto de funcion ACGy para caracterizar a las
funciones H K-integrables.

Teorema 32. Una funcion f : [a,b] — R es Henstock integrable sobre [a,b]
st y solo si existe una ACGys funcion F definida en [a,b] tal que F' = [ casi
dondequiera en |a,b].

Observacién 12. En [12, pdg. 147s.] se puede consultar lo siguiente.
1. En la demostracion de este teorema, para probar necesidad se emplea la

funcion F(z) = f; f, en otras palabras, toda integral indefinida F es

ACG;.

2. Se puede probar que una funcién ACGs en [a,b] es diferenciable casi don-
dequiera en [a,b]. Por lo tanto, una funcion F es una integral indefinida
si y solo si F es ACGjs en [a,b].

Otro resultado importante es el siguiente

Proposicién 27. Teorema de Integracién por Partes. Sea f : [a,b] = R
es Henstock integrable sobre [a,b] y sea F(x) = [T f para cada x € [a,b]. Si
G : [a,b] — R es absolutamente continua en [a,b], entonces fG es Henstock
integrable en [a,b] y

b b
/ fG = F(b)G(b) — (L) / FG'. (B.2)
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En este teorema se puede debilitar la hipétesis sobre G, de que sea absoluta-
mente continua por la hipétesis de que sea de variacién acotada. Como resultado
de ello la integral de Lebesgue que aparece en el lado derecho de la igualdad

1} se cambia por la integral de Reimann-Stieljes, f; FdG.
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