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Introduccion

El Anillo de Burnside B(G) se define como el Anillo de Grothendieck de las clases de
isomorfismos de G—conjuntos, para un grupo finito G, con la suma y multiplicaciéon dadas por la
unién disjunta y el producto Cartesiano respectivamente.

Uno estudia con frecuencia el Anillo de Burnside de un grupo finito G usando la marca de
homomorfismo ¢: B(G) — ZIC(@I donde C(G) es la familia de las clases de conjugacion de los
subgrupos de G.

Para cada K < G, la K—ésima cordinada de ¢ esta definida por px(X) = |X*|, donde
X es un G—conjunto. El anillo B(G) := ZI(@) es el anillo de las funciones de superclase
f: C(G) = Z con la multiplicacion dada coordenada a coordenada.

Este anillo es llamado el anillo fantasma de G y es parte importante para el entendimiento
de los G—conjuntos usando la informacién de sus puntos fijos.

El objetivo de este trabajo es caracterizar el anillo de Burnside para C, x Cp, en donde
C)p es un grupo ciclico de orden un entero primo p.

Comenzaremos hablando sobre los ntmeros p—adicos, asi como también el producto tenso-
rial y el producto fibrado, temas importantes para el objetivo de este trabajo.

En el segundo capitulo de este trabajo daremos la definiciéon de la accion de un grupo en
un conjunto, asi como los conceptos importantes para el estudio de éste mismo.

En el tercer capitulo estudiaremos el concepto de marca de un subgrupo para un grupo fi-
nito, donde analizaremos qué relaciéon existe con los G—conjuntos.

En el cuarto capitulo construiremos el Anillo de Burnside para un grupo finito, que es una
forma similar a la construccién de los niimeros enteros a partir de los niimeros naturales.

En el ultimo capitulo daremos la caracterizaciéon de los anillos de Burnside para el grupo

simétrico de Ss, el grupo 4 de Klein, el grupo diédrico Dsg, el grupo de los cuaternios, Zs X Zo,
Z3 X L3, Ls x Zs, con la finalidad de caracterizar el caso general para Z, X Zj.

IX






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos un breve repaso de los niimeros p—adicos, del producto tensorial y
producto fibrado, temas que son importantes para el desarrollo de esta tesis.

Los ntimeros p-adicos
Definicién 1.1. Sea K un campo y RT el conjunto de los nimeros reales no negativos. Un valor
absoluto sobre el campo K es una funcion
|-|: K— Rt

tal que cumple las siguientes propiedades:

1. || =0 <= 2 =0;

2. Va,y € K: |zy| = |xllyl;

3. Ve,y e K|z 4yl <lz|+ |yl

Definicién 1.2. Sea K un campo y RT el conjunto de los nimeros reales no negativos. Un valor
absoluto sobre un campo K es no arquimediano si cumple también que

|z +y| < mdx{|z|, [y[}
para todo x,y € K.
Definicion 1.3. Sea p € Z un numero primo arbitrario pero fijo y la funcion:

vp: Z—{0} - R,
tal que para cada n € Z — {0}, definimos vy(n) como el dnico entero no negativo que satisface:
n=p»™n' donde ptn'.
Llamamos a la funcion vy, la valuacion p — ddica sobre Z.
Podemos extender este concepto a los niimeros racionales, i.e., para ¢ € Q — 0, su valuacion

p—adica es:

a

Up (g) = vp(a) — vp(b).

Ademas, definimos v,(0) = +o0.

Por ejemplo, v5(24) = 3 y v3(24) = 1, puesto que 24 = 233!, Por otro lado, ’Ug(%) =1y
1)3(%0) = 2.
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Definicion 1.4. Sea y € Q, el valor absoluto p — ddico de y es el siguiente:

‘ | _ pfvp(y) Szy#o
P =0 siy=0.

El valor absoluto p — ddico es un valor absoluto no arquimediano.

Definicion 1.5. Una sucesion de elementos de un campo K, (x,), es una sucesion de Cauchy si
para todo € > 0, existe N € N tal que |x,, — x,,| < € siempre que n,m > N.

Lema 1.6. Con la notacion de la definicion anterior,
nlgrgo |Zpt1 — Tnlp = 0.
Observacion 1.7. El conjunto
Cp(Q) = {(zn) |zn € Q y (x,) es una sucesion de Cauchy con respecto a |- |,}

es un anillo conmutativo con unidad con la siguiente suma y producto:

(xn) + (Yn) = (Tn + Yn);
(@n)(Yn) = (TnYn),

para toda (z,,), (yn) € Cp(Q).
Proposicién 1.8. El conjunto
N = {(@n) € Cy(@)] lim |z, = 0}
es un ideal en Cp(Q).
Demostracion.
1. Es claro que (0) € V.

2. Sean (x,), (yn) € N. Sea € > 0, entonces existen Ny, Ny € N tal que si m; > Ny y ma > Na,
entonces | T, |p < €y |Tm,|p < €.
Por lo tanto, tomando N = max{N7, N2}, entonces para cada m > N se cumple que

[+ Ymlp < maX{ |2, [ym[} <€,
lo cual nos implica que (z,) + (yn) € N.
3. Sea (z,,) € Cp(Q), (yn) € N, entonces, al ser (z,,) sucesion de Cauchy, existe r € RT tal que
|zn]p <7 Vn €N,

por lo tanto,

nh_)néo |Znlplynlp < nlirgor|yn|p =0,
por lo que (z,)(yn) € N.
Por lo tanto, concluimos que N es un ideal en C,(Q). O

Observacién 1.9. Con la notacion de la proposicién anterior, se puede ver que N es ideal mdzimo.
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Definicion 1.10. Definimos el campo de los nimeros p—ddicos como

Podemos extender | - |, a Q) de la siguiente forma: Si A € Q(p, entonces

[Alp = lm |z,|p, en donde (x,) es un representante de A.
n— oo

La funcion | - |, estd bien definida y es un valor absoluto no arquimediano.
Por otro lado, definimos
Z(p) = {:L' S Q(p) : |£L’|p < 1}

Zpy es un anillo local cuyo ideal mdzimo es pZyy, sus unidades son los x € Zy tales que |z|, =1
y es subanillo de Q).

Nota 1.11. Bajo la inclusion de:
i: Q — Q(p)
z = (z),
la imagen de Q en Q) es densa, asimismo, la imagen de la inclusion de Z en Z, es densa.

Proposicion 1.12. Siz € Zy) y n > 1, existe un unico « € Z con 0 < a < p" ! tal que
|z — al, <p~". Para cualquier x € Z,) existe una tnica sucesion de Cauchy (o) que converge a
x con las siguientes propiedades:

1. an €7Z, donde 0 < a < p"~ ! ¥n € N.

"=1) para cada n € N.

2. ap = ap_1 (Mmod p
Demostracion. La demostracion se encuentra en la Propisicion 1.21 de [3]. O
Proposiciéon 1.13.

1. Cada x € Zy) tiene una expresion unica de la siguiente forma:

o0
T = Zbip’, donde 0 < b; < p'~1L.
i=0

2. Cada v € Qp) tiene una expresion tnica de la siguiente forma:

T = Z bp', donde 0 < b; < pi~1, by # 0 y vp(z) = —ny.

7;:77’7,0

Nota 1.14.
1. Zpy /MLy = Z/nZ como anillos para cada n € N.
2. Lpy y U(Zy)) son compactos.
3. Qup ¥ (@’("p) son localmente compactos.

Las demostraciones se encuentran a lo largo del capitulo 1 de [3].
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Producto tensorial y producto fibrado

Definicion 1.15. Sea R un anillo, A un R—mddulo derecho, B un R—mddulo izquierdo y G
un grupo (aditivo) abeliano. La funcion

f:AxB—G
es biaditiva si para todo a,a’ € A, b,/ € B yr € R se cumple que:
1. f(a+ad',b) = f(a,b) + f(a’,b);
2. fla,b+V) = f(a,b) + f(a,b);
3. f(ar,b) = f(a,rd).

Por otro lado, si R es conmutativo y G es R—mddulo, f es bilineal si f es biaditiva y, ademds,
cumple también que f(ar,b) =rf(a,b).

Definicion 1.16. Sea Agr un R—mddulo derecho y gB un R—mddulo izquierdo, su producto ten-
sorial es un grupo abeliano, denotado por AQgr B, junto con la funcién h: Ax B — A®gr B, donde
h es biaditiva, y cumple que para cualquier grupo abeliano G y cualquier f: A x B — G biaditi-
va, existe un unico Z—homomorfismo f: A®rB — G que hace que el siguiente diagrama conmute:

AxB > Aoz B
G.
Definicion 1.17. Un R—mddulo izquierdo F es libre si es isomorfo a una suma directa de copias
en R, es decir, existe I un conjunto de indices tal que:

F=Pr,
el

donde R; =< x; >=2 R, con x; € F para cada i € I. Un Z—mddulo libre es también llamado un
grupo abeliano libre.

Nota 1.18. Por la definicion de suma directa, para todo a € F existe una unica expresion de la
forma
a= Zrixi,
el

donde r; € R y r; =0 para casi todo i € 1.

Proposicion 1.19. Sea F un R—mddulo izquierdo libre con base X. Si M es un R—mddulo
izquierdo y f: X — M wuna funcidn, entonces existe un inico R—morfismo de mddulos f': F — M,
donde f'i = f, con i la funcion inclusion.

~ ’
T S
i N
N

N

x 5

Demostracion. Sea X = {x;};c; una base de F, luego, cada a € F es de la forma

Zﬂ.’lﬁi < F‘7

icl
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donde r; € R. Entonces definimos la funcién:
fliF—=M
f'(a) = Zﬁ'f(fﬂz‘)a

i€l

que esta bien definida, puesto que la expresion de a es tnica y f'|x = f. La unicidad de f’ se sigue
al considerar g: F' — M otra funcién de R—moddulos izquierdos tal que g|x = f, y b € F tal que

b=> simi,
iel
donde s; € R. Entonces:

g9(b) = Q(Z $iT;)

i€l

= 2819(%)

el

= ZTz‘f(sz’)

iel
= f'(b).
Por lo tanto, f’ es tnica. O

Proposicion 1.20. Sea Agp R—mddulo derecho y rB R—mddulo izquierdo, entonces A @r B
eziste.

Demostracion. Sea F el grupo abeliano libre con base Ax B (F es libre en todos los pares ordenados
(a,b), donde a € Ay b€ B). Sea S el subgrupo de G generado por los siguientes elementos:

1. (a+d',b) — (a,b) — (a',b);
2. (a,b+V)—(a,b) — (a,b);
3. (a,rb) — (ar,b).
Sea A®p B = F/S y denotando (a,b) + S como a ® b, entonces sea
h: AxB— A®r B
(a,b) » a®hb,
y podemos ver que se cumple las siguientes propiedades:
1. (a+d)®@b=a®b+ad @
2.a(b+V)=a®b+a®l;
3.ar@b=a®rb.
por lo que h es biaditiva. Ahora, consideremos el siguiente diagrama:

X=AxB—" s AgrB=F/S

. //
i T .
L
f .
P
. .

P
p
%
v

M

)
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en donde f es cualquier funcion biaditiva.
Por la proposiciéon anterior, existe un tinico morfismo ¢: F' — M tal que @i = f.
Primero, observemos que para cada elemento de S :

1.
ol(a+d',b) — (,b) — (@) = pla+a',b) — p(a,b) — old,b)
= f(a+a/7b) _f(avb) _f(alvb)
=0.
2.
e((a,b+b") = (a,b) — (a,0) = p(a, b+ V') — p(a,b) — ¢(a,b')
= fla,b+?') — f(a,b) — f(a,b')
=0.
3.

Por lo tanto, cada generador de S esta contenido en el nicleo de ¢, es decir, S C Kery, entonces
el Z—morfismo

¢p: A®r B — M
¢la®b) = ¢((a,b) +5) = f(a,b)

estd bien definida.
Finalmente, supongamos que existe un Z—morfismo ¥: A®r B — M tal que »h = f. Sea a®b €
A ®p B, entonces

P(a®b) =p(h(a,b))

= f(a,b)
= #(h(a,b))
=pa®b),
asi, ¢ = .
Por lo anterior se concluye que ph = f. U

Definicion 1.21. Sean f: A — C, g: B — C morfismos en una categoria, definimos el producto
fibrado como una tripleta (X, oy, aa), tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

X —22.B

[

A1,

y ademds, tiene la siguiente propiedad universal: Para cualquier otra tripleta (Y, 51, 82) que hace
conmutar el siguiente diagrama:

y 2, B

J{ﬁl J{g
A0,
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entonces existe un unico morfismo 0:Y — X, tal que el siguiente diagrama conmute:

Proposicion 1.22. Para cualesquiera f: A — C y g: B — C morfismos en la categoria de
R—mddulos, entonces su producto fibrado eziste.

Demostracion. Sea X = {(a,b) € AxB|f(a) = g(b)} y a1, a2 dados como en el siguiente diagrama:

(a_,»b) % b
X -2, B
I |
A——C

a: fla) = g(b),

entonces es claro que la tripleta (X, a1, a2) que hace conmutar el diagrama.
Ahora sea (Y, 81, B2) otra tripleta tal que hace conmutar el diagrama, entonces definimos

0:Y — X
y = (B1(y), B2(y))-

Es claro que 6§ hace conmutar el siguiente diagrama y es tnico:

Por lo tanto, (X, a1, as) es un producto fibrado. O







Capitulo 2

G-Conjuntos

En este capitulo abordaremos sobre la accién de un grupo en un conjunto y conceptos rela-
cionados, como lo son la o6rbita de un elemento de un grupo, el estabilizador de un grupo y el
conjugado de un subgrupo en un elemento del grupo. Daremos también ejemplos de acciéon en
ciertos conjuntos y resultados a partir de los conceptos anteriormente mencionados.

Definicion 2.1. Sea G un grupo con elemento identidad e y X un conjunto. G actia en X si
exriste * una funcion

x:GxX =X
(g,%) = g+,

tal que para cada x € X y g,h € G se cumple que:

1. exx =ux;

2. (gh)xxz =gx* (h*x).
St G actia en X con x, entonces X es un G—conjunto con la accion .
Nota 2.2. A la funcion * la conocemos como la accion de G en X.
Proposicion 2.3. Sea X un G—conjunto, entonces ~ es una relacion de equivalencia, donde dados
T,y € X:

T~y < JgeG:y=gxuzx.

Demostracion. Sean x,y,z € X, entonces:

1. & ~ x, puesto que x = e * z.

2. Si xz ~ y, entonces existe g € G tal que y = g x z, y esto nos implica que:

gil*y:gfl*g*x

=(g'g) *x
—ex*xx

g 1;,
por lo tanto, y ~ .

3. Six~yyuy~ z, entonces existen g,¢’ € G tal que y = g*xx y 2 = ¢’ *y. Entonces tenemos
que z =g x (g*xx) = (¢'g) *x, por lo que x ~ z.
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O
Definicion 2.4. Sean X un G—-conjunto y x € X, definimos la orbita de x en G como el conjunto
Ox)={y € X :y=g=*x para algin g € G}.

Observemos que O(z) es igual a la clase de equivalencia de x con la relacion de equivalencia
anterior ~, y, en este sentido, el conjunto X lo podemos descomponer como la unién disjunta de
sus orbitas.

Ejemplo 2.5. G actia en X con la accion trivial:

x: Gx X —X
(9,2) — x.

En efecto, sean e € G y x € X. Entonces tenemos que:

x(e,x) = .
Ademds, si g,h € G, ocurre que:
x(gh,z) =
= x(h, z)
= x(g,%(h, z))

Ejemplo 2.6. G actia en G con su producto como accion:
x: GXG— G
(91,92) = g1 - g2,

donde - es el producto en G.
En efecto, sean e € G y x € G. Entonces tenemos que:

x(e,x)=e-x

=z
Ademds, si g, h € G, ocurre que:
*(gh,z) = (gh) - ©

=g-(h-z)
= x(g, *(h,)).

Ejemplo 2.7. G actia en G/H con la accion:

x:GxG/H—G/H
(9,aH) — (ga)H.

En efecto, sean e € G y gH € G/H. Entonces tenemos que:

x(e,gH) = (eg)H
=gH.

10
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Ademds, si a,b € G, ocurre que:

Definicion 2.8. Sea I un conjunto de indices y {X;}icr una familia de G—-conjuntos, donde
i ¢ X; parai#j € I. La unidon disjunta de los X|s los definimos de la siguiente manera:

|| X = JXi x {i}).

En particular, para X,Y dos G—conjuntos, tales que 1 ¢ Y y 2 ¢ X, su union disjunta es la
stguiente:

XUY = (X x {1}) U (Y x {2}).

Ejemplo 2.9. Sea I un conjunto de indices, {X;}icr una familia de G—-conjuntos. Entonces G
actiia en | |;c; Xi con la siguiente accion:

G x| | X =] | X
iel iel
(ga (I7Z)) = (g *i ‘Tvi)a
en donde x € X;, para algin ¢ € I y *; es la accion de G en X;.

Ejemplo 2.10. Sean I un conjunto finito de indices y {X;}icr una familia de G—-conjuntos.
Veamos que G actia en [[,.; X; con la accion:

x: G X HXI — HXL
iel i€l
(9, (@i)ier) = (g *i Ti)ier,

icl

donde *; es la accion de G en X; para cada i € I.
Demostracion. Primero, sean (z;)ier € [[;c; Xi y e € G, entonces notemos que:
*(e, (i)ier) = (e *; Ti)ier
= (i)ier-
Ademés, si g, h € G, entonces:

((gh) *i zi)ier
(g *i (h*; 2i))ier
*(g, *(h, (zi)ier))-

*(gh, (zi)ier) =

O

Ejemplo 2.11. Sean H < G yY un H—conjunto. Veamos que H actia en G XY con la siguiente
accion:

x: HX(GxY)—>GxY
(h,(9,9)) = (gh™ " hoy),

11
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donde o es la accion de H a 'Y .
En efecto, sean (g,y) € G xY ye € H, entonces:
x(e, (9,9)) = (ge” ' e0y)
= (ge,e0y)

Ademds, si hi,hy € H :

hihg) ", (hihg) o y)

= (g(hy 'hit), (hiha) o y)

= ((ghy hi"),ha o (ha 0 y))
#(h1, (ghy '), ha 0 )
hi,x(ha, (9,9)))-

Nota 2.12. Sea * una accion de G en un conjunto X. A partir de este momento para cada g € G
y para cada x € X denotaremos *(g,x) = gz, en los casos donde no haya confusion.

Definicion 2.13. Sean X,Y dos G—conjuntos, con acciones *,o0, respectivamente. Una funcion
f: X =Y es un homomorfismo de G— conjuntos si

flg=x)=go f(x),
para todo g € G y para todo x € X, o simplemente f(gx) = gf(x).
En particular, f es un ismorfismo de G—conjuntos si f es un homomorfismo de G—conjuntos bi-
yectiva. En este caso, denotaremos X =Y y diremos que X yY son isomorfos como G— conjuntos.

Ejemplo 2.14. Sean X un G—conjunto y f: H — G un homomorfismo de grupos. Veamos que
H actia en X con la siguiente accion:

x: Hx X - X
(h,z) — f(h)x.
En efecto, sean x € X, ey € H, eg € G con ey y eq las identidades en H y G, respectivamente.
Entonces:
egzr = f(em)x
= eqr
=z
Ademds, si hi,hy € H :
(hlhg)l‘ = f(hlhg)l‘
= (f(h1) f(h2))x
)

h
= hi(f(h2)x)
= hl(hgl‘)

Ejemplo 2.15. Sean H, K < G con H < K. Veamos que la siguiente funcion

f:G/H—G/K
aH — aK

es un homomorfismo de G— conjuntos sobreyectivo (con las acciones referidas en el Ejemplo 2.7):

12
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Demostracion. Primero veamos que f esta bien definida. Sean aH = bH € G/H, entonces:

aH =bH < b lac H
= b lae K
+— aK = bK.

Ademiss, es claro que f es sobreyectiva debido a que H C K. Por ultimo, sean a,g € G, entonces:

f(g(aH)) = f((9a)H)
= (ga)K
= g(aK)
= gf(aH).

Por lo que concluimos que f es un homomorfismo de G—conjuntos sobreyectivo. O

Ejemplo 2.16. Sean X,Y G—conjuntos y f: X — Y un isomorfismo de G—conjuntos. Veamos
que f~1:Y — X es un isomorfismo de G—-conjuntos. Es claro que f~' es biyectiva, entonces
bastard que probemos que f~1 es un homomorfismo de G— conjuntos. Seany €Y y g € G, entonces:

Flaf~ W) =gf(f ()

por lo que,

F N gy) =9 ().

Ejemplo 2.17. Sean X,Y,Z G—conjuntosy f: X —Y,g9: Y — Z isomorfismos de G— conjuntos.
Entonces la composicion go f es un isomorfismo de G—conjuntos.

Definicion 2.18. Sean X un G—conjunto y x € X. Definimos y denotamos el estabilizador de x
en G como el conjunto:
stabg(x) ={g9 € G : g = z}.

Observacion 2.19. Sean X un G—conjunto, x € X ye € G el elemento identidad. Veamos que
stabg(z) < G.
Primero, notemos que ex = x, entonces e € stabg(x). Ahora, sean g1, ga € stabg(x), entonces:

(9192)33 = gl(gzx)
= glgj

:a’,"

y por lo tanto g1ga € stabg(x).
Por dltimo, sea g € stabg(x), entonces:

gr=1 = g '(gz)=g '

= (g 'g)r=g""2

— er = gila:

— = g_la:,

de donde concluimos que g=' € stabg(x).

Definicion 2.20. Sea X un G—-conjunto. X es transitivo como G—conjunto si X tiene una sola
orbita.

13



G-Conjuntos

Proposicion 2.21. Sean X un G—conjunto, x € X y g € G. Entonces:

1. O(z) = G/stabg(x) como G—conjuntos;

2. G/H es transitivo, para todo H < G.

En particular, si X es un G—conjunto transitivo, entonces X = G/H como G—conjuntos, para
alguin H < G.

Demostracion. O(x) es un G—conjunto con la acciéon de G en X restringida a este subconjunto, y
G/stabg(x) es un G—conjunto con la accion del Ejemplo 2.7.

1. Sea x € X, definimos la funcion:

f:0() = G/K

gz — gK,
donde K = stabg(x). Probemos que f es un isomorfismo de G—conjuntos:
Sean y1,y2 € O(x), entonces existen g1, g2 € G tales que y1 = g1 y ya = gox. Supongamos
que Y1 = Y2, entonces:

QT = gaw = gy 'grr =1
= g;lgl eK
— g K =¢gK.

Asi, f esta bien definida y es inyectiva. Ademas, es claro que f es sobreyectiva.
Por ultimo, veamos que f es homomorfismo de G—conjuntos. Sea a € G, entonces:

flay1) = f(agiz)
=agp K
=a(g:1 K)
=af(g1z)
=af(y1).

Por todo lo anterior, concluimos que f es isomorfismo de G—conjuntos.

. Recordemos que la accion de G en G/ H esta dado por a(gH) = agH, para todo a € G,gH €
G/H. Entonces:

gH = g(eH) € O(eH).

Concluimos que G/H = O(eH).

Definicion 2.22. Sean H < G y g € G. Definimos el conjugado de H en g como el conjunto:

gHg™ ' = {ghg™ : h € H}.

Ejemplo 2.23. Sea X la familia de todos los subgrupos de G. Veamos que G actia en X por
conjugacion, es decir:

g-H=gHg™ ",

para cada g € G y H € X.
Primero veamos que gHg™' € X :

14



G-Conjuntos

» e € H, esto implica que e = geg™' € gHg™;

» Sean ghig™t, ghog™' € gHg™' para algin hq,hs € H. Entonces:

(gh1g™")(ghag™") = ghihog™" € gHg™";

s Sean ghg™! € gHg™ "' con h € H. Entonces:
(ghg™ )™t = (g ") thTig™
=gh~lg"t egHg ™"
Por lo que gHg™ ! € X.
Ahora veamos que la conjugacion es una accion de G en X.
1. Sea e € G la identidad, entonces:

eHe !

Sy
I

e -

2. Sean g1,92 € G y H € X, entonces:

(9192) - H = (g9192)H (9192) "
= 91(92Hgy Mgy !
= g1(g2- H)g;!
=g1- (92 H).

Concluimos que G actia en X por conjugacion.

Definicion 2.24. Sea X la familia de todos los subgrupos de G. Para cada H € X, definimos
la clase de conjugacion de H en X como su drbita bajo la accion del ejemplo anterior, i.e., el
conjunto {K < G : K = gHg™ " para algin g € G}.

Notacion. Denotamos por C(G) a un conjunto completo de representantes de las clases de conju-
gacion de los subgrupos de G.

Proposicion 2.25. Sean H, K < G. Entonces G/H = G/K como G—conjuntos si y solo si H y
K pertenecen a la misma clase de conjugacion.

Demostracion.
=] Si G/H 2 G/K como G—conjuntos entonces existe un homomorfismo de G—conjuntos

p: G/H - G/K
aH — ago K,

donde gg € G, es tal que p(H) = goK. Observemos que

p(hH) = p(heH)
= hyp(eH)

Ademas,

¢(hH) = o(H)
= goK.
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Por lo anterior, hgoK = goK y eso pasa si y solo si galhgo € K para cada h € H, por lo que
g0 'Hgo C K.
Por otro lado, consideremos la funciéon inversa de ¢, la cual estd dada de la siguiente forma:

o' G/K - G/H
bK + bgy ' H.

Por lo que, anilogamente, gOKgO_1 CH,ie, KC go_ngg, concluyendo que K = go_ngo, ie., H
y K pertenecen a la misma clase de conjugacion.
[+ Si K = g 'Hg, veamos que:

v: G/H - G/K
aH — agK

es un isomorfismo de G—conjuntos.
Sean aH,bH € G/H, entonces:

aH =bH <= a(gKg™')=b(gKg™")
— agK =bgK
— p(aH) = p(bH),

i.e., que ¢ esta bien definida y es inyectiva.
Ahora, sea cK € G/K, entonces:
p(cg™ H) = cK,

por lo que ¢ es sobreyectiva. Es claro que ¢ es de G—conjuntos, por lo que concluimos que:

G/H = G/K.

Observacion 2.26. Si p: X — Y es un homomorfismo de G—conjuntos, entonces

En efecto, sean x € X y gr € O(x) para algin g € G, entonces:

p(gz) = gp(z) € O(p(x)),

entonces o(O(x)) C O(p(x)).
Por otro lado, sea y = g1o(x) € O(p(x)) para algin g1 € G, entonces:

y = g10(x)
= ¢(g17) € (O(2)).
Concluimos que ¢ manda orbitas en orbitas.

Proposicion 2.27. Todo G—conjunto es isomorfo a la union ajena de G—conjuntos de la forma
G/H, donde H < G.

Demostracion. Sea X un G—conjunto, entonces X = | |
Ademés, sabemos que para cada i € [

ser O(x;) donde I es un conjunto de indices.
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donde H; = stabg(x;) < G. Sea ¢;: O(x;) — G/H; un isomorfismo de G—conjuntos, entonces el
siguiente es un isomorfismo de G—conjuntos:

v: X — | |G/H;
iel
x — @i(x),
siempre que x € O(x;), para algin i € I. O
Definicién 2.28. Sean H,K < G. H es subconjugado de K si existe g € G tal que gHg™ ' < K.
Definicion 2.29. Sean X,Y G—conjuntos. Definimos y denotamos el siguiente conjunto:

Hom(X,Y) ={¢: X = Y | ¢ es un homomorfismo de G — conjuntos}.

Proposicion 2.30. Sean H,K < G. Entonces, Hom(G/H,G/K) # | <= H es subconjugado
de K.

Demostracion.
= ] Sea ¢: G/H — G/K un homomorfismo de G—conjuntos, entonces existe g € G tal que
o(H) = gK. De la demostracion de la Proposicién 2.25, podemos ver que g~ 'Hg C K.

[ <= Sabemos que existe ¢ € G tal que g 'Hg < K, entonces p: G/g 'Hg — G/K es
un homomorfismo de G—conjuntos por el Ejemplo 2.15.
Por otro lado, sea 1: G/H — G//g~'Hg un isomorfismo de G—conjuntos, entonces:

potp € Hom(G/H,G/K).
O

Observacion 2.31. Si H es subconjugado de K, entonces todo conjugado de H es subconjugado
de cualquier conjugado de K, donde H, K < G. Veamos que esto es cierto:
Existe go € G tal que gQHgO_1 < K. Sean g1, 92 € G, entonces:

929091 (1 Hgy g195 95" C 92K g5 ",

por lo que concluimos que nggf1 es un subconjugado de ggKggl.
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Capitulo 3

La Marca de H en X

En este capitulo abordaremos el concepto de marca de un subgrupo en un conjunto, el concepto
de normalizador y el grupo de Weyl, asi como unos resultados importantes a partir de estos
conceptos y los del capitulo anterior.

Definicion 3.1. Sean H < G y X un G—conjunto finito. Definimos la marca de H en X como
la cardinalidad del siguiente conjunto:

X?.={zeX :hr=xVhec H},

es decir, la cardinalidad de puntos fijos de X bajo la accion de H. Denotamos la marca de H en
X como o (X).

Proposicion 3.2. Sean X,Y G—conjuntos finitos y H < G. Entonces:
1ooag(XUY)=on(X)+enY);
2. (X xY) =ou(X)eu(Y).

Demostracion.

1. Notemos que:
(XU ={zeXUY:hz=2VYhe H}
={(z;,1) € (X x {1} UY x {2}) : h(z;,i) = (2i,1) para cada h € H}
={(z,1) € (X x {1} UY x{2}) : hz; = z; para cada h € H}
={(z,) € X x {1} : 21 € XY U {(22,2) € Y x {2} : 20 € Y}
=x"uyf
Por lo tanto, og(X UY) = (X UY)H| = | X7 UYH| = pr(X) + ou(Y).

2. Notemos que:

{(z,y) € X xY : h(x,y) = (z,y) para cada h € H}

={(z,y) € X xY : (hx,hy) = (x,y) para cada h € H}

{(,y)) e X xY :ze XT nycYH}

=Xy

Por lo tanto, (X xY) = |(X x V)H| = | X7 x Y| = | XH||[YH| = o5 (X))o (Y).
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O
Teorema 3.3. Sean H, K < G pertenecientes a la misma clase de conjugacion, entonces o (X) =
vk (X) para cualquier G—conjunto finito X.
Demostracion. Notemos que existe a € G tal que aHa~! = K. Entonces:
XK ={zec X :kr=uxparacadak e K}
= {2z € X : (aha ')z = x para cada h € H}
={r e X:h(a'2) =a 'z para cada h € H}
={zeX :atre X}
=aXx
Por lo anterior, si tomamos la funcién biyectiva
To: XH — aX¥
T — azx,
cuya funcién inversa es
To-1:aX? — XH
y—aly,
llegamos a la conclusion de que ¢ (X) = [aX 7| = | XK | = px(X). O

Proposicion 3.4. Sean H,K < G. Entonces existe una biyeccion entre Hom(G/H,G/K) y
(G/K)H.

Demostracion. G/H y G/K son G—conjuntos con la accion del Ejemplo 2.7. Sea:

v: (G/K)" — Hom(G/H,G/K)
aK — v,

donde:

Y: G/H - G/K
gH — gaK.

Veamos primero que 7, esta bien definida y es de G—conjuntos. Sean g1 H, goH € G/H tales que
g1H = goH, esto implica que existe h € H tal que g1 = g2h. Entonces:

g1aK = goh(aK)
= g2(h(aK))
= goaK.

Por lo que v, esta bien definida.
Por otro lado, para todo ¢’ € G se cumple que v,(¢'9H) = ¢'gaK = ¢'v,(gH), entonces
Yo € Hom(G/H,G/K).
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Ahora, veamos que v estd bien definida. Sean aK = bK en (G/K), entonces existe k € K tal
que a = bk, y para cada gH € G/H se cumple lo siguiente:

Ya(gH) = gaK
= gb(kK)
= gbK
= w(gH).

Por lo anterior, y(aK) = v, = v, = 7(bK), es decir, v esta bien definida.
Entonces, veamos que

v': Hom(G/H,G/K) — (G/K)"
a— a(H)

es la funcion inversa de .

Primero veamos que 7’ esta bien definida:
Sean oy = ag en Hom(G/H,G/K). Es claro que oy (H) = az(H), por lo que ' esta bien definida.

Ahora, si h € H, observemos que hay(H) = oy (hH) = a1 (H), por lo que a1 (H) € (G/K)H.
Enseguida, veamos que 7/ oy = Idg -
Sea aK € (G/K)¥, entonces

7' e y(aK) =7'(7a)
= Y.(H)
=aK.

Finalmente, veamos que v o' = Idgom(a/H,G/K):
Sea « € Hom(G/H,G/K) y gH € G/H, tal que a(H) = agK para algin ay € G, entonces

voy(a) = y(a(H))
= Yao-

Observemos que Yo, (9H) = gaoK = ga(H) = a(gH), por lo que v,, = «, concluyendo que
voy(a) =a. O

Corolario 3.5. ¢ (G/K) # 0 si y solo si H es subconjugado de K.

Demostracion. Este resultado lo podemos obtener de manera sencilla, puesto que si suponemos
que o (G/K) # 0, esto pasa si y solo si (G/K)# # () y por la proposicién anterior, hay una
biyeccion con Hom(G/H,G/K), lo que nos implica que este conjunto es no vacio y por la
Proposicion 2.30, tenemos que H es subconjugado de K.

Definicion 3.6. Sea H < G. Definimos y denotamos el normalizador de H en G como:
Ng(H):={g€G:gHg ' = H}.
Definicion 3.7. Sea H < G. Definimos y denotamos el grupo de Weyl de H en G como:

W (H) := Ne(H)/H.
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Lema 3.8. Sea H < G. Entonces (G/H)? =2 W (H) como Ng(H)— conjuntos.

Demostracion. Recordemos que G actia en G/H con la accion g - aH = gaH. En particular,
N(H) actia en el grupo de Weyl con la accién anterior.

Ahora, sean z € N(H) y aH € (G/H)", entonces h(vraH) = xh'aH = xaH para algin
h' € H, por lo que zaH € (G/H)Y.

Entonces, sea v la funcion:

v: W(H) — (G/H)"
aH — aH.

Sea aH € (G/H)™ entonces:

aH € (G/H)" <= haH = aH para cada h € H
<= a 'haH = H para cada h € H
<= a ‘ha € H paracada h € H
«— ¢ 'HaCH
<= a 'Ha = H ya que las conjugaciones son biyecciones

< a € N(H).

Concluimos que aH € W(H), de donde es facil ver que ~ es una biyeccion de G—conjuntos, i. e.,
W (H) = (G/H)! como Ng(H)—conjuntos. O
Proposicion 3.9. Sean H, K < G. Entonces:

Ng(H
ou(G/R) = W(E)at, K) = S . 1),
donde
o(H)K)={E<G:HCE yE=gKg " para algin g € G}|;
BH,K)=|{S<G:SCKyS=gHg " para algin g € G}|.
Demostracion. Recordemos que:

(G/K)" = {aK € G/K : haK = oK para cada h € H}
={aK € G/K : a 'haK = K para cada h € H}
={aK € G/K :a ‘*ha € K paracada h € H}
={aK € G/K :a 'ha C K}
={aK € G/K :H C aKa™'}.
Entonces (G/K)¥ = {aK € G/K : H C E en donde E = aKa~'}. Ahora, sea A el conjunto
de todos los subgrupos E < G tales que H C Ey E = aKa™! para algin a € G; notemos que
alH,K) = |A|.
Ahora, sea:
f:(G/K)H = A
aK s aKa™'.

Veamos que f esta bien definida. Sean aK,bK € G/K tales que aK = bK, entonces a = bk’ para
algtin k' € K. Entonces aKa™! = bk’ Kk'~'b~! = bKb™!, por lo que nuestra funcién f esta bien

22



La Marca de H en X

definida.

Por otro lado, veamos que f es sobreyectiva. Sea E = aKa~! € A, verifiquemos que aK € (G/K)*.
Sea h € H, entonces

haKa™! = hE
= F (Puesto que h € H C E)

=aKa .

Por lo tanto, haKa~! = aKa™!, y eso nos implica que haK = aK. Es claro que f(aK) = E.

Probemos que f~!(E) es igual al conjunto F = {abK € (G/K)? :bK € N(K)/K}.
C] Sea cK € f~Y(E), entonces f(cK) = cKc™! = aKa™!, entonces a 'cKc ta = K, y esto nos
implica que a~'c € N(K), es decir, existe b € N(K) tal que a~'c = b, entonces ¢ = ab.
D] Sea abK € F, entonces f(abK) = abKb la™! =aKa ' = E.
Por ultimo, verifiquemos que hay una biyeccion entre F y W(K), entonces sea:
g: F = W(K)
abK — bK.

Veamos que g estd bien definida y es inyectiva. Sean aby K, abs K € F, entonces observemos que
ab1 K = abo K <= b1 K = by K. Ademas, por construccion, es claro que g es sobreyectiva.

Recordemos que (G/K)? =Jge, fH(E), de donde finalmente:

on(G/K) =Y |f1(B)

EcA

= > IW(K)

EcA
= [AlW(K)]
= a(H, K)|W(K)|.

Concluimos que ¢ (G/K) = o(H, K)|W(K)|.

Ahora, retomando (G/K)? ={aK : S=a"'Ha C K} y definimos A’ ={a € G:a 'Ha C K}y

la funcion:

fi: A = (G/K)H
a+— aK.

Es claro que h esta bien definida y es sobreyectiva. Ademas, sea bK € (G/K ), entonces:
i K) ={ce A": fi(c) = bK}

={ceG:cK =bK}

={ce G:c=bkparaalgin k € K}

CbK.
Por lo tanto, f; ' (bK) C bK y la otra contencion es clara, por lo que se tiene que f; ' (bK) = bK,
por lo que |f; ' (bK) = |bK| = |K|, y esto nos implica que |4'| = |K|¢ou(G/K).
Por otro lado sea B={S<G:SC Ky S =aHa ! para algiin a € G} y la funcién:

f22 A= B

a— a 'Ha.
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Es evidente que fo esta bien definida y es sobreyectiva. Ademaés, sea E € B, entonces:

f71(8)={g9 € G:h(g) =S}
={ge€G:g'Hg=0a"'Ha}
={ge€G:ag 'Hga ' = H}
={geG:gat € N(H)}
C N(H)a.

Por lo tanto, f; *(S) = N(H)a y, tomando sus cardinalidades, |f; *(S)| = [N (H)|.

Finalmente, tenemos que |A’| = |N(H)|B(H, K). Concluimos que ¢ (G/K) = u\ﬁg)lﬁ(H, K).
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Capitulo 4

El Anillo de Burnside

Nota 4.1. A lo largo de este capitulo, denotamos a G un grupo finito, y a A como a la familia de
todos los G—conjuntos finitos.

Observacion 4.2. Sean X,Y,Z € A, f: X =Y y g: Y — Z isomorfismos de G—conjuntos.
Entonces la siguiente relacion es de equivalencia en A :

X~Y <= X =;Y,donde X,Y € A.

Definicion 4.3. Para cada G—conjunto finito X, definimos y denotamos la clase de equivalencia

de X como sigue:
[X]={YeAd:Y ¥ X}

Definicion 4.4. Sea G un grupo finito, definimos a BT (G) := {[X]: X € A}.

Teorema 4.5. Sea G un grupo finito, entonces B*(G) tiene estructura de semianillo conmutativo
con unidad con la siguiente suma y producto, respectivamente:

+: BY(G) x BY(G) = B*(G)
(XL YD) = X+ [Y] = [X U Y]

x: BY(G) x BY(G) — BT(G)
((X], YD) = [X]- Y] = [X x Y.
Demostracion. Veamos que la suma esta bien definida. Sean [X;] = [V1], [X2] = [Y2] € BT (G),
entonces probemos que [X; U X5] = [Y; UY3] :

Por hipotesis, existen f1: X1 — Y1y fo: Xo — Y5 isomorfismos de G—conjuntos, entonces podemos
ver que el siguiente es el isomorfismo deseado:

f3: X1 |_|X2 —>}/1|_|Y2
(J?z,l) — (fl(x1)77’)’

donde z; € X; con i = 1,2, y por lo tanto [X; Ll X5] = [Y; U Y3].
Ahora veamos que el producto esté bien definido. Con la notacién anterior, so6lo necesitamos dar
un isomorfismo de G—conjuntos entre X; x X5 y Y7 x Y5. Entonces sea la siguiente funcion:

f42X1XX2—>Y1><Y2
(x1,22) = (fi(21), f2(22)).
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Es claro que f4 es un isomorfismo de G—conjuntos, por lo que [X; x Xo] = [Y] x Y3|.
Por otro lado, es clara la conmutatividad en la suma y producto, asi como también la asociatividad.
Ahora, sean [X],[Y1],[Y2] € BT(G), para probar la distributividad, consideremos la funcién:

f5IX>< (Y71|_|Y2)—>(X><Yl)|_|(XX}/2)
(.%', (yiv 7’)) = ((:,C, yi), i),
donde y; € Y; con i =1,2.
Por tltimo, para cada [X] € BT(G), el siguiente es un isomorfismo de G —conjuntos:
f6: X X {} — X
(z,) — .
Por lo tanto, [X][-] = [X], i.e., [] es la unidad en BT (G). Por ultimo, es claro que [@] es el neutro

aditivo en BT (G).
O

Teorema 4.6. Sean [X],[Y],[Z] € BT(G). Si [X]+[Y] = [X]+ [Z], entonces [Y] = [Z], es decir,
existe la cancelacion en BT (G).

Demostracion. Sin pérdida de generalidadad, podemos elegir X,Y,Z G—conjuntos ajenos dos a
dos, tales que existen [, m,n € N que cumplen:

n

l
X =Jo@).y = |Jow).z = |J 0.

i=1 j=

—
>
Il

—

de donde n+1=n+m, y asi [ = m, es decir,

Y =) O)-

=

Il
.

J

Veamos que podemos cancelar las 6rbitas de X en la siguiente expresion:
m n m n
Uowm | u(Uow) = Ut | (Uow).
j=1 i=1 j=1 i=1
Procedamos por induccién en n > 1. Para la base de inducciéon n = 1, sea

f: _UO(yj) UO(z1) — O(z) | UO(xy),

I1Cs

pero f manda orbitas en 6rbitas, luego f(O(z1)) = O(x1), y asi al tomar f|Z—isomorfismo, se
tiene que [Y] = [Z].

En el otro caso, sin pérdida de generalidad, si f(O(z1)) = O(zm) v f(O(ym)) = O(z1),
entonces O(x1) = O(2m) y O(ym) = O(z1), vy asi, O(ym) = O(2m).

Para la tesis de induccién, tenemos que

m m—

—1 1
O(yj) = O(Zj)7
1

Jj=1 Jj=




El Anillo de Burnside

y esto nos implicara que

m—1 m—1
UOy] UO(ym) = U(’)z] U O(zm),
Jj=1 j=1
es decir,
[Y]=1[2].

Supongamos que podemos cancelar n — 1 érbitas de X, entonces:

62’) U()

m n

U O(y;) U U

IIZ

=1 j=1 i=1

de donde . .
Jow)u | 0@)uo,) = o) u | 0®) uo(z,),
j=1 i=1 j=1 i=1

y asi, por la base e hipoétesis de induccion, se obtiene:

Uow) = U O(z),

j=

,_.
<.
I

—

es decir,

O

Nota 4.7. A partir de este momento, denotamos la clase de G—isomorfismos de X en BT (QG)
simplemente por X, cuando no exista confusion.

Observacion 4.8. A partir del teorema anterior, tenemos la siguiente relacion de equivalencia en
B*(GQ) x BY(G), a saber, sean (X1,Y1),(X2,Y2) € BY(G) x BT (G) :

(X1,71) ~ (X2, Y2) &= X1 +Yo=Xp+ V1.
Son claras la reflexividad y la simetria de esta relacion, la transitividad se da por la cancelacion
del teorema anterior.En lo sucesivo, cada elemento (X,Y) € B*Y(G) x B*(G), se denotard por
[X,Y].
Definicion 4.9. Sea G un grupo finito. El anillo de Burnside de G lo definimos y denotamos por:

B(G) = {[X,Y]: (X,Y) € B*(G) x BY(G)}.
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Observacién 4.10. El anillo B(G) de un grupo finito G es el anillo de Grothendieck de la categoria
de G—conjuntos, es decir, que B(G) se construye a partir de BY(G).

Teorema 4.11. Sea G un grupo finito. Entonces B(G) es Z—mddulo libre con base [G/H], donde
H € C(G) con C(G) un conjunto completo de representantes de las clases de conjugacion de los
subgrupos de G.

Demostracion. Sea X € BT(G), entonces:

x=JaG/H,

el

con H < G e I un conjunto finito apropiado de indices.
En B*(G), los elementos G/H y G/K se identifican si y solo si H = gKg~! para algin g € G,
entonces podemos escribir

X = Z ngG/H en donde ny € N.
Hec(Q)

Por lo anterior,

BY(G)= ) [NG/H],

HEC(G)

esto nos implica que

B(G)= > Z[G/H].

HeC(G)
Ahora, veamos que en B(G) cada elemento tiene una tnica expresion de la forma

Z G,HG/H,

HeC(G)

donde ay € Z. Es suficiente demostrar que si

> anG/H =0,

HEeC(G)

entonces ay = 0 para todo H € C(G).
Entonces, si

> auG/H =0

HEC(G)
y no todos los ag son cero, podemos considerar la siguiente expresion:
Z CLKG/Kzf Z aLG/L. (*)

Kec(G) LeC(G)
ax >0 ar, <0
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Observemos que la expresion anterior es valida en BT (G), entonces sea Ky € C(G) tal que
ak, > 0; de (*), tenemos que

[G/Ko] =[G/ L],

lo cual implica que Ko = Lo en C(G), lo cual no puede ocurrir.
Por lo tanto,

Z agG/H =0, entonces ag = 0 para cada H € C(G).
Hec(Q)

De este modo,

B(G)= €P zZIG/H]

HeC(G)

Observacion 4.12. Sean G un grupo finito, R un anillo conmutativo y
f:BY(G)—= R

un morfismo de semianillos, entonces [ se puede extender de manera unica a B(G), es decir, un
morfismo de anillos, a saber:

7:B(G) =R
(X, Y] = f(X) = f(Y).

1 ;; estd bien definida. En efecto, sean [X1,Y1],[X2,Y2] € B(G) tales que
[Xl’le] = [X27Y2]7

sty solo si
X1 +1/2 :Yl +X27

entonces, por la buena definicion de f,
J(X1+Ys) = f(Y1 + Xa),
esto implica que
f(X1) + f(Y2) = f(V1) + f(Xa2),

o equivalentemente

f(X1) = f(1) = f(X2) — f(Ya).

~ ~

Por lo tanto, f(X1,Y1) = f(X2,Ya).

2. Ahora, observemos que

FAH0) = £ - F0)
=1r -0

=1p.
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3. Ademds, sean [X,Y],[X',Y’'] € B(G), entonces:

FIX, Y] + (X7, Y’])

Il
kﬁ 2

(X + XY +Y)
(X +X')— f(Y +Y)
X))+ f(X) = (f(Y)+ f(Y")
f(X)—f( )+ (X)) = f(Y)
= F(X.Y]) + F(XY));
FIX,Y]-[X,Y) = f(XX' +YY', XY + X'Y))
— [(XX'+YY') — (XY + X'Y)
= f(XX")+ fYY') - f(XY') - f(X'Y)
FXOFX)+ fY)FY) = F(X)FY) = FIX)f(Y)
= (f(X) = f)(f(X") = fY"))
= FX.YDF(X,Y).

Proposicion 4.13. Sean H, K C G. Entonces existe una biyeccion entre los siguientes conjuntos:

1. By : el conjunto de las G-drbitas de % X %

2. By : el conjunto de las H-orbitas de %
3. Bs : el conjunto de las clases laterales dobles de G en H\G/K de la forma HgK con g € G.

Demostracion. Primero, observemos que Og(aH,bK) = Og(agH,byK) si y solo si existe g € G
tal que (aH,bK) = (gagH, gboK), si y solo si aH = gagH y bK = gbg K

P.D: Oy (a~'bk) = Oy (ay 'bok).
C] Como a = gaph y b = gbok, tenemos que
a K = h_lao_lg_lgbokK
=h7tay 0o K € Og(ag by K).
D] De forma anéloga, tenemos que

agtboK = ha 'gg bk K
= ha 'K € Og(a 'bK).

Consideremos la funcion
f: Bl — BQ
O¢(aH,bK) OH(afle).

f esta bien definida por las contenciones anteriores. Veamos que f es sobreyectiva. En efecto,
como (aH,bK) = a(H,a 'bK) € Og(H,a 'bK), entonces toda érbita tiene un representante de
la forma (H, gK), es decir, Og(gK) proviene de Og(H, gK), asi, f es sobreyectiva.

Por ultimo, sean Og(H,gK),O¢(H,goK) € By tal que Op(gK) = Op(goK), si y solo si
gK = hgoK para algun h € H.
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P.D: OG(vaK) = OG(vaoK)
C] Notemos que
(H,9K) = (hH, hgoK)
= h<vaOK) € OG(HngK)

D] Tenemos que

(vaOK) (hilehing)

hil(vaK) € OG(HagK)

De donde, concluimos que f es inyectiva, asi, existe una biyeccion entre By y Bs.
La biyeccion entre By y Bs es clara. O

Proposicién 4.14. Sean H, K < G. Entonces stabg(aH,bK) = aHa ' NbKb~ 1.

Demostracion.

x € stabg(aH,bK) z(aH,bK) = (aH,bK)

(zaH,zbK) = (aH,bK)
rzaH =aH y xbK = DK
alzacHyb labe K
r€aHa 'y z € bKb?

x€aHa ' NbKb!

[N

O

Teorema 4.15. Sean H, K < G y R un conjunto completo de representantes de las clases laterales
dobles del conjunto H\G/K. Si G/H,G/K € B(G) entonces

(G/H)(G/K) =) G/(HngKg™).

geER

Demostracion.
(G/H)(G/K)=G/H x G/K

geER

= |_| G/stabg(H, gK)
gER

= || G/HNgEg™)

geER

=Y G/(HNgKg™).

gER
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Corolario 4.16. Sean H, K < G tales que K es normal y sea R un conjunto completo de repre-
sentantes de las clases laterales dobles del conjunto H\G/K. Si G/H,G/K € B(G), entonces

(G/H)(G/K) = |G||;[|;|K|G/(H K.

Demostracion. Por el teorema anterior,

(G/H)(G/K) =) G/(HNgKg™")

geER

=) G/(HNK)

geER
= |R|G/(H N K).

Ahora, observemos que

H\G/K ={HgyK : g € G}

={HKg:g€ G}
= HK\G.
Por lo tanto, |R| =[G : HK| = % Ademas, |HK| = \Iglflff‘l
Concluimos que |R| = % .

Lema 4.17. Sea
¢: BY(G) = B(G)
X = (pu(X))meca)-

Entonces ¢ es un homomorfismo de semianillos.
En consecuencia, ¢ se puede extender, de acuerdo a la Observacion 4.12, de manera unica a un
morfismo de anillos:

¢: B(G) = B(G).

Demostracion. Primero veamos que ¢ esta bien definida. Observemos que por el Teorema 3.3, ¢
no depende de los representantes de C(G). Entonces, sean X =Y € BT (G), i.e., existe

[ X =Y
isomorfismo de G—conjuntos. Sean H € C(G) y x € X, entonces para cada h € H se cumple que
hr =z < hf(z) = f(x),

entonces f(z) € Y.
Asi, tenemos la siguiente biyeccion:

X" 5 vH
x> f(z),

por lo que tenemos que ¢r(X) = pu(Y).

Por otro lado, por las propiedades de la marca, es facil ver que ¢ abre sumas y produc-
tos.
Ahora, veamos que ¢ es inyectiva, i.e., si 0 # a € BT (G), entonces ¢(a) # 0.
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Sea a = > pccq an(G/H) con ay € N no todos cero. Observemos que en C(G) tenemos un
orden parcial:

H, <X Hy si Hy es subconjugado de H, para cada Hy, Ho € H.

Por lo anterior, y puesto que G es finito, cada cadena ascendente se estaciona, asi elegimos K’
méximo con respecto a este orden, tal que ag: # 0, entonces

¢ri(a) = agrpr (G/K') = ar |W(K')| # 0,

por lo tanto ¢(a) # 0. O
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Capitulo 5

Caracterizando Anillos de Burnside

Anillo de Burnside del grupo simétrico de Sjs.

S; = {(1), (12), (13), (23), (123), (321) }

Orden Subgrupos de S3 C(Ss)
6 K, =53 Hy=853483
3 | Ky =((123)) H, = ((123)) < S5
2 | Ks=((12)), Ky = ((13)), K5 = ((23)) | H3 = ((12))
1| Ke={(1)} Hy={(1)} < 55

4
By(S3) = P Z2)(G/Hy) C L.

i=1

R = {(1),(13)} es un conjunto completo de representantes de clases laterales dobles de H3\S3/Hs.
Entonces, su tabla de multiplicar es la siguiente:

Sy/H, | Ss/Hs Sy H Sy /H,
Sg/H1 Sg/Hl 53/H2 Sg/Hg 53/H4
Sg/HQ 2S3/H2 Sg/H4 253/H4
53/H3 53/H3+S3/H4 353/H4
Sy /T, 655/ H,1

Por otro lado, sea:

@: By(S3) —>Z?2)
Sg/Hl — (1,1,1,1)
S3/Hy — (0,2,0,2)
S3/Hs +— (0,0,1,3)
S3/Hy +— (0,0,0,6).

Recordemos primero que 3 es unidad en Zs), asi notemos que en el anillo de By (S3) esté generado
por las columnas de las siguientes matrices:

1000 1000 1000
1 200 1 200 1 200
1010l {1010l ]oo0o1o0
1 2 3 6 1 21 2 00 1 2
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Entonces, si (21, 22,23, 24) € B2(S3), tenemos que:

1 0 0 O T 1
1 2 0 O xTo . £L‘1+23?2
0 0 1 0 X3 - T3
0 01 2 Ty I3+25E4
Y1
_ | Y2
Y3
Ya

Por lo tanto, BQ(S?,) = {(yl, . ,y4) S Z?2)|y2 —Y1,Y4 — Y3 € QZ(Q)} y asi:

[Ba2(Ss) = (B2(72))” |

Por otro lado, sea:

: Bs(S3) = Zis
Ss/Hy — (1,1,1,1)
Ss/H; +— (0,1,0,3)
S3/Hs — (0,0,2,2)
Ss/Hy +— (0,0,0,6).

Recordemos primero que 2 es unidad en Zs), asi notemos que:

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
1 1 0 O N 1 1 0 0 N 01 0 0
1 0 2 0 1 0 1 0 00 1 0
1 3 2 6 1 3 1 3 0 0 1 3
Entonces, si (21, x2, 23,24) € B3(S3) tenemos que:
1 0 0 O T T
01 0O T2 | T2
001 0f|azs| 3
0 01 3 Ty 23 + 314
n
Y3
Ya

Por lo tanto, B3(S3) = {(y1,.-.,v4) € Z‘(l3)|y4 —y3 € 3Z3)} y ast:

’ B3(Sg) & Z%3) X B3(Z3). ‘
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Anillo de Burnside del grupo 4 de Klein
V = {(1)3 (12)(34)a (13)(24)7 (14)(23)}

Orden | Subgrupos de V c(V)
4 K=V H =K
% = (2060 |l =
2 | K3=((13)(24)) | H3 = K3
Ky =((12)(34)) | Hy = K,y
1 Ks={(1)} Hs = K5

Entonces, su tabla de multiplicar es la siguiente:

Por otro lado, sea:

Entonces, si (1, ..

Por lo tanto:

V/H, | V/H, | V/Hy | V/H, | V/H;
V/H, | V/H, | V/H, | V/H; | V/Hy | V/H;
V/H, 2V/Hy | V/Hj5 V/Hs | 2V/Hs
V/Hj 2V/Hs | V/Hs | 2V/Hj
V/Hy oV/H, | 2V/H;
V/Hs AV/Hs;
@: By(V) = Ly
a1 — (1,1,1,1,1)
az = (072507072)
asg —r (0,0, 2,0,2)
aq + (0,0,0,2,2)
as — (0,0,0,0,4).
., T5) € Z?Q) tenemos que:
1 0 0 0 O X1 X1
1 2 0 0 O To 1 + 229
1 0 2 0 O r3 | = 1 + 2x3
1 0 0 2 0 T4 T, + 224
1 2 2 2 4 T5 T1 + 2x9 + 223 + 224 + 45
Y1
Y2
=1Ys
Ya
Ys

| B2(V) ={(y1, .-

»Ys5) € Z?z) Y —Y1 € 2Z(2) coni=2,3,4;(ys — yl) - Zfil:z(yi —y1) € 42(2)}
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Anillo de Burnside del grupo diédrico Dyg
{(1), (1234), (13)(24), (4321), (14)(23), (12)(34), (24), (13)}

Orden Subgrupos de Dg C(Dg)
8 K1 = Dg Hl — Kl
Ky=V Hy, = K,
4 K35 = ((1234)) H; = K3
K, = (1)? (13)7 (24)’ (13)(24)} Hy =K,
K5 = ((13)(24)) H; = K5
2 Kg = ((12)(34)), K7 = ((14)(23)) | Hs = K¢
Ks = ((24)), K9 = ((13)) H7; = Ky
1 Kio={(1)} Hg = K9

Primero, observemos que Hg y H; no son normales, entonces hay que dar un conjunto
completo de representantes de las clases laterales dobles de los conjuntos He\Ds/Hg, Hg\Ds/H7
y H7\Dg/H7 respectivamente:

= Ry ={(1),(24),(13)(24)} es un conjunto completo de representantes de Hg\Ds/Hg, entonces
su producto es el siguiente:

(Ds/He)(Ds/Hg) = Y Ds/(Hs N gHeg™")
geER

= 2Dg/Hg + Ds/Hs.

» Ry = {(1),(13)} es un conjunto completo de representantes de Hg\Dg/H7, entonces su
producto es el siguiente:

(Ds/Hg)(Ds/Hz) = Y Ds/(Hs N gHzg™")
gER>

— 2Dg/Hs.

= Rz ={(1),(1234),(13)} es un conjunto completo de representantes de H7\Dg/H, entonces
su producto es el siguiente:

(Ds/Hz)(Ds/Hz) = Y Ds/(H; N gHzg™")

gER3
=2Dg/H7 + Dg/Hsg.
Definamos a; = Dg/H; con i =1,...,8. Entonces la tabla de multiplicacién es la siguiente:

aq as as [¢7} as ag ar as
a1 a1 a9 as aq as ae ar as
ag 2(12 as as 2a5 2(16 as 2a8
as 2603 as 2&5 as as 2a8
a4 2(14 2&5 as 2(17 2a8
as 4a5 2(18 2ag 40,8
Qg 2a6 + ag 2(18 4(18
ay 2a7 + ag | 4ag
as 8(18
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Recordemos que:

IN(K)|
u,(Ds/K) = TIK] {E<G:[E]=[K] y H; C E}|
Para cada i = 1,...,8, tenemos que:
D
o (Ds. Ds) = 28| (Dg) = 1
| Ds|
Para j =2,3,4ei=1,...,8, entonces:
| Ds|
n,(Ds/H;) = i, ||{E<G [E] = [H,] y Hi C E}|
-9 0 si Hz g Hj
Para cada i =1...,8, tenemos que:
| Ds|
m,(Ds/Hs) = H, ||{E <G:[E]|=[H;5] y H; C E}|
—4 0 si Hi g H5
o 1 si Hi g Hs.
Observemos que Np, (Hg) =V, entonces para cada i = 1,...,8, tenemos que:
.(Ds/ He) = (e |(B < G [E] = [Ho] y Hy € )|
Observemos que Np, (H7) = Hy4 entonces para cada i = 1,...,8, tenemos que:
|Hy|
¢m,(Dg/Hr) = | ||{E <G:[E]=[He] y H; C E}|
Para cada i =1...,8, tenemos que:
pu(Ds/ He) = ([PE < G [E) = [H] v Hi € B}
-3 0 si H,L g Hg
- 1 si Hi g Hg.

¢: Ba(Dg) — Zfy

= (o (X), - org (X))

ap— (1,1,1,1,1,1,1,1)
as — (0,2,0,0,2,2,0,2)
az — (0,0,2,0,2,0,0,2)
aq — (0,0,0,2,2,0,2,2)
as — (0,0,0,0,4,0,0,4)
ag — (0,0,0,0,0,2,0,4)
(0,0,0,0,0,0,2,4)
( )

0,0,0,0,0,0,0,8

a7 —
ag +—
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Entonces, si (z1,22,...,28) € Z?Q) tenemos que
100 0 0 0 0O 1 1
12 0 0 0 0 0 O To 1 + 229
1 0 2 0 0 0 0 O T3 1 + 223
1 0 02 0 0 0 O Ta | 1 + 224
1 2 2 2 4 000 s | 1 + 2x9 + 273 + 214 + 475
12 0 0 0 2 0 O T I1+21’2+21’6
100 200 20 7 1+ 2x4 + 227
1 2 2 2 4 4 4 8 Tg T1 + 229 + 223 + 224 + 45 + 4w + 47 + 828
Y1
Y2
Ys
_ | Ya
Ys
Yo
Y
Ys

Por lo tanto:

B3(Ds) = {(y1,---,¥s8) € Lyy : (Y1,---,Ys5) € B2(V); Y6 — Y2, Y7 — Ya € 2Z(a),
(ys —ys) — 2(ye — y2) — 2(yr — ya) € 8Zx) }-
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Anillo de Burnside del grupo de los cuaternios.

Q = {+1, £i, +j, +k!

Orden | Subgrupos de Q C(Q)
8 K1 0 K, = H,
= (i) Hy =Ky
4 = (J) H3 = K3
= (k) Hy = K4
2 5 = < 1> H5 = K5
1 K¢ = {1} Hg = K¢

Por otro lado, sea:

p: Ba(Q) — Z?z)

a1 — (1,1,1,1,1,1)

as — (0,2,0,0,0,2)

az +— (0,0,2,0,0,2)

aq — (0,0,0,2,0,2)

as — (0,0,0,0,4,4)

ag — (0,0,0,0,0,8).

Entonces, si (ml,...,xg)EZ?Q),tenemos que

1 0 00 0O T 1 Y1
12 00 00 To Ty + 29 Y2
1 0 2 0 0 O 3| 1 + 223 _ |y
1 00 20 Of x| ™ Ty + 234 | ya
1 2 2 2 4 0 Is IE1+2(L'2+2.’E3+2(L'4+41'5 Ys
1 2 2 2 4 8 Tg T1 + 229 + 223 + 224 + 45 + 826 Y6

Por lo tanto:

’ B2(Q) = {(y15.--,Y6) € Z?z)l (Y15---,9s5) € B2(V),y6 — ys € SZ(Z)}' ‘
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Anillo de Burnside de Z, X Z» = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

Orden | Subgrupos de Zgo X Zo | C(Zso X Zs)
4 K1:Z2XZ2 HIZKI
= ((0,1)) Hy = K
2 = ((1,0)) Hy = K3
K4=<( 1)) Hy = K,y
1 = {(0,0)} Hs = K
Definamos a; = Zo X Zo/H;, con i = 1,...,5. Entonces la tabla de multiplicar es la siguiente:
a1 a2 asz a4 a5
ap | ap | G2 as as | 2as
az 2a9 | as as | 2as
as 2a3 as 2a5
Qy 2@4 2(15
as 4&5
Ahora, sea:
¢: Ba(Za X L) = Liy,
ap— (1,1,1,1,1)
az — (0,2,0,0,2)
as — (0,0,2,0,2)
aq — (0,0,0,2,0)
(O Oa 07 07 4)
Entonces, si (z1,...,2s5 E)Z‘?Q), la tabla de marcas es la siguiente:
1 0 0 0 O I I
1 2 0 00 T2 1 + 272
1 0 2 0 O xr3 | = T, + 223
100 2 0 X4 T1 + 214
1 2 2 2 4 Is X1 +2”L‘2+2$3+21‘4—|—4I5
Y1
Y2
=14
Ya
Ys

Por lo tanto:

B2(Z2 X Z2) = {(yla e Ys E)Z?2)|yz — Y1 € 2Z(2)’ con ¢ = 2,3,4;
(ys — y1) — Yis(yi — Y1) € 4Z)}
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Anillo de Burnside de Z3 X Zs

Orden | Subgrupos de Z3 x Zs C(Zs x Z3)
9 K1223X23 H1=Z3XZ3
Ky ={(0,1)) Hy; = K>
3 K3 =((1,0)) H; = K3
K, ={((1,1)) Hy =K,y
K5 = ((1,2)) Hs = K5
1 Ke = {(0,0)} Hs = Ks
Definamos a; = Z3 x Zz/H;, con i = 1,...,6, entonces su tabla de multiplicar es la siguiente:
al as as a4 as Qg
aq aq a9 as aq as Qg
a2 3(12 Qg Qg (&7 3CL6
as 3&3 ag Qg 3&6
a4 3(14 Qg 3CL6
as 3(15 3a6
Qg 9CL6

Por otro lado, sea:

Entonces, si (1, ...

I e T B S S =
W o OO wo

Por lo tanto:

W oo wWwWoo

W o wo oo

W w oo oo
w o O o oo

@: B3(Z3 x Z3) — 2?3)
a; — (1,1,1,1,1,1

as — (0,3,0,0,0,3
as — (0,0,3,0,0,3
as — (0,0,0,3,0,3
as — (0,0,0,0,3,3
ag — (0,0,0,0,0,9

NN NN NN

,Xg) € Z?s)v su tabla de marcas es la siguiente:

Z1 1

1 + 322 Yo

T + 33 |3

xr1 + 3.’E4 o Ya

z1 + 35 Ys

T, + 3x9 + 33 + 324 + 375 + 926 Y6

B3(Z3 X ZB) = {(yla”' 7y6) € Z?3)|yl — Y1 € 3Z(3)a con & = 2,...,5;
(Y6 — Y1) — S5 o(yi — y1) € 9Zz)}-
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Anillo de Burnside de Zs X Zs

Orden | Subgrupos de Zs x Zs C(Zs x Zs)
25 K1:Z5XZ5 H1:Z5><Z5
Ky ={(0,1)) Hy = K»
K35 =((1,0)) Hs = K3
5 Ky = <(17 1)> Hy =K,
K; =((1,2)) Hs = K5
Kg =((1,3)) Hg = K
K7 ={((1,4)) H7 = K7
1 Ks ={(0,0)} Hs = Ky
Definamos a; = Zs X Zs/H;, con i = 1,...,8. Entonces su tabla de multiplicar es la siguiente:
a1 as as Qa4 as Qg ar as
ai ay as as a4 as ag ar as
a9 5(12 as as as 3a8 as 5a8
as 5(13 as as as as 5@8
Qa4 5@4 as as as 5&8
as 5(15 as as 5a8
Qg 5@6 as 5@8
az Sar as
as 25&8

Por otro lado, sea:

¢: Bs(Zs x Zs) — Ly

ay — (1,1,1,1,1,1,1,1)

as — (0,5,0,0,0,0,0,5)

az — (0,0,5,0,0,0,0,5)
as — (0,0,0,5,0,0,0,5)
as — (0,0,0,0,5,0,0,5)
ag — (0,0,0,0,0,5,0,5)
a7 — (0,0,0,0,0,0,5,5)
ag ~ (0,0,0,0,0,0,0,25).

44



Caracterizando Anillos de Burnside

Entonces, si (z1,...,25) € 2?5) ,su tabla de marcas es la siguiente:
100 00 0O O 1 x1
150 0 0 00 O T 1 + 9T
105 0000 O T3 1 + 973
1005 000 O x4 | 1+ 974
100 0 5 00 O x5 | 1+ S5
100 00 5 0 O Tg 1 + 5T6
100 00 O0 5 0 T7 1 + 5T7
1 55 5 5 5 5 25 Tg 1 + 5% + dx3 + dxg + S5 + dxg + 57 + 2528

Y1

Y2

Y3

_ | Ya

Ys

Yo

Yy

Ys

Por lo tanto,

Bs(Zs x Zs) = {(y1,--.,ys) € 2?5)\ Yi — Y1 € 5y, coni=2,...,7T;
(ys = 1) = 31 o(i — 91) € 25Z5)}.
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Caracterizando Anillos de Burnside

Anillo de Burnside de Z, X Z,, donde p es un niimero primo.

Orden | Subgrupos de Z, x Z,, | C(Z, x Zy)
p? Ki1=2Z,%x7Z, H=2Z,xZ,
Ky ={(0,1)) Hy = K
K3 =((1,0)) Hs = K3
, [Ka=(LD) = K,
p+1 = ((1,p—2)) Hy 1 = Kpq1
p+2 =({1,p—1)) Hpio = Kpio
1 Kpi3 ={(0,0)} Hyy3 = Kpys

Definiendo a; = Z,, X Z,,/H;, donde i = 1,...,p + 3, entonces para j € {2,...,p + 2} tenemos los
siguientes casos para el producto de a;a;:

1. Si ¢ =1, entonces a;a; = a;.

2. Si ¢ = j, entonces a;a; = pa;

3. Sii=p+ 3, entonces a;a; = pap+s.

4. Sii#1,j,p+ 3, entonces a;a; = apt3.

Por lo tanto, su tabla de multiplicar es la siguiente:

al a2 e ai ce . ap+2 ap+3
ay aj as ce a; o ap+2 ap+3
a2 baz a ap+43 e ap+3 Pap+3
ai pai | -+ | Gp+3 | POp43
Ap+2 Pap+2 | Pap+3
2
Ap+3 D apts

Por otro lado, sea:

+3
1 By(Zy x Ly) = T1F
a — (1717 7171’1)
| S ——
p+3— veces 1

ag — (O7paoa"' ,0,p)

a; — (07 j_'>i70>p707"'707p)
i—

Ap+2 = (070a" : 707pap)
ap+3 = (0707 e ,0,0,]92),
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Caracterizando Anillos de Burnside

entonces su tabla de marcas es:

100 0 0
1 p O 0 0
10 p 0 0
100 0 p O
1 pp p p p

Por lo anterior, concluimos que:

By(Zp X Zp) = {(y15- -, Yp+3) € Z?$3|yi — Y1 € PZp), cON T =2,...,p+ 2;
(Yp+s — y1) — (S5 7 yi — y1) € p?Zy) }-
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Apéndice A

Ideales en el Anillo de Burnside en
un producto fibrado

Veamos la caracterizacion de B, (Cpn ), entonces consideremos Cpn =< a > donde a es de orden

p", y asi
C(Cpn) ={H, =<a>Hy=<aP >,..., Hyyy =<a" >}.

Entonces, sea a; = Cpn/H; para i =1,2,...,n, entonces tenemos que

n+1

By(Cpr) = P Zpai.
=0

Ademss, ¢ induce la siguiente inclusion
By(Cpn) — Z2+H
X = (SDHO(X)7 SDHI(X)7 s ﬂ‘pHn+1(X))'
Ahora observemos que para i,j = 1,...,n,

C n
ou(Cpr /) = UE < e B = [1] v 1, € )
J

o |Cpn‘ 1 si Hz - Hj
~ |H,| \0si H; € Hj.

Por ende, tenemos que

ay— (1,1,1...,1)
ag (O7p7p7p)
as (0707p27"'7p2)

an+1— (0,0,0,...,p").
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Ideales en el Anillo de Burnside en un producto fibrado

Asi, si (21, x9,...,&py1) € Zg“ tenemos que:
1 O O e 0 0 X1 X1
1 P 0 0 0 ) x1 + pro
1 pp* - 0 0 T3 z1 + prs + pPa;
1 p p*> ... p"t 0 T 1+ pro +pPars+ -+ ptla,
1 p p2 o p”*1 p" Tn+1 T + pro +p2x3 + .- +p”’1xn +p"Tpi1
Y1
Y2
Y3
y’n
Yn+1

Por lo tanto, podemos considerar a B, (Cpn) en Z;}‘H de la siguiente manera

By (Cpr) ={(y1,Y2, -+ Ynt1 € Z;H'l Y —Yio1 €p'Zyconi=23,...,n+1}

Consideremos el siguiente diagrama:

(xla"'axn—hxn) F Tn

B,(Cpn) —2— 7,

oo

Bp(Cpn-1) L’ Ly [p" Ly

(‘rlvnwmnfl) ' Xno1 :Xim

observemos que los ideales de Z, son de la forma p'Z, con 0 < ¢ un entero. Entonces sea
I < B,(Cpn) y sean I; = a;(I) con i = 1,2. Puesto que «; es sobreyectiva, es claro que I; es ideal
para i =1, 2.

Ademas, como Z, es un D.LP., entonces en particular I = p'Z,, y como ay es sobreyecti-
va, existe z € By(Cpn-1) tal que (z,p") € I y ao(x,p') = p', y asimismo, f(z) = g(p"), i.e.,
x —p' € p"Z, con 0 < t un entero.

Sea (a,b) € I, entonces b € I, ie, existe ¢ € Z tal que b = cp', ademés existe
a1 € By(Cpa—1) tal que az(ai,c) = c. Por otro lado, (z,p")(a1,¢) = (xai,cp') € I, enton-
ces (a,b) — (zay,cp') = (a — zay,0) € I.

Entonces, definimos
J ={d" € By(Cpn-1)|(d',0) € I};

es claro que J es ideal de B, (C)n-1) por la sobreyectividad de a;. Como consecuencia, a —za; € J,
entonces existe d € J tal que d = a — za;.
Asi, (a,b) = (za; + d,cpt) = (z,p)(a1,c) + (d,0), por lo que es claro la siguiente igualdad de
conjuntos:

I= (x’pt)BP(CP") + (J7 0)7

en donde:
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Ideales en el Anillo de Burnside en un producto fibrado

1. J < By(Cpn-1), tal que f(J) = 0;
2. x € B,(Cpn—1) tal que x — p* € p"Z,, con x tGnico (mod J);
3. si D = {(m,n) € By(Cpn)|np" = 0}, entonces mz € J ¥(m,n) € D, esto es, a;(D)x C J.

Se puede ver que D = pZ, X p?Z, X -+ X p"Z, x {0}.
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