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Introducción

El tratamiento de los grandes cardinales, ha sido una tendencia
importante a lo largo de las últimas décadas, que tiene sus orígenes
en la ya popular Teoría de Conjuntos. Recordemos que Cantor es
el padre de esta rama de las matemáticas que se remonta en la in-
vestigación que él hacía sobre series trigonométricas, cuando utilizó
cierta operación límite iterable hacía el �in�nito�. Desde entonces
empezó la idea de los llamados números ordinales, los cuales fueron
pensados originalmente como clases de equivalencia de la relación
dada por la de isomor�smo entre buenos órdenes. Esto dio inicio a
lo que se conoció como el �trans�nito�.

Felix Hausdor� en 1908, se encontraba interesado en investigar
el trans�nito, de hecho se logró un gran avance debido al trabajo
de él; incluso interesado por la estructura de este mismo objeto, y
despreocupado por cuestiones de fundamentos en su estudio, él con-
tinuó la forma de distintos tipos de órdenes para su propio propósito
y dio origen al primer cardinal grande, los débilmente inaccesibles.
Para los cuales Hausdor� observó que un cardinal κ con tal propie-
dad, ha de satisfacer que κ = ℵκ y en realidad, es un punto límite
de cerradura bajo procesos de cardinales límites. Con base en la
evidencia que había encontrado, Hausdor� menciona lo siguiente
acerca de la a�rmación que existan tales objetos, �el menor de ellos
tiene una magnitud tan exorbitante que difícilmente estará algu-
na vez en consideración para los propósitos usuales de la teoría de
conjuntos�. Hoy en día, es sabido que la existencia de cardinales dé-
bilmente inaccesibles no puede ser establecida en ZFC, pues induce
un modelo para esta teoría.

Posteriormente, Mahlo, Sierpi«ski, Tarski, Zermelo, Ulam, Er-
d®s, Hanf, Levy, Scott, entre otros, fueron protagonistas en el de-
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sarrollo de distintos tipos de cardinales grandes, cada vez mayo-
res y provenientes de diferentes áreas de las matemáticas. Durante
mediados y �nales del siglo XX, se estudiaron estos objetos y en
principio, uno podría imaginarse que no hay relación evidente entre
tales cardinales, sin embargo, poco a poco se fue descubriendo que
(por alguna misteriosa razón) los grandes cardinales se encuentran
acomodados en una jerarquía lineal de consistencia entre estos, i.e.
la existencia de cierto cardinal grande implica la existencia de los
cardinales grandes menores al original. Este tipo de situaciones son
parte principal del presente.

A lo largo de esta tesis, se pretende de�nir algunos cardinales
grandes y exhibir propiedades importantes de los mismos, conse-
cuencias relevantes que sean causadas por la existencia de alguno
de ellos. Como veremos, los cardinales grandes traen resultados in-
teresantes dentro de las matemáticas, demostramos muchas de estas
consecuencias y sobretodo, aquellas que tienen su protagonismo en
la parte pura de las matemáticas. También, se brindan las herra-
mientas básicas para entender el tratamiento de los grandes cardi-
nales, se busca que esta tesis sea autocontenida y que pueda tener
impacto en la base y referencia de nuevos textos que traten este
tema, así como un material de autoestudio.

Algo relevante que se hace en este trabajo, es que se muestran
las relaciones que hay entre los diversos cardinales grandes que se
presentan. Esto es muy importante, puesto que hace ver la relación
lineal que hay entre estos objetos, lo cual es interesante puesto que
muchos parecieran no presentar nexo entre los mismos. En casos
donde no es posible mostrar estas implicaciones, se hace alusión a
algún texto que exhiba esto, esto se hará principalmente puesto que
el alcance de este estudio es otro.

Finalmente, vale la pena mencionar que la manera en que se
presenta el material es dando el estudio de un cardinal grande por
capítulo, empezando por los más pequeños y continuando con los
que sean mayores respecto a la consistencia de tales. Dentro de ca-
da capítulo se inicia con la teoría necesaria (si es el caso) para el
tratamiento de cierto cardinal grande, algunos resultados no son
demostrados pues son teoremas populares, además se da la referen-
cia en donde se puede encontrar la prueba de los mismos. El resto
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del capítulo se dedica a estudiar propiedades del cardinal grande en
cuestión y de su relación con los cardinales grandes anteriores a él.
Durante la exposición de estos resultados, siempre se ha pretendido
presentar demostraciones y prueba de detalles, los cuales cualquier
texto, referente al tema, suele omitir en sus páginas.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. Notación y convenciones

Seguiremos las notaciones y de�niciones encontradas en [7]. A
menos que se indique lo contrario, usamos las primeras letras grie-
gas minúsculas α, β, γ, δ, . . . para referirnos a números ordinales,
las letras griegas minúsculas encontradas en medio κ, λ, µ, ν, . . .
nos ayudan a denotar números cardinales. Asumiendo el Axioma
de Elección, sabemos que los números cardinales forman una clase
bien ordenada y cada uno se corresponde con algún número alef,
denotamos por ℵα, el cardinal α-ésimo in�nito. Mediante κ+ nos
referimos al cardinal sucesor de κ, i.e. el menor número cardinal
que es mayor a κ.

Usando ON hacemos alusión a la clase formada por todos los
números ordinales, V representa el universo de todos los conjuntos.
ZF representa la teoría axiomática de Zermelo-Fraenkel, formada
por seis axiomas y dos esquemas de axioma, los cuales pueden ha-
llarse en la referencia dada en el párrafo anterior, ZFC es ZF junto
con el Axioma de Elección, AC es el Axioma de Elección, CH es la
Hipótesis del Continuo y GCH representa la Hipótesis Generalizada
del Continuo.

Para un conjunto cualquiera S, P(S) representa el conjunto
potencia de S, |S| denota el número cardinal de S. Escribimos
ω para referirnos al primer ordinal in�nito, ℵ0 al tratar ω como
el primer cardinal in�nito y N hace alusión al conjunto ω \ {∅}.
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2 1. PRELIMINARES

También, dado un cardinal κ y un conjunto S, [S]κ es el conjun-
to {X ⊆ S : |X| = κ} y [S]<κ el conjunto {X ⊆ S : |X| < κ}.
Usaremos la aritmética ordinal, cardinal y la aritmética in�nita de
cardinales. Si κ y λ son números cardinales (ordinales), entonces
al tratar la exponenciación cardinal (ordinal), escribimos κλ para
denotar tal operación.

Dados dos conjuntos A y B, AB es el conjunto de todas las
funciones con dominio A y codominio B. Para una función f , f [X]
representa el conjunto imagen de X bajo f , f ↾ X es la restricción
de f al subconjunto X. Mediante x ⊊ y, hacemos alusión a que x es
un subconjunto propio de y, es decir x ⊆ y y existen elementos de
y que no pertenecen a x. Recordemos que para un conjunto X de
números ordinales (cardinales), los ordinales (cardinales) mín(X) y
sup(X) se identi�can con

⋂
X y

⋃
X, respectivamente.

Se asume familiaridad con nociones básicas de lógica matemá-
tica. Un lenguaje lógico (formal) L está formado por un conjunto
de símbolos lógicos y uno de símbolos no lógicos, el primero está
formado por variables, símbolos de agrupación, conectivos lógicos
y cuanti�cadores lógicos (también se puede incluir un símbolo de
igualdad); el segundo está formado por símbolos constantes, para
cada n ∈ N, símbolos funcionales de aridad n y símbolos predicati-
vos de aridad n.

Recordemos que el conjunto de los términos es aquel forma-
do por las variables, los símbolos constantes o la aplicación de un
símbolo funcional de algún término ya de�nido. Mientras que el
conjunto de fórmulas contiene la igualdad de cualesquiera dos tér-
minos, la aplicación de un símbolo predicativo de términos (estos
dos primeros tipos de fórmulas son llamadas fórmulas atómicas),
si se tienen fórmulas, la aplicación de conectivos con una fórmu-
la, es una fórmula, y la aplicación de un cuanti�cador seguido de
una variable y de una fórmula, es una fórmula. Esto induce una
manera natural de demostrar a�rmaciones que involucran términos
o fórmulas, comúnmente llamada �prueba por inducción sobre la
longitud de . . . �.

Una variable se dice libre en una fórmula si no se encuentra al
alcance de algún cuanti�cador. Si φ es una fórmula, φ(v1, . . . , vn) in-
dica que sus variables libres son exactamente v1, . . . , vn. Una fórmu-
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la sin variables libres es llamada una sentencia. Dada φ(v1, . . . , vn),
si a1, . . . , an ∈ A para algún conjunto A, φ[a1, . . . , an] represen-
ta la fórmula resultante de sustituir las instancias de las variables
v1, . . . , vn por a1, . . . , an, respectivamente. Esto mismo aplica para
el caso de términos.

Un modelo A de L, es una estructura formada por un conjunto
no vacío llamado el universo, dominio o conjunto subyacente de A,
una función para cada símbolo funcional, un conjunto para cada
símbolo predicativo y un elemento �jo del universo, para cada sím-
bolo constante. Finalmente, A |= φ[a1, . . . , an] nos dice que φ es
satisfecha en el modelo A por la asignación (valuación) que toma a
cada vi en ai, para cada i. El uso de |= es extendido a colecciones
de fórmulas (por ejemplo A |= ZFC) mediante el signi�cado espe-
rado y obvio. Se recomienda consultar [1] para más información al
respecto.

Una teoría es un conjunto formado solamente por sentencias.
Para una teoría T , con(T ) es la a�rmación formal de su consisten-
cia en términos de una aritmetización de su lenguaje. Mediante ⊢
hacemos referencia a que existe una demostración, haciendo uso de
los axiomas de la lógica (de primer orden), de la fórmula (conjunto
de fórmulas) que se encuentre delante de ⊢, mientras que lo que an-
tecede a ⊢ indica las hipótesis que se han tomado para demostrar
lo posterior. Por el Teorema de Completitud de Gödel, una teoría
de primer orden es consistente si y solo si admite un modelo (una
estructura que satisface las sentencias de la teoría).

1.2. Conjuntos bien fundados

De�nición 1.1. Usando recursión de�nimos, para cada ordinal α,
R(α) de la siguiente manera:

i) R(0) = ∅,

ii) R(α + 1) = P(R(α)),

iii) R(α) =
⋃
β<α

R(β) si α ̸= 0 es límite.
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Podemos considerar la clase WF =
⋃
{R(α) : α es ordinal}.

Diremos que x es un conjunto bien fundado si x ∈ R(α) para algún
α ordinal, en tal caso también escribiremos x ∈ WF .

Presentamos algunas propiedades que cumplen estos conjuntos,
las cuales serán de utilidad a lo largo del trabajo.

Proposición 1.2. Si α y β son ordinales, entonces:

i) R(α) es un conjunto transitivo.

ii) Si β ≤ α, entonces R(β) ⊆ R(α).

Demostración: i). Por inducción trans�nita sobre α. Si α = 0,
entonces R(α) = ∅, luego R(α) es claramente transitivo. Si α = γ+1
y se tiene para γ, entonces sea x ∈ R(α) y sea y ∈ x, luego por
de�nición x ⊆ R(γ), así y ∈ R(γ). Por hipótesis inductiva y ⊆ R(γ)
y entonces y ∈ P(R(γ)) = R(γ + 1) = R(α). Con esto x ⊆ R(α).

Si α es límite y se tiene para cada γ < α, entonces sea x ∈ R(α)
y sea y ∈ x, por de�nición x ∈ R(γ) para algún ordinal γ < α. Por
hipótesis inductiva tenemos que x ⊆ R(γ), así que y ∈ R(γ), luego
y ∈ R(α).

ii). Por inducción trans�nita sobre α. Si α = 0, entonces β = 0
y así R(α) = R(β) = ∅. Si α = γ + 1 y se tiene para γ, entonces
supongamos que β < α = γ+1, pues si β = α es clara la contención.
Así que, si β < γ + 1, entonces β ≤ γ y por hipótesis inductiva,
tenemos que R(β) ⊆ R(γ). Por de�nición, lo anterior implica que
R(β) ∈ R(γ + 1) y por i) se tiene que R(β) ⊆ R(γ + 1) = R(α).

Si α es límite, hacemos la misma suposición que se hizo en
el párrafo anterior y asumimos que β < α. Entonces R(β) ⊆⋃

γ<αR(γ) = R(α). ■

Observemos que si x ∈ WF , entonces el menor ordinal α tal
que x ∈ R(α), debe ser sucesor. Claramente α ̸= 0 y si α es límite,
tenemos por de�nición que existe β < α tal que x ∈ R(β) y entonces
α no es mínimo. Esto motiva la siguiente de�nición.

De�nición 1.3. Si x ∈ WF , entonces el rango de x, denotado por
rank(x), es el menor ordinal α tal que x ∈ R(α + 1).
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A partir de este concepto, podemos notar que si β = rank(x),
entonces x ∈ R(β + 1) = P(R(β)), así que x ⊆ R(β) y x /∈ R(β).
Además, para cada α > β, x ∈ R(α).

Lema 1.4. Para cada α ordinal, R(α) = {x ∈ WF : rank(x) < α}.

Demostración: ⊆: Sea x ∈ R(α), por de�nición rank(x)+1 ≤ α,
luego rank(x) < α.

⊇: Sea x ∈ WF con β = rank(x) < α, por ii) de la proposición
anterior R(β+1) ⊆ R(α) y ya que x ∈ R(β+1), entonces x ∈ R(α).
■

Además, la clase WF está cerrada bajo elementos que pertene-
cen a conjuntos bien fundados y la relación que hay respecto a sus
rangos es la esperada.

Lema 1.5. Si y ∈ WF , entonces:

i) Si x ∈ y, entonces x ∈ WF y rank(x) < rank(y).

ii) rank(y) = sup{rank(x) + 1 : x ∈ y}.

Demostración: i). Sea x ∈ y, como y ∈ R(α) para algún ordinal
α y R(α) es transitivo, entonces x ∈ R(α). Con esto x ∈ WF .

Si β = rank(y), entonces y ⊆ R(β), así que x ∈ R(β), luego
rank(x) + 1 ≤ β, con lo cual rank(x) < β = rank(y).

ii). Sea β = sup{rank(x) + 1 : x ∈ y}. Si x ∈ y, entonces
por i) rank(x) < rank(y), luego rank(x) + 1 ≤ rank(y). Con esto,
β ≤ rank(y).

Por otro lado, si x ∈ y, entonces rank(x) < rank(x) + 1 ≤ β
con lo cual x ∈ R(β). Con esto y ⊆ R(β), así que y ∈ R(β + 1) y
entonces rank(y) ≤ β. ■

El siguiente teorema re�eja una propiedad que uno esperaría
que tengan los ordinales.

Teorema 1.6. Para cada ordinal α, α ∈ WF y rank(α) = α.
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Demostración: Por inducción trans�nita sobre α. Para α = 0 es
claro, pues 0 ∈ R(1) y ya que R(0) = ∅, entonces por de�nición
rank(0) = 0.

Supongamos que se tiene para cada β < α. Sea β ∈ α, entonces
β ∈ WF y rank(β) = β, luego β ∈ R(β + 1). Con lo que, si
γ = sup{β + 1 : β < α}, entonces β ∈ R(γ), así que α ⊆ R(γ), con
ello α ∈ R(γ + 1). Con esto α ∈ WF .

Ahora, si β < α, entonces β + 1 = rank(β) + 1 ≤ α y así por ii)
del lema anterior rank(α) ≤ α. Por otro lado, si β < α, entonces
β < β+1 ≤ rank(α), es decir β < rank(α); con lo cual α ⊆ rank(α),
es decir α ≤ rank(α). ■

Finalmente, como herramienta básica para la construcción de
estructuras con características útiles, tenemos el siguiente teorema
cuya demostración omitiremos y referimos al lector en [5] para en-
contrar más información al respecto.

Teorema 1.7 (Lema del Colapso de Mostowski). Supongamos que
(M,E, . . . ) es una (posiblemente clase propia) estructura con E una
relación binaria sobre M tal que:

a) E es bien fundada;

b) (M,E) es extensional, i.e. si a, b ∈ M y xEa si y solo si xEb
para cada x ∈M , entonces a = b;

c) E es casi-conjunto, i.e. {x ∈ M : xEa} es un conjunto para
cada a ∈M .

Entonces existe π : (M,E, . . . ) → (M ′,∈, . . . ) isomor�smo de
modelos, que es único y tal que M ′ es transitivo. ■

A lo largo de este trabajo, cuando se haga uso del teorema ante-
rior, se dirá que (M ′,∈, . . . ) es el colapso transitivo de (M,E, . . . ).

1.3. Co�nalidad y números beth

De�nición 1.8. Sea α un ordinal, entonces:
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i) Sea X ⊆ α, decimos que X no está acotado o es no acotado en
α si supX = α. En caso contrario se dirá que X es acotado en
α.

ii) Si α es límite y no cero, decimos que f : β → α es co�nal si
f [β] es no acotado en α.

iii) Llamaremos co�nalidad de α al menor ordinal β tal que existe
f : β → α co�nal, denotamos este valor por cf(α).

Notemos que id : α → α es siempre una función co�nal, con lo
que su co�nalidad es un valor bien de�nido; más aún, cf(α) ≤ α.
No es difícil veri�car que cf(α) es un cardinal para cualquier ordinal
límite α ̸= 0.

Para ilustrar los conceptos anteriores, probaremos las siguientes
proposiciones que serán de utilidad a lo largo del trabajo.

Proposición 1.9. Sea α ̸= 0 un ordinal límite y X ⊆ α no acotado
en α, entonces cf(α) ≤ |X|.

Demostración: Sea f : |X| → X una biyección, entonces g :
|X| → α dada por g(β) = f(β) es claramente co�nal. En efecto,
si δ ∈ α, entonces como X es no acotado, existe x0 ∈ X tal que
δ < x0. Ya que f es biyectiva, existe αδ ∈ |X| tal que f(αδ) = x0,
con esto δ < x0 = f(αδ) = g(αδ).

Así que por de�nición, cf(α) ≤ |X|. ■

Proposición 1.10. Sea α ̸= 0 un ordinal límite y X ⊆ α no
acotado en α, si type(X) = λ y f : λ → X es un isomor�smo de
orden, entonces:

i) λ ≤ α.

ii) Si cf(α) = α entonces λ = α.

Demostración: i). Dado que X ⊆ α, entonces por un resultado
clásico tenemos que λ = type(X) ≤ type(α) = α.

ii). Por i) sabemos que λ ≤ α. Si λ < α, entonces dado que f es
biyectiva |X| = |λ| ≤ λ < α = cf(α). Por la proposición anterior,
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esto implica que X es acotado en α lo cual es una contradicción. ■

Es interesante distinguir los casos donde cf(α) = α. Así que
consideremos los siguientes conceptos.

De�nición 1.11. Sea κ un cardinal, diremos que κ es regular si
cf(κ) = κ. Por otra parte, κ es singular si cf(κ) < κ.

Recordemos las siguientes propiedades que cumplen los distintos
tipos de cardinales que hemos introducido.

Proposición 1.12. Sea κ un cardinal y α un ordinal límite:

i) cf(α) es un cardinal regular.

ii) Si κ es sucesor entonces κ es regular.

iii) κ es singular si y solo si es la unión ajena de menos que κ
conjuntos con cada conjunto de cardinalidad menor que κ.

iv) cf(ℵα) = cf(α). ■

Otro concepto que es muy importante distinguir es el de un
cardinal límite fuerte, el cual hacemos claro a continuación.

De�nición 1.13. Sea κ un cardinal no cero, diremos que es límite
fuerte si para cada cardinal λ < κ, 2λ < κ.

Se veri�ca de manera inmediata que un cardinal límite fuerte es
un cardinal límite. Un ejemplo claro de un cardinal límite fuerte es
ℵ0. Podemos caracterizar a los cardinales límite fuerte mediante el
siguiente concepto.

De�nición 1.14. Usando recursión de�nimos, para cada ordinal
α, ℶα mediante:

i) ℶ0 = ℵ0,

ii) ℶα+1 = 2ℶα ,

iii) ℶα = sup
β<α

{ℶβ} si α ̸= 0 es límite.
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Observemos que para cada ordinal α, α ≤ ℶα. Por inducción
trans�nita sobre α. Para α = 0 es claro. Si α = β+1, entonces por
hipótesis inductiva, β ≤ ℶβ < 2ℶβ = ℶβ+1 = ℶα, luego α = β+1 ≤
ℶα. Si α es límite, sea β < α, entonces por hipótesis inductiva,
β ≤ ℶβ < ℶβ+1 ≤ supγ<α{ℶγ} = ℶα; se sigue que β < ℶα, con lo
cual α ⊆ ℶα, i.e. α ≤ ℶα.

Un inducción similar a la anterior muestra que si β ≤ α entonces
ℶβ ≤ ℶα.

Lema 1.15. Si κ es un cardinal límite fuerte entonces κ = ℶ0 ó
κ = ℶα para algún ordinal límite α.

Demostración: Ya que κ ≤ ℶκ < ℶκ+1, entonces podemos con-
siderar α mínimo con la propiedad de que κ < ℶα. Claramente α
no es límite, de lo contrario α no es mínimo. Además α ̸= 0, pues
entonces κ no es límite fuerte; así que α = β+1 para algún ordinal
β. Luego, ℶβ ≤ κ < ℶβ+1 = 2ℶβ .

Por lo anterior, si ℶβ < κ, entonces κ no es límite fuerte, con
lo cual ℶβ = κ. Además si β es sucesor, digamos β = γ + 1 para
algún ordinal γ, entonces ℶγ < 2ℶγ = ℶγ+1 = ℶβ = κ, pero esto
es imposible pues κ es límite fuerte. Con esto, β es límite ó β = 0. ■

El siguiente lema es un resultado natural que uno esperaría a
partir de la de�nición de los números beth cuando se tiene un or-
dinal límite como índice.

Lema 1.16. Para cada ordinal límite α ̸= 0, cf(ℶα) = cf(α).

Demostración: Si cf(ℶα) = λ y cf(α) = µ, entonces para f : µ→
α co�nal, consideremos g : µ→ ℶα dada por g(δ) = ℶf(δ). Notemos
que g es co�nal. En efecto, sea κ < ℶα, entonces κ < ℶγ para
alguna γ < α y como f es co�nal, existe δ < µ tal que f(δ) > γ.
Así que, κ < ℶγ ≤ ℶf(δ) = g(δ). Por tanto, por de�nición tenemos
que λ ≤ µ.

Sea h : λ → ℶα co�nal, consideremos r : λ → α dada por
r(δ) = β, donde β < α es el menor ordinal tal que h(δ) < ℶβ.
Comprobaremos que r es co�nal. Sea γ < α, entonces ℶγ < ℶγ+1 ≤
ℶα, así que como h es co�nal, existe δγ < λ tal que h(δγ) > ℶγ.
Ya que r(δγ) es el menor ordinal tal que h(δγ) < ℶr(δγ), entonces
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ℶγ < h(δγ) < ℶr(δγ), de donde se sigue que γ < r(δγ), de lo contrario
ℶr(δγ) ≤ ℶγ lo cual es imposible.

Lo anterior exhibe que r es co�nal y así, por de�nición µ ≤ λ.
En consecuencia, tenemos la igualdad deseada. ■

Ahora, veremos como se relacionan los números beth con los
tamaños de los conjuntos bien fundados con rango menor al de un
ordinal dado.

Lema 1.17. Para cada ordinal α, |R(ω+α)| = ℶα. En particular,
si α ≥ ω2 entonces |R(α)| = ℶα.

Demostración: Primero, probemos por inducción sobre n que
para cada n < ω, |R(n)| < ω. Para n = 0 es claro, así que su-
pongamos que se tiene para m < ω y que n = m + 1, entonces
|R(n)| = |P(R(m))| = 2|R(m)| < ω.

Ahora, probaremos el teorema por inducción trans�nita sobre
α. Si α = 0, entonces |R(ω + α)| = |R(ω + 0)| = |R(ω)| =
|
⋃

n<ω R(n)| ≤
∑

n<ω |R(n)| = ℵ0 · supn<ω{|R(n)|} = ℵ0 = ℶ0.
Además ω ⊆ R(ω), luego ℶ0 = |ω| ≤ |R(ω)| = |R(ω + α)|. Así que
|R(ω)| = ℶ0.

Si α = β + 1, y se tiene para β, entonces |R(ω + α)| = |R(ω +
(β + 1))| = |R((ω + β) + 1)| = |P(R(ω + β))| = 2|R(ω+β)| = 2ℶβ =
ℶβ+1 = ℶα.

Si α es límite y se tiene la a�rmación para cada β < α, entonces
|R(ω + α)| = |

⋃
β<ω+αR(β)| = |

⋃
β<αR(ω + α)| ≤

∑
β<α |R(ω +

β)| = α · supβ<α{|R(ω + β)|} = α · supβ<α{ℶβ} = α · ℶα = ℶα.
Por otro lado, sea β < α, entonces R(ω + β) ⊆ R(ω + α) así
|R(ω+ β)| ≤ |R(ω+ α)|; se sigue que supβ<α{|R(ω+ β)|}, es decir
ℶα = supβ<α{ℶβ} ≤ |R(ω + α)|. Por tanto |R(ω + α)| = ℶα.

Esto completa la inducción. Para veri�car la última parte, su-
pongamos que α ≥ ω2, por aritmética ordinal existe β ordinal tal
que ω2 + β = α. Como ω + α = ω + (ω2 + β) = (ω + ω2) + β =
ω(1 + ω) + β = ω · ω + β = ω2 + β = α, tenemos que |R(α)| =
|R(ω + α)| = ℶα. ■
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1.4. Conjuntos cerrados

Como parte de este trabajo, encontraremos muchas veces la no-
ción de lo que es un conjunto cerrado así como sobre un conjunto
cerrado y no acotado. Muchas de las pruebas, de los resultados que
se presentan, serán omitidas debido a que pueden ser encontradas
en cualquier texto básico.

De�nición 1.18. Un conjunto C ⊆ α, con α un ordinal límite,
se dice cerrado en α si para cada λ < α ordinal límite tal que
sup(C ∩ λ) = λ se cumple que λ ∈ C.

La siguiente equivalencia a la de�nición anterior será muy útil
cuando nos interese probar que algún conjunto es cerrado.

Teorema 1.19. Sea α un ordinal límite y sea C ⊆ α, C es cerrado
en α si y solo si para cada X ⊆ C no vacío y acotado en α se
cumple que supX ∈ C. ■

Veamos como podríamos aplicar este teorema con un ejemplo
sencillo.

Ejemplo. Si λ es un ordinal límite, entonces para cada α < λ los
intervalos (α, λ) = {γ < λ : α < γ} son conjuntos cerrados en λ.
Más aún, son conjuntos no acotados en λ.

Demostración: Sea λ un ordinal límite y sea α < λ, para probar
que (α, λ) es un conjunto cerrado, consideremos X ⊆ (α, λ) no
vacío tal que supX < λ, veremos que supX ∈ (α, λ). Sea γ ∈ X,
entonces α < γ, así α < supX; y ya que supX < λ, se tiene por
de�nición que supX ∈ (α, λ).

Es claro que (α, λ) es no acotado, pues si γ < λ, entonces para
β = máx{α + 1, γ + 1} cumple que γ < β y que β ∈ (α, λ). ■

Cada que tengamos un conjunto C ⊆ α que cumpla con ser
cerrado y no acotado en α, con α un ordinal límite, usaremos el
término popular y diremos que C es un club en α. Aunado a es-
te concepto, también es común hablar de lo que es un conjunto
estacionario. Un conjunto estacionario es un objeto grande, en el
sentido de que se encuentra �en casi todas partes� pues siempre tiene
elementos en común con cualquier conjunto cerrado y no acotado.
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De�nición 1.20. Sea α un ordinal límite, S ⊆ α se dirá conjunto
estacionario en α si para cada C ⊆ α club en α se cumple que
S ∩ C ̸= ∅.

Las siguientes son propiedades básicas acerca de los conjuntos
estacionarios.

Proposición 1.21. Sea α un ordinal límite con cf(α) > ω y sea
S ⊆ α, tenemos que:

i) Si S es un club en α entonces S es estacionario en α.

ii) Si S es estacionario en α entonces supS = α.

iii) Si S es estacionario y C es un club en α entonces S ∩ C es
estacionario en α.

iv) Si S es estacionario en α y T ⊇ S entonces T es estacionario
en α. ■

Para terminar esta sección hablaremos de funciones normales y
regresivas.

De�nición 1.22. Sea λ un ordinal límite, na función f : λ → λ
se dice normal si f es estrictamente creciente y para cada α < λ
límite, se cumple que f(α) = sup{f(β) : β < α}.

A continuación listamos las propiedades más relevantes acerca
de las funciones normales.

Proposición 1.23. Sea κ un cardinal regular no numerable, en-
tonces:

i) Un conjunto C ⊆ κ es un club en κ si y solo si existe una
función normal f : κ→ κ tal que f [κ] = C.

ii) Si f : κ → κ es una función normal, entonces el conjunto de
puntos �jos de f es un club en κ. ■

Finalmente presentamos las funciones regresivas.
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De�nición 1.24. Sea κ un cardinal y sea S ⊆ κ, una función
f : S → κ se dirá regresiva si para cada α ∈ S, f(α) < α, con
α > 0.

El resultado más clásico acerca de funciones regresivas es el lla-
mado Pressing Down Lemma o Lema de Fodor el cual enunciamos
a continuación.

Teorema 1.25 (Lema de Fodor). Sea κ un cardinal regular no
numerable y f : S → κ una función regresiva sobre un conjunto es-
tacionario S ⊆ κ, entonces existe un conjunto estacionario T ⊆ S
y un ordinal γ < κ, tal que para cada α ∈ T , f(α) = γ. ■

1.5. Modelos

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en estudiar
modelos del lenguaje de la teoría de conjuntos, éste último consiste
de un único símbolo predicativo de aridad 2, a saber ∈; es decir,
LTC = {∈}. Algunas veces se considerará algún lenguaje L que
extiende a LTC .

De�nición 1.26. Una fórmula de LTC es una fórmula ∆0 si:

i) Es una fórmula atómica, i.e. (x ∈ y) ó (x = y),

ii) Es de la forma φ ∧ ψ, φ ∨ ψ, ¬φ, φ → ψ ó φ ↔ ψ, donde φ y
ψ son fórmulas ∆0,

iii) Es (∃x ∈ y)φ ó (∀x ∈ y)φ, donde φ es una fórmula ∆0.

Como es usual, (∃x ∈ y)φ y (∀x ∈ y)φ son solo abreviaciones
para ∃x(x ∈ y ∧ φ) y ∀x(x ∈ y → φ) respectivamente.

Ahora, presentamos una manera de de�nir φM,E directamente,
sin recurrir a la de�nición de |=, con lo cual no es necesario que M
y E sean conjuntos.

De�nición 1.27. Sean M un conjunto (clase), E una relación bi-
naria sobre M y sea φ(x1, . . . , xn) una fórmula del lenguaje de la
teoría de conjuntos (LTC). La relativización de φ a (M,E) es la
fórmula φM,E(x1, . . . , xn), de�nida inductivamente como:
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(x ∈ y)M,E ↔ xEy,

(x = y)M,E ↔ x = y,

(¬φ)M,E ↔ ¬φM,E,

(φ ∧ ψ)M,E ↔ φM,E ∧ ψM,E,

(∃xφ)M,E ↔ (∃x ∈M)φM,E.

De manera similar para los otros conectivos y para ∀.

En el caso de que E es ∈, escribimos φM en vez de φM,E. Asu-
miremos que, cuando se trata la relativización φM,E(x1, . . . , xn), las
variables x1, . . . , xn corren sobre M .

Algunas veces usamos la notación usual (M,E) |= φ(x1, . . . , xn)
cada vez que φM,E(x1, . . . , xn) para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ M ;
y se dirá que el modelo (M,E) satisface φ(x1, . . . , xn). Si M es
transitivo, entonces se dice que el modelo (M,E) es transitivo

Introducimos el concepto de submodelo elemental, el cual usa-
remos en diversas partes del trabajo.

De�nición 1.28. Sean A y B modelos para un lenguaje L, enton-
ces:

1. A es submodelo de B, denotado por A ⊆ B si A ⊆ B y,

i) Si f es un símbolo funcional de aridad n, con n > 0,
entonces fA = fB ↾ An,

ii) Si P es un símbolo predicativo de aridad n, con n > 0,
entonces PA = PB ∩ An,

iii) Si c es un símbolo constante, entonces cA = cB.

2. Si A ⊆ B y si φ es una fórmula de L, entonces A ⪯φ B sig-
ni�ca que A |= φ[σ] si y solo si B |= φ[σ] para toda valuación
σ en A.

Diremos que A es un submodelo elemental de B, lo cual de-
notamos por A ⪯ B, si A ⪯φ B para toda fórmula φ de
L.
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El siguiente lema de carácter auxiliar nos dará una condición
necesaria y su�ciente para que cierto submodelo A de algún mo-
delo B sea del tipo elemental. Una demostración para tal lema la
podemos encontar en [8].

Lema 1.29 (Criterio de Tarski-Vaught). Sea A un submodelo de B.
Entonces A es un submodelo elemental de B si y solo si para cual-
quier fórmula φ(v, w̄) y ā ∈ A, si existe b ∈ B tal que B |= φ[b, ā],
entonces existe c ∈ A tal que A |= φ[c, ā]. ■

Al trabajar en LTC, si A ≺φ B (también escrito como A ≺φ B),
diremos que φ es absoluta para A,B. Más aún, se dirá que φ es
absoluta para A (absoluta para A) si A ⪯ V .

No es dí�cil veri�car que, usando las de�niciones respectivas, en
el LTC φ es absoluta para M si y solo si para cada x1, . . . , xn ∈M ,

φ(x1, . . . , xn) ↔ φM(x1, . . . , xn).

Para poder probar que ciertas estructuras modelan ZFC, com-
probaremos que algunos conceptos básicos dentro de las matemáti-
cas son absolutos, en el sentido de la de�nición anterior. Para ello,
veremos que muchos de ellos resultan ser del tipo ∆0. Mediante el
siguiente lema, veremos que las fórmulas que son de este tipo son
absolutas cuando el modelo es transitivo.

Lema 1.30. Si M es un modelo transitivo de LTC y φ es una
fórmula ∆0, entonces φ es absoluta para M .

Demostración: Por inducción sobre la complejidad de la fórmula.
Si φ es atómica, entonces por 1.27 es clara la a�rmación.

Supongamos que se tiene para ψ y veamos que φ ≡ ¬ψ la cum-
ple. En efecto, como para cada x1, . . . , xn ∈ M , ψ(x1, . . . , xn) ↔
ψM(x1, . . . , xn) entonces es claro que, para cada x1, . . . , xn ∈ M ,
¬ψ(x1, . . . , xn) ↔ ¬ψM(x1, . . . , xn). De manera similar se prueba
para φ ≡ ψ ∧ γ.

Ahora, si φ ≡ (∃x ∈ y)ψ(x, y, x1, . . . , xn) y se tiene la a�rmación
para ψ. Por hipótesis de inducción, para cada x, y, x1, . . . , xn ∈M ,
ψ(x, y, x1, . . . , xn) ↔ ψM(x, y, x1, . . . , xn). Sean y, x1, . . . , xn ∈ M ,
entonces:
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i) Si φM(y, x1, . . . , xn), lo cual es ((∃x ∈ y)ψ(x, y, x1, . . . , xn))
M ,

esto es (∃x(x ∈ y ∧ ψ(x, y, x1, . . . , xn)))
M , entonces al ha-

cer la relativización respectiva se tiene (∃x ∈ M)(x ∈ y ∧
ψM(x, y, x1, . . . , xn)) y aplicando la hipótesis de inducción
(∃x ∈M)(x ∈ y ∧ψ(x, y, x1, . . . , xn)). En esta última fórmula,
tenemos ∃x(x ∈ y∧ψ(x, y, x1, . . . , xn)), o bien φ(y, x1, . . . , xn).

ii) Si se tiene φ(y, x1, . . . , xn), lo cual es (∃x ∈ y)ψ(x, y, x1, . . . , xn)
y esto es ∃x(x ∈ y ∧ ψ(x, y, x1, . . . , xn)), así que por hipótesis
inductiva se tiene ∃x(x ∈ y ∧ ψM(x, y, x1, . . . , xn)). Pero el
hecho de que x ∈ y implica que x ∈ M , debido a que y ∈ M
y M es un modelo transitivo, entonces tenemos (∃x ∈M)(x ∈
y∧ψM(x, y, x1, . . . , xn) usando la relativización esto es (∃x(x ∈
y ∧ ψ(x, y, x1, . . . , xn)))M

Así que, i) y ii) exhiben que φ(y, x1, . . . , xn) ↔ φ(y, x1, . . . , xn).
Esto completa la inducción. ■

Finalmente, mostramos un par de conceptos que son ∆0, con lo
cual son absolutos según el lema anterior.

1. x ⊆ y. Para describir que x ⊆ y tenemos la fórmula (∀u ∈
x)u ∈ y y ya que u ∈ y es una fórmula ∆0 por de�nición,
entonces toda la fórmula sigue siendo ∆0.

2. z = x ∩ y. Para este caso, la fórmula es (∀u ∈ z)(u ∈ x ∧ u ∈
y) ∧ (∀u ∈ x)(u ∈ y → u ∈ z). La cual es claramente una
conjunción de fórmulas ∆0.

De manera similar podemos veri�car que x ∪ y, x × y, ω, f es
función, f es inyectiva, f es sobreyectiva, f es biyectiva, son con-
ceptos∆0 y así, absolutos en modelos transitivos de LTC . Referimos
al lector a [4] y [10], donde encontrará más al respecto, además de
poder veri�car también que en modelos transitivos, la aritmética
ordinal es absoluta.

También enunciamos, de manera resumida, el segundo Teore-
ma de Incompletitud de Gödel, el cual informalmente dice. Toda
teoría aritmética, recursiva, axiomatizable y consistente no puede
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demostrar su propia consistencia. Recordemos que ZFC tiene es-
tas características, por lo que no es posible demostrar que ZFC es
consistente, a partir de ZFC.
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Capítulo 2

Cardinales inaccesibles

2.1. Propiedades

No hay una de�nición precisa y generalizada de lo que es un
cardinal grande, ya que todos tienen la propiedad de proveer un
modelo para la teoría de ZFC, su existencia bajo ZFC es imposi-
ble de probar, de lo contrario tendríamos una contradicción con el
Teorema de Incompletitud de Gödel. Más aún, son cardinales cuya
consistencia con ZFC no es posible probar. Esto nos lleva a pen-
sar que quizá no tiene sentido tomarlos en cuenta, sin embargo, el
estudio de estos objetos nos lleva a comprobar cuáles son los lími-
tes de las diferentes ramas de las matemáticas, así como descubrir
proposiciones que requieren más teoría para ser probadas.

Comenzaremos el estudio de los cardinales grandes por los car-
dinales más pequeños de ellos que son los llamados cardinales inac-
cesibles.

De�nición 2.1. Un cardinal límite no numerable κ es llamado
débilmente inaccesible si κ es regular. Si κ es límite fuerte no nu-
merable y regular, entonces κ se dice fuertemente inaccesible.

A los cardinales fuertemente inaccesibles, también se les dirá
simplemente cardinales inaccesibles.

Suele veri�carse en ZFC que existen cardinales que son puntos
�jos de la función aleph, es decir, existen cardinales κ tales que
κ = ℵκ. De manera intuitiva podemos darnos cuenta que estos

19
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cardinales son bastante grandes pues en los casos más comunes
siempre sucede que κ < ℵκ y que la diferencia entre ambos es
bastante grande; sin embargo, los cardinales inaccesibles son aún
más grandes, pues la función beth (que claramente crece más rápido
que la función aleph) tiene como puntos �jos regulares los cardinales
inaccesibles.

Lema 2.2. Si κ es inaccesible entonces κ = ℶκ

Demostración: Como κ es no numerable, tenemos que κ ̸= ℶ0.
Además al ser κ un cardinal límite fuerte, sabemos por el Lema 1.15
que κ = ℶα para algún ordinal límite α. Recordando las propiedades
de los números beth y que κ es regular, tenemos:

α ≤ ℶα = κ = cf(κ) = cf(ℶα) = cf(α) ≤ α

De aquí que α = κ y con ello κ = ℶα = ℶκ. ■

Para poder demostrar que un cardinal inaccesible da lugar a un
modelo de ZFC, necesitamos un último lema auxiliar.

Lema 2.3. Si κ es inaccesible entonces para cada x ∈ R(κ), se
tiene que |x| < κ.

Demostración: Si x ∈ R(κ), entonces x ∈ R(α) para algún
α < κ, podemos asumir que α ≥ ω2 ya que κ > ω2 y si α < ω2, se
sigue que x ∈ R(ω2) pues R(α) ⊆ R(ω2). Por el Lema 1.17 se tiene
que |R(α)| = ℶα. Por tanto, como x ⊆ R(α) pues R(α) transitivo,
tenemos que |x| ≤ |R(α)| = ℶα < ℶκ = κ. ■

2.2. Relación con ZFC

Finalmente, tenemos lo necesario para veri�car que un cardinal
inaccesible κ genera un modelo para ZFC. Lo que vamos a hacer
es ver que, a partir de ZFC, cada axioma de la teoría se cumple en
el modelo y, con ello dicho modelo satisface la teoría de Zermelo-
Fraenkel. Vale la pena mencionar que, ya que el Axioma de Com-
prensión y el Axioma de Reemplazo son esquemas de axioma, es
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decir por cada fórmula de LTC se tiene un axioma diferente, se en-
tiende en un principio que la conclusión del teorema dice que para
cada axioma de ZFC (los cuales son in�nitos en el sentido mencio-
nado) el modelo lo satisface; pero, ya que el modelo que damos es
un conjunto, entonces lo consideraremos como modelo de ZFC en
el sentido de la teoría de modelos

Teorema 2.4. Si κ es inaccesible entonces R(κ) |= ZFC.

Demostración: Probaremos que en R(κ) se veri�can los axiomas
de ZFC.

i) Extensión:

∀x, y(∀z(z ∈ x↔ x ∈ y) → x = y)

Para comprobar que se cumple en R(κ), sean x, y ∈ R(κ),
supongamos que para cada z ∈ R(κ), z ∈ x ↔ z ∈ y. Ya que
R(κ) es transitivo, x ⊆ R(κ) así que para cada z ∈ x, z ∈ R(κ)
y por hipótesis z ∈ y. De la misma forma cada z ∈ y, es un
elemento de R(κ) y entonces z ∈ x. Luego, por el Axioma de
Extensión, x = y.

ii) Fundación:

∀x(∃u(u ∈ x) → ∃y(y ∈ x ∧ ¬∃z(z ∈ x ∧ z ∈ y)))

Sea x ∈ R(κ) \ {∅} entonces por el Axioma de Fundación apli-
cado a x, existe y ∈ x tal que ¬∃z(z ∈ x∧z ∈ y), y ya que R(κ)
es transitivo tenemos que y ∈ R(κ) lo cual se quería probar.

iii) Comprensión: Para cada fórmula, φ, sin y libre,

∀u(∃y∀x(x ∈ y ↔ x ∈ u ∧ φ(x)))

Sea u ∈ R(κ) y φ una fórmula de LTC sin y variable libre, por
el Axioma de Comprensión, ∃y∀x(x ∈ y ↔ x ∈ u ∧ φR(κ)(x)),
basta probar que y ∈ R(κ).

Notemos que por construcción y ⊆ u y como u ∈ R(κ), u ∈
R(α) para alguna α < κ. Así que, como u ⊆ R(α), entonces
y ⊆ R(α) con esto y ∈ R(α + 1) ⊆ R(κ) por ser κ ordinal
límite. Así y ∈ R(κ).
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iv) Par :
∀x, y(∃z(x ∈ z ∧ y ∈ z))

Sean x, y ∈ R(κ), entonces por el Axioma del Par ∃z′(x ∈
z′ ∧ y ∈ z′), consideremos z = {u ∈ z′ : u = x ∨ u = y} =
{x, y} el cual existe por el Axioma de Comprensión, veamos
que z ∈ R(κ).

Como x ∈ R(κ), se tiene que x ∈ R(α) para algún α < κ, de
la misma forma y ∈ R(β) para algún β < κ; si γ = máx{α, β}
entonces x, y ∈ R(γ), luego z = {x, y} ⊆ R(γ), así z ∈ R(γ +
1) ⊆ R(κ).

v) Unión:

∀F (∃A∀Y ∀x(x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ A))

Sea F ∈ R(κ), entonces por el Axioma de Unión existe A′ tal
que ∀Y ∀x(x ∈ Y ∧ Y ∈ F → x ∈ A′). Usando el Axioma de
Comprensión consideremos A = {u ∈ A′ : ∃Y (Y ∈ F ∧ u ∈
Y )}, veamos que A ∈ R(κ).

Como F ∈ R(α) para algún α < κ, entonces F ⊆ R(α), luego
para cada Y ∈ F , Y ∈ R(α). Por tanto, sea u ∈ A, sabemos que
u ∈ A′ y que existe Y ∈ F tal que u ∈ Y ⊆ R(α), así u ∈ R(α)
y entonces A ⊆ R(α). Con esto A ∈ R(α + 1) ⊆ R(κ).

Además A es un elemento de R(κ) que valida el Axioma de
Comprensión en el modelo, ya que si x, Y ∈ R(κ) son tales que
x ∈ Y y Y ∈ F , entonces x ∈ A′ y por construcción x ∈ A.

vi) In�nito:
∃x(∅ ∈ x ∧ ∀y(y ∈ x→ S(y) ∈ x))

Como R(κ) es transitivo, ωR(κ) es el mismo ordinal ω. Así que,
de manera equivalente, veamos que ω ∈ R(κ). Esto se sigue de
manera directa pues κ es no numerable, así que ω = rank(ω) <
κ y entonces ω ∈ R(κ).

vii) Potencia:
∀x(∃y∀z(z ⊆ x→ z ∈ y))
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Sea x ∈ R(κ), entonces por el Axioma del Potencia ∃y′∀z(z ⊆
x→ z ∈ y′). Consideremos y = {u ∈ y′ : u ⊆ x}.
Como x ∈ R(α) para algún α < κ, tenemos que x ⊆ R(α).
Sea u ∈ y, entonces u ⊆ x ⊆ R(α), luego u ∈ R(α + 1), y así
y ⊆ R(α + 1). Con esto y ∈ R(α + 2) ⊆ R(κ).

Además y ∈ R(κ) es un elemento de R(κ) que veri�ca el Axio-
ma del Potencia en el modelo, pues si z ∈ R(κ) es tal que
z ⊆ x, entonces z ∈ y′ y por construcción z ∈ y.

viii) Elección:

∀F (∅ /∈ F∧∀x, y ∈ F (x ̸= y → x ∩ y = ∅) →
∃C∀x ∈ F (∃u ∈ (C ∩ x) ∀v ∈ x(v = u)))

Sea F ∈ R(κ), con ∅ /∈ F y para cada x, y ∈ F , si x ̸= y
entonces x ∩ y = ∅. Por el Axioma de Elección existe C ′ tal
que para cada x ∈ F , C ′ ∩ x consta de un solo elemento. Sea
C = {u ∈ C ′ : u ∈

⋃
F}, veamos que C ∈ R(κ).

Ya que F ∈ R(α) para algún α < κ, entonces F ⊆ R(α),
así que si u ∈

⋃
F , u ∈ R(α) y con esto

⋃
F ⊆ R(α). Por

construcción C ⊆
⋃
F , luego C ⊆ R(α) y por tanto C ∈

R(α + 1) ⊆ R(κ).

Finalmente, notemos que C ∈ R(κ) valida el Axioma de Elec-
ción en el modelo. En efecto, sea x ∈ F , entonces existe y ∈
C ′ ∩ x tal que para cada z ∈ C ′ ∩ x, z = y; como y ∈ C ′ y
y ∈ x, entonces y ∈ C ′ y y ∈

⋃
F , luego y ∈ C y y ∈ x, es

decir y ∈ C ∩ x. Sea z ∈ C ∩ x, entonces z ∈ C ′ y z ∈ x, luego
z ∈ C ′ ∩ x y así z = y, lo cual se quería probar.

ix) Reemplazo: Si φ es una fórmula sin B como variable libre,

∀A(∀x ∈ A∃!yφ(x, y) → ∃B∀x ∈ A∃y ∈ Bφ(x, y))

Sea φ una fórmula sin B variable libre, sea A ∈ R(κ) y su-
pongamos que para cada x ∈ A, existe un único y ∈ R(κ) tal
que R(κ) |= φ[x, y]. Por el Axioma de Reemplazo aplicado al
conjunto A y a la fórmula ψ(x, y) ≡ R(κ) |= φ[x, y]∧y ∈ R(κ),
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tenemos que existe B′ tal que para cada x ∈ A, ∃y ∈ B′ para
el cual ψ(x, y). Con esto, la función f : A → R(κ) dada por
f(x) el único y ∈ B′ tal que ψ(x, y), es decir y ∈ R(κ) cumple
que R(κ) |= φ[x, y], está bien de�nida.

Consideremos B = f [A] y probemos que B ∈ R(κ). Por el
Lema 2.3, |A| < κ, entonces si g : A → κ de�nida por g(a) el
menor ordinal δ < κ tal que f(a) ∈ R(δ), se tiene que g[A] ⊆ κ
y así |g[A]| ≤ κ. Además, como |g[A]| ≤ |A| < κ se sigue
que |g[A]| < κ = cf(κ), con lo cual por 1.9 g[A] es un conjunto
acotado en κ. Si sup{g[A]} = λ < κ, entonces para cada a ∈ A,
g(a) ≤ λ, es decir f(a) ∈ R(λ). Por tanto, f [A] ⊆ R(λ) y así
B ∈ R(λ+ 1) ⊆ R(κ).

Finalmente, es claro que B ∈ R(κ) valida el Axioma de Reem-
plazo en el modelo. En efecto, sea x ∈ A, para y = f(x) ∈ B
tenemos que y ∈ R(κ) y R(κ) |= φ[x, y].

Por tanto, de i)-ix) se concluye que R(κ) |= ZFC. ■

Uno podría pensar que entonces es necesario llegar hasta un
cardinal grande como lo es un inaccesible, para poder encontrar un
modelo para toda la teoría de Zermelo-Fraenkel, pero en realidad
hay una vasta cantidad de modelos de ZFC que son más peque-
ños que R(κ) con κ inaccesible. Esto lo exhibimos en la siguiente
proposición.

Proposición 2.5. Sea κ un cardinal inaccesible, entonces

M = {α < κ : (R(α),∈) ≺ (R(κ),∈)}

es un club en κ

Demostración: Veri�quemos que M es cerrado en κ. Sea λ < κ
un ordinal límite tal que sup(M ∩ λ) = λ, veamos que λ ∈ M .
Es claro que (R(λ),∈) es un submodelo de (R(κ),∈). Para probar
que es un submodelo elemental de (R(κ),∈) usaremos el criterio de
Tarski-Vaught. Sea φ(v, w̄) una fórmula y supongamos que existe
b ∈ R(κ) tal que R(κ) |= φ[b, ā] para algunos ā ∈ R(λ).

Como ā ∈ R(λ), entonces ā ∈ R(β) para algún β < λ, ya que
sup(M ∩ λ) = λ consideremos β0 ∈ M ∩ λ tal que β0 > β; dado
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que β0 ∈M , se tiene que (R(β0),∈) ⪯ (R(κ),∈). Por el criterio de
Tarski-Vaught y como ā ∈ R(β) ⊆ R(β0) existe c ∈ R(β0) tal que
R(κ) |= φ[c, ā]. Ahora, de R(β0) ⊆ R(λ) se sigue que c ∈ R(λ) y
R(κ) |= φ[c, ā]. Esto es lo que queríamos comprobar y así (R(λ),∈
) ⪯ (R(κ),∈), luego λ ∈M .

Probemos que M es no acotado en κ. Sea λ < κ. Notemos
que si para cada fórmula φ(v, w̄) existe b ∈ R(κ) tal que R(κ) |=
φ[b, ā] con ā ∈ R(κ) entonces está bien de�nida la función hφ dada
por hφ(ā) un elemento de R(κ) tal que R(κ) |= φ[hφ(ā), ā]; si no
existe b ∈ R(κ) con la propiedad anterior, hacemos hφ(ā) = ∅.
Usando recursión, construimos la sucesión (αn)n<ω. Para n = 0,
α0 = λ+1. Dado αn, notemos que |{hφ(ā) : φ es una fórmula y ā ∈
R(αn)}| ≤ ℵ0 · |R(αn)|ℵ0 < |R(κ)| = κ, pues el lenguaje LTC es
�nito y κ es inaccesible. Luego, existe αn+1 < κ tal que {hφ(ā) :
φ es una fórmula y ā ∈ R(αn)} ⊆ R(αn+1) y αn ≤ αn+1.

Para cada n < ω consideremos ϕn(v, w) ≡ (rank(v ∪ w) ≥ αn),
entonces es claro que existe v0 ∈ R(κ) tal que R(κ) |= ϕn[v0, w0]
para algún w0 ∈ R(αn). Ya que para cada x ∈ R(αn), rank(x ∪
w0) < αn, entonces hϕn(w0) /∈ R(αn); con esto αn < αn+1. Sea
α = sup{αn : n < ω}, como κ es regular y no numerable, entonces
α < κ. Veamos que α ∈ M , es decir veri�quemos que (R(α),∈) ⪯
(R(κ),∈).

Sea φ(v, w̄) una fórmula, supongamos que existe b ∈ R(κ) pa-
ra el cual R(κ) |= φ[b, ā] para ā ∈ R(α). Como α es límite, en-
tonces ā ∈ R(β) para algún β < α, con lo cual ā ∈ R(αn) pa-
ra algún n < ω. Luego hφ(ā) ∈ R(αn+1) es un elemento tal que
R(κ) |= φ[hφ(ā), ā]; así que c = hφ(ā) ∈ R(αn+1) ⊆ R(α) cumple
que R(κ) |= φ[c, ā]. Por tanto, por el criterio de Tarski-Vaught,
(R(α),∈) ⪯ (R(κ),∈), luego α ∈ M y α > λ, así M es no acotado
en κ. ■

Para poder probar que, a partir de ZFC no se puede probar
la existencia de cardinales inaccesibles, demostraremos que, si uno
considera el modelo R(κ), donde κ es el cardinal inaccesible más
pequeño, entonces tal modelo no contiene ningún cardinal inacce-
sible y con esto se prueba lo que queríamos. Para poder veri�car
esto, veremos que un cardinal inaccesible según el modelo R(κ) es
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en verdad un cardinal inaccesible; es decir, vamos a veri�car que µ
es inaccesible es un concepto absoluto para el modelo R(κ), cuando
κ es tal que se tiene un modelo para la teoría de Zermelo-Fraenkel.

Teorema 2.6. Las expresiones siguientes son absolutas para cual-
quier R(λ), con λ límite, tal que R(λ) |= ZFC:

i) α es un ordinal.

ii) P(x).

iii) κ es un cardinal

iv) La aritmética cardinal, i.e. κ+ µ, κ · µ, κµ.

v) cf(α).

vi) κ es un cardinal sucesor, límite, regular, singular, débilmente
inaccesible o fuertemente inaccesible.

Demostración: i). Es un teorema de ZFC que α es un ordinal si y
solo si α es transitivo y ∈ satisface la tricotomía en α, veremos que
ambos son conceptos ∆0. α es transitivo si y solo si ∀u ∈ α(u ⊆ α),
esto es evidentemente una fórmula ∆0. ∈ satisface la tricotomía en
α si y solo si ∀x, y ∈ α(x ∈ y ∨ x = y ∨ y ∈ x), la cual también es
una fórmula ∆0. Por tanto, la conjunción de estas fórmulas, que es
α es ordinal, también es ∆0 y como R(λ) es transitivo, se tiene que
α es ordinal es absoluto para el modelo.

ii). En ZFC se tiene que,

∀x∀u(u ∈ P(x) ↔ u ⊆ x),

ya que R(λ) |= ZFC tenemos que esta fórmula (relativizada) se
cumple en el modelo. Relativizando, tenemos ∀x, u ∈ R(λ)(u ∈
P(x)R(λ) ↔ u ⊆ x), donde u ⊆ x al ser un concepto absoluto se
mantiene igual después de la relativización.

Ya que P(x)R(λ) es un elemento de R(λ) por de�nición y como el
modelo es transitivo, se tiene que si u ∈ P(x)R(λ) entonces u ∈ R(λ)
y con esto u ⊆ x; es decir, P(x)R(λ) ⊆ R(λ) ∩ P(x). Dado que
R(λ) ∩ P(x) ⊆ P(x)R(λ) por el párrafo anterior, concluimos que
P(x)R(λ) = R(λ) ∩ P(x).
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Ahora, como x ∈ R(λ), x ∈ R(α) para algún α < λ, luego
si y ⊆ x se tiene que y ⊆ R(α), así y ∈ R(α + 1). Con esto,
P(x) ⊆ R(α + 1) ⊆ R(λ) y entonces R(λ) ∩ P(x) = P(x), en
particular P(x)R(λ) = P(x).

iii). Para ver que κ es un cardinal es un concepto absoluto,
veri�caremos que κ es un cardinal ↔ κ es un cardinalR(λ).

a) Supongamos que κ ∈ R(λ) es un cardinalR(λ), esto es ¬∃f, α ∈
R(λ)(α < κ ∧ f : α → κ biyectiva) (no hemos relativizado el
hecho de que f es función y es biyectiva pues son conceptos
absolutos en modelos transitivos) y κ es un ordinalR(λ), por i)
tenemos que κ es un ordinal.

Ahora, si existe α < κ y f : α → κ biyectiva, entonces para
β < λ con κ ∈ R(β), tenemos por la transitividad de R(λ)
que α ∈ R(β) y ya que f ⊆ α × κ ⊆ R(β + 2), se sigue que
f ∈ R(β + 3) ⊆ R(λ) y con esto κ no es un cardinalR(λ). Por
tanto, debemos tener que κ es un cardinal.

b) Por otro lado, supongamos ahora que κ ∈ R(λ) es un cardinal.
En ZFC tenemos que,

∀f(∀α < κ(f : α → κ no es biyectiva)),

en particular esto se cumple para cualquier ordinal menor que κ
y cualquier función f en el modelo, y ya que el concepto de fun-
ción biyectiva es absoluto, esto signi�ca que κ es un cardinalR(λ).

iv). Veri�caremos que κ + µ es absoluto para cada κ, λ ∈ R(λ)
cardinales, es decir veremos que el resultado de la operación es el
mismo dentro y fuera del modelo, la parte de que κ · µ es absoluto
es similar.

Sean κ, µ ∈ R(λ), si κ y µ son �nitos, entonces la suma de κ y
µ como cardinales coincide con la suma de κ y µ como ordinales,
sabemos que este concepto es absoluto, así que κ+ µ es absoluto.

Si κ ó µ no es �nito, tenemos que se prueba en ZFC que κ+ µ
es un cardinal y ∃f(f : (κ×{0})∪ (µ×{1}) → κ+µ es biyectiva).
Ya que R(λ) |= ZFC, entonces lo anterior relativizado se cumple
en el modelo, así (κ + µ)R(λ) es un cardinal y ∃f ∈ R(λ)(f : (κ ×
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{0})∪ (µ×{1}) → (κ+µ)R(λ) es biyectiva), no hemos relativizado
conceptos que sabemos que son absolutos. Así que (κ + µ)R(λ) =
|(κ× {0}) ∪ (µ× {1})| = κ+ µ.

Para la exponenciación de cardinales, podemos usar el mismo ar-
gumento anterior, pero hay que asegurarnos que µκ es absoluto. Pro-
baremos esto en general. En ZFC se tiene que: ∀A∀B∀f(f ∈ BA↔
f : B → A). Relativizando, ∀A,B, f ∈ R(λ)(f ∈ (BA)R(λ) ↔ f :
B → A), pero si A,B ∈ R(λ), entonces podemos elegir β < λ tal
que A,B ∈ R(β) y como f ⊆ B ×A ⊆ R(β + 2), se tiene que cada
f : B → A cumple que f ∈ R(λ).

Usando la fórmula relativizada tenemos que dado f ∈ BA, f ∈
(BA)R(λ), la otra contención es clara así que BA = (BA)R(λ).

v). Sea α ∈ R(λ) un ordinal límite, notemos que para f :
cf(α) → α co�nal, como cf(α) ≤ α, se tiene que f ∈ R(λ). Ob-
servemos también que el ser �co�nal� es un concepto ∆0, pues en
general g : β → β′ es co�nal ↔ ∀δ < β′(∃γ < β(δ ≤ g(γ))), luego
es un concepto absoluto. Así que f es una función en R(λ) que es
co�nalR(λ), entonces por de�nición se sigue que cf(α)R(λ) ≤ cf(α).

Por otro lado, en ZFC tenemos

∀β∃f(f : cf(β) → β es co�nal),

relativizando ∀β ∈ R(λ)∃f ∈ R(λ)(f : cf(β)R(λ) → β es co�nal),
en particular para α ∈ R(λ) existe f ′ : cf(α)R(λ) → α co�nal. Así
que por de�nición cf(α) ≤ cf(α)R(λ). Por tanto, cf(α) = cf(α)R(λ).

vi). Sea κ ∈ R(λ) un cardinal, entonces

a) Si κ es un cardinal sucesorR(λ), existe µ cardinalR(λ) tal que κ es
el menor cardinal con µ < κ, por iii) esto implica que κ es un
cardinal sucesor. De manera similar se muestra que κ cardinal
sucesor implica κ cardinal sucesorR(λ).

b) Si κ es un cardinal límiteR(λ), entonces κ es un cardinal y no
existe µ ∈ R(λ) tal que µ+ = κ. Esto implica que κ es un
cardinal límite, pues si existe µ cardinal tal que µ+ = κ entonces
en particular µ < κ y así µ ∈ R(λ) lo cual es imposible.

Por otro lado, si κ es un cardinal límite, entonces es un cardinal
y no existe cardinal µ tal que µ+ = κ, en particular no existe
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cardinal µ ∈ R(λ) con esta propiedad. Se sigue así que κ es un
cardinal límiteR(λ).

c) En ZFC tenemos que κ es un cardinal regular si y solo si κ es
un cardinal y cf(κ) = κ, por iii) y v) esto último es equivalente
a que κ es un cardinalR(λ) y cf(κ)R(λ) = κ lo cual equivale a que
κ es un cardinal regularR(λ).

d) De manera análoga al caso anterior se prueba que κ es un car-
dinal singular si y solo si κ es un cardinal singularR(λ).

e) κ es un cardinal débilmente inaccesible si y solo si κ ̸= ω, κ es
un cardinal límite y regular, por lo anterior esto es equivalente a
que κ ̸= ωR(λ), κ es un cardinal límiteR(λ) y regularR(λ), lo cual
equivale a que κ es un cardinal débilmente inaccesibleR(λ).

f) Basta ver que el concepto �κ es un cardinal límite fuerte� es
absoluto para R(λ), pues entonces solo hay que aplicar la técnica
del concepto anterior para ver la absolutez de la fórmula �κ es
un cardinal fuertemente inaccesible�.

Si κ es un cardinal límite fuerteR(λ), tenemos que para cada
µ ∈ R(λ) con µ < κ se cumple que (2µ)R(λ) = 2µ < κ. Por
ser R(λ) un conjunto transitivo, se tiene que para cada µ < κ,
µ ∈ R(λ), de aquí que 2µ < κ y así κ es un cardinal límite fuerte.

Si κ es un cardinal límite fuerte, entonces para cada µ < κ,
2µ < κ y en particular para cada cardinal µ ∈ R(λ) se tiene esta
propiedad y así, como la aritmética cardinal es absoluta, κ es
un cardinal límite fuerteR(λ). ■

Finalmente estamos en posición de veri�car que, la axiomatica
de Zermelo-Fraenkel no es su�ciente para probar la existencia de
cardinales inaccesibles

Corolario 2.7. La existencia de cardinales inaccesibles no es de-
mostrable a partir de ZFC.

Demostración: Supongamos por contradicción que sí, es decir,
en ZFC se puede probar que existen cardinales inaccesibles. Sea κ
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el menor cardinal inaccesible, entonces por el teorema 2.4 tenemos
que R(κ) |= ZFC. Ya que ZFC prueba la existencia de cardina-
les inaccesibles, entonces existe µ ∈ R(κ) tal que µ es un cardinal
inaccesibleR(κ) y por el teorema anterior tenemos que µ es un car-
dinal inaccesible. Pero, como µ ∈ R(κ) y κ es inaccesible, se tiene
que µ = |µ| < κ lo cual contradice la minimalidad de κ ■

Uno podría pensar que, aunque no podemos probar la existen-
cia de cardinales inaccesibles, podemos asumir que existe al menos
uno y tomar esto como un axioma nuevo a la teoría de ZFC. Sin
embargo, debemos asegurarnos que la nueva teoría que resulta es
consistente, es decir que no da lugar a contradicciones pues de lo
contrario no tiene sentido seguir en una teoría así. Es decir, nos gus-
taría probar, asumiendo la consistencia de ZFC, que es consistente
suponer que existe al menos un cardinal inaccesible. Desafortuna-
damente, el siguiente corolario nos dice que esto es imposible de
probar.

Corolario 2.8. Si I denota la fórmula: existe al menos un cardinal
inaccesible. Entonces no se puede probar la consistencia de ZFC+I,
asumiendo la consistencia de ZFC.

Demostración: Supongamos que sí, entonces por el teorema 2.4,
en ZFC+I se prueba que existe un modelo de ZFC, así ZFC ⊢
con(ZFC), por hipótesis, ZFC + I ⊢ (con(ZFC) → con(ZFC + I)),
se sigue que ZFC+ I ⊢ con(ZFC+ I), lo cual contradice el segundo
teorema de incompletitud de Gödel. ■

Esto no signi�ca que es un error trabajar en una teoría donde
aceptamos la existencia de al menos un cardinal inaccesible, solo
que no podemos probar la consistencia de esta nueva teoría.

Finalmente, para terminar el estudio de los cardinales inacce-
sibles notemos que la existencia de un cardinal inaccesible es una
suposición muy fuerte, en el sentido que asumiendo que existe al
menos uno, no es posible probar que existe un segundo cardinal
inaccesible. Pues observemos que si I1 es la fórmula que asevera la
existencia de al menos un cardinal e I2 es la fórmula que nos dice que
existe un segundo cardinal inaccesible, entonces si ZFC + I1 ⊢ I2,
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podemos considerar a κ y µ como el primer y segundo cardinal inac-
cesible respectivamente. Por la absolutez del concepto de inaccesi-
bilidad y ya que κ < µ, entonces κ ∈ R(µ) y así R(µ) |= ZFC+ I1,
pero por la suposición, existen al menos dos cardinales inaccesibles
en R(µ), pero esto contradice que µ es el segundo cardinal inacce-
sible.
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Capítulo 3

Cardinales Mahlo

Presentamos ahora otro tipo de cardinales grandes, los llamados
cardinales (de) Mahlo. Una vez que entramos al terreno de los cardi-
nales in�nitos, encontramos bastantes cardinales regulares al inicio.
Una pregunta natural es, en que momento κ es un cardinal de ma-
nera que tiene una �gran cantidad� de cardinales regulares menores
que él. Para precisar esto, lo que nos interesa es saber cuando un
cardinal κ tiene una cantidad estacionaria de cardinales regulares
por debajo de él. Con lo cual damos la siguiente de�nición.

De�nición 3.1. Sea κ un cardinal in�nito.

i) κ es débilmente Mahlo si el conjunto {µ < κ : µ es regular} es
estacionario en κ.

ii) κ es (fuertemente) Mahlo si κ es límite fuerte y débilmente
Mahlo.

En realidad, esta condición parece simple al principio, pero en
realidad un cardinal débilmente Mahlo es grande, tan grande como
probaremos a continuación.

Lema 3.2. Sea κ un cardinal débilmente Mahlo, entonces:

i) cf(κ) > ω,

ii) κ es regular,

iii) κ es un cardinal límite.

33
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Demostración: i). Si cf(κ) = ω, entonces para f : ω → κ co�nal
consideramos D = {f(n)+1 : n < ω}, a�rmamos que D es un club
en κ. D es claramente no acotado, pues si δ < κ, existe n ∈ ω tal
que δ < f(n) luego δ < f(n) + 1 ∈ D.

Para ver que D es cerrado, sea λ < κ un ordinal límite tal
que λ = sup(D ∩ λ), como D es no acotado existe n < ω tal que
λ < f(n)+1. Si β ∈ D∩λ, entonces β < λ < f(n)+1 y β = f(m)+1
para algún m < ω, como f es creciente se sigue que m < n. Así que
D ∩ λ = {β < λ : β = f(m) + 1 para algún n < ω} ⊆ {f(k) + 1 :
k < n}.

De lo anterior se sigue que D ∩ λ es un conjunto �nito, luego
sup(D∩λ) es en realidad un máximo, digamos que λ = sup(D∩λ) =
β′ ∈ D ∩ λ, pero esto implica que λ < λ lo cual es imposible. Por
tanto, no existe λ < κ tal que λ = sup(D∩λ) y así D es claramente
cerrado.

Por tanto D es un club y como κ es débilmente Mahlo, debemos
tener que {µ < κ : µ es regular} ∩ D es estacionario en κ, pero
D está formado por ordinales sucesores, los cuales claramente no
pueden ser regulares. Concluimos que cf(κ) > ω.

ii). Supongamos que κ es singular. Sea γ = cf(κ) < κ; si f :
γ → κ es co�nal, entonces C = f [γ] es un conjunto no acotado
en κ, y como |C| = |f [γ]| ≤ |γ| = γ = cf(κ), debemos tener que
|C| = γ < κ.

Consideremos C∗ = {β ∈ C : β > γ}, claramente C∗ es no
acotado y C∗ ⊆ κ\(γ+1). Además, como |C∗| ≤ |C| = γ = cf(κ) se
sigue que |C∗| = γ = |C|. Ahora, si X = {λ < κ : λ es límite y λ =
sup(C∗ ∩ λ)}, a�rmamos que X es un club en κ.

Sea δ < κ, usando recursión construimos una sucesión numera-
ble de ordinales en C∗. Para n = 0, ya que C∗ es no acotado, elegi-
mos α0 ∈ C∗ un ordinal tal que α0 > δ. Dado αn ∈ C∗, αn+1 ∈ C∗

es un ordinal con αn+1 > αn. Así (αn)n<ω es una sucesión creciente
de ordinales, sea α = sup{αn : n < ω}, ya que cf(κ) > ω, se tiene
que α ∈ κ. Si probamos que α ∈ X, entonces X es no acotado en
κ pues δ < α0 < α.

Claramente α es un ordinal límite, resta demostrar que α =
sup(C∗ ∩ α). Es fácil ver que α es una cota superior de C∗ ∩ α,
luego sup(C∗ ∩ α) ≤ α. Sea β < α, entonces β < αn para algún
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n < ω, como αn < α y αn ∈ C∗ por construcción, tenemos que
αn ∈ C∗ ∩ α. Por de�nición, tenemos que αn < sup(C∗ ∩ α) y
ya que β < αn se tiene que β < sup(C∗ ∩ α); con esto, hemos
probado que α ⊆ sup(C∗ ∩ α) lo cual en ordinales es lo mismo que
α ≤ sup(C∗ ∩ α). Por tanto, α ∈ X.

Ahora, veamos que X es cerrado en κ. Sea δ < κ ordinal límite
tal que δ = sup(X ∩ δ), probaremos que δ ∈ X, es decir, veri�-
quemos que δ = sup(δ ∩ C∗). Como δ es cota superior de C∗ ∩ δ
tenemos que sup(C∗ ∩ δ) ≤ δ. Sea β < δ = sup(X ∩ δ), enton-
ces β < λ para algún λ ∈ X ∩ δ, además λ < δ y cumple que
λ = sup(C∗ ∩ λ). Ya que β < λ = sup(C∗ ∩ λ) < δ, se sigue que
β < λ′ para algún λ′ ∈ C∗ ∩ λ; dado que λ′ ∈ C∗ ∩ λ tenemos que
λ′ < λ < δ, luego λ′ < δ y λ′ ∈ C∗, es decir λ′ ∈ C∗ ∩ δ. Por tanto,
como β < λ′ ≤ sup(C∗ ∩ δ), tenemos que β < sup(C∗ ∩ δ) y así
δ ≤ sup(C∗ ∩ δ).

De lo anterior X es un club en κ. Como κ es débilmente Mahlo,
existe µ ∈ X tal que µ es un cardinal regular. Observemos que
µ > γ, pues si µ ≤ γ, entonces ya que µ ∈ X tenemos que µ =
sup(C∗ ∩ µ), pero para cada β ∈ C∗ ∩ µ se tiene que β > γ ≥ µ =
sup(C∗ ∩ µ) lo cual es imposible.

Así que, como µ = sup(C∗ ∩ µ), tenemos que C∗ ∩ µ es no
acotado en µ y µ es regular, con lo cual type(C∗ ∩ µ) = µ. Por
tanto |µ| = µ = type(C∗ ∩ µ) = |C∗ ∩ µ| ≤ |C∗| = γ < µ lo cual es
una contradicción. Luego, debe ser que κ es regular.

iii). Supongamos que κ es un cardinal sucesor, digamos que
λ+ = κ para algún cardinal λ. Consideremos el club (λ, κ), co-
mo κ es débilmente Mahlo existe µ ∈ (λ, κ) tal que µ es un cardinal
regular. Pero esto es imposible pues κ es el cardinal más pequeño
tal que κ > λ. ■

3.1. Mahlo vs inaccesibilidad

Como podemos observar, un cardinal débilmente Mahlo, debe
ser muy grande, pues de manera inmediata podemos darnos cuenta
de que al tener co�nalidad mayor que ω, tenemos que es un cardinal
no numerable, al ser regular y límite tenemos que es débilmente
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inaccesible. Por otro lado, al considerar un cardinal fuertemente
Mahlo, ya que es límite fuerte (y por lo anterior) resulta ser un
cardinal fuertemente inaccesible. Pero un cardinal Mahlo va más
allá de eso como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea κ un cardinal:

i) si κ es débilmente Mahlo, entonces el conjunto

{λ < κ : λ es débilmente inaccesible}

es estacionario en κ;

ii) si κ es Mahlo, entonces el conjunto

{λ < κ : λ es inaccesible}

es estacionario en κ.

Demostración: Probaremos el caso en el que κ es Mahlo, el caso
restante se hace de manera similar.

ii). Consideremos C = {λ < κ : λ es un cardinal límite fuerte},
probaremos que C es un club en κ.

Para ver que C es no acotado en κ, sea α < κ, usando recursión
de�nimos (µn)n<ω una sucesión creciente de cardinales. Para n = 0,
elegimos µ0 = 2(|α|

+) y dado µn, µn+1 = 2µn . Como κ es un cardinal
límite fuerte, entonces para cada n < ω, µn ∈ κ y, ya que cf(κ) > ω
tenemos que µ = sup{µn : n < ω} ∈ κ. Claramente µ es un cardinal
límite fuerte, pues si λ < µ es un cardinal, entonces existe µn > λ
para algún n < ω y así 2µn ≥ 2λ, por de�nición de µ se tiene que
2λ < µ. Con esto µ ∈ C y µ > α, con ello C es no acotado en κ.

Probemos que C es cerrado, usando la equivalencia en 1.19. Sea
X ⊆ C no vacío con supX < κ, entonces supX es un cardinal
límite fuerte ya que si λ < supX, existe µ ∈ X tal que λ < µ,
como µ es un cardinal límite fuerte, se sigue que 2λ < µ ≤ supX.
Con esto, supX ∈ C.

Finalmente, como C es un club y κ es Mahlo, entonces C∩{λ <
κ : λ es regular} = {λ < κ : λ es cardinal límite fuerte y regular}
= {λ < κ : λ es inaccesible} es estacionario en κ. ■
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Por tanto, la existencia de al menos un cardinal Mahlo implica
la existencia de una in�nidad de cardinales inaccesibles, pues por el
teorema anterior forman un conjunto estacionario en κ, esto es una
suposicición muy fuerte, ya que como vimos en el capítulo pasado,
la existencia de un cardinal inaccesible no implica la existencia de
un segundo cardinal inaccesible. De hecho, usando el Lema de Fodor
podemos probar que ni siquiera un cardinal inaccesible que sea tan
grande como para ser el κ-ésimo cardinal inaccesible, i.e. un punto
�jo de la inacceesibilidad, es Mahlo.

Proposición 3.4. Sea κ el menor cardinal inaccesible tal que κ
es el κ-ésimo cardinal inaccesible. Entonces κ no es un cardinal
Mahlo.

Demostración: Supongamos que S = {κα : α < κ} es una enu-
meración de los cardinales inaccesibles menores que κ. Si κ es Mah-
lo, entonces S es un conjunto estacionario en κ por el teorema
anterior. Consideremos f : S → κ dada por f(κα) = α, para cada
α < κ tenemos que α ≤ κα. En efecto, por inducción trans�nita,
para α = 0 es claro; si α = β + 1 para algún ordinal β, como
κβ < κβ+1 se sigue que β < κβ+1, luego β + 1 ≤ κβ+1; por último,
si α es límite, sea β < α entonces β ≤ κβ < κα, así que β < κα y
con ello α ≤ κα.

Además, si α = κα para algún α < κ, entonces α es el α-ésimo
cardinal inaccesible, lo cual es imposible pues κ es el primero con
esta propiedad. Así, para cada α < κ, α < κα, por tanto f es una
función regresiva. Por el Lema de Fodor existe T ⊆ S estacionario
en κ tal que f(µ) = γ para algún γ < κ y para todo µ ∈ T .

Pero lo anterior implica que µ = κγ para todo µ ∈ T , así
T = {κγ} y este claramente no intersecta al club (κγ, κ), lo cual
contradice que T es estacionario en κ. ■

Encontrar cardinales regulares que modelen ZFC es muy difícil,
pero un cardinal Mahlo es su�cientemente grande como lo vemos a
continuación.

Proposición 3.5. Sea κ un cardinal Mahlo, entonces

M = {µ < κ : µ es regular y (R(µ),∈) ⪯ (R(κ),∈)}
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es estacionario en κ.

Demostración: Como κ es Mahlo, entonces es inaccesible y así,
por la proposición 2.5 tenemos que M ′ = {α < κ : (R(α),∈) ⪯
(R(κ),∈)} es un club en κ, luego es claro que M es estacionario
en κ, al ser la intersección de un club con el conjunto estacionario
{µ < κ : µ es regular}. ■

De hecho, por el teorema 3.3 podemos reemplazar la condición
de ser regular en el conjunto M de la proposición anterior por la
condición de ser inaccesible, yM aun sería un conjunto estacionario
en κ. Por último, recordemos que una función normal en un cardinal
regular no numerable tiene como club el conjunto de puntos �jos
de la función, si además requerimos que el punto �jo sea regular,
entonces no es posible encontrar (a partir de ZFC) un cardinal
que cumpla esto último. Resulta que un cardinal debe ser muy
grande para poder veri�car la propiedad anterior junto con la última
condición.

Teorema 3.6. Un cardinal in�nito regular κ es débilmente Mahlo
si y solo si toda función normal con dominio κ tiene un punto �jo
regular.

Demostración: a). Supongamos que κ es débilmente Mahlo, sea
f : κ → κ una función normal, entonces por el teorema 1.23 el
conjunto {α < κ : f(α) = α} es un club en κ y como {µ < κ :
µ es regular} es estacionario en κ, existe µ < κ tal que µ es regular
y f(µ) = µ.

b). Comprobemos que κ es débilmente Mahlo suponiendo que
cada función normal con dominio κ tiene un punto �jo regular.
Queremos demostrar que {µ < κ : µ es regular} es un conjunto
estacionario en κ, para ello sea C un club en κ, entonces type(C) =
κ así que, para f : κ → C isomor�smo de orden se tiene que f
es normal. En efecto, resta ver que si λ < κ es límite, entonces
f(λ) = sup{f(γ) : γ < λ}.

Si δ = sup{f(γ) : γ < λ}, entonces podemos notar que δ cumple
que δ = sup(C ∩ δ). En efecto, resta ver que δ ≤ sup(C ∩ δ), sea
α < δ, luego existe γ < λ tal que α < f(γ), y como f(γ) ∈ C se
sigue que f(γ) ∈ C ∩ δ; por tanto α < f(γ) ≤ sup(C ∩ δ) y así
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α < sup(C ∩ δ), con ello δ ≤ sup(C ∩ δ). Ya que C es cerrado en κ,
se tiene que δ ∈ C.

Ahora, como f es sobreyectiva, existe α0 < κ tal que f(α0) =
δ. Ya que f(λ) > f(γ) para cada γ < λ, tenemos que f(λ) ≥
sup{f(γ) : γ < λ} = δ = f(α0) luego, por ser f isomor�smo de
orden obtenemos que λ ≥ α0. Si α0 < λ, entonces α0 + 1 < λ
pues λ es un ordinal límite, pero por ser f isomor�smo f(α0) =
δ < f(α0 + 1) lo cual es imposible. Por tanto α0 = λ y entonces
f(λ) = f(α0) = δ = sup{f(γ) : γ < λ}.

De lo anterior f es una función normal y por hipótesis existe
α < κ tal que f(α) = α, entonces α = f(α) ∈ C y es regular con lo
cual el conjunto {µ < κ : µ es regular} es estacionario en κ. ■

Un obvio resultado es el siguiente.

Corolario 3.7. Si κ es débilmente Mahlo y f es normal con domi-
nio κ, entonces f tiene κ puntos �jos regulares.

Demostración: Como C = {µ < κ : µ es punto �jo regular} es
la intersección de un club y un estacionario, entonces C es estacio-
nario en κ, luego C es no acotado en κ y así |C| = κ. ■

3.2. Cardinales α-Mahlo

Finalmente, para cerrar este capítulo vamos a clasi�car los car-
dinales Mahlo generalizando su de�nición.

De�nición 3.8. Sea γ un ordinal in�nito. Usando recursión de�-
nimos, para cada ordinal α, Mα(γ) mediante:

i) M0(γ) = {κ < γ : κ es inaccesible},

ii) Mα+1(γ) = {κ ∈Mα(γ) : {µ < κ : µ ∈Mα(γ)} es
estacionario en κ},

iii) Mα(γ) =
⋂
β<α

Mβ(γ) si α ̸= 0 es límite.
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Para cada α ordinal consideramos la clase Mα =
⋃
{Mα(γ) :

γ es ordinal}. Si κ ∈ Mα, para algún ordinal α, diremos que κ es
un cardinal α-Mahlo.

Podemos concluir un par propiedades relevantes de los cardina-
les α-Mahlo a partir de la mera de�nición.

Proposición 3.9. Para cada ordinal α,

i) si κ ∈Mα(γ) entonces κ < γ;

ii) si κ ∈ Mα(γ) y κ < δ, para algún ordinal δ, entonces κ ∈
Mα(δ).

Demostración: Haremos ambas pruebas por inducción trans�ni-
ta sobre α.

i). Si α = 0 se tiene por de�nición. Si α = β + 1, entonces
κ ∈ Mβ(γ), luego por hipótesis de inducción κ < γ. Si α es límite
y κ ∈ Mα(γ), se tiene que κ ∈ Mβ(γ) para cualquier β < α, en
particular y por la hipótesis de inducción se sigue que κ < γ.

ii). Para α = 0, como κ ∈M0(γ) tenemos que κ es inaccesible y
ya que κ < δ, entonces κ ∈M0(δ).

Si α = β + 1, dado que κ ∈ Mα(γ) tenemos que κ ∈ Mβ(γ),
luego por hipótesis de inducción κ ∈ Mβ(δ). Además, ya que {µ <
κ : µ ∈ Mβ(γ)} es estacionario en κ, se sigue que si C es un club
en κ y µ ∈ C ∩ Mβ(γ) con µ < κ, entonces como µ ∈ Mβ(γ) y
µ < κ < δ tenemos por hipótesis de inducción que µ ∈ Mβ(δ),
luego µ ∈ C ∩Mβ(δ). Con esto {µ < κ : µ ∈Mβ(δ)} es estacionario
en κ y así κ ∈Mβ+1(δ) =Mα(δ).

Si α es límite y κ ∈ Mα(γ), entonces para cada β < α, κ ∈
Mβ(γ) con lo cual por hipótesis de inducción κ ∈ Mβ(δ), i.e. para
cada β < α, κ ∈ Mβ(δ), lo que implica que κ ∈

⋂
β<αMβ(δ) =

Mα(δ). ■

Esto nos permite dar una caracterización para un cardinal α-
Mahlo, la cual será más directa y fácil de comprobar.

Proposición 3.10. Para cada cardinal in�nito κ y cada ordinal α,

i) κ es 0-Mahlo si y solo si κ es inaccesible,
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ii) κ es (α + 1)-Mahlo si y solo si κ es α-Mahlo y {µ < κ :
µ es α-Mahlo} es estacionario en κ,

iii) κ es α-Mahlo, con α ̸= 0 límite, si y solo si κ es β-Mahlo para
cada β < α.

Demostración: La equivalencia en i) es clara.
ii). Supongamos que κ es (α+1)-Mahlo, entonces κ ∈Mα+1(γ)

para algún ordinal γ, luego κ ∈Mα(γ), así κ es α-Mahlo. También
{µ < κ : µ ∈ Mα(γ)} es estacionario en κ y como {µ < κ : µ ∈
Mα(γ)} ⊆ {µ < κ : µ es α-Mahlo}, se tiene que este último es
estacionario en κ.

Ahora supongamos que κ es α-Mahlo y {µ < κ : µ es α-Mahlo}
es estacionario en κ, para probar que κ es (α+1)-Mahlo veremos que
κ ∈ Mα+1(γ) para algún ordinal γ. Ya que κ es α-Mahlo entonces
κ ∈Mα(γ) para algún ordinal γ; a�rmamos que κ ∈Mα+1(γ), para
ello resta ver que {µ < κ : µ ∈Mα(γ)} es estacionario en κ.

Sea C un club en κ, por hipótesis existe µ0 ∈ C tal que µ0 < κ
y µ0 es α-Mahlo. Como κ ∈ Mα(γ), por la proposición anterior
tenemos que κ < γ y así µ0 < γ. Además dado que µ0 es α-Mahlo
se tiene que µ0 ∈ Mα(δ) para algún ordinal δ, por lo anterior y
usando ii) de la proposición anterior, se sigue que µ0 ∈Mα(γ). Con
esto C ∩ {µ < κ : µ ∈ Mα(γ)} ̸= ∅. Lo cual completa la prueba de
la a�rmación y así κ es (α + 1)-Mahlo.

iii). Si κ es α-Mahlo, entonces κ ∈ Mα(γ) para algún ordinal
γ, luego κ ∈ Mβ(γ) para cada β < α, así κ es β-Mahlo para cada
β < α.

Por otro lado si κ es β-Mahlo para cada β < α, entonces para
cada β < α, κ ∈ Mβ(γβ) con γβ ordinal. Tenemos que κ < γβ para
cada β < α, hacemos γ = mín{γβ : β < α}. Claramente κ < γ así
que κ ∈Mβ(γ) para cada β < α. Con esto κ ∈

⋂
β<αMβ(γ) y luego

κ es α-Mahlo. ■

Por tanto, es fácil darnos cuenta que los cardinales Mahlo son
justamente los cardinales 1-Mahlo. También, podríamos preguntar-
nos que tan grande puede ser un cardinal κ según esta categoría, es
decir, si existe un ordinal α tal que κ a lo más puede ser α-Mahlo.
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Supongamos que κ es α-Mahlo, por lo anterior tenemos que para
cada β < α existe µ tal que µ es β-Mahlo. Para cada β < α, si µβ es
el menor cardinal β-Mahlo, entonces la función f : α → κ dada por
f(β) = µβ está bien de�nida. Veamos que f es inyectiva, si β1 ̸= β2
pero f(β1) = f(β2), supongamos que β1 < β2, tenemos que µβ1 es
β2-Mahlo pero entonces existe un conjunto estacionario en µβ1 de
cardinales β1-Mahlo y esto contradice que µβ1 es el menor de ellos;
de manera similar si β2 < β1. Por tanto f es inyectiva.

f es creciente, sea β1 < β2, entonces µβ2 es el menor cardinal
β2-Mahlo, luego µβ2 es β1-Mahlo, por minimalidad µβ1 ≤ µβ2 y por
la inyectividad de f , f(β1) = µβ1 < µβ2 = f(β2).

Con esto, si β < α, entonces ya que f es estrictamente creciente
β ≤ f(β) y como f(β) < κ, se tiene que β < κ, con lo cual α ≤ κ. Y
así un cardinal κ puede ser, a lo más, κ-Mahlo pero nunca (κ+ 1)-
Mahlo.



Capítulo 4

Cardinales débilmente

compactos

4.1. Cálculo de particiones

Para empezar el estudio del siguiente tipo de cardinales, recor-
daremos una de�nición elemental, pues tomaremos el sendero de
estudiar las particiones para introducir los cardinales débilmente
compactos después.

De�nición 4.1. Una partición de un conjunto S es una familia
P = {Xi : i ∈ I} de subconjuntos de S ajenos dos a dos tales que⋃
i∈I

Xi = S.

Vale la pena mencionar que, para propósitos de este trabajo, no
exigimos en la de�nición que cada Xi ̸= ∅. Notemos que podemos
asociar una función f : S → I dada por f(x) = i si y solo si x ∈ Xi.
Recíprocamente, cada función f : S → I determina una partición
P de S dada por P = {f−1[{i}] : i ∈ I}; con base en esto, algunas
veces diremos que f es una partición de S.

Recordemos la de�nición del conjunto [A]n, si A es un conjunto
de ordinales, conviene identi�car [A]n como el conjunto {(α1, . . . , αn)
∈ An : α1 < · · · < αn}.

De�nición 4.2. Si P = {Xi : i ∈ I} es una partición de [A]n, H ⊆
A se dirá n-homogéneo para P si existe i ∈ I tal que [H]n ⊆ Xi.
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Si pensamos en la partición como una función, entonces H es
n-homogéneo si f es constante en [H]n.

El siguiente teorema es un clásico dentro de la teoría de parti-
ciones y será la basé que justi�cará la introducción de los cardinales
débilmente compactos.

Teorema 4.3 (de Ramsey). Sean n, k ∈ N, si {X1, . . . , Xk} es una
partición de [ω]n en k partes, entonces existe un conjunto in�ni-
to n-homogéneo para dicha partición. Equivalentemente, para cada
f : [ω]n → {1, . . . , k} existe un conjunto in�nito H ⊆ ω tal que f
es constante sobre [H]n.

Para facilitar el tratamiento de particiones presentamos la no-
tación de �echa:

Sean κ y λ cardinales in�nitos, sea n ∈ N y sea m un cardinal, el
símbolo κ→ (λ)nm denota la propiedad siguiente: Toda partición de
[κ]n en m piezas tiene un conjunto n-homogéneo H tal que |H| = λ;
en otras palabras, para cada f : [κ]n → m, existe H ⊆ κ tal que f
es constante sobre [H]n y |H| = λ.

A partir de lo anterior, hacemos tres observaciones que simpli-
�carán ciertos casos sobre la notación de �echa. Primero, si κ < λ,
entonces no puede existir H ⊆ κ tal que κ → (λ)nm, pues cada
H ⊆ κ cumple que |H| ≤ κ < λ. Por lo cual supondremos que
κ ≥ λ.

Segundo, si m = 1, entonces κ → (λ)nm se cumple trivialmente,
pues tendríamos una partición de 1 piezas, y descartando el número
necesario de elementos de κ (si hiciese falta) tenemos H ⊆ κ que es
n-homogéneo y |H| = λ. Así que, supondremos siempre que m ≥ 2.
Además, si m = 2, escribimos κ→ (λ)n en vez de κ→ (λ)nm.

Por último, si m > κ, entonces |[κ]n| = κn = κ y |
⋃

i∈mXi| =∑
i∈m |Xi| = m · sup{|Xi| : i ∈ m} = m, donde {Xi : i ∈ m} es la

partición y, recordando que los Xi son ajenos dos a dos y |Xi| ≤
|[κ]n| = κ; pero [κ]n =

⋃
i∈mXi, lo cual genera una contradicción. Si

m = κ, como |[κ]n| = κ existe f : [κ]n → κ biyectiva, consideremos
P = {f−1[{i}] : i ∈ κ = m} la partición inducida por f , entonces
cada f−1[{i}] es un singular, con lo cual no existe H ⊆ κ con
|H| = λ tal que [H]n ⊆ f−1[{i}] para algún i; por tanto no se
cumple que κ→ (λ)nm. De lo anterior, asumiremos que m < κ.
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La notación de �echa es muy útil, pues resulta que si sabemos
que se cumple la propiedad κ→ (λ)nm, entonces podemos aumentar
el cardinal de la izquierda o disminuir los cardinales de la derecha
y, seguiríamos teniendo como válida la relación de �echa. Mediante
el siguiente par de proposiciones probamos esta a�rmación.

Proposición 4.4. Supongamos que κ→ (λ)nm. Si κ ≤ κ′, λ′ ≤ λ y
m′ ≤ m, entonces κ′ → (λ′)nm′.

Demostración: Para probar que κ′ → (λ′)nm′ sea f : [κ′]n →
m′ una partición de [κ′]n, probaremos que existe H ′ que es n-
homogéneo y tal que |H ′| = λ′. De�nimos g : [κ]n → m mediante
g(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn), por las hipótesis sobre κ y m, g está
bien de�nida. Ya que κ→ (λ)nm, existe H ⊆ κ que es n-homogéneo
y tal que |H| = λ.

Como |H| = λ, existe h : λ → H biyectiva, así que para h[λ′]
tenemos que h[λ′] ⊆ κ′ y claramente |h[λ′]| = λ′. Con esto, para
H ′ = h[λ′] a�rmamos que f es constante en [H ′]n. En efecto, sea
(α1, . . . , αn) ∈ [H ′]n, ya que cada αi ∈ H ′, entonces αi = h(βi) para
algún βi < λ′, con lo cual αi ∈ H. Como g es constante en [H]n,
tenemos que g(α1, . . . , αn) = γ con γ < m �jo; además γ < m′ pues
γ = g(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn) ∈ m′. Por tanto f es constante
en [H ′]n con valor γ, y como |H ′| = λ′, tenemos que H ′ es el con-
junto buscado que es n-homogéneo para f . ■

El caso para n lo contemplamos en una proposición aparte.

Proposición 4.5. Si κ→ (λ)nm y n′ < n, entonces κ→ (λ)n
′

m.

Demostración: Sea f : [κ]n
′ → m una partición de [κ]n

′
. De�-

nimos g : [κ]n → m mediante g(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn′), por
hipótesis existe H ⊆ κ con |H| = λ tal que g es constante en [H]n.
Hacemos δ = type(H) y F : H → δ un isomor�smo de orden; no-
temos que δ es in�nito, de lo contrario |H| = |δ| < ℵ0 ≤ λ, lo cual
no es posible.

Para exhibir el conjunto H ′ que es n′-homogéneo, consideramos
lo siguiente. Si H no tiene elemento máximo, entonces hacemos
H ′ = H. En caso contrario, si µ ∈ H es su elemento máximo,
entonces δ es un ordinal sucesor, pues si δ es límite, se tiene que
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F (µ) es un máximo de δ, lo cual es imposible pues δ es un ordinal
límite, con esto δ es sucesor. Sabemos que existen α ordinal límite
y r ∈ ω tal que δ = α+ r y ya que δ es un ordinal sucesor, tenemos
que r ̸= 0. Luego, consideremos H ′ = F−1[α]. Por construcción
H ′ no tiene máximo, pues si existe µ′ ∈ H ′ tal que µ′ es máximo
entonces es claro que F (µ′) es un elemento máximo de α, esto es
imposible ya que α es un ordinal límite. Además |H ′| = |H|, pues
|H ′| = |F−1[α]| = |α| y |α| = |α+ r| = |δ| = |H| ya que r ∈ ω, α es
in�nito y F es biyectiva.

Con esto H ′ ⊆ H es un conjunto que no tiene máximo y tal que
|H ′| = λ, a�rmamos que H ′ es n′-homogéneo. Sea (α1, . . . , αn′) ∈
[H ′]n

′
, entonces cada αi ∈ H ′ ⊆ H y como H ′ no tiene máximo,

existen αn′+1 < · · · < αn elementos de H ′ tal que αn′ < αn′+1.
Luego (α1, . . . , αn′ , . . . , αn) ∈ [H]n. Por tanto, g(α1, . . . , αn) = γ
para algún γ < m �jo; por construcción γ = g(α1, . . . , αn) =
f(α1, . . . , αn′). Con lo cual f es constante en [H ′]n

′
, así que H ′

es n′-homogéneo para f . ■

La técnica usada en esta proposición para hacer que un con-
junto in�nito de ordinales no tenga elemento máximo será usada
en resultados posteriores, por lo que evitaremos entrar en detalle
nuevamente cuando esto ocurra.

Con estas herramientas buscaremos responder la pregunta natu-
ral que surge a partir del Teorema de Ramsey, ¾Se puede generalizar
el Teorema de Ramsey a cardinales mayores? Al menos, nos interesa
ver si es válido el análogo al teorema para ℵ1. Para ello ocuparemos
el siguiente lema.

Lema 4.6. El conjunto P = κ{0, 1}, con κ un cardinal in�nito, or-
denado lexicográ�camente no admite sucesiones monótonas de lon-
gitud κ+.

Demostración: Por contradicción, si existe W = {fα}α<κ+ tal
que fα < fβ siempre que α < β. Observemos que {fα(0)}α<κ+ es
una sucesión no decreciente de ordinales menores que 2, pues W es
creciente. Además dicha sucesión se estaciona, i.e. existe α0 < κ+

tal que fα(0) = fα0(0) = β0 para cada α > α0 donde β0 ∈ {0, 1} es
�jo; supongamos lo contrario, que existe γ0 < κ+ tal que fα(0) = 1
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para algún α < γ0 y fγ0(0) = 0, entonces para tal α < γ0 se tiene
que fα > fγ0 por de�nición del orden lexicográ�co, pero esto es
imposible pues W es creciente.

Sea γ < κ, supongamos que para cada β < γ hemos construido
αβ < κ+. Notemos que δ = sup{αβ : β < γ} < κ+, pues κ+ es
regular por ser un cardinal sucesor. Observemos que {fα(γ) : δ <
α < κ+} es una sucesión no decreciente, la cual se estaciona por el
mismo argumento del párrafo anterior, así que hacemos αγ > δ un
ordinal para el cual fα(γ) = fαγ (γ) = βγ para cada α > αγ, con
βγ ∈ {0, 1} �jo.

Usando recursión, hemos construido una sucesión (αi)i<κ, donde
para cada i < κ, αi < κ+ y fα(i) = βi para cada α > αi, con βi ∈
{0, 1} para cada i < κ. Pero entonces α′ = sup{αi : i < κ} < κ+

por ser κ+ regular, y {fα : α′ < α < κ+} está formado por funciones
idénticas, lo cual es una contradicción a la elección de W .

El caso decreciente es similar. ■

Si denotamos por κ ↛ (λ)nm a la fórmula ¬(κ → (λ)nm), en-
tonces el siguiente teorema justi�ca la imposibilidad del análogo al
Teorema de Ramsey para ℵ1.

Teorema 4.7. Para cada cardinal in�nito κ, 2κ ↛ (κ+)2.

Demostración: Hallaremos una partición de [2κ]2 en dos piezas
tal que no existe subconjunto 2-homogéneo de cardinalidad κ+. Sea
λ = 2κ, como P = κ{0, 1} tiene cardinalidad 2κ, podemos escribir
P = {fα : α < λ}. Sea ≺ el orden para λ inducido por el orden lexi-
cográ�co en P : α ≺ β siempre que fα < fβ. No es difícil comprobar
que ≺ es un orden lineal en λ.

De�nimos f : [λ]2 → 2 dada por f(α, β) = 1 si y solo si α ≺ β
y f(α, β) = 0 en caso contrario. Supongamos que existe H ⊆ λ con
|H| = κ+ tal que H es 2-homogéneo para f . Entonces type(H;<) ≥
κ+, así que tomando un subconjunto de H de ser necesario (usando
un proceso parecido al de la proposición anterior), podemos suponer
que type(H;<) = κ+.

Ahora, si [H]2 ⊆ f−1[{1}], entonces f(α, β) = 1 para cada
(α, β) ∈ [H]2, es decir α ≺ β y fα < fβ, como α < β se tiene
que {fδ : δ ∈ H} ⊆ κ{0, 1} es una sucesión creciente de longitud
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κ+. Por otro lado si [H]2 ⊆ f−1[{0}] entonces f(α, β) = 0 para
cada (α, β) ∈ [H]2, luego α ⊀ β y como ≺ es lineal en λ se tiene
que β ≺ α, así que fβ < fα y con esto, ya que α < β, {fδ : δ ∈ H}
es una sucesión decreciente de longitud κ+.

En cualquier caso tenemos una contradicción con el lema ante-
rior. Por tanto no puede existir H ⊆ λ con |H| = κ+ tal que H es
2-homogéneo para la partición f . Con esto 2κ ↛ (κ+)2. ■

Ahora estamos en posición de comprobar que el análogo al Teo-
rema de Ramsey para ℵ1 no es posible. Uno podría pensar que nos
vamos a apoyar de CH, reemplazando en el teorema anterior κ por
ℵ0, sin embargo esto no es necesario. Supongamos que κ = λ+ para
algún cardinal in�nito λ, entonces veremos en general que κ↛ (κ)nm
para cualesquiera n,m ∈ ω.

Si κ → (κ)nm, entonces la relación se mantiene para 2λ ≥ κ,
2 ≤ n y 2 ≤ m que es 2λ → (κ)2, lo cual contradice el teorema
anterior pues κ = λ+.

Nos preguntamos en que momento κ→ (κ)nm, además de cuando
κ = ℵ0 que es el Teorema de Ramsey, o al menos nos interesa ver
cuando κ→ (κ)2. Esto motiva la siguiente de�nición.

De�nición 4.8. Un cardinal κ no numerable se dirá débilmente
compacto si κ→ (κ)2.

Resulta, que un cardinal débilmente compacto es grande, ℵ0 es
un cardinal muy especial pues el siguiente cardinal que cumpla el
análogo tiene que ser, al menos, un cardinal inaccesible.

Teorema 4.9. Todo cardinal débilmente compacto es inaccesible.

Demostración: Sea κ un cardinal débilmente compacto. Veamos
que κ es un cardinal límite fuerte, si existe λ < κ tal que κ ≤ 2λ,
por el teorema 4.7 sabemos que 2λ ↛ (λ+)2, luego κ ↛ (λ+)2 y
entonces κ ↛ (κ)2 pues λ+ ≤ κ, pero esto es una contradicción a
la elección de κ.

Comprobemos que κ es regular. Por contradicción supongamos
que µ = cf(κ) < κ. Hacemos κ =

⋃
α<µAα por ser κ singular,

esto nos da una partición de κ en conjuntos ajenos de cardinalidad
menor que κ. De�nimos f : [κ]2 → 2 dada por f(α, β) = 0 si y solo



4.2. RELACIÓN CON ÁRBOLES 49

si {α, β} ⊆ Aγ para algún γ < µ, en caso contrario f(α, β) = 1.
Como κ es débilmente compacto, existe H ⊆ κ con |H| = κ tal que
H es 2-homogéneo para f .

Si [H]2 ⊆ f−1[{0}] se tiene que f(α, β) = 0 para cada (α, β) ∈
[H]2. Como H ⊆ κ =

⋃
α<µAα, entonces seleccionamos α0 ∈ H �jo,

α0 ∈ Aγ0 para algún γ0 < µ. Ahora, si β ∈ H y β ̸= α0, sin pérdida
de generalidad supongamos que β < α0, ya que f(β, α0) = 0, se
tiene que {β, α0} ⊆ Aγ para algún γ < µ. Pero γ = γ0, pues si
γ ̸= γ0 se tiene que α0 ∈ Aγ y luego Aγ∩Aγ0 ̸= ∅, lo cual contradice
la elección de los Aα. Con esto para cada β ∈ H, β ∈ Aγ0 y así
H ⊆ Aγ0 ; pero esto implica que |H| < κ lo cual es imposible por
hipótesis.

Ahora si [H]2 ⊆ f−1[{1}], tenemos para cada α < µ que |H ∩
Aα| ≤ 1. En efecto, si |H ∩ Aα| > 1 para algún α < µ, podemos
tomar α, β ∈ H ∩ Aα distintos, para estos tenemos que {α, β} ⊆
Aα. Sin pérdida de generalidad supongamos que α < β, entonces
f(α, β) = 0 por de�nición, pero esto es imposible pues (α, β) ∈
[H]2 ⊆ f−1[{1}]. Con esto |H| = |H ∩ κ| = |H ∩ (

⋃
α<µAα)| =

|
⋃

α<µ(H ∩ Aα)| ≤
∑

α<µ |H ∩ Aα| ≤
∑

α<µ 1 = µ < κ, lo cual es
una contradicción a la elección de H.

Por tanto κ debe ser regular. Y en consecuencia, como κ es lí-
mite fuerte, tenemos que κ es un cardinal inaccesible. ■

Uno podría preguntarse cual es la relación entre un cardinal
débilmente compacto y un cardinal Mahlo. Para poder responder
esta cuestión, requerimos de diferentes caracterizaciones acerca de
un cardinal débilmente compacto.

4.2. Relación con árboles

A continuación reunimos los conceptos básicos de la teoría de
árboles.

De�nición 4.10. Sea (T,<) un conjunto parcialmente ordenado:

i) Diremos que (T,<) es un árbol si para cada x ∈ T , x ↓= {y :
y < x} es un conjunto bien ordenado.
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ii) Si T es un árbol, el α-ésimo nivel o nivel α de T , denotado por
Lα es el conjunto Lα = {x ∈ T : type(x↓) = α}.

iii) Si T es un árbol, su altura es el menor α tal que Lα = ∅.

iv) Si T es un árbol, una rama en T es un subconjunto de T que
es linealmente ordenado y maximal. La longitud de una rama
b es el ordinal type(b;<). Una α-rama b es un subconjunto de⋃

β≤α Lβ tal que b es linealmente ordenado y |b ∩ Lβ| = 1 para
cada β ≤ α.

El siguiente lema es un resultado clásico dentro de la teoría de
árboles, el cual exhibimos para justi�car una de�nición posterior.

Teorema 4.11 (Lema de König). Si T es un árbol de altura ℵ0 tal
que cada nivel de T es �nito, entonces T tiene una rama in�nita.

Al igual que con el Teorema de Ramsey, nos preguntamos si
un resultado similar se tiene para ℵ1, i.e. si para cada árbol T de
altura ℵ1, tal que cada nivel de T es numerable, tiene una rama no
numerable. Desafortunadamente esto no es posible.

Diremos que un árbol T es de Aronszajn si tiene altura ℵ1 y
cada nivel es a lo más numerable, pero cada rama también es a
lo más numerable. Esta de�nición es la negación del enunciado del
Lema de König para ℵ1, Nachman Aronszajn construyó un árbol
de este tipo en 1934, lo cual implica que no es posible el resultado
esperado que se describió en el párrafo anterior. También, no es
difícil probar que para cada cardinal singular κ, existe un árbol de
altura κ cuyos niveles tienen cardinalidad menor que κ pero que
cada rama también es de cardinalidad menor que κ. Esto motiva la
siguiente de�nición.

De�nición 4.12. Diremos que un cardinal κ regular y no nume-
rable tiene la propiedad del árbol si para cada árbol de altura κ,
cuyos niveles tienen cardinalidad menor que κ, tiene una rama de
cardinalidad κ.

Por lo que el Lema de König nos asegura que ℵ0 cumple la pro-
piedad del árbol, mientras que el resultado de Aronszajn exhibe
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que ℵ1 no tiene esta propiedad. Resulta que esta propiedad jun-
to con otra acerca de cierto cardinal, caracterizan a los cardinales
débilmente compactos; caracterización que será útil más adelante.

Teorema 4.13. Sea κ un cardinal in�nito. Las siguientes son equi-
valentes:

i) κ es débilmente compacto.

ii) κ es inaccesible y κ tiene la propiedad del árbol.

iii) κ cumple κ→ (κ)nm para todo n ∈ ω y cada m < κ.

Demostración: i) → ii): κ es inaccesible por un teorema previo.
Veri�quemos que tiene la propiedad del árbol. Sea (T,<T ) un árbol
de altura κ cuyos niveles son de cardinalidad menor que κ, halla-
remos una rama de cardinalidad κ. Como T =

⋃
α<κ Lα entonces

|T | = |
⋃

α<κ Lα| =
∑

α<κ |Lα| = κ · sup{|Lα| : α < κ} = κ. Así que
existe F : κ→ T biyectiva, escribimos T = {xα : α < κ}.

De�nimos un orden lineal R sobre T dado por xαRxβ si y solo si
xα <T xβ o bien, si no son <T -comparables y si δ < κ es mínimo con
la propiedad que para el nivel δ, si xα′ y xβ′ son los predecesores
de xα y xβ respectivamente en el nivel δ, se tiene que xα′ ̸= xβ′

entonces α′ < β′. No es difícil veri�car que R es un orden lineal. Sea
f : [κ]2 → 2 dada por f(α, β) = 1 si y solo si xαRxβ y f(α, β) = 0
en caso contrario. Como κ es débilmente compacto, existe H ⊆ κ
que es 2-homogéneo para f tal que |H| = κ.

Consideremos B ⊆ T el conjunto de todos los xα ∈ T tal que
el conjunto {β ∈ H : xα <T xβ} tiene cardinal κ. A�rmamos que
para cada α < κ existe xβ ∈ Lα tal que xβ ∈ B. Para veri�car
la a�rmación supongamos lo contrario, i.e. supongamos que existe
α < κ tal que para cada xβ ∈ Lα, xβ /∈ B, esto es |{γ ∈ H :
xβ <T xγ}| < κ para cada xβ ∈ Lα. Si para cada δ < κ hacemos
π(δ) = {λ < κ : xλ ∈ Lδ}, tenemos que:

H =
⋃
δ≤α

(π(δ) ∩H) ∪
⋃

xβ∈Lα

{γ ∈ H : xβ <T xγ} (4.1)

En efecto, si λ ∈ H entonces si xλ ∈ Lδ para algún δ ≤ α,
se sigue que λ ∈ π(δ), así λ ∈ π(δ) ∩ H. Ahora, si xλ ∈ Lδ para
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algún δ > α, tenemos que type(xλ↓;<T ) = δ > α, luego existe
fλ : δ → xλ↓ isomor�smo de orden, para fλ(α) ∈ xλ ↓, tenemos que
xβ0 = fλ(α) <T xλ. Además, xβ0 ∈ Lα pues fλ ↾ α es claramente un
isomor�smo de orden tal que (xβ0 , <T ) ∼= (α,<), con esto type(xβ0 ↓
;<T ) = α, así xβ0 ∈ Lα. Por tanto para xβ0 ∈ Lα tenemos que
xβ0 <T xλ, luego λ ∈

⋃
xβ∈Lα

{γ ∈ H : xβ <T xγ}. Así queda
probada la igualdad en 4.1.

Más aún, los elementos de la unión en 4.1 son ajenos dos a dos.
Pues si δ1, δ2 ≤ α, δ1 ̸= δ2, es claro que (π(δ1)∩H)∩(π(δ2)∩H) = ∅
ya que Lδ1 ∩ Lδ2 = ∅ por ser δ1 ̸= δ2. Por otro lado si δ1 ≤ α y
xβ ∈ Lα, entonces también tenemos (π(δ1) ∩H) ∩ {γ ∈ H : xβ <T

xγ} = ∅, de lo contrario para γ ∈ H con xγ ∈ Lδ1 y xβ <T xγ
se tiene que δ1 = type(xγ↓;<T ) > type(xβ↓;<T ) = α lo cual es
imposible. Finalmente si xβ1 , xβ2 ∈ Lα con xβ1 ̸= xβ2 , veamos que
{γ ∈ H : xβ1 <T xγ} ∩ {γ ∈ H : xβ2 <T xγ} = ∅. Supongamos que
γ ∈ H es tal que xβ1 <T xγ y xβ2 <T xγ, entonces xβ1 , xβ2 ∈ xγ↓
con lo cual xβ1 <T xβ2 ó xβ2 <T xβ1 ; implicando que type(xβ1↓;<T

) < type(xβ2↓;<T ) ó type(xβ2↓;<T ) < type(xβ1↓;<T ) lo cual es
imposible pues xβ1 , xβ2 ∈ Lα.

Tenemos que κ = |H| = |
⋃

δ≤α(π(δ) ∩ H) ∪
⋃

xβ∈Lα
{γ ∈ H :

xβ <T xγ}| =
∑

δ≤α |π(δ)∩H|+
∑

xβ∈Lα
|{γ ∈ H : xβ <T xγ}|, pero

por la elección de α y por las hipótesis sobre el árbol, se tiene que la
última igualdad de lo anterior es una suma de menos de κ términos
que tienen cardinalidad menor que κ cada uno, lo cual no es posible
por ser κ regular. Por tanto, hemos probado la a�rmación que para
cada α < κ existe xβ ∈ Lα tal que xβ ∈ B; en otras palabras, B
intersecta a cada nivel de T .

Supongamos por un momento que B está linealmente ordenado
por <T . Si B′ ⊇ B y B′ está linealmente ordenado por <T , y si
B′ \ B ̸= ∅ entonces sea xb ∈ B′ \ B, si xb ∈ Lα para algún α < κ.
Ya que B ∩ Lα ̸= ∅, tomamos xβ ∈ Lα ∩ B ⊆ B ⊆ B′, luego
xb <T xβ ó xβ <T xb. En cualquier caso se sigue que α < α lo cual
es imposible. Por tanto B = B′ y así B′ es maximal, con lo cual es
una rama en T . Además es de cardinalidad κ pues B∩Lα ̸= ∅ para
cada α < κ.

Probemos que B está linealmente ordenado por <T . Suponga-
mos que existen xα, xβ ∈ B tal que xα y xβ no son <T -comparables.
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Como R es un orden lineal podemos suponer que xαRxβ, como tie-
nen κ sucesores en H, existen γ < δ < ε elementos de H tales que
xα <T xγ, xβ <T xδ y xα <T xε. Por la de�nición de R, xγRxδ y
xεRxδ, pues el primer nivel donde di�eren los predecesores de xγ y
xδ es el mismo donde di�eren los de xα y xβ; similarmente el mismo
argumento veri�ca que xεRxδ.

Por tanto, por de�nición de f , f(γ, δ) = 1 y f(δ, ε) = 0, lo
cual contradice que H es 2-homogéneo. Así que debemos tener que
(B,<T ) es un orden lineal. Y por un argumento anterior, B es una
rama en T de cardinalidad κ, con lo cual κ cumple la propiedad del
árbol.

ii) → iii): Haremos inducción sobre n. Para n = 1 es claro pues
queremos que κ→ (κ)1m lo cual es claro pues κ es regular por ser un
cardinal inaccesible. Ahora, supongamos que se tiene la conclusión
para n − 1 con n ∈ N, es decir supongamos que κ → (κ)n−1

m , y
comprobemos que κ→ (κ)nm.

Sea f : [κ]n → m una partición de [κ]n. De�nimos un orden
parcial ≺ sobre κ, de modo que (κ,≺) formará un árbol. Para cada
α < κ, diremos que β ≺ α si y solo si:

a) β < α,

b) siempre que β0 < · · · < βn−2 < β son tales que β0 ≺ · · · ≺
βn−2 ≺ β, entonces f(β0, . . . , βn−2, β) = f(β0, . . . , βn−2, α).

Veri�quemos que ≺ de�nido de esta manera es un orden par-
cial. Veamos que ≺ cumple la transitividad, i.e. si γ ≺ β y β ≺ α
entonces γ ≺ α. Por inducción sobre α, para α = 0 es claro. Supon-
gamos que ≺ es transitivo para cada ordinal menor que α, tome-
mos γ ≺ β y β ≺ α, por de�nición de ≺ tenemos que γ < β < α,
luego γ < α. Resta ver que se cumple b) de la de�nición. Sean
β0 < · · · < βn−2 < γ tales que β0 ≺ · · · ≺ βn−2 ≺ γ, como γ ≺ β
y β < α entonces por hipótesis de inducción βn−2 ≺ β. Así que
β0 < · · · < βn−2 < β y β0 ≺ · · · ≺ βn−2 ≺ β, y por b) aplicado a β ≺
α, tenemos que f(β0, . . . , βn−2, β) = f(β0, . . . , βn−2, α). También
f(β0, . . . , βn−2, γ) = f(β0, . . . , βn−2, β) pues γ ≺ β, juntando estas
igualdades veri�camos que f(β0, . . . , βn−2, γ) = f(β0, . . . , βn−2, α).
En consecuencia tenemos b), comprobando que γ ≺ α.
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Es claro que ≺ es irre�exiva, así (κ,≺) es un orden parcial.
Ahora, probaremos que (κ,≺) es un árbol, veri�quemos que α↓
está bien ordenado por ≺. Consideremos X ⊆ α↓ no vacío. Sea
α0 el elemento <-mínimo de X, donde < es el orden usual en los
ordinales, a�rmamos que α0 es ≺-minimal. Supongamos que existe
β ∈ X tal que β ≺ α0, entonces por a) β < α0, pero esto es
imposible por la elección de α0; con esto no existe β ∈ X tal que
β ≺ α0.

Veamos que α↓ está linealmente ordenado por≺, i.e. si γ, β ∈ α↓
y γ ̸= β, entonces γ ≺ β ó β ≺ γ. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que γ < β, entonces veri�quemos que γ ≺ β.
Por inducción sobre γ, para γ = 0 tenemos que 0 < β, se si-
gue que 0 ≺ β. Supongamos que es válida la a�rmación para ca-
da ordinal menor que γ. Sean β0 < · · · < βn−2 < γ tales que
β0 ≺ · · · ≺ βn−2 ≺ γ, por hipótesis de inducción con βn−2 < γ
tenemos que βn−2 ≺ β. Así para β0 < · · · < βn−2 < β se cum-
ple que β0 ≺ · · · ≺ βn−2 ≺ β, luego por b) aplicado a β ≺
α tenemos que f(β0, . . . , βn−2, β) = f(β0, . . . , βn−2, α). Pero tam-
bién f(β0, . . . , βn−2, γ) = f(β0, . . . , βn−2, α) pues γ ≺ α. Por tanto
f(β0, . . . , βn−2, γ) = f(β0, . . . , βn−2, β) y con esto probamos b), ve-
ri�cando que γ ≺ β.

Por tanto (κ,≺) es un árbol. Probemos que es de altura κ y
que cada nivel tiene cardinalidad menor que κ. Para calcular la
máxima cardinalidad de los niveles de (κ,≺), notemos lo siguiente,
si k ≤ n− 2 entonces k ≺ δ para cualquier δ > k pues b) se cumple
por vacuidad. En consecuencia cada nivel k, con k ≤ n− 2 consta
de un solo elemento.

Notemos que si γ ∈ Lα con α ≥ n − 1, y si β ̸= β′ son suce-
sores inmediatos de γ, digamos que β < β′. Entonces para cada
γ0 < · · · < γn−2 < γ con γ0 ≺ · · · ≺ γn−2 ≺ γ, ya que γ ≺ β
y γ ≺ β′ tenemos que f(γ0, . . . , γn−2, γ) = f(γ0, . . . , γn−2, β) =
f(γ0, . . . , γn−2, β

′). También tenemos que β ⊀ β′ con lo que existen
γ0 < · · · < γn−3 < γ < β tales que γ0 ≺ · · · ≺ γn−3 ≺ γ ≺ β pero
que f(γ0, . . . , γn−3, γ, β) ̸= f(γ0, . . . , γn−3, γ, β

′).

Por el análisis anterior y ya que el número máximo de posibles
sucesiones que veri�can, γ0 ≺ · · · ≺ γn−3 ≺ γ es |[α]n−2|, dado que
γ ∈ Lα entonces type(γ↓;≺) = α. Por la de�nición de f , los valores
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que puede tomar f(γ0, . . . , γn−2, γ, β) con γ0 ≺ · · · ≺ γn−3 ≺ γ
es m|[α]n−2|. En conclusión, este es el número máximo de sucesores
inmediatos que γ ∈ Lα puede tener.

Ahora, estamos en posición de probar que |Lα| < κ para cada
α < κ. Por inducción trans�nita sobre α, para α = 0 es claro. Si
α = β + 1, por lo anterior sabemos que cada γ ∈ Lβ tiene a lo más
m|[β]n−2|, por hipótesis de inducción tenemos que |Lβ| < κ, con esto
|Lα| ≤ |Lβ| · m|[β]n−2| < κ pues m|[β]n−2| < κ, ya que κ es límite
fuerte.

Para probar el caso cuando α es un ordinal límite, observe-
mos que Lα contiene a lo más un sucesor inmediato para cada α-
rama. En efecto, veamos que es imposible que para β1, β2 ∈ Lα

con β1 ̸= β2 cumplan que β1↓ = β2↓. Si β1 < β2, entonces para
cualesquiera γ0 < · · · < γn−2 < β1 con γ0 ≺ · · · ≺ γn−2 ≺ β1 se
tiene que γn−2 ≺ β2, pues β1↓ = β2↓. Podemos elegir γn−1 tal que
γn−2 ≺ γn−1 ≺ β1 y γn−1 ≺ β2, ya que β1, β2 ∈ Lα y α es un or-
dinal límite. Pero como γn−1 ≺ β1 entonces f(γ0, . . . , γn−2, γn−1) =
f(γ0, . . . , γn−2, β1), de la misma forma dado que γn−1 ≺ β2 se sigue
que f(γ0, . . . , γn−2, γn−1) = f(γ0, . . . , γn−2, β2). Sin embargo, esto
veri�ca b) probando que β1 ≺ β2, lo cual es una contradicción a
que β1, β2 ∈ Lα.

Continuando la prueba para el caso límite. Ya que el número
posible de α-ramas es

∏
β<α |Lβ| pues cada α-rama intersecta cada

nivel β < α en un solo elemento. Por hipótesis de inducción |Lβ| < κ
para cada β < α. Como el número de elementos no rebasa a κ y
κ es regular, entonces usando la observación del párrafo anterior
concluimos que |Lα| ≤

∏
β<α |Lβ| < κ. Esto completa la inducción.

También la altura de (κ,≺) es κ, pues si Lα = ∅ para algún
α < κ entonces κ =

∑
β<α |Lβ|, lo cual es imposible por ser κ

regular. Con esto (κ,≺) es un árbol de altura κ, donde cada nivel
tiene cardinalidad menor que κ, así que por hipótesis existe B ⊆ κ
rama tal que |B| = κ.

En particular esto implica que type(B,≺) = κ, así que existe h :
B → κ isomor�smo de orden, escribimos κ = {αγ : γ ∈ B}. De�ni-
mos g : [B]n−1 → m dada por g(γ0, . . . , γn−2) = f(αγ0 , . . . , αγn−2 , αγ)
para γ ∈ B con γn−2 ≺ γ, tal γ ∈ B existe pues type(B,≺) = κ,
B intersecta a cada nivel de (κ,≺); g está bien de�nida por b)



56 4. CARDINALES DÉBILMENTE COMPACTOS

de la de�nición de ≺. Consideremos g′ : [κ]n−1 → m dada por
g′(αγ0 , . . . , αγn−2) = g(γ0, . . . , γn−2), aplicando la hipótesis de in-
ducción sabemos que κ → (κ)n−1

m , luego existe H ⊆ κ tal que g′ es
constante sobre [H]n−1 y |H| = κ.

Finalmente, veri�camos que H exhibe que κ → (κ)nm, i.e. H
es n-homogéneo para f . Sean (αγ0 , . . . , αγn−1), (αγ′

0
, . . . , αγ′

n−1
) ∈

[H]n, sabemos que g′(αγ0 , . . . , αγn−2) = g′(αγ′
0
, . . . , αγ′

n−2
), así que

g(γ0, . . . , γn−2) = g(γ′0, . . . , γ
′
n−2), pero entonces g(γ0, . . . , γn−2) =

f(αγ0 , . . . , αγn−1) pues αγn−2 < αγn−1 y así γn−2 ≺ γn−1, de la mis-
ma manera g(γ′0, . . . , γ

′
n−2) = f(αγ′

0
, . . . , αγ′

n−1
). Juntando lo último

tenemos que f(αγ0 , . . . , αγn−1) = f(αγ′
0
, . . . , αγ′

n−1
), con lo cual f

es constante para [H]n. Con lo cual H es n-homogéneo para f ,
veri�cando así κ→ (κ)nm.

iii) → i): Es claro. ■

Vale la pena recalcar que el teorema anterior nos indica que un
cardinal débilmente compacto es su�cientemente fuerte, que basta
con que κ→ (κ)2 para que κ→ (κ)nm para cualquier n < ω ym < κ

4.3. Relación con lógica

Para exhibir otra aplicación de los cardinales débilmente com-
pactos, vamos a recordar lo siguiente.

En lógica clásica de primer orden, tenemos diferentes ingredien-
tes entre los cuales destaca el lenguaje, que es uno de los conceptos
base, el cual está formado por un conjunto de símbolos funciona-
les (con su respectiva aridad), un conjunto de símbolos predicativos
(con su respectiva aridad) y un conjunto de símbolos constantes,
estos tres conjuntos también son denominados símbolos no-lógicos.
Entre los símbolos lógicos destacamos, un conjunto numerable de
símbolos variables. También, dentro del conjunto de fórmulas bien
formadas tenemos en un punto que si φ y ψ son fórmulas bien for-
madas, entonces φ∧ψ y φ∨ψ también son fórmulas bien formadas;
y ((∃xi)φ) también lo es.

Haciendo esta analogía, presentamos la siguiente de�nición.

De�nición 4.14. Consideremos κ un cardinal in�nito. El lenguaje
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Lκ,ω consiste de:

i) κ variables;

ii) ≤ κ símbolos constantes, funcionales y predicativos;

iii) conectivos lógicos que admiten �conectivos in�nitarios�, es decir∧
β<α φβ y

∨
β<α φβ con α < κ;

iv) cuanti�cadores ∃, ∀.

El lenguaje Lκ,κ es el mismo que Lκ,ω, excepto que admite in�-
nitos cuanti�cadores, es decir ∃β<αxβ, ∀β<αxβ con α < κ.

Para no ser muy técnicos en cuestiones semánticas, la interpreta-
ción de los símbolos in�nitarios de Lκ,κ (Lκ,ω) es la generalización
obvia del caso clásico �nito. El lenguaje Lω,ω es el lenguaje del
cálculo de primer orden.

Recordemos que el Teorema de Compacidad (para Lω,ω) a�rma
que si Σ es un conjunto de sentencias para el cual todo subconjunto
�nito tiene un modelo, entonces Σ tiene un modelo. Diremos que
Lκ,κ (Lκ,ω) satisface el Teorema de Compacidad Débil si cada que
Σ es un conjunto de sentencias de Lκ,κ (Lκ,ω) con |Σ| ≤ κ, tal
que cada S ⊆ Σ con |S| < κ tiene un modelo, entonces Σ tiene
un modelo . El teorema siguiente justi�ca el nombre dado a los
cardinales débilmente compactos.

Teorema 4.15. Sea κ un cardinal in�nito:

i) Si κ es débilmente compacto entonces Lκ,κ satisface el Teorema
de Compacidad Débil.

ii) Si κ es inaccesible y si Lκ,ω satisface el Teorema de Compacidad
Débil, entonces κ es débilmente compacto.

Demostración:

i). Sea Σ un conjunto de sentencias de Lκ,κ con |Σ| = κ tal que
si S ⊆ Σ y |S| < κ, entonces S tiene un modelo. Podemos suponer
que L = Lκ,κ es tal que |L| ≤ κ, pues basta considerar solamente
los símbolos que ocurren en Σ.
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Extendemos L como sigue. Para cada fórmula φ de L con va-
riables libres xβ, β < α, introducimos nuevos símbolos constantes
cφβ , β < α; sea L1 el lenguaje extendido resultante. Con estas nue-
vas constantes, podemos construir nuevas fórmulas de L1, haciendo
lo mismo para cada fórmula e introduciendo sus respectivas cons-
tantes, construimos L2 ⊇ L1. Continuando este proceso para cada
n < ω, sea L∗ =

⋃
n∈N Ln.

Notemos que para L, podemos tener ≤ κ términos, pues te-
nemos κ variables y, una cantidad ≤ κ de símbolos funcionales y
constantes. Luego, tenemos ≤ κ fórmulas atómicas y procedien-
do de manera inductiva, recordando que κ es inaccesible, tenemos
que el número de fórmulas es ≤ κ. Con esto, |L∗| ≤

∑
n∈N |Ln| ≤∑

n∈N κ · κ = κ.
Por construcción L∗ tiene la propiedad que para cada fórmula φ

con variables libres xβ, β < α, existen símbolos constantes cφβ ∈ L∗

(los cuales no ocurren en φ).
Para cada φ((xβ)β<α) fórmula de L∗, donde (xβ)β<α indica sus

variables libres, sea σφ la sentencia dada por ∃β<αxβφ((xβ)β<α) →
φ((cφβ)β<α). Sea Σ∗ = Σ ∪ {σφ : φ es una fórmula de L∗}, a�rma-
mos que dado S ⊆ Σ∗ con |S| < κ tiene un modelo. En efecto,
consideremos un modelo de S ∩ Σ, podemos expandir dicho mo-
delo a un modelo para S interpretando cada símbolo constante de
manera adecuada.

Como |L∗| ≤ κ entonces el número de sentencias de L∗ es κ, así
que si {σα : α < κ} es una enumeración del conjunto de sentencias
de L∗, entonces consideremos T el conjunto de todas las funciones
t : γ → 2, con γ < κ, tales que existe un modelo M de Σ∗ ∩ {σα :
α < γ} de modo que para cada α < γ, t(α) = 1 si y solo siM |= σα.
En T consideramos el orden dado por la contención, i.e. t < s si y
solo si t ⊊ s. Es claro que (T,<) es un orden parcial.

Además (T,<) es un árbol, pues si t ∈ T , veamos que t↓ es
un orden lineal. Dados t1, t2 ∈ t↓, con t1 ̸= t2, si dom(t1) = γ1
y dom(t2) = γ2, como t1 < t y t2 < t entonces γ1 < dom(t) y
γ2 < dom(t). Si γ1 < γ2, se tiene que t1 < t2 pues dado (x, y) ∈ t1,
tenemos que x < γ1 < γ2, luego (x, y) ∈ t2 de lo contrario t no es
función. Así t↓ es un orden lineal. Para ver que es bien fundado,
sea X ⊆ t↓ y X ̸= ∅, entonces t′ =

⋂
X es claramente un elemento
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mínimo de X. Por tanto (T,<) es un árbol.

Dada la propiedad de Σ∗ resulta que para cada γ < κ, existe
t ∈ T tal que dom(t) = γ. En efecto, sea γ < κ, Σ∗ ∩ {σα : α < γ}
tiene un modelo M puesto que |Σ∗ ∩ {σα : α < γ}| < κ. Sea
tγ : γ → 2 de�nida por tγ(α) = 1 si M |= σα y tγ(α) = 0 en
caso contrario. Por de�nición se sigue que tγ ∈ T y dom(tγ) = γ.
Además type(t↓;<) = dom(t), pues la función h : t↓ → dom(t)
dada por h(s) = dom(s) es un isomor�smo que lo exhibe. Así por
la a�rmación inicial, tenemos que T ̸= ∅, más aun |T | = κ y Lα ̸= ∅
para cada α < κ. Ya que κ es inaccesible se sigue que |Lα| < κ para
cada α < κ.

De lo anterior se tiene que (T,<) es un árbol de altura κ, donde
cada nivel tiene cardinal menor que κ. Ya que κ es débilmente
compacto existe una rama B de cardinalidad κ sobre (T,<). Sea
∆ = {σα : t(α) = 1 para algún t ∈ B}, probaremos que Σ∗ ⊆ ∆;
sea ϕ ∈ Σ∗, entonces ϕ es una sentencia con lo cual ϕ = σα para
algún α < κ. Ya que B∩Lα+1 ̸= ∅, tomemos t ∈ B∩Lα+1, tenemos
que dom(t) = α + 1 y que existe un modelo M de Σ∗ ∩ {σβ : β <
α+ 1}, dado que σα ∈ Σ∗ ∩ {σβ : β < α+ 1} se sigue que t(α) = 1
y así ϕ = σα ∈ ∆.

Hallaremos un modelo para ∆, el cual por la contención anterior
será un modelo para Σ∗. Sea A0 el conjunto de todos los símbolos
constantes de L∗ y sea ≈ la relación en A0 dada por c1 ≈ c2 si y solo
si (c1 = c2) ∈ ∆. Veri�camos que ≈ es una relación de equivalencia
sobre A0. Sea c ∈ A0, existe γ < κ tal que (c = c) ≡ σα para algún
α < γ, es claro que para t ∈ B ∩ Lγ, t(α) = 1 pues el modelo M
respectivo siempre cumple que M |= (c = c). Así (c = c) ∈ ∆, con
lo cual c ≈ c exhibiendo que ≈ es re�exiva.

Ahora, si c1, c2 ∈ A0, son tales que c1 ≈ c2. Entonces existe
γ < κ tal que (c1 = c2), (c2 = c1) ∈ {σα : α < γ}, por la hipótesis
(c1 = c2) ∈ ∆, luego existe t ∈ B tal que t(α1) = 1, donde σα1 ≡
(c1 = c2) y α1 < γ. Esto signi�ca que existe un modelo M tal que
M |= (c1 = c2), sabemos que esto implica queM |= (c2 = c1), con lo
cual t(α2) = 1, donde σα2 ≡ (c2 = c1) y α2 < γ. Así (c2 = c1) ∈ ∆
con lo cual c2 ≈ c1, esto prueba que ≈ es una relación simétrica.
De manera similar se veri�ca que ≈ es transitiva. Por tanto ≈ es
de equivalencia sobre A0.
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Sea A = A0/ ≈, de�nimos un modelo A con universo A para ∆,
dado de la siguiente manera:

cA = [c] para cada símbolo constante c.

fA : An → A de�nida mediante fA([c1], . . . , [cn]) = [d] si y
solo si (f(c1, . . . , cn) = d) ∈ ∆, para cada símbolo funcional
f de aridad n.

PA ⊆ An donde ([c1], . . . , [cn]) ∈ PA si y solo si P (c1, . . . , cn) ∈
∆, para cada símbolo predicativo P de aridad n.

Veamos que A está bien de�nido. Probamos que fA está bien
de�nida para cada símbolo funcional f de L∗ (el caso de los símbolos
predicativos es análogo).

Sean f un símbolo funcional de aridad n y c1, . . . , cn ∈ A0, para
la fórmula φf (x) ≡ (f(c1, . . . , cn) = x), por construcción sabemos
que la sentencia σφf

≡ (∃x(f(c1, . . . , cn) = x) → f(c1, . . . , cn) =

c
φf
x ) es un elemento de Σ∗. Además existen α1, α2 < γ, para algún
γ < κ, de manera que σα1 = σφf

y σα2 ≡ (f(c1, . . . , cn) = c
φf
x ). Ya

que B es una rama, existe t ∈ B ∩ Lγ tal que hay un modelo M
para Σ∗∩{σα : α < γ}, con lo cualM |= σα1 . También, es claro que
M |= (∃x(f(c1, . . . , cn) = x)), así que modus ponens implica que
M |= (f(c1, . . . , cn) = c

φf
x ), así t(α2) = 1. Entonces para d = c

φf
x

tenemos que (f(c1, . . . , cn) = d) ∈ ∆, por tanto fA([c1], . . . , [cn])
está de�nido para ([c1], . . . , [cn]) ∈ An.

Ahora, supongamos que ([c1], . . . , [cn]) = ([d1], . . . , [dn]) ∈ An,
entonces ci ≈ di para cada i ∈ {1, . . . , n}, con lo cual (ci = di) ∈ ∆
para cada i. Si fA([c1], . . . , [cn]) = [c] y fA([d1], . . . , [dn]) = [d],
tenemos que (f(c1, . . . , cn) = c), (f(d1, . . . , dn) = d) ∈ ∆. Sea γ < κ
tal que α1, . . . , αn+3 < γ, donde σαi

≡ (ci = di) para cada i ∈
{1, . . . , n}, σn+1 ≡ (f(c1, . . . , cn) = c), σn+2 ≡ (f(d1, . . . , dn) = d)
y σn+3 ≡ (c = d); para t ∈ B ∩ Lγ se tiene que t(αi) = 1 para
cada i ∈ {1, . . . , n + 2}. Así que el modelo M respectivo cumple
que M |= σαi

para cada i ∈ {1, . . . , n + 2}, esto implica que M |=
(c = d). Por tanto t(αn+3) = 1, entonces (c = d) ∈ ∆, con lo cual
[c] = [d] exhibiendo que fA está bien de�nida.
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Deseamos demostrar que A |= ∆, para ello también comproba-
mos que los términos se comportan como uno esperaría. A�rma-
mos que si t es un término cuyas variables libres son x1, . . . , xn, y
si c1, . . . , cn, d ∈ A0, entonces (t[c1, . . . , cn] = d) ∈ ∆ si y solo si
tA([c1], . . . , [cn]) = [d].

a) Por inducción sobre la longitud de t. Si t es un símbolo constante
c y (c = d) ∈ ∆, entonces tA = cA = [c] = [d]. Si t es una variable
xi y si (ci = d) ∈ ∆, entonces tA([ci]) = [ci] = [d]. Supongamos
que se tiene la a�rmación para los términos t1, . . . , tm y que t
es f(t1, . . . , tm). Sabemos que σαi

≡ (∃yi(ti[c1, . . . , cn] = yi) →
(ti[c1, . . . , cn] = ctiyi)) ∈ Σ∗ para cada i ∈ {1, . . . ,m}, además
por ser sentencias podemos elegir γ < κ tal que para s ∈ B ∩
Lγ le corresponde un modelo M para el cual M |= σαi

para
cada i. Para cada i sabemos que M |= (∃yi(ti[c1, . . . , cn] = yi))
así se sigue que M |= (ti[c1, . . . , cn] = ctiyi); haciendo di = ctiyi ,
tenemos que (ti[c1, . . . , cn] = di) ∈ ∆. Por hipótesis inductiva,
tAi ([c1], . . . , [cn]) = [di] para cada i.

También σβ ≡ (∃y(f(d1, . . . , dm) = y) → (f(d1, . . . , dm) =
cty)) ∈ Σ∗ y ya que es una sentencia, tomando γ′ < κ tal que
β < γ′ tenemos que para t′ ∈ B ∩Lγ′ existe un modelo M ′ para
el cual M ′ |= σβ, en consecuencia M ′ |= (f(d1, . . . , dm) = cty),
con ello (f(d1, . . . , dm) = cty) ∈ ∆. Así, si d′ = cty se tiene que
fA([d1], . . . , [dm]) = [d′]. Por el párrafo anterior, tenemos que
tA([c1], . . . , [cn]) = [d′]. Además, un argumento similar muestra
que (d = d′) ∈ ∆ con lo cual [d] = [d′], y por lo anterior tenemos
que tA([c1], . . . , [cn]) = [d].

b) Por otro lado, supongamos que tA([c1], . . . , [cn]) = [d]. Dado
que σβ ≡ (∃y(t[c1, . . . , cn] = y) → (t[c1, . . . , cn] = cty)) ∈ Σ∗,
existe t ∈ B ∩ Lγ para algún γ < κ tal que hay un mode-
lo M de Σ∗ ∩ {σα : α < γ} para el cual M |= σβ. Con esto
M |= (t[c1, . . . , cn] = cty), luego (t[c1, . . . , cn] = cty) ∈ ∆, ha-
ciendo e = cty tenemos por a) que tA([c1], . . . , [cn]) = [e], por
tanto d ≈ e y así (d = e) ∈ ∆. Tomando γ′ < κ tal que para
t ∈ B ∩ Lγ′ se tiene que el modelo M ′ correspondiente cum-
ple que M ′ |= (t[c1, . . . , cn] = e) y M ′ |= (d = e), con esto
M ′ |= (t[c1, . . . , cn] = d) y así (t[c1, . . . , cn] = d) ∈ ∆.
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Finalmente estamos en posición de probar que A |= ∆. Para
ello, demostramos que para cada sentencia σ de L∗ se cumple que
A |= σ si y solo si σ ∈ ∆.

Usaremos inducción sobre la complejidad de la fórmula. Si σ
es de la forma (t1 = t2) para algunos términos t1 y t2, y si para
i ∈ {1, 2} hacemos tAi = [di]. Tenemos que A |= σ ⇔ A |= (t1 =
t2) ⇔ tA1 = tA2 ⇔ [d1] = [d2] ⇔ (d1 = d2) ∈ ∆ ⇔ (t1 = t2) ∈
∆ ⇔ σ ∈ ∆, donde la penúltima equivalencia se sigue usando el
mismo argumento de encontrar un nodo que tenga un modelo el
cual satisfaga las sentencias anteriores, y también recordando la
a�rmación anterior dada sobre los términos.

Si σ es P (t1, . . . , tn), donde P es un símbolo predicativo de ari-
dad n y t1, . . . , tn son términos, hacemos tAi = [di] para cada i ∈
{1, . . . , n}. Luego A |= σ ⇔ (tA1 , . . . , t

A
n) ∈ PA ⇔ ([d1], . . . , [dn]) ∈

PA ⇔ P (d1, . . . , dn) ∈ ∆ ⇔ P (t1, . . . , tn) ∈ ∆ ⇔ σ ∈ ∆, la penúl-
tima equivalencia se tiene por los mismos argumentos del párrafo
anterior.

Supongamos que es válida la a�rmación para φ, veri�quemos
para σ ≡ ¬φ. Sea γ < κ tal que φ, σ ∈ {σα : α < γ} y sea
t ∈ B ∩ Lγ, existe un modelo M de Σ∗ ∩ {σα : α < γ} para el cual
t(α) = 1 si y solo si M |= σα. Entonces A |= σ ⇔ A ̸|= φ ⇔ φ /∈
∆ ⇔M ̸|= φ⇔M |= ¬φ⇔ (¬φ) ∈ ∆ ⇔ σ ∈ ∆.

Ahora, supongamos que se tiene la a�rmación para cada ϕδ con
δ < β y β < κ, si σ ≡

∧
δ<β φδ. Sea γ < κ tal que φδ, σ ∈

{σα : α < γ} para cada δ < β, consideremos t ∈ B ∩ Lγ y M
un modelo de Σ∗ ∩ {σα : α < γ}, que cumple que t(α) = 1 si
y solo si M |= σα. Tenemos que A |= σ ⇔ ∀δ < β,A |= φδ ⇔
∀δ < β, φδ ∈ ∆ ⇔ ∀δ < β,M |= φδ ⇔M |= σ ⇔ σ ∈ ∆.

Por último, sea σ ≡ ∃δ<βxδφ. Supongamos que A |= σ, entonces
existen constantes de L∗ tal que A |= φ∗, donde φ∗ es la sentencia
que resulta de hacer las valuaciones respectivas de xδ en φ. Por
hipótesis inductiva y ya que φ∗ es una sentencia, tenemos que φ∗ ∈
∆. Sea γ < κ tal que φ∗, σ ∈ {σα : α < γ}, sea M un modelo de
Σ∗ ∩ {σα : α < γ} con la propiedad de los argumentos anteriores,
ya que φ∗ ∈ ∆, tenemos que M |= φ∗ lo cual implica que M |= σ,
y así σ ∈ ∆.

Por otro lado, supongamos ahora que σ ∈ ∆, tomemos γ < κ
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tal que φ̃, σ, ((∃δ<βyδ φ) → φ̃) ∈ {σα : α < γ}, donde φ̃ es la
sentencia que resulta de sustituir cada variable libre y de φ por su
constante cφy respectiva. Dado que ((∃δ<βyδ φ) → φ̃) ∈ Σ∗, podemos
seleccionar un modelo M , inducido por algún nodo de B, el cual
cumple que M |= ((∃δ<βyδ φ) → φ̃). Como σ ∈ ∆, se tiene que
M |= σ, con lo cual se deduce que M |= φ̃, así φ̃ ∈ ∆. Por hipótesis
inductiva y ya que φ̃ es una sentencia, se sigue que A |= φ̃ y con
ello A |= σ.

Esto completa la inducción, en particular como ∆ consta sola-
mente de sentencias de L∗, tenemos que A |= ∆ y ya que Σ ⊆ ∆,
se tiene que A |= Σ, es decir Σ tiene un modelo.

ii). Comprobaremos que κ satisface la propiedad del árbol y así
por el Teorema 4.13, κ es un cardinal débilmente compacto. Sea
(T,<) un árbol de altura κ, donde cada nivel es de cardinalidad
menor que κ, hallaremos una rama de cardinalidad κ. Sea Lκ,ω el
lenguaje que contiene un símbolo predicativo B de aridad 1, un
símbolo predicativo R de aridad 2 y símbolos constantes cx para
cada x ∈ T . Sea Σ el siguiente conjunto de sentencias:

a) R(cx, cy), para cada x, y ∈ T tales que x < y;

b) ¬R(cx, cy), para cada x, y ∈ T tales que x ̸< y;

c) ¬(B(cx) ∧B(cy)), para cualesquiera x, y ∈ T incomparables;

d)
∨

x∈Lα
B(cx), para cada α < κ.

Podemos notar que |Σ| ≤ κ y que si S ⊆ Σ con |S| < κ, entonces
S tiene como modelo a M = (T,<,B′), donde cMx = x, RM = <
y BM = B′, donde B′ ⊆ t↓ para alguna t ∈ Lγ, donde B′ tiene
un solo elemento de cada nivel α < γ y γ < κ es tal que se tienen
adecuadamente las interpretaciones de las sentencias en S para M .
Así que, podemos aplicar el Teorema de Compacidad Débil a Σ
para obtener un modelo M de Σ.

ConsideremosB0 = {x ∈ T :M |= B(cx)}, claramente |B0| = κ.
A�rmamos que B0 es una rama en T . En efecto, veamos que B0

está linealmente ordenado, sean x, y ∈ B0 con x ̸= y, entonces
M |= B(cx) y M |= B(cy). Ya que M |= Σ y por c), tenemos que
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x < y ó y < x, de lo contrario M |= ¬(B(cx) ∧ B(cy)) lo cual es
una contradicción con M |= (B(cx) ∧B(cy)).

Resta ver que B0 es maximal, sea B′ ⊆ T linealmente ordenado
tal que B′ ⊇ B0. Supongamos que B′ \ B0 ̸= ∅, sea x ∈ B′ \ B0, se
sigue que M ̸|= B(cx). Si x ∈ Lα para algún α < κ, tenemos por d)
que existe x′ ∈ Lα tal que M |= B(cx′), luego x′ ∈ B0 ⊆ B′. Ya que
B′ está linealmente ordenado entonces x < x′ ó x′ < x, en cualquier
caso se concluye que α < α, lo cual es imposible. Así B0 = B′.

Por tanto, B0 es una rama en T de cardinalidad κ, con esto κ
tiene la propiedad del árbol. ■

Es claro que si Lκ,κ cumple el Teorema de Compacidad Débil,
entonces también Lκ,ω también lo cumple. Con lo cual el teorema
anterior nos da una nueva caracterización para κ cardinal débil-
mente compacto. A saber, para un cardinal κ, las siguientes son
equivalentes:

i) κ es débilmente compacto.

ii) Lκ,κ cumple el Teorema de Compacidad Débil y κ es inaccesi-
ble.

iii) Lκ,ω cumple el Teorema de Compacidad Débil y κ es inaccesi-
ble.

Finalmente, estamos en posición de demostrar la relación que
hay entre cardinales débilmente compactos y cardinales Mahlo, para
ello necesitamos un lema. Cabe mencionar que puede demostrarse
el converso del siguiente resultado y obtener así otra caracterización
para los cardinales débilmente compactos.

Lema 4.16. Sea κ un cardinal débilmente compacto, consideremos
el lenguaje de la Teoría de Conjuntos LTC extendido mediante un
símbolo predicativo P de aridad 1. Para cada A ⊆ R(κ), existe
un conjunto transitivo M ̸= R(κ) y un conjunto S ⊆ M tal que
(R(κ),∈, A) ≺ (M,∈, S) y κ ∈M .

Demostración: Si κ es débilmente compacto, entonces κ es inac-
cesible, con lo cual |R(κ)| = κ. Sea L′ = {∈, P} ∪ {cx}x∈R(κ) y
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sea L′′ = L′ ∪ {c}, donde cx y c son constantes nuevas; notemos
que |L′| = |L′′| = κ. Además, de manera natural se tiene que
(R(κ),∈, A) es un modelo para L′, interpretando cada constante cx
por x y a P como A.

Sea Σ el conjunto de todas las sentencias (�nitas) de L′ verda-
deras en (R(κ),∈, A), junto con las siguientes sentencias de L′′:

a) ∀u(u /∈ c∅);

b) ∀u(u ∈ cx ↔
∨

y∈x(u = cy)), para cada x ∈ R(κ) no vacío;

c) ¬
(
∃n∈ωxn

(∧
n∈ω(xn+1 ∈ xn)

))
;

d) c es un ordinal;

e) cα ∈ c, para cada α < κ.

Claramente |Σ| = κ y, cualquier sentencia de Σ que no contiene
a la constante c es válida en (R(κ),∈, A). Además, si X ⊆ Σ con
|X| < κ, entonces X tiene como modelo a (R(κ),∈, A) interpretan-
do la constante c como un ordinal en R(κ) su�cientemente grande.
Ya que κ es débilmente compacto, podemos usar el Teorema de
Compacidad Débil y obtener un modelo M para Σ.

Ya queM cumple la sentencia c), se tiene que la relación ∈M está
bien fundada en M . También ∈M es extensional, pues la sentencia
respectiva es un elemento de σ por ser verdadera en (R(κ),∈, A).
Por tanto, por el Lema del Colapso de Mostowski, podemos suponer
que M es un modelo transitivo.

Sea x ∈ R(κ), a�rmamos que cMx = x. Por inducción sobre
α = rank(x) < κ. Si α = 0, tenemos que rank(x) = 0, luego
x ∈ R(1) = {∅}, así x = ∅ y como M cumple a), se tiene que para
cada u ∈ M , u /∈ cMx , recordando que M es transitivo se sigue que
cMx = ∅ = x.

Supongamos que se cumple para cada y ∈ R(κ) con rank(y) <
α, veri�quemos que se tiene para elementos con rango α. Sea x ∈
R(κ), con rank(κ) = α ̸= 0, entonces x ̸= ∅ y ya que M satisface
b), se tiene que para cada u ∈ M , u ∈ cMx si y solo si u = cMy para
algún y ∈ x. Así, si u ∈ cMx , entonces u = cMy para algún y ∈ x, por
hipótesis de inducción y ya que rank(y) < rank(x) = α tenemos
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que cMy = y, y así u = cMy = y ∈ x; con ello cMx ⊆ x. Por otro lado,
si u ∈ x entonces rank(u) < rank(x) = α y por hipótesis inductiva
u = cMu , dado que M cumple b) se sigue que u ∈ cMx . Por tanto
x = cMx .

Esto completa la inducción. Sea x ∈ R(κ), entonces x = cMx ∈
M , con lo cual R(κ) ⊆ M . En particular tenemos que M es un
modelo de ZFC, pues R(κ) lo es dado que κ es inaccesible.

Hacemos S = PM . Veri�quemos que (R(κ),∈ A) ≺ (M,∈
, S). Sea φ una fórmula de L = {∈, P} tal que (R(κ),∈, A) |=
φ[a1, . . . , an] con a1, . . . , an elementos de R(κ), entonces (R(κ),∈
, A) |= φ[cMa1 , . . . , c

M
an ] por la a�rmación anterior. También, esto im-

plica que la sentencia φ[ca1 , . . . , can ] es un elemento de Σ y ya que
M es un modelo de Σ, se tiene que (M,∈, S) |= φ[cMa1 , . . . , c

M
an ] y con

ello (M,∈, S) |= φ[a1, . . . , an]. Por otro lado, si φ es una fórmula
de L tal que (M,∈, S) |= φ[a1, . . . , an] con a1, . . . , an elementos de
R(κ), entonces (M,∈, S) |= φ[cMa1 , . . . , c

M
an ]. Por construcción de M ,

φ[ca1 , . . . , can ] ∈ Σ y dado que φ es una fórmula de L, se tiene que
φ[ca1 , . . . , can ] es una sentencia verdadera en (R(κ),∈, A), es decir
(R(κ),∈, A) |= φ[a1, . . . , an].

Finalmente, comoM cumple d) y e), tenemos que γ = cM es un
ordinal que contiene a cada ordinal menor que κ, con lo cual κ ≤ γ,
así que por transitividad se tiene que κ ∈M . ■

Resulta que un cardinal débilmente compacto es demasiado gran-
de, queremos demostrar que un cardinal débilmente compacto es
un cardinal Mahlo, pero probamos un resultado más fuerte a con-
tinuación, que exhibirá que un cardinal débilmente compacto es
muy grande, en particular asumir la existencia de un cardinal dé-
bilmente compacto implica la existencia de una cantidad in�nita de
cardinales Mahlo.

Teorema 4.17. Sea κ un cardinal débilmente compacto, entonces
κ es κ-Mahlo.

Demostración: En varias instancias de la demostración usaremos
la equivalencia dada en 3.10. Para ver que κ es κ-Mahlo, probaremos
que κ es α-Mahlo para cada α < κ, la demostración se hará por
inducción sobre α. Si α = 0, entonces κ es 0-Mahlo pues κ es
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inaccesible. Si α = β + 1, necesitamos veri�car que κ es β-Mahlo y
que {µ < κ : µ es β-Mahlo} es estacionario en κ. Por hipótesis de
inducción κ es β-Mahlo.

Comprobemos que {µ < κ : µ es β-Mahlo} es estacionario en
κ. Sea C un club en κ, sabemos que C ⊆ R(κ) pues κ ⊆ R(κ), así
que por el lema anterior consideremos (M,∈, S) modelo de ZFC tal
que (R(κ),∈, C) ≺ (M,∈, S) y κ ∈M .

Si A = (R(κ),∈, C) y si P es el símbolo predicativo de aridad 1
tal que PA = C, entonces por ser C un club en κ observemos que,

A |=(∀α∃β(α < β ∧ P (β)) ∧
∀α(∀β(β < α → ∃δ(β < δ ∧ δ < α ∧ P (δ))) → P (α)))

así que A′ = (M,∈, S) satisface la misma fórmula pues es una
extensión elemental de A. Esto signi�ca que S es un clubA

′
en el

ordinal γ, donde γ es el ordinal límite ON∩M , es un ordinal por ser
un conjunto transitivo de ordinales. Veri�quemos que S es un club
en γ. Sea ξ < γ, entonces ξ ∈M , dado que S es un clubA

′
, tenemos

que existe ν ∈ S tal que ξ < ν; de aquí que S es un conjunto no
acotado en γ. Por otra parte, si ξ < γ es un ordinal límite tal que
sup(S ∩ ξ) = ξ, esto es para cada ν < ξ existe η ∈ S ∩ ξ tal que
ν < η, puesto que S es un clubA

′
se sigue que ξ ∈ S; por ende S es

cerrado en γ.
Notemos que si α ∈ κ ∩ S, entonces α ∈ R(κ) y A′ |= P [α], ya

que A ≺ A′ se tiene que A |= P [α], con lo cual α ∈ C. Por otro lado
si α ∈ C ⊆ κ, tenemos que α ∈ R(κ) y A |= P [α], por el mismo
argumento anterior se sigue que α ∈ S. Esto muestra que S∩κ = C
y ya que C es no acotado en κ entonces sup(S ∩ κ) = κ, dado que
S es cerrado en γ y κ < γ concluimos que κ ∈ S.

A�rmamos que κ es β-MahloA
′
. En efecto, usando inducción

veremos que para cada δ, si κ es δ-Mahlo, entonces κ es δ-MahloA
′
.

Si δ = 0, queremos probar que κ es inaccesibleA
′
, esto se sigue pues

κ es inaccesible.
Si δ = γ + 1, para ver que κ es δ-MahloA

′
, veamos que κ

es γ-MahloA
′
y que {µ < κ : µ es γ-MahloA

′} es un conjunto
estacionarioA

′
en κ, por hipótesis de inducción tenemos la primera

parte, resta ver lo segundo. Sea U ⊆ κ un clubA
′
en κ, veamos que

U ⊆ κ es un club en κ. En efecto, si λ < κ, ya que M es transitivo
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λ ∈M , con lo cual existe λ′ ∈ U ∩M tal que λ′ > λ, en particular
λ′ ∈ U exhibe que U es no acotado en κ. Ahora, si λ < κ es un
ordinal límite tal que sup(λ ∩ U) = U entonces ya que M es tran-
sitivo, se tiene que λ tiene la misma propiedad relativizada a A y
ya que U es un clubA

′
se concluye que λ ∈ U .

Como κ es δ-Mahlo, existe λ ∈ U tal que λ es un cardinal
γ-Mahlo, usando la hipótesis de inducción implicamos que λ es un
cardinal γ-MahloA

′
, tenemos que U∩{µ < κ : µ es γ-MahloA

′} ≠ ∅.
Por tanto {µ < κ : µ es γ-MahloA

′} es un conjunto estacionarioA
′

en κ, por ende κ es un cardinal δ-MahloA
′
.

Ahora, si δ es límite, entonces es claro que κ es δ-MahloA
′
pues

ya que κ es δ-Mahlo, tenemos que κ es γ-Mahlo para cada γ < δ y
por hipótesis de inducción κ es γ-MahloA

′
para cada γ < δ.

Esto completa la inducción y así en particular κ es β-MahloA
′
ya

que κ ∈ S se sigue que A′ |= (∃µ(µ es β-Mahlo∧P (µ))), recordando
que A ≺ A′ tenemos que A |= (∃µ(µ es β-Mahlo∧P (µ))), i.e. existe
µ0 ∈ C tal que µ0 es β-MahloA, no es difícil ver que este concepto es
absoluto para R(κ). Con esto se veri�ca que {µ < κ : µ es β-Mahlo}
es un conjunto estacionario en κ probando que κ es α-Mahlo.

Finalmente, si α es un ordinal límite, resulta que κ es α-Mahlo
pues por hipótesis de inducción κ es β-Mahlo para cada β < α. Por
tanto, hemos terminado la inducción y así κ es κ-Mahlo. ■

Recordando la jerarquía que dimos en el capítulo anterior acer-
ca de cardinales α-Mahlo, podemos darnos cuenta que un cardi-
nal débilmente compacto κ es bastante grande puesto que hemos
dado un gran salto a los cardinales Mahlo los cuales simplemen-
te son cardinales 1-Mahlo. De hecho usando la técnica del teore-
ma anterior podemos probar un resultado aún más poderoso, el
cual ilustra la magnitud de los cardinales débilmente compactos;
a saber: Para cada cardinal κ débilmente compacto, el conjunto
{µ < κ : µ es µ-Mahlo} es estacionario en κ.

Para convencernos de ello, consideremos C un club en κ, to-
mando (M,∈, S) un modelo para el cual (R(κ),∈, C) ≺ (M,∈, S)
y κ ∈ M . En la demostración anterior vimos que si κ es α-Mahlo,
entonces κ es α-MahloM . Usando que κ es κ-Mahlo por el teore-
ma anterior, tenemos que κ es κ-MahloM . Además κ ∈ S por el
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mismo argumento de la demostración anterior, esto implica que
(M,∈, S) |= (∃µ(µ es µ-Mahlo ∧ P (µ))) y ya que (R(κ),∈, C) es
un submodelo elemental de (M,∈, S), tenemos que existe µ0 ∈ C
tal que µ0 es µ0-MahloR(κ), luego µ0 es µ0-Mahlo y así {µ < κ :
µ es µ-Mahlo} es estacionario en κ.
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Capítulo 5

Cardinales indescriptibles

5.1. Indescriptibilidad

Vamos a explorar otros tipos de cardinales grandes. Empezare-
mos con los llamados cardinales indescriptibles, los cuales no hacen
honor a su nombre pues vamos a de�nirlos en esta sección. Para co-
menzar, necesitamos unos conceptos básicos sobre lógica de orden
superior, la cual nos permite usar cuanti�cadores sobre �nuevos�
tipos de variables, así que iniciaremos por este camino.

Tomemos n ∈ N y sea L un lenguaje, para considerar el cálculo
predicativo de n-ésimo orden o cálculo predicativo de orden n, aña-
dimos nuevas colecciones de variables VAR1, . . . ,VARn (el conjunto
VAR de variables usuales del lenguaje L suele escribirse también
como VAR0); llamamos Ln al lenguaje resultante. Los elementos de
VARi se llaman variables de orden i+ 1 (de Ln).

Los términos y fórmulas de los lenguajes de orden superior se
de�nen como sigue: Los términos de orden 1 son los usuales; los
términos de orden i+ 1 son las variables VARi para i ≥ 1. Las fór-
mulas son las usuales, permitiéndose cuanti�cadores sobre variables
de cualquier orden y junto con X(z), donde X y z son términos de
orden i+ 1 e i respectivamente.

La semántica se trabaja de la siguiente manera, supongamos que
A es el universo de un modelo para L, de�niendo recursivamente
P0(A) = A y Pm+1(A) = P(Pm(A)) para cada m ∈ ω, podemos
inducir un modelo para Ln, de modo que las variables de orden

71
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i recorren Pi(A) para cada i ≤ n. De aquí se sigue de manera
natural como de�nir una valoración para las variables del lenguaje
predicativo de orden n.

De�nición 5.1. Una fórmula Πn
m es una fórmula de orden n + 1

de la forma:
∀x̄1∃x̄2∀x̄3 · · ·Qx̄mψ

para cada i ∈ {1, . . . ,m}, x̄i denota una sucesión de variables de
orden n+ 1 , Q es ∀ si m es impar o ∃ en caso contrario, ψ es una
fórmula en la cual todas sus variables cuanti�cadas son de orden a
lo más n.

Similarmente, una fórmula Σn
m es una fórmula de orden n + 1

escrita como la descrita anteriormente pero con ∃ y ∀ intercambia-
dos.

En la práctica, cuando digamos que una sentencia σ es Πn
m (ó

Σn
m) nos referiremos a que bajo cierto tipo especí�co de modelos en

los cuales σ es interpretada (digamos los que tienen como universo
a R(α) para algún α), existe una sentencia σ̄ que es Πn

m (ó Σn
m) de

manera que la equivalencia σ ↔ σ̄ se cumple en tales modelos.
Con esto, tenemos las herramientas necesarias para de�nir los

cardinales indescriptibles.

De�nición 5.2. Un cardinal in�nito κ es Πn
m-indescriptible (Σn

m-
indescriptible) si siempre que σ es una sentencia Πn

m (Σn
m), A es

un subconjunto de R(κ) y (R(κ),∈, A) |= σ, existe α < κ tal que
(R(α),∈, A ∩R(α)) |= σ.

Diremos que κ es indescriptible si es Πn
m-indescriptible para cada

n,m ∈ ω (en consecuencia también es Σn
m-indescriptible).

No es dí�cil comprobar lo siguiente, si m ≤ m′ y n ≤ n′, enton-
ces toda fórmula Πn

m es una fórmula Πn′

m′ (solo hay que cuanti�car
usando variables que no aparezcan en la fórmula original, del orden
respectivo). También, si n < n′ entonces toda fórmula Πn

m es Πn′
0 .

Con lo cual, cada cardinal Πn′

m′-indescriptible es Πn
m-indescriptible, y

todo cardinal Πn+1
0 -indescriptible es Πn

m-indescriptible. De manera
análoga, se tiene lo mismo cambiando Π por Σ.

También, los cardinales que son Π1
m-indescriptibles coinciden

con los cardinales Σ1
m+1-indescriptibles. En efecto, una implicación
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se sigue del hecho que cualquier fórmula Π1
m es claramente Σ1

m+1 y
con esto, si κ es Σ1

m+1-indescriptible, entonces es Π
1
m-indescriptible.

Para la otra implicación, sea σ una sentencia Σ1
m+1, la cual es de la

forma ∃Xψ, dondeX es una variable de orden 2 y ψ es Π1
m, notemos

que solo estamos cubriendo el caso en el que solo hay una variable
de segundo orden, esto lo hacemos para simpli�car la escritura, pero
de manera similar se hace con una sucesión de variables de segundo
orden. Ahora, supongamos que κ es Π1

m-indescriptible, y que para
A ⊆ R(κ) se tiene que (R(κ),∈, A) |= σ, entonces existe B ⊆ R(κ)
tal que (R(κ),∈, A) |= ψ[B].

Notemos que si reemplazamos las instancias de la variable de se-
gundo orden X en ψ, por un nuevo símbolo predicativo P ′ de aridad
1, el cual se interpreta en B, obtenemos una nueva fórmula ψ′ para
la cual (R(κ),∈, A,B) |= ψ′. Tomemos Z = (A× {0}) ∪ (B × {1})
y la sentencia φ ≡ ∃x1, x2(x1 = ∅ ∧ x2 = x1 ∪ {x1} ∧ ψ′′), donde
ψ′′ es la fórmula que resulta de reemplazar P (x) y P ′(x) (los sím-
bolos predicativos correspondientes de A y B respectivamente) en
ψ′, por p(x, x1) y p(x, x2) respectivamente, con p un nuevo símbolo
predicativo de aridad 2 que se interpreta como Z.

Ya que (R(κ),∈, Z) |= φ, y esta sentencia es Π1
m (pues ψ′′ lo es

y los cuanti�cadores de mayor orden, pueden ser escritos primero al
tomar la forma prenexa), usando que κ es Π1

m-indescriptible, existe
α < κ para el cual (R(α),∈, Z∩R(α)) |= φ. Ya que Z∩R(α) = ((A∩
R(α))×{0})∪ ((B ∩R(α))×{1}), por la de�nición de Z, tenemos
que (R(α),∈, A ∩ R(α), B ∩ R(α)) |= ψ′. Lo cual equivale a que
(R(α),∈, A ∩R(α)) |= ∃Xψ. Por tanto, κ es Σ1

m+1-indescriptible.
Como nos hemos de imaginar, un cardinal indescriptible es un

cardinal grande, pues no hace falta que n y m sean muy grandes
para alcanzar a los primeros cardinales grandes, los inaccesibles.

Lema 5.3. Un cardinal κ es Π1
0-indescriptible si y solo si κ es

inaccesible.

Demostración: Supongamos que κ es Π1
0-indescriptible, veamos

que κ es inaccesible. Primero veri�quemos que κ es un cardinal
regular. Si κ es singular, sea λ = cf(κ) < κ y consideremos f : λ→
κ co�nal. Para A = f × {λ} ⊆ R(κ) tenemos que (R(κ),∈, A) |=
∃x∀y ∈ x∃z(x > 0 ∧ A(y, z, x)), esto es claro por ser f co�nal.
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Además, la sentencia anterior es claramente de primer orden y en
consecuencia es Π1

0.
Pero no existe α < κ tal que (R(α),∈, A ∩ R(α)) cumpla tal

sentencia, de lo contrario, existe µ ̸= 0 = ∅ tal que para cada δ ∈ µ,
existe γ ∈ R(α) para el cual (δ, γ, µ) ∈ (f ×{λ})∩R(α). Pero esto
implica que µ = λ y entonces para cada δ < µ = λ, existe γ ∈ R(α)
tal que (δ, γ) ∈ f . Pero como f es co�nal, sabemos que existe
δ0 < λ tal que f(δ0) > α y con esto no se cumple la sentencia, lo
cual contradice que κ es Π1

0-indescriptible. De aquí que κ es regular.
Ahora, supongamos que κ no es límite fuerte, i.e. existe λ <

κ tal que 2λ ≥ κ, entonces podemos considerar f : P(λ) → κ
sobreyectiva. Sea A = f × {P(λ)} ⊆ R(κ), se tiene que (R(κ),∈
, A) |= ∃x∀y ∈ x∃z(x > 0 ∧ A(y, z, x)). Sin embargo, por el mismo
argumento anterior, no puede existir α tal que (R(α),∈, A∩R(α))
modele la sentencia anterior. Concluimos que κ es límite fuerte.

Resta ver que κ ̸= ω, pero esto se sigue del hecho que ω es
el menor ordinal α para el cual (R(ω),∈, ∅) |= ∀x∃y(x ∈ y). Por
tanto, de lo anterior obtenemos que κ es un cardinal inaccesible.

Supongamos ahora que κ es una cardinal inaccesible, probare-
mos que κ es Π1

0-indescriptible. Notemos que una fórmula Π1
0 es pre-

cisamente una fórmula de primer orden, así que al considerar σ una
sentencia Π1

0, estamos hablando de una sentencia cualquiera de pri-
mer orden. Con esto, sea σ una sentencia de primer orden, A ⊆ R(κ)
y supongamos que (R(κ),∈, A) |= σ. Por la Proposición 2.5 (hacien-
do una ligera modi�cación en la demostración) sabemos que M =
{α < κ : (R(α),∈, A ∩ R(α)) ≺ (R(κ),∈, A)} es un club en κ. Por
tanto, existe α < κ tal que (R(α),∈, A ∩ R(α)) ≺ (R(κ),∈, A), y
ya que (R(κ),∈, A) |= σ, se sigue que (R(α),∈, A∩R(α)) |= σ. Así
κ es Π1

0-indescriptible. ■

Por tanto, aún eligiendo los valores más pequeños posibles pa-
ra m y n de un cardinal Πn

m-indescriptible, alcanzamos cardinales
bastante grandes, como lo son cardinales inaccesibles. Uno espera-
ría entonces que los cardinales indescriptibles son aún más enormes
en tamaño, y de hecho es natural pensar en esto. Otra razón que
motiva este pensamiento es que, de acuerdo a la estructura que se
le ha dado al presente trabajo, se han colocado los cardinales indes-
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criptibles después de los cardinales débilmente compactos, pues son
más grandes que estos, en el sentido de implicación (de consistencia
relativa) entre uno y otro, y esto es correcto.

Hasta ahora habíamos encontrado que los cardinales débilmente
compactos eran demasiado grandes, el siguiente teorema nos dice
que la nueva clase de cardinales grandes es mayor.

Teorema 5.4. Un cardinal κ es Π1
1-indescriptible si y solo si κ es

débilmente compacto.

Demostración: Supongamos que κ es Π1
1-indescriptible, entonces

κ es Π1
0-indescriptible y por el lema anterior, κ es inaccesible. Así

que, por el Teorema 4.13 resta probar que κ tiene la propiedad
del árbol. Pero, podemos notar que basta concentrarnos en (T,<)
árboles formados por funciones t : γ → 2 con γ < κ y con el orden
dado por el de la contención propia, pues así podemos proceder
como en la demostración de 4.15 y tener la propiedad del árbol
para κ. Sea (T,<) un árbol de tal tipo, entonces para cada α < κ,
tenemos que el modelo (R(α),∈, T ∩R(α)) satisface la sentencia:

∃B(B es una rama),

pues basta �jarse en B = {t ↾ β : β < α} para algún t ∈ T �jo con
dominio α. Ahora, ya que B ⊆ T ∩R(α), entonces es claro que es la
interpretación de una variable de segundo orden, así que la sentencia
anterior es Σ1

1. Por la observación hecha después de la de�nición an-
terior, sabemos que κ es Σ1

1-indescriptible. Así que usando la forma
contrarrecíproca de la de�nición de Σ1

1-indescriptible, tenemos que
(R(κ),∈, T ) |= ∃B(B es una rama), esto se traduce en que existe
una rama para T , lo cual queríamos demostrar.

Ahora, supongamos que κ es débilmente compacto, probaremos
que κ es Π1

1-indescriptible. Sea σ una sentencia Π1
1 y A ⊆ R(κ),

tal que (R(κ),∈, A) |= σ. Sabemos que σ es de la forma ∀Xψ(X),
donde X es una variable de segundo orden y ψ(X) es una fórmula
cuyas variables cuanti�cadas son de primer orden.

Por el Lema 4.16, sabemos que existe (M,∈, S) una extensión
elemental transitiva de (R(κ),∈, A), tal que κ ∈ M . En ZFC te-
nemos que ∀y(y ∈ R(κ) ↔ rank(y) < κ), como M |= ZFC te-
nemos que la fórmula relativizada se cumple en M , con lo cual
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∀y ∈M(y ∈ R(κ)M ↔ rank(y) < κ), no hemos relativizado κ pues
es un elemento del modelo transitivo M , además una inducción ru-
tinaria prueba que el rango de un conjunto es un valor absoluto.
Así, de la fórmula anterior tenemos que R(κ)M = R(κ). Por tanto,
se tiene que

(M,∈, S) |= ∃α((R(α),∈, S ∩R(α)) |= σ),

puesto que α = κ ∈ M exhibe esto, vale la pena notar que he-
mos usado que A = S ∩ R(κ) por construcción, también recal-
car que la sentencia anterior es de primer orden (considerando las
instancias de X por un símbolo predicativo de aridad 1). Por ser
(R(κ),∈, A) un submodelo elemental de (M,∈, S), también cum-
ple la sentencia, i.e. existe α < κ tal que para cada Y ⊆ R(α),
(R(α),∈, S ∩ R(α)) |= ψ[Y ], como S ∩ R(α) = A ∩ R(α) para
α < κ, concluimos que (R(α),∈, A ∩R(α)) |= σ. ■



Capítulo 6

Cardinales medibles

Gran parte del origen de la teoría de grandes cardinales se en-
cuentra basado en el problema básico de la teoría de la medida,
el Problema de la Medida de Lebesgue. Para los números reales,
el problema dice: Existe una función m que asocia cada conjunto
acotado de números reales X un número no negativo m(X) tal que,

i) m no es idénticamente cero,

ii) m es invariante bajo traslaciones, i.e. m(X) = m(Y ) siempre
que existe r ∈ R tal que Y = {x+ r : x ∈ X},

iii) m es σ-aditiva, i.e. si {Xn : n ∈ ω} es una familia de conjuntos
ajenos dos a dos, cuya unión es un subconjunto acotado de R,
entonces m(

⋃
n∈ωXn) =

∑
n∈ωm(Xn).

Lebesgue desarrolló su medida en dirección a este problema, la
cual sabemos es fundamental en el área del análisis matemático. En
esos tiempos, se preguntaban que pasaba con un conjunto cualquie-
ra de números reales; es bien sabido que Vitali, en 1905, usando una
equivalencia del Axioma de Elección (AC), construyó un conjunto
de números reales, el cual no es medible según Lebesgue. A partir
de esto, Lebesgue tuvo más inquietudes acerca de AC, que de la
posibilidad de dar solución al Problema de la Medida.

77
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6.1. Medida y �ltros

Banach propusó una generalización al Problema de la Medida,
donde ii es reemplazada por una condición mínima y necesaria para
evitar trivialidades, a saber: m({x}) = 0 para cada x. Sin embargo,
en 1929, Banach y Kuratowski probaron que, bajo CH, esta nueva
versión del problema tampoco tiene solución. Aunque, este nuevo
enfoque por parte de Banach, permite estudiar el problema desde
el punto de vista dado por la siguiente de�nición.

De�nición 6.1. Sea S un conjunto, una función m : P(S) → [0, 1]
es una medida sobre S si satisface:

i) m(S) = 1,

ii) m({x}) = 0 para cada x ∈ S,

iii) m es σ-aditiva.

Banach se dio cuenta que la cardinalidad del conjunto S im-
porta más en su problema, puesto que no es difícil observar que
por la de�nición anterior, si un conjunto es numerable, entonces no
admite una medida; así que trabajaremos en medidas de�nidas so-
bre cardinales. Y en vista de la condición iii, uno podría interesarse
en requerir una propiedad más fuerte. Supongamos que {ri}i∈I es
una colección de números reales, entonces su suma (trans�nita) se
de�ne como

∑
i∈I ri = sup

{∑
i∈E ri : E ∈ [I]<ℵ0

}
.

De�nición 6.2. Sea λ un cardinal in�nito, para una medida m
sobre un conjunto S, m es λ-aditiva si para cada γ < λ, y {Xα}α<γ

subconjuntos de S ajenos dos a dos, se tiene que m(
⋃

α<γ Xα) =∑
α<γ m(Xα).

Ulam interesado en el problema de Banach, estableció resultados
importantes, que implican una generalización directa de un ultra-
�ltro sobre ω. Para comprender esto, recordamos las de�niciones
básicas sobre un �ltro. Un �ltro en un conjunto S es una colección
F ⊆ P(S) tal que,

i) S ∈ F y ∅ /∈ F ,
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ii) si X, Y ∈ F entonces X ∩ Y ∈ F ,

iii) si X, Y ⊆ S, X ⊆ Y y X ∈ F , entonces Y ∈ F .

El �ltro F se dirá principal si es de la forma F = {X ⊆ S :
X0 ⊆ X} para algún X0 ⊆ S; en cambio, no es difícil comprobar
que todo conjunto de la forma {X ⊆ S : X0 ⊆ X} para algún
X0 ⊆ S, es un �ltro en S. Si λ es un cardinal regular, F se llama
λ-completo si para cada γ < λ, y {Xα}α<γ elementos de F , tenemos
que

⋂
α<γ Xα ∈ F . Cuando se cumple el análogo de propiedad para

cada familia numerable de elementos de F , decimos que F es σ-
completo.

Una familia G de conjuntos tiene la propiedad de la intersección
�nita (PIF) si

⋂
H ̸= ∅ para cada H ∈ [G]<ℵ0 . Todo �ltro cumple

la PIF. Un �ltro F en S se llama ultra�ltro si es un �ltro maximal,
i.e. no existe �ltro F ′ en S tal que F ⊊ F ′. Exhibimos propiedades
básicas sobre �ltros a continuación.

Proposición 6.3. Sea S un conjunto, entonces:

i) Si G ⊆ P(S) cumple la PIF, entonces existe un �ltro F en S
tal que G ⊆ F .

ii) Si F es un �ltro en S, F es un ultra�ltro si y solo si para cada
X ⊆ S, X ∈ F o S \X ∈ F .

iii) Todo �ltro puede ser extendido a un ultra�ltro.

iv) Un ultra�ltro no principal contiene solamente conjuntos in�ni-
tos.

v) Si U es un ultra�ltro en S, U es λ-completo si y solo si para
cada γ < λ, si

⋃
α<γ Xα ∈ U , entonces existe α < γ tal que

Yα ∈ U . ■

Al tratar el Problema de la Medida de Banach, Ulam tomó un
camino que tuvo varias consecuencias. Supongamos que para una
medida m, κ-aditiva sobre κ, se cumple que existe algún conjunto
A ⊆ κ, tal que m(A) > 0 y para cada B ⊆ A, m(B) = m(A) ó
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m(B) = 0; en tal caso, se suele decir que la medida tiene un átomo.
Si µ se de�ne en P(κ) como

µ(X) =
m(X ∩ A)
m(A)

entonces µ es una medida κ-aditiva sobre κ con rango {0, 1}; si una
medida cumple esta condición, se dice que es bivaluada. Podemos
expresar esta propiedad mediante el uso de ultra�ltros.

Proposición 6.4. Si µ es una medida bivaluada sobre S, entonces
el conjunto Uµ = {X ⊆ S : µ(X) = 1} es un ultra�ltro no prin-
cipal σ-completo. Recíprocamente, todo ultra�ltro U no principal
σ-completo, de�ne una medida bivaluada sobre S.

Demostración: Para comprobar que Uµ es un �ltro, notemos que
S ∈ Uµ, puesto que µ(S) = 1, ya que µ es una medida. Además,
como ∅ =

⋃
n∈ω ∅ y µ es σ-aditiva, se tiene que µ(∅) =

∑
n∈ω µ(∅),

lo cual implica que µ(∅) = 0 y así ∅ /∈ Uµ.
Sean X, Y ∈ Uµ, así que µ(X) = µ(Y ) = 1. Supongamos que

µ(X ∩ Y ) = 0, ya que X = (X \ Y ) ∪ (X ∩ Y ) ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . ,
entonces aplicando µ y usando la σ-aditividad, µ(X) = µ(X \Y )+
µ(X ∩ Y ) + 0 + 0 + . . . , de donde se sigue que µ(X \ Y ) = 1.
De la misma manera, se prueba que µ(Y \ X) = 1, y dado que
X ∪ Y = (X \ Y ) ∪ (X ∩ Y ) ∪ (Y \ X) ∪ ∅ ∪ . . . se tiene que
µ(X∪Y ) = µ(X\Y )+µ(X∩Y )+µ(Y \X), sustituyendo obtenemos
que µ(X∪Y ) = 1+0+1 = 2, lo cual contradice que µ es bivaluada.
Por tanto, µ(X ∩ Y ) = 1 y así X ∩ Y ∈ Uµ.

Ahora, sea X ∈ Uµ y X ⊆ Y . Observemos que Y = X∪(Y \X),
aplicando µ tenemos que µ(Y ) = µ(X) + µ(Y \ X), como µ(Y \
X) ≥ 0, se sigue que µ(Y ) ≥ µ(X) = 1. Dado que µ es bivaluada,
concluimos que µ(Y ) = 1 y así Y ∈ Uµ. Por tanto, hemos veri�cado
que Uµ es un �ltro en S.

Para comprobar que Uµ es un ultra�ltro, sea X ⊆ S, sabemos
que S = X∪(S\X), con lo cual 1 = µ(S) = µ(X)+µ(S\X). Como
la medida es bivaluada, tenemos que µ(X) = 1 ó µ(S \X) = 1, i.e.
X ∈ Uµ ó S \X ∈ Uµ. Por la proposición anterior, esto veri�ca que
Uµ es un ultra�ltro. Veamos que Uµ es no principal, supongamos
que sí, entonces existe X0 ⊆ S tal que Uµ = {X ⊆ S : X0 ⊆ X}.
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Sea a ∈ X0, como {X ⊆ S : {a} ⊆ X} es un �ltro y claramente
contiene a Uµ, obtenemos que deben ser iguales, puesto que Uµ es
un ultra�ltro. Pero esto implica que {a} ∈ Uµ, lo cual contradice
que µ es una medida sobre S.

Veri�quemos que Uµ es σ-completo. Sea {Xn}n∈ω ⊆ Uµ, sabemos
que S = (

⋂
n∈ωXn)∪(S\(

⋂
n∈ωXn)) = (

⋂
n∈ωXn)∪(

⋃
n∈ω(S\Xn)),

así que por la σ-aditividad de µ, tenemos que µ(
⋂

n∈ωXn) = 1 ó
µ(
⋃

n∈ω(S \ Xn)) = 1. Supongamos lo segundo, usando recursión
de�nimos B0 = S \ X0 y dado Bn, hacemos Bn+1 = (S \ Xn+1) \
(
⋃n

i=0Bi). Es claro que {Bn}n∈ω es una familia de conjuntos ajenos
dos a dos, Bn ⊆ S \Xn para cada n y

⋃
n∈ω Bn =

⋃
n∈ω(S \Xn).

Probamos en unas líneas anteriores, que µ es monótona, en par-
ticular µ(Bn) ≤ µ(S \ Xn) para cada n ∈ ω, luego

∑
n∈ω µ(Bn) ≤∑

n∈ω µ(S \Xn). Pero por la σ-aditividad, tenemos que µ(
⋃

n∈ω(S \
Xn)) = µ(

⋃
n∈ω Bn) =

∑
n∈ω µ(Bn) ≤

∑
n∈ω µ(S \Xn). Como Uµ es

ultra�ltro, se tiene que S \Xn /∈ Uµ para cada n ∈ ω, esto implica
que

∑
n∈ω µ(S \Xn) = 0 lo cual contradice la suposición acerca de

µ(
⋃

n∈ω(S \Xn)). Por tanto, concluimos que µ(
⋂

n∈ωXn) = 1 y así⋂
n∈ωXn ∈ Uµ. Esto veri�ca que Uµ es σ-completo.
Por otro lado, ahora, supongamos que U es un ultra�ltro no

principal y σ-completo, de�nimos m : P(S) → [0, 1] mediante
m(X) = 1 si X ∈ U y m(X) = 0 en caso contrario. Probare-
mos que m es una medida sobre S. Dado que S ∈ U por ser �ltro,
tenemos que m(S) = 1. También, para cada x ∈ S, {x} /∈ U ,
de lo contrario tenemos una contradicción a iv) de la proposición
anterior. Además, es claro que m es una medida bivaluada.

Resta ver que m es σ-aditiva. Sea {Xn}n∈ω una familia de con-
juntos ajenos dos a dos. Si Xm ∈ U para algún m ∈ ω, entonces⋃

n∈ωXn ⊇ Xm es un elemento de U . Con esto, m(
⋃

n∈ωXn) = 1;
ademásm(Xn) = 0 para cada n ̸= m, de lo contrarioXn, Xm ∈ U , y
entonces Xn ∩Xm ̸= ∅, lo cual es imposible. Luego, m(

⋃
n∈ωXn) =

1 = m(Xm) =
∑

n∈ωm(Xn).
Ahora bien, si Xn /∈ U para cada n ∈ ω, entonces a�rmamos

que
⋃

n∈ωXn /∈ U . En efecto, como S \ Xn ∈ U para cada n ∈ ω,
pues U es ultra�ltro, tenemos que

⋂
n∈ω(S \Xn) ∈ U , esto ya que

U es σ-completo. Dado que S \ (
⋃

n∈ωXn) =
⋂

n∈ω(S \ Xn) ∈ U
y U es ultra�ltro, se sigue la a�rmación. Con esto m(

⋃
n∈ωXn) =
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0 =
∑

n∈ω 0 =
∑

n∈ωm(Xn). Probando que m es σ-aditiva, así m
es una medida sobre S. ■

Podemos requerir una condición más fuerte sobre la medida µ
(o sobre el ultra�ltro) y obtenemos lo siguiente. Sea κ un cardinal
in�nito, bajo las condiciones de la proposición anterior, si la medi-
da es κ-aditiva, entonces el ultra�ltro Uµ es κ-completo; de igual
forma, si un ultra�ltro es κ-completo, entonces la medida que de-
�ne es κ-aditiva. En efecto, una implicación se sigue haciendo una
construcción similar a la de los Bn en la prueba anterior, contem-
plando que en el caso límite, se procede igual (quitando la unión de
los anterior); además que las sumas seguirán satisfaciendo ≤ (re-
cordando la de�nición que hicimos de sumas trans�nitas), de donde
se seguirá la misma contradicción. Para la otra implicación, se hace
de manera análoga a la de la demostración anterior.

Esto nos conlleva al concepto más importante de toda la teoría
de grandes cardinales.

De�nición 6.5. Un cardinal κ no numerable, se llama medible si
existe un ultra�ltro no principal κ-completo en κ.

Por el comentario anterior, tenemos que un cardinal es medible
si y solo si existe una medida bivaluada κ-aditiva sobre κ. Tenemos
una propiedad inmediata acerca de estos cardinales.

Lema 6.6. Sea κ un cardinal medible, entonces κ es inaccesible.

Demostración: Supongamos que m es la medida sobre κ, que es
bivaluada y κ-aditiva, demostremos que κ es un cardinal regular.
Si λ = cf(κ) < κ, sabemos que esto implica que κ =

⋃
α<λAα

para algunos Aα ⊆ κ tal que |Aα| < κ para cada α < λ. Notemos
que m(Aα) = 0 para cada α < λ. En efecto, sea α < λ, hacemos
Aα = {xβ : β < |Aα|} =

⋃
β<|Aα|{xβ}, por ser m una medida κ-

aditiva, tenemos que m(Aα) =
∑

β<|Aα|m({xβ}) = 0, ya que m se
anula en los conjuntos singulares; esto prueba la a�rmación. Pero,
aplicando la κ-aditividad,m(κ) = m(

⋃
α<λAα) =

∑
α<λm(Aα) = 0

y esto es una contradicción, ya que m es no trivial. Por tanto, κ es
regular.
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Resta ver que κ es límite fuerte. Como κ es medible, sea U
ultra�ltro no principal κ-completo en κ, supongamos que existe
λ < κ tal que κ ≤ 2λ, entonces existe f : κ → 2λ inyectiva. Sea
α < λ, por ser U un ultra�ltro, {β < κ : (f(β))(α) = 0} ∈ U o
{β < κ : (f(β))(α) = 1} ∈ U ; si Xα denota el conjunto, de los
anteriores dos, que es elemento de U , e iα el valor que toman los
elementos deXα evaluados en α, entoncesXα ∈ U para cada α < λ.

Por ser U κ-completo, tenemos que X =
⋂

α<λXα ∈ U y para
β ∈ X, (f(β))(α) = iα para cada α < λ. Esto implica que |X| ≤ 1,
pues si β1, β2 ∈ X, entonces (f(β1))(α) = iα = (f(β2))(α) para ca-
da α < λ, lo cual implica que f(β1) = f(β2), ya que f es inyectiva,
se sigue que β1 = β2. Esto veri�ca que |X| ≤ 1, lo cual es imposible
dado que U es un ultra�ltro no principal, con lo que sus elementos
son conjuntos in�nitos. Por tanto, κ es límite fuerte. ■

Así que, nos encontramos nuevamente con objetos que están fue-
ra del alcance de ZFC. Los cardinales medibles son muy grandes, y
de hecho, como nos hemos de imaginar, son mucho más grandes que
los expuestos hasta ahora. Sigamos explorando ciertas propiedades
interesantes acerca de estos cardinales.

Exigir que un cardinal admita una medida bivaluada y κ-aditiva,
parece sonar como algo muy complicado, sin embargo el tener una
medida bivaluada en realidad es su�ciente para escaparnos de la
teoría, siendo más concretos, nos referimos a que un cardinal me-
dible existe si y solo si existe un cardinal que admita una medida
bivaluada.

Lema 6.7. Sea κ el menor cardinal que admite un ultra�ltro no
principal y σ-completo, entonces cada ultra�ltro en κ de este tipo
es κ-completo.

Demostración: Sea U un ultra�ltro no principal y σ-completo,
supongamos que U no es κ-completo, entonces existe λ < κ car-
dinal, tal que {Xα}α<λ ⊆ U y

⋂
α<λXα /∈ U . Usando recursión

trans�nita de�nimos Y0 = κ \X0, supongamos que se tiene Yβ para
cada β < α, entonces Yα = (κ \ Xα) \

⋃
β<α Yβ. Es claro que los

conjuntos Yα son ajenos dos a dos y
⋃

α<λ Yα =
⋃

α<λ(κ \Xα).
Notemos que {

⋂
α<λXα} ∪ {Yα}α<λ forma una partición para

κ, en la cual todos los elementos no pertenecen a U ; sin pérdida
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de generalidad escribimos la partición simplemente como {Yα : α <
λ} (lo cual se puede hacer puesto que no se afecta el cardinal λ).
De�nimos f : κ → λ por f(ξ) = α si y solo si ξ ∈ Yα. Hacemos
V = {X ⊆ λ : f−1[X] ∈ U}, a�rmamos que V es un ultra�ltro no
principal y σ-completo.

Ya que f−1[λ] = κ y κ ∈ U , tenemos que λ ∈ V ; de la misma
forma, f−1[∅] = ∅, luego ∅ /∈ V . Ahora, si X ∈ V y X ⊆ Y ,
con Y ⊆ λ, entonces f−1[X] ∈ U y como f−1[X] ⊆ f−1[Y ], se
sigue que f−1[Y ] ∈ U , por ende Y ∈ V . Ahora, sean {Zn}n∈ω ⊆
V , por de�nición f−1[Zn] ∈ U para cada n ∈ ω, por ser U un
�ltro σ-completo, se tiene que

⋂
n∈ω f

−1[Zn] ∈ U . Recordando que⋂
n∈ω f

−1[Zn] = f−1[
⋂

n∈ω Zn], concluimos que
⋂

n∈ω Zn ∈ V . Por
tanto V es un �ltro σ-completo.

Para comprobar que V es un ultra�ltro, sea X ⊆ λ, si X /∈ V ,
entonces f−1[X] /∈ U , ya que U es ultra�ltro en κ, κ \ f−1[X] ∈ U .
Pero κ \ f−1[X] = f−1[λ \ X], de donde λ \ X ∈ V . Finalmente,
V es no principal, de lo contrario existe η ∈ λ tal que V = {X ⊆
λ : {η} ⊆ X}, con lo cual f−1[{η}] ∈ U . Por de�nición de f ,
f−1[{η}] = {α < κ : f(α) = η} = {α < κ : α ∈ Yη} = Yη, esto
implica que Yη ∈ U , lo cual es imposible por la elección de los Yα.

Hemos construido un ultra�ltro no principal y σ-completo en λ,
pero λ < κ y entonces κ no es mínimo con esta propiedad. De la
contradicción tenemos que U es κ-completo. ■

Corolario 6.8. Existe un cardinal medible si y solo si existe un
cardinal que admite una medida bivaluada.

Demostración: Una implicación es inmediata, comprobemos la
otra. Supongamos que κ es el menor cardinal el cual admite una
medida bivaluada, sabemos que tal medida induce un ultra�ltro U
en κ no principal y σ-completo, es claro que κ es el menor con esta
propiedad. Para el ultra�ltro U tenemos por el lema anterior que
es κ-completo, así κ es un cardinal medible. ■

Este resultado es bastante sorprendente, puesto que pensar en
la existencia de una medida bivaluada, parece no ser gran cosa, sin
embargo sí lo es.
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6.2. El modelo L

Los cardinales medibles tienen una característica que los hace
mucho más grandes que aquellos expuestos hasta ahora, y es que
resulta que también se escapan de ciertos modelos, como lo es el
modelo interno L. En octubre de 1935 Gödel se comunicaba con von
Neumann sobre la resolución de la consistencia relativa de AC. Lo
logró a través de la introducción de una jerarquía nueva L, donde
se veri�caba el Axioma de Elección. Presentamos las herramientas
básicas sobre esta clase y su relación con los cardinales medibles.

De�nición 6.9. Un conjunto x se dirá de�nible sobre un modelo
A si existe una fórmula de primer orden φ(v0, . . . , vn) en el lenguaje
de A, y elementos a1, . . . , an en A, el universo de A, tal que y ∈ x
si y solo si A |= φ[y, a1, . . . , an], es decir tal que x = {y ∈ A : A |=
φ[y, a1, . . . , an]}.

Para cada conjunto x, hacemos

def(x) = {y ⊆ x : y es de�nible sobre (x,∈)}

claramente esto es un conjunto, pues es un subconjunto de P(x).
Tenemos las siguientes propiedades sobre estos conjuntos.

Proposición 6.10. Para cada conjunto x se cumple:

i) x, ∅ ∈ def(x).

ii) Si x es transitivo, entonces x ⊆ def(x).

iii) Si y ⊆ x con y �nito, entonces y ∈ def(x).

Demostración: i). Tomemos φ(v) ≡ (v = v), es claro que y ∈ x si
y solo si (x,∈) |= φ[y], con lo cual x es de�nible sobre (x,∈). Ahora,
si ψ(v) ≡ ¬(v = v), entonces también ∅ = {y ∈ x : (x,∈) |= ψ[y]}.

ii). Sea y ∈ x, entonces y ⊆ x por ser x transitivo, si φ(u, v) ≡
(u ∈ v), y tomando el mismo conjunto y, tenemos que y = {z ∈ y :
(x,∈) |= φ[z, y]}.

iii). Sea y ⊆ x �nito, digamos que y = {z1, . . . , zn} para n ∈ ω,
consideremos φ(u, v1, . . . , vn) ≡ ((u = v1) ∨ · · · ∨ (u = vn)). Para
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z1, . . . , zn ∈ x, es claro que y = {z ∈ y : (x,∈) |= φ[z, z1, . . . , zn]}.■

Continuamos con la de�nición de la jerarquía construible, la
cual nos va a permitir hablar de la clase L, la cual resultará ser
un modelo transitivo de ZFC, y además el más pequeño con la
propiedad de contener todos los números ordinales.

De�nición 6.11. Usando recursión trans�nita sobre α, de�nimos:

i) L0 = ∅,

ii) Lα+1 = def(Lα),

iii) Lα =
⋃

β<α Lβ si α ̸= 0 es límite.

Hacemos L =
⋃
{Lα : α es ordinal}, L es llamada la clase de los

conjuntos construibles y la a�rmación, V = L, i.e. cada conjunto
es construible, es el Axioma de Constructibilidad.

No es difícil comprobar que cada Lα es un conjunto transitivo.
En efecto, usando inducción sobre α, para α = 0 es inmediato. Si
α = β + 1, sea x ∈ Lα, por de�nición de Lα tenemos que x ⊆ Lβ

y por la proposición anterior se sigue que Lβ ⊆ def(Lβ) = Lα,
dado que Lβ es transitivo por hipótesis inductiva; luego x ⊆ Lα.
Finalmente, si α es límite tenemos que Lα es transitivo por ser
unión de conjuntos transitivos.

Además, otra inducción rutinaria prueba que Lα ⊆ Lβ para
cada α ≤ β. Con lo que L es una clase transitiva, puesto que cada
Lα es transitivo.

De�nición 6.12. Para una clase propia M , (M,∈) es un modelo
interno si (M,∈) es un modelo transitivo de ZF tal que cada ordinal
es elemento de M .

Resulta que L es un modelo interno de ZFC, y además es el
menor con esta propiedad, esto lo haremos más especí�co poste-
riormente. Primero, comprobamos que L es una clase que contiene
a todos los ordinales.

Lema 6.13. Sean α, β ordinales, entonces:
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i) Lα ∩ON = α.

ii) Si α < β, entonces α,Lα ∈ Lβ.

Demostración: i). Por inducción sobre α. Para α = 0 es claro,
ya que L0 ∩ ON = ∅ ∩ ON = ∅ = α. Si α = β + 1, sabemos que
Lβ ⊆ Lα ⊆ P(Lβ), luego por hipótesis inductiva, β = Lβ ∩ ON ⊆
Lα ∩ ON ⊆ P(Lβ) ∩ ON . Observemos que P(Lβ) ∩ ON ⊆ α, pues
si γ ∈ P(Lβ) ∩ ON , entonces γ ⊆ Lβ ∩ ON = β, con lo cual
γ < β + 1 = α. Por tanto, Lα ∩ON ⊆ α.

Ahora, supongamos por un momento que β ∈ Lα, sea γ < α,
tenemos que γ ≤ β, cuando γ = β es claro que γ ∈ Lα∩ON ; si γ <
β, por la transitividad de Lα, γ ∈ Lα, así γ ∈ Lα ∩ ON ; por tanto
α ⊆ Lα ∩ ON . Demostremos que β ∈ Lβ, por hipótesis inductiva,
β = {x ∈ Lβ : x es ordinal} con lo que β ⊆ Lβ. Y también, si
φ(u) ≡ (u es ordinal), entonces recordemos que φ es una fórmula
∆0 y Lβ es un conjunto transitivo, con lo que φLβ(x) ↔ φ(x) para
cada x ∈ Lβ, en particular esto implica que β = {x ∈ Lβ : (Lβ,∈
) |= φ[x]}. Con lo cual, β es de�nible sobre Lβ, i.e. β ∈ Lα.

Finalmente, para α límite, Lα ∩ ON = (
⋃

β<α Lβ) ∩ ON =⋃
β<α(Lβ ∩ ON) =

⋃
β<α β = α, la penúltima igualdad se sigue de

la hipótesis de inducción.
ii). Probamos que α,Lα ∈ Lα+1, puesto que α + 1 ≤ β y recor-

dando que los conjuntos Lγ son monótonos respecto al subíndice,
se sigue que α,Lα ∈ Lβ. En la demostración del inciso anterior, ve-
ri�camos que α ∈ Lα+1 a partir de Lα ∩ON = α, pero esto último
se cumple por i), con lo que α ∈ Lα+1. Por otro lado, por i) de la
Proposición 6.10, tenemos que Lα ∈ def(Lα) = Lα+1. ■

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que, si α es un
ordinal, entonces α ∈ Lα+1 ⊆ L. Por lo que L contiene a todos los
ordinales. El siguiente teorema comprueba que L es un modelo (no
en el sentido de la teoría de modelos pues L no es un conjunto ya
que ON ⊆ L) para ZFC y aunado a lo anterior, L es un modelo
interno. Ocuparemos un lema auxiliar, para el cual, referimos su
demostración en [7].

Lema 6.14. (Principio de Re�exión) Sean φ0, φ1, . . . , φn−1 fórmu-
las de LTC. Si B es una clase no vacía y A(α) es un conjunto para
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cada ordinal α, si también:

i) Cada que α < β, tenemos que A(α) ⊆ A(β).

ii) A(α) =
⋃

β<αA(β) si α ̸= 0 es límite.

iii) B =
⋃

α∈ON A(α).

Entonces para cada ordinal ξ, existe α > ξ límite tal que A(α) ̸= ∅
y φi es absoluta para A(α), B para cada i < n.

Finalmente, estamos en posición de probar el teorema antes
mencionado. Vale la pena mencionar que, se omitirán algunos de-
talles en la demostración, pero tomando como guía la prueba del
Teorema 2.4, es simple comprobar que no hay problema al hacerlo
de esta manera.

Teorema 6.15. L es un modelo interno de ZF.

Demostración: Por ser L una clase transitiva, se veri�ca fácil-
mente el Axioma de Extensión y el Axioma de Fundación. Com-
probemos los axiomas restantes.

i) Comprensión: Sea u ∈ L y φ una fórmula de LTC sin y variable
libre, por el Axioma de Comprensión, ∃y∀x(x ∈ y ↔ x ∈
u∧φL(x)). Necesitamos veri�car que y ∈ L, para ello, sea α0 un
ordinal tal que u ∈ Lα0 ; por el lema anterior tomamos α > α0

ordinal límite para el cual, φLα ↔ φL (haciendo A(ξ) = Lξ y
B = L).

Con esto, si ψ(v1, v2) ≡ (φ(v1) ∧ v1 ∈ v2), y dado que u ∈ Lα,
a�rmamos que y = {x ∈ Lα : (Lα,∈) |= ψ[x, u]}. En efecto,
si x ∈ y, entonces sabemos que x ∈ u ∧ φL(x), lo cual implica
φLα(x) ∧ x ∈ u, es decir (Lα,∈) |= ψ[x, u]; además x ∈ Lα ya
que x ∈ u ∈ Lα y Lα es transitivo. Por otro lado, si x ∈ Lα

satisface (Lα,∈) |= ψ[x, u], por la de�nición de ψ tenemos que
x ∈ u y φLα(x), por la elección de α, se sigue φL(x) y con esto
x ∈ y.

Finalmente, lo anterior implica que y ∈ def(Lα) = Lα+1 ⊆ L.
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ii) Par: Sean x, y ∈ L, por el Axioma del Par podemos considerar
z = {x, y}, veamos que z ∈ L. Sea α ordinal tal que x, y ∈ Lα,
entonces z = {x, y} ⊆ Lα, así que por iii) de la Proposición
6.10, z ∈ def(Lα) = Lα+1 ⊆ L.

iii) Unión: Sea F ∈ L, por el Axioma de Unión tomamos A =
⋃
F

y queremos demostrar que A ∈ L, pues así A exhibe el Axioma
de Unión en L. Si α es un ordinal tal que F ∈ Lα, tenemos que
A ⊆ Lα. Además, si φ(v1, v2) ≡ ∃u ∈ v2(v1 ∈ u), entonces por
ser ∆0 y Lα transitivo, se tiene que A = {z ∈ Lα : (Lα,∈) |=
φ[x, F ]}. Esto exhibe que A ∈ def(Lα) = Lα+1 ⊆ L.

iv) In�nito: Ya que L es una clase transitiva, tenemos que ωL es
el mismo ordinal ω, por lo que solo hace falta ver que ω ∈ L.
Pero esto es claro pues L contiene a todos los ordinales.

v) Potencia: Sea x ∈ L, usando el Axioma del Potencia, existe
P(x), por el Axioma de Comprensión, podemos tomar y =
{u ∈ P(x) : u ∈ L}, probamos que y ∈ L. Para cada u ∈ y,
hacemos αu el menor ordinal α tal que u ∈ Lα, consideremos
α = sup{αu : u ∈ y}. Con esto, y ⊆ Lα. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que x ∈ Lα.

De lo anterior, y = {u ∈ Lα : u ⊆ x}. Es claro que φ(v1, v2) ≡
(v1 ⊆ v2) es una fórmula absoluta para Lα y y = {u ∈ Lα :
(Lα,∈) |= φ[u, x]}. Además, y cumple las propiedades que in-
dican la satisfacción del Axioma del Potencia en L.

vi) Reemplazo: Sea φ una fórmula sin B variable libre, sea A ∈ L
y supongamos que para cada x ∈ A, existe un único y ∈ L tal
que (L,∈) |= φ[x, y]. Para cada x ∈ A, hacemos αx el menor
ordinal tal que existe y ∈ Lα y (L,∈) |= φ[x, y]; por el Axio-
ma de Reemplazo el conjunto {αx : x ∈ A} existe. Ahora, si
α = sup{αx : x ∈ A}, entonces B = Lα ∈ L es el conjunto que
veri�ca el Axioma de Reemplazo en L. ■

Uno de los aspectos importantes que tiene el modelo L es que es
el menor modelo interno, por lo que cualquier otro modelo interno
de ZF debe contener a L. Uno podría pensar qué sucede con el
Axioma de Elección, pues resulta que el modelo L cumple el Axioma
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de Constructibilidad (relativizado a L) y, tal axioma implica el
Axioma de Elección, por consiguiente L satisface AC.

Tener un modelo interno que satisfaga las propiedades que de�-
nen algún cardinal grande es muy importante, puesto que un mode-
lo interno tiene todas las herramientas necesarias, al contener todos
los números ordinales. L es el menor modelo interno, pero es su�-
ciente para re�ejar los grandes cardinales expuestos hasta antes de
este capítulo. Sin embargo, L no es su�ciente cuando se trata de
cardinales medibles, estos objetos son tan grandes que se escapan
del alcance de L. Esto se deriva del siguiente teorema de Scott, cuya
demostración podemos encontrar en [6].

Teorema 6.16. Si existe un cardinal medible, entonces V ̸= L.
■

Para obtener la conclusión deseada, basta combinar este teo-
rema con la observación anterior donde a�rma que se satisface
(V = L)L, con lo que si κ es un cardinal medible, entonces κ no
es un cardinal medibleL, de lo contrario L no satisface V = L, lo
cual contradice lo anterior. El problema no es que κ no pertenezca
a L, pues L es un modelo interno, sino que κ no tiene la propiedad
que lo hace ser medible en L, i.e. no existe una medida sobre κ que
sea bivaluada y κ-aditiva según L. Pero, cabe mencionar que sí es
posible construir un modelo interno para un cardinal medible, al-
go que requiere de diferentes técnicas y mucho uso de las llamadas
ultrapotencias.

6.3. Relación con otros cardinales gran-

des

Por cuestiones referentes al objetivo de este trabajo y el al-
cance del presente material, los resultados que se comentan a con-
tinuación, se mencionan sin demostración, sin embargo podemos
encontrar la prueba de todas las a�rmaciones en [2] en la sección
correspondiente.

Ya demostramos que los cardinales medibles son inaccesibles,
esto nos dice que son parte de los llamados cardinales grandes.
Pero, como nos hemos de imaginar, son aún más grandes, tanto
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que superan por mucho a los cardinales anteriores. Como hemos de
suponer, solo bastaría probar que los cardinales medibles son indes-
criptibles y de ahí se siguen las demás implicaciones naturalmente.
Desafortunadamente esto no es posible. Es un teorema de Scott que
los cardinales medibles son Π2

1-indescriptibles, más todavía, que los
cardinales medibles son tan grandes que el conjunto de ordinales α
que re�ejan alguna sentencia Π2

1 es un elemento del ultra�ltro (nor-
mal), el cual exhibe que el cardinal es medible. Es decir, no solo
podemos encontrar un ordinal α el cual pruebe que un cardinal me-
dible es Π2

1-indescriptible, sino que podemos encontrar κ ordinales
que cumplan esto.

Claro que esto no impide que un cardinal medible pueda ser
totalmente indescriptible, pero lo que sí es posible observar es que el
menor cardinal medible no puede ser totalmente indescriptible. Esto
debido a que el mínimo cardinal medible puede ser caracterizado
mediante

R(κ) |= ∃U(U es una medida bivaluada)

donde la sentencia que se encuentra después de |= es de la forma
Σ2

1. Con lo que el menor cardinal medible no es Σ2
1. En efecto,

en caso contrario si κ es el menor cardinal medible, es claro que
R(κ) satisface la sentencia anterior, pues es equivalente a que κ
es medible; con lo cual por ser Σ2

1, existe α < κ que re�eja esta
sentencia, pero entonces esto induce un cardinal menor que κ el
cual es medible, esto contradice la minimalidad de κ.

Sin embargo, es posible demostrar que, aunque algunos cardi-
nales medibles no pueden ser indescriptibles, tienen una cantidad
enorme de cardinales medibles menores. Es decir, podemos veri�car
que si κ es un cardinal medible, entonces los cardinales indescrip-
tibles menores que él forman un conjunto estacionario en κ, más
aún, el conjunto de cardinales indescriptibles menores que κ es un
elemento de U , el ultra�ltro no principal y κ-completo que veri�ca
que κ es medible.

Este es un resultado bastante interesante, puesto que si κ es
un cardinal medible, entonces es bastante grande, como ya se vio
en este capítulo, tiene propiedades bastante excéntricas y L no es
capaz de conservar sus propiedades que lo de�nen; no obstante,
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existen tantos cardinales como el tamaño de κ, los cuales tienen
características mucho más fuertes, dados sus atributos de re�ejo
frente a cualquier tipo de sentencia.

Uno podría estar preocupado pensando en qué sucede con los
demás cardinales grandes, i.e. si se veri�ca que los cardinales me-
dibles siguen siendo débilmente compactos o Mahlo, o quizá estas
propiedades se pierden a través del gran tamaño de un cardinal me-
dible. En realidad no hay nada que comprobar al respecto, puesto
que cualquier cardinal medible es Π2

1-indescriptible y por una ob-
servación, sabemos que esto implica en particular que un cardinal
medible es Π1

1-indescriptible, con lo que todo cardinal medible es
débilmente compacto por el Teorema 5.4 y así, también ha de ser
κ-Mahlo.

Por lo que, la jerarquía quedaría como sigue, la existencia de un
cardinal medible implica la existencia de in�nitos cardinales indes-
criptibles, los cuales son cardinales débilmente compactos, estos a
su vez son cardinales κ-Mahlo, que son cardinales Mahlo y todos
estos son cardinales inaccesibles. Por lo que la existencia de un car-
dinal medible implica la existencia de una in�nidad de cardinales
de todos los tipos anteriores. Este tipo de implicaciones continua,
con cardinales aún más grandes que los medibles, entre los que
destacan los cardinales fuertes, Woodin, súper fuertes, fuertemen-
te compactos, súper compactos, extendibles, casi enormes, enormes,
súper enormes, etc. También mencionar que, antes de los cardinales
medibles, existen varios tipos de cardinales grandes que se encuen-
tran después de los indescriptibles, como son los cardinales sutiles,
casi inefables, inefables, Ramsey, Jónsson, Rowbottom, etc. Man-
teniendo siempre la característica de implicación (de consistencia
relativa) entre estos.



Conclusiones

Como hemos observado, uno podría continuar incluyendo cardi-
nales cada vez más grandes, ir descubriendo propiedades más fuer-
tes que impliquen la existencia de cardinales grandes menores. A lo
largo de este trabajo exploramos muchos de ellos, aunque la lista
continúa; por ejemplo, vimos que los cardinales medibles son muy
grandes que se escapan de L, sin embargo como ya vimos, sí es
posible construir un modelo interno que admita la existencia de
cardinales medibles. Pero, hay cardinales más grandes que hasta la
fecha de escritura del presente, no existe manera de construir un
modelo interno con tal propiedad. Esta parte es una gran área de
interés e investigación dentro de la Teoría de Conjuntos, de Grandes
Cardinales y de Modelos Internos.

Los cardinales grandes no son solo meras construcciones para
�medir� los alcances de la imaginación del ser humano en cuestión
de tamaño, también son una herramienta muy importante dentro
de las matemáticas, para descubrir la naturaleza de muchas a�rma-
ciones que se puedan hacer dentro de cualquier área de las mismas,
que se fundamente en ZFC. Esto debido a lo siguiente, los grandes
cardinales hemos visto que forman una jerarquía creciente de con-
sistencia; de hecho, aseguramos que son los escalones de la jerarquía
de interpretabilidad de las teorías matemáticas. Es posible probar
lo siguiente, dada una sentencia σ, se cumple exactamente una de
las siguientes:

ZFC+σ es inconsistente.

ZFC+σ es equiconsistente con ZFC.

ZFC+σ es equiconsistente con ZFC más la existencia de algún
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cardinal grande.

Por lo que los grandes cardinales puede ser usados para demos-
trar que alguna sentencia ϕ no implica alguna otra ψ. De esto, con-
cluimos a partir del estudio hecho, que los cardinales grandes tienen
una fuerte aplicación dentro de las matemáticas, la cual puede ser
bien aprovechada para comprobar diferentes implicaciones. Además
que, dentro de muchas ramas de la matemática, pueden surgir di-
versos conceptos y propiedades que den origen a un cardinal grande;
pues hasta ahora, los más grandes conocidos son todo un misterio
debido a lo excéntricos que pueden llegar a ser.

Finalmente, cabe mencionar que, aunque ya hemos demostra-
do que la existencia de grandes cardinales, no puede ser probada
a partir de ZFC, todo indica que su existencia no solo puede no
ser refutada, sino que tomar como axioma la existencia de alguno
de ellos, en realidad no parece ser descabellada, y �gura ser muy
razonable hacerlo. Puesto que, existe mucha evidencia, como la que
se ha provisto en este trabajo, de su consistencia, especialmente de
aquellos cardinales grandes pequeños, i.e. donde es posible tener un
modelo interno que los admita.
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