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Introduccion

El tratamiento de los grandes cardinales, ha sido una tendencia
importante a lo largo de las ultimas décadas, que tiene sus origenes
en la ya popular Teoria de Conjuntos. Recordemos que Cantor es
el padre de esta rama de las mateméaticas que se remonta en la in-
vestigacion que él hacia sobre series trigonométricas, cuando utilizé
cierta operacién limite iterable hacia el “infinito”. Desde entonces
empezod la idea de los llamados nimeros ordinales, los cuales fueron
pensados originalmente como clases de equivalencia de la relaciéon
dada por la de isomorfismo entre buenos 6rdenes. Esto dio inicio a
lo que se conocié como el “transfinito”.

Felix Hausdorff en 1908, se encontraba interesado en investigar
el transfinito, de hecho se logr6 un gran avance debido al trabajo
de él; incluso interesado por la estructura de este mismo objeto, y
despreocupado por cuestiones de fundamentos en su estudio, él con-
tinuo la forma de distintos tipos de 6rdenes para su propio proposito
y dio origen al primer cardinal grande, los débilmente inaccesibles.
Para los cuales Hausdorff observd que un cardinal s con tal propie-
dad, ha de satisfacer que x = N, y en realidad, es un punto limite
de cerradura bajo procesos de cardinales limites. Con base en la
evidencia que habia encontrado, Hausdorff menciona lo siguiente
acerca de la afirmacion que existan tales objetos, “el menor de ellos
tiene una magnitud tan exorbitante que dificilmente estard algu-
na vez en consideraciéon para los propoésitos usuales de la teoria de
conjuntos”. Hoy en dia, es sabido que la existencia de cardinales dé-
bilmente inaccesibles no puede ser establecida en ZFC, pues induce
un modelo para esta teoria.

Posteriormente, Mahlo, Sierpinski, Tarski, Zermelo, Ulam, Er-
dés, Hanf, Levy, Scott, entre otros, fueron protagonistas en el de-
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sarrollo de distintos tipos de cardinales grandes, cada vez mayo-
res y provenientes de diferentes areas de las matematicas. Durante
mediados y finales del siglo XX, se estudiaron estos objetos y en
principio, uno podria imaginarse que no hay relacion evidente entre
tales cardinales, sin embargo, poco a poco se fue descubriendo que
(por alguna misteriosa razén) los grandes cardinales se encuentran
acomodados en una jerarquia lineal de consistencia entre estos, i.e.
la existencia de cierto cardinal grande implica la existencia de los
cardinales grandes menores al original. Este tipo de situaciones son
parte principal del presente.

A lo largo de esta tesis, se pretende definir algunos cardinales
grandes y exhibir propiedades importantes de los mismos, conse-
cuencias relevantes que sean causadas por la existencia de alguno
de ellos. Como veremos, los cardinales grandes traen resultados in-
teresantes dentro de las matemaéticas, demostramos muchas de estas
consecuencias y sobretodo, aquellas que tienen su protagonismo en
la parte pura de las matematicas. También, se brindan las herra-
mientas bésicas para entender el tratamiento de los grandes cardi-
nales, se busca que esta tesis sea autocontenida y que pueda tener
impacto en la base y referencia de nuevos textos que traten este
tema, asi como un material de autoestudio.

Algo relevante que se hace en este trabajo, es que se muestran
las relaciones que hay entre los diversos cardinales grandes que se
presentan. Esto es muy importante, puesto que hace ver la relacion
lineal que hay entre estos objetos, lo cual es interesante puesto que
muchos parecieran no presentar nexo entre los mismos. En casos
donde no es posible mostrar estas implicaciones, se hace alusiéon a
algiin texto que exhiba esto, esto se hara principalmente puesto que
el alcance de este estudio es otro.

Finalmente, vale la pena mencionar que la manera en que se
presenta el material es dando el estudio de un cardinal grande por
capitulo, empezando por los mas pequenos y continuando con los
que sean mayores respecto a la consistencia de tales. Dentro de ca-
da capitulo se inicia con la teoria necesaria (si es el caso) para el
tratamiento de cierto cardinal grande, algunos resultados no son
demostrados pues son teoremas populares, ademas se da la referen-
cia en donde se puede encontrar la prueba de los mismos. El resto
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del capitulo se dedica a estudiar propiedades del cardinal grande en
cuestion y de su relacion con los cardinales grandes anteriores a él.
Durante la exposicion de estos resultados, siempre se ha pretendido
presentar demostraciones y prueba de detalles, los cuales cualquier
texto, referente al tema, suele omitir en sus paginas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacidén y convenciones

Seguiremos las notaciones y definiciones encontradas en [7]. A
menos que se indique lo contrario, usamos las primeras letras grie-
gas mintusculas «a, 3,7,0,... para referirnos a nimeros ordinales,
las letras griegas mintsculas encontradas en medio x, \, i, v, ...
nos ayudan a denotar ntmeros cardinales. Asumiendo el Axioma
de Eleccion, sabemos que los niimeros cardinales forman una clase
bien ordenada y cada uno se corresponde con algiin nimero alef,
denotamos por RN,, el cardinal a-ésimo infinito. Mediante x* nos
referimos al cardinal sucesor de k, i.e. el menor nimero cardinal
que es mayor a k.

Usando ON hacemos alusion a la clase formada por todos los
numeros ordinales, V' representa el universo de todos los conjuntos.
ZF representa la teorfa axioméatica de Zermelo-Fraenkel, formada
por seis axiomas y dos esquemas de axioma, los cuales pueden ha-
llarse en la referencia dada en el parrafo anterior, ZFC es ZF junto
con el Axioma de Eleccion, AC es el Axioma de Eleccién, CH es la
Hipotesis del Continuo y GCH representa la Hipotesis Generalizada
del Continuo.

Para un conjunto cualquiera S, P(S) representa el conjunto
potencia de S, |S| denota el nimero cardinal de S. Escribimos
w para referirnos al primer ordinal infinito, Ny al tratar w como
el primer cardinal infinito y N hace alusion al conjunto w \ {0}.
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También, dado un cardinal x y un conjunto S, [S]* es el conjun-
to {X C S :|X|=kr}y[S]" el conjunto {X C S : |X| < k}.
Usaremos la aritmética ordinal, cardinal y la aritmética infinita de
cardinales. Si k y A son nameros cardinales (ordinales), entonces
al tratar la exponenciacion cardinal (ordinal), escribimos x* para
denotar tal operacion.

Dados dos conjuntos A vy B, 4B es el conjunto de todas las
funciones con dominio A y codominio B. Para una funcion f, f[X]
representa el conjunto imagen de X bajo f, f | X es la restriccion
de f al subconjunto X. Mediante x C y, hacemos alusiéon a que x es
un subconjunto propio de y, es decir x C y v existen elementos de
y que no pertenecen a x. Recordemos que para un conjunto X de
nimeros ordinales (cardinales), los ordinales (cardinales) min(X) y
sup(X) se identifican con (| X y (J X, respectivamente.

Se asume familiaridad con nociones basicas de l6gica mateméa-
tica. Un lenguaje logico (formal) £ esta formado por un conjunto
de simbolos logicos y uno de simbolos no logicos, el primero esta
formado por variables, simbolos de agrupacion, conectivos logicos
y cuantificadores 16gicos (también se puede incluir un simbolo de
igualdad); el segundo esta formado por simbolos constantes, para
cada n € N, simbolos funcionales de aridad n y simbolos predicati-
vos de aridad n.

Recordemos que el conjunto de los términos es aquel forma-
do por las variables, los simbolos constantes o la aplicaciéon de un
simbolo funcional de algin término ya definido. Mientras que el
conjunto de formulas contiene la igualdad de cualesquiera dos tér-
minos, la aplicacion de un simbolo predicativo de términos (estos
dos primeros tipos de formulas son llamadas formulas atdmicas),
si se tienen formulas, la aplicaciéon de conectivos con una férmu-
la, es una féormula, y la aplicaciéon de un cuantificador seguido de
una variable y de una férmula, es una férmula. Esto induce una
manera natural de demostrar afirmaciones que involucran términos
o féormulas, comtunmente llamada “prueba por induccién sobre la
longitud de ...”.

Una variable se dice libre en una férmula si no se encuentra al
alcance de algin cuantificador. Si ¢ es una formula, p(vy, ..., v,) in-
dica que sus variables libres son exactamente vy, ..., v,. Una formu-
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la sin variables libres es llamada una sentencia. Dada ¢(vy, ..., v,),
si ay,...,a, € A para algin conjunto A, ¢[ay,...,a,] represen-
ta la formula resultante de sustituir las instancias de las variables
V1,...,U, pOI ay,...,a,, respectivamente. Esto mismo aplica para
el caso de términos.

Un modelo A de £, es una estructura formada por un conjunto
no vacio llamado el universo, dominio o conjunto subyacente de 2,
una funcion para cada simbolo funcional, un conjunto para cada
simbolo predicativo y un elemento fijo del universo, para cada sim-
bolo constante. Finalmente, 2 = ¢[aq, ..., a,] nos dice que ¢ es
satisfecha en el modelo 2 por la asignacion (valuacion) que toma a
cada v; en a;, para cada i. El uso de |= es extendido a colecciones
de formulas (por ejemplo 2 = ZFC) mediante el significado espe-
rado y obvio. Se recomienda consultar [I] para mas informacion al
respecto.

Una teoria es un conjunto formado solamente por sentencias.
Para una teorfa 7', con(7") es la afirmacion formal de su consisten-
cia en términos de una aritmetizacion de su lenguaje. Mediante
hacemos referencia a que existe una demostracion, haciendo uso de
los axiomas de la logica (de primer orden), de la formula (conjunto
de formulas) que se encuentre delante de b=, mientras que lo que an-
tecede a - indica las hipotesis que se han tomado para demostrar
lo posterior. Por el Teorema de Completitud de Gdédel, una teoria
de primer orden es consistente si y solo si admite un modelo (una
estructura que satisface las sentencias de la teoria).

1.2. Conjuntos bien fundados

Definicién 1.1. Usando recursion definimos, para cada ordinal «,
R(«) de la siguiente manera:

i) R(0) =0,
ii) R(a+1)=P(R(a)),

iii) R(a)=|J R(B) si a # 0 es limite.

B<a
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Podemos considerar la clase WF = |J{R(a) : « es ordinal}.
Diremos que z es un conjunto bien fundado si x € R(«) para algtin
« ordinal, en tal caso también escribiremos x € W F.

Presentamos algunas propiedades que cumplen estos conjuntos,
las cuales seran de utilidad a lo largo del trabajo.

Proposicion 1.2. Si «a y 8 son ordinales, entonces:

i) R(a) es un conjunto transitivo.

ii) Si 8 < a, entonces R(B) C R(«).

DEMOSTRACION: i). Por induccion transfinita sobre a. Si o = 0,
entonces R(a) = (), luego R(«) es claramente transitivo. Si o = y+1
y se tiene para -, entonces sea * € R(«a) y sea y € x, luego por
definicion z C R(7), asi y € R(7). Por hipdtesis inductiva y C R(7)
y entonces y € P(R()) = R(y+ 1) = R(a). Con esto z C R(w).

Si « es limite y se tiene para cada v < «, entonces sea x € R(«)
y sea y € x, por definicion = € R(7) para algin ordinal v < a. Por
hipotesis inductiva tenemos que x C R(7), asi que y € R(7), luego
y € R(a).

ii). Por induccién transfinita sobre a. Si o = 0, entonces = 0
y asi R(a) = R(B) = 0. Si @« =+ 1y se tiene para v, entonces
supongamos que § < o = y+1, pues si § = « es clara la contencion.
Asi que, si f < v+ 1, entonces § < v y por hipoétesis inductiva,
tenemos que R(B) C R(y). Por definicién, lo anterior implica que
R(B) € R(y + 1) y por i) se tiene que R(3) C R(y+ 1) = R(a).

Si « es limite, hacemos la misma suposicion que se hizo en
el parrafo anterior y asumimos que J < «. Entonces R(5) C

U <o B(7) = R(a). u

Observemos que si x € WF, entonces el menor ordinal « tal
que x € R(«), debe ser sucesor. Claramente o # 0 y si « es limite,
tenemos por definicion que existe 8 < a tal que x € R(f3) y entonces
a no es minimo. Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.3. Si z € WF, entonces el rango de x, denotado por
rank(z), es el menor ordinal « tal que = € R(a + 1).
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A partir de este concepto, podemos notar que si § = rank(z),
entonces x € R(6+ 1) = P(R(B)), asi que x C R(B) y = ¢ R(B).
Ademsés, para cada a > 8, x € R(«).

Lema 1.4. Para cada o ordinal, R(a) = {x € WF : rank(z) < a}.

DEMOSTRACION: C: Sea x € R(«), por definicion rank(z) +1 < «,
luego rank(x) < a.

D: Sea x € WF con 8 =rank(x) < «, por ii) de la proposicion
anterior R(5+1) C R(«) y yaque x € R(B+1), entonces z € R(«).
|

Ademas, la clase W F' esta cerrada bajo elementos que pertene-
cen a conjuntos bien fundados y la relacion que hay respecto a sus
rangos es la esperada.

Lema 1.5. Siy € WF, entonces:

i) Six €y, entonces v € WF yrank(z) < rank(y).
ii) rank(y) = sup{rank(z) +1:z € y}.

DEMOSTRACION: i). Sea x € y, como y € R(«) para algun ordinal
ay R(a) es transitivo, entonces z € R(«). Con esto x € WF.

Si f = rank(y), entonces y C R(f), asi que = € R(f), luego
rank(z) +1 < f3, con lo cual rank(z) < 8 = rank(y).

ii). Sea § = sup{rank(z) + 1 : x € y}. Si x € y, entonces
por i) rank(x) < rank(y), luego rank(z) + 1 < rank(y). Con esto,
B < rank(y).

Por otro lado, si € y, entonces rank(z) < rank(z) +1 < f8
con lo cual x € R(B). Con esto y C R(f), asi quey € R(B+1) y
entonces rank(y) < . |

El siguiente teorema refleja una propiedad que uno esperaria
que tengan los ordinales.

Teorema 1.6. Para cada ordinal o, « € WF y rank(a) = a.
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DEMOSTRACION: Por induccion transfinita sobre a. Para a = 0 es
claro, pues 0 € R(1) y ya que R(0) = (), entonces por definicion
rank(0) = 0.

Supongamos que se tiene para cada [ < a. Sea € «, entonces
g € WF y rank(f8) = f, luego 8 € R(S + 1). Con lo que, si
v=sup{f+1: 5 < a}, entonces 3 € R(y), asi que o C R(7), con
elloa € R(y+1). Con esto « € WF.

Ahora, si 8 < a, entonces 4+ 1 = rank(5) + 1 < « y asi por ii)
del lema anterior rank(a) < «. Por otro lado, si f < «, entonces
f < B+1 < rank(a), es decir § < rank(«); con lo cual a C rank(«),
es decir a < rank(a). |

Finalmente, como herramienta basica para la construccion de
estructuras con caracteristicas ttiles, tenemos el siguiente teorema
cuya demostracion omitiremos y referimos al lector en [5] para en-
contrar mas informacion al respecto.

Teorema 1.7 (Lema del Colapso de Mostowski). Supongamos que
(M, E,...) es una (posiblemente clase propia) estructura con E una
relacion binaria sobre M tal que:

a) E es bien fundada;

b) (M, E) es extensional, i.e. si a,b € M y xFEa si y solo si xEb
para cada x € M, entonces a = b;

¢) E es casi-conjunto, i.e. {x € M : xEa} es un conjunto para
cada a € M.

Entonces existe m . (M, E,...) — (M',€,...) isomorfismo de
modelos, que es tinico y tal que M' es transitivo. [ |

A lo largo de este trabajo, cuando se haga uso del teorema ante-
rior, se dird que (M’', €,...) es el colapso transitivo de (M, E,...).

1.3. Cofinalidad y ntimeros beth

Definiciéon 1.8. Sea o un ordinal, entonces:
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i) Sea X C a, decimos que X no esta acotado o es no acotado en
a si sup X = a. En caso contrario se dird que X es acotado en
.

ii) Si v es limite y no cero, decimos que f : 3 — « es cofinal si
/18] es no acotado en a.

iii) Llamaremos cofinalidad de « al menor ordinal 3 tal que existe
f: 8 — « cofinal, denotamos este valor por cf(«).

Notemos que id : @ — « es siempre una funcién cofinal, con lo
que su cofinalidad es un valor bien definido; més atn, cf(a) < a.
No es dificil verificar que cf(«) es un cardinal para cualquier ordinal
limite a # 0.

Para ilustrar los conceptos anteriores, probaremos las siguientes
proposiciones que seran de utilidad a lo largo del trabajo.

Proposicion 1.9. Sea o # 0 un ordinal limite y X C « no acotado
en «, entonces cf(a) < |X].

DEMOSTRACION: Sea f : |X| — X una biyeccién, entonces g :
| X| — a dada por g(8) = f(B) es claramente cofinal. En efecto,
si 0 € a, entonces como X es no acotado, existe xg € X tal que
d < xy. Ya que f es biyectiva, existe oy € | X| tal que f(as) = zo,
con esto § < xp = f(as) = g(as).

Asi que por definicion, cf(a) < | X|. |

Proposiciéon 1.10. Sea o # 0 un ordinal limite y X C «a no
acotado en «, si type(X) =Xy f: A — X es un isomorfismo de
orden, entonces:

i) A< a.
ii) Sicf(a) = a entonces A = a.

DEMOSTRACION: i). Dado que X C «, entonces por un resultado
clasico tenemos que A = type(X) < type(a) = a.

ii). Por i) sabemos que A < . Si A < a, entonces dado que f es
biyectiva | X| = |A\| < A < a = cf(a). Por la proposicion anterior,
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esto implica que X es acotado en « lo cual es una contradiccion. B

Es interesante distinguir los casos donde cf(a) = «a. Asi que
consideremos los siguientes conceptos.

Definicién 1.11. Sea « un cardinal, diremos que x es regular si
cf(k) = k. Por otra parte, x es singular si cf(k) < k.

Recordemos las siguientes propiedades que cumplen los distintos
tipos de cardinales que hemos introducido.

Proposicién 1.12. Seqa k un cardinal y o un ordinal limite:

i) cf(a) es un cardinal regular.
ii) Si Kk es sucesor entonces K es reqular.

iii) K es singular si y solo si es la union ajena de menos que K
conjuntos con cada conjunto de cardinalidad menor que k.

iv) cf(N,) = cf(a). |

Otro concepto que es muy importante distinguir es el de un
cardinal limite fuerte, el cual hacemos claro a continuacion.

Definicién 1.13. Sea x un cardinal no cero, diremos que es limite
fuerte si para cada cardinal \ < k, 2* < k.

Se verifica de manera inmediata que un cardinal limite fuerte es
un cardinal limite. Un ejemplo claro de un cardinal limite fuerte es
Ng. Podemos caracterizar a los cardinales limite fuerte mediante el
siguiente concepto.

Definicién 1.14. Usando recursién definimos, para cada ordinal
a, 3, mediante:

iii) 3, = sup{3s} si a # 0 es limite.
B<a
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Observemos que para cada ordinal a, o < J,. Por induccion
transfinita sobre a. Para o = 0 es claro. Si a« = 5+ 1, entonces por
hipétesis inductiva, 8 < Jg < 2% = Jg,1 = 3, luegoa = f+1 <
.. Si « es limite, sea < «, entonces por hipotesis inductiva,
B < Js < Jpy1 < sup,,{3,} = Ja; se sigue que § < Iy, con lo
cual o C 3, i.e. o < 3,.

Un induccion similar a la anterior muestra que si 8 < « entonces

35 < ..

Lema 1.15. Si k es un cardinal limite fuerte entonces kK = Jy 0
k = 3y para algin ordinal limite .

DEMOSTRACION: Ya que k < 3, < J..1, entonces podemos con-
siderar o minimo con la propiedad de que x < 3J,. Claramente «
no es limite, de lo contrario o no es minimo. Ademés o # 0, pues
entonces xk no es limite fuerte; asi que a = §+ 1 para algtn ordinal
B. Luego, 35 < k < Jgyq = 279,

Por lo anterior, si 3 < k, entonces k no es limite fuerte, con
lo cual J3 = k. Ademas si  es sucesor, digamos § = v + 1 para
algiin ordinal v, entonces 3, < 2% = 3, = J5 = K, pero esto
es imposible pues k es limite fuerte. Con esto, £ es limite 6 § = 0. &

El siguiente lema es un resultado natural que uno esperaria a
partir de la definicién de los nimeros beth cuando se tiene un or-
dinal limite como indice.

Lema 1.16. Para cada ordinal limite o # 0, cf(3,) = cf(a).

DEMOSTRACION: Si ¢f(3,) = Ay cf(a) = u, entonces para f : yu —
« cofinal, consideremos g : u — 3, dada por g(§) = Jy(s). Notemos
que g es cofinal. En efecto, sea k < 3,, entonces x < I, para
alguna v < a y como f es cofinal, existe 6 < p tal que f(d) > 7.
Asi que, k < I, < Jys) = 9(0). Por tanto, por definicion tenemos
que A < .

Sea h : A\ — 3, cofinal, consideremos r : A — «a dada por
r(6) = B, donde 8 < « es el menor ordinal tal que h(0) < .
Comprobaremos que r es cofinal. Sea v < «, entonces 3, < 3, <
3., asi que como h es cofinal, existe d, < A tal que h(d,) > 3.
Ya que r(d,) es el menor ordinal tal que h(d,) < J,4,), entonces
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3, < h(0,) < s, de donde se sigue que v < 7(J,), de lo contrario
Jr5,) < 3, lo cual es imposible.

Lo anterior exhibe que r es cofinal y asi, por definicion p < .
En consecuencia, tenemos la igualdad deseada. |

Ahora, veremos como se relacionan los ntimeros beth con los
tamanos de los conjuntos bien fundados con rango menor al de un
ordinal dado.

Lema 1.17. Para cada ordinal o, |R(w+ «)| = 3. En particular,
si a > w? entonces |R(a)| = J,.

DEMOSTRACION: Primero, probemos por induccién sobre n que
para cada n < w, |R(n)] < w. Para n = 0 es claro, asi que su-
pongamos que se tiene para m < w y que n = m + 1, entonces
[R(n)| = [P(R(m))| = 27 < w.

Ahora, probaremos el teorema por induccién transfinita sobre
a. Si a = 0, entonces |R(w + a)] = |R(w + 0)] = |R(w)| =
|Uncw B()| < 3, [R(0)] = No - sup, . {|R(n)[} = Ro = Zo.
Ademés w C R(w), luego Jy = |w| < |R(w)| = |R(w + «)|. Asi que
|R(w)| = o

Si « = 41, y se tiene para 3, entonces |R(w + a)| = |R(w +
(B+1)] = [R((w+ ) +1)| = [P(R(w + §))] = 2P = 27 =
1 = o

Si « es limite y se tiene la afirmacion para cada 8 < «, entonces
|R<W + a)| = ’ U,8<w+a R(ﬁ)l = | Uﬂ<a R(w + a)| < Zﬂ<a |R(W +
B) = - supsnd|R(w + B)|} = a - suppeafIs} = a- 3y = s
Por otro lado, sea < «, entonces R(w + ) C R(w + «) asi
|R(w+ B)] < |R(w+ a)]; se sigue que supg_,{|R(w + 3)]}, es decir
Jo = sups,{3s} < |R(w + a)|. Por tanto |R(w + a)| = Ja.

Esto completa la inducciéon. Para verificar la dltima parte, su-
pongamos que « > w?, por aritmética ordinal existe 3 ordinal tal
que w? + B =a. Comow+a=w+ (W +h) = (w+w?)+8 =
wl+w)+B=w-w+f =w?+ B = q, tenemos que |R(a)| =
|R(w + a)| = 3. [ |
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1.4. Conjuntos cerrados

Como parte de este trabajo, encontraremos muchas veces la no-
cion de lo que es un conjunto cerrado asi como sobre un conjunto
cerrado y no acotado. Muchas de las pruebas, de los resultados que
se presentan, seran omitidas debido a que pueden ser encontradas
en cualquier texto basico.

Definicién 1.18. Un conjunto C' C «, con « un ordinal limite,
se dice cerrado en « si para cada A\ < « ordinal limite tal que
sup(C'N'A) = A se cumple que A € C.

La siguiente equivalencia a la definicion anterior serd muy 1til
cuando nos interese probar que algin conjunto es cerrado.

Teorema 1.19. Sea o un ordinal limite y sea C' C o, C' es cerrado
en « si y solo si para cada X C C' no vacio y acotado en « se
cumple que sup X € C. [ |

Veamos como podriamos aplicar este teorema con un ejemplo
sencillo.

Ejemplo. Si A es un ordinal limite, entonces para cada o < A\ los
intervalos (a, A) = {7 < A : a < 7} son conjuntos cerrados en A.
Més atin, son conjuntos no acotados en .

DEMOSTRACION: Sea A un ordinal limite y sea a < A, para probar
que (o, A) es un conjunto cerrado, consideremos X C (a,A) no
vacio tal que sup X < A, veremos que sup X € (a, \). Sea v € X,
entonces o < 7, asi a < sup X; y ya que sup X < A, se tiene por
definicion que sup X € (a, A).

Es claro que (a, A) es no acotado, pues si v < A, entonces para
S =méx{a+ 1,7+ 1} cumple que v < By que 8 € (a, ). [

Cada que tengamos un conjunto C' C « que cumpla con ser
cerrado y no acotado en «, con « un ordinal limite, usaremos el
término popular y diremos que C' es un club en «. Aunado a es-
te concepto, también es comun hablar de lo que es un conjunto
estacionario. Un conjunto estacionario es un objeto grande, en el
sentido de que se encuentra “en casi todas partes” pues siempre tiene
elementos en comtn con cualquier conjunto cerrado y no acotado.
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Definicién 1.20. Sea « un ordinal limite, S C « se dird conjunto
estacionario en « si para cada C' C « club en « se cumple que

SNC # 0.

Las siguientes son propiedades bésicas acerca de los conjuntos
estacionarios.

Proposicion 1.21. Sea a un ordinal limite con cf(a) > w y sea
S C «a, tenemos que:

i) Si S es un club en a entonces S es estacionario en .
ii) Si S es estacionario en a entonces sup S = a.

iii) Si S es estacionario y C es un club en a entonces S NC es
estactonario en o.

iv) Si S es estacionario en o y T 2O S entonces T es estacionario
en o [ |

Para terminar esta seccion hablaremos de funciones normales y
regresivas.

Definicién 1.22. Sea A un ordinal limite, na funciéon f : A — A
se dice normal si f es estrictamente creciente y para cada a < A

limite, se cumple que f(a) =sup{f(B): B < a}.

A continuacion listamos las propiedades mas relevantes acerca
de las funciones normales.

Proposiciéon 1.23. Sea « un cardinal reqular no numerable, en-
tonces:

i) Un conjunto C' C Kk es un club en K si y solo si existe una
funcion normal f : k — K tal que f[k] = C.

i) Si f: Kk — Kk es una funcion normal, entonces el conjunto de
puntos fijos de f es un club en k. |

Finalmente presentamos las funciones regresivas.
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Definicién 1.24. Sea x un cardinal y sea S C k, una funcion
f S — K se dird regresiva si para cada a € 5, f(a) < «, con
a > 0.

El resultado mas clasico acerca de funciones regresivas es el lla-
mado Pressing Down Lemma o Lema de Fodor el cual enunciamos
a continuacion.

Teorema 1.25 (Lema de Fodor). Sea k un cardinal regular no
numerable y f : S — Kk una funcion regresiva sobre un conjunto es-
tacionario S C K, entonces existe un conjunto estacionario T C S
y un ordinal v < k, tal que para cada a € T, f(a) = 7. [ |

1.5. Modelos

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en estudiar
modelos del lenguaje de la teoria de conjuntos, éste tltimo consiste
de un tdnico simbolo predicativo de aridad 2, a saber €; es decir,
Lrc = {€}. Algunas veces se considerara algin lenguaje £ que
extiende a Lrc.

Definiciéon 1.26. Una formula de LTC es una formula Ag si:
i) Es una formula atomica, ie. (z € y) 6 (x = y),

ii) Es de la forma ¢ A, o Vb, =, ¢ — 1 6 ¢ <> 1, donde ¢ y
¥ son formulas Ay,

iii) Es (3z € y)p 6 (Vx € y)p, donde ¢ es una formula A,.

Como es usual, (Fz € y)¢ y (Vx € y)p son solo abreviaciones
para dx(z € y A p) y Va(r € y — @) respectivamente.

Ahora, presentamos una manera de definir ¥ directamente,
sin recurrir a la definicion de |=, con lo cual no es necesario que M
y E sean conjuntos.

Definicion 1.27. Sean M un conjunto (clase), E una relacion bi-
naria sobre M y sea ¢(xy,...,x,) una formula del lenguaje de la
teoria de conjuntos (LTC). La relativizacion de ¢ a (M, E) es la
formula (1, ..., x,), definida inductivamente como:
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De manera similar para los otros conectivos y para V.

En el caso de que E es €, escribimos o en vez de o*F. Asu-

miremos que, cuando se trata la relativizacion o (zy, ..., z,), las
variables x4, ..., x, corren sobre M.

Algunas veces usamos la notacion usual (M, E) = ¢(xq, ..., 2,)
cada vez que M (xy,... x,) para cualesquiera xy,...,1, € M;

y se dird que el modelo (M, F) satisface p(z1,...,2,). Si M es
transitivo, entonces se dice que el modelo (M, E) es transitivo

Introducimos el concepto de submodelo elemental, el cual usa-
remos en diversas partes del trabajo.

Definicién 1.28. Sean 2 y 8 modelos para un lenguaje £, enton-
ces:

1. 2 es submodelo de 9B, denotado por A C B si A C By,

i) Si f es un simbolo funcional de aridad n, con n > 0,
entonces f = 2 | A",

ii) Si P es un simbolo predicativo de aridad n, con n > 0,
entonces P* = P N A",

iii) Si ¢ es un sfmbolo constante, entonces c* = ¢®.

2. S12A C By si ¢ es una féormula de £, entonces A <, B sig-
nifica que 2 |= p[o] siy solo si B = p[o] para toda valuacion
oen A.

Diremos que 2l es un submodelo elemental de B, lo cual de-
notamos por A =< B, si A <, B para toda féormula ¢ de
L.
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El siguiente lema de caracter auxiliar nos dar4d una condicién
necesaria y suficiente para que cierto submodelo 2 de algiin mo-
delo B sea del tipo elemental. Una demostracién para tal lema la
podemos encontar en [§].

Lema 1.29 (Criterio de Tarski-Vaught). Sea 2 un submodelo de *B.
Entonces 2 es un submodelo elemental de B si y solo si para cual-
quier formula p(v,w) y a € A, si existe b € B tal que B = ¢lb, al,
entonces eriste ¢ € A tal que A = ¢[c, a). [

Al trabajar en LTC, si 20 <, B (también escrito como A <, B),
diremos que ¢ es absoluta para A, B. Més atn, se dird que ¢ es
absoluta para 2 (absoluta para A) si A X V.

No es dificil verificar que, usando las definiciones respectivas, en
el LTC ¢ es absoluta para M siy solo si para cada xy,...,z, € M,

o(xy, ... xn) & @Mz, 2p).

Para poder probar que ciertas estructuras modelan ZFC, com-
probaremos que algunos conceptos basicos dentro de las mateméti-
cas son absolutos, en el sentido de la definiciéon anterior. Para ello,
veremos que muchos de ellos resultan ser del tipo Ag. Mediante el
siguiente lema, veremos que las formulas que son de este tipo son
absolutas cuando el modelo es transitivo.

Lema 1.30. S@ M es un modelo transitivo de Lrc y ¢ es una
formula Aq, entonces ¢ es absoluta para M.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre la complejidad de la formula.
Si ¢ es atomica, entonces por es clara la afirmacion.
Supongamos que se tiene para ¢ y veamos que ¢ = —) la cum-

ple. En efecto, como para cada z1,...,x, € M, ¥(z1,...,2,) <
YvM(xy,...,2,) entonces es claro que, para cada z1,...,7, € M,
—p(z1,...,2,) < YM(zy,...,2,). De manera similar se prueba
para o =Y A 7.

Ahora, si ¢ = (Fz € y)(x,y,x1,...,2,) y se tiene la afirmacion
para 1. Por hipotesis de induccion, para cada z,y, z1,...,x, € M,

(X, Yy, T1,. .., Ty) wM(x,y,xl,...,xn). Sean vy, x1,...,T, € M,
entonces:
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i) Si oM (y,z1,...,1,), lo cual es (I € y)Y(z,y, 21, ..., 7,))",
esto es (Fx(x € y A v(z,y,21,...,2,)))™, entonces al ha-
cer la relativizacion respectiva se tiene (Jz € M)(x € y A
vM(z,y,21,...,2,)) vy aplicando la hipotesis de induccion
(Jz e M)(z € yANY(x,y,x1,...,2,)). En esta ultima formula,
tenemos dx(x € yAY(z,y,x1,...,x,)), 0 bien (y, z1,...,T,).

ii) Sisetiene o(y,x1,...,2,),locuales (Jz € y)Y(x,y, x1,...,Ty,)
y esto es Jz(z € y AN Y(z,y,21,...,2,)), asi que por hipotesis
inductiva se tiene Jz(xr € y A vM(x,y,z1,...,7,)). Pero el
hecho de que = € y implica que x € M, debido a que y € M
y M es un modelo transitivo, entonces tenemos (dz € M)(z €
yAYM(x,y, 21, ..., 1,) usando la relativizacion esto es (Jz(x €

Yy A w(x>yaxl7 s 7xn)))M

Asi que, i) y ii) exhiben que ¢(y, z1,...,2,) <> (Y, X1, ..., Ty).
Esto completa la induccion. [ |

Finalmente, mostramos un par de conceptos que son Ag, con lo
cual son absolutos segin el lema anterior.

1. z C y. Para describir que = C y tenemos la formula (Vu €
T)u € yy ya que u € y es una formula Ay por definicion,
entonces toda la formula sigue siendo A.

2. z =z Ny. Para este caso, la formula es (Vu € z)(u € x Au €
y) N(Vu € z)(u € y - u € 2). La cual es claramente una
conjuncion de formulas Ag.

De manera similar podemos verificar que x Uy, z X y, w, f es
funcion, f es inyectiva, f es sobreyectiva, f es biyectiva, son con-
ceptos A\ v asi, absolutos en modelos transitivos de Lr¢c. Referimos
al lector a [4] y [10], donde encontrard mas al respecto, ademas de
poder verificar también que en modelos transitivos, la aritmética
ordinal es absoluta.

También enunciamos, de manera resumida, el segundo Teore-
ma de Incompletitud de Gdédel, el cual informalmente dice. Toda
teorfa aritmética, recursiva, axiomatizable y consistente no puede
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demostrar su propia consistencia. Recordemos que ZFC tiene es-
tas caracteristicas, por lo que no es posible demostrar que ZFC es
consistente, a partir de ZFC.
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Capitulo 2

Cardinales 1naccesibles

2.1. Propiedades

No hay una definicién precisa y generalizada de lo que es un
cardinal grande, ya que todos tienen la propiedad de proveer un
modelo para la teoria de ZFC, su existencia bajo ZFC es imposi-
ble de probar, de lo contrario tendriamos una contradiccion con el
Teorema de Incompletitud de Godel. Mas atin, son cardinales cuya
consistencia con ZFC no es posible probar. Esto nos lleva a pen-
sar que quiza no tiene sentido tomarlos en cuenta, sin embargo, el
estudio de estos objetos nos lleva a comprobar cuéles son los limi-
tes de las diferentes ramas de las matemaéticas, asi como descubrir
proposiciones que requieren méas teoria para ser probadas.

Comenzaremos el estudio de los cardinales grandes por los car-
dinales mas pequenos de ellos que son los llamados cardinales inac-
cesibles.

Definicién 2.1. Un cardinal limite no numerable x es llamado
débilmente inaccesible si k es regular. Si s es limite fuerte no nu-
merable y regular, entonces k se dice fuertemente inaccesible.

A los cardinales fuertemente inaccesibles, también se les dira
simplemente cardinales inaccesibles.

Suele verificarse en ZFC que existen cardinales que son puntos
fijos de la funcién aleph, es decir, existen cardinales s tales que
k = N,. De manera intuitiva podemos darnos cuenta que estos

19
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cardinales son bastante grandes pues en los casos mas comunes
siempre sucede que k£ < N, y que la diferencia entre ambos es
bastante grande; sin embargo, los cardinales inaccesibles son atin
més grandes, pues la funcién beth (que claramente crece mas rapido
que la funcion aleph) tiene como puntos fijos regulares los cardinales
inaccesibles.

Lema 2.2. Si k es inaccesible entonces k = 3,

DEMOSTRACION: Como k es no numerable, tenemos que k # Jy.
Ademas al ser k un cardinal limite fuerte, sabemos por el Lema|l.15
que k = J, para algin ordinal limite «. Recordando las propiedades
de los niimeros beth y que k es regular, tenemos:

a<d,=r=cf(k) =cf(3,) =cf(a) <a
De aqui que o = K y con ello k = 3, = J,.. [

Para poder demostrar que un cardinal inaccesible da lugar a un
modelo de ZFC, necesitamos un 1ltimo lema auxiliar.

Lema 2.3. Si k es inaccesible entonces para cada x € R(k), se
tiene que |z| < K.

DEMOSTRACION: Si x € R(k), entonces x € R(«) para algin
a < K, podemos asumir que a > w? ya que kK > w? y si a0 < w?, se
sigue que x € R(w?) pues R(a) C R(w?). Por el Lema se tiene
que |R(a)| = 3,. Por tanto, como = C R(«) pues R(«) transitivo,
tenemos que |z| < |R(«)| =3, < Iy = k. |

2.2. Relacion con ZFC

Finalmente, tenemos lo necesario para verificar que un cardinal
inaccesible k genera un modelo para ZFC. Lo que vamos a hacer
es ver que, a partir de ZFC, cada axioma de la teoria se cumple en
el modelo y, con ello dicho modelo satisface la teoria de Zermelo-
Fraenkel. Vale la pena mencionar que, ya que el Axioma de Com-
prension y el Axioma de Reemplazo son esquemas de axioma, es
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decir por cada férmula de L7¢ se tiene un axioma diferente, se en-
tiende en un principio que la conclusion del teorema dice que para
cada axioma de ZFC (los cuales son infinitos en el sentido mencio-
nado) el modelo lo satisface; pero, ya que el modelo que damos es
un conjunto, entonces lo consideraremos como modelo de ZFC en
el sentido de la teoria de modelos

Teorema 2.4. Si k es inaccesible entonces R(k) = ZFC.

DEMOSTRACION: Probaremos que en R(r) se verifican los axiomas
de ZFC.

i)

i)

iii)

Extension:
Ve,yVz(z €x <z €y) = 2 =1y)

Para comprobar que se cumple en R(k), sean z,y € R(k),
supongamos que para cada z € R(k), z € x <> z € y. Ya que
R(k) es transitivo,  C R(k) asi que para cada z € x, z € R(k)
y por hipodtesis z € y. De la misma forma cada z € y, es un
elemento de R(k) y entonces z € z. Luego, por el Axioma de
Extension, z = y.

Fundacion:
Ve(Fu(u € ) = y(y e e A—-Fz(z €z ANz €Y)))

Sea x € R(k)\ {0} entonces por el Axioma de Fundacion apli-
cado a z, existe y € x tal que ~3z(z € xAz € y), y ya que R(k)
es transitivo tenemos que y € R(k) lo cual se queria probar.

Comprension: Para cada férmula, ¢, sin y libre,
Vu(FyVe(z € y <>z € u A p(x)))

Sea u € R(k) y ¢ una formula de Lr¢ sin y variable libre, por
el Axioma de Comprension, IyVez(z € y <> x € u A ¥ (z)),
basta probar que y € R(k).

Notemos que por construccion y C vy como u € R(k), u €
R(a) para alguna o < k. Asi que, como u C R(«), entonces
y € R(«) con esto y € R(a+ 1) C R(k) por ser x ordinal
limite. Asi y € R(k).
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iv)

vi)

vii)

Par:
Ve, y(3z(z € 2 ANy € 2))

Sean x,y € R(k), entonces por el Axioma del Par 32/(z €
2Ny € 2'), consideremos z = {u € 2/ :u=2xVu=y}=
{z,y} el cual existe por el Axioma de Comprension, veamos
que z € R(k).

Como x € R(k), se tiene que x € R(«) para algin o < &, de
la misma forma y € R(/3) para algin 5 < k; si v = max{«, 5}
entonces x,y € R(7), luego z = {x,y} C R(7), asi z € R(y +
1) C R(k).

Union:
VE(FAVYVz(r € Y AY € F -z € A))

Sea F' € R(k), entonces por el Axioma de Union existe A’ tal
que YYVa(r € Y AY € FF — x € A'). Usando el Axioma de
Comprension consideremos A = {u € A’ : Y (Y € FAu €
Y)}, veamos que A € R(k).

Como F € R(«) para algin a < k, entonces F' C R(«), luego
paracada Y € F|Y € R(«). Por tanto, sea u € A, sabemos que
u€ Ay queexiste Y € Ftalqueu € Y C R(a), asi u € R(«a)
v entonces A C R(a). Con esto A € R(a+ 1) C R(k).

Ademas A es un elemento de R(k) que valida el Axioma de
Comprension en el modelo, ya que si z,Y € R(k) son tales que
xr €Y yY € F, entonces x € A" y por construcciéon x € A.

Infinito:
Fz(d € x AVy(y € x — S(y) € x))

Como R(k) es transitivo, w*) es el mismo ordinal w. Asi que,

de manera equivalente, veamos que w € R(k). Esto se sigue de
manera directa pues k es no numerable, asi que w = rank(w) <
K y entonces w € R(k).

Potencia:
Ve(IyVz(z Cx — z € y))
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viii)

ix)

Sea = € R(k), entonces por el Axioma del Potencia Jy'Vz(z C
x — z €y'). Consideremos y = {u € ¥ : u C z}.

Como = € R(a) para algin a < k, tenemos que =z C R(a).
Sea u € y, entonces u C x C R(a), luego u € R(a+ 1), y asi
y C R(a+1). Con esto y € R(a+2) C R(k).

Ademas y € R(k) es un elemento de R(k) que verifica el Axio-
ma del Potencia en el modelo, pues si z € R(k) es tal que
z C z, entonces z € y y por construccion z € y.

Eleccion:

VF0 ¢ FAVx,ye Flx £y —xzNy=10) —
ACVx € F(Fu e (CNzx) Yo € z(v = u)))

Sea F' € R(k), con ) ¢ F y para cada z,y € F, six # y
entonces Ny = (. Por el Axioma de Eleccion existe C” tal
que para cada x € F, C' N x consta de un solo elemento. Sea

C={ueC :uel|JF}, veamos que C € R(k).

Ya que F' € R(a) para algin a < k, entonces F' C R(«w),
asi que si w € JF, u € R(a) y con esto |JF C R(a). Por
construccion C' C [JF, luego C C R(«a) y por tanto C €
R(a+1) C R(k).

Finalmente, notemos que C' € R(k) valida el Axioma de Elec-
cion en el modelo. En efecto, sea x € F', entonces existe y €
C' Nz tal que para cada z € C'"Nx, z = y; como y € C' y
y € x,entonces y € C"yy € |JF, luegoy € Cyy € x, es
decir y € C'Nx. Sea z € C'Nx, entonces z € C' y z € x, luego
zeC'Nzy asi z=uy, lo cual se queria probar.

Reemplazo: Si ¢ es una férmula sin B como variable libre,
VA(Vx € ATlyp(z,y) — IBVz € A3y € Bp(z,y))

Sea ¢ una formula sin B variable libre, sea A € R(k) y su-
pongamos que para cada r € A, existe un tnico y € R(k) tal
que R(k) = ¢lz,y]. Por el Axioma de Reemplazo aplicado al
conjunto Ay ala formula ¢(x,y) = R(k) = ¢z, y| Ay € R(k),



24 2. CARDINALES INACCESIBLES

tenemos que existe B’ tal que para cada x € A, Jy € B’ para
el cual ¢(x,y). Con esto, la funcion f : A — R(k) dada por
f(z) el anico y € B’ tal que ¥(x,y), es decir y € R(k) cumple
que R(k) | ¢[x,y], estd bien definida.

Consideremos B = f[A] y probemos que B € R(k). Por el
Lema |A| < K, entonces si g : A — & definida por g(a) el
menor ordinal § < & tal que f(a) € R(0), se tiene que g[A] C &
y asi |g[A]] < k. Ademés, como |g[A]| < |A|] < K se sigue
que |g[A]] < k = cf(k), con lo cual por|1.9 g[A] es un conjunto
acotado en k. Sisup{g[A]} = A < &, entonces para cada a € A,
g(a) < A es decir f(a) € R(A). Por tanto, f[A] C R()\) y asi
Be RA+1)C R(k).

Finalmente, es claro que B € R(k) valida el Axioma de Reem-
plazo en el modelo. En efecto, sea = € A, para y = f(x) € B
tenemos que y € R(k) y R(k) = ¢z, y].

Por tanto, de i)-ix) se concluye que R(k) = ZFC. |

Uno podria pensar que entonces es necesario llegar hasta un
cardinal grande como lo es un inaccesible, para poder encontrar un
modelo para toda la teoria de Zermelo-Fraenkel, pero en realidad
hay una vasta cantidad de modelos de ZFC que son més peque-
nos que R(k) con k inaccesible. Esto lo exhibimos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.5. Sea k un cardinal inaccesible, entonces
M =A{a <r:(R(a),€) < (R(x), €)}
es un club en K

DEMOSTRACION: Verifiquemos que M es cerrado en k. Sea A\ < K
un ordinal limite tal que sup(M N A) = A, veamos que A € M.
Es claro que (R(\), €) es un submodelo de (R(k), €). Para probar
que es un submodelo elemental de (R(k), €) usaremos el criterio de
Tarski-Vaught. Sea ¢(v,w) una formula y supongamos que existe
b € R(k) tal que R(k) = ¢[b, a] para algunos a € R(\).

Como a € R()\), entonces a € R(f) para algin f < A, ya que
sup(M N'A) = X consideremos fy € M N A tal que By > f; dado
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que By € M, se tiene que (R(fy), €) = (R(k), €). Por el criterio de
Tarski-Vaught y como a € R(3) C R(f,) existe ¢ € R(fy) tal que
R(k) = ¢[c,al. Ahora, de R(f5y) C R(A) se sigue que ¢ € R(\) y
R(k) = ¢[c,al. Esto es lo que queriamos comprobar y asi (R()), €
) 2 (R(k), €), luego A € M.

Probemos que M es no acotado en k. Sea A\ < k. Notemos
que si para cada formula p(v,w) existe b € R(k) tal que R(k) E
@b, a] con a € R(k) entonces estd bien definida la funcién h, dada
por h,(a) un elemento de R(k) tal que R(k) = ¢[hy(a), ] i no
existe b € R(k) con la propiedad anterior, hacemos hy(a) = 0.
Usando recursion, construimos la sucesion (ay,)n<,. Para n = 0,
oy = A+1. Dado o, notemos que |{h,(a) : ¢ es una féormula y a €
R(an)}H < No - |R(an)[M < |R(k)| = &, pues el lenguaje Lrc es
finito y x es inaccesible. Luego, existe a,+1 < x tal que {hy(a) :
¢ es una formula y @ € R(a,)} C R(api1) ¥ i < Qg

0,

Para cada n < w consideremos ¢, (v, w) = (rank(v Uw) > a,),
entonces es claro que existe vy € R(k) tal que R(k) = én[vo, wo)
para algin wy € R(w,). Ya que para cada x € R(q,), rank(z U
wp) < @, entonces hy (wo) ¢ R(ay); con esto a;, < ani1. Sea
a = sup{a, : n < w}, como k es regular y no numerable, entonces
a < K. Veamos que o € M, es decir verifiquemos que (R(a), €) <
(R(k), €).

Sea ¢(v,w) una formula, supongamos que existe b € R(k) pa-
ra el cual R(k) = ¢[b,a] para a € R(a). Como « es limite, en-
tonces a € R(S) para algin § < «, con lo cual a € R(«,) pa-
ra algin n < w. Luego hy(a) € R(an11) es un elemento tal que

R(k) = ¢lhy(a),al; asi que ¢ = hy(a) € R(ay4+1) € R(a) cumple

que R(k) | ¢[c,a]. Por tanto, por el criterio de Tarski-Vaught,
(R(a),€) = (R(K),€), luego « € M y a > A, asi M es no acotado
en k. u

Para poder probar que, a partir de ZFC no se puede probar
la existencia de cardinales inaccesibles, demostraremos que, si uno
considera el modelo R(k), donde k es el cardinal inaccesible méas
pequeno, entonces tal modelo no contiene ningtin cardinal inacce-
sible y con esto se prueba lo que queriamos. Para poder verificar
esto, veremos que un cardinal inaccesible segiin el modelo R(k) es
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en verdad un cardinal inaccesible; es decir, vamos a verificar que p
es inaccesible es un concepto absoluto para el modelo R(x), cuando
k es tal que se tiene un modelo para la teoria de Zermelo-Fraenkel.

Teorema 2.6. Las expresiones siguientes son absolutas para cual-
quier R(\), con A limite, tal que R(\) E ZFC:
i) a es un ordinal.

i) P(x).

i) Kk es un cardinal

iv) La aritmética cardinal, i.e. k + p, Kk - pu, k*.

cf ().

Kk es un cardinal sucesor, limite, reqular, singular, débilmente
wnaccesible o fuertemente inaccesible.

A%

i)
1)
1)
)
)
vi)

DEMOSTRACION: i). Es un teorema de ZFC que « es un ordinal si y
solo si «v es transitivo y € satisface la tricotomia en «, veremos que
ambos son conceptos Ag. « es transitivo si y solo si Vu € a(u C «a),
esto es evidentemente una formula Aj. € satisface la tricotomia en
asiysolosiVr,y € alr € yVae=yVy € x), la cual también es
una formula Ag. Por tanto, la conjuncion de estas formulas, que es
« es ordinal, también es Ag y como R(\) es transitivo, se tiene que
a es ordinal es absoluto para el modelo.
ii). En ZFC se tiene que,

VaVu(u € P(x) <> u C z),

va que R(\) E ZFC tenemos que esta formula (relativizada) se
cumple en el modelo. Relativizando, tenemos Vz,u € R(\)(u €
P(z)N « u C ), donde u C z al ser un concepto absoluto se
mantiene igual después de la relativizacion.

Ya que P(x)FX es un elemento de R(\) por definicién y como el
modelo es transitivo, se tiene que si u € P(z)%™ entonces u € R(\)
y con esto u C x; es decir P(z)FN C R(A) N P(z). Dado que
R(\) NP(z) C ’P( )EX) por el parrafo anterior, concluimos que
P(2)FN = R(\) N P().
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Ahora, como z € R()\), x € R(«a) para algin a < A, luego

si y C x se tiene que y C R(«a), asi y € R(a + 1). Con esto,
P(x) € R(a+1) € R(\) y entonces R(\) N P(x) = P(x), en
particular P(z)%N = P(z).

iii). Para ver que k es un cardinal es un concepto absoluto,

verificaremos que k es un cardinal <+ kK es un cardinal ™™,

a)

Supongamos que £ € R(\) es un cardinal™™ | esto es -df,a €
RN\ (o < kA f 1 a — kK biyectiva) (no hemos relativizado el
hecho de que f es funcién y es biyectiva pues son conceptos
absolutos en modelos transitivos) y x es un ordinal ™™ por i)
tenemos que k es un ordinal.

Ahora, si existe a < k' y f : a@ — k biyectiva, entonces para
f < XA con k € R(f), tenemos por la transitividad de R(\)
que @ € R(B) y yvaque f C ax k C R(S +2), se sigue que
f € R(B+3) C R(\) y con esto k no es un cardinal®. Por
tanto, debemos tener que k es un cardinal.

Por otro lado, supongamos ahora que k € R(A) es un cardinal.
En ZFC tenemos que,

Vi(Va < k(f : @ — Kk no es biyectiva)),

en particular esto se cumple para cualquier ordinal menor que s
y cualquier funcion f en el modelo, y ya que el concepto de fun-
cion biyectiva es absoluto, esto significa que x es un cardinal #™V.

iv). Verificaremos que k + u es absoluto para cada r, A € R(\)

cardinales, es decir veremos que el resultado de la operaciéon es el
mismo dentro y fuera del modelo, la parte de que « - i es absoluto
es similar.

Sean K, € R(\), si Ky p son finitos, entonces la suma de K y

it como cardinales coincide con la suma de x y g como ordinales,
sabemos que este concepto es absoluto, asi que k 4 p es absoluto.

Si k 6 pno es finito, tenemos que se prueba en ZFC que k +

es un cardinal y 3f(f : (k x {0}) U (ux {1}) — K+ u es biyectiva).
Ya que R(\) = ZFC, entonces lo anterior relativizado se cumple
en el modelo, asi (k + ) es un cardinal y 3f € RO\)(f : (k x
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{0V U (px {1}) = (k + p)EN es biyectiva), no hemos relativizado
conceptos que sabemos que son absolutos. Asi que (k + u)R(’\) =
(kX {0}) U (ux {1})] = & + p.

Para la exponenciacion de cardinales, podemos usar el mismo ar-
gumento anterior, pero hay que asegurarnos que “« es absoluto. Pro-
baremos esto en general. En ZFC se tiene que: VAVBYf(f € PA «
f: B — A). Relativizando, VA, B, f € RO\)(f € (BA)FN « f:
B — A), pero si A, B € R()), entonces podemos elegir f < \ tal
que A, B € R(f) y como f C Bx AC R(8+2), se tiene que cada
f: B — A cumple que f € R(\).

Usando la formula relativizada tenemos que dado f € BA, f €
(BA)EX  la otra contencion es clara asi que BA = (BA)RX,

v). Sea a« € R(A) un ordinal limite, notemos que para f :
cf(a) — « cofinal, como cf(a) < «, se tiene que f € R(A). Ob-
servemos también que el ser “cofinal” es un concepto A, pues en
general g : f — [ es cofinal «» Vo < f'(Fy < 5(d < g(7))), luego
es un concepto absoluto. Asi que f es una funcion en R(\) que es
cofinal®™ | entonces por definicion se sigue que cf(o)FN < cf(a).

Por otro lado, en ZFC tenemos

VBAf(f : cf(B) — B es cofinal),

relativizando V3 € R(\)3f € R\)(f : cf(B)FN — B es cofinal),

en particular para a € R()\) existe f' : cf(a)®™ — « cofinal. Asi

que por definicion cf(a) < cf (a)®™. Por tanto, cf(a) = cf (o)™,
vi). Sea k € R(\) un cardinal, entonces

a) Sik es un cardinal sucesor™™ | existe p cardinal ™ tal que K es
el menor cardinal con p < k, por iii) esto implica que k es un
cardinal sucesor. De manera similar se muestra que x cardinal
sucesor implica x cardinal sucesor®™.

b) Si k es un cardinal limite™™ | entonces & es un cardinal y no
existe u € R(\) tal que u™ = k. Esto implica que k es un
cardinal limite, pues si existe x cardinal tal que u™ = x entonces
en particular y < k y asi p € R()) lo cual es imposible.

Por otro lado, si k es un cardinal limite, entonces es un cardinal
y no existe cardinal p tal que u™ = K, en particular no existe
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cardinal p € R(\) con esta propiedad. Se sigue asi que k es un
cardinal limite®™,

En ZFC tenemos que x es un cardinal regular si y solo si k es
un cardinal y cf(k) = &, por iii) y v) esto @ltimo es equivalente
a que K es un cardinal #M y cf(k)EX = k lo cual equivale a que
% es un cardinal regular®®,

De manera analoga al caso anterior se prueba que s es un car-
dinal singular si y solo si  es un cardinal singular®™.

k es un cardinal débilmente inaccesible si y solo si kK # w, K es
un cardinal limite y regular, por lo anterior esto es equivalente a
que k # WY, k es un cardinal limite®™™ y regular®™ . lo cual
equivale a que x es un cardinal débilmente inaccesible®™.

Basta ver que el concepto “k es un cardinal limite fuerte” es
absoluto para R(\), pues entonces solo hay que aplicar la técnica
del concepto anterior para ver la absolutez de la formula “x es
un cardinal fuertemente inaccesible”.

Si k es un cardinal limite fuerte®™™. tenemos que para cada
p € R()\) con p < k se cumple que (2#)FN = 2# < k. Por
ser R(\) un conjunto transitivo, se tiene que para cada pu < k,
p € R()N), de aqui que 2# < k y asi k es un cardinal limite fuerte.

Si k es un cardinal limite fuerte, entonces para cada p < k,
2! < Ky en particular para cada cardinal p € R(\) se tiene esta
propiedad y asi, como la aritmética cardinal es absoluta, x es

un cardinal limite fuerte®™. [ |

Finalmente estamos en posicion de verificar que, la axiomatica

de Zermelo-Fraenkel no es suficiente para probar la existencia de
cardinales inaccesibles

Corolario 2.7. La existencia de cardinales inaccesibles no es de-
mostrable a partir de ZFC.

DEMOSTRACION: Supongamos por contradiccion que si, es decir,
en ZFC se puede probar que existen cardinales inaccesibles. Sea
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el menor cardinal inaccesible, entonces por el teorema tenemos
que R(k) = ZFC. Ya que ZFC prueba la existencia de cardina-
les inaccesibles, entonces existe u € R(k) tal que p es un cardinal
inaccesible®*) v por el teorema anterior tenemos que u es un car-
dinal inaccesible. Pero, como 1 € R(k) y & es inaccesible, se tiene
que i = |u| < k lo cual contradice la minimalidad de & [

Uno podria pensar que, aunque no podemos probar la existen-
cia de cardinales inaccesibles, podemos asumir que existe al menos
uno y tomar esto como un axioma nuevo a la teoria de ZFC. Sin
embargo, debemos asegurarnos que la nueva teoria que resulta es
consistente, es decir que no da lugar a contradicciones pues de lo
contrario no tiene sentido seguir en una teoria asi. Es decir, nos gus-
taria probar, asumiendo la consistencia de ZFC, que es consistente
suponer que existe al menos un cardinal inaccesible. Desafortuna-
damente, el siguiente corolario nos dice que esto es imposible de
probar.

Corolario 2.8. 571 denota la formula: existe al menos un cardinal
inaccesible. Entonces no se puede probar la consistencia de ZFEC+1I,
asumiendo la consistencia de ZFC.

DEMOSTRACION: Supongamos que si, entonces por el teorema [2.4]
en ZFC+I se prueba que existe un modelo de ZFC, asi ZFC F
con(ZFC), por hipétesis, ZFC + I = (con(ZFC) — con(ZFC + 1)),
se sigue que ZFC + I+ con(ZFC + 1), lo cual contradice el segundo
teorema de incompletitud de Godel. [

Esto no significa que es un error trabajar en una teoria donde
aceptamos la existencia de al menos un cardinal inaccesible, solo
que no podemos probar la consistencia de esta nueva teoria.

Finalmente, para terminar el estudio de los cardinales inacce-
sibles notemos que la existencia de un cardinal inaccesible es una
suposicion muy fuerte, en el sentido que asumiendo que existe al
menos uno, no es posible probar que existe un segundo cardinal
inaccesible. Pues observemos que si I; es la formula que asevera la
existencia de al menos un cardinal e I, es la formula que nos dice que
existe un segundo cardinal inaccesible, entonces si ZFC + I; F I,
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podemos considerar a k y ;4 como el primer y segundo cardinal inac-
cesible respectivamente. Por la absolutez del concepto de inaccesi-
bilidad y ya que k < u, entonces k € R(u) y asi R(u) = ZFC + 14,
pero por la suposiciéon, existen al menos dos cardinales inaccesibles
en R(u), pero esto contradice que u es el segundo cardinal inacce-
sible.



32 2. CARDINALES INACCESIBLES




Capitulo 3

Cardinales Mahlo

Presentamos ahora otro tipo de cardinales grandes, los llamados
cardinales (de) Mahlo. Una vez que entramos al terreno de los cardi-
nales infinitos, encontramos bastantes cardinales regulares al inicio.
Una pregunta natural es, en que momento x es un cardinal de ma-
nera que tiene una “gran cantidad” de cardinales regulares menores
que él. Para precisar esto, lo que nos interesa es saber cuando un
cardinal x tiene una cantidad estacionaria de cardinales regulares
por debajo de él. Con lo cual damos la siguiente definicion.

Definicion 3.1. Sea s un cardinal infinito.

i) Kk es débilmente Mahlo si el conjunto {i < K : u es regular} es
estacionario en k.

ii) k es (fuertemente) Mahlo si x es limite fuerte y débilmente
Mahlo.

En realidad, esta condicién parece simple al principio, pero en
realidad un cardinal débilmente Mahlo es grande, tan grande como
probaremos a continuacion.

Lema 3.2. Sea k un cardinal débilmente Mahlo, entonces:
i) cf(k) > w,
ii) K es reqular,

iii) k es un cardinal limite.

33
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DEMOSTRACION: i). Si cf(k) = w, entonces para f : w — & cofinal
consideramos D = {f(n)+1: n < w}, afirmamos que D es un club
en k. D es claramente no acotado, pues si § < k, existe n € w tal
que 0 < f(n) luego § < f(n)+1 € D.

Para ver que D es cerrado, sea A < k un ordinal limite tal
que A = sup(D N A), como D es no acotado existe n < w tal que
A< f(n)+1.Si8 € DN, entonces 5 < A < f(n)+1y = f(m)+1
para algiin m < w, como f es creciente se sigue que m < n. Asi que
DNnA={B<A:8=f(m)+ 1paraalginn < w} C {f(k)+1:
k <n}.

De lo anterior se sigue que D N A es un conjunto finito, luego
sup(DNA) es en realidad un maximo, digamos que A = sup(DNA\) =
B € DN A, pero esto implica que A < X lo cual es imposible. Por
tanto, no existe A < k tal que A = sup(DNA) y asi D es claramente
cerrado.

Por tanto D es un club y como « es débilmente Mahlo, debemos
tener que {y < K : pesregular} N D es estacionario en K, pero
D esta formado por ordinales sucesores, los cuales claramente no
pueden ser regulares. Concluimos que cf(k) > w.

ii). Supongamos que k es singular. Sea v = cf(k) < k; si f :
7 — K es cofinal, entonces C' = f[y] es un conjunto no acotado
en k, y como |C| = |f[7]| < |v| = v = cf(k), debemos tener que
|IC| =~ < k.

Consideremos C* = { € C : f > v}, claramente C* es no
acotado y C* C k\ (y+1). Ademés, como |C*| < |C| = v = cf(k) se
sigue que |C*| = v = |C|. Ahora, si X = {\ < k: X es limite y A =
sup(C* N A\)}, afirmamos que X es un club en k.

Sea 0 < k, usando recursién construimos una sucesion numera-
ble de ordinales en C*. Para n = 0, ya que C* es no acotado, elegi-
mos ag € C* un ordinal tal que ag > 9. Dado o, € C*, 11 € C*
es un ordinal con o, 11 > . Asi (a,)n<w €S una sucesion creciente
de ordinales, sea o = sup{a,, : n < w}, ya que cf(k) > w, se tiene
que a € K. Si probamos que a € X, entonces X es no acotado en
K pues 0 < ag < Q.

Claramente « es un ordinal limite, resta demostrar que a =
sup(C* N «). Es facil ver que a es una cota superior de C* N a,
luego sup(C* Na) < a. Sea < a, entonces < «,, para algin
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n < w, como o, < ay a, € C* por construccion, tenemos que
a, € C* N a. Por definicion, tenemos que «,, < sup(C* Na) y
va que [ < «, se tiene que 5 < sup(C* N «); con esto, hemos
probado que a C sup(C* N «) lo cual en ordinales es lo mismo que
a < sup(C* N a). Por tanto, o € X.

Ahora, veamos que X es cerrado en k. Sea § < k ordinal limite
tal que § = sup(X N §), probaremos que § € X, es decir, verifi-
quemos que 6 = sup(d N C*). Como 0 es cota superior de C* N ¢
tenemos que sup(C* N¢§) < 4. Sea f < § = sup(X N §), enton-
ces B < A para algin A € X NJ, ademas A < J y cumple que
A =sup(C*NA). Yaque < XA =sup(C*NA) < J, se sigue que
B < X para algian X € C* N \; dado que X' € C* N A tenemos que
N <A<, luego N < dy N eC* esdecir N € C*N§. Por tanto,
como [ < X < sup(C* NJ), tenemos que 5 < sup(C* N J) y asi
d < sup(C*NJ).

De lo anterior X es un club en k. Como & es débilmente Mahlo,
existe 4 € X tal que p es un cardinal regular. Observemos que
[ > 7y, pues si p < 7y, entonces ya que pu € X tenemos que j =
sup(C* N p), pero para cada 5 € C* N u se tiene que § > v > p =
sup(C* N p) lo cual es imposible.

Asi que, como p = sup(C* N p), tenemos que C* N p es no
acotado en p y p es regular, con lo cual type(C* N u) = p. Por
tanto || = p = type(C* Np) = |C*Nu| < |C*| =~ < plo cual es
una contradiccion. Luego, debe ser que k es regular.

iii). Supongamos que k es un cardinal sucesor, digamos que
AT = k para algin cardinal \. Consideremos el club (), k), co-
mo « es débilmente Mahlo existe 1 € (A, k) tal que p es un cardinal
regular. Pero esto es imposible pues x es el cardinal més pequeno
tal que Kk > . [

3.1. Mahlo vs inaccesibilidad

Como podemos observar, un cardinal débilmente Mahlo, debe
ser muy grande, pues de manera inmediata podemos darnos cuenta
de que al tener cofinalidad mayor que w, tenemos que es un cardinal
no numerable, al ser regular y limite tenemos que es débilmente
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inaccesible. Por otro lado, al considerar un cardinal fuertemente
Mahlo, ya que es limite fuerte (y por lo anterior) resulta ser un
cardinal fuertemente inaccesible. Pero un cardinal Mahlo va més
alla de eso como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sea k un cardinal:
i) si k es débilmente Mahlo, entonces el conjunto
{\ < Kk : X es débilmente inaccesible}
es estacionario en K;
ii) si k es Mahlo, entonces el conjunto
{\ < K : X es inaccesible}
es estacionario en K.

DEMOSTRACION: Probaremos el caso en el que k es Mahlo, el caso
restante se hace de manera similar.

ii). Consideremos C' = {\ < k : A es un cardinal limite fuerte},
probaremos que C' es un club en k.

Para ver que C es no acotado en k, sea o < k, usando recursion
definimos (fi,)n<. una sucesion creciente de cardinales. Para n = 0,
elegimos 119 = 201 y dado pin, fins1 = 2#». Como & es un cardinal
limite fuerte, entonces para cada n < w, u, € Ky, ya que cf(k) > w
tenemos que p = sup{u, : n < w} € k. Claramente p es un cardinal
limite fuerte, pues si A < p es un cardinal, entonces existe p, > A
para algiin n < w y asi 2#» > 2* por definiciéon de pu se tiene que
2A < p. Conesto € C'y > a, con ello C es no acotado en k.

Probemos que C' es cerrado, usando la equivalencia en Sea
X C C no vacio con sup X < k, entonces sup X es un cardinal
limite fuerte ya que si A < sup X, existe p € X tal que A\ < p,
como p es un cardinal limite fuerte, se sigue que 2* < p < sup X.
Con esto, sup X € C.

Finalmente, como C' es un club y x es Mahlo, entonces CN{\ <
k1 Aesregular} = {\ < k : X es cardinal limite fuerte y regular}
= {\ < K : X es inaccesible} es estacionario en . [
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Por tanto, la existencia de al menos un cardinal Mahlo implica
la existencia de una infinidad de cardinales inaccesibles, pues por el
teorema anterior forman un conjunto estacionario en k, esto es una
suposicicion muy fuerte, ya que como vimos en el capitulo pasado,
la existencia de un cardinal inaccesible no implica la existencia de
un segundo cardinal inaccesible. De hecho, usando el Lema de Fodor
podemos probar que ni siquiera un cardinal inaccesible que sea tan
grande como para ser el k-ésimo cardinal inaccesible, i.e. un punto
fijo de la inacceesibilidad, es Mahlo.

Proposicion 3.4. Sea k el menor cardinal inaccesible tal que k
es el k-ésimo cardinal inaccesible. Entonces k no es un cardinal

Mahlo.

DEMOSTRACION: Supongamos que S = {k, : @ < K} es una enu-
meracion de los cardinales inaccesibles menores que k. Si k es Mah-
lo, entonces S es un conjunto estacionario en x por el teorema
anterior. Consideremos f : S — k dada por f(k,) = «a, para cada
a < Kk tenemos que a < Ko. En efecto, por induccion transfinita,
para o = 0 es claro; si @« = [ + 1 para algin ordinal [, como
kg < Kg41 se sigue que B < Kgqq, luego B+ 1 < kgqq; por ultimo,
sl a es limite, sea [ < « entonces 8 < kg < Ky, asi que 8 < Ko ¥
con ello a < K,

Ademas, si @ = K, para algiin « < k, entonces « es el a-ésimo
cardinal inaccesible, lo cual es imposible pues k es el primero con
esta propiedad. Asi, para cada a < kK, a < K, por tanto f es una
funcion regresiva. Por el Lema de Fodor existe T C S estacionario
en k tal que f(u) = para algin v < k y para todo p € T.

Pero lo anterior implica que p = k, para todo p € T, asi
T = {ky} y este claramente no intersecta al club (k,, %), lo cual
contradice que T es estacionario en k. [ |

Encontrar cardinales regulares que modelen ZFC es muy dificil,
pero un cardinal Mahlo es suficientemente grande como lo vemos a
continuacion.

Proposicién 3.5. Sea k un cardinal Mahlo, entonces

M ={u<k:uesregular y (R(n),€) = (R(k),€)}
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es estactonario en K.

DEMOSTRACION: Como k es Mahlo, entonces es inaccesible y asi,
por la proposicion tenemos que M' = {a < k : (R(a),€) =<
(R(k),€)} es un club en x, luego es claro que M es estacionario
en k, al ser la intersecciéon de un club con el conjunto estacionario
{1 < K : p es regular}. [

De hecho, por el teorema podemos reemplazar la condicion
de ser regular en el conjunto M de la proposicion anterior por la
condicion de ser inaccesible, y M aun seria un conjunto estacionario
en k. Por tltimo, recordemos que una funciéon normal en un cardinal
regular no numerable tiene como club el conjunto de puntos fijos
de la funcion, si ademas requerimos que el punto fijo sea regular,
entonces no es posible encontrar (a partir de ZFC) un cardinal
que cumpla esto tltimo. Resulta que un cardinal debe ser muy
grande para poder verificar la propiedad anterior junto con la dltima
condicion.

Teorema 3.6. Un cardinal infinito reqular k es débilmente Mahlo
sty solo si toda funcion normal con dominio k tiene un punto fijo
reqular.

DEMOSTRACION: a). Supongamos que « es débilmente Mahlo, sea
f kK — k una funcién normal, entonces por el teorema [1.23 el
conjunto {a < K : f(a) = a} es un club en K y como {u < & :
w es regular} es estacionario en k, existe u < k tal que u es regular
y f(p) = p

b). Comprobemos que k es débilmente Mahlo suponiendo que
cada funcion normal con dominio k tiene un punto fijo regular.
Queremos demostrar que {u < k : p es regular} es un conjunto
estacionario en r, para ello sea C' un club en &, entonces type(C) =
k asi que, para f : kK — (' isomorfismo de orden se tiene que f
es normal. En efecto, resta ver que si A < k es limite, entonces
fA) =sup{f(v) : v <AL

Sid =sup{f(7) : v < A}, entonces podemos notar que § cumple
que § = sup(C' N d). En efecto, resta ver que § < sup(C NJ), sea
a < 0, luego existe v < A tal que oo < f(7), y como f(v) € C se
sigue que f(y) € C'N§; por tanto a < f(y) < sup(C N J) y asi
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a < sup(C'Né), con ello § < sup(C'NJ). Ya que C es cerrado en k,
se tiene que 0 € C.

Ahora, como f es sobreyectiva, existe ag < k tal que f(ag) =
5. Ya que f(A) > f(v) para cada v < A, tenemos que f(\) >
sup{f(y) : v < A} = = f(ao) luego, por ser f isomorfismo de
orden obtenemos que A > ag. Si ag < A, entonces ag + 1 < A
pues A es un ordinal limite, pero por ser f isomorfismo f(«ay) =
d < f(ap + 1) lo cual es imposible. Por tanto oy = A y entonces
fA) = flag) =6 =sup{f(7) : v < A}

De lo anterior f es una funciéon normal y por hipdtesis existe
a < k tal que f(a) = a, entonces a = f(a) € C'y es regular con lo
cual el conjunto {u < K : p es regular} es estacionario en k. [

Un obvio resultado es el siguiente.

Corolario 3.7. Si k es débilmente Mahlo y [ es normal con domi-
nio k, entonces [ tiene Kk puntos fijos requlares.

DEMOSTRACION: Como C' = {u < k : u es punto fijo regular} es
la interseccién de un club y un estacionario, entonces C' es estacio-
nario en s, luego C' es no acotado en k y asi |C| = k. |

3.2. Cardinales a-Mahlo

Finalmente, para cerrar este capitulo vamos a clasificar los car-
dinales Mahlo generalizando su definicion.

Definicién 3.8. Sea 7 un ordinal infinito. Usando recursion defi-
nimos, para cada ordinal o, M,(7y) mediante:

i) My(y) = {k < v : Kk es inaccesible},

i) Mai1(7) =A{r € Ma(y) : {n <r:p€ M)} es

estacionario en k},

i) Ma(y) =[] Ms(7) si a # 0 es limite.

B<a
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Para cada « ordinal consideramos la clase M, = (J{M.(7) :
v es ordinal}. Si k € M,, para algin ordinal «, diremos que k es
un cardinal a-Mahlo.

Podemos concluir un par propiedades relevantes de los cardina-
les a-Mahlo a partir de la mera definicion.

Proposicién 3.9. Para cada ordinal o,
i) si k € My(vy) entonces k < ~;

i) si k € My(y) y & < 08, para algin ordinal 6, entonces k €
M,(6).

DEMOSTRACION: Haremos ambas pruebas por induccion transfini-
ta sobre a.

i). Si a = 0 se tiene por definicion. Si @ = 8 + 1, entonces
Kk € Mpa(v), luego por hipotesis de induccién k < 7. Si « es limite
y & € M,(7), se tiene que k € Mz(y) para cualquier § < a, en
particular y por la hip6tesis de inducciéon se sigue que xk < 7.

ii). Para o = 0, como x € My(y) tenemos que « es inaccesible y
va que k < d, entonces k € My(6).

Si a = f+ 1, dado que kK € M,(v) tenemos que k € Mz(7),
luego por hipétesis de induccion k € Mz(d). Ademas, ya que {p <
k€ Mg()} es estacionario en k, se sigue que si C' es un club
en Ky pp € CNMg(y) con o < k, entonces como p € Mgp(y) y
@ < Kk < 0 tenemos por hipotesis de induccion que p € Mg(6),
luego € C'NMpg(9). Con esto {u < k: p € Mg(5)} es estacionario
en Ky asi Kk € Mgy1(0) = M,(9).

Si «a es limite y k € M,(7), entonces para cada § < a, k €
Mpg(7) con lo cual por hipotesis de induccién x € Mg(d), i.e. para
cada 8 < a, Kk € Mp(d), lo que implica que r € (g, Mp(d) =
M, (9). [

Esto nos permite dar una caracterizaciéon para un cardinal a-
Mabhlo, la cual serd mas directa y facil de comprobar.

Proposicién 3.10. Para cada cardinal infinito k y cada ordinal c,

i) Kk es 0-Mahlo si y solo si k es inaccesible,
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ii) k es (o + 1)-Mahlo si y solo si k es a-Mahlo y {u < K :
w es a-Mahlo} es estacionario en K,

iii) Kk es a-Mahlo, con « # 0 limite, si y solo si k es -Mahlo para
cada B < «.

DEMOSTRACION: La equivalencia en i) es clara.

ii). Supongamos que k es (a + 1)-Mahlo, entonces k € My 1(7)
para algin ordinal 7, luego k € M, (), asi k es a-Mahlo. También
{p < Kk :p € My(7y)} es estacionario en kK y como {u < Kk : p €
M,(v)} € {p < Kk : pes a-Mahlo}, se tiene que este ultimo es
estacionario en k.

Ahora supongamos que k es a-Mahlo y {u < k : u es a-Mahlo}
es estacionario en k, para probar que k es (a+1)-Mahlo veremos que
K € Myy1(7y) para algin ordinal . Ya que k es a-Mahlo entonces
Kk € M,(v) para algtn ordinal v; afirmamos que kK € M,.1(7), para
ello resta ver que {u < kK : pu € M,(7)} es estacionario en k.

Sea C' un club en &, por hipétesis existe g € C tal que pg < k
v o es a-Mahlo. Como x € M,(v), por la proposicion anterior
tenemos que k < vy asi g < . Ademas dado que o es a-Mahlo
se tiene que py € M, () para algin ordinal 4, por lo anterior y
usando ii) de la proposicion anterior, se sigue que g € My (7). Con
esto CN{pu < k:p€ My(y)} #0. Lo cual completa la prueba de
la afirmacion y asi k es (a + 1)-Mahlo.

iii). Si k es a-Mahlo, entonces k € M,(7y) para algin ordinal
7, luego k € Mz(7y) para cada f < «, asi k es -Mahlo para cada
b < a.

Por otro lado si xk es f-Mahlo para cada § < «, entonces para
cada § < a, K € Mg(ys) con v ordinal. Tenemos que k < 5 para
cada f < «, hacemos 7 = min{vs : § < a}. Claramente x < 7y asi
que k € Mpg(7) para cada 8 < a. Con esto k € (5, Ms(7) y luego
k es a-Mahlo. |

Por tanto, es facil darnos cuenta que los cardinales Mahlo son
justamente los cardinales 1-Mahlo. También, podriamos preguntar-
nos que tan grande puede ser un cardinal x segiin esta categoria, es
decir, si existe un ordinal « tal que k a lo més puede ser a-Mahlo.
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Supongamos que k es a-Mahlo, por lo anterior tenemos que para
cada 8 < « existe p tal que p es B-Mahlo. Para cada 8 < «, si pg es
el menor cardinal g-Mahlo, entonces la funcion f : o — k dada por
f(B) = pp esta bien definida. Veamos que f es inyectiva, si 81 # (2
pero f(B1) = f(B2), supongamos que [y < [, tenemos que jg, es
B2-Mahlo pero entonces existe un conjunto estacionario en g, de
cardinales 3;-Mahlo y esto contradice que ps, es el menor de ellos;
de manera similar si f, < ;. Por tanto f es inyectiva.

f es creciente, sea [5; < [33, entonces pg, es el menor cardinal
B2-Mahlo, luego pig, es $1-Mahlo, por minimalidad pg, < pg, y por
la inyectividad de f, f(B1) = 15, < 15, = F(Bs)-

Con esto, si f < «, entonces ya que f es estrictamente creciente
B < f(B)ycomo f(B) < K, se tiene que 5 < Kk, con lo cual @ < k. Y
asi un cardinal k puede ser, a lo mas, k-Mahlo pero nunca (k + 1)-
Mahlo.



Capitulo 4

Cardinales débilmente
compactos

4.1. Calculo de particiones

Para empezar el estudio del siguiente tipo de cardinales, recor-
daremos una definiciéon elemental, pues tomaremos el sendero de
estudiar las particiones para introducir los cardinales débilmente
compactos después.

Definicién 4.1. Una particion de un conjunto S es una familia
P = {X; :i € I} de subconjuntos de S ajenos dos a dos tales que
Uxi=s5
iel

Vale la pena mencionar que, para propésitos de este trabajo, no
exigimos en la definicion que cada X; # (). Notemos que podemos
asociar una funcion f : S — I dada por f(x) =isiy solosiz € X;.
Reciprocamente, cada funciéon f : S — I determina una particion
P de S dada por P = {f~'[{i}] : i € I}; con base en esto, algunas
veces diremos que f es una particion de S.

Recordemos la definicion del conjunto [A]”, si A es un conjunto
de ordinales, conviene identificar [A]™ como el conjunto {(aq, ..., @)
EA" g < - <

Definicién 4.2. Si P = {X, : 7 € I} es una particiéon de [A]", H C
A se dird n-homogéneo para P si existe i € [ tal que [H|" C X;.

43
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Si pensamos en la particion como una funciéon, entonces H es
n-homogéneo si f es constante en [H]".

El siguiente teorema es un clasico dentro de la teoria de parti-
ciones y seré la basé que justificara la introduccion de los cardinales
débilmente compactos.

Teorema 4.3 (de Ramsey). Seann,k € N, si {X1,..., Xi} es una
particion de [w]" en k partes, entonces eriste un conjunto infini-
to n-homogéneo para dicha particion. Fquivalentemente, para cada
fofw™ = {1,... k} existe un conjunto infinito H C w tal que f
es constante sobre [H|".

Para facilitar el tratamiento de particiones presentamos la no-
tacion de flecha:

Sean k y A cardinales infinitos, sea n € N y sea m un cardinal, el
simbolo k — (\)" denota la propiedad siguiente: Toda particion de
[k]™ en m piezas tiene un conjunto n-homogéneo H tal que |H| = A;
en otras palabras, para cada f : [k]" — m, existe H C & tal que f
es constante sobre [H]" y |H| = A.

A partir de lo anterior, hacemos tres observaciones que simpli-
ficaran ciertos casos sobre la notacion de flecha. Primero, si k < A,
entonces no puede existir H C & tal que k — (\)7, pues cada
H C k cumple que |H| < xk < A. Por lo cual supondremos que
K> A

Segundo, si m = 1, entonces £ — ()7, se cumple trivialmente,
pues tendriamos una particion de 1 piezas, y descartando el niimero
necesario de elementos de « (si hiciese falta) tenemos H C k que es
n-homogéneo y |H| = A. Asi que, supondremos siempre que m > 2.
Ademas, si m = 2, escribimos k — (A\)" en vez de k — (\)7..

Por tltimo, si m > &, entonces |[s]"| = " = K ¥ |U;e,n Xil =
Y iem | Xil = m - sup{|X;| : i € m} = m, donde {X; : i € m} es la
particion y, recordando que los X; son ajenos dos a dos y |X;| <
|[K]"| = &; pero [K]" = ;. Xi, 1o cual genera una contradiccion. Si
m = k, como |[k]"| = k existe f : [k]" — k biyectiva, consideremos
P = {f"'{i}] : i € kK = m} la particion inducida por f, entonces
cada f~'[{:}] es un singular, con lo cual no existe H C s con
|H| = X tal que [H|™ C f~'[{i}] para algin ¢; por tanto no se
cumple que k — (A)". De lo anterior, asumiremos que m < k.
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La notacién de flecha es muy 1til, pues resulta que si sabemos
que se cumple la propiedad k — (A),, entonces podemos aumentar
el cardinal de la izquierda o disminuir los cardinales de la derecha
y, seguiriamos teniendo como valida la relacion de flecha. Mediante
el siguiente par de proposiciones probamos esta afirmacion.

Proposicion 4.4. Supongamos que k — (M), Sik <k, N <Ay
m' < m, entonces k' — (N),.

DEMOSTRACION: Para probar que &' — (XN), sea f : [r/]" —
m’ una particion de [k']", probaremos que existe H' que es n-
homogéneo y tal que |H’'| = X. Definimos ¢ : [k]" — m mediante
glag,...,an) = f(ag, ..., ), por las hipotesis sobre kK y m, g esta
bien definida. Ya que K — (A\)7, existe H C k que es n-homogéneo
y tal que |H| = A.

Como |H| = A, existe h : A\ — H biyectiva, asi que para h[\]
tenemos que h[N] C k' y claramente |h[N]| = N. Con esto, para
H' = h[N] afirmamos que f es constante en [H']|". En efecto, sea
(a1,...,ap) € [H']", ya que cada o; € H', entonces a; = h(S;) para
algin f; < X, con lo cual o; € H. Como ¢ es constante en [H]",
tenemos que g(ay, ..., q,) =7 con v < m fijo; ademés v < m' pues
v=glon,...,a,) = flon,...,a,) € m'. Por tanto f es constante
en [H'|™ con valor v, y como |H'| = X, tenemos que H' es el con-
junto buscado que es n-homogéneo para f. [

El caso para n lo contemplamos en una proposicion aparte.

Proposicién 4.5. Si x — (A" yn' < n, entonces k — (\)™.

m

DEMOSTRACION: Sea f : [k]” — m una particion de [x]". Defi-
nimos ¢ : [k]" — m mediante g(aq,...,a,) = f(aq,...,ay), por
hipotesis existe H C k con |H| = A tal que g es constante en [H]™.
Hacemos 6 = type(H) y F': H — § un isomorfismo de orden; no-
temos que ¢ es infinito, de lo contrario |H| = |0| < Xy < A, lo cual
no es posible.

Para exhibir el conjunto H' que es n’-homogéneo, consideramos
lo siguiente. Si H no tiene elemento maximo, entonces hacemos
H' = H. En caso contrario, si 1 € H es su elemento maximo,
entonces 0 es un ordinal sucesor, pues si § es limite, se tiene que
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F(p) es un maximo de 6, lo cual es imposible pues ¢ es un ordinal
limite, con esto ¢ es sucesor. Sabemos que existen « ordinal limite
yr € wtal que d = a+7r y ya que d es un ordinal sucesor, tenemos
que r # 0. Luego, consideremos H' = F~'[a]. Por construccion
H' no tiene maximo, pues si existe p/ € H' tal que p/ es maximo
entonces es claro que F'(i') es un elemento maximo de «, esto es
imposible ya que « es un ordinal limite. Ademas |H'| = |H|, pues
|H'| = [F~a]| = |a] y |a] = |a+7| = [d] = [H| ya que r € w, a es
infinito y F' es biyectiva.

Con esto H' C H es un conjunto que no tiene méximo y tal que

|H'| = A, afirmamos que H' es n’-homogéneo. Sea (aq,...,a, ) €
[H']", entonces cada o; € H' C H y como H' no tiene maximo,
existen a, 11 < --- < «, elementos de H' tal que a,y < au/41.
Luego (aq,...,Qu,...,ap) € [H|" Por tanto, g(aq,...,a,) = 7
para algin v < m fijo; por construccion v = g(aq,...,q,) =
f(aq,..., ). Con lo cual f es constante en [H'|", asi que H’
es n/-homogéneo para f. [

La técnica usada en esta proposiciéon para hacer que un con-
junto infinito de ordinales no tenga elemento méximo sera usada
en resultados posteriores, por lo que evitaremos entrar en detalle
nuevamente cuando esto ocurra.

Con estas herramientas buscaremos responder la pregunta natu-
ral que surge a partir del Teorema de Ramsey, ;Se puede generalizar
el Teorema de Ramsey a cardinales mayores? Al menos, nos interesa
ver si es valido el andlogo al teorema para N;. Para ello ocuparemos
el siguiente lema.

Lema 4.6. El conjunto P = "{0,1}, con k un cardinal infinito, or-
denado lexicogrdficamente no admite sucesiones mondtonas de lon-
gitud K.

DEMOSTRACION: Por contradiccion, si existe W = {f,}a<e+ tal
que fo < fz siempre que a < . Observemos que {f,(0)}o<x+ €8
una sucesion no decreciente de ordinales menores que 2, pues W es
creciente. Ademés dicha sucesion se estaciona, i.e. existe ay < k™
tal que f,(0) = fo,(0) = Bp para cada a > «a donde By € {0,1} es
fijo; supongamos lo contrario, que existe 79 < T tal que f,(0) =1
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para algin o < 70 y f5,(0) = 0, entonces para tal a < 7 se tiene
que f, > f,, por definicion del orden lexicografico, pero esto es
imposible pues W es creciente.

Sea v < K, supongamos que para cada 5 < v hemos construido
ag < k7. Notemos que § = sup{ag : f < v} < kT, pues k" es
regular por ser un cardinal sucesor. Observemos que {fa(y) : § <
«a < kT} es una sucesion no decreciente, la cual se estaciona por el
mismo argumento del parrafo anterior, asi que hacemos a, > un
ordinal para el cual f,(y) = fa, () = B, para cada o > v, con
B, € {0,1} fijo.

Usando recursion, hemos construido una sucesion (o)<, donde
para cada i < K, oy < kKT y fo(i) = [; para cada o > «y, con f3; €
{0,1} para cada i < k. Pero entonces o/ = sup{e; : i < K} < KT
por ser kT regular, y {f, : @ < a < KT} esta formado por funciones
idénticas, lo cual es una contradiccion a la eleccion de W.

El caso decreciente es similar. [

Si denotamos por k - (A)? a la formula —~(k — (A7), en-
tonces el siguiente teorema justifica la imposibilidad del analogo al

Teorema de Ramsey para Nj.
Teorema 4.7. Para cada cardinal infinito r, 25 —» (k7).

DEMOSTRACION: Hallaremos una particion de [25]> en dos piezas
tal que no existe subconjunto 2-homogéneo de cardinalidad «*. Sea
A = 2% como P = "{0,1} tiene cardinalidad 2%, podemos escribir
P ={f,:a < A}.Sea < el orden para A inducido por el orden lexi-
cografico en P: o < 3 siempre que f, < fg. No es dificil comprobar
que < es un orden lineal en \.

Definimos f : [A\]> — 2 dada por f(a,3) = 1siy solo si a < 3
v f(a, B) = 0 en caso contrario. Supongamos que existe H C A con
|H| = k™ tal que H es 2-homogéneo para f. Entonces type(H; <) >
kT, asi que tomando un subconjunto de H de ser necesario (usando
un proceso parecido al de la proposicion anterior), podemos suponer
que type(H; <) = k™.

Ahora, si [H]* C f~'[{1}], entonces f(a,3) = 1 para cada
(a,B) € [H?, es decir a < By fo < f3, como a < (3 se tiene
que {fs : 0 € H} C *{0,1} es una sucesion creciente de longitud
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k™. Por otro lado si [H]*> C f~'[{0}] entonces f(a,3) = 0 para
cada (a,3) € [H]?, luego a A By como < es lineal en \ se tiene
que 5 < «, asi que fz < f, y con esto, ya que o < 3, {fs : d € H}
es una sucesion decreciente de longitud <.

En cualquier caso tenemos una contradicciéon con el lema ante-
rior. Por tanto no puede existir H C A con |H| = k™ tal que H es
2-homogéneo para la particion f. Con esto 2% - (k)2 [ |

Ahora estamos en posicién de comprobar que el andlogo al Teo-
rema de Ramsey para N; no es posible. Uno podria pensar que nos
vamos a apoyar de CH, reemplazando en el teorema anterior x por
Ng, sin embargo esto no es necesario. Supongamos que k = A\ para
algtn cardinal infinito A, entonces veremos en general que k - (k)
para cualesquiera n,m € w.

Si k — (k)™, entonces la relacion se mantiene para 2* > k,
2<ny2<maquees2* = (k)2 lo cual contradice el teorema
anterior pues kK = \™.

Nos preguntamos en que momento x — (k)?,, ademés de cuando
k = Ny que es el Teorema de Ramsey, o al menos nos interesa ver
cuando kK — (k)% Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 4.8. Un cardinal x no numerable se dird débilmente
compacto si k — (k)2

Resulta, que un cardinal débilmente compacto es grande, N es
un cardinal muy especial pues el siguiente cardinal que cumpla el
analogo tiene que ser, al menos, un cardinal inaccesible.

Teorema 4.9. Todo cardinal débilmente compacto es inaccesible.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal débilmente compacto. Veamos
que k es un cardinal limite fuerte, si existe A < & tal que x < 2%,
por el teorema sabemos que 2* - (AT)2, luego K - (AT)? y
entonces K —» (/@)2 pues AT < k, pero esto es una contradiccion a
la eleccion de k.

Comprobemos que k es regular. Por contradiccion supongamos
que p = cf(k) < k. Hacemos r = {J,., Aa por ser x singular,
esto nos da una particion de x en conjuntos ajenos de cardinalidad
menor que k. Definimos f : [k]? — 2 dada por f(a,3) = 0siy solo
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si {o, B} € A, para alglin v < p, en caso contrario f(«, ) = 1.
Como k es débilmente compacto, existe H C k con |H| = k tal que
H es 2-homogéneo para f.

Si [H]> C f'[{0}] se tiene que f(c, ) = 0 para cada (o, ) €
[H]?. Como H C x = J,., Aa, entonces seleccionamos ag € H fijo,
ag € A, para algtin vy < p. Ahora, si f € Hy 8 # ayp, sin pérdida
de generalidad supongamos que 8 < «p, ya que f(8,a9) = 0, se
tiene que {f, a0} C A, para algin v < p. Pero v = 7y, pues si
v # o se tiene que ap € A, y luego A,NA,, # 0, lo cual contradice
la eleccion de los A,. Con esto para cada 8 € H, B € A, y asi
H C A,; pero esto implica que |H| < k lo cual es imposible por
hipétesis.

Ahora si [H]? C f~![{1}], tenemos para cada o < p que |H N
A,| < 1. En efecto, si |H N A,| > 1 para algiin a < p, podemos
tomar «, 5 € H N A, distintos, para estos tenemos que {«, 5} C
A,. Sin pérdida de generalidad supongamos que a < [, entonces
f(a, B) = 0 por definiciéon, pero esto es imposible pues («, ) €
[HJ2 C f1[{1}]. Con esto [H| = [H 0 k| = |H O (U, Aa)| —
| Uacu(H N A <D0 [ HN A < 30,1 = 1 < K, lo cual es
una contradiccion a la elecciéon de H.

Por tanto s debe ser regular. Y en consecuencia, como x es li-
mite fuerte, tenemos que k es un cardinal inaccesible. [ |

Uno podria preguntarse cual es la relacion entre un cardinal
débilmente compacto y un cardinal Mahlo. Para poder responder
esta cuestion, requerimos de diferentes caracterizaciones acerca de
un cardinal débilmente compacto.

4.2. Relaciéon con arboles

A continuacién reunimos los conceptos basicos de la teoria de
arboles.

Definicién 4.10. Sea (T, <) un conjunto parcialmente ordenado:

i) Diremos que (7, <) es un arbol si para cada x € T, x = {y :
y < x} es un conjunto bien ordenado.
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ii) Si T es un arbol, el a-ésimo nivel o nivel a de T', denotado por
L, es el conjunto L, = {x € T : type(z]) = a}.

iii) Si T es un arbol, su altura es el menor « tal que L, = .

iv) Si T es un arbol, una rama en 7 es un subconjunto de T que
es linealmente ordenado y maximal. La longitud de una rama
b es el ordinal type(b; <). Una a-rama b es un subconjunto de
Up<a Ls tal que b es linealmente ordenado y [bN Lg| = 1 para
cada g < a.

El siguiente lema es un resultado clésico dentro de la teoria de
arboles, el cual exhibimos para justificar una definiciéon posterior.

Teorema 4.11 (Lema de Konig). Si T es un drbol de altura X, tal
que cada nivel de T es finito, entonces T tiene una rama infinita.

Al igual que con el Teorema de Ramsey, nos preguntamos si
un resultado similar se tiene para Ni, i.e. si para cada arbol T de
altura Ny, tal que cada nivel de T" es numerable, tiene una rama no
numerable. Desafortunadamente esto no es posible.

Diremos que un arbol 7" es de Aronszajn si tiene altura N y
cada nivel es a lo méas numerable, pero cada rama también es a
lo mas numerable. Esta definicion es la negacion del enunciado del
Lema de Konig para N;, Nachman Aronszajn construy6é un arbol
de este tipo en 1934, lo cual implica que no es posible el resultado
esperado que se describié en el parrafo anterior. También, no es
dificil probar que para cada cardinal singular s, existe un arbol de
altura s cuyos niveles tienen cardinalidad menor que k pero que
cada rama también es de cardinalidad menor que k. Esto motiva la
siguiente definicion.

Definicién 4.12. Diremos que un cardinal s regular y no nume-
rable tiene la propiedad del arbol si para cada arbol de altura k,
cuyos niveles tienen cardinalidad menor que k, tiene una rama de
cardinalidad k.

Por lo que el Lema de Konig nos asegura que Xy cumple la pro-
piedad del arbol, mientras que el resultado de Aronszajn exhibe
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que N; no tiene esta propiedad. Resulta que esta propiedad jun-
to con otra acerca de cierto cardinal, caracterizan a los cardinales
débilmente compactos; caracterizacion que serd tutil mas adelante.

Teorema 4.13. Sea k un cardinal infinito. Las siquientes son equi-
valentes:

i) k es débilmente compacto.
ii) K es inaccesible y k tiene la propiedad del drbol.
iii) Kk cumple k — (k)7 para todo n € w y cada m < k.

DEMOSTRACION: i) — ii): k es inaccesible por un teorema previo.
Verifiquemos que tiene la propiedad del arbol. Sea (T, <) un arbol
de altura s cuyos niveles son de cardinalidad menor que x, halla-
remos una rama de cardinalidad . Como T = J,_,. L. entonces
T = |Uper Lal = 2 gen |Lal = £ -sup{|La| : < K} = k. Asi que
existe F': k — T biyectiva, escribimos T' = {z, : a < K}.

Definimos un orden lineal R sobre T" dado por z,Rz3 siy solo si
Zo <7 Zp 0 bien, sino son <p-comparablesy sid < x es minimo con
la propiedad que para el nivel 9, si 2, y g son los predecesores
de z, y xp respectivamente en el nivel 0, se tiene que z, # xp
entonces o < (. No es dificil verificar que R es un orden lineal. Sea
[ :[k]? — 2 dada por f(a,3) = 1siy solosi xaRzsy f(a,8) =0
en caso contrario. Como k es débilmente compacto, existe H C &k
que es 2-homogéneo para f tal que |H| = k.

Consideremos B C T' el conjunto de todos los x, € T tal que
el conjunto {# € H : x, <r zs} tiene cardinal x. Afirmamos que
para cada o < K existe xg € L, tal que x3 € B. Para verificar
la afirmacién supongamos lo contrario, i.e. supongamos que existe
a < k tal que para cada xg € Lo, 3 ¢ B, estoes |{y € H :
rg <r z,}| < k para cada zg € L,. Si para cada § < s hacemos
7(0) = {\ < Kk :x) € Ls}, tenemos que:

H=|J@=@)nH)U |J{veH s <ra,} (4.1)

<a :EBELQ

En efecto, si A € H entonces si x), € Ls para algin § < a,
se sigue que A € 7(J), asi A € w(d) N H. Ahora, si ) € Ls para
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algiin 6 > «, tenemos que type(z l;<r) = 0 > «, luego existe
fr 10 = xy] isomorfismo de orden, para f\(«) € x, ], tenemos que
xg, = fala) <r xy. Ademas, x5, € L, pues fy [ a es claramente un
isomorfismo de orden tal que (z3,, <r) = (a, <), con esto type(zz, |
;<r) = a, asi xg, € L,. Por tanto para xg, € L, tenemos que
zg, <r ¥, luego A € U, er {7 € H : 75 <¢ z,}. Asl queda
probada la igualdad en [4.1]

Maés atin, los elementos de la uniéon en |4.1|son ajenos dos a dos.
Pues si d1, 0 < v, 01 # 92, es claro que (7(01)NH)N(w(02)NH) =0
va que Ls, N Ls, = () por ser d; # 0. Por otro lado si 6; < a'y
xp € L,, entonces también tenemos (w(d) NH)N{y € H : x5 <r
z,} = 0, de lo contrario para v € H con x, € L5, y x5 <r T
se tiene que 0 = type(z,); <r) > type(zsl; <r) = « lo cual es
imposible. Finalmente si 3,23, € L, con xg, # xg,, veamos que
{veH:xp <rz,}N{y€H:xp <rz,} =10 Supongamos que
v € H es tal que xg, <7 x,y 28, <7 T, entonces g, Tz, € Tl
con lo cual xg, <r xp, 0 5, <r xz,; implicando que type(zg, |; <r
) < type(zs,d; <r) 6 type(xs,|; <r) < type(zsd;<r) lo cual es
imposible pues zg,, 23, € L.

Tenemos que r = [H| = [[Us<,(m(6) N H) U UxﬁeL {y € H:
Tg <1 Ty} =D 5o, |m(0 )HHH’ZxﬁeL
por la eleccion de « y por las hipdtesis sobre el arbol se tiene que la
ultima igualdad de lo anterior es una suma de menos de k términos
que tienen cardinalidad menor que x cada uno, lo cual no es posible
por ser k regular. Por tanto, hemos probado la afirmaciéon que para
cada a < k existe vg € L, tal que xg € B; en otras palabras, B
intersecta a cada nivel de 7.

Supongamos por un momento que B esta linealmente ordenado
por <r. Si B’ O By B’ esta linealmente ordenado por <z, y si
B’ \ B # () entonces sea x, € B'\ B, si x, € L, para algin a < k.
Ya que BN L, # 0, tomamos z3 € Lo,N B C B C B, luego
xy, <7 xg 6 x3 <1 7. En cualquier caso se sigue que o < « lo cual
es imposible. Por tanto B = B’ y asi B’ es maximal, con lo cual es
una rama en T. Ademas es de cardinalidad x pues BN L, # ) para
cada a < k.

Probemos que B esta linealmente ordenado por <. Suponga-
mos que existen x,, x5 € B tal que x, y 23 no son <p-comparables.
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Como R es un orden lineal podemos suponer que z,Rx3, como tie-
nen k sucesores en H, existen v < d < ¢ elementos de H tales que
To <7 Ty, Tg <7 T5 Y To <7 Te. Por la definicién de R, z,Rxs y
x.Rxs, pues el primer nivel donde difieren los predecesores de z., y
x5 es el mismo donde difieren los de x, y x3; similarmente el mismo
argumento verifica que x.Rxs.

Por tanto, por definicion de f, f(v,d) = 1y f(d,e) = 0, lo
cual contradice que H es 2-homogéneo. Asi que debemos tener que
(B, <r) es un orden lineal. Y por un argumento anterior, B es una
rama en T’ de cardinalidad &, con lo cual £ cumple la propiedad del
arbol.

ii) — iii): Haremos inducciéon sobre n. Para n =1 es claro pues
queremos que £ — (x)! 1o cual es claro pues x es regular por ser un
cardinal inaccesible. Ahora, supongamos que se tiene la conclusion
para n — 1 con n € N, es decir supongamos que x — (k)1 y
comprobemos que k — (k).

Sea f : [k]" — m una particion de [k]". Definimos un orden
parcial < sobre k, de modo que (k, <) formara un arbol. Para cada
a < Kk, diremos que # < « siy solo si:

a) B <a,

b) siempre que By < -+ < [,_2 < [ son tales que fy < .-+ <

Pn_o < [, entonces f(Bo, ..., Bn2,5) = f(Bo,- -, Bn_a, ).

Verifiquemos que < definido de esta manera es un orden par-
cial. Veamos que < cumple la transitividad, i.e. siy <y 8 < «
entonces v < «. Por induccién sobre «, para a = 0 es claro. Supon-
gamos que < es transitivo para cada ordinal menor que «, tome-
mos v < By B < a, por definicién de < tenemos que v < § < «,
luego v < «a. Resta ver que se cumple b) de la definicion. Sean
Bo < -+ < Pn_o < 7y tales que By < --- < B2 < 7, como 7 < (8
y B < « entonces por hipotesis de induccion (5, < 3. Asi que
o<+ <Pno<BypPo=<++=<Pno=<p,yporb)aplicadoa f <
«, tenemos que f(Bo, ..., Bn—2,8) = f(Bo,--.,Bn_2,a). También
fBoy -y Bn2,7) = f(Bo,---,Pns2, ) pues v < [3, juntando estas

igualdades verificamos que f(Bo, ..., Bn—2,7) = f(Bo,- -, B2, ).
En consecuencia tenemos b), comprobando que v < a.
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Es claro que < es irreflexiva, asi (k, <) es un orden parcial.
Ahora, probaremos que (k,~<) es un arbol, verifiquemos que «J
estd bien ordenado por <. Consideremos X C «l no vacio. Sea
ag el elemento <-minimo de X, donde < es el orden usual en los
ordinales, afirmamos que oy es <-minimal. Supongamos que existe
g € X tal que § < «p, entonces por a) f < g, pero esto es
imposible por la eleccion de agp; con esto no existe § € X tal que
B < .

Veamos que o esta linealmente ordenado por <, i.e.siv, 5 € al
y v # [, entonces v < [ 6 [ < . Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que v < [, entonces verifiquemos que v < f.
Por inducciéon sobre 7, para v = 0 tenemos que 0 < [, se si-
gue que 0 < . Supongamos que es valida la afirmacion para ca-
da ordinal menor que 7. Sean [y < --- < [,_o < 7 tales que
By < -+ < Bn_a < 7, por hipotesis de induccion con S, o < 7
tenemos que f,_2 < (. Asi para fy < --+ < [Bnh_2 < [ se cum-
ple que By < -+ < Bn_2 < [, luego por b) aplicado a § <
a tenemos que f(Bo, ..., Bn—2,08) = f(Bo,--.,Bn2,a). Pero tam-
bién f(Bo, ..., Bn2,7) = f(Bo,-- -, Pn_2,a) pues v < a. Por tanto
f(Bos--yBa2,7) = f(Bo,---,Bnz,B) y con esto probamos b), ve-
rificando que v < .

Por tanto (k, <) es un arbol. Probemos que es de altura x y
que cada nivel tiene cardinalidad menor que k. Para calcular la
maxima cardinalidad de los niveles de (k, <), notemos lo siguiente,
si k < n—2 entonces k < ¢ para cualquier 0 > k pues b) se cumple
por vacuidad. En consecuencia cada nivel k, con k < n — 2 consta
de un solo elemento.

Notemos que si ¥ € L, con o > n — 1, y si f # [ son suce-
sores inmediatos de v, digamos que § < (3. Entonces para cada
Yo < v < Yz < ycon Y < s < Yo <, Yaque v <
y v < B tenemos que f(y0,...,Yn-2,7) = f(h0,- s m-2,8) =
f(yo, -+ Yn—2, 8"). También tenemos que S £ [’ con lo que existen
Yo < 0 < Yoz <y < [ tales que g < -+ < Y3 < ¥ < [ pero
que f(0,- - Yn=3,%8) # f(00, - - -, Yn=3,7: ).

Por el anéalisis anterior y ya que el nimero maximo de posibles
sucesiones que verifican, vp < -+ < 7,3 < 7 es |[a]"7?|, dado que
v € L, entonces type(vl; <) = a. Por la definicion de f, los valores
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que puede tomar f(y0,. .., ¥n-2,7, ) con o < -- < g <y
es m!l*]" "I, En conclusion, este es el nimero maximo de sucesores

inmediatos que v € L, puede tener.

Ahora, estamos en posicion de probar que |L,| < k para cada
a < k. Por induccién transfinita sobre «, para a = 0 es claro. Si
a = 3+ 1, por lo anterior sabemos que cada v € Lg tiene a lo més
mllP1"*l por hipotesis de induccion tenemos que |Lg| < K, con esto
|Lo| < |Lg| - mP"1 < &k pues mlP"°l < K, ya que & es limite
fuerte.

Para probar el caso cuando « es un ordinal limite, observe-
mos que L, contiene a lo mas un sucesor inmediato para cada a-
rama. En efecto, veamos que es imposible que para (1,32 € L,
con 81 # (o cumplan que 1] = [ol. Si f; < fPs, entonces para
cualesquiera 7p < --- < Y2 < [ con ¥y < -+ < Y2 < Pi se
tiene que v,_s < (o, pues 1) = f2l. Podemos elegir ~,_; tal que
Vo2 = Yn1 =< B1 Y Yno1 < Bo2, ya que [B1,82 € L, y a es un or-
dinal limite. Pero como 7,1 < f; entonces f(Yo, .-, Vn-2, Yn_1) =
f(v0s- -+, Y2, 1), de la misma forma dado que 7,,_1 < o se sigue
que f(Yo, -y Yn-2Yn-1) = f(Y0y--+;Vn—2,P2). Sin embargo, esto
verifica b) probando que 5; < (2, lo cual es una contradiccion a
que (1, e € L.

Continuando la prueba para el caso limite. Ya que el nimero
posible de a-ramas es [[_,, |Ls| pues cada a-rama intersecta cada
nivel 5 < a en un solo elemento. Por hipétesis de induccion |Lg| < &
para cada [ < «. Como el nimero de elementos no rebasa a k y
k es regular, entonces usando la observacion del parrafo anterior
concluimos que |L,| <[], [Ls| < . Esto completa la induccion.

También la altura de (k, <) es k, pues si L, = () para algin
o < r entonces k = > 5 |Lg|, lo cual es imposible por ser
regular. Con esto (k, <) es un arbol de altura s, donde cada nivel
tiene cardinalidad menor que k, asi que por hipotesis existe B C &
rama tal que |B| = k.

En particular esto implica que type(B, <) = &, asi que existe h :
B — & isomorfismo de orden, escribimos x = {a, : v € B}. Defini-
mos g : [B]"' = mdada por g(y0, ..., Yn-2) = [(Qyg, ...,y ,, )
para 7 € B con v, o < v, tal v € B existe pues type(B, <) = &,
B intersecta a cada nivel de (k,<); g esta bien definida por b)
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de la definicion de <. Consideremos ¢’ : [k]"™' — m dada por
g (g, sy, ) = g(Y0,--.,m—2), aplicando la hipotesis de in-
duccién sabemos que x — (k)" ! luego existe H C k tal que ¢’ es
constante sobre [H]" ™'y |H| = k.

Finalmente, verificamos que H exhibe que k — (k)7 i.e. H
es n-homogéneo para f. Sean (..., 0, ), (ay,. .,y ) €
[H]", sabemos que ¢'(ayy, ..., 0,_,) = g'(ay,...,ay ), asi que
9(V0s - -+ Yn—2) = 9(70; - -+ Yn—2), Pero entonces g(Yo, ..., Yn-2) =
flang, - sy, o) pues a,, , < a, , yasi y,_2 < Y,_1, de la mis-
ma manera g(Y, - - -, V,_2) = f(Qy, ...,y ). Juntando lo dltimo
tenemos que f(aq, ...,y ;) = flay,...,ay ), con lo cual f
es constante para [H|". Con lo cual H es n-homogéneo para f,
verificando asi K — (k).

iii) — i): Es claro. |

Vale la pena recalcar que el teorema anterior nos indica que un
cardinal débilmente compacto es suficientemente fuerte, que basta
con que k — (k)* para que K — (k)" para cualquiern < wy m < K

4.3. Relacion con légica

Para exhibir otra aplicacion de los cardinales débilmente com-
pactos, vamos a recordar lo siguiente.

En légica clasica de primer orden, tenemos diferentes ingredien-
tes entre los cuales destaca el lenguaje, que es uno de los conceptos
base, el cual estd formado por un conjunto de simbolos funciona-
les (con su respectiva aridad), un conjunto de simbolos predicativos
(con su respectiva aridad) y un conjunto de simbolos constantes,
estos tres conjuntos también son denominados simbolos no-logicos.
Entre los simbolos logicos destacamos, un conjunto numerable de
stmbolos variables. También, dentro del conjunto de férmulas bien
formadas tenemos en un punto que si ¢ y ¥ son fé6rmulas bien for-
madas, entonces ¢ A1)y ¢ V1) también son féormulas bien formadas;
v ((3z;)¢) también lo es.

Haciendo esta analogia, presentamos la siguiente definicion.

Definicién 4.14. Consideremos « un cardinal infinito. El lenguaje
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L, ., consiste de:
i) Kk variables;
ii) < k simbolos constantes, funcionales y predicativos;

iii) conectivos l6gicos que admiten “conectivos infinitarios”, es decir
/\5<a<,95 y Vﬁ<a906 con a < K;

iv) cuantificadores 3, V.

El lenguaje £, . es el mismo que £, ,, excepto que admite infi-
nitos cuantificadores, es decir dg.,23, Vs<ap con a < k.

Para no ser muy técnicos en cuestiones semanticas, la interpreta-
ciéon de los simbolos infinitarios de £, . (L) es la generalizacion
obvia del caso clasico finito. El lenguaje £, es el lenguaje del
calculo de primer orden.

Recordemos que el Teorema de Compacidad (para £,,,,) afirma
que si X es un conjunto de sentencias para el cual todo subconjunto
finito tiene un modelo, entonces X tiene un modelo. Diremos que
L (Lyw) satisface el Teorema de Compacidad Débil si cada que
Y es un conjunto de sentencias de L, . (L.,) con |X| < &, tal
que cada S C ¥ con |S| < k tiene un modelo, entonces ¥ tiene
un modelo . El teorema siguiente justifica el nombre dado a los
cardinales débilmente compactos.

Teorema 4.15. Sea k un cardinal infinito:

i) Sik es débilmente compacto entonces L, ,, satisface el Teorema
de Compacidad Débil.

ii) Sik esinaccesible y si L, satisface el Teorema de Compacidad
Débil, entonces k es débilmente compacto.

DEMOSTRACION:

i). Sea ¥ un conjunto de sentencias de £, , con |X| = & tal que
si S C Yy |S| <k, entonces S tiene un modelo. Podemos suponer
que L = L, es tal que |£| < k, pues basta considerar solamente
los simbolos que ocurren en ..
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Extendemos £ como sigue. Para cada formula ¢ de £ con va-
riables libres x5, 8 < «, introducimos nuevos simbolos constantes
cg, B < a; sea L1 el lenguaje extendido resultante. Con estas nue-
vas constantes, podemos construir nuevas férmulas de £, haciendo
lo mismo para cada férmula e introduciendo sus respectivas cons-
tantes, construimos Lo O £;. Continuando este proceso para cada
n < w,sea L* = J,cn Ln-

Notemos que para L, podemos tener < k términos, pues te-
nemos k variables y, una cantidad < s de simbolos funcionales y
constantes. Luego, tenemos < k féormulas atéomicas y procedien-
do de manera inductiva, recordando que k es inaccesible, tenemos
que el nimero de formulas es < k. Con esto, |L*| < > ([Ln] <
Sen K=K

Por construccion £* tiene la propiedad que para cada formula ¢
con variables libres x5, 8 < «, existen simbolos constantes cg e L
(los cuales no ocurren en ).

Para cada ¢((75)p<qa) formula de £*, donde (z3)s<q indica sus
variables libres, sea o, la sentencia dada por Js.,250((23)s<a) —
¢((ch)p<a)- Sea ¥ = ¥ U {0, : ¢ es una formula de £*}, afirma-
mos que dado S C ¥* con |S| < k tiene un modelo. En efecto,
consideremos un modelo de S N X, podemos expandir dicho mo-
delo a un modelo para S interpretando cada simbolo constante de
manera adecuada.

Como |£*| < k entonces el nimero de sentencias de £* es k, asi
que si {0, : @ < K} es una enumeracion del conjunto de sentencias
de L*, entonces consideremos T el conjunto de todas las funciones
t:7vy — 2, con vy < kK, tales que existe un modelo M de ¥* N {o, :
a < v} de modo que para cada o < 7, t(a) = 1 siy solosi M |= o,.
En T consideramos el orden dado por la contencioén, i.e. t < s siy
solo si t C s. Es claro que (7', <) es un orden parcial.

Ademas (T,<) es un arbol, pues si t € T, veamos que t| es
un orden lineal. Dados 1,1ty € t{, con t; # to, si dom(t;) = 7
y dom(ty) = 79, como t; < t y ty < t entonces 3 < dom(t) y
72 < dom(t). Si vy < 79, se tiene que t; < ty pues dado (z,y) € ty,
tenemos que r < y; < 79, luego (z,y) € ty de lo contrario ¢ no es
funcion. Asi t| es un orden lineal. Para ver que es bien fundado,
sea X Ctly X # 0, entonces t' = [ X es claramente un elemento
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minimo de X. Por tanto (7, <) es un arbol.

Dada la propiedad de X* resulta que para cada v < K, existe
t € T tal que dom(t) = 7. En efecto, sea v < k, X* N {0, : a < 7}
tiene un modelo M puesto que |¥* N {0, : @ < 7}| < k. Sea
ty v — 2 definida por t,(a) = 1si M = 04 vy t,(a) = 0 en
caso contrario. Por definicién se sigue que ¢, € Ty dom(¢,) = 7.
Ademas type(t); <) = dom(t), pues la funcion h : t| — dom(t)
dada por h(s) = dom(s) es un isomorfismo que lo exhibe. Asi por
la afirmacion inicial, tenemos que T # (), mas aun |T| = Kky Lo # 0
para cada « < k. Ya que k es inaccesible se sigue que |L,| < k para
cada a < k.

De lo anterior se tiene que (7', <) es un arbol de altura s, donde
cada nivel tiene cardinal menor que k. Ya que k es débilmente
compacto existe una rama B de cardinalidad x sobre (T, <). Sea
A = {0, : t(a) = 1 para algtin t € B}, probaremos que ¥* C A;
sea ¢ € X*, entonces ¢ es una sentencia con lo cual ¢ = o, para
algiin a < k. Ya que BN Ly, 1 # 0, tomemos t € BN Ly 1, tenemos
que dom(t) = a+ 1 y que existe un modelo M de ¥* N {os : f <
a+ 1}, dado que 0, € ¥*N{os: B < a+ 1} se sigue que t(a) =1
y asi ¢ = o, € A.

Hallaremos un modelo para A, el cual por la contencion anterior
serd un modelo para ¥*. Sea Ay el conjunto de todos los simbolos
constantes de £* y sea & la relacion en Ay dada por ¢; & ¢; si y solo
si (1 = ¢3) € A. Verificamos que ~ es una relacion de equivalencia
sobre Ag. Sea ¢ € Ay, existe v < k tal que (¢ = ¢) = 0, para algin
a < 7, es claro que para t € BN L., t(a) = 1 pues el modelo M
respectivo siempre cumple que M = (¢ = ¢). Asi (¢ =¢) € A, con
lo cual ¢ = ¢ exhibiendo que = es reflexiva.

Ahora, si ¢,c9 € Ap, son tales que ¢; = cy. Entonces existe
v < k tal que (¢; = ¢2),(ca = ¢1) € {04 : @ < 7}, por la hipotesis
(c1 = ) € A, luego existe t € B tal que t(ay) = 1, donde o,, =
(c1 = ¢2) y a1 < 7. Esto significa que existe un modelo M tal que
M E (¢ = ¢g), sabemos que esto implica que M = (¢3 = ¢1), con lo
cual t(ap) = 1, donde 04, = (ca = ¢1) y g < 7. Asi (e = ¢1) € A
con lo cual c; &~ ¢y, esto prueba que &~ es una relaciéon simétrica.
De manera similar se verifica que & es transitiva. Por tanto = es
de equivalencia sobre Aj.
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Sea A = Ay/ =, definimos un modelo 2 con universo A para A,
dado de la siguiente manera:

» * =[] para cada simbolo constante c.

» f2 A" — A definida mediante f*([ci],...,[c.]) = [d] siy
solo si (f(c1,...,¢,) = d) € A, para cada simbolo funcional
f de aridad n.

» P C A"donde ([c1], ..., [c,]) € P*siysolosi P(cy,...,c,) €
A, para cada simbolo predicativo P de aridad n.

Veamos que 2 estd bien definido. Probamos que f* esta bien
definida para cada simbolo funcional f de £* (el caso de los simbolos
predicativos es anéalogo).

Sean f un simbolo funcional de aridad ny ¢4, ..., ¢, € Ag, para
la formula ¢¢(x) = (f(c1,..., ) = ), por construccién sabemos
que la sentencia o,, = (Fz(f(c1,...,cn) = ) = fler,...,cn) =
cy’) es un elemento de YX*. Ademas existen oy, ay < 7, para algin
v < K, de manera que 0o, = 0y, ¥ 0a, = (f(c1,..., ) = ci'). Ya
que B es una rama, existe ¢ € B N L, tal que hay un modelo M
para X*N{o, : @« < v}, con lo cual M |= 0,,. También, es claro que
M = (3z(f(c1,...,cn) = x)), asi que modus ponens implica que
M = (f(ei,...,cn) = ci’), asi t(ay) = 1. Entonces para d = c;’

tenemos que (f(ci,...,c,) = d) € A, por tanto f2([c1], ..., [cn])
esta definido para ([c1], ..., [c,]) € A™

Ahora, supongamos que ([c1],...,[c.]) = ([d1],...,[d,]) € A",
entonces ¢; ~ d; para cada i € {1,...,n}, con lo cual (¢; =d;) € A
para cada i. Si f*([c1],...,[cn]) = [d] v A1), ..., [dn]) = [d],
tenemos que (f(c1,...,cn) =¢), (f(dy,...,d,) =d) € A.Seay < k
tal que ag,..., a3 < 7, donde 0,, = (¢; = d;) para cada i €

{1,...,n}, o1 = (flery .o yen) = ), Oy = (f(dy,...,dn) = d)
Yy Onts = (c = d); para t € BN L, se tiene que t(o;) = 1 para
cada i € {1,...,n + 2}. Asi que el modelo M respectivo cumple
que M | o,, para cada i € {1,...,n + 2}, esto implica que M =
(¢ = d). Por tanto t(a,4+3) = 1, entonces (¢ = d) € A, con lo cual
[c] = [d] exhibiendo que f* est4 bien definida.
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Deseamos demostrar que 2 = A, para ello también comproba-

mos que los términos se comportan como uno esperaria. Afirma-

mos que si t es un término cuyas variables libres son xy,...,z,, y
sici,...,Cnd € Ag, entonces (t[cq,...,c,] = d) € A siy solo si
tm([clL Tt [Cn]) = [d]

a)

Por induccion sobre la longitud de ¢. Si ¢ es un simbolo constante

cy (c=d) € A, entonces t* = ¢* = [¢] = [d]. Si t es una variable
z; ysi (¢; = d) € A, entonces t*([¢;]) = [¢;] = [d]. Supongamos
que se tiene la afirmacién para los términos tq,...,t,, y que t

es f(ti,...,ty,). Sabemos que o,, = (Jy;(ti[cr, ..., cn] = yi) —
(tiler, .- ca] = i) € ¥* para cada i € {1,...,m}, ademas
por ser sentencias podemos elegir v < k tal que para s € BN
L. le corresponde un modelo M para el cual M = o,, para

cada i. Para cada i sabemos que M |= (Jy;(ti[c1, ..., cn] = 4i))

asf se sigue que M E (tilc,...,ch] = cty), haciendo d; = cty,
tenemos que (t;[c1,...,¢,] = d;) € A. Por hipotesis inductiva,
t*([e1], ..., [ca]) = [d;] para cada. .

También o5 = (Fy(f(dr,....dn) = y) — (f(d1,...,dn) =
c,)) € ¥y ya que es una sentencia, tomando 7' < & tal que
f < ' tenemos que para t’ € BN L, existe un modelo M’ para
el cual M" |= 0g, en consecuencia M’ = (f(dy,...,dn) = c),
con ello (f(dy,...,dn) = c,) € A. Asi, si d' = ¢, se tiene que
fA([d1], ..., [dn]) = [d]. Por el parrafo anterior, tenemos que
t*([c1], ..., [ea]) = [d']. Ademés, un argumento similar muestra
que (d =d') € A con lo cual [d] = [d], y por lo anterior tenemos

que t*([c1], ..., [cn]) = [d].

Por otro lado, supongamos que t*([c1],...,[cs]) = [d]. Dado
que oz = (Jy(tler, ..., cn] = y) = (ter, ... ch] = ) € ¥,
existe t € B N L, para algin v < & tal que hay un mode-
lo M de ¥*N{o, : @ < v} para el cual M [ oz. Con esto
M = (tler,...,ca] = ), luego (tcy,...,c,] = ¢}) € A, ha-
ciendo e = ¢, tenemos por a) que t*([c1],...,[cq]) = [e], por
tanto d =~ e y asi (d = ¢) € A. Tomando 7' < k tal que para
t € BN Ly se tiene que el modelo M’ correspondiente cum-
ple que M' = (t[er,...,cn) =€) y M' = (d = e), con esto
M' = (tler, ... e = d) y asi (te, ..., ] =d) € A.



62 4. CARDINALES DEBILMENTE COMPACTOS

Finalmente estamos en posicion de probar que 2 = A. Para
ello, demostramos que para cada sentencia o de £* se cumple que
A = o siysolosioeA.

Usaremos induccién sobre la complejidad de la formula. Si o
es de la forma (t; = t9) para algunos términos t; y t9, y si para
i € {1,2} hacemos ¢ = [d;]. Tenemos que A | o & A | (t; =
tg)@t?{:tglﬁ[dl]:[dg]@(dlzdg)GA@(tlth)E
A < o0 € A, donde la penultima equivalencia se sigue usando el
mismo argumento de encontrar un nodo que tenga un modelo el
cual satisfaga las sentencias anteriores, y también recordando la
afirmacion anterior dada sobre los términos.

Sioes P(ty,...,t,), donde P es un simbolo predicativo de ari-
dad n y t1,...,t, son términos, hacemos ¢} = [d;] para cada i €
{1,...,n}. Luego A = o & (1F,...,t%) € P* & ([di],...,[d,)]) €

P* & P(dy,...,d,) € A& P(ty,...,t,) € A& o € A, la penil-
tima equivalencia se tiene por los mismos argumentos del parrafo
anterior.

Supongamos que es valida la afirmaciéon para ¢, verifiquemos
para ¢ = —@. Sea 7 < Kk tal que p,0 € {0, : @ < 7} y sea
t € BN L,, existe un modelo M de ¥* N {0, : a < v} para el cual
t(a) = 1 siysolosi M = o, Entonces A =0 < A oo p ¢
AeMEpes ME-ps (np) e Asoe A

Ahora, supongamos que se tiene la afirmacion para cada ¢s con
b < By p < m,siaz/\kﬂcp(;. Sea v < k tal que 5,0 €
{00 : @ < 7} para cada 6 < f3, consideremos t € BN L,y M
un modelo de ¥* N {0, : @ < v}, que cumple que t(a) = 1 si
y solo si M |= 0,. Tenemos que A = o0 < V6 < 5,2 E ¢5s <
Vo< B0 EASYI<BME@s o MEosoc.

Por ultimo, sea 0 = J5-525p. Supongamos que A = o, entonces
existen constantes de £* tal que 2 = ¢*, donde ¢* es la sentencia
que resulta de hacer las valuaciones respectivas de x5 en ¢. Por
hipétesis inductiva y ya que * es una sentencia, tenemos que @* €
A. Sea v < k tal que ¢*,0 € {0, : a < 7}, sea M un modelo de
Y*N{o, : @ < v} con la propiedad de los argumentos anteriores,
ya que ¢* € A, tenemos que M = ¢* lo cual implica que M |= o,
y asi 0 € A.

Por otro lado, supongamos ahora que o € A, tomemos v < &
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tal que @, 0, ((3s<pys ) — @) € {0, : @ < 7}, donde @ es la
sentencia que resulta de sustituir cada variable libre y de ¢ por su
constante cf respectiva. Dado que ((J5<5ys ¢) — ¢) € X%, podemos
seleccionar un modelo M, inducido por algin nodo de B, el cual
cumple que M = ((Fs<pys ¢) — ¢). Como o € A, se tiene que
M = o, con lo cual se deduce que M = ¢, asi ¢ € A. Por hipotesis
inductiva y ya que ¢ es una sentencia, se sigue que 2 = ¢ y con
ello 2 = o.

Esto completa la induccion, en particular como A consta sola-
mente de sentencias de £*, tenemos que A = Ay ya que ¥ C A,
se tiene que A = X, es decir X tiene un modelo.

ii). Comprobaremos que « satisface la propiedad del arbol y asi
por el Teorema [4.13] x es un cardinal débilmente compacto. Sea
(T, <) un arbol de altura , donde cada nivel es de cardinalidad
menor que ~, hallaremos una rama de cardinalidad . Sea £, el
lenguaje que contiene un simbolo predicativo B de aridad 1, un
simbolo predicativo R de aridad 2 y simbolos constantes c, para
cada x € T. Sea X el siguiente conjunto de sentencias:

a) R(cg,cy), para cada =,y € T tales que x < y;
b) —R(cy,¢,), para cada x,y € T tales que = £ y;
¢) ~(B(cz) A B(cy)), para cualesquiera x,y € T incomparables;

d) V,ep. Blce), para cada o < k.

Podemos notar que |X| < ky quesi S C ¥ con |S| < K, entonces
S tiene como modelo a M = (T, <, B’), donde ¢ = z, RM = <
y BM = B’ donde B’ C t| para alguna t € L., donde B’ tiene
un solo elemento de cada nivel & < vy v < Kk es tal que se tienen
adecuadamente las interpretaciones de las sentencias en S para M.
Asi que, podemos aplicar el Teorema de Compacidad Débil a X
para obtener un modelo M de X.

Consideremos By = {z € T : M |= B(c,)}, claramente | By| = k.
Afirmamos que By es una rama en 7. En efecto, veamos que B
esta linealmente ordenado, sean z,y € By con x # y, entonces
M = B(e,) y M = B(cy). Ya que M = X y por ¢), tenemos que
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r <y o6y <z delo contrario M = —(B(c;) A B(ey)) lo cual es
una contradiccién con M |= (B(c,) A B(cy)).

Resta ver que By es maximal, sea B’ C T linealmente ordenado
tal que B’ O By. Supongamos que B’ \ By # ), sea x € B'\ By, se
sigue que M = B(c,). Siz € L, para algin a < k, tenemos por d)
que existe 2’ € L, tal que M = B(cy), luego 2’ € By C B'. Ya que
B’ esta linealmente ordenado entonces x < x’ 6 ' < x, en cualquier
caso se concluye que a < a, lo cual es imposible. Asi By = B'.

Por tanto, By es una rama en 7' de cardinalidad x, con esto k
tiene la propiedad del arbol. [ |

Es claro que si £, , cumple el Teorema de Compacidad Débil,
entonces también £, también lo cumple. Con lo cual el teorema
anterior nos da una nueva caracterizacion para k cardinal débil-
mente compacto. A saber, para un cardinal s, las siguientes son
equivalentes:

i) Kk es débilmente compacto.

ii) £, cumple el Teorema de Compacidad Débil y & es inaccesi-
ble.

iii) £y, cumple el Teorema de Compacidad Débil y & es inaccesi-
ble.

Finalmente, estamos en posicion de demostrar la relacién que
hay entre cardinales débilmente compactos y cardinales Mahlo, para
ello necesitamos un lema. Cabe mencionar que puede demostrarse
el converso del siguiente resultado y obtener asi otra caracterizacion
para los cardinales débilmente compactos.

Lema 4.16. Sea x un cardinal débilmente compacto, consideremos
el lenguaje de la Teoria de Conjuntos Lpc extendido mediante un
simbolo predicativo P de aridad 1. Para cada A C R(k), eriste
un conjunto transitivo M # R(k) y un conjunto S C M tal que
(R(k),€,A) < (M,€,S) yre M.

DEMOSTRACION: Si k es débilmente compacto, entonces k es inac-
cesible, con lo cual |R(k)| = k. Sea L' = {€, P} U {cs}acr) ¥
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sea L = L' U{c}, donde ¢, y ¢ son constantes nuevas; notemos
que |[L'| = |L£"] = k. Ademés, de manera natural se tiene que
(R(k), €, A) es un modelo para L', interpretando cada constante c,
por z v a P como A.

Sea X el conjunto de todas las sentencias (finitas) de £ verda-
deras en (R(k), €, A), junto con las siguientes sentencias de £”:

a) Yu(u ¢ cp);

b) Vu(u € ¢; <> V,,(u = ¢,)), para cada x € R(k) no vacio;

¢) = (Gnewtn (Anew (Tnt1 € 20)));

d) ¢ es un ordinal;

e) cq € ¢, para cada o < K.

Claramente |X| = k y, cualquier sentencia de 3 que no contiene
a la constante c es valida en (R(k), €, A). Ademas, si X C ¥ con
| X| < K, entonces X tiene como modelo a (R(k), €, A) interpretan-
do la constante ¢ como un ordinal en R(k) suficientemente grande.
Ya que k es débilmente compacto, podemos usar el Teorema de
Compacidad Débil y obtener un modelo M para ..

Ya que M cumple la sentencia c), se tiene que la relacion € esta
bien fundada en M. También €M es extensional, pues la sentencia
respectiva es un elemento de o por ser verdadera en (R(k), €, A).
Por tanto, por el Lema del Colapso de Mostowski, podemos suponer
que M es un modelo transitivo.

Sea z € R(k), afirmamos que ¢ = . Por inducciéon sobre
a = rank(z) < k. Si a = 0, tenemos que rank(z) = 0, luego
r € R(1) = {0}, asi z = 0 y como M cumple a), se tiene que para
cada u € M, u ¢ ¢, recordando que M es transitivo se sigue que
M=0=u.

Supongamos que se cumple para cada y € R(k) con rank(y) <
«, verifiquemos que se tiene para elementos con rango «. Sea x €
R(k), con rank(k) = « # 0, entonces x # () y ya que M satisface
b), se tiene que para cada u € M, u € c}' siy solo si u = ¢, para
algin y € x. Asi, si u € ¢}/, entonces u = ¢}’ para algian y € x, por
hipotesis de induccion y ya que rank(y) < rank(z) = « tenemos
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que )l =y, y asi u = ¢)f =y € x; con ello ¢}f C x. Por otro lado,

si u € x entonces rank(u) < rank(x) = a y por hipétesis inductiva
u = cM dado que M cumple b) se sigue que u € M. Por tanto
r=cM

Esto completa la induccion. Sea z € R(k), entonces z = ¢ €
M, con lo cual R(k) C M. En particular tenemos que M es un
modelo de ZFC, pues R(k) lo es dado que k es inaccesible.

Hacemos S = PM. Verifiquemos que (R(k),e A) < (M, €
,S). Sea ¢ una formula de L = {€, P} tal que (R(k),€,A) |

vlay,...,ay] con ay,...,a, elementos de R(k), entonces (R(k), €
JA) Eoled, ... cl] por la afirmacion anterior. También, esto im-
plica que la sentencia p[cq,, ..., Cq,] €s un elemento de ¥ y ya que

M es un modelo de ¥, se tiene que (M, €,5) | ¢[ch, ... ¢}y con
ello (M, €,8) | ¢lai,...,a,]. Por otro lado, si ¢ es una formula
de £ tal que (M, €,S5) = ¢lay,...,a,] con ay,...,a, elementos de
R(r), entonces (M, €,5) = o[c), ..., cM]. Por construccion de M,
©lCays- -5 Ca,] € Xy dado que ¢ es una formula de £, se tiene que
©[Cays - - -5 Ca, | €8 una sentencia verdadera en (R(k), €, A), es decir
(R(k),€,A) E ¢lai, ..., a)].

Finalmente, como M cumple d) y e), tenemos que v = ¢™ es un
ordinal que contiene a cada ordinal menor que k, con lo cual k < 7,

asi que por transitividad se tiene que k € M. [ |

Resulta que un cardinal débilmente compacto es demasiado gran-
de, queremos demostrar que un cardinal débilmente compacto es
un cardinal Mahlo, pero probamos un resultado mas fuerte a con-
tinuacién, que exhibird que un cardinal débilmente compacto es
muy grande, en particular asumir la existencia de un cardinal dé-
bilmente compacto implica la existencia de una cantidad infinita de
cardinales Mahlo.

Teorema 4.17. Sea k un cardinal débilmente compacto, entonces
k es k-Mahlo.

DEMOSTRACION: En varias instancias de la demostracion usaremos
la equivalencia dada en[3.10] Para ver que  es k-Mahlo, probaremos
que k es a-Mahlo para cada a < k, la demostracion se hara por
induccion sobre a. Si a = 0, entonces x es 0-Mahlo pues k es
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inaccesible. Si a = [ + 1, necesitamos verificar que k es S-Mahlo y
que {u < K : pu es f-Mahlo} es estacionario en k. Por hipotesis de
induccion k es S-Mahlo.

Comprobemos que {u < k : p es f-Mahlo} es estacionario en
k. Sea C' un club en k, sabemos que C' C R(k) pues k C R(k), asi
que por el lema anterior consideremos (M, €, S) modelo de ZFC tal
que (R(k),€,C) < (M,€,S)y ke M.

SiA = (R(k),€,C)ysi P es el simbolo predicativo de aridad 1
tal que P* = C, entonces por ser C' un club en s observemos que,

A =(YaFb(a < SAP(B)) A
Va(VB(B < a — 36(B < 6 AS < a A P(6))) = P(a)))

asi que A" = (M, €,95) satisface la misma formula pues es una
extension elemental de 2. Esto significa que S es un club™ en el
ordinal v, donde ~ es el ordinal limite ONNM, es un ordinal por ser
un conjunto transitivo de ordinales. Verifiquemos que S es un club
en 7. Sea & < 7, entonces £ € M, dado que S es un club®, tenemos
que existe v € S tal que £ < v; de aqui que S es un conjunto no
acotado en ~y. Por otra parte, si £ < 7 es un ordinal limite tal que
sup(S NE) = &, esto es para cada v < £ existe n € SN ¢ tal que
v < n, puesto que S es un club® se sigue que & € S; por ende S es
cerrado en 7.

Notemos que si o € KNS, entonces a € R(k) y A = Pla, ya
que 2 < A’ se tiene que 2 = Pla], con lo cual o € C. Por otro lado
si a € C C R, tenemos que a € R(k) y A = Plal, por el mismo
argumento anterior se sigue que a € S. Esto muestra que SNk = C'
y ya que C es no acotado en k entonces sup(S N k) = k, dado que
S es cerrado en v y k < 7y concluimos que k € S.

Afirmamos que s es S-Mahlo®. En efecto, usando induccion
veremos que para cada 8, si  es §-Mahlo, entonces k es 6-Mahlo¥'.
Si 0 = 0, queremos probar que k es inaccesiblem/, esto se sigue pues
K es inaccesible.

Si 6 = v+ 1, para ver que x es 6-Mahlo¥, veamos que &
es v-Mahlo® v que {g < k : pesy-Mahlo™} es un conjunto
estacionario® en k, por hipotesis de induccion tenemos la primera
parte, resta ver lo segundo. Sea U C  un club® en x, veamos que
U C k es un club en k. En efecto, si A < k, ya que M es transitivo
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A € M, con lo cual existe N € U N M tal que X > A, en particular
A € U exhibe que U es no acotado en k. Ahora, si A < k es un
ordinal limite tal que sup(ANU) = U entonces ya que M es tran-
sitivo, se tiene que A tiene la misma propiedad relativizada a 21 y
ya que U es un club¥ se concluye que A € U.

Como k es d-Mahlo, existe A € U tal que A es un cardinal
~v-Mahlo, usando la hipotesis de induccion implicamos que A es un
cardinal v-Mahlo® , tenemos que UN{u < & : 1 es y-Mahlo®'} # (.
Por tanto {y < & : p es y-Mahlo™} es un conjunto estacionario®
en k, por ende k es un cardinal 6-Mahlo® .

Ahora, si § es limite, entonces es claro que & es 6-Mahlo¥ pues
ya que k es 0-Mahlo, tenemos que x es y-Mahlo para cada v < d y
por hipotesis de induccion & es y-Mahlo® para cada v < 4.

Esto completa la induccion y asi en particular  es S-Mahlo® ya
que k € S se sigue que A" = (3u(p es f-MahloAP(pu))), recordando
que 2 < A’ tenemos que A = (Fu(p es f-MahloA P(p))), i.e. existe
1o € C tal que g es B-Mahlo®, no es dificil ver que este concepto es
absoluto para R(k). Con esto se verifica que {u < k : u es 5-Mahlo}
es un conjunto estacionario en x probando que k es a-Mahlo.

Finalmente, si o es un ordinal limite, resulta que s es a-Mahlo
pues por hipoétesis de induccion k es f-Mahlo para cada § < «. Por
tanto, hemos terminado la induccién y asi k es k-Mahlo. |

Recordando la jerarquia que dimos en el capitulo anterior acer-
ca de cardinales a-Mahlo, podemos darnos cuenta que un cardi-
nal débilmente compacto x es bastante grande puesto que hemos
dado un gran salto a los cardinales Mahlo los cuales simplemen-
te son cardinales 1-Mahlo. De hecho usando la técnica del teore-
ma anterior podemos probar un resultado atin mas poderoso, el
cual ilustra la magnitud de los cardinales débilmente compactos;
a saber: Para cada cardinal x débilmente compacto, el conjunto
{1 < K : p es p-Mahlo} es estacionario en k.

Para convencernos de ello, consideremos C' un club en k, to-
mando (M, €,5) un modelo para el cual (R(k),€,C) < (M, €,S)
y K € M. En la demostraciéon anterior vimos que si k es a-Mahlo,
entonces k es a-Mahlo™. Usando que s es xk-Mahlo por el teore-
ma anterior, tenemos que x es k-Mahlo™. Ademéas k € S por el
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mismo argumento de la demostracion anterior, esto implica que
(M, €,S) = (Fu(p es p-Mahlo A P(n))) v yva que (R(k), €,C) es
un submodelo elemental de (M, €,S), tenemos que existe py € C
tal que g es po-Mahlo®™™) | luego pg es po-Mahlo y asi {y < & :
p es pu-Mahlo} es estacionario en k.
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Capitulo 5

Cardinales indescriptibles

5.1. Indescriptibilidad

Vamos a explorar otros tipos de cardinales grandes. Empezare-
mos con los llamados cardinales indescriptibles, los cuales no hacen
honor a su nombre pues vamos a definirlos en esta seccion. Para co-
menzar, necesitamos unos conceptos bésicos sobre logica de orden
superior, la cual nos permite usar cuantificadores sobre “nuevos”
tipos de variables, asi que iniciaremos por este camino.

Tomemos n € N y sea £ un lenguaje, para considerar el cdlculo
predicativo de n-ésimo orden o cdlculo predicativo de orden n, ana-
dimos nuevas colecciones de variables VAR!, ... VAR" (el conjunto
VAR de variables usuales del lenguaje £ suele escribirse también
como VAR?); llamamos £™ al lenguaje resultante. Los elementos de
VAR se llaman variables de orden i+ 1 (de L£™).

Los términos y féormulas de los lenguajes de orden superior se
definen como sigue: Los términos de orden 1 son los usuales; los
términos de orden i + 1 son las variables VAR! para i > 1. Las for-
mulas son las usuales, permitiéndose cuantificadores sobre variables
de cualquier orden y junto con X(z), donde X y z son términos de
orden i + 1 e 7 respectivamente.

La seméantica se trabaja de la siguiente manera, supongamos que
A es el universo de un modelo para £, definiendo recursivamente
PUA) = Ay PH(A) = P(P™(A)) para cada m € w, podemos
inducir un modelo para £", de modo que las variables de orden

71
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i recorren P(A) para cada i < n. De aqui se sigue de manera
natural como definir una valoraciéon para las variables del lenguaje
predicativo de orden n.

Definicién 5.1. Una formula II7, es una férmula de orden n + 1
de la forma:

VT 3TV T3 - - - QTmt)

para cada i € {1,...,m}, T; denota una sucesion de variables de
orden n+ 1, Q) es V si m es impar o 3 en caso contrario, 1) es una
formula en la cual todas sus variables cuantificadas son de orden a
lo mas n.

Similarmente, una férmula X7 es una férmula de orden n + 1
escrita como la descrita anteriormente pero con 3y V intercambia-
dos.

En la practica, cuando digamos que una sentencia o es II7, (6
¥ ) nos referiremos a que bajo cierto tipo especifico de modelos en
los cuales o es interpretada (digamos los que tienen como universo
a R(«) para algin «), existe una sentencia ¢ que es II” (6 X)) de
manera que la equivalencia o <+ ¢ se cumple en tales modelos.

Con esto, tenemos las herramientas necesarias para definir los
cardinales indescriptibles.

Definicién 5.2. Un cardinal infinito x es II7 -indescriptible (X7 -
indescriptible) si siempre que o es una sentencia II7 (X)), A es
un subconjunto de R(k) v (R(k), €, A) = o, existe o < k tal que
(R(a), €, AN R(a)) | 0.

Diremos que & es indescriptible si es II -indescriptible para cada
n,m € w (en consecuencia también es X -indescriptible).

No es dificil comprobar lo siguiente, si m < m’ y n < n/, enton-
ces toda formula I17, es una formula 17, (solo hay que cuantificar
usando variables que no aparezcan en la formula original, del orden
respectivo). También, si n < n’ entonces toda formula T17, es TI%'.
Con lo cual, cada cardinal H;‘;,—indescriptible es II" -indescriptible, y
todo cardinal Hg“-indescriptible es 1I" -indescriptible. De manera
analoga, se tiene lo mismo cambiando II por X.

También, los cardinales que son II! -indescriptibles coinciden
con los cardinales X}, -indescriptibles. En efecto, una implicacion
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se sigue del hecho que cualquier formula IT} es claramente X! Yy
con esto, si k es Z}nﬂ—indescriptible, entonces es I1! -indescriptible.
Para la otra implicacion, sea o una sentencia X! ;. la cual es de la
forma 3X, donde X es una variable de orden 2 y 9 es IT} | notemos
que solo estamos cubriendo el caso en el que solo hay una variable
de segundo orden, esto lo hacemos para simplificar la escritura, pero
de manera similar se hace con una sucesion de variables de segundo
orden. Ahora, supongamos que « es II! -indescriptible, y que para
A C R(k) se tiene que (R(k), €, A) |= o, entonces existe B C R(k)
tal que (R(k), €, A) =¢[B].

Notemos que si reemplazamos las instancias de la variable de se-
gundo orden X en 1, por un nuevo simbolo predicativo P’ de aridad
1, el cual se interpreta en B, obtenemos una nueva formula ¢’ para
la cual (R(k),€,A, B) E /. Tomemos Z = (A x {0}) U (B x {1})
y la sentencia ¢ = Jxq, x9(x1 = O A xg = 21 U {z1} AY”), donde
Y" es la formula que resulta de reemplazar P(x) y P'(z) (los sim-
bolos predicativos correspondientes de A y B respectivamente) en
W', por p(x,z1) y p(x, x2) respectivamente, con p un nuevo simbolo
predicativo de aridad 2 que se interpreta como Z.

Ya que (R(k), €, Z) = ¢, y esta sentencia es I} (pues ¢ lo es
y los cuantificadores de mayor orden, pueden ser escritos primero al
tomar la forma prenexa), usando que x es II! -indescriptible, existe
a < kparael cual (R(a), €, ZNR(«)) E ¢. Yaque ZNR(«a) = ((AN
R(a)) x {0}) U (BN R(a)) x {1}), por la definicion de Z, tenemos
que (R(a),€, AN R(a), BN R(a)) = ¢'. Lo cual equivale a que
(R(a), €, AN R(a)) = 3X. Por tanto, x es 3}, -indescriptible.

Como nos hemos de imaginar, un cardinal indescriptible es un
cardinal grande, pues no hace falta que n y m sean muy grandes
para alcanzar a los primeros cardinales grandes, los inaccesibles.

Lema 5.3. Un cardinal x es I} -indescriptible si y solo si k es
inaccesible.

DEMOSTRACION: Supongamos que & es II}-indescriptible, veamos
que k es inaccesible. Primero verifiquemos que x es un cardinal
regular. Si k es singular, sea A\ = cf(k) < k y consideremos f : A —
k cofinal. Para A = f x {A\} C R(k) tenemos que (R(k),€,A) |=
JaVy € x3z(z > 0N Ay, z,2)), esto es claro por ser f cofinal.
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Ademas, la sentencia anterior es claramente de primer orden y en
consecuencia es II}.

Pero no existe o < & tal que (R(a),€,AN R(«)) cumpla tal
sentencia, de lo contrario, existe u # 0 = () tal que para cada d € p,
existe v € R(«) para el cual (9,7, ) € (f x {\}) N R(«). Pero esto
implica que g = A y entonces para cada § < u = A, existe v € R(«)
tal que (0,7) € f. Pero como f es cofinal, sabemos que existe
do < A tal que f(dp) > « y con esto no se cumple la sentencia, lo
cual contradice que « es II}-indescriptible. De aqui que x es regular.

Ahora, supongamos que k no es limite fuerte, i.e. existe A <
k tal que 2% > &, entonces podemos considerar f : P(\) — &
sobreyectiva. Sea A = f x {P(N\)} C R(k), se tiene que (R(k), €
JA) | daVy € x3z(x > 0 A Ay, z,)). Sin embargo, por el mismo
argumento anterior, no puede existir « tal que (R(«), €, AN R(«a))
modele la sentencia anterior. Concluimos que « es limite fuerte.

Resta ver que k # w, pero esto se sigue del hecho que w es
el menor ordinal « para el cual (R(w), €,0) E Va3y(z € y). Por
tanto, de lo anterior obtenemos que x es un cardinal inaccesible.

Supongamos ahora que k es una cardinal inaccesible, probare-
mos que « es II}-indescriptible. Notemos que una formula IT} es pre-
cisamente una férmula de primer orden, asi que al considerar ¢ una
sentencia IT}, estamos hablando de una sentencia cualquiera de pri-
mer orden. Con esto, sea o una sentencia de primer orden, A C R(k)
y supongamos que (R(k), €, A) |= 0. Por la Proposicion [2.5] (hacien-
do una ligera modificacion en la demostracion) sabemos que M =
{a <k:(R(a),e,AN R(a)) < (R(k),€,A)} es un club en x. Por
tanto, existe a < k tal que (R(«), €, AN R(a)) < (R(k),€,A),y
va que (R(k), €, A) |= o, se sigue que (R(a), €, AN R(a)) = 0. Asi
k es II}-indescriptible. |

Por tanto, atn eligiendo los valores mas pequenos posibles pa-
ra m y n de un cardinal II" -indescriptible, alcanzamos cardinales
bastante grandes, como lo son cardinales inaccesibles. Uno espera-
ria entonces que los cardinales indescriptibles son atin mas enormes
en tamano, y de hecho es natural pensar en esto. Otra razoéon que
motiva este pensamiento es que, de acuerdo a la estructura que se
le ha dado al presente trabajo, se han colocado los cardinales indes-
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criptibles después de los cardinales débilmente compactos, pues son
més grandes que estos, en el sentido de implicacion (de consistencia
relativa) entre uno y otro, y esto es correcto.

Hasta ahora habiamos encontrado que los cardinales débilmente
compactos eran demasiado grandes, el siguiente teorema nos dice
que la nueva clase de cardinales grandes es mayor.

Teorema 5.4. Un cardinal x es I} -indescriptible si y solo si k es
débilmente compacto.

DEMOSTRACION: Supongamos que & es I1i-indescriptible, entonces
k es II}-indescriptible y por el lema anterior, x es inaccesible. Asi
que, por el Teorema resta probar que k tiene la propiedad
del arbol. Pero, podemos notar que basta concentrarnos en (7, <)
arboles formados por funciones ¢ : v — 2 con v < kK y con el orden
dado por el de la contencidén propia, pues asi podemos proceder
como en la demostraciéon de y tener la propiedad del arbol
para k. Sea (T, <) un arbol de tal tipo, entonces para cada o < k,
tenemos que el modelo (R(«), €,T N R(«)) satisface la sentencia:

dB(B es una rama),

pues basta fijarse en B = {t [ f: f < a} para algin t € T fijo con
dominio a.. Ahora, ya que B C T'N R(«), entonces es claro que es la
interpretacion de una variable de segundo orden, asi que la sentencia
anterior es X1. Por la observacion hecha después de la definicion an-
terior, sabemos que k es Xi-indescriptible. Asi que usando la forma
contrarreciproca de la definicion de Yi-indescriptible, tenemos que
(R(k),€,T) = 3B(B es una rama), esto se traduce en que existe
una rama para 1, lo cual queriamos demostrar.

Ahora, supongamos que k es débilmente compacto, probaremos
que k es IT}-indescriptible. Sea ¢ una sentencia I} y A C R(k),
tal que (R(k), €, A) | 0. Sabemos que o es de la forma VX9 (X),
donde X es una variable de segundo orden y 1(X) es una formula
cuyas variables cuantificadas son de primer orden.

Por el Lema [£.16] sabemos que existe (M, €, S) una extension
elemental transitiva de (R(k), €, A), tal que k € M. En ZFC te-
nemos que Vy(y € R(k) > rank(y) < k), como M = ZFC te-
nemos que la formula relativizada se cumple en M, con lo cual
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Vy € M(y € R(k)™ < rank(y) < &), no hemos relativizado » pues
es un elemento del modelo transitivo M, ademas una induccién ru-
tinaria prueba que el rango de un conjunto es un valor absoluto.
Asi, de la formula anterior tenemos que R(x)™ = R(k). Por tanto,
se tiene que

(M, €,5) = 3a((R(a), €,5N R(a)) |= o),

puesto que o« = kK € M exhibe esto, vale la pena notar que he-
mos usado que A = S N R(k) por construccion, también recal-
car que la sentencia anterior es de primer orden (considerando las
instancias de X por un simbolo predicativo de aridad 1). Por ser
(R(k), €, A) un submodelo elemental de (M, €,S), también cum-
ple la sentencia, i.e. existe o < k tal que para cada Y C R(«a),
(R(a),€,5 N R(e)) = ¢[Y], como SN R(a) = AN R(a) para
a < k, concluimos que (R(a), €, AN R(a)) | o. [ |



Capitulo 6

Cardinales medibles

Gran parte del origen de la teoria de grandes cardinales se en-
cuentra basado en el problema basico de la teoria de la medida,
el Problema de la Medida de Lebesgue. Para los ntimeros reales,
el problema dice: Existe una funcion m que asocia cada conjunto
acotado de nimeros reales X un nimero no negativo m(X) tal que,

i) m no es idénticamente cero,

ii) m es invariante bajo traslaciones, i.e. m(X) = m(Y’) siempre
que existe 7 € R tal que Y ={z +r:2z € X},

iii) m es o-aditiva, i.e. si {X,, : n € w} es una familia de conjuntos
ajenos dos a dos, cuya uniéon es un subconjunto acotado de R,
entonces M|, c, Xn) = D new MU(Xn)-

Lebesgue desarrollé su medida en direccion a este problema, la
cual sabemos es fundamental en el drea del anélisis matematico. En
esos tiempos, se preguntaban que pasaba con un conjunto cualquie-
ra de niimeros reales; es bien sabido que Vitali, en 1905, usando una
equivalencia del Axioma de Eleccion (AC), construydé un conjunto
de nimeros reales, el cual no es medible segiin Lebesgue. A partir
de esto, Lebesgue tuvo méas inquietudes acerca de AC, que de la
posibilidad de dar solucion al Problema de la Medida.

7
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6.1. Medida y filtros

Banach propus6 una generalizacion al Problema de la Medida,
donde fi1l es reemplazada por una condicién minima y necesaria para
evitar trivialidades, a saber: m({z}) = 0 para cada z. Sin embargo,
en 1929, Banach y Kuratowski probaron que, bajo C'H, esta nueva
version del problema tampoco tiene solucidon. Aunque, este nuevo
enfoque por parte de Banach, permite estudiar el problema desde
el punto de vista dado por la siguiente definicion.

Definicién 6.1. Sea S un conjunto, una funcion m : P(S) — [0, 1]
es una medida sobre S' si satisface:

i) m(S) =1,
ii) m({z}) = 0 para cada z € 5,
iii) m es o-aditiva.

Banach se dio cuenta que la cardinalidad del conjunto S im-
porta més en su problema, puesto que no es dificil observar que
por la definicién anterior, si un conjunto es numerable, entonces no
admite una medida; asi que trabajaremos en medidas definidas so-
bre cardinales. Y en vista de la condicion [ii, uno podria interesarse
en requerir una propiedad mas fuerte. Supongamos que {r;};c; es
una coleccion de nimeros reales, entonces su suma (transfinita) se
define como Y, ;s =sup{> ;. pri: E € [I]<N},

Definicién 6.2. Sea A un cardinal infinito, para una medida m
sobre un conjunto S, m es A-aditiva si para cada v < A\, y {X4}a<y
subconjuntos de S ajenos dos a dos, se tiene que m(|J

2 acy M(Xa):

Ulam interesado en el problema de Banach, estableci6 resultados
importantes, que implican una generalizaciéon directa de un ultra-
filtro sobre w. Para comprender esto, recordamos las definiciones

bésicas sobre un filtro. Un filtro en un conjunto S es una coleccion
F CP(9) tal que,

a<y a)

i) SeFy0¢F,
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ii) si X,Y € F entonces X NY € F,

i) si X,V CS, X CYy X ¢€F, entonces Y € F.

El filtro F' se dira principal si es de la forma F = {X C S :
Xo € X} para algin Xy C S; en cambio, no es dificil comprobar
que todo conjunto de la forma {X C S : Xy C X} para algin
Xo € S, es un filtro en S. Si A es un cardinal regular, F' se llama
A-completo si para cada v < A, ¥y { X, }a<y elementos de F', tenemos
que ﬂa@ X, € F. Cuando se cumple el anidlogo de propiedad para
cada familia numerable de elementos de F', decimos que F es o-
completo.

Una familia G' de conjuntos tiene la propiedad de la interseccion
finita (PIF) si (VH # () para cada H € [G]|<™. Todo filtro cumple
la PIF. Un filtro F' en S se llama wultrafiltro si es un filtro maximal,
i.e. no existe filtro F’ en S tal que F' C F’. Exhibimos propiedades
béasicas sobre filtros a continuacion.

Proposicién 6.3. Sea S un conjunto, entonces:

i) Si G C P(S) cumple la PIF, entonces existe un filtro F' en S
tal que G C F.

ii) Si F es un filtro en S, F' es un ultrafiltro si y solo si para cada
XCS, XeFoS\XeF.

iii) Todo filtro puede ser extendido a un ultrafiltro.

iv) Un ultrafiltro no principal contiene solamente conjuntos infini-
tos.

v) Si U es un ultrafiltro en S, U es A-completo si y solo si para
cada v < N, st an X, € U, entonces existe a < v tal que
Y,eU. [ |

Al tratar el Problema de la Medida de Banach, Ulam tomé6 un
camino que tuvo varias consecuencias. Supongamos que para una
medida m, k-aditiva sobre k, se cumple que existe algiin conjunto
A C k, tal que m(A) > 0y para cada B C A, m(B) = m(A) 6
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m(B) = 0; en tal caso, se suele decir que la medida tiene un dgtomo.
Si p se define en P(k) como

~ m(XNA)

entonces 1 es una medida k-aditiva sobre x con rango {0, 1}; si una
medida cumple esta condiciéon, se dice que es bivaluada. Podemos
expresar esta propiedad mediante el uso de ultrafiltros.

Proposicion 6.4. Si u es una medida bivaluada sobre S, entonces
el conjunto U, = {X C S : pw(X) = 1} es un ultrafiltro no prin-
cipal o-completo. Reciprocamente, todo ultrafiltro U no principal
o-completo, define una medida bivaluada sobre S.

DEMOSTRACION: Para comprobar que U, es un filtro, notemos que
S € Uy, puesto que u(S) = 1, ya que p es una medida. Ademas,
como @ =, ., 0y p es o-aditiva, se tiene que p(0) =Y, . 1(0),
lo cual implica que u(0) =0y asi @ ¢ U,,.

Sean X,Y € U, asi que p(X) = p(Y) = 1. Supongamos que
w(XNY) =0, yaque X = (X\Y)UXnNY)UDUDuU...,
entonces aplicando p y usando la o-aditividad, u(X) = p(X \Y) +
w(XNY)+0+0+ ..., de donde se sigue que u(X \Y) = 1.
De la misma manera, se prueba que pu(Y \ X) = 1, y dado que
XUY = X\Y)YUXNY)U XY \X)UDU... se tiene que
p(XUY) = p(X\Y)+u(XNY)+u(Y'\X), sustituyendo obtenemos
que pu(XUY) =140+1 = 2, lo cual contradice que u es bivaluada.
Por tanto, p(X NY)=1yasi X NY € U,,.

Ahora, sea X € U, y X C Y. Observemos que Y = XU (Y'\ X),
aplicando p tenemos que p(Y) = u(X) + p(Y \ X), como pu(Y \
X) > 0, se sigue que p(Y) > p(X) = 1. Dado que p es bivaluada,
concluimos que p(Y) =1y asi Y € U,. Por tanto, hemos verificado
que U, es un filtro en S.

Para comprobar que U, es un ultrafiltro, sea X C S, sabemos
que S = XU(S\X), conlocual 1 = u(S) = pu(X)+p(S\X). Como
la medida es bivaluada, tenemos que pu(X) =106 u(S\ X) =1, ie.
X eU, 6 S\ X e€U,. Por la proposiciéon anterior, esto verifica que
U, es un ultrafiltro. Veamos que U, es no principal, supongamos
que si, entonces existe Xy C S tal que U, = {X C S : Xy C X}.
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Sea a € Xy, como {X C S : {a} C X} es un filtro y claramente
contiene a U,, obtenemos que deben ser iguales, puesto que U, es
un ultrafiltro. Pero esto implica que {a} € U,, lo cual contradice
que u es una medida sobre S.

Verifiquemos que U, es o-completo. Sea { X, }new C U, sabemos
que S = (Mo Xn) U\ (Mo X)) = (Moo X)I(U, e, (5\ X)),
asi que por la o-aditividad de p, tenemos que pu([),c, Xn) = 1 0
(U,eo (S \ X5)) = 1. Supongamos lo segundo, usando recursion
definimos By = S\ Xy y dado B, hacemos B,11 = (S \ Xp41) \
(Ui, B:)- Es claro que {B,, },c., es una familia de conjuntos ajenos
dos a dos, B, € S\ X, para cadany U, ., Brn = U,e (S \ Xn)-

Probamos en unas lineas anteriores, que p es mondtona, en par-
ticular p(B,) < u(S \ X,) para cada n € w, luego Y _ u(B,) <
Y new H(S\ Xy). Pero por la o-aditividad, tenemos que (U, (S'\
X)) = iU Ba) = 3 1(Bn) < 3 (S X,). Como U e
ultrafiltro, se tiene que S\ X,, ¢ U, para cada n € w, esto implica
que . 1(S\ X;) = 0 lo cual contradice la suposicion acerca de
(U,eo, (S'\ X)) Por tanto, concluimos que p((),,c,, Xn) = 1y asi
ﬂnEW X, € U,. Esto verifica que U, es o-completo.

Por otro lado, ahora, supongamos que U es un ultrafiltro no
principal y o-completo, definimos m : P(S) — [0,1] mediante
m(X) = 1si X € Uy m(X) = 0 en caso contrario. Probare-
mos que m es una medida sobre S. Dado que S € U por ser filtro,
tenemos que m(S) = 1. También, para cada = € S, {z} ¢ U,
de lo contrario tenemos una contradiccion a iv) de la proposicion
anterior. Ademas, es claro que m es una medida bivaluada.

Resta ver que m es o-aditiva. Sea {X,, },c, una familia de con-
juntos ajenos dos a dos. Si X,,, € U para algin m € w, entonces
Unew Xn 2 Xin es un elemento de U. Con esto, m(Unew n) = 13
ademas m(X,,) = 0 para cada n # m, de lo contrario X,,, X,, € U, y
entonces X,, N X, # 0, lo cual es imposible. Luego, m(|J
L=m(Xm) =, m(Xy)-

Ahora bien, si X, ¢ U para cada n € w, entonces afirmamos
que |J,c, Xn ¢ U. En efecto, como S\ X,, € U para cada n € w,
pues U es ultrafiltro, tenemos que (1, (S \ X,) € U, esto ya que
U es o-completo. Dado que S\ (U,c., Xn) = Nyeo (S \ X ) eU
y U es ultrafiltro, se sigue la afirmacion. Con esto m(|J

new ) -

new ) -
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0=>c.0=2>,c,mX,). Probando que m es o-aditiva, asi m
es una medida sobre S. [ |

Podemos requerir una condiciéon mas fuerte sobre la medida g
(o sobre el ultrafiltro) y obtenemos lo siguiente. Sea x un cardinal
infinito, bajo las condiciones de la proposicion anterior, si la medi-
da es k-aditiva, entonces el ultrafiltro U, es k-completo; de igual
forma, si un ultrafiltro es k-completo, entonces la medida que de-
fine es k-aditiva. En efecto, una implicaciéon se sigue haciendo una
construccion similar a la de los B, en la prueba anterior, contem-
plando que en el caso limite, se procede igual (quitando la uniéon de
los anterior); ademds que las sumas seguiran satisfaciendo < (re-
cordando la definicién que hicimos de sumas transfinitas), de donde
se seguira la misma contradiccion. Para la otra implicacion, se hace
de manera analoga a la de la demostracion anterior.

Esto nos conlleva al concepto més importante de toda la teoria
de grandes cardinales.

Definicién 6.5. Un cardinal x no numerable, se llama medible si
existe un ultrafiltro no principal k-completo en k.

Por el comentario anterior, tenemos que un cardinal es medible
si y solo si existe una medida bivaluada k-aditiva sobre . Tenemos
una propiedad inmediata acerca de estos cardinales.

Lema 6.6. Sea k un cardinal medible, entonces Kk es inaccesible.

DEMOSTRACION: Supongamos que m es la medida sobre k, que es
bivaluada y x-aditiva, demostremos que x es un cardinal regular.
Si A = cf(k) < K, sabemos que esto implica que x = |J, ., Aa
para algunos A, C k tal que |A,| < k para cada o < A. Notemos
que m(A,) = 0 para cada a < A\. En efecto, sea a < A, hacemos
Ao =A{zp : B < |Aal} = Usa, {zs}, por ser m una medida x-
aditiva, tenemos que m(Aa) = 35 4, m({zs}) = 0, ya que m se
anula en los conjuntos singulares; esto prueba la afirmacion. Pero,
aplicando la k-aditividad, m(x) = m(U,-\ Aa) = D _acrm(Aa) =0
y esto es una contradiccion, ya que m es no trivial. Por tanto, x es
regular.
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Resta ver que k es limite fuerte. Como k es medible, sea U
ultrafiltro no principal k-completo en k, supongamos que existe
A < k tal que kK < 2%, entonces existe f : K — 2% inyectiva. Sea
a < A, por ser U un ultrafiltro, {8 < x : (f(8))(a) =0} € U o
{ < k:(f(B)(a) =1} € U; si X, denota el conjunto, de los
anteriores dos, que es elemento de U, e i, el valor que toman los
elementos de X, evaluados en «, entonces X, € U para cada o < .

Por ser U k-completo, tenemos que X = (,_, X, € U y para
e X, (f(B))(a) =i, para cada o < A. Esto implica que |X| < 1,
pues si 01, 52 € X, entonces (f(f1))(a) =ia = (f(B2))(«) para ca-
da o < A, lo cual implica que f(51) = f(52), ya que f es inyectiva,
se sigue que 51 = fq. Esto verifica que | X| < 1, lo cual es imposible
dado que U es un ultrafiltro no principal, con lo que sus elementos
son conjuntos infinitos. Por tanto, x es limite fuerte. [ |

Asi que, nos encontramos nuevamente con objetos que estan fue-
ra del alcance de ZFC. Los cardinales medibles son muy grandes, y
de hecho, como nos hemos de imaginar, son mucho mas grandes que
los expuestos hasta ahora. Sigamos explorando ciertas propiedades
interesantes acerca de estos cardinales.

Exigir que un cardinal admita una medida bivaluada y x-aditiva,
parece sonar como algo muy complicado, sin embargo el tener una
medida bivaluada en realidad es suficiente para escaparnos de la
teorfa, siendo mas concretos, nos referimos a que un cardinal me-
dible existe si y solo si existe un cardinal que admita una medida
bivaluada.

Lema 6.7. Sea k el menor cardinal que admite un ultrafiltro no
principal y o-completo, entonces cada ultrafiltro en k de este tipo
es k-completo.

DEMOSTRACION: Sea U un ultrafiltro no principal y o-completo,
supongamos que U no es k-completo, entonces existe A < k car-
dinal, tal que {Xo}acr € U y [ycrXa € U. Usando recursion
transfinita definimos Yy = x \ X,, supongamos que se tiene Y3 para
cada 8 < «, entonces Y, = (k\ Xa) \ Us, Ys- Es claro que los
conjuntos Y, son ajenos dos a dos y U, Yo = Uscr(k\ Xa).
Notemos que {(1,., Xa} U {Ya}ta<r forma una particion para
K, en la cual todos los elementos no pertenecen a U; sin pérdida
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de generalidad escribimos la particion simplemente como {Y, : a <
A} (lo cual se puede hacer puesto que no se afecta el cardinal \).
Definimos f : k — A por f(§) = « siy solo si & € Y,. Hacemos
V ={X C \: f[X] € U}, afirmamos que V es un ultrafiltro no
principal y o-completo.

Ya que f7'[\] = k y k € U, tenemos que A\ € V; de la misma
forma, f7![0] = 0, luego 0 ¢ V. Ahora, si X € Vy X C Y,
con Y C )\, entonces f~![X] € Uy como f1X] C flY], se
sigue que f7'[Y] € U, por ende Y € V. Ahora, sean {Z,},c., C
V', por definicion f~'[Z,] € U para cada n € w, por ser U un
filtro o-completo, se tiene que (), ., [~ '[Za] € U. Recordando que
Muew [ 20 = 7 (Nwew Zn)s concluimos que (), ., Zn € V. Por
tanto V' es un filtro o-completo.

Para comprobar que V' es un ultrafiltro, sea X C A\, si X ¢ V|
entonces [~![X] ¢ U, ya que U es ultrafiltro en &, x \ f~![X] € U.
Pero v \ f71[X] = f7'[A\ X], de donde X\ X € V. Finalmente,
V' es no principal, de lo contrario existe n € A tal que V = {X C
A {n} € X}, con lo cual f~'[{n}] € U. Por definicion de f,
Tt ={a<k: fla)=n} ={a<rk:aeY,}=Y,esto
implica que Y, € U, lo cual es imposible por la elecciéon de los Y.

Hemos construido un ultrafiltro no principal y o-completo en A,
pero A < Kk y entonces k no es minimo con esta propiedad. De la
contradiccién tenemos que U es k-completo. [ |

Corolario 6.8. Eziste un cardinal medible st y solo si existe un
cardinal que admite una medida bivaluada.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es inmediata, comprobemos la
otra. Supongamos que k es el menor cardinal el cual admite una
medida bivaluada, sabemos que tal medida induce un ultrafiltro U
en k no principal y o-completo, es claro que  es el menor con esta
propiedad. Para el ultrafiltro U tenemos por el lema anterior que
es k-completo, asi k es un cardinal medible. |

Este resultado es bastante sorprendente, puesto que pensar en
la existencia de una medida bivaluada, parece no ser gran cosa, sin
embargo si lo es.
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6.2. El modelo L

Los cardinales medibles tienen una caracteristica que los hace
mucho méas grandes que aquellos expuestos hasta ahora, y es que
resulta que también se escapan de ciertos modelos, como lo es el
modelo interno L. En octubre de 1935 G6del se comunicaba con von
Neumann sobre la resolucion de la consistencia relativa de AC. Lo
logré a través de la introduccion de una jerarquia nueva L, donde
se verificaba el Axioma de Eleccion. Presentamos las herramientas
bésicas sobre esta clase y su relacion con los cardinales medibles.

Definicién 6.9. Un conjunto x se dira definible sobre un modelo
2 si existe una formula de primer orden (v, ..., v,) en el lenguaje
de 2, y elementos ay,...,a, en A, el universo de 2, tal que y € x
siy solosi 2 | ply,ai,...,a,], es decir tal que x = {y € A: A =

oly, a1, ..., a,)}

Para cada conjunto x, hacemos
def(x) = {y C x : y es definible sobre (z, €)}

claramente esto es un conjunto, pues es un subconjunto de P(z).
Tenemos las siguientes propiedades sobre estos conjuntos.

Proposicién 6.10. Para cada conjunto x se cumple:
i) z,0 € def(z).

ii) Six es transitivo, entonces x C def(x).

iii) Siy C x cony finito, entonces y € def(x).

DEMOSTRACION: i). Tomemos p(v) = (v = v), es claro que y € z si
y solo si (z, €) = ¢[y], con lo cual x es definible sobre (z, €). Ahora,
si ¥ (v) = =(v = v), entonces también ) = {y € z : (z,€) E ¥[y]}.

ii). Sea y € x, entonces y C x por ser x transitivo, si p(u,v) =
(u € v), y tomando el mismo conjunto y, tenemos que y = {z € y :
(z,€) E olz, 9]}

iii). Sea y C «z finito, digamos que y = {z1,...,2,} para n € w,
consideremos o(u, vy, ...,v,) = ((u = v1) V-V (u = v,)). Para
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21,...,2n €Exyesclaroquey ={z €y : (z,€) Evlz,21,...,2,) - B

Continuamos con la definiciéon de la jerarquia construible, la
cual nos va a permitir hablar de la clase L, la cual resultara ser
un modelo transitivo de ZFC, y ademaés el més pequeno con la
propiedad de contener todos los niimeros ordinales.

Definicién 6.11. Usando recursion transfinita sobre «a, definimos:
i) Lo =10,

ii) Lot1 = def(Ly),

iii) Lo = Ugeqo Lp si @ # 0 es limite.

Hacemos L = | J{L, : « es ordinal}, L es llamada la clase de los
conjuntos construibles y la afirmaciéon, V' = L, i.e. cada conjunto
es construible, es el Azioma de Constructibilidad.

No es dificil comprobar que cada L, es un conjunto transitivo.
En efecto, usando induccion sobre «, para a = 0 es inmediato. Si
a = +1,seax € L,, por definiciéon de L, tenemos que x C Lg
y por la proposicion anterior se sigue que Lg C def(Lg) = L,
dado que Lg es transitivo por hipétesis inductiva; luego = C L,.
Finalmente, si a es limite tenemos que L, es transitivo por ser
uniéon de conjuntos transitivos.

Ademas, otra induccién rutinaria prueba que L, C Lg para
cada o < 3. Con lo que L es una clase transitiva, puesto que cada
L., es transitivo.

Definicién 6.12. Para una clase propia M, (M, €) es un modelo
interno si (M, €) es un modelo transitivo de ZF tal que cada ordinal
es elemento de M.

Resulta que L es un modelo interno de ZFC, y ademés es el
menor con esta propiedad, esto lo haremos mas especifico poste-
riormente. Primero, comprobamos que L es una clase que contiene
a todos los ordinales.

Lema 6.13. Sean o, 8 ordinales, entonces:
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i) L,NON = a.
ii) Si o < B, entonces a, L, € Lg.

DEMOSTRACION: i). Por inducciéon sobre a. Para av = 0 es claro,
vaque LoNON =0 NON =0 = a. Si a = 3+ 1, sabemos que
Lg C L, C P(Lg), luego por hipétesis inductiva, § = Lg N ON C
L,NON C P(Lg) NON. Observemos que P(Lg) N ON C a, pues
si v € P(Lg) N ON, entonces v C Lz N ON = (3, con lo cual
v < B+ 1= a. Por tanto, L, NON C a.

Ahora, supongamos por un momento que 8 € L,, sea 7 < a,
tenemos que v < 3, cuando v = [ es claro que vy € L,NON;si v <
B, por la transitividad de L., 7 € L,, asi v € L, N ON; por tanto
a C L, NON. Demostremos que 3 € Lg, por hipétesis inductiva,
B = {x € Lg : x es ordinal} con lo que § C Lg. Y también, si
©(u) = (u es ordinal), entonces recordemos que @ es una formula
Ay y Lg es un conjunto transitivo, con lo que ¢*#(z) <+ ¢(z) para
cada x € Lg, en particular esto implica que § = {x € Lg : (Lg, €
) = ¢[x]}. Con lo cual, 8 es definible sobre Lg, i.e. 5 € L,.

Finalmente, para a limite, L, N ON = (Uz., Lg) N ON =
Usca(Ls NON) = Us., B = @, la peniiltima igualdad se sigue de
la hipoétesis de induccion.

ii). Probamos que «, Ly € Loy1, puesto que o+ 1 < 3y recor-
dando que los conjuntos L. son monétonos respecto al subindice,
se sigue que o, L, € Lg. En la demostracion del inciso anterior, ve-
rificamos que a € L, a partir de L, N ON = «a, pero esto tltimo
se cumple por i), con lo que a € L, 1. Por otro lado, por i) de la
Proposicién tenemos que L, € def(L,) = Loi1- [

Una consecuencia inmediata del lema anterior es que, si « es un
ordinal, entonces o € L,,1 C L. Por lo que L contiene a todos los
ordinales. El siguiente teorema comprueba que L es un modelo (no
en el sentido de la teoria de modelos pues L no es un conjunto ya
que ON C L) para ZFC y aunado a lo anterior, L es un modelo
interno. Ocuparemos un lema auxiliar, para el cual, referimos su
demostracion en [7].

Lema 6.14. (Principio de Reflexion) Sean o, o1, - - ., Pn_1 formu-
las de Lrc. Si B es una clase no vacia y A(a) es un conjunto para
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cada ordinal o, st también:
i) Cada que o < B, tenemos que A(a) C A(p).
i) Ala) =Uszo A(B) sia # 0 es limite.

il) B=U,coy A).

Entonces para cada ordinal &, existe o > £ limite tal que A(a) # ()
y p; es absoluta para A(a), B para cada i < n.

Finalmente, estamos en posicion de probar el teorema antes
mencionado. Vale la pena mencionar que, se omitiran algunos de-
talles en la demostracion, pero tomando como guia la prueba del
Teorema [2.4] es simple comprobar que no hay problema al hacerlo
de esta manera.

Teorema 6.15. L es un modelo interno de ZF.

DEMOSTRACION: Por ser L una clase transitiva, se verifica facil-
mente el Axioma de Extension y el Axioma de Fundacion. Com-
probemos los axiomas restantes.

i) Comprension: Seau € L'y ¢ una formula de L7¢ sin y variable
libre, por el Axioma de Comprension, JyVz(z € y <> x €
uN@®(x)). Necesitamos verificar que y € L, para ello, sea oy un
ordinal tal que u € L,,; por el lema anterior tomamos a > o
ordinal limite para el cual, ' > ¢’ (haciendo A(§) = L¢ y
B=1).

Con esto, si ¥ (vy,v2) = (¢(v1) Avy € v9), ¥y dado que u € Ly,
afirmamos que y = {z € L, : (Lo, €) E Y[z, u]}. En efecto,
si z € y, entonces sabemos que z € u A (), lo cual implica
@l (z) Nx € u, es decir (Lq, €) | ¢[x,u]; ademas x € L, ya
que r € u € L, vy L, es transitivo. Por otro lado, si z € L,
satisface (Lq, €) = @[z, u], por la definiciéon de ¢ tenemos que
xr € uy ple(z), por la eleccion de «, se sigue () y con esto

T Ey.
Finalmente, lo anterior implica que y € def(L,) = Loy1 C L.
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ii) Par: Sean x,y € L, por el Axioma del Par podemos considerar
z = {x,y}, veamos que z € L. Sea a ordinal tal que x,y € L,
entonces z = {x,y} C L,, asi que por iii) de la Proposicion

2 € def(Ly) = Losr C L.

iii) Unidn: Sea F' € L, por el Axioma de Unién tomamos A = |J F
y queremos demostrar que A € L, pues asi A exhibe el Axioma
de Unioén en L. Si « es un ordinal tal que F' € L, tenemos que
A C L,. Ademés, si p(v1,v2) = Ju € vy(vy € u), entonces por
ser Ag y L, transitivo, se tiene que A = {z € L, : (Lo, €)
o[z, F]}. Esto exhibe que A € def(L,) = Loy1 C L.

iv) Infinito: Ya que L es una clase transitiva, tenemos que w’ es

el mismo ordinal w, por lo que solo hace falta ver que w € L.
Pero esto es claro pues L contiene a todos los ordinales.

v) Potencia: Sea x € L, usando el Axioma del Potencia, existe
P(z), por el Axioma de Comprension, podemos tomar y =
{u € P(x) : u € L}, probamos que y € L. Para cada u € y,
hacemos «, el menor ordinal « tal que u € L, consideremos
a = sup{a, : u € y}. Con esto, y C L,. Sin pérdida de
generalidad, asumimos que x € L,,.

De lo anterior, y = {u € L, : u C z}. Es claro que ¢(vy,v9) =
(v1 € vy) es una formula absoluta para L, y y = {u € L, :
(Lo, €) E ¢lu, z]}. Ademés, y cumple las propiedades que in-
dican la satisfaccion del Axioma del Potencia en L.

vi) Reemplazo: Sea ¢ una formula sin B variable libre, sea A € L
y supongamos que para cada x € A, existe un tnico y € L tal
que (L, €) E ¢[z,y]. Para cada x € A, hacemos a, el menor
ordinal tal que existe y € L, v (L, €) E @[z, y]; por el Axio-
ma de Reemplazo el conjunto {a, : © € A} existe. Ahora, si
a =sup{a, : ¢ € A}, entonces B = L, € L es el conjunto que
verifica el Axioma de Reemplazo en L. |

Uno de los aspectos importantes que tiene el modelo L es que es
el menor modelo interno, por lo que cualquier otro modelo interno
de ZF debe contener a L. Uno podria pensar qué sucede con el
Axioma de Eleccion, pues resulta que el modelo L cumple el Axioma
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de Constructibilidad (relativizado a L) y, tal axioma implica el
Axioma de Eleccién, por consiguiente L satisface AC.

Tener un modelo interno que satisfaga las propiedades que defi-
nen algin cardinal grande es muy importante, puesto que un mode-
lo interno tiene todas las herramientas necesarias, al contener todos
los ntimeros ordinales. L es el menor modelo interno, pero es sufi-
ciente para reflejar los grandes cardinales expuestos hasta antes de
este capitulo. Sin embargo, L no es suficiente cuando se trata de
cardinales medibles, estos objetos son tan grandes que se escapan
del alcance de L. Esto se deriva del siguiente teorema de Scott, cuya
demostracién podemos encontrar en [6].

Teorema 6.16. Si existe un cardinal medible, entonces V # L.

Para obtener la conclusion deseada, basta combinar este teo-
rema con la observacién anterior donde afirma que se satisface
(V = L)X, con lo que si k es un cardinal medible, entonces x no
es un cardinal medible”, de lo contrario L no satisface V = L, lo
cual contradice lo anterior. El problema no es que x no pertenezca
a L, pues L es un modelo interno, sino que x no tiene la propiedad
que lo hace ser medible en L, i.e. no existe una medida sobre k que
sea bivaluada y k-aditiva segtin L. Pero, cabe mencionar que si es
posible construir un modelo interno para un cardinal medible, al-
go que requiere de diferentes técnicas y mucho uso de las llamadas
ultrapotencias.

6.3. Relacion con otros cardinales gran-
des

Por cuestiones referentes al objetivo de este trabajo y el al-
cance del presente material, los resultados que se comentan a con-
tinuacion, se mencionan sin demostracion, sin embargo podemos
encontrar la prueba de todas las afirmaciones en [2] en la seccion
correspondiente.

Ya demostramos que los cardinales medibles son inaccesibles,
esto nos dice que son parte de los llamados cardinales grandes.
Pero, como nos hemos de imaginar, son ain mas grandes, tanto
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que superan por mucho a los cardinales anteriores. Como hemos de
suponer, solo bastarfa probar que los cardinales medibles son indes-
criptibles y de ahi se siguen las deméas implicaciones naturalmente.
Desafortunadamente esto no es posible. Es un teorema de Scott que
los cardinales medibles son IT2-indescriptibles, mas todavia, que los
cardinales medibles son tan grandes que el conjunto de ordinales «
que reflejan alguna sentencia IT? es un elemento del ultrafiltro (nor-
mal), el cual exhibe que el cardinal es medible. Es decir, no solo
podemos encontrar un ordinal « el cual pruebe que un cardinal me-
dible es IT3-indescriptible, sino que podemos encontrar » ordinales
que cumplan esto.

Claro que esto no impide que un cardinal medible pueda ser
totalmente indescriptible, pero lo que si es posible observar es que el
menor cardinal medible no puede ser totalmente indescriptible. Esto
debido a que el minimo cardinal medible puede ser caracterizado
mediante

R(k) &= JU(U es una medida bivaluada)

donde la sentencia que se encuentra después de |= es de la forma
2. Con lo que el menor cardinal medible no es 2. En efecto,
en caso contrario si x es el menor cardinal medible, es claro que
R(k) satisface la sentencia anterior, pues es equivalente a que K
es medible; con lo cual por ser X2, existe a < x que refleja esta
sentencia, pero entonces esto induce un cardinal menor que x el
cual es medible, esto contradice la minimalidad de k.

Sin embargo, es posible demostrar que, aunque algunos cardi-
nales medibles no pueden ser indescriptibles, tienen una cantidad
enorme de cardinales medibles menores. Es decir, podemos verificar
que si k es un cardinal medible, entonces los cardinales indescrip-
tibles menores que él forman un conjunto estacionario en k, mas
aun, el conjunto de cardinales indescriptibles menores que k es un
elemento de U, el ultrafiltro no principal y k-completo que verifica
que k es medible.

Este es un resultado bastante interesante, puesto que si kK es
un cardinal medible, entonces es bastante grande, como ya se vio
en este capitulo, tiene propiedades bastante excéntricas y L no es
capaz de conservar sus propiedades que lo definen; no obstante,
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existen tantos cardinales como el tamano de k, los cuales tienen
caracteristicas mucho mas fuertes, dados sus atributos de reflejo
frente a cualquier tipo de sentencia.

Uno podria estar preocupado pensando en qué sucede con los
demés cardinales grandes, i.e. si se verifica que los cardinales me-
dibles siguen siendo débilmente compactos o Mahlo, o quiza estas
propiedades se pierden a través del gran tamano de un cardinal me-
dible. En realidad no hay nada que comprobar al respecto, puesto
que cualquier cardinal medible es IT3-indescriptible y por una ob-
servacion, sabemos que esto implica en particular que un cardinal
medible es ITi-indescriptible, con lo que todo cardinal medible es
débilmente compacto por el Teorema y asi, también ha de ser
rk-Mahlo.

Por lo que, la jerarquia quedaria como sigue, la existencia de un
cardinal medible implica la existencia de infinitos cardinales indes-
criptibles, los cuales son cardinales débilmente compactos, estos a
su vez son cardinales k-Mahlo, que son cardinales Mahlo y todos
estos son cardinales inaccesibles. Por lo que la existencia de un car-
dinal medible implica la existencia de una infinidad de cardinales
de todos los tipos anteriores. Este tipo de implicaciones continua,
con cardinales atin mas grandes que los medibles, entre los que
destacan los cardinales fuertes, Woodin, super fuertes, fuertemen-
te compactos, super compactos, extendibles, casi enormes, enormes,
stper enormes, etc. También mencionar que, antes de los cardinales
medibles, existen varios tipos de cardinales grandes que se encuen-
tran después de los indescriptibles, como son los cardinales sutiles,
casi inefables, inefables, Ramsey, Jonsson, Rowbottom, etc. Man-
teniendo siempre la caracteristica de implicacion (de consistencia
relativa) entre estos.



Conclusiones

Como hemos observado, uno podria continuar incluyendo cardi-
nales cada vez mas grandes, ir descubriendo propiedades mas fuer-
tes que impliquen la existencia de cardinales grandes menores. A lo
largo de este trabajo exploramos muchos de ellos, aunque la lista
continta; por ejemplo, vimos que los cardinales medibles son muy
grandes que se escapan de L, sin embargo como ya vimos, si es
posible construir un modelo interno que admita la existencia de
cardinales medibles. Pero, hay cardinales més grandes que hasta la
fecha de escritura del presente, no existe manera de construir un
modelo interno con tal propiedad. Esta parte es una gran area de
interés e investigacion dentro de la Teoria de Conjuntos, de Grandes
Cardinales y de Modelos Internos.

Los cardinales grandes no son solo meras construcciones para
“medir” los alcances de la imaginacion del ser humano en cuestion
de tamano, también son una herramienta muy importante dentro
de las matemaéticas, para descubrir la naturaleza de muchas afirma-
ciones que se puedan hacer dentro de cualquier area de las mismas,
que se fundamente en ZFC. Esto debido a lo siguiente, los grandes
cardinales hemos visto que forman una jerarquia creciente de con-
sistencia; de hecho, aseguramos que son los escalones de la jerarquia
de interpretabilidad de las teorias matematicas. Es posible probar
lo siguiente, dada una sentencia o, se cumple exactamente una de
las siguientes:

= ZFC+o0o es inconsistente.
= ZFC+o0 es equiconsistente con ZFC.

s ZFC+o es equiconsistente con ZFC mas la existencia de algin
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cardinal grande.

Por lo que los grandes cardinales puede ser usados para demos-
trar que alguna sentencia ¢ no implica alguna otra 1. De esto, con-
cluimos a partir del estudio hecho, que los cardinales grandes tienen
una fuerte aplicaciéon dentro de las matematicas, la cual puede ser
bien aprovechada para comprobar diferentes implicaciones. Ademas
que, dentro de muchas ramas de la matematica, pueden surgir di-
versos conceptos y propiedades que den origen a un cardinal grande;
pues hasta ahora, los méas grandes conocidos son todo un misterio
debido a lo excéntricos que pueden llegar a ser.

Finalmente, cabe mencionar que, aunque ya hemos demostra-
do que la existencia de grandes cardinales, no puede ser probada
a partir de ZFC, todo indica que su existencia no solo puede no
ser refutada, sino que tomar como axioma la existencia de alguno
de ellos, en realidad no parece ser descabellada, y figura ser muy
razonable hacerlo. Puesto que, existe mucha evidencia, como la que
se ha provisto en este trabajo, de su consistencia, especialmente de
aquellos cardinales grandes pequenos, i.e. donde es posible tener un
modelo interno que los admita.
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