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Introducción

En el 2017, A. Bella y S. Spadaro introdujeron el concepto
de espacios celular Lindelöf, [5]. El objetivo de estos espacios era
generalizar a los espacios casi discretamente Lindelöf 1. Un espacio
topológico X se dice que es celular Lindelöf si para cada familia
celular U de X, existe un subespacio Lindelöf, de X, que intersecta
a todos los elementos de la familia U.

La noción de espacio celular Lindelöf suscitó interés en varios
autores, quienes obtuvieron resultados relevantes sobre dichos es-
pacios. Por ejemplo, en el mismo artículo [5], Bella y Spadaro es-
tablecen cotas superiores para espacios celular Lindelöf, los cuales
satisfacen algunas condiciones adicionales. Además, mostraron la
existencia de espacios débilmente Lindelöf que no son celular Lin-
delöf. Posteriormente, en [26] y [27], Xuan y Song estudiaron a la
clase de espacios celular Lindelöf, obteniendo diversas propieda-
des para los espacios celular Lindelöf; además formularon algunas
caracterizaciones de dichos espacios y establecieron cotas superio-
res para espacios celular Lindelöf que verifican algunas condiciones
adicionales.

La naturaleza de la definición de los espacios celular Lindelöf
permite, de manera natural, establecer de manera genérica dicha
noción; a saber, supongamos que P es una propiedad topológica,
entonces podemos introducir a la clase de los espacios celular P

(vea Definición 4.1). En [23], por ejemplo, Tkachuk y Wilson in-
trodujeron el concepto de espacio celular compacto; propusieron
una serie de propiedades y características, y establecieron ciertas
cotas superiores para esta nueva clase de espacios topológicos. En
el artículo [1], Alas, Junqueira, Passos y Wilson proponen formal-

1Almost discretely Lindelöf, en inglés
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mente el concepto de espacio celular P, donde P es una propiedad
topológica dada. No obstante, el enfoque principal de su estudio se
centró en la propiedades de compacidad, compacidad numerable y
compacidad secuencial.

El estudio de las propiedades de estos espacios tipo “celular
Lindelöf”, ha revelado la existencia de resultados que comparten
características en común. Este hallazgo sugiere la presencia de ca-
racterísticas comunes que pueden ser objeto de un análisis más
exhaustivo.

El propósito de la presente tesis se fundamenta en dos objetivos
primordiales. En primera instancia, se pretende realizar un análi-
sis genérico de los espacios celular P, considerando que P es una
propiedad topológica arbitraria. Estudiaremos el comportamiento
de estos espacios con respecto de las operaciones topológicas usua-
les; así como la preservación bajo funciones continuas, por citar
algunos.

Nuestro segundo objetivo, es realizar un estudio acerca del com-
portamiento de las clases de espacios que se generan al considerar
la noción celular P para cuando P es una propiedad de tipo Lin-
delöf tales como la propiedad casi Lindelöf y débilmente Lindelöf
(además de las propiedades CCC Y DCCC). Entre otras cosas,
analizaremos las relaciones que existen entre estas clases de espa-
cios y las que se generan a través de la propiedad celular P. Por
ejemplo, para el caso de los espacios celular casi Lindelöf, una cues-
tión natural es: ¿las clases casi Lindelöf y celular casi Lindelöf son
distintas o guardan alguna relación? Por supuesto que la misma
pregunta se puede analizar con cada propiedad topológica dada.
También resulta natural preguntarse la relación que guardan las
propiedades celular P, para cuando P es una propiedad tipo Lin-
delöf, con las clases Lindelöf y celular Lindelöf. Nuevamente, y con
la finalidad de ejemplificar lo dicho, una pregunta natural es: ¿qué
relación guarda la clase celular casi Lindelöf con las clases Linde-
löf y celular Lindelöf?. Finalmente, otras interrogantes, digamos
inmediatas son las referentes a la cardinalidad. Por establecer una
pregunta: ¿Las cotas superiores para la clase de espacios celular
Lindelöf (bajo ciertas condiciones adicionales) que se conocen en
la actualidad se verifican para la clase de los espacios celular casi
Lindelöf?



IX

Como es usual, en el Capítulo 1 de la presente tesis, se esta-
blecerán las nociones básicas de Teoría de Conjuntos y Topología
que serán de utilidad en el desarrollo subsiguiente de la tesis. Da-
do que la mayoría de los tópicos abordados en el presente capítulo
son objeto de estudio en un primer curso de Topología y Teoría de
Conjuntos, no se llevarán a cabo las pruebas correspondientes. Sin
embargo, el lector interesado en un estudio más profundo sobre al-
guno de estos temas, podría consultar las referencias [11], [12], [17]
y [9] mismas en las que hemos basado este resumen de definiciones
y notaciones. Particularmente, en este primer capítulo, expondre-
mos algunos resultados relacionados con la noción de filtro. Dado
que estos resultados no son comúnmente estudiados, damos algu-
nas demostraciones y para aquellos interesados en un estudio más
profundo sobre el tema de filtro pueden consultar, además de las
referencias antes mencionadas, [14] y [3].

Con la finalidad de hacer, en la medida de lo posible, un traba-
jo autocontenido en el Capítulo 2 se abordará a detalle algunas de
las propiedades inherentes a los espacios Lindelöf, casi Lindelöf y
débilmente Lindelöf, además de algunas características asociadas
a los espacios que poseen las propiedades CCC o DCCC. Adicio-
nalmente, se abordará brevemente el tema de los espacios estrella
Lindelöf y Lindelöf n-estrella.

Como se mencionó anteriormente y, como uno de los objetivos
del presente trabajo de tesis, en el Capítulo 3, establecemos los
resultados obtenidos de investigar las relaciones entre los espacios
celular Lindelöf, celular casi Lindelöf, celular débilmente Linde-
löf y celular DCCC. En el presente capítulo, exponemos diversos
ejemplos de espacios topológicos y sus propiedades más relevantes.
Además, presentaremos algunos métodos típicos para la construc-
ción de nuevos espacios topológicos, los cuales serán empleados
posteriormente para el análisis de dichas clases de espacios.

El último capítulo, el cual se encuentra dividido en tres seccio-
nes, contiene la información referente a los objetivos del presente
trabajo de tesis, mismos que hemos señalado párrafos arriba. La
primera sección contiene resultados (genéricos) sobre la clase de los
espacios celular P, para una propiedad topológica dada P. En la
segunda sección, centramos nuestra atención a las clases generadas
por aplicar la noción celular P, para cuando P es una propiedad
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de tipo Lindelöf. La última sección establece cotas superiores para
la cardinalidad de espacios celular P (donde P es una propiedad
tipo Lindelöf) que verifican alguna propiedad adicional.
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Capítulo 1

Preliminares

En esta sección daremos algunas notaciones y conceptos básicos
que estaremos usando a lo largo de la tesis.

1.1. Teoría de conjuntos

La existencia de obras excelentes en las que se expone la teoría
de conjuntos (por ejemplo [11], [12] o [17]), nos brinda la oportu-
nidad de exponer a manera de resumen, los conceptos y resultados
que nos serán de utilidad durante el desarrollo de la tesis. Así,
usaremos las mismas notaciones que en [11]. Por ejemplo, dado un
conjunto X, P(X) denotará el conjunto potencia de X y |X| deno-
tará la cardinalidad del conjunto X. Denotaremos por ω al primer
cardinal infinito, ω1 será el primer cardinal infinito no numerable,
etc. Usaremos las letras α, β, γ . . . para denotar los números ordi-
nales, mientras que κ, λ, θ . . . denotarán a los números cardinales.
Además, si κ es un número cardinal, entonces κ+ denota al menor
número cardinal más grande que κ.

Si f : X −→ Y es una función y A ⊆ X, entonces f↾A denotará
la restricción de f en A, es decir, f = f ◦ iA, donde iA : A −→ X
tal que i(x) = x.

Dado un conjunto X, para un ordinal α definimos

Xα = {f : α −→ X|f es una función},

X<α = {f : β −→ X|f es una función y β < α}.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Y si κ es un número cardinal, entonces

[X]κ = {A ⊆ X : |A| = κ}

y
[X]<κ = {A ⊆ X : |A| < κ}.

Note que [X]≤κ = [X]<κ+ .
Como se mencionó en la introducción, uno de los objetivos

de la tesis es estudiar ciertos tipos de espacios topológicos. Entre
los espacios topológicos que estaremos estudiando se encuentran
la compactación de Stone-Čech, βX, y la extensión de Katětov,
κ(X). Al igual que casi todos los espacios que trabajaremos en la
tesis, dichos espacios no son comúnmente estudiados en un primer
curso de topología. Por tal motivo, estudiaremos estos espacios con
detalle. Dado que la compactación de Stone-Čech y la extensión
de Katětov usan nociones de ultrafiltros y ya que hablaremos de
ultrafiltros y ultrafiltros abiertos, entonces haremos un pequeño
estudio general de estos tipos de filtro. Estudiaremos los F -filtros,
con F ⊆ X y (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado. Ya que
este estudio no es muy común, entonces daremos las demostracio-
nes necesarias.

Recordemos que (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado
si ≤ es una relación reflexiva, simétrica y transitiva. Si L ⊆ X,
definamos ≤↾L=≤ ∩(L × L). Entonces (L,≤↾L) es un conjunto
parcialmente ordenado.

Definición 1.1. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado
y L ⊆ X.

1. Decimos que X es un retículo si para cualesquiera x, y ∈ X,
sup{x, y} y ı́nf{x, y} existen, en X.

2. Decimos que L es un subretículo de X si (L,≤↾L) es un re-
tículo y ı́nfL{x, y} = ı́nfX{x, y} y supL{x, y} = supX{x, y}.

Ejemplo 1.2. Sea X un conjunto, entonces (P(X),⊆) es un
retículo y si Y ⊆ X, entonces (P(Y ),⊆) es un subretículo de
(P(X),⊆).

Para un estudio más amplio acerca del tema de los filtros re-
mitimos al lector a los trabajos [12], [14], [9].
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Definición 1.3. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado
y F ⊆ X. Decimos que F es un filtro en X si cumple:

1. F ̸= ∅ y F ̸= X.

2. Si x, y ∈ F , entonces existe z ∈ F tal que z ≤ x y z ≤ y.

3. Si x ∈ F , y ∈ X y x ≤ y, entonces y ∈ F .

Si X es un retículo, entonces podemos reemplazar 2 por: Si
x, y ∈ F , entonces ı́nf{x, y} ∈ F .

Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto no vacío.

1. La familia F = {X} es un filtro en (P(X),⊆).

2. Si X es infinito, entonces el conjunto {A ⊆ X : |X \A| < ω}
es un filtro en (P(X),⊆). Al filtro anterior le llamamos el
filtro de Fréchet.

3. Sea A una colección no vacía de filtros en (P(X),⊆). En-
tonces

⋂
A es un filtro sobre (P(X),⊆).

4. Si C ̸= ∅ es una ⊆-cadena de filtros en (P(X),⊆), entonces⋃
C es un filtro en (P(X),⊆).

Si (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y A ⊆ X,
entonces definimos

A ↑= {x ∈ X : existe a ∈ A tal que a ≤ x}

y
A ↓= {x ∈ X : existe a ∈ A tal que x ≤ a}.

Definición 1.5. Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado y
B ⊆ X. Decimos que B es una base de filtro en X si:

1. B ̸= ∅ y existe a ∈ X tal que para cada b ∈ B, b ̸≤ a.

2. Si x, y ∈ B, entonces existe z ∈ B tal que z ≤ x y z ≤ y.

Ejemplo 1.6. Sea ∅ ≠ A ⊆ X, entonces B = {A} es una base de
filtro en (P(X),⊆). Por tanto, F(A) = {B ⊆ X : A ⊆ B} es el
filtro generado por {A}. Más aún, F(A) es el menor filtro sobre
P(X) que contiene a A.



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Es claro que si B es una base de filtro en X, entonces B ↑ es
un filtro en X. A tal B ↑ le llamaremos el filtro generado por B y
lo denotaremos por F (B). Si F es un filtro en X y ∅ ≠ B ⊆ F tal
que B ↑= F , entonces decimos que B es una base para el filtro F .
Notemos que si B es una base para el filtro F , entonces B es una
base de filtro en X y F (B) = F . Si G es un filtro en X, entonces
G una base de filtro en X y F (G) = G.

Definición 1.7. Sean X un conjunto parcialmente ordenado y
U ⊆ X. Decimos que U es un ultrafiltro en X si U es un filtro
en X y si F ⊆ X es un filtro en X tal que U ⊆ F , entonces
U = F .

Ejemplo 1.8. 1. {X} es un ultrafiltro en P(X) si y solo si
|X| = 1.

2. Para cualquier x ∈ X, F(x) = {A ⊆ X : x ∈ A} es un
ultrafiltro sobre (P(X),⊆). Sabemos que F(x) es un filtro.
Veamos que F(x) es un ultrafiltro. Sea F un filtro en P(X)
tal que F(x) ⊆ F. Supongamos que A ∈ F tal que x ̸∈ A. Ya
que {x} ∈ F(x), entonces {x} ∈ F. Así, ∅ = {x} ∩ A ∈ F.
Por tanto, x ∈ A. Concluimos que F(x) = F.

3. Sea ∅ ≠ A ⊆ X, entonces F(A) es un ultrafiltro si y so-
lo si |A| = 1. Por el inciso anterior, si |A| = 1, enton-
ces F(A) es un ultrafiltro. Supongamos que F(A) es un ul-
trafiltro y que |A| > 1. Sean a, b ∈ A diferentes, entonces
F(A) ⊆ F(a),F(b). Dado que F(A) es un ultrafiltro, enton-
ces F(a) = F(A) = F(b), entonces a = b, lo cual contradice
la elección de a y b.

Definición 1.9. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado,
L ⊆ X y F ⊆ L. Entonces

1. F es una L-base de filtro si F es una base de filtro en L.

2. F es un L-filtro si F es un filtro en L.

3. F es un L-ultrafiltro si F es un ultrafiltro en L.

Ejemplo 1.10. Sean X un conjunto no vacío y L un subretículo
de (P(X),⊆) tal que ∅ ∈ L. Entonces F es un L-filtro si y solo
si F cumple:
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1. ∅ ≠ F y ∅ /∈ F

2. Si F1, F2 ∈ F entonces F1 ∩ F2 ∈ F

3. Si F ∈ F, E ∈ L y F ⊆ E, entonces E ∈ F.

Definición 1.11. Sean (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado
y x ∈ X. Al filtro generado por {x}, F (x), le llamaremos el filtro
principal en X generado por x. Un filtro F es llamado principal si
F = F (x), para algún x ∈ X. A los filtros que no son principales
los llamaremos filtros libres.

En caso de que estemos considerando el conjunto parcialmente
ordenado (P(X),⊆), entonces únicamente llamaremos filtro prin-
cipal al filtro generado por el conjunto {x}, para algún x ∈ X.

Ejemplo 1.12. 1. Sean X un conjunto finito y F un filtro en
P(X). Ya que X es finito, entonces F es finito, así,

⋂
F ∈

F. No es difícil ver que F = F(
⋂
F). Concluimos que todos

los ultrafiltros en P(X) son principales.

2. Si X es un conjunto infinito, entonces el filtro de Fréchet no
es un filtro generado por un subconjunto de X. Supongamos
que {A ⊆ X : |X \ A| < ω} = FB, con ∅ ≠ B ⊆ X. Sea
a ∈ B, entonces X \ {a} ∈ {A ⊆ X : |X \ A| < ω} =
FB. Por tanto, B ⊆ X \ {a}. Luego, a ∈ X \ B, lo cual es
una contradicción. Notemos que en general, ningún filtro en
P(X) que contenga al filtro de Fréchet, es un filtro principal.

Definición 1.13. Sea α un número ordinal límite. La cofinalidad
de α, denotada por cf(α), es el mínimo número ordinal θ tal que
existe (αξ)ξ<θ, sucesión creciente de ordinales menores a α de lon-
gitud θ, tal que α es el límite de dicha sucesión.

Definición 1.14. Sea κ un cardinal infinito. Decimos que κ es un
cardinal regular si cumple que cf(κ) = κ.

Por ejemplo, ω es un cardinal regular y para cualquier n < ω,
ωn es un cardinal regular, pero ωω no es un cardinal regular. En
general, para cualquier cardinal κ, κ+ es un cardinal regular.
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Definición 1.15. Sea A una familia no vacía de conjuntos. Dire-
mos que A es un ∆-sistema si existe un conjunto R tal que para
cualesquiera A,B ∈ A, distintos, se cumple que A ∩ B = R. Al
conjunto R le llamaremos la raíz o núcleo del ∆-sistema

El siguiente resultado es uno de los más importantes en teoría
de conjuntos, el cual es conocido como el Lema del ∆-sistema. La
demostración de este resultado se puede consultar, por ejemplo,
en [17].

Lema 1.16. (El lema del ∆-sistema) Sean κ un cardinal infinito
y θ un cardinal regular tal que κ < θ y para cada α < θ se cumple
que |α<κ| < θ. Si F es una familia de conjuntos que cumple

1. |F| ≥ θ,

2. para cada x ∈ F, |x| < κ,

entonces existe G ∈ [F]θ tal que G forma un ∆-sistema.

Otro resultado combinatorio importante en teoría de conjuntos
es el Teorema de Erdös, Rado. La demostración de este Teorema
la podemos encontrar en [15]

Teorema 1.17. (Teorema de Erdös, Rado) Sean κ un cardinal
infinito, X un conjunto tal que |X| > 2κ y supongamos que

[X]2 =
⋃
α<κ

Pα.

Entonces existen α < κ y A ⊆ X con |A| > κ, tales que

[A]2 ⊆ Pα.

Definición 1.18. Sea P una propiedad relativa a los subconjuntos
de un conjunto X. Decimos que P es una propiedad de carácter
finito si

1. ∅ tiene la propiedad P;

2. Para cualquier A ⊆ X se cumple que: A tiene la propiedad
P si y solo si para todo B ∈ [A]<ω, B tienen la propiedad
P.
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Teorema 1.19. (El Lema de Teichmüller-Tukey) Sean X un con-
junto y P una propiedad relativa a los subconjuntos de X de ca-
rácter finito. Si A ⊆ X es tal que A tiene la propiedad P, entonces
existe B ⊆ X tal que A ⊆ B, B tiene la propiedad P y B es ⊆-
maximal en la familia de todos los subconjuntos de X que tienen
la propiedad P.

El Lema de Teichmüller-Tukey es equivalente al axioma de elec-
ción. La demostración de esta afirmación, puede consultarse en [9].

Definición 1.20. Sea A una familia no vacía de conjuntos no
vacíos. Decimos que A tiene la propiedad de la intersección finita
(PIF) si para cada ∅ ≠ B ∈ [A]<ω se cumple que

⋂
B ̸= ∅.

Ejemplo 1.21. 1. Sea X un conjunto. Entonces la propiedad
P: A = ∅ o ∅ ≠ A ⊆ P(X) y A tiene la PIF, es una
propiedad relativa a los subconjuntos de P(X) de carácter
finito. Sea A ⊆ P(X).

a) Si A tiene la propiedad P y B ∈ [A]<ω. Si B = ∅,
entonces B tiene la propiedad P. Supongamos que ∅ ≠
C ∈ [B]<ω, entones ∅ ≠ C ∈ [A]<ω, por tanto,

⋂
C ̸=

∅. Así, B tiene la propiedad P.

b) Supongamos que para cada B ∈ [A]<ω, B tiene B tiene
la propiedad P. Si A = ∅, entonces A tiene la propiedad
P. Supongamos que ∅ ̸= C ∈ [A]<ω, entonces C tiene
la propiedad P, en particular,

⋂
C ̸= ∅.

2. Si F es un filtro en L, un subretículo de P(X), tal que
∅ ∈ L, entonces F tiene la PIF.

El siguiente resultado nos dice que cualquier familia de subcon-
juntos con la PIF está contenida en un filtro en P(X).

Lema 1.22. Sean L un subretículo de P(X) tal que ∅ ∈ L. Toda
familia ∅ ≠ G ⊆ L con la PIF esta contenida en un L-filtro. Más
aún, si B es la colección de todas las intersecciones finitas de X,
entonces B es una L-base de filtro y el L-filtro generado por B

es el ⊆-menor filtro que contiene a G.

Sin embargo, el lema anterior puede ser “mejorado”.
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Teorema 1.23. Sea L un subretículo de (P(X),⊆) tal que ∅ ∈ L.
Toda familia ∅ ≠ G ⊆ L con la PIF está contenida en un L-
ultrafiltro.

Demostración: Supongamos que G ̸= ∅ tiene la PIF. Sea P como
en el ejemplo anterior. Entonces G tiene la propiedad P y P es
una propiedad de carácter finito. Así, por el Lema de Teichmüller-
Tukey, existe B ⊆ L tal que G ⊆ B, B tiene la propiedad P y
B es maximal en la familia de todos los subconjuntos de L que
tienen la propiedad P. Ya que ∅ ≠ G ⊆ B, entonces B tiene la
PIF. Afirmamos que B es un L-filtro.

1. B ̸= ∅ y ∅ /∈ B.

2. Sean F1, F2 ∈ B. Ya que B tiene la PIF, entonces F1∩F2 ̸=
∅. Definamos C = B∪{F1∩F2}. Entonces C ⊆ L. Además,
sea ∅ ≠ A ∈ [C]<ω y definamos A′ = A ∩B.

a) Si A′ = ∅, entonces A = {F1∩F2}, así,
⋂
A = F1∩F2 ̸=

∅.
b) Supongamos que A′ ̸= ∅. Si A′′ = A′ ∪ {F1, F2}, en-

tonces A′ ⊆ A′′ y ∅ ≠ A′′ ∈ [B]<ω. Ya que B tiene la
PIF, entonces ∅ ≠

⋂
A′′ =

⋂
A′ ∩ (F1 ∩ F2) ⊆

⋂
A.

Así, C es un subconjunto de L que tiene la propiedad P. Ya
que B es maximal, entonces B = C, es decir, F1 ∩ F2 ∈ B.

3. Sean F1 ∈ B y F2 ∈ L tal que F1 ⊆ F2. Consideremos
C = B ∪ {F2}. Sea ∅ ≠ A ∈ [C]<ω.

a) Si A ⊆ B, entonces
⋂
A ̸= ∅, pues B tiene la PIF.

b) Supongamos que A = A′ ∪ {F2}, con A′ ⊆ B. Si A′ =
∅, entonces

⋂
A = F2 ̸= ∅. Supongamos que A′ ̸= ∅,

entonces ∅ ≠
⋂
(A′ ∪{F1}) =

⋂
A′ ∩F1 ⊆

⋂
A′ ∩F2 =⋂

A, pues ∅ ≠ (A′ ∪ {F1}) ∈ [B]<ω.

Así, C tiene la propiedad P. Dado que B es maximal con-
cluimos que F2 ∈ C = B.

Por tanto, B es un L-filtro. Veamos ahora que es un L-ultrafiltro.
Sea F un L-filtro tal que B ⊆ F. Ya que F tiene la PIF, entonces
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F tiene la propiedad P y F ⊆ L. Por la maximalidad de B,
concluimos que B = F.

Corolario 1.24. Sean L un subretículo de (P(X),⊆) tal que ∅ ∈
L y ∅ ̸= G ⊆ L. Entonces existe un L-filtro que contiene a G si
y solo si G tiene la PIF.

Los ultrafiltros principales en P(X) siempre existen y son fáci-
les de trabajar, pues los conocemos explícitamente. Por otro lado,
usando el Axioma de Elección, podemos demostrar que el filtro de
Fréchet, en general, no es un ultrafiltro. Más aún, el Axioma de
Elección nos permite construir ultrafiltros no principales.

Ejemplo 1.25. 1. En general no es cierto que si X es infinito,
entonces {A ⊆ X : |X \ A| < ω} es un ultrafiltro. Pues
si X = N, entonces 2N /∈ {A ⊆ N : |N \ A| < ω}, donde
2N = {2n : n ∈ ω}. Sea G = {A ⊆ X : |X \A| < ω} ∪ {2N}.
Sea A ⊆ X con complemento finito. Si A∩ 2N = ∅, entonces
2N ⊆ X \ A, lo cual es una contradicción. Por tanto, 2N ∩
A ̸= ∅. Así, G tiene la PIF. Sea F un filtro sobre P(X) que
contenga a G. Entonces {A ⊆ X : |X \A| < ω} ⊊ F.

2. Por el teorema anterior, para X un conjunto infinito existe
U ultrafiltro en P(X) tal que {A ⊆ X : |X \ A| < ω} ⊆ U.
Note que U no es un filtro principal en P(X).

Usando el teorema anterior obtenemos algunas equivalencias
de los L-ultrafiltros.

Proposición 1.26. Sean X un conjunto, L un subretículo de
(P(X),⊆) tal que ∅ ∈ L y U un L-filtro. Entonces son equi-
valentes:

1. U es un L-ultrafiltro.

2. U es ⊆-maximal en {G ⊆ L : G tiene la PIF}.

3. Si A ∈ L tal que A ∩ U ̸= ∅ para cada U ∈ U, entonces
A ∈ U.

Además, si U es un L-ultrafiltro, entonces se cumplen:

a. Si A ∈ [L]<ω tal que
⋃
A ∈ U, entonces A ∩U ̸= ∅.
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b. Si A ⊆ X tal que A,X \ A ∈ L, entonces se cumple que
A ∈ U ó X \A ∈ U.

Más aún, si L satisface que: para cada A ⊆ X, si A ∈ L, entonces
X \A ∈ L. Entonces cada una de las condiciones anteriores, supo-
niendo que U es filtro, es equivalente a que U es un L-ultrafiltro.

Demostración:

1. Supongamos que U es L-ultrafiltro. Entonces U ⊆ L y U

tiene la PIF. Sea F ⊆ L tal que U ⊆ F y F tiene la PIF.
Entonces existe G un L-filtro tal que F ⊆ G. Ya que U es
un ultrafiltro, entonces F = G ⊇ U.

2. Supongamos que A ∈ L tal que para cada U ∈ U se cumple
que A ∩ U ̸= ∅. Sea C = U ∪ {A}, entonces C ⊆ L. Sea
∅ ≠ B ∈ [C]<ω.

a) Supongamos que B ⊆ U, entonces
⋂
B ̸= ∅, pues U es

un L-filtro.
b) Supongamos que B = B′∪{A}, con B′ ⊆ U. Si B′ = ∅,

entonces
⋂
B = A ̸= ∅. Si B′ ̸= ∅, entonces

⋂
B′ ∈ U,

pues U es L-filtro. Por tanto,
⋂
B =

⋂
B′ ∩A ̸= ∅.

Entonces C ⊆ L con la PIF. Por el inciso anterior, U = C.
Concluimos que A ∈ U.

3. Sea F un L-filtro tal que U ⊆ F. Sea A ∈ F. Ya que
U ⊆ F y F es un L-filtro, entonces para cada U ∈ U, se
cumple que U ∩A ̸= ∅, por tanto, A ∈ U.

Supongamos que U es un L-ultrafiltro.

a. Supongamos que A ∈ [L]<ω tal que
⋃
A ∈ U y A ∩

U = ∅. Supongamos, sin pérdida de generalidad que A =
{A1, . . . , An}. Sea i ∈ {1, . . . , n}, entonces Ai /∈ U, por tan-
to, existe Ui ∈ U tal que Ai ∩ Ui = ∅. Sea U =

⋂n
i=1 Ui,

entonces U ∈ U y⋃
A ∩ U =

n⋃
i=1

(Ai ∩ U) ⊆
n⋃

i=1

(Ai ∩ Ui) = ∅.

Lo cual contradice que
⋃

A ∈ U.
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b. Supongamos que A ⊆ X tal que A,X \ A ∈ L. Entonces
X = A ∪ (X \ A) ∈ L. Ya que U es un L-filtro, entonces
X ∈ U. Así, A = {A,X \A} ∈ [L]<ω tal que

⋃
A = X ∈ U.

Por tanto, A ∩U ̸= ∅. Así, A ∈ U ó X \A ∈ U.

Supongamos que se cumple que si A ∈ L, entonces X \A ∈ L.
Por como demostramos los incisos a y b, solo hace falta demostrar
que b implica que U es un L-ultrafiltro.

Supongamos que U es un filtro que satisface la condición b y
sea F un L-filtro tal que U ⊆ F. Sea A ∈ F ⊆ L, entonces
X \A ∈ L. Ya que A,X \A ∈ L y U satisface b, entonces A ∈ U

ó X \ A ∈ U. Pero si X \ A ∈ U ⊆ F, entonces A,X \ A ∈ F, lo
cual es una contradicción. Por tanto, A ∈ U. Así, U = F.

Notemos que el inciso 4 de la proposición anterior es equivalente
a: U es un filtro sobre X tal que para cualesquiera A,B ⊆ X, si
A ∪B ∈ U, entonces A ∈ U o B ∈ U.

Recordemos que U, un filtro en P(X), es principal si U =
F ({x}), para algún x ∈ X. En caso de que U sea un ultrafiltro,
entonces diremos que U es un ultrafiltro principal. El siguiente re-
sultado nos da algunas equivalencias de los ultrafiltros principales.

Proposición 1.27. Sean X un conjunto y U un ultrafiltro en
(P(X),⊆). Son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro principal.

2. Existe F ∈ [X]<ω tal que F ∈ U.

3. {A ⊆ X : |X \A| < ω} ̸⊆ U.

4.
⋂

U ̸= ∅.

5. Existe x ∈ X tal que
⋂
U = {x}.

Así, U es un ultrafiltro libre si y solo si
⋂
U = ∅.

1.2. Topología

Esta sección está desarrollada con el objetivo de exponer algu-
nos conceptos y resultados importantes de topología general, que
usaremos durante el desarrollo de la tesis. Sin embargo, ya que
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nuestro objetivo es estudiar cierta clase de espacios topológicos,
entonces esta sección está escrita a manera de resumen; por tanto,
no entraremos a detalle sobre las definiciones o resultados que ex-
pongamos. Además, supondremos que el lector ya conoce ciertas
nociones básicas de topología, como lo son espacios topológicos,
funciones continuas, bases, cubiertas, etc. Aquellos lectores que
deseen conocer más sobre estas nociones o sobre los resultados de
esta sección pueden consultar, por ejemplo, [9] o [15].

Usaremos el símbolo τX (o τ) para denotar una topología para
el conjunto X. Si X es un espacio topológico y A ⊆ X, entonces
clX(A) denotará la clausura del conjunto A en el espacioX; en caso
de que no haya riesgo de confusión, escribiremos simplemente cl(A)
o A. Denotaremos por Ad al derivado de A, es decir, al conjunto
de puntos de acumulación del conjunto A.

Dado un conjunto X podemos generar una topología para X
de diferentes formas, dos de los métodos más usuales para gene-
rar topologías son: (1) describiendo una base para la topología; o
(2) describiendo un sistema de vecindades para la topología. El
siguiente resultado da condiciones para poder generar topologías
mediante estos dos métodos.

Proposición 1.28. Sea X un conjunto.

1. Sea B ⊆ P(X) tal que cumple

(B1) Para cada U1, U2 ∈ B y cada x ∈ U1∩U2, existe U ∈ B

tal que x ∈ U ⊆ U1 ∩ U2.

(B2)
⋃
B = X.

Sea

τB = {O ⊆ X : existe A ⊆ B tal que O =
⋃

A}.

Entonces τB es una topología para X tal que B es una base
para el espacio topológico (X, τB).

2. Para cada x ∈ X sea B(x) ⊆ P(X) tales que {B(x)}x∈X
satisface:

(BP1) Para cada x ∈ X se cumple que B(x) ̸= ∅ y si U ∈
B(x), entonces x ∈ U .
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(BP2) Si x ∈ U ∈ B(y), entonces existe V ∈ B(x) tal que
V ⊆ U .

(BP3) Para cualesquiera U1, U2 ∈ B(x), existe U ∈ B(x) tal
que U ⊆ U1 ∩ U2.

Sea

τ{B(x)} = {O ⊆ X : existe A ⊆
⋃
x∈X

B(x) tal que O =
⋃

A}.

Entonces τ{B(x)}x∈X
es una topología para X tal que

{B(x)}x∈X

es un sistema de vecindades para (X, τ{B(x)}x∈X
).

Definición 1.29. Un espacio topológico X es de dimensión cero
si tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos.

Recordemos que dos espacios topológicos X y Y son homeo-
morfos, lo cual denotaremos por X ∼= Y , si existe f : X −→ Y
función tal que f es biyectiva, continua y f−1 es continua.

Definición 1.30. Diremos que una propiedad de espacios topoló-
gicos P es una propiedad topológica si P es invariante bajo ho-
meomorfismos, esto es, para cualquier espacio topológico X si X
tiene la propiedad P, entonces todo espacio topológico homeomorfo
a X tiene la propiedad P.

Dada P una propiedad topológica, para nosotros, será lo mismo
decir que X tiene la propiedad P o que X es un espacio P; y
denotaremos este hecho como sigue

X ∈ [P].

Definición 1.31. Sea P una propiedad topológica. Diremos que P

se preserva bajo continuidad si para cualesquiera X y Y espacios
topológicos y f : X −→ Y una función continua, X ∈ [P] implica
que f [X] ∈ [P].

Ejemplo 1.32. La propiedad de compacidad es una propiedad que
se preserva bajo continuidad. Sean X y Y espacios topológicos y
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f : X −→ Y una función continua. Sea U una cubierta abierta de
f [X], entonces existe U′ una familia de conjuntos abiertos en Y
tales que

U = {A ∩ f [X] : A ∈ U′}.

Por la continuidad de f se sigue que V = {f−1[A] : A ∈ U′} es una
familia de conjuntos abiertos en X. Además, si x ∈ X, entonces
existe U ∈ U′ tal que f(x) ∈ U ∩ f [X]. Luego, x ∈ f−1[U ], por
tanto, V es una cubierta abierta de X. Puesto que X es un espacio
compacto, entonces existen U1, . . . , Un ∈ U′ tales que

X =

n⋃
i=1

f−1[Ui].

Así,

f [X] =

n⋃
i=1

(Ui ∩ f [X]).

Ejemplo 1.33. La propiedad de Hausdorff no se preserva bajo
continuidad. Sea X un conjunto de cardinalidad mayor a dos y
consideramos

idX : (X,P(X)) −→ (X, {∅, X})
x 7−→ x

la función identidad del espacio discreto de X al espacio indiscreto
de X, entonces idX es una función continua, pero (X, {∅, X}) no
es Hausdorff.

Un teorema importante sobre extensión de funciones continuas,
además del Teorema de extensión de Tietze–Urysohn–Brouwer, es
el siguiente.

Teorema 1.34. Sean X un espacio topológico, A ⊆ X denso, Y un
espacio topológico Hausdorff y compacto y f : A −→ Y una función
continua. Entonces para cualesquiera F1, F2 ⊆ Y subconjuntos ce-
rrados y ajenos, se cumple que clX(f−1[F1])∩ clX(f−1[F2]) = ∅ si
y solo si existe una función continua F : X −→ Y tal que F↾X = f .

La demostración del teorema anterior se puede encontrar en [9].
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Nuestro objetivo es hablar de espacios topológicos que cum-
plan la propiedad celular P, donde P es una propiedad topológica
arbitraria (aunque después, nos fijaremos en algunas propiedades
topológicas específicas), por tanto, es conveniente que adoptemos
una terminología para referirnos a los espacios topológicos que ten-
gan la propiedad P.

Definición 1.35. Sea P una propiedad topológica, entonces [P]
denotará a la clase de espacios topológicos que tienen la propiedad
P. Así, X ∈ [P] significa que X es un espacio topológico con la
propiedad P.

Notemos que en general la colección [P], para P una propiedad
topológica, no es un conjunto. Por ejemplo, si P es la propiedad de
Hausdorff, entonces para cada conjunto X, el espacio topológico
(X,P(X)) es un espacio de Hausdorff. Por tanto, la colección [P]
tiene que ser lo suficientemente grande para que todo conjunto esté
dentro de [P]. Lo anterior justifica que le demos el nombre de clase.

Denotaremos por Ti a los axiomas de separación de los espacios
topológicos, por ejemplo, decir que X es un espacio topológico T2
significa que X es un espacio Hausdorff.

Definición 1.36. Sean X un espacio topológico y U una familia de
conjuntos abiertos, no vacíos. Decimos que U es una familia celular
si cualesquiera dos elementos de U tienen intersección vacía.

Además de las familias celulares, otros tipos de familias que se
pueden definir en los espacios topológicos son las familias discretas.

Definición 1.37. Sea X un espacio topológico. Una familia A

de subconjuntos de X es discreta si para cada x ∈ X existe una
vecindad Ux de x, en X, tal que |{A ∈ A : Ux ∩A ̸= ∅}| ≤ 1.

Observación 1. Toda familia discreta de abiertos no vacíos es
una familia celular. En efecto, sea A es una familia discreta y sean
A,B ∈ A. Supongamos que x ∈ A∩B. Note que para cualquier U
vecindad de x se cumple que x ∈ A ∩ U , así, toda vecindad de x
intersecta a A. Sin embargo, esto también ocurre para B. Luego,
para cada vecindad U de x se cumple que |{A ∈ A : A∩U ̸= ∅}| >
1, lo cual contradice que U es una familia discreta.

Definición 1.38. Sea X un espacio topológico. Diremos que
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1. X tiene la propiedad CCC si toda familia celular es numera-
ble.

2. X tiene la propiedad DCCC si toda familia discreta de con-
juntos abiertos no vacíos es numerable.

Algunas propiedades topológicas importantes que vamos a es-
tudiar frecuentemente son las propiedades del tipo cubiertas.

Definición 1.39. Sea X un espacio topológico. Diremos que

1. X es compacto (compact) si toda cubierta abierta de X tiene
una subcubierta finita.

2. X es Lindelöf (L) si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta numerable.

Definición 1.40. Una red para un espacio topológico X es una
colección, N, de subconjuntos de X tal que todo conjunto abierto
es unión de elementos de N.

Una propiedad topológica se puede heredar a ciertos tipos de
espacios. Por ejemplo, es bien sabido que todo subconjunto cerra-
do de un espacio Lindelöf resulta ser Lindelöf. La propiedad de
separabilidad es una propiedad hereditaria con respecto de sub-
conjuntos abiertos. Y la propiedad de casi Lindelöf es hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos [22].

Definición 1.41. Diremos que una propiedad P es hereditaria con
respecto a subconjuntos cerrado-abiertos (respectivamente, abiertos
o cerrados) si siempre que X ∈ [P] y Y es un subespacio cerrado-
abierto (respectivamente, abierto o cerrado) de X, entonces Y ∈
[P].

Definición 1.42. Sean P y Q propiedades topológicas. Diremos
que Q generaliza a P si se cumple que

[P] ⊆ [Q],

es decir, siempre que X tiene la propiedad P, entonces X tiene la
propiedad Q.

A continuación definiremos algunas funciones cardinales que
vamos a ocupar a lo largo de la tesis.
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Definición 1.43. Sea X un espacio topológico.

1. El peso de X, denotada por w(X), se define como sigue

w(X) = mı́n{|B| : B es una base para X}+ ω.

2. La extensión de X, denotada por e(X), se define como sigue

e(X) = sup{|E| : E es un subconjunto cerrado y discreto de X}+ω.

3. La celularidad de X, denotada por c(X), se define como sigue

c(X) = sup{|U| : U es una familia celular en X}+ ω.

4. El peso de red de X, denotada por nw(X), se define como
sigue

nw(X) = mı́n{|N| : N es una red de X}+ ω.

5. El grado de Lindelöf se define como sigue

L(X) = mı́n{κ : ∀(U cubierta abierta) ∃(V ∈ [U]≤κ cubierta de X)}+ω.

6. El grado de Lindelöf hereditario de X se define como

hL(X) = sup{L(Y ) : Y ⊆ X}.

Notemos que c(X) = ω si y solo si X ∈ [CCC] y X es Lindelöf
si y solo si L(X) = ω.

Definición 1.44. Sean X un espacio topológico y x ∈ X.

1. Una familia V de vecindades de x es llamada una pseudobase
para x si

⋂
V = {x}.

2. El pseudocarácter de x se define como

ψ(x,X) = mı́n{|V| : V es una pseudobase para x}.

3. El pseudocarácter de X se define como

ψ(X) = sup{ψ(x,X) : x ∈ X}+ ω.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Lema 1.45. Sea (X, τ) un espacio topológico Hausdorff. Entonces
ψ(X) ≤ hL(X).

Demostración: Sean κ = hL(X), x ∈ X y Vx = {U ∈ τ : x ∈
U}. Ya que X es Hausdorff, entonces {x} =

⋂
{cl(U) : U ∈ Vx}.

Entonces X\{x} =
⋃
{X\cl(U) : U ∈ Vx}. Debido a que hL(X) =

κ y U = {X \ cl(U) : U ∈ Vx} es una cubierta abierta de X \ {x},
entonces existe {X \ cl(Uα) : α < κ} subcubierta abierta de U.
Así, X \ {x} =

⋃
{X \ cl(Uα) : α < κ}. Luego,

{x} ⊆
⋂

{Uα : α < κ} ⊆
⋂

{cl(Uα) : α < κ} = {x}.

Por tanto, ψ(x,X) = κ, pero esto ocurre para cada x ∈ X, así,
ψ(X) = κ.

Definición 1.46. Diremos que X es hereditariamente Lindelöf si
cada subconjunto de X es Lindelöf.

Notemos queX es hereditariamente Lindelöf si y solo si hL(X) =
ω.

Lema 1.47. X es hereditariamente Lindelöf si y solo si cada sub-
conjunto abierto de X es Lindelöf.

Demostración: Es claro que si X es hereditariamente Lindelöf,
entonces cada subconjunto abierto de X es Lindelöf. Supongamos
que cada subconjunto abierto de X es Lindelöf y sea A ⊆ X.
Veamos que A es Lindelöf, sea U′ = {O∩A : O ∈ U} una cubierta
abierta de A, donde U es una familia de abiertos de X, entonces
A ⊆

⋃
U. Sea U =

⋃
U, entonces es un abierto en X y U es

una cubierta abierta de U , así, dado que U es Lindelöf, existe
V ∈ [U]≤ω tal que U =

⋃
V, luego A =

⋃
{O∩A : O ∈ V}.

Definición 1.48. Sea X un espacio topológico Hausdorff. El pseu-
docarácter Hausdorff de X, denotado por Hψ(X), es el mínimo
cardinal infinito κ tal que para cada x ∈ X existe una colección de
vecindades de x, Bx = {Vα,x : α < κ}, que cumplen que si x, y ∈ X
y x ̸= y, entonces existen α, β < κ tales que Vα,x ∩ Vβ,y = ∅.

Definición 1.49. Sea (X, τ) un espacio topológico.
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1. Una g-función para X es una función g : ω×X −→ τ tal que
para cada x ∈ X se cumple que x ∈ g(n, x) y g(n + 1, x) ⊆
g(n, x) para cada n ∈ ω.

2. Se dice que una g-función, para X, es simétrica si para cua-
lesquiera x, y ∈ X y n ∈ ω y ∈ g(n, x) si y solo si x ∈ g(n, y).

Se puede definir, de forma muy similar como en teoría de con-
juntos, las nociones de filtros, ultrafiltros, etc. en topología. Al
igual que antes, vamos a dar algunas definiciones y resultados que
nos permitirán construir nuevos espacios topológicos. Aquellos lec-
tores que deseen conocer más sobre estas nociones así como de los
espacios H-cerrados, que definiremos más adelante, pueden con-
sultar [3] y [2].

Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces τ es un subretículo
de P(X).

Definición 1.50. Un filtro abierto sobre el espacio (X, τ) es un
τ -filtro.

Proposición 1.51. Sean X un espacio topológico y U ⊆ τ filtro
abierto sobre X. Son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro abierto sobre X.

2. Para cada conjunto abierto U , se cumple que U ∈ U ó X \
U ∈ U.

Ejemplo 1.52. Sea (X, τ) es un espacio topológico.

1. Si X es infinito T2, entonces el conjunto {A ⊆ X : |X \A| <
ω}, el filtro de Fréchet, es un filtro abierto sobre el espacio
X.

2. Sea x ∈ X, entonces F(x) = {U ∈ τ : x ∈ U} es un filtro
abierto sobre el espacio X. En general, el filtro abierto gene-
rado por x ∈ X, F(x) = {U ∈ τ : x ∈ U}, no es un ultrafiltro
abierto. Consideremos el espacio X = {0, 1}, con la topolo-
gía τ = {∅, {0}, X}. Entonces F(1) = {X}. Sin embargo,
{0} ∈ τ , {0} ∩ U ̸= ∅ para todo U ∈ F(1) y {0} /∈ F(1).
Así, F(1) no es un ultrafiltro abierto.
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Sean (X, τ) un espacio topológico y F un filtro abierto sobre
el espacio X. Si existe x ∈ X tal que F = F(x), entonces para
cada V ∈ F, x ∈ V . Luego, x ∈

⋂
V ∈F V ⊆

⋂
V ∈F V . Así, si⋂

V ∈F V = ∅, entonces no existe x ∈ X tal que F = F(x). Por
lo anterior, a los filtros con intersección de clausuras vacías los
llamaremos filtros abiertos libres.

Definición 1.53. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que
F, un filtro abierto sobre el espacio X, es un filtro abierto libre si⋂

V ∈F V = ∅.

Definición 1.54. Sean F filtro abierto sobre el espacio X y x ∈
X. Decimos que F converge a x si para cada V , vecindad de x, se
cumple que V ∈ F. Además, decimos que F es un filtro conver-
gente en X si existe x ∈ X tal que F converge a x.

Los filtro libres y los filtros convergentes están relacionados de
la siguiente forma.

Teorema 1.55. Sean X un espacio topológico y F un ultrafiltro
abierto sobre X. Entonces F es libre si y solo si F no converge
en X.

Si X es un espacio discreto, entonces las nociones sobre filtros
abiertos coinciden con las nociones de filtros en P(X). Así, existe
un ultrafiltro abierto libre sobre X. Por otro lado, existen espacios
que no tienen ultrafiltros abiertos libres, los espacios H-cerrados.

Definición 1.56. Un espacio topológico X es H-cerrado si para
cualquier espacio topológico Hausdorff Y tal que X ⊆ Y , se cumple
que X es cerrado en Y .

El siguiente resultado nos da algunas condiciones (equivalentes)
para determinar cuándo un espacio topológico X no tiene ultrafil-
tros libres.

Proposición 1.57. Sea X un espacio topológico Hausdorff. Son
equivalentes:

1. X es un espacio H-cerrado.

2. Para cualquier colección {Vi : i ∈ I} de subconjuntos abiertos
de X con la PIF, se cumple que

⋂
i∈I Vi ̸= ∅.
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3. Todo ultrafiltro abierto sobre X converge.

4. Para cualquier cubierta abierta U de X existe V ∈ [U]<ω

tal que X =
⋃
V.

No es difícil demostrar el siguiente resultado.

Proposición 1.58. Si H es un espacio Hausdorff. Entonces X es
compacto si y solo si X es regular y H-cerrado.

Consecuentemente, si consideramos a ω+1 con la topología del
orden, ya que ω + 1 es un espacio compacto, entonces ω + 1 es un
espacio H-cerrado. Por tanto, ω + 1 no tiene ultrafiltros abiertos
libres.
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Capítulo 2

Propiedades de cubiertas

Este capítulo está dedicado a establecer resultados topológi-
cos adicionales, que normalmente no se ven en un primer curso
de topología, pero que serán importantes cuando trabajemos con
propiedades topológicas concretas.

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico. Decimos que

1. X es un espacio casi Lindelöf si para cada cubierta abierta
U existe una subcolección numerable V (V ∈ [U]≤ω) tal que

X =
⋃

V ∈V
V .

Denotaremos a la propiedad de casi Lindelöf como aL, por
sus siglas en inglés almost Lindelöf.

2. X es un espacio débilmente Lindelöf (wL) si toda cubierta
abierta U tiene una subcolección numerable V (V ∈ [U]≤ω)
tal que

X =
⋃

V.

Denotaremos a la propiedad débilmente Lindelöf como wL,
por sus siglas en inglés weakly Lindelöf.

De la definición de las propiedades L, aL y wL; es evidente
que la propiedad casi Lindelöf extiende a la propiedad Lindelöf y
que la propiedad débilmente Lindelöf extiende a la propiedad casi
Lindelöf.

23
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En general, las tres propiedades anteriores son diferentes entre
sí, como lo muestran los siguientes ejemplos. De momento, solo
enunciaremos los ejemplos. En el capítulo siguiente, demostraremos
que en efecto, estos espacios topológicos cumplen lo deseado.

Ejemplo 2.2. Existe un espacio topológico casi Lindelöf que no es
un espacio Lindelöf.

Sea

X = [(ω1 + 1)× (ω + 1)] \ {(ω1, n) : n ∈ ω}.

Para cada x ∈ X sea B(x) como sigue:

1. si x = (α, n) ∈ ω1 × ω, entonces sea

B(x) = {{(α, n)}};

2. si x = (α, ω) ∈ ω1 × {ω}. Para cada n < ω definamos Uα(n)
como

Uα(n) = {(α,m) : n ≤ m ≤ ω}.

Sea
B(x) = {Uα(n) : n < ω}.

3. si x = (ω1, ω). Para cada α < ω1 definamos Uω1(α) como
sigue

Uω1(α) = {(β, n) : α ≤ β < ω1 y n < ω} ∪ {(ω1, ω)}.

Sea
B(x) = {Uω1(α) : α < ω1}.

Entonces {B(x) : x ∈ X} genera una topología para X. Este
espacio topológico es casi Lindelöf pero no es un espacio Lindelöf.

Ejemplo 2.3. Existe un espacio débilmente Lindelöf que no es
casi Lindelöf.

Sea S× S el plano de Sorgenfrey. Entonces S× S es un espacio
débilmente Lindelöf, que no es casi Lindelöf.

Ejemplo 2.4. Existe un espacio Lindelöf que no tiene la propiedad
CCC.
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Consideremos ω1+1 con la topología del orden. Entonces ω1+1
es un espacio compacto, por tanto, Lindelöf. Por otro lado,

{(α, α+ 2) : α < ω1}

es una familia celular, no numerable, en ω1 + 1.
El siguiente resultado expone algunas de las formas en que

se relacionan las propiedades Lindelöf, casi Lindelöf, débilmente
Lindelöf, CCC y DCCC.

Proposición 2.5. 1. Todo espacio separable tiene la propiedad
CCC.

2. [CCC] ⊆ [wL].

3. [wL] ⊆ [DCCC].

4. Si X es un espacio casi Lindelöf y regular, entonces X es
Lindelöf.

5. Todo espacio Lindelöf y regular es normal.

Demostración:

1. Supongamos que X es un espacio separable y sea U una
familia celular en X. Sea Q ⊆ X denso y numerable. Ya que
D es denso, entonces para cada U ∈ U se cumple que U∩D ̸=
∅. Sea f : U −→ D tal que f(U) ∈ U ∩D. Sean U, V ∈ U, ya
que U es una familia celular, entonces (U ∩D)∩(V ∩D) = ∅.
Debido a que f(U) ∈ U ∩D, entonces f(U) ̸= f(V ) ∈ V ∩D
f es una función inyectiva. Por tanto, |U| ≤ |D| = ω.

2. Supongamos que X es un espacio topológico tal que X /∈
[wL]. Veamos que X /∈ [CCC]. Ya que X no es débilmente
Lindelöf, entonces existe U cubierta abierta de X tal que la
unión de cualquier subcolección numerable de U no es densa
en X. Construiremos una colección de familias de conjuntos
abiertos {Uα : α < ω1} tal que para cada α < ω1, Uα es
una familia celular en X, para cada U ∈ Uα existe VU ∈ U

tal que U ⊆ VU y Uα es numerable y si β < α, entonces
Uβ ⊆ Uα.
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Supongamos que para α < ω1 se cumple que para cada β <
α, existe Uβ familia celular en X tal que para cada U ∈ Uβ

existe VU ∈ U tal que U ⊆ VU , Uβ es numerable y si γ <
β < α, entonces Uγ ⊆ Uβ . Además, supongamos que para
cada β < α existe Uβ ∈ Uβ tal que si γ < β < α, entonces
Uγ ̸= Uβ .

Para cada β < α sea U′
β = {VU ∈ U : U ∈ Uβ y U ⊆

VU}. Ya que α < ω1, entonces
⋃

β<αU
′
β ∈ [U]≤ω, entonces⋃

(
⋃

β<αUβ) ⊆
⋃
(
⋃

β<αU
′
β) ̸= X. Sea xα ∈ X\

⋃
(
⋃

β<αUβ),
entonces existeW1 vecindad de xα tal queW1∩

⋃
(
⋃

β<αUβ) =
∅. Ya que U es una cubierta abierta de X, entonces existe
W2 ∈ U tal que xα ∈ W2. Sea Uα = W1 ∩W2. Entonces Uα

es una vecindad de xα tal que Uα∩
⋃
(
⋃

β<αUβ) = ∅. Obser-
vemos que Uα /∈

⋃
β<αUβ . Sea Uα =

⋃
β<αUβ ∪ {Uα}. No-

temos que para cada U ∈ Uα existe VU ∈ U tal que U ⊆ VU ,
Uα es numerable y si β < α, entonces Uβ ⊆ Uα. Además,
si U, V ∈ Uα diferentes, entonces ocurren dos casos. Existen
β, γ < α tales que U ∈ Uβ y V ∈ Uγ ; supongamos que β < γ,
entonces U, V ∈ Uγ y Uγ es una familia celular, por tanto,
U ∩V = ∅. Por otro lado, supongamos que V = Uα, entonces
existe β < α tal que U ∈ Uβ . Pero Uα ∩

⋃
(
⋃

β<αUβ) = ∅,
por tanto, U ∩ Uα = ∅. Así, Uα es una familia celular en X.

Sea V =
⋃

α<ω1
Uα. Es claro que V es una familia celular en

X. Más aún, ya que para cada α ̸= β se cumple que Uα ̸= Uβ .
Entonces V es una familia celular en X de cardinalidad ω1.

3. Supongamos que X /∈ [DCCC]. Entonces existe A familia
discreta de conjuntos abiertos, no vacíos, la cuál no es nu-
merable. Así, para cada x ∈ X, existe vecindad Ux, de x, tal
que |{A ∈ A : A ∩ Ux ̸= ∅}| ≤ 1. Dado que A es una fami-
lia celular, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad,
que si x ∈ A ∈ A, entonces Ux = A.

Sea U = {Ux : x ∈ X}. Entonces U es una cubierta abierta
de X. Sea V ∈ [U]≤ω. Ya que cada elemento de U intersecta
a lo más un elemento de A, entonces {A ∈ A : existe U ∈
V tal que U ∩A ̸= ∅} es numerable. Ya que A es no nume-
rable, entonces existe A ∈ A tal que A ∩ U = ∅ para cada
U ∈ V. Así, existe un conjunto abierto no vacío A tal que
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A∩
⋃
V = ∅. Por tanto, ninguna subcolección numerable de

U es densa en X, es decir, X /∈ [wL].

4. Sea U una cubierta abierta de X. Sea x ∈ X, entonces existe
Ux ∈ U tal que x ∈ Ux. Ya que X es regular, entonces existe
Ox, vecindad de x, tal que x ∈ Ox ⊆ Ox ⊆ Ux.

Sea V = {Ox : x ∈ X}. Entonces V es una cubierta abierta
de X. Dado que X es casi Lindelöf, entonces existe {Oxn :
x < ω} ∈ [V]≤ω tal que X =

⋃
{Oxn : n < ω}. Dado que

Oxn ⊆ Uxn , entonces X =
⋃
{Oxn : n < ω} ⊆

⋃
{Uxn : n <

ω} ⊆ X.

5. Sean E y F subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por la
regularidad de X, para cada x ∈ E existen Ux, vecindad de
x, tal que Ux ⊆ X \ F .

Dado que E es un espacio de Lindelöf, pues E es un sub-
conjunto cerrado de X y X es un espacio de Lindelöf, y
E ⊆

⋃
{Ux : x ∈ E}, entonces existe {xn : n < ω} ⊆ E

tal que E ⊆
⋃

n<ω Uxn y para cada n < ω se cumple que
Uxn ∩ F = ∅.
Análogamente, podemos encontrar {yn : n < ω} ⊆ F tales
que F ⊆

⋃
n<ω Vyn y para cada n < ω se cumple que Vyn ∩

E = ∅.
Para cada n < ω definamos

En = Uxn \
⋃
i≤n

Vyi

y
Fn = Vyn \

⋃
i≤n

Uxi .

Claramente, En y Fn son conjuntos abiertos, para cada n <
ω.

Sea n < ω, sabemos que si 1 ≤ i ≤ n, entonces Vyi ∩ E = ∅.
Así, ⋃

i≤n

Vyi ∩ E = (
⋃
i≤n

Vyi) ∩ E =
⋃
i≤n

(Vyi ∩ E) = ∅.
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Por tanto, E ⊆ X \
⋃

i≤n Vyi . Luego,

E = (
⋃
n<ω

Uxn) ∩ E

=
⋃
n<ω

(Uxn ∩ E)

⊆
⋃
n<ω

(Uxn ∩ (X \
⋃
i≤n

Vyi))

=
⋃
n<ω

En.

Análogamente se cumple que F ⊆
⋃

n<ω Fn. Así, si U =⋃
n<ω En y V =

⋃
n<ω Fn, entonces U y V son abiertos tales

que E ⊆ U y F ⊆ V . Afirmamos que U y V son ajenos. Su-
pongamos que x ∈ U ∩V , entonces existe n,m < ω tales que
x ∈ En y x ∈ Fm. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que n < m. Puesto que x ∈ Fm = Vym \

⋃
i≤m Uxi , entonces

x /∈
⋃

i≤m Uxi , sin embargo, ya que x ∈ En ⊆ Uxn y n < m,
entonces x ∈

⋃
i≤m Uxi , lo cual es una contradicción.

Recordemos que una propiedad topológica P se preserva ba-
jo uniones numerables si para cualquier espacio topológico Z, y
cualquier {Ln : n ∈ ω} familia de subespacios topológicos de Z
tal que para cada n ∈ ω, Ln ∈ [P], entonces

⋃
n∈ω Ln ∈ [P]. Y

si para cualquier familia {Xn : n < ω}, de espacios topológicos
ajenos por pares tal que Xn ∈ [P] para cada n < ω, se cumple que⊕

n<ωXn ∈ [P], entonces decimos que P se preserva bajo sumas
numerables.

Es posible demostrar que las propiedades Lindelöf, casi Linde-
löf, débilmente Lindelöf y DCCC cumplen lo siguiente.

Proposición 2.6. Sea P ∈ {L, aL, wL, DCCC}. Entonces se
cumple

1. P se preserva bajo continuidad.
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2. P es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.
Si P = L, entonces P es hereditaria con respecto a subcon-
juntos cerrados.

3. P se preserva bajo sumas numerables.

Demostración:

1. Sea f : X −→ Y una función continua. Sea U una colección
de conjuntos abiertos en Y tal que U′ = {U ∩ f [X] : U ∈ U}
es una cubierta abierta de f [X]. Entonces V = {f−1[U ] :
U ∈ U} es una cubierta abierta de X.

a) Si X ∈ [L], entonces existe {Un : n < ω} ⊆ U tal que
X =

⋃
n<ω f

−1[Un]. Luego, f [X] ⊆
⋃

n<ω Un.

b) Si X ∈ [aL], entonces existe {Un : n < ω} ⊆ U tal que
X =

⋃
n<ω f

−1[Un]. Ya que f−1[Un] = f−1[Un ∩ f [X]],
entonces

X =
⋃
n<ω

f−1[Un ∩ f [X]]

⊆
⋃
n<ω

f−1[Un ∩ f [X]],

donde la última contención se sigue de la continuidad
de f . Luego,

f [X] ⊆
⋃
n<ω

Un ∩ f [X].

Dado que clf [X](Un ∩ f [X]) = Un ∩ f [X]∩ f [X], enton-
ces f [X] =

⋃
n<ω clf [X](Un ∩ f [X]). Por tanto, f [X] ∈

[aL].

c) Si X ∈ [wL], entonces existe {Un : n < ω} ⊆ U tal que

X =
⋃
n<ω

f−1[Un].
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Luego,

f [X] = f [
⋃
n<ω

f−1[Un]]

⊆ f [
⋃
n<ω

f−1[Un]]

=
⋃
n<ω

f [f−1[Un]]

⊆
⋃
n<ω

Un.

Por tanto,
f [X] = clf [X](

⋃
n<ω

Un).

Supongamos ahora que X ∈ [DCCC] y sea U′ = {U ∩f [X] :
U ∈ U} una familia discreta de conjuntos abiertos no vacíos
en f [X]. Entonces V = {f−1[U ] : U ∈ U} es una colección
de conjuntos abiertos no vacíos en X. Afirmamos que V es
una familia discreta. Sea x ∈ X, entonces f(x) ∈ f [X] y
ya que U′ es una familia discreta en f [X], entonces existe
una vecindad de f(x), Vx, en Y tal que |{U ∈ U : Vx ∩ U ∩
f [X] ̸= ∅}| ≤ 1. Entonces f−1[Vx] es un abierto en X tal
que x ∈ f−1[Vx] y si U ∈ U tal que f−1[Vx] ∩ f−1[U ] ̸= ∅,
entonces Vx ∩ U ∩ f [X] ̸= ∅. Por tanto, V es una familia
discreta. Ya que X ∈ [DCCC], entonces V es numerable.
Así, U′ es numerable.

2. Supongamos que X ∈ [P] y Y ⊆ X cerrado-abierto.

a) Supongamos que P = L. Sea U′ = {U ∩ Y : U ∈
U} una cubierta abierta de Y , con U una colección
de conjuntos abiertos en X. Dado que Y es cerrado,
entonces U∪{X \Y } es una cubierta abierta de X. Por
tanto, existe V ∈ [U]≤ω tal que V ∪ {X \ Y } cubre a
X. Es evidente que {U ∩ Y : U ∈ V} es una cubierta
abierta de Y .

b) Supongamos que P = aL. Sea U una cubierta abierta
de Y . Dado que Y es un conjunto abierto, entonces U∪
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{X \Y } es una cubierta abierta de X. Por tanto, existe
V ∈ [U]≤ω tal que X =

⋃
U∈V U ∪ X \ Y . Ya que

X \ Y = X \ Y , concluimos que Y =
⋃

U∈V clY (U).

c) Supongamos que P = wL. Sea U una cubierta abierta
de Y . Entonces U ∪ {X \ Y } es una cubierta abier-
ta de X. Por tanto, existe V ∈ [U]≤ω tal que X =⋃

U∈V U ∪X \ Y =
⋃

U∈V U ∪X \ Y . Concluimos que
Y = clY (

⋃
U∈V U).

d) Supongamos que P = DCCC. Sea U una familia dis-
creta de conjuntos abiertos no vacíos de Y . Entonces
U es una familia de conjuntos abiertos no vacíos de X.
Afirmamos que U es una familia discreta en X. Sea
x ∈ X; si x ∈ Y , entonces existe Vx abierto en X tal
que x ∈ Vx y |{U ∈ U : U ∩ Vx ̸= ∅}| ≤ 1; si x /∈ Y ,
entonces X \ Y es un conjunto abierto en Y tal que
x ∈ X \Y y X \Y ∩U = ∅ para cada U ∈ U. Dado que
X ∈ [DCCC], entonces U es numerable.

3. Sea {Xn : n < ω} una colección de espacios topológicos,
ajenos por pares, tal que para cada n < ω, Xn ∈ [P].

a) Supongamos que P = L. Sea U una cubierta abierta de⊕
n<ωXn. Para cada n < ω definamos Un = {U ∩Xn :

U ∈ U}. Entonces Un es una cubierta abierta de Xn,
para cada n < ω. Por tanto, para cada n < ω, existe
{Un,m : m < ω} ⊆ U tal que Xn =

⋃
m<ω(Un,m ∩Xn).

Luego, X =
⋃

n,m<ω Un,m.

b) Supongamos que P = aL. Sea U una cubierta abierta
de

⊕
n<ωXn. Para cada n < ω definamos Un = {U ∩

Xn : U ∈ U}. Entonces Un es una cubierta abierta de
Xn, para cada n < ω. Por tanto, para cada n < ω, existe
{Un,m : m < ω} ⊆ U tal que Xn =

⋃
m<ω clXn(Un,m ∩

Xn) =
⋃

m<ω[Un,m ∩Xn ∩ Xn] ⊆
⋃

m<ω Un,m. Luego,
X =

⋃
n,m<ω Un,m.

c) Supongamos que P = wL. Sea U una cubierta abierta
de

⊕
n<ωXn. Para cada n < ω definamos Un = {U ∩

Xn : U ∈ U}. Entonces Un es una cubierta abierta de
Xn, para cada n < ω. Por tanto, para cada n < ω, existe



32 CAPÍTULO 2. PROPIEDADES DE CUBIERTAS

{Un,m : m < ω} ⊆ U tal que Xn = clXn(
⋃

m<ω(Un,m ∩
Xn)) =

⋃
m<ω(Un,m ∩Xn) ∩Xn ⊆

⋃
m<ω Un,m. Luego,

X ⊆
⋃

n<ω[
⋃

m<ω Un,m] ⊆
⋃

n,m<ω Un,m.

d) Supongamos que P = ccc. Sea U una familia discreta
de conjuntos abiertos no vacíos de

⊕
n<ωXn. Para cada

n < ω definamos Un = {U ∩ Xn : U ∈ U}. Notemos
que Un es una familia discreta en Xn, pues si x ∈ X,
entonces existe Vx conjunto abierto en

⊕
n<ωXn tal

que x ∈ Vx y Vx intersecta a lo más a un elemento de
U. Entonces Vx ∩ Xn es una vecindad de x en Xn tal
que |{U ∈ U : Vx ∩U ∩Xn ̸= ∅}| ≤ 1. Por tanto, Un es
una familia discreta. Dado que Xn ∈ [DCCC], entonces
cada familia Un es numerable, puede incluso ser vacía.
Ya que cada U ∈ U es no vacía, entonces tiene que
intersectar a Xn para algún n < ω. Por tanto, U tiene
que ser numerable.

Notemos que si {Xn : n < ω} es una colección de subespacios
topológicos de un espacio Y y consideramos a X =

⋃
n<ωXn con

la topología del subespacio respecto de Y , entonces se cumple que:
si U es un conjunto abierto en X, entonces U ∩Xn es un conjunto
abierto en Xn.

Proposición 2.7. Sea P ∈ {L, aL, wL}. Entonces la unión nu-
merable de espacios P es un espacio P.

Demostración: La demostración es similar a la del inciso 3, del
resultado anterior.

Como una consecuencia directa del resultado 1.57 y ya que⋃n
i=1Ai =

⋃n
i=1Ai, entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.8. Si X es un espacio H-cerrado, entonces X es
un espacio casi Lindelöf.

Definición 2.9. Un espacio topológico X es llamado numerable-
mente compacto si toda cubierta abierta numerable de X contiene
una subcubierta finita.
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Un ejemplo de un espacio numerablemente compacto, que no
es compacto es ω1 con la topología del orden.

Proposición 2.10. Si X es compacto y Y es numerablemente
compacto, entonces X × Y es numerablemente compacto.

Demostración: Sea U = {Un : n < ω} una cubierta abierta nume-
rable de X × Y . Para cada y0 ∈ Y sea Xy0 = {(x, y0) : x ∈ X}.
Es claro que para cada y ∈ Y , Xy es isomorfo a X. Así, Xy es un
espacio compacto. Para cada F ∈ [ω]<ω definamos OF = {y ∈ Y :
Xy ⊆

⋃
n∈F Un}.

Afirmamos que para cada F ∈ [ω]<ω, OF es un conjunto abierto
en Y . Supongamos que y ∈ OF , entonces Xy ⊆

⋃
n∈F Un. Así,

para cada x ∈ X, existe m ∈ F tal que (x, y) ∈ Um. Ya que Um

es abierto en X × Y , entonces existen Ax, conjunto abierto en X,
y Bx, conjunto abierto en Y , tales que (x, y) ∈ Ax × Bx ⊆ Um.
Luego,

Xy ⊆
⋃
x∈X

Ax ×Bx ⊆
⋃
n∈F

Un.

Ya que Xy es compacto, entonces existen x1, . . . , xn tales que

Xy ⊆
n⋃

i=1

Axi ×Bxi ⊆
⋃
n∈F

Un.

Sea V =
⋂n

i=1Bxi , entonces V es abierto en Y . Ya que para
cada 1 ≤ i ≤ n se cumple que (xi, y) ∈ Axi × Bxi , entonces
y ∈

⋂n
i=1Bxi = V . Finalmente, veamos que V ⊆ OF . Sean y′ ∈ V

y x ∈ X. Entonces existe 1 ≤ i ≤ n tal que (x, y) ∈ Axi ×Bxi , así,
x ∈ Axi . Ya que y′ ∈

⋂n
i=1Bxi , entonces (x, y′) ∈ Axi × Bxi . Por

tanto, Xy′ ⊆
⋃n

i=1Axi × Bxi . Concluimos que V es un conjunto
abierto tal que y ∈ V ⊆ OF .

Afirmamos que {OF : F ∈ [ω]<ω} es una cubierta abierta de
Y . Sea y ∈ Y , entonces {Un ∩Xy : n < ω} es una cubierta abierta
de Xy y dado que Xy es compacto, entonces existe F ∈ [ω]<ω tal
que Xy ⊆

⋃
n∈F Un. Por tanto, y ∈ OF .

Dado que Y es numerablemente compacto y {OF : F ∈ [ω]<ω}
es una cubierta abierta numerable, entonces existen F1, . . . , Fn ∈
[ω]<ω tales que Y =

⋃n
i=1OFi . Sea F =

⋃n
i=1 Fi, entonces F ∈

[ω]<ω.
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Afirmamos que X × Y =
⋃

n∈F Un. Sea (x, y) ∈ X × Y . En-
tonces existe i{1, . . . , n} tal que y ∈ OFi . Entonces (x, y) ∈ Xy ⊆⋃

n∈Fi
Un. Por tanto, existe n ∈ Fi ⊆ F tal que (x, y) ∈ Un.

Definición 2.11. X tiene la propiedad DFCC si toda familia
discreta de conjuntos abiertos no vacíos es finita.

Es claro que todo espacio si X ∈ [DFCC], entonces X ∈
[DCCC].

Definición 2.12. Sea X un conjunto, U una familia de subcon-
juntos de X y A un subconjunto de X. Definimos la estrella de A
respecto de U como sigue

st(A,U) =
⋃

{U ∈ U : U ∩A ̸= ∅}.

Además, definimos la estrella-n recursivamente como sigue:

1. st1(A,U) = st(A,U).

2. stn+1(A,U) = st(stn(A,U),U).

Definición 2.13. Sea P una propiedad topológica. Diremos que
X, un espacio topológico, es estrella P (st P) si para cada cubierta
abierta U, de X, existe A ⊆ X subespacio de X tal que A ∈ [P] y

st(A,U) = X.

Observación 2. Sean P una propiedad topológica y X ∈ [P],
entonces X ∈ [st P].

Demostración: Sea U una cubierta abierta de X. Ya que X ∈ P

solo resta notar que st(X,U) = X. Sin embargo, ya que para cada
x ∈ X existe U ∈ U tal que x ∈ U , entonces U ∈ {U ∈ U :
U ∩X ̸= ∅}, así, st(X,U) = X.

Definición 2.14. Sean n ∈ ω y X un espacio topológico.

1. Diremos que X es compacto n-estrella (Lindelöf n-estrella)
si para cualquier cubierta abierta U de X existe V ∈ [U]<ω

(V ∈ [U]≤ω) tal que

stn(
⋃

V,U) = X.
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2. Diremos que X es fuertemente compacto n-estrella (fuerte-
mente Lindelöf n-estrella) si para toda cubierta abierta U de
X existe B ∈ [X]<ω (B ∈ [X]≤ω) tal que

stn(B,U) = X.

3. Diremos que X es compacto ω-estrella (Lindelöf ω-estrella)
si para cualquier cubierta abierta U de X existen n ≥ 1 y
B ∈ [X]<ω (B ∈ [X]≤ω) tal que

stn(B,U) = X.

La relación entre estos tipos de espacios está establecida en el
siguiente lema. La demostración de este lema se puede encontrar
en [7].

Lema 2.15. 1. Todo espacio numerablemente compacto (Lin-
delöf) es fuertemente compacto 1-estrella (fuertemente Lin-
delöf 1-estrella).

2. Todo espacio fuertemente compacto n-estrella (fuertemen-
te Lindelöf n-estrella) es compacto n-estrella (Lindelöf n-
estrella).

3. Todo espacio compacto n-estrella (Lindelöf n-estrella) es fuer-
temente compacto n+1-estrella (fuertemente Lindelöf n+1-
estrella).

4. Todo espacio (fuertemente) compacto n-estrella es compacto
ω-estrella.

5. Todo espacio (fuertemente) Lindelöf n-estrella es Lindelöf ω-
estrella.

6. Si X es DFCC (DCCC), entonces X es compacto 2-estrella
(Lindelöf 2-estrella).

7. Si X es compacto ω-estrella (Lindelöf ω-estrella) y T3, en-
tonces X ∈ [DFCC] (X ∈ [DCCC]).

El resultado anterior se puede escribir como el siguiente dia-
grama [7].
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num. compacto

fuer. compacto 1-estrella

compacto 1-estrella

fuer. compacto 2-estrella

compacto 2-estrella

...

fuer. compacto n-estrella

compacto n-estrella

...

compacto ω-estrella

DFCC

Lindelöf

fuertemente Lindelöf 1-estrella

Lindelöf 1-estrella

fuertemente Lindelöf 2-estrella

Lindelöf 2-estrella

...

fuertemente Lindelöf n-estrella

Lindelöf n-estrella

...

Lindelöf ω-estrella

DCCC

T3 T3

Observación 3. Supongamos que X un espacio topológico estrella
Lindelöf (st L) y sea U una cubierta abierta de X, entonces existe
L ⊆ X, Lindelöf, tal que st(L,U) = X. Dado que L ⊆

⋃
U y L es

Lindelöf, entonces existe V ∈ [U]≤ω tal que L ⊆
⋃
V, por tanto,

X = st(L,U) ⊆ st(
⋃
V,U) ⊆ X. Por tanto, todo espacio estrella

Lindelöf es Lindelöf 1-estrella.



Capítulo 3

Ejemplos de espacios
topológicos

En esta sección presentaremos ejemplos de espacios topológicos
que satisfacen ciertas propiedades topológicas que nos serán de
utilidad más adelante. En esta sección, a menos que se diga lo
contrario, X representará un espacio topológico infinito.

3.1. La línea de Sorgenfrey

Sea R el conjunto de los números reales y sea

S = {[a, b) : a < b y a, b ∈ R},

donde [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b}. Notemos que:

1. Si [a1, b1), [a2, b2) ∈ S y x ∈ [a1, b1) ∩ [a2, b2), entonces defi-
namos a = máx{a1, a2} y b = mı́n{b1, b2}. Si y ∈ [a1, b1) ∩
[a2, b2), entonces a ≤ y < b. Por otro lado, si y ∈ [a, b),
entonces a1, a2 ≤ a ≤ y < b ≤ b1, b2, por tanto, [a, b) ⊆
[a1, b1) ∩ [a2, b2). Así, [a, b) = [a1, b1) ∩ [a2, b2).

2. Sea x ∈ R, entonces x ∈ [x, x+ 1) ∈ S. Así, R =
⋃
S.

Ya que S satisface la condición 1 de la Proposición 1.28, en-
tonces S genera una topología para R de tal forma que S es una
base para dicho espacio topológico. Al espacio topológico, con la
topología generada por S como base, lo llamaremos la Línea de

37
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Sorgenfrey y lo denotaremos por S. Al producto del espacio to-
pológico S con sigo mismo, S × S, le llamaremos el Plano de
Sorgenfrey .

De ahora en adelante, y a menos que se diga lo contrario, cuan-
do hablemos de R nos estaremos refiriendo al espacio topológico
euclidiano.

El siguiente resultado proporciona algunas propiedades básicas
de la línea de Sorgenfrey.

Proposición 3.1. 1. La topología de la línea de Sorgenfrey, S,
es más fina que la topología euclideana de R.

2. Todo subconjunto denso en R es un subconjunto denso en S.

3. S es un espacio de dimensión cero.

4. S es un espacio Lindelöf.

5. S es T4.

6. D = {(x,−x) : x ∈ R} es un subespacio cerrado discreto del
plano de Sorgenfrey.

7. S × S no es un espacio Lindelöf. Más aún, S × S no es un
espacio casi Lindelöf.

8. S es primero numerable y separable pero no es segundo nu-
merable.

9. El plano de Sorgenfrey es un espacio T3 débilmente Lindelöf.

Demostración:

1. Notemos que para cualesquiera a, b ∈ R tales que a < b, se
tiene que

(a, b) =
⋃
n<ω

[a+
1

n
, b).

Ya que para cada n < ω, [a+ 1
n , b) es abierto en S, entonces

concluimos (a, b) es abierto en S. Así, dado que todo básico
de R es abierto en S, entonces concluimos que la topología de
la línea de Sorgenfrey es más fina que la topología euclidiana.
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2. Supongamos que D ⊆ R es denso en R. Sea [a, b) ∈ S, un
abierto básico arbitrario no vacío, de S. Entonces (a, b) ⊆
[a, b) es un abierto en R, por tanto, ∅ ≠ (a, b)∩D ⊆ [a, b)∩D.

3. Notemos que para cualquier a ∈ R, se tiene que

(−∞, a) =
∞⋃
n=1

[a− n, a) y [a,∞) =

∞⋃
n=1

[a, a+ n).

Es decir, (−∞, a) y [a,∞) son abiertos en S. Por tanto,

R \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,∞)

es abierto en S. Por tanto, S es una base de S que consta de
conjuntos cerrado-abiertos de S.

4. Veamos primero que para cualesquiera a, b ∈ R con a < b
[a, b) es un espacio de Lindelöf. Sea U una familia de abiertos
en S tales que [a, b) ⊆

⋃
U. Sea

A = {x ∈ (a, b] : existe V ∈ [U]≤ω tal que [a, x) ⊆
⋃

V}.

Notemos que A ⊆ R acotado superiormente, por b. Además,
ya que a ∈ [a, b), entonces existe U ∈ U y a < b′ ∈ R tal
que [a, b′) ⊆ U , por tanto, A ̸= ∅. Sea α = supA. Notemos
que α ∈ A, pues sea {an}n∈ω una sucesión, en R, creciente
y convergente a α, con a < a0 y an < α para cada n < ω.
Ya que an < α, entonces para cada n ∈ ω existe Vn ∈ [U]≤ω

tal que [a, an) ⊆
⋃
Vn. Entonces [a, α) ⊆

⋃
n<ω

⋃
Vn. Así,

α ∈ A. Por otro lado, si α < b, entonces existen Uα ∈ U

y α < b′ ∈ R tales que [α, b′) ⊆ Uα. Por tanto, b′ ∈ A, lo
cual contradice que α es el supremo de A. Consecuentemente,
α = b.

Por lo anterior y ya que R es unión numerable de elementos
de S,

R =

∞⋃
n=1

[−n, n),

entonces concluimos que R es un espacio de Lindelöf.
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5. Ya que R es Hausdorff, entonces S es Hausdorff. Ya se demos-
tró que S es Lindelöf, por tanto, si mostramos que S es un
espacio regular, entonces S resultará ser un espacio normal.
Sea F ⊆ S cerrado y a ̸∈ F , entonces existe a < b ∈ R tal que
[a, b) ⊆ S\F . Ya que [a, b) es cerrado-abierto y F ⊆ S\ [a, b),
entonces si U = [a, b) y V = S\[a, b), entonces a ∈ U , F ⊆ V ,
U y V son abiertos y U ∩ V = ∅.

6. Primero veamos que D es cerrado. Ya que R2 \ D es un
conjunto abierto en R2, entonces R2 \D es abierto en S, por
el inciso 1. Así, D es cerrado en S.

Por otro lado, para cada x ∈ R, [x, x + 1) × [−x,−x + 1)
es una vecindad de (x,−x), en S × S, tal que si (y,−y) ∈
[x, x + 1) × [−x,−x + 1) ∩ D, entonces x ≤ y y −x ≤ −y.
Así, x = y. Por tanto,

[x, x+ 1)× [−x,−x+ 1) ∩D = {(x,−x)}.

7. Supongamos que S×S es Lindelöf. Dado que D = {(x,−x) :
x ∈ R} es cerrado y discreto, por el inciso anterior, entonces
D es un espacio Lindelöf y discreto. Así, {{(x,−x)} : x ∈ R}
es una cubierta abierta de D. Ya que D es Lindelöf, entonces
existen xn ∈ R tales que D =

⋃
n<ω{(xn,−xn)}. Sin em-

bargo, ya que D es no numerable, entonces existe x ∈ R
tal que x ̸= xn para cada n < ω. Por tanto, (x,−x) ∈
D \

⋃
n<ω{(xn,−xn)}. Por tanto, S × S no es un espacio

Lindelöf.

Por la Proposición 2.5 inciso 4, dado que S × S es regular,
entonces si S × S es un espacio casi Lindelöf, entonces con-
cluimos que S × S es un espacio Lindelöf, lo cual es una
contradicción.

8. Sean x ∈ R y [a, b) ∈ S tal que x ∈ [a, b). Entonces existe
0 < n ∈ ω tal que x+ 1

n < b. Por tanto, x ∈ [x, x+ 1
n) ⊆ [a, b).

Así, para cada x ∈ R, B(x) = {[x, x + 1
n) : 0 < n ∈ ω} es

una base local de vecindades para x.

Ya que Q es denso en R, entonces Q es denso en S. Por tanto,
Q es un denso numerable en S.
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Supongamos por contradicción que S es segundo numerable.
Entonces S×S es segundo numerable. Luego, S×S es Lindelöf,
lo cual contradice el inciso anterior.

9. Ya que S es T3, entonces S× S es T3. Dado que S× S tiene
un denso numerable, entonces S× S tiene la propiedad de la
CCC. Así, por la Proposición 2.5 inciso 2, S×S es débilmente
Lindelöf.

3.2. El duplicado de Alexandroff

Dado un espacio topológico T1, (X, τ), sea

AD(X) = X × {0, 1}.

Para cada p ∈ AD(X) definimos la colección B(p) ⊆ P(AD(X))\
{∅} como sigue:

1. Si p = (x, 0), con x ∈ X, sea

B(p) = {(U × {0, 1}) \ {(x, 1)} : U ∈ τ y x ∈ U}.

2. Si p = (x, 1), con x ∈ X, sea

B(p) = {{p}}.

La colección de {B(p)}p∈AD(X) satisface las condiciones siguientes:
para cada p ∈ AD(X)

1. B(p) ̸= ∅ y si U ∈ B(p), entonces p ∈ U ;

2. si U ∈ B(q) y p ∈ U , entonces existe V ∈ B(p) tal que
V ⊆ U (note que es necesario que X sea T1 para que se
cumpla esta condicición);

3. si U, V ∈ B(p), entonces existe W ∈ B(p) tal que W ⊆
U ∩ V .
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Por lo tanto, {B(p)}p∈AD(X) genera una topología, τAD(X), en
AD(X) tal que {B(p)}p∈AD(X) es un sistema de vecindades. Al
espacio topológico (AD(X), τAD(X)) le llamaremos el duplicado de
Alexandroff del espacio (X, τ).

Proposición 3.2. Sea X un espacio topológico.

1. Para cada y ∈ X, {(y, 1)} es un conjunto cerrado-abierto.

2. Si Y ⊆ X×{1} ⊆ AD(X), entonces Y es abierto en AD(X).

3. X y X × {0} ⊆ AD(X), con la topología del subespacio, son
homeomorfos.

Demostración:

1. Por definición, {(y, 1)} es abierto. Para ver que {(y, 1)} es
cerrado solo hace falta notar que

AD(X) \ {(y, 1)} = (X × {0, 1}) \ {(y, 1)} ∈ B((y, 0)).

2. Sea Y ⊆ X × {1}. Entonces para cada q ∈ Y , existe yq ∈ X
tal que q = (yq, 1), entonces q ∈ {q} ⊆ Y . Así, todos los
puntos en Y son puntos interiores de Y .

3. Sean f : X −→ X × {0} definida por f(x) = (x, 0) y g :
X × {0} −→ X definida por g((x, 0)) = x. Notemos que
{U ∩ (X × {0}) : U ∈ B(p) y p ∈ AD(X)} = {U × {0} :
U ∈ τ} es base para X × {0}. Dado que para cada U ∈ τ ,
f−1[U×{0}] = U , entonces f es continua. Por otro lado, para
cada U ∈ τ , g−1[U ] = U×{0}, así, g es continua. Finalmente,
dado que f ◦ g = idX×{0} y g ◦ f = idX , entonces f es un
homeomorfismo.

Proposición 3.3. Si X es un espacio T4, entonces AD(X) es un
espacio T4.

Demostración: Primero veamos que AD(X) es un espacio T1.
Sean p, q ∈ AD(X), con p ̸= q. Veamos que existen U, V abiertos
en AD(X) tales que x ∈ U \ V y y ∈ V \ U .
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1. Supongamos que p = (x, 1) y q = (y, 1), entonces U = {p} y
V = {q} satisfacen lo requerido.

2. Supongamos que p = (x, 0) y q = (y, 1). Sea V = {q},
entonces V es cerrado-abierto en AD(X). Entonces U =
[(X×{0, 1}) \ {(x, 1)}] \V es abierto en AD(X) y p ∈ U \V
y q ∈ V \ U .

3. Supongamos que p = (x, 0) y q = (y, 0). Ya que X es T1,
entonces existen U ′, V ′ abiertos en X tales que x ∈ U ′ \ V ′

y y ∈ V ′ \ U ′. Entonces U = (U ′ × {0, 1}) \ {(x, 1)} y V =
(V ′ × {0, 1}) \ {(y, 1)} son abiertos en X que satisfacen lo
deseado.

Veamos ahora que si E,F ⊆ AD(X) cerrados y ajenos, en-
tonces existen abiertos ajenos U, V en AD(X) tales que E ⊆ U
y F ⊆ V . Ya que E y F son subconjuntos cerrados y ajenos en
AD(X), entonces E ∩ (X × {0}), F ∩ (X × {0}) son subconjuntos
cerrados y ajenos en X × {0}. Entonces existen E′, F ′ ⊆ X ta-
les que E ∩ (X × {0}) = E′ × {0} y F ∩ (X × {0}) = F ′ × {0}.
Entonces f−1[E ∩ (X × {0})] = E′, f−1[F ∩ (X × {0})] = F ′ son
subconjuntos cerrados y ajenos en X, donde f : X −→ X×{0} tal
que f(x) = (x, 0). Entonces existen U ′, V ′ ∈ τ tales que E′ ⊆ U ′,
F ′ ⊆ V ′ y U ′ ∩ V ′ = ∅. Luego,

E′ × {0} ⊆ (U ′ × {0, 1}) \ {(x, 1)},

con x ∈ U ′ arbitrario, y

F ′ × {0} ⊆ (V ′ × {0, 1}) \ {(y, 1)},

con y ∈ V ′ arbitrario. Sean

U = [(U ′ × {0, 1}) \ {(x, 1)}] ∩ [AD(X) \ F ]

y
V = [(V ′ × {0, 1}) \ {(x, 1)}] ∩ [AD(X) \ E].

Ya que U ′∩V ′ = ∅, entonces U∩V = ∅; además, E∩(X×{0}) ⊆ U
y F ∩ (X × {0}) ⊆ V y U y V son conjuntos abiertos en AD(X).
Por tanto,

E = [E ∩ (X × {0})] ∪ [E ∩ (X × {1})] ⊆ U ∪ [E ∩ (X × {1})],
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y dado que E∩ (X×{1}) ⊆ X×{1}, entonces E∩ (X×{1}) es un
conjunto abierto en AD(X), así, A = U∪[E∩(X×{1})] es conjunto
abierto en AD(X). Análogamente, sea B = V ∪ [F ∩ (X × {1})],
entonces B es abierto en AD(X) y

F ⊆ B.

Finalmente, ya que

U ∩ V = ∅,

U ∩ [F ∩ (X × {1})] ⊆ (AD(X) \ F ) ∩ F = ∅,

[E ∩ (X × {1})] ∩ V ⊆ E ∩ (AD(X) \ E) = ∅, y

[E ∩ (X × {1})] ∩ [F ∩ (X × {1})] ⊆ E ∩ F = ∅,

entonces A ∩B = ∅.

Proposición 3.4. Si X es un espacio compacto y Y ⊆ X, enton-
ces (X × {0} ∪ Y × {1}) ⊆ AD(X) es un espacio compacto.

Demostración: Sea U′ una familia de conjuntos abiertos, enAD(X),
tales que (X × {0} ∪ Y × {1}) ⊆

⋃
U′. Para cada x ∈ X, existe

un abierto U ′
x ∈ U′ tal que (x, 0) ∈ U ′

x, entonces existe Ux ∈ τ tal
que x ∈ Ux×{0, 1}\{(x, 1)} ⊆ U ′

x. Sea U = {Ux : x ∈ X}. Enton-
ces U es una cubierta abierta de X y X es compacto, así, existen
x1, . . . , xn ∈ X tales que X =

⋃n
i=1 Uxi . Si x ∈ Y \ {x1, . . . , xn},

entonces existe i ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ Uxi y, por tanto, (x, 1) ∈
Uxi ×{0, 1}\{(xi, 1)} ⊆ U ′

xi
. Luego, (X×{0}∪Y ×{1})\{(xi, 1) :

1 ≤ i ≤ n} ⊆
⋃n

i=1 U
′
xi

. Dado que {U ′
xi

: 1 ≤ i ≤ n} cubre a
X ×{0} ∪ Y ×{1}, excepto posiblemente a una cantidad finita de
puntos, entonces concluimos que X × {0} ∪ Y × {1} es compacto.

Corolario 3.5. Si X es un espacio compacto, entonces AD(X) es
un espacio compacto.
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3.3. La Gκ-modificación

Sean (X, τX) un espacio topológico y κ un cardinal infinito.
Definamos

BGκ(X,τX) = {
⋂

A : A ∈ [τX ]≤κ}.

Sea A ∈ τX . Si definamos A = {A}, entonces A =
⋂
A ∈

BGκ(X,τX). Por tanto, τX ⊆ BGκ(X,τX).

Proposición 3.6. Sea (X, τX) un espacio topológico. Entonces
BGκ(X,τX) genera una topología para X de tal forma que BGκ(X,τX)

es una base para dicha topología.

Demostración:

1. Sean A,B ∈ BGκ(X,τX), entonces existen A,B ∈ [τX ]≤κ

tales que A =
⋂
A y B =

⋂
B. Sea C = A ∪ B, entonces

C ∈ [τX ]≤κ y, por tanto,
⋂
C ∈ BGκ(X,τX). Notemos que⋂

C =
⋂
A ∩

⋂
B.

2. Ya que τX ⊆ BGκ(X,τX), entoncesX =
⋃
τX ⊆

⋃
BGκ(X,τX) ⊆

X.

Denotaremos por τGκ(X,τX) a la topología generada por BGκ(X,τX).
Y al espacio (X, τGκ(X,τX)) le llamaremos la Gκ-modificación del
espacio (X, τX). Si no hay riesgo de confusión escribiremos sim-
plemente (X, τGκ). En caso de que κ = ω, entonces escribire-
mos (X, τGδ(X,τX)) y lo llamaremos la Gδ-modificación el espacio
(X, τX).

Proposición 3.7. Sea X un espacio topológico y B una base para
X. Entonces B′ = {

⋂
A : A ∈ [B]≤κ} es una base para la Gκ-

modificación del espacio X.

Demostración: Claramente B′ es una familia de subconjuntos
abiertos de la Gκ-modificación de X. Sean O un conjunto abierto
en la Gκ-modificación de X y x ∈ O, entonces existe A ∈ [τ ]≤κ

tal que x ∈
⋂

A ⊆ O. Dado que B es una base para X, entonces
para cada A ∈ A, existe CA ∈ B tal que x ∈ CA ⊆ A. Sea C =
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{CA : A ∈ A}, entonces C ∈ [B]≤κ. Así, x ∈
⋂
C ⊆

⋂
A ⊆ O y⋂

C ∈ B′.

Otra característica importante de los Gκ-modificaciones es que
nos da una condición necesaria sobre el espacio X para que su
Gκ-modificación sea un espacio débilmente Lindelöf.

Proposición 3.8. Sea (X, τ) un espacio topológico de dimensión
cero. Si la Gκ-modificación del espacio X es un espacio débilmente
Lindelöf, entonces (X, τ) es un espacio Lindelöf.

Demostración: Supongamos que la Gκ-modificación de X es dé-
bilmente Lindelöf y sea B una base de conjuntos cerrado-abiertos
de X. Sea U una cubierta abierta de X, supongamos sin pérdi-
da de generalidad que U es una cubierta abierta de elementos de
B. Entonces U es una cubierta abierta de la Gκ-modificación de
X. Entonces existe V ∈ [U]≤ω tal que X = clGκ(X)(

⋃
V). Pues-

to que V es una familia de subconjuntos cerrado-abiertos en X,
entonces V son cerrado-abiertos en la Gκ-modificación. Dado que
la unión numerable de conjuntos cerrados en la Gκ-modificación
de X es un conjunto cerrado en la Gκ-modificación. Entonces
X = clGκ(

⋃
V) =

⋃
V.

Sean X un espacio topológico y Y ⊆ X. Entonces podemos
asignarle una topología a Y de las siguientes dos formas:

1. Ya que Y ⊆ X, entonces podemos considerar la topología del
subespacio (Y, τX↾Y ). Ya que (Y, τX↾Y ) es un espacio topo-
lógico, entonces podemos considerar la Gκ-modificación del
espacio (Y, τX↾Y ), es decir, (Y, τGκ(Y,τX↾Y )).

2. Sea (X, τGκ(X,τX)) laGκ-modificación del espacio (X, τX). Ya
que Y ⊆ X, entonces podemos asignarle a Y la topología del
subespacio relativa a (X, τGκ(X,τX)), esto es, (Y, τGκ(X,τX)↾Y ).

El siguiente resultado nos dice que las dos topologías antes defini-
das para Y coinciden, así, es lo mismo pensar en laGκ-modificación
de un subespacio que en el subespacio de la Gκ-modificación.

Proposición 3.9. Sean (X, τX) un espacio topológico y Y ⊆ X.
Sean S_() el operador tal que para cualquier (Z, τZ), espacio to-
pológico, y cada Y ∈ P(Z), S(Z,τZ)(Y ) = (Y, τZ↾Y ) y Gκ el ope-
rador tal que para cada (Z, τZ), espacio topológico, Gκ((Z, τZ)) =
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(Z, τGκ(Z,τZ)). Entonces se cumple que Gκ(S(X,τX)(Y )) = SGκ(X,τX)(Y ).
Es decir, (Y, τGκ(Y,τX↾Y )) = (Y, τGκ(X,τX)↾Y ).

Demostración: Sabemos que B = {O ∩ Y : O ∈ τX} es una
base para S(X,τX)(Y ). Por tanto, BGκ = {

⋂
A : A ∈ [B]≤κ}

es una base para Gκ(S(X,τX)(Y )). Notemos que si A ∈ [B]≤κ,
entonces existen λ ≤ κ cardinal tal que A = {Oα ∩ Y : Oα ∈
τX y α < λ}. Entonces

⋂
A = (

⋂
α<λOα) ∩ Y . Así, tenemos que

BGκ = {(
⋂

α<λOα) ∩ Y : λ ≤ κ y Oα ∈ τX}
Ya que {Oα : α < λ} ∈ [τX ]≤κ, entonces

⋂
α<λOα es un abier-

to en Gκ((X, τX)), por tanto, (
⋂

α<λOα) ∩ Y es un abierto en
SGκ((X,τX))(Y ). Por tanto, todo abierto de Gκ(S(X,τX)(Y )) es un
abierto en SGκ(X,τX)(Y ).

Por otro lado, BGκ = {
⋂
A : A ∈ [τX ]≤κ} es una base para

Gκ((X, τX)), por tanto, B = {O∩Y : O ∈ BGκ} es una base para
SGκ((X,τX))(Y ). Si O ∈ BGκ , entonces existen λ ≤ κ cardinal y
Oα ∈ τX , para cada α < λ, tales que O =

⋂
α<λOα. Así, O ∩ Y =⋂

α<λ(Oα ∩ Y ). Ya que Oα ∈ τX , entonces Oα ∩ Y es un abierto
en S(X,τX)(Y ), y ya que esto ocurre para cada α < λ, entonces⋂

α<λ(Oα ∩ Y ) es un abierto en Gκ(S(X,τX)(Y )). Por tanto, todo
abierto de SGκ(X,τX)(Y ) es abierto en Gκ(S(X,τX)(Y )).

(X, τX) Gκ((X, τX))

S(X,τX)(Y ) Gκ(S(X,τX)(Y )) = SGκ(X,τX)(Y )

Gκ

Gκ

S_(Y ) S_(Y )

Una propiedad interesante de la Gκ-modificación es que en es-
tos espacios, la intersección de colecciones de tamaño ≤ κ, de con-
juntos abiertos, vuelve a ser conjunto abierto.

Definición 3.10. Sea X un espacio topológico. Diremos que X es
un P -espacio si todo subconjunto Gδ (intersección numerable de
subconjuntos abiertos) de X es un conjunto abierto en X.

Proposición 3.11. Para cualquier espacio X, la Gκ-modificación
del espacio X es un P -espacio.
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Demostración: Sean {On : n < ω} una colección numerable de
subconjuntos abiertos de la Gκ-modificación de X y x ∈

⋂
n<ω On.

Ya que BGκ es base para la Gκ-modificación, entonces para cada
n < ω existe On ∈ [τX ]≤κ tal que x ∈

⋂
On ⊆ On. Sea O =⋃

n<ω On, entonces O ∈ [τX ]≤κ. Además, ya que para cada n < ω,
On ⊆ O, entonces

⋂
O ⊆

⋂
On, para cada n < ω. Por tanto, x ∈⋂

O ⊆
⋂

n<ω(
⋂
On) ⊆

⋂
n<ω On. Por tanto,

⋂
n<ω On es abierto en

la Gκ-modificación del espacio X.

Definición 3.12. Un espacio topológico X es llamado disperso
(scattered) si todo subconjunto no vacío, Y , de X cumple que Y \
Y d ̸= ∅.

Si X es un espacio T3, disperso y Lindelöf, entonces su Gδ-
modificación es un espacio Lindelöf. Además se cumple la siguiente
proposición.

Proposición 3.13. Sea X un espacio T3 y disperso con L(X) ≤
κ, entonces

L((X, τGκ(X,τX))) ≤ κ.

Demostración: Sea U una cubierta abierta de Gκ-modificación.
Ya que X es un espacio disperso, entonces existe x ∈ X tal que
{x} es abierto en X. Además, puesto que U cubre a X, entonces
existe U ∈ U tal que x ∈ U . Sean Ox = {x} y Ux = {U}, entonces
Ox es una vecindad de x, en la Gκ-modificación, y Ux ∈ [U]≤κ son
tales que x ∈ Ox ⊆

⋃
Ux. Definamos

O = {x ∈ X : ∃(Ux ∈ [U]≤κ y Ox ∈ τX)(x ∈ Ox ⊆
⋃

Ux)}.

Entonces O ⊆ X es no vacío. Notemos que si E ⊆ O es un sub-
conjunto cerrado en (X, τX), entonces para cada x ∈ E, exis-
ten Ox ∈ τX y Ux ∈ [U]≤κ tales que x ∈ Ox ⊆

⋃
Ux. Así,

E ⊆
⋃

x∈E Ox. Ya que L(X) ≤ κ, entonces L(E) ≤ κ, por tan-
to, existen F0 ∈ [E]≤κ tal que E ⊆

⋃
x∈F0

Ox ⊆
⋃

x∈F0
(
⋃
Ux) =⋃

(
⋃

x∈F0
Ux), y

⋃
x∈F0

Ux ∈ [U]≤κ. Por tanto, si E ⊆ O cerrado
en (X, τX), entonces existe U′ ∈ [U]≤κ tal que E ⊆

⋃
U′.

Veamos que X = O. Supongamos que O ⊊ X, entonces ∅ ≠
X \ O ⊆ X, por tanto, existe a ∈ X \ O el cual es aislado en
X \O. Entonces existe U ′ abierto en X tal que U ′∩ (X \O) = {a}.
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Ya que X es regular, entonces existe un conjunto abierto U tal
que a ∈ U ⊆ U ⊆ U ′. Así, U ∩ (X \ O) = {a}. Ya que U cubre
a X, entonces existe P ∈ U tal que a ∈ P . Dado que P es un
conjunto abierto en la Gk-modificación, entonces existe V ∈ [τ ]≤κ

tal que a ∈
⋂
V ⊆ P . Para cada V ∈ V definamos FV = U \ V .

Entonces FV es un conjunto cerrado en (X, τX). Además, ya que
U ∩ (X \ O) = {a}, entonces U ⊆ O ∪ {a}. Dado que a ∈ V ,
entonces FV ⊆ O∩ (X \V ) ⊆ O. Por tanto, existe UV ∈ [U]≤κ tal
que FV ⊆

⋃
UV . Notemos que si x ∈ U \P , entonces existe V ∈ V

tal que x /∈ V , así, x ∈ FV ⊆
⋃
UV . Por tanto, W =

⋃
{UV : V ∈

V} ∈ [U]≤κ y W cubre a U \ P . Luego, W ∪ {P} ∈ [U]≤κ y
a ∈ U ⊆ U ⊆

⋃
(W ∪ {P}), lo cual implica que a ∈ O lo cual es

una contradicción.

Para conocer más acerca estos espacios remitimos al lector a
[24].

3.4. El Conjunto de Cantor

Sea (xn)n∈N ∈ {0, 1}N, entonces

∞∑
n=1

2 · xn
3n

es una serie convergente. Más aún, 0 ≤
∑∞

n=1
2·xn
3n ≤ 1. Definimos

C = {x ∈ [0, 1] : x =

∞∑
n=1

2 · xn
3n

y para cada n ∈ N, xn ∈ {0, 1}}.

Al conjunto C le llamaremos el Conjunto de Cantor. De ahora
en adelante, cuando hablemos de C nos referiremos al Conjunto
de Cantor con la topología de subespacio inducida por R.

No es difícil demostrar que si x ∈ C, entonces la colección
{xn : n ∈ N} tal que x =

∑∞
n=1

2·xn
3n es única.

Sean 0 ̸= b, a ∈ R y fa, gb : R −→ R tales que fa(x) = a + x
y gb(x) = bx. Entonces fa, gb son homeomorfismos. Además, si
definimos

I0 = [0, 1];
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In+1 = g 1
3
[In] ∪ (f 2

3
◦ g 1

3
)[In];

entonces es posible demostrar que

C =

∞⋂
n=0

In.

Denotemos por D al espacio topológico {0, 1} con la topología
discreta. Entonces C es un espacio compacto homeomorfo a Dℵ0 ,
lo anterior puede consultarse por ejemplo en [9].

Aquellos lectores que deseen conocer la demostración de los
siguientes resultados pueden consultar [21].

Proposición 3.14. 1. Sean X un espacio métrico separable y
E ⊆ X cerrado. Entonces E es unión de un espacio perfec-
to F (F = F ′, es decir, F coincide con su derivado) y un
conjunto numerable.

2. Todo espacio métrico completo y perfecto contiene un subes-
pacio que es homeomorfo al Conjunto de Cantor.

3. Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es
completo.

Definición 3.15. Sea A ⊆ R. Decimos que A es totalmente im-
perfecto si no contiene una copia del Conjunto de Cantor.

Corolario 3.16. Sean A ⊆ R totalmente imperfecto y F ⊆ R
cerrado y no numerable. Entonces F ̸⊆ A.

Teorema 3.17. (Teorema de Bernstein) Sea X un espacio métrico
completo y separable, no numerable, entonces existe A ⊆ X tal que
|A| = |X\A| = c y A y X\A son conjuntos totalmente imperfectos.

3.5. El Hiperespacio de Pixley-Roy

Sea (X, τX) un espacio topológico y sea F[X] = {A ∈ [X]<ω :
A ̸= ∅}. Sean A ∈ F[X] y U un abierto en X, entonces definimos

[A,U ] = {B ∈ F[X] : A ⊆ B ⊆ U}.
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Consideremos

B = {[A,U ] : A ∈ F[X] y U ∈ τX}.

Entonces

1. para cada A ∈ F[X] se cumple que A ∈ [A,X] y [A,X] ∈ B.
Así, F[X] =

⋃
B; y

2. si [A,U ], [B, V ] ∈ B, entonces

[A,U ] ∩ [B, V ] = [A ∪B,U ∩ V ] ∈ B,

pues A ∪B ∈ F[X] y U ∩ V ∈ τX .

Entonces B genera una topología, τ , para F[X], con B como base.
Al espacio topológico (F[X], τ) le llamaremos el hiperespacio de
Pixley-Roy.

Notemos que si [A,U ], [B, V ] ∈ B, entonces [A,U ]∩ [B, V ] ̸= ∅
si y solo si A ∪B ⊆ U ∩ V , por tanto

[A,U ] ∩ [B, V ] ̸= ∅ si y solo si A ⊆ V y B ⊆ U.

Así, si X es T1, entonces

1. F[X] es Hausdorff. Pues dados A,B ∈ F[X] tales que A ̸=
B, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad, que a ∈
A \ B. Ya que X es T1, entonces para cada b ∈ B existe un
abierto Vb tal que b ∈ Vb y a ̸∈ Vb. Sean U un abierto tal
que A ⊆ U y V =

⋃
b∈B Vb. Puesto que A ̸⊆ V , entonces

[A,U ] ∩ [B, V ] = ∅.

2. la base B = {[A,U ] : A ∈ F[X] y U ∈ τX}, de F[X], es una
base de conjuntos cerrado-abiertos en el hiperespacio. Para
ver esto, sean [A,U ] ∈ B y B ̸∈ [A,U ], entonces existen dos
casos:

a) Si A ̸⊆ B, entonces existe a ∈ A \B. Aplicando el mis-
mo razonamiento de la parte 1, solo que ahora el U de
la parte 1 que sea el mismo U que tenemos aquí, obte-
nemos que existe una vecindad, [B,

⋃
b∈B Vb], contenida

en el complemento de [A,U ].
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b) Si B ̸⊆ U , entonces para cualquier vecindad V de B se
cumple que [A,U ] ∩ [B, V ] = ∅.

3. F[X] es completamente regular ya que si F es un subconjun-
to cerrado en F[X] y A ̸∈ F , entonces existe [B,U ] ∈ B tal
que A ∈ [B,U ] ⊆ F[X] \ F . La función f[B,U ] : F[X] −→ R
definida por

f[B,U ](C) =


0 si C ∈ [B,U ]

1 si C ∈ F[X] \ [B,U ]

Dado que los elementos de B son cerrado-abiertos, entonces
f[B,U ] es continua, además, se cumple que f[B,U ](A) = 0 y si
C ∈ F ⊆ F[X] \ [B,U ], entonces f[B,U ](C) = 1.

4. c(F[X]) ≤ w(X). Primero veamos que c(F[X]) ≤ nw(X).
Supongamos, por contradicción, que existe U una familia
celular en F[X] tal que |U| > nw(X) = κ. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que U = {[Aα, Uα] : α < λ}, con
λ > κ y sea N una red de cardinalidad κ ≥ ω. Dado que
|[N]<ω| = |N|, entonces podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que N es cerrado bajo uniones finitas. Luego,
para cada α < λ existe Nα ∈ N tal que Aα ⊆ Nα ⊆ Vα.
Entonces existen α, β < λ tales que Nα = Nβ , así, Aα∪Aβ ⊆
Vα ∩ Vβ , lo cual contradice que U es una familia celular.

Dado que toda base del espacio X es una red para el espacio
X, entonces de la definición de las funciones cardinales se
tiene que nw(X) ≤ w(X). Por tanto,

c(F[X]) ≤ nw(X) ≤ w(X).

Proposición 3.18. Sea Y un subespacio del espacio (X, τ), en-
tonces F[Y ] es homeomorfo a F[X]↾Y = {A ∈ F[X] : A ⊆ Y }.

Demostración: Sea f : F[Y ] −→ F[X]↾Y definida por f(A) = A.
Claramente f es biyectiva. Veamos que f es continua y abierta,
para ello notemos que una base para F[Y ] es

B = {[A,U ∩ Y ]F[Y ] : A ∈ F[Y ] y U ∈ τ}
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y
B′ = {[A,U ]F[X] ∩F[X]↾Y : A ∈ F[X] y U ∈ τ}

es una base para F[X]↾Y . Si A ∈ F[Y ], entonces

[A,U ∩ Y ]F[Y ] = {B ∈ F[Y ] : A ⊆ B ⊆ U ∩ Y }
= {B ∈ F[X] : A ⊆ B ⊆ U} ∩F[X]↾Y

= [A,U ]F[X] ∩F[X]↾Y

Dado que todo abierto básico de F[X]↾Y es abierto en F[Y ] y
viceversa, entonces se tiene que f es continua y abierta.

Proposición 3.19. Sea U una familia de subconjuntos abiertos
de X, entonces

V (U) = {A ∈ F[X] : existe U ∈ U tal que A ⊆ U}

es un subconjunto cerrado-abierto de F[X].

Demostración: Notemos que

V (U) =
⋃

{[B,U ] : U ∈ U, B ∈ F[X] y B ⊆ U},

pues si A ∈ V (U), entonces existe U ∈ U tal que A ⊆ U , ya que
A ∈ [A,U ], entonces A ∈

⋃
{[B,U ] : U ∈ U, B ∈ F[X] y B ⊆ U}.

Por otro lado, si A ∈
⋃
{[B,U ] : U ∈ U, B ∈ F[X] y B ⊆ U},

entoces existen U ∈ U y B ∈ F[X] tal que A ∈ [B,U ], así,
A ⊆ U , luego, A ∈ V (U). Dado que V (U) =

⋃
{[B,U ] : U ∈

U, B ∈ F[X] y B ⊆ U}, entonces es claro que V (U) es abierto.
Veamos ahora que V (U) es cerrado. Si A ̸∈ V (U), entonces

A ̸⊆ U para cada U ∈ U, por tanto, para cada B ∈ F[X] tal que
B ⊆ U , entonces [B,U ] ∩ [A,X] = ∅, pues A ̸⊆ U . Así,

(
⋃

{[B,U ] : U ∈ U, B ∈ F[X] y B ⊆ U}) ∩ [A,X] = ∅.

Concluimos que [A,X] ⊆ F[X] \ V (U).
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3.6. La extensión de Katetǒv

Sea (X, τ) un espacio topológico Hausdorff. Sea

T (X) = {p ⊆ τ : p es un ultrafiltro abierto libre sobre X}.

Sea κX = X ∪ T (X) y para cada x ∈ κX definamos B(x) como
sigue:

1. Si p ∈ X, sea B(p) = {U ⊆ X : U ∈ τ y x ∈ U}.

2. Si p ∈ T (X), entonces B(p) = {{p} ∪ U : U ∈ p}.

Notemos que si T (X) = ∅, entonces κX = X.

Proposición 3.20. La colección {B(x)}x∈κX genera una topolo-
gía para κX de tal forma que {B(x)}x∈κX es un sistema de vecin-
dades.

Demostración:

1. No es difícil verificar que si p ∈ κX, entonces B(p) ̸= ∅ y
que si U ∈ B(p), entonces p ∈ U .

2. Supongamos que y ∈ κX y sean x ∈ U ∈ B(y).

a) Si y ∈ X, entonces U es una vecindad de y en X. Ya
que X es un espacio topológico y {{U : U ∈ τ y x ∈
U} : x ∈ X} es un sistema de vecindades para X. Por
tanto, existe V ∈ B(x) tal que V ⊆ U , pues x ∈ U .

b) Si y ∈ T (X), entonces U = {y} ∪ U ′, con U ′ ∈ y. Ya
que x ∈ U , entonces x = y o x ∈ U ′. Si x = y, entonces
V = U satisface lo deseado. Supongamos que x ∈ U ′.
Sea V = U ′, entonces V ∈ B(x) y V ⊆ U .

3. Supongamos que x ∈ κX y U, V ∈ B(x).

a) Si x ∈ X, como en el caso anterior, ya que {{U :
U es abierto en X y x ∈ U} : x ∈ X} es un siste-
ma de vecindades, entonces existe W ∈ B(x) tal que
W ⊆ U ∩ V .
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b) Supongamos que x ∈ T (X). Entonces existen U ′, V ′ ∈ x
tales que U = {x} ∪ U ′ y V = {x} ∪ V ′. Ya que x
es un filtro abierto, entonces W ′ = U ′ ∩ V ′ ∈ x. Sea
W = {x}∪W ′, entonces W ∈ B(x) y W = {x}∪W ′ ⊆
{x} ∪ U ′ = U, {x} ∪ V ′ = V . Por tanto, W ⊆ U ∩ V .

Al espacio topológico κX, con la topología generada por {B(x)},
le llamaremos la extensión de Katětov del espacio X.

Proposición 3.21. Sea X un espacio topológico. Se cumple que:

1. X es un subespacio abierto y denso en κX. Más aún, todo
conjunto abierto en X es abierto en κX.

2. κX \X es cerrado y discreto.

3. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces κX es un espacio
de Hausdorff.

Demostración:

1. Veamos que X es denso. Es suficiente con ver que para cual-
quier p ∈ κX y cualquier U ∈ B(p) se cumple que U∩X ̸= ∅.
Si p ∈ X, entonces para cualquier U ∈ B(p) se cumple que
U ⊆ X.

Supongamos que p ∈ T (X) y sea {p} ∪ U ∈ B(p). Ya que p
es un filtro abierto en X y U ∈ p, entonces ∅ ̸= U ⊆ X. Por
tanto, ({p} ∪ U) ∩X ̸= ∅.
Sea A un subconjunto abierto deX y supongamos que A ̸= ∅.
Sea x ∈ A, entonces x ∈ κX y A ∈ B(x). Por tanto, A es
abierto en κX.

2. Por el inciso anterior, X es un conjunto abierto en κX. Por
tanto, κX \X = T (X) es cerrado en κX.

Veamos que T (X) es discreto. Sea p ∈ T (X) y definamos
U = {p} ∪ X. Afirmamos que U ∩ T (X) = {p}. Es claro
que {p} ⊆ U ∩ T (X). Sea q ∈ U ∩ T (X), entonces q es un
ultrafiltro libre sobre X tal que q ∈ {p}∪X, entonces p = q.
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3. Sean p, q ∈ κX. Veamos que existe U y V abiertos ajenos
tales que p ∈ U y q ∈ V

a) Supongamos que p, q ∈ X. Ya que X es Hausdorff, en-
tonces existen abiertos U y V tales que x ∈ U , y ∈ V y
U ∩ V = ∅.

b) Supongamos que alguno de los dos es un ultrafiltro
abierto libre y el otro está en X. Supongamos, sin pér-
dida de generalidad, que p ∈ T (X) y q ∈ X. Ya que
p es un ultrafiltro abierto libre sobre X, entonces p no
es convergente. En particular, para q ∈ X, existe una
vecindad B, de q, tal que B /∈ p. Ya que B /∈ p y
p es ultrafiltro abierto, entonces existe A ∈ p tal que
A∩B = ∅. Sea U = {p} ∪A y V = B. Entonces p ∈ U ,
q ∈ V y U ∩ V = ∅.

c) Supongamos que p, q ∈ T (X). Ya que p y q son ultrafil-
tro, entonces p ̸⊆ q. Sea A ∈ p\q. Como A /∈ q, entonces
existe B ∈ q tal que A ∩B = ∅. Entonces U = {p} ∪A
y V = {q} ∪B satisfacen lo deseado.

Corolario 3.22. Sea X un espacio topológico. Si X1 es X con
la topología del subespacio respecto de κX, entonces los espacios
topológicos X y X1 son homeomorfos.

Demostración: Sea U un conjunto abierto enX. Por la proposición
anterior, U es un conjunto abierto en κX, así, U = U ∩ X es un
conjunto abierto en X1.

Sean U ∩X un conjunto abierto en X1 y x ∈ U ∩X, entonces
U es un conjunto abierto en κX. Ya que B(x) es una base de
vecindades para x en κX y x ∈ X, entonces existe V ∈ B(x) =
{U ⊆ X : U es un conjunto abierto en X y x ∈ U} tal que x ∈
V ⊆ U . Así, V es un conjunto abierto en X tal que x ∈ V ⊆ U . Ya
que esto ocurre para cada x ∈ U ∩X, entonces U ∩X es abierto
en X.

Proposición 3.23. Sean U un subconjunto abierto de X y A =
{p ∈ T (X) : U ∈ p}. Entonces se cumple:
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1. clκX(U) = clX(U) ∪A.

2. clκX(A) = A.

3. clκX(A ∪ U) = clκX(U).

Demostración:

1. Sea x /∈ clκX(U). Entonces existe V ∈ B(x) tal que V ∩U =
∅. Si x ∈ X, entonces V es un conjunto abierto en X, por
tanto, x /∈ clX(U). Luego, x /∈ clX(U) ∪ A. Si x ∈ T (X),
entonces V = {x} ∪ V ′ tal que V ′ ∈ x. Entonces V ′ ∩U = ∅.
Ya que x es un filtro, entonces U /∈ x. Así, x /∈ clX(U) ∪A.

Supongamos que x ∈ κX \ (clX(U)∪A). Si x ∈ X, entonces
existe V vecindad de x, en X, tal que V ∩ U = ∅. Entonces
V es una vecindad de x en κX tal que V ∩ U = ∅, así,
x /∈ clκX(U). Si x ∈ T (X), entonces U /∈ x. Ya que x es
ultrafiltro abierto, entonces existe A ∈ x tal que A ∩ U = ∅.
Luego, V = {x} ∪ A es una vecindad de x en κX tal que
V ∩ U = ∅. Por tanto, x /∈ clκX(U).

2. Supongamos que x ∈ κX \A. Si x ∈ X, entonces X es una
vecindad de x tal que X ∩A = ∅. Por tanto, x /∈ clκX(A).
Si x ∈ T (X), sea V = {x} ∪X, entonces V es una vecindad
de x tal que V ∩A = ∅. Por tanto, x /∈ clκX(A).

3.

clκX(A∪U) = clκX(A)∪clκX(U) = A∪(clX(U)∪A) = clκX(U).

Notemos que si p ∈ T (X) y U es un abierto en X tal que U ∈ p,
entonces

clκX(U) ⊆ clκX({p} ∪ U) ⊆ clκX(A ∪ U) = clκX(U),

donde A = {p ∈ T (X) : U ∈ p}. Por tanto, para cada U abierto
en X y cada p ∈ T (X), se cumple que clκX({p} ∪ U) = clκX(U).

Proposición 3.24. Si X es un espacio topológico Hausdorff, en-
tonces la extensión de Katětov de X, κX, es un espacio H-cerrado.
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Demostración: Ya que X es un espacio de Hausdorff, entonces
κX es un espacio de Hausdorff. Sea {Vi : i ∈ I} una colección
de subconjuntos abiertos de κX con la propiedad de intersección
finita (PIF). Veamos que

⋂
i∈I clκX(Vi) ̸= ∅, así, por la Proposición

1.57, κX es un espacio H-cerrado.
Supongamos que

⋂
i∈I clκX(Vi) = ∅. Consideremos q′ = {X ∩

Vi : i ∈ I}, entonces q′ es una colección de subconjuntos abiertos,
no vacíos, de X. Más aún, sean X ∩ V1, . . . , X ∩ Vn ∈ q′, entonces⋂n

i=1(X ∩ Vi) = X ∩
⋂n

i=1 Vi. Ya que {Vi : i ∈ I} tiene la PIF,
entonces

⋂n
i=1 Vi ̸= ∅ y dado que cada Vi es abierto, entonces⋂n

i=1 Vi es un conjunto abierto no vacío de κX. Dado que X es
denso en κX, entonces X ∩

⋂n
i=1 Vi ̸= ∅. Por tanto, q′ tiene la PIF.

Ya que q′ es una colección de conjuntos abiertos, de X, con la
PIF, entonces existe q ultrafiltro abierto sobre X tal que q′ ⊆ q.
Por la proposición anterior, clX(V ) ⊆ clκX(V ) para cada V ∈ q′.
Así,⋂

V ∈q
clX(V ) ⊆

⋂
V ∈q′

clX(V ) ⊆
⋂
V ∈q′

clκX(V ) ⊆
⋂
i∈I

clκX(Vi) = ∅.

Por tanto, q es un ultrafiltro abierto libre sobre X. Así, q ∈ T (X).
Afirmamos que q ∈

⋂
i∈I clκX(Vi). Sean i ∈ I y {q} ∪ U un

básico de q. Entonces U,X ∩Vi ∈ q, por tanto, ∅ ≠ U ∩ (X ∩Vi) ⊆
U ∩ Vi ⊆ Vi ∩ ({q} ∪ U). Así, q ∈ clκX(Vi) para cada i ∈ I, es
decir, q ∈

⋂
i∈I clκX(Vi). Lo cual es una contradicción. Por tanto,⋂

i∈I clκX(Vi) ̸= ∅.

Notemos que por la Proposición 1.57, ya que κX es un espa-
cio H-cerrado, entonces todos los ultrafiltros abiertos sobre κX
convergen.

Proposición 3.25. Si X es un espacio topológico, entonces T (κX) =
∅.

3.7. Compactación de Stone-Čech

Antes de comenzar, conviene recordar lo que es un encaje [9].

Definición 3.26. Sean X y Y espacios topológicos y f : X −→ Y
una función continua. Decimos que f es un homeomorfirmo de
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encaje si existen Z subespacio de Y y f ′ : X −→ Z un homeomor-
fismo tal que

f = iZ ◦ f ′,

donde iZ : Z −→ Y es la función inclusión de Z en Y , es decir,
iZ(x) = x.

X Y

Z

f ′

f

iZ

Notemos que si f : X −→ Y es un encaje, entonces f ′ = f ↾ X
y Z = f [X], donde f ↾ X : X −→ f [X] es tal que f ↾ X(x) = f(x).
Por otro lado, todo homeomorfismo es trivialmente un encaje. Pue-
de demostrarse que la composición de homeomorfismos de encaje
es un encaje y la restricción de un encaje es un encaje.

Definición 3.27. Una compactación para el espacio topológico X
es un par (Y, c) tal que

1. Y es un espacio Hausdorff y compacto,

2. c : X −→ Y es un homeomorfismos de encaje, y

3. c[X] es denso en Y ( c[X] = Y ).

Si un espacio X es encajado en un espacio Hausdorff y com-
pacto Y , entonces podemos encontrar una compactación de X de
forma muy natural. Supongamos que Y es un espacio Hausdorff y
compacto y f : X −→ Y es un encaje, entonces f = iZ ◦ f ′, con
Z ⊆ Y . Así, (f [X], i ◦ f ′) (donde i : f [X] −→ f [X] es la inclusión
de f [X] en f [X]), es una compactación de X.

El siguiente teorema nos dice quiénes son todos los espacios
que tienen una compactación. Las demostraciones de los resultados
siguientes pueden ser consultadas en [9].

Teorema 3.28. Un espacio topológico X tiene una compactación
si y solo si X es un espacio Tychonoff (X es T3

1
2).
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De ahora en adelante, si (Y, c) es una compactación del espacio
X, entonces denotaremos a Y por cX. Notemos que, en general,
cX y c[X] representan cosas distintas.

Definición 3.29. Sean cX y c′X compactaciones del espacio X.
Diremos que (cX, c) y (c′X, c′) son compactaciones equivalentes si
existe f : cX −→ c′X un homeomorfismo tal que f ◦ c = c′.

X cX

c′X

c′

c

f

No es difícil ver que la (clase) relación “compactaciones equi-
valente” es una relación de equivalencia. Sea C(X) la colección
de todas las clases de equivalencia determinadas por la relación
“compactaciones equivalente”.

Teorema 3.30. Para cualquier compactación cX de X se cumple

|cX| ≤ 22
d(X)

y w(cX) ≤ 2d(X).

Teorema 3.31. Si X es un espacio Tychonoff, entonces X puede
ser encajado en Iw(X), donde I = [0, 1] ⊆ R.

Por tanto, toda compactación cX es homeomorfa a un subespa-
cio de I2d(X)

. Por tanto, podemos pensar a C(X) como el conjunto
de todas las compactaciones del espacio X.

Definición 3.32. Sean cX y c′X compactaciones del espacio X.
Denotaremos por c′X ≤ cX al hecho de que exista una función
f : cX −→ c′X continua tal que f ◦ c = c′.

Es posible demostrar que la relación ≤ es un orden parcial en
C(X).

Teorema 3.33. Todo subconjunto no vacío de C(X) tiene un ≤-
supremo en C(X).

Así, si X es un espacio Tychonoff, entonces C(X) ̸= ∅ y por
tanto, existe un elemento en C(X) el cual es el ≤-mayor.
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Definición 3.34. Sea X un espacio Tychonoff. Al elemento más
grande en C(X) con respecto a la relación ≤ le llamaremos la
compactación de Stone-Čech, y la denotaremos por βX.

Así, si X es un espacio Tychonoff, entonces (βX, β) es la com-
pactación de Stone-Čech de X.

Teorema 3.35. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces

1. Para cualquier espacio Y Hausdorff y compacto y cualquier
función f : X −→ Y continua, existe una función F :
βX −→ Y continua tal que F ◦ β = f .

2. Si (αX) es compactación del espacio X tal que: para cual-
quier espacio Y Hausdorff y compacto y cualquier función
continua f : X −→ Y , existe una función continua F :
αX −→ Y tal que F ◦ α = f . Entonces αX y βX son com-
pactaciones equivalentes.

3.7.1. Compactación de Stone-Čech para espacios dis-
cretos

Aunque para cualquier espacio topológico Tychonoff existe su
compactación de Stone-Čech, nosotros no sabemos qué forma tiene
ese espacio. Afortunadamente, si nuestro espacio topológico X es
T4, entonces existe una compactación de X, ωX, la cual es equi-
valente a la compactación de Stone-Čech del espacio X, βX. La
ventaja es que nosotros si conocemos quíen es ωX.

Sea X es espacio T1. Denotemos por D(X) la colección de
subconjuntos cerrados de X. Ya que la unión finita de conjun-
tos cerrados es un conjunto cerrado y la intersección arbitraria de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, entonces D(X) es un
subretículo de P(X), sup{E,F} = E ∪ F y ı́nf{E,F} = E ∩ F .
Además, ∅ ∈ D(X). Por el Teorema 1.23, si ∅ ≠ C ⊆ D(X) con la
PIF, entonces existe U un D(X)-ultrafiltro tal que C ⊆ U.

Denotemos por F(X) la familia de todos los D(X)-ultrafiltros.
Entonces F(X) ̸= ∅. Notemos que si x ∈ X, entonces

F(x) = {E ∈ D(X) : x ∈ E}

es D(X)-filtro. Más aún, F(x) es un D(X)-ultrafiltro. Suponga-
mos que F es un D(X)-filtro tal que F(x) ⊆ F. Ya que X es un



62 CAPÍTULO 3. EJEMPLOS DE ESPACIOS TOPOLÓGICOS

espacio T1, entonces {x} ∈ D(X). Por tanto, {x} ∈ F(x). Ya que
F(x) ⊆ F y F es un D(X)-filtro, entonces para cada E ∈ F,
E ∩ {x} ≠ ∅. Así, F ⊆ F(x). Además,

⋂
F(x) = {x}.

Sea F ∈ F(X). Supongamos que
⋂
F ̸= ∅. Sea x ∈

⋂
F.

Ya que {x} ∈ D(X) y para cada E ∈ F, E ∩ {x} ̸= ∅, entonces
{x} ∈ F. Si y ∈ X con y ̸= x, entonces y /∈ {x}, así, y /∈

⋂
F;

además, F = F(x). Por tanto, para cada F ∈ F(X)
⋂
F = ∅

ó
⋂

F = {x}, con x ∈ X. Concluimos que F ∈ F(X) es libre
si y solo si

⋂
F = ∅. Así, dado F ∈ F(X), entonces

⋂
F = ∅ ó⋂

F = {x}.
Definamos

F0(X) = {F : F(X) :
⋂

F = ∅},

la colección de todos los D(X)-ultrafiltros libres.

1. Sea U un subconjunto abierto de X, definamos

U∗ = U ∪ {F ∈ F0(X) : existe A ∈ F tal que A ⊆ U}.

2. Sea E un subconjunto cerrado de X, definamos

E∗ = E ∪ {F ∈ F0(X) : E ∈ F}.

Notemos que si U es un conjunto abierto en X, entonces X \U es
cerrado en X, por tanto, (X \ U)∗ si está bien definido. Análoga-
mente, si E es un conjunto cerrado en X, entonces (X \ U)∗ está
bien definido.

Lema 3.36. Sea X un espacio T1. Sean U un subconjunto abierto
de X y E un subconjunto cerrado de X. Entonces

1. ωX \ U∗ = (X \ U)∗.

2. ωX \ E∗ = (X \ E)∗.

Demostración:

1. Utilizando el hecho de que para p ∈ F(X): si E ∈ D(X) tal
que E ∩A ̸= ∅ para cada A ∈ p, entonces E ∈ p. Obtenemos
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lo siguiente:

ωX \ (X \ U)∗ =ωX \ [(X \ U) ∪ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F}]
=[ωX \ (X \ U)] ∩ [ωX \ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F}]
=[(X \ (X \ U)) ∪ (F0(X) \ (X \ U))]

∩ [(X \ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F})
∪ (F0(X) \ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F})]

=[(X \ (X \ U)) ∪ (F0(X)]

∩ [X ∪ (F0(X) \ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F})]
=(X \ (X \ U)) ∪ (F0(X) \ {F ∈ F0(X) : (X \ U) ∈ F})
=U ∪ ({F ∈ F0(X) : (X \ U) /∈ F})
=U ∪ {F ∈ F0(X) : existe A ∈ F tal que A ⊆ U}
=U∗.

Así, (X \ U)∗ = ωX \ U∗.

2. Por el inciso anterior tenemos

ωX \ (X \ E)∗ = (X \ (X \ E))∗ = E∗.

Así, ωX \ E∗ = (X \ E)∗.

Lema 3.37. Sea X un espacio T1. Sean E1 y E2 subconjuntos
cerrados de X. Entonces

1. (E1 ∩ E2)∗ = E1∗ ∩ E2∗.

2. (E1 ∪ E2)∗ = E1∗ ∪ E2∗.

Demostración: Primero demostremos que (E1∩E2)∗ = E1∗∩E2∗.
Supongamos que si F ∈ {F ∈ F0(X) : E1 ∩ E2 ∈ F}, entonces
E1∩E2 ∈ F. Ya que E1, E2 ∈ D(X) y E1∩E2 ⊆ E1, E2, entonces
E1, E2 ∈ F. Por tanto, F ∈ {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F} ∩ {F ∈
F0(X) : E2 ∈ F}. Por otro lado, dado que F es un D(X)-filtro,
entonces es evidente que {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F} ∩ {F ∈ F0(X) :
E2 ∈ F} ⊆ F ∈ {F ∈ F0(X) : E1 ∩ E2 ∈ F}. Así,

{F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}∩{F ∈ F0(X) : E2 ∈ F} = {F ∈ F0(X) : E1∩E2 ∈ F}.
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Luego,

(E1 ∩ E2)∗ = (E1 ∩ E2) ∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∩ E2 ∈ F}
= (E1 ∩ E2) ∪ ({F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}

∩ {F ∈ F0(X) : E2 ∈ F})
= [E1 ∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}]

∩ [E2 ∪ {F ∈ F0(X) : E2 ∈ F}]
= E1∗ ∩ E2∗.

Para demostrar el inciso 2 veamos que

{F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}∪{F ∈ F0(X) : E2 ∈ F} = {F ∈ F0(X) : E1∪E2 ∈ F}.

Supongamos que F ∈ {F ∈ F0(X) : E1 ∪E2 ∈ F}. Ya que F es
un D(X)-ultrafiltro, E1, E2 ∈ D(X) y E1 ∪E2 ∈ F, entonces por
la Proposición 1.26, entonces E1 ∈ F o E2 ∈ F. Así, F ∈ {F ∈
F0(X) : E1 ∈ F} ∪ {F ∈ F0(X) : E2 ∈ F}. La otra contención
es trivial. Luego,

E1∗ ∪ E2∗ = [E1 ∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}]
∪ [E1 ∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}]

= (E1 ∪ E2) ∪ ({F ∈ F0(X) : E1 ∈ F}
∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∈ F})

= (E1 ∪ E2) ∪ {F ∈ F0(X) : E1 ∪ E2 ∈ F}
= (E1 ∪ E2)∗.

Corolario 3.38. Sea X un espacio T1. Sean U1 y U2 subconjuntos
abiertos de X. Entonces

1. (U1 ∩ U2)
∗ = U∗

1 ∩ U∗
2 .

2. (U1 ∪ U2)
∗ = U∗

1 ∪ U∗
2 .

Demostración:

U∗
1 ∩ U∗

2 = [ωX \ (X \ U1)∗] ∩ [ωX \ (X \ U1)∗]

= ωX \ [(X \ U1)∗ ∪ (X \ U2)∗]

= ωX \ [(ωX \ U∗
1 ) ∪ (ωX \ U∗

2 )]

= ωX \ [ωX \ (U∗
1 ∩ U∗

2 )]

= (U1 ∩ U2)
∗.
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También,

U∗
1 ∪ U∗

2 = [ωX \ (X \ U1)∗] ∪ [ωX \ (X \ U1)∗]

= ωX \ [(X \ U1)∗ ∩ (X \ U2)∗]

= ωX \ [(ωX \ U∗
1 ) ∩ (ωX \ U∗

2 )]

= ωX \ [ωX \ (U∗
1 ∪ U∗

2 )]

= (U1 ∪ U2)
∗.

Proposición 3.39. Sean (X, τ) un espacio topológico T1 y

ωX = X ∪F0(X).

La colección
B = {U∗ : U ∈ τ},

genera una base para ωX.

Demostración: Ya que X ∈ τ ; y debido a que X ∈ F, para cada
F ∈ F0(X), entonces

X∗ = X ∪F0(X) = ωX.

Sean U∗, V ∗ ∈ B, ya que U∗ ∩ V ∗ = (U ∩ V )∗ ∈ B, entonces
B genera una topología para ωX tal que B es base para dicha
topología.

Definición 3.40. Sea (X, τ) un espacio topológico T1. Al espacio
topológico ωX con la topología generada por B = {U∗ : U ∈ τ},
como base, le llamaremos la extensión de Wallman del espacio X.

Observemos que F ⊆ ωX es cerrado si y solo si F = E∗, con
E ⊆ X cerrado.

Teorema 3.41. Sean X un espacio T1 y ωX su extensión de
Wallman. Entonces se cumplen:

1. ωX es un espacio T1.

2. (X, τ) es subespacio de ωX.
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3. X es un subespacio denso en ωX.

4. ωX es un espacio compacto.

5. La función inclusión ω∗ : X −→ ωX, tal que ω∗(x) = x, es
un encaje.

6. Para cualquier función continua f : X −→ Y , con Y un
espacio Hausdorff y compacto, existe una función continua
F : ωX −→ Y continua tal que F ◦ ω = f .

Demostración:

1. Sea p ∈ ωX. Veamos que {p} es un subconjunto cerrado en
ωX.

a) Supongamos que p ∈ X, entonces {p} ∈ D(X). Luego,
{p}∗ es un subconjunto cerrado en ωX. Notemos que
{p}∗ = {p} ∪ {F ∈ F0(X) : {p} ∈ F}, y dado que
el único D(X)-ultrafiltro tal que {x} ∈ F es F(x), el
D(X)-ultrafiltro generado por x, no es libre, entonces
{p}∗ = {p}.

b) Supongamos que p ∈ F0(X). Afirmamos que

{p} =
⋂
E∈p

E∗.

Sea E ∈ p, entonces p ∈ E∗, así, p ∈
⋂

E∈pE∗. Supon-
gamos que x ∈

⋂
E∈pE∗. Si x ∈ X, entonces x ∈ E

para cada E ∈ p, es decir, x ∈
⋂
p, sin embargo, esto

contradice que p es un D(X)-ultrafiltro libre. Por tanto,
x ∈ F0(X). Si x ̸= p, entonces existen E ∈ p y F ∈ x
tales que E ∩F = ∅. Por tanto, E /∈ x. Así, x /∈ E∗, sin
embargo, esto contradice que x ∈

⋂
E∈pE∗.

Ya que {p} =
⋂

E∈pE∗, y cada E∗ es cerrado en ωX,
entonces {p} es cerrado en ωX.

2. Sea U ∈ τ , entonces U = U∗ ∩X. Así, todo conjunto abierto
en X es un conjunto abierto en el subespacio X, respecto de
ωX. Inversamente, si U∗ ∩X es un conjunto abierto, básico,
en el subespacio, entonces U∗ ∩X = U ∈ τ .
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3. Sea ∅ ≠ U∗ ∈ B, con U ∈ τ . Ya que U∗ ̸= ∅, entonces U ̸= ∅,
luego, U∗ ∩X = U ̸= ∅. Por tanto, clωXX = ωX.

4. Sea U = {Fs∗ : s ∈ S}, con Fs un subconjunto cerrado en
X, una familia de subconjuntos cerrados de ωX con la PIF.
Para cada s ∈ S, existe Ts tal que

Fs∗ =
⋂
t∈Ts

Bt∗.

Sean T =
⋃

s∈S Ts y A = {Bt∗ : t ∈ T}. Afirmamos que A

tiene la PIF. Sean

(Bt1,1)∗, . . . , (Bt1,r1)∗, . . . , (Btk,1)∗, . . . , (Btk,rk)∗ ∈ A

de tal forma que (ti, 1), . . . , (ti, ri) ∈ Tsi . Entonces

∅ ≠

k⋂
j=1

(Fsj )∗ =

k⋂
j=1

⋂
t∈Tsj

(Bt)∗ ⊆
k⋂

j=1

rj⋂
l=1

(Btj ,l)∗

Afirmamos que C = {Bt : t ∈ T} tiene la PIF. Supon-
gamos que t1, . . . , tn ∈ T tales que

⋂n
i=iBti = ∅. Luego,⋂n

i=1(Bti)∗ = (
⋂n

i=1Bti)∗ = (
⋂n

i=1Bti) ∪ {F ∈ F0(X) :⋂n
i=1Bti ∈ F} = ∅, lo cual contradice que A tiene la PIF.

Por el Teorema 1.23, existe F ∈ F(X) tal que C ⊆ F.

a) Si
⋂
F = ∅, entonces F ∈ F0(X) y ya que para cada

t ∈ T , Bt ∈ F, concluimos que F ∈
⋂

t∈T (Bt)∗ =
⋂
U.

b) Si
⋂
F = {x}, entonces para cada t ∈ T , x ∈ Bt ⊆

(Bt)∗. Luego, x ∈
⋂

t∈T (Bt)∗ =
⋂
U.

En cualquier caso,
⋂
U ̸= ∅. Por tanto, ωX es compacto.

5. Ya que X es subespacio de ωX, entonces es claro que ω∗ :
X −→ ωX es una función continua e inyectiva. Dado que
si U ∈ τ , y ω∗[U ] = U = U∗ ∩ X = U∗ ∩ ω∗[X], entonces
ω∗ ↾ X : X −→ X es un homeomorfismo.

6. Sean Y un espacio topológico Hausdorff y compacto y f :
X −→ Y una función continua. Sean F1 y F2 subconjuntos
cerrados y ajenos del espacio Y . Ya que f es una función
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continua, entonces f−1[F1] y f−1[F2] son subconjuntos ce-
rrados y ajenos de X. Luego, (f−1[F1])∗ y (f−1[F2])∗ son
subconjuntos cerrados de ωX. Además,

(f−1[F1])∗ ∩ (f−1[F2])∗ = (f−1[F1] ∩ f−1[F2])∗ = ∅.

Dado que f−1[Fi] ⊆ (f−1[Fi])∗ y (f−1[F2])∗ es un conjunto
cerrado en ωX, entonces concluimos que

clωX(f−1[F1]) ∩ clωX(f−1[F2]) = ∅.

Por el Teorema 1.34, existe F : ωX −→ Y una función con-
tinua que extiende a f . Concluimos que F ◦ ω = f .

Teorema 3.42. Sean (X, τ) un espacio topológico T1 y ωX su
extensión de Wallman. Entonces ωX es un espacio Hausdorff si y
solo si X es un espacio T4.

Demostración: Supongamos que ωX es un espacio de Hausdorff.
Sean E y F subconjuntos cerrados y ajenos en X. Entonces E∗
y F∗ son subconjuntos cerrados y ajenos en ωX. Ya que ωX es
Hausdorff y compacto, entonces es normal. Así que existen U y
V subconjuntos abiertos de ωX tales que E∗ ⊆ U , F∗ ⊆ V y
U∩V = ∅. Ya que B es una base para ωX y E∗ y F∗ son conjuntos
compactos, por ser subconjuntos cerrados de un espacio compacto,
entonces existe (U1)

∗, . . . , (Un)
∗, (V1)

∗, . . . , (Vm)∗ ∈ B tales que
E∗ ⊆

⋃n
i=1(Ui)

∗ ⊆ U y F∗ ⊆
⋃m

i=1(Vi)
∗ ⊆ V . Definamos A =⋃n

i=1 Ui y B =
⋃n

i=1 Vi. Ya que
⋃n

i=1(Ui)
∗ = (

⋃n
i=1 Ui)

∗, entonces
A ∈ τ y E∗ ⊆ A∗ ⊆ U . Análogamente, F∗ ⊆ B∗ ⊆ V . Dado
que A∗ ∩ B∗ ⊆ U ∩ V = ∅, entonces A ∩ B = ∅. Finalmente,
E = E∗ ∩ X ⊆ A∗ ∩ X = A y de la misma forma F ⊆ B. Por
tanto, X es un espacio normal.

Supongamos que X es un espacio T4 y sean p, q ∈ ωX, con
p ̸= q.

1. Supongamos que p, q ∈ X. Ya queX es un espacio Hausdorff,
en partícular, entonces existen U, V ∈ τ tales que p ∈ U ,
q ∈ V y U ∩ V = ∅. Entonces U∗ y V ∗ son subconjuntos
abiertos en ωX ajenos tales que p ∈ U∗ y q ∈ V ∗.
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2. Supongamos, sin pérdidad de generalidad, que q ∈ X y p ∈
F0(X). Ya que

⋂
p = ∅, entonces existe E ∈ p tal que q /∈ E.

Entonces existen U, V ∈ τ tales que q ∈ V , E ⊆ U y U ∩V =
∅. Así, U∗ y V ∗ son subconjuntos abiertos, y ajenos, de ωX.
Es claro que q ∈ V ∗. Por otro lado, ya que E ∈ p y E ⊆ U ,
entonces p ∈ U∗.

3. Supongamos que p, q ∈ F0(X). Ya que p ̸= q, entonces exis-
ten E ∈ p y F ∈ q tales que E∩F = ∅. Por la normalidad de
X, existen U, V ∈ τ tales que E ⊆ U , F ⊆ V y U ∩ V = ∅.
Entonces U∗ y V ∗ son subconjuntos abiertos de ωX tales que
p ∈ U∗, q ∈ V ∗ y U∗ ∩ V ∗ = ∅.

Corolario 3.43. Sea X un espacio T4. Entonces (ωX,ω∗), donde
ωX la extensión de Wallman y ω∗ : X −→ ωX tal que ω∗(x) = x,
es una compactación de X equivalente a la compactación de Stone-
Čech del espacio X.

Si X es un espacio discreto, entonces existe la compactación
de Stone-Čech del espacio X, βX. Por otro lado, la extensión de
Wallman del espacio X, ωX, existe y dicha extensión es una com-
pactación equivalente a la compactación βX. Además, si X es un
espacio discreto, entonces D(X) = P(X). Así,

F(X) = {F : F es un ultrafiltro en P(X)}

y
F0(X) = {F : F es un ultrafiltro libre en P(X)}.

Sea A ⊆ X, entonces A es un subonjunto cerrado-abierto en X y
utilizando la Proposición 1.26, no es difícil ver que

A∗ = A∗.

Por tanto, ωX es un espacio de dimensión cero. Por la Proposición
1.27 y el Axioma de Elección, F0(X) ̸= ∅.

Si X es un espacio discreto, existe otra compactación equiva-
lente a βX.
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Sean X un conjunto y

αX = {F : F es un ultrafiltro en P(X)}.

Sea A ⊆ X, definimos

Â = {F ∈ αX : A ∈ F}.

Proposición 3.44. Sea X un conjunto. Entonces se cumplen

1. Â = ∅ si y solo si A = ∅.

2. Â = αX si y solo si A = X.

3. Â = B̂ si y solo si A = B.

4. Â ∩ B̂ = Â ∩B.

5. Â ∪ B̂ = Â ∪B.

6. αX \ Â = X̂ \A.

7. Â ⊆ B̂ si y solo si A ⊆ B.

Demostración:

1. Supongamos que A ̸= ∅, entonces {A} ⊆ P(X) tiene la PIF,
por tanto existe F un ultrafiltro tal que A ∈ F. Así, Â ̸= ∅.
La otra implicación es trivial.

2. Supongamos que Â = αX. Sea x ∈ X, entonces F(x) ∈ Â,
así, A ∈ F(x). Ya que {x} ∈ F(x), entonces {x} ∩ A ̸= ∅.
Por tanto, x ∈ A. Por tanto, A = X. La otra implicación es
trivial.

3. Sea x ∈ A, entonces A ∈ F(x). Así, F(x) ∈ Â = B̂. Por
tanto, B ∈ F(x). Entonces {x} ∩ B ̸= ∅, es decir, x ∈ B.
Análogamente, B ⊆ A. La otra implicación es trivial.

4. Supongamos que F ∈ Â ∩ B̂, entonces A ∈ F y B ∈ F.
Luego, A ∩ B ∈ F. Por otro lado, si A ∩ B ∈ F ya que
A ∩B ⊆ A,B, entonces A,B ∈ F.
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5. Si A ∈ F o B ∈ F, entonces A ∪ B ∈ F. Por otro lado,
si A ∪ B ∈ F, entonces por la Proposición 1.26, A ∈ F o
B ∈ F.

6. Ya que Â∪X̂ \A = ̂(A ∪ (X \A)) = X̂ = αX y Â∩X̂ \A =
̂(A ∩ (X \A)) = ∅̂ = ∅, entonces X̂ \A = αX \ Â.

7. Supongamos que Â ⊆ B̂. Entonces B̂ = Â∪ B̂ = Â ∪B. Así,
por el inciso 3, B = A∪B, es decir, A ⊆ B. Por otro lado, si
A ⊆ B, entonces A = A ∩B, así, Â = Â ∩B = Â ∩ B̂ ⊆ B̂.

Proposición 3.45. Sea X un conjunto. Entonces Bα = {Â :
A ⊆ X} genera una topología para αX. Dicho espacio topológico
es un espacio de Hausdorff. Además, si X es un espacio discreto,
entonces la función α : X −→ αX definida por α(x) = F(x),
donde F(x) = {A ⊆ X : x ∈ A} es el ultrafiltro generado por {x}
en P(X), es un encaje.

Demostración: Por los incisos 2 y 4, Bα genera una topología para
αX. Sean p, q ∈ αX con p ̸= q. Entonces existen A ∈ p y B ∈ q
tales que A∩B = ∅. Por tanto, p ∈ Â, q ∈ B̂ y Â∩B̂ = Â ∩B = ∅.

Ya que X es un espacio discreto, entonces α es una función
continua. Sean x, y ∈ X tales que α(x) = α(y), entonces F(x) =
F(y). Así, x = y. Sea A ⊆ X, entonces α[A] = {F(x) : x ∈ A} =⋃
{{F(x)} : x ∈ A} =

⋃
{{̂x} : x ∈ A}. Por tanto, α es una

función abierta. Concluimos que α es un encaje.

Teorema 3.46. Sea X un espacio discreto. Entonces

1. La función ψ : ωX −→ αX definida por

ψ(p) =


F(p) si p ∈ X

p si p ∈ F0(X)

es un homeomorfismo tal que ψ ◦ ω∗ = α.

2. (αX,α) es una compactación para el espacio X, la cual es
equivalente a la compactación de Stone-Čech.
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Demostración:

1. Es claro que ψ es una función inyectiva. Además, ya que todo
ultrafiltro es libre ó es principal, entonces ψ es sobreyectiva.
Veamos que f es continua. Sea Â ∈ Bα, ya que A es un
conjunto abierto en X y A∗ = A∗, entonces ψ−1[Â] = {p ∈
ωX : A ∈ ψ(p)} = {x ∈ X : A ∈ F(x)}∪ {F ∈ F0(X) : A ∈
F} = A ∪ {F ∈ F0(X) : A ∈ F} = A∗. Veamos ahora que
ψ es abierta. Sea A ⊆ X, entonces ψ[A∗] = ψ[A] ∪ ψ[{F ∈
F0(X) : A ∈ F}] = {F(x) : x ∈ A} ∪ {F ∈ F0(X) : A ∈
F} = {F ∈ F(X) : A ∈ F} = Â. Sea x ∈ X, entonces
(ψ ◦ ω∗)(x) = ψ(ω∗(x)) = ψ(x) = F(x) = α(x). Por tanto,
ψ ◦ ω∗ = α.

2. Ya que ωX y αX son espacios homeomorfos, entonces αX es
un espacio Hausdorff y compacto. Por la proposición anterior,
α : X −→ αX tal que α(x) = F(x) es un encaje. Y ya que
α[X] es homeomorfo a X y X es denso en ωX, entonces α[X]
es denso en αX. Por tanto, (αX,α) es una compactación del
espacio X; y por el inciso anterior, αX es una compactación
equivalente a ωX.

3.8. Más espacios topológicos

A continuación presentaremos más ejemplos de espacios topo-
lógicos que no tienen un nombre bien establecido en la literatura,
por tanto, cuando nos refiramos a la topología de dicho espacio,
nos estaremos refiriendo a las topología construidas en ese ejemplo.

3.8.1. Ejemplo 1

Sea

X = [(ω1 + 1)× (ω + 1)] \ {(ω1, n) : n ∈ ω}.

Para cada x ∈ X definamos B(x) como sigue:



3.8. MÁS ESPACIOS TOPOLÓGICOS 73

1. si x = (α, n) ∈ ω1 × ω, entonces sea

B(x) = {{(α, n)}};

2. si x = (α, ω) ∈ ω1 × {ω}. Para cada n < ω definamos Uα(n)
como

Uα(n) = {(α,m) : n ≤ m ≤ ω}.

Sea
B(x) = {Uα(n) : n < ω}.

3. si x = (ω1, ω). Para cada α < ω1 definamos Uω1(α) como
sigue

Uω1(α) = {(β, n) : α ≤ β < ω1 y n < ω} ∪ {(ω1, ω)}.

Sea
B(x) = {Uω1(α) : α < ω1}.

Veamos primero que {B(x)}x∈X satisface las condiciones nece-
sarias para generar un espacio topológico de tal forma que {B(x)}x∈X
resulta ser un sistema de vecindades para dicho espacio, [6].

Proposición 3.47. {B(x)}x∈X genera un espacio topológico en
X.

Demostración: Veamos que {B(x)}x∈X satisface las condiciones
de 2 de la Proposición 1.28.

Es claro que para cada x ∈ X, B(x) ̸= ∅ y si U ∈ B(x),
entonces x ∈ U .

Supongamos que y ∈ X, U ∈ B(y) y x ∈ U . Mostremos que
existe V ∈ B(x) tal que V ⊆ U .

1. Si y = (α, n) ∈ ω1 × ω, entonces U = {(α, n)} y x = y, así
que V = U satisface lo deseado.

2. Si y = (α, ω), con α < ω1, entonces existe n < ω tal que
U = Uα(n). Ya que x ∈ Uα(n), si x = y entonces trivialmente
U = V cumple lo deseado; por tanto, supongamos que x ̸= y,
así, x = (α,m), con n ≤ m < ω. Entonces V = {(α,m)}
satisface que V ∈ B(x) y V ⊆ U .
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3. Si y = (ω1, ω), entonces U = Uω1(α), para algún α < ω1.
Como en el caso anterior, supongamos que x ̸= y, entonces
x = (β, n), con α ≤ β < ω1 y n < ω. Entonces V = {(β,m)}
cumple lo deseado.

Sean x ∈ X y U, V ∈ B(x). Mostremos que U ∩ V ∈ B(x).

1. Supongamos que x = (α, n) ∈ ω1×ω. Entonces U = {(α, n)} =
V .

2. Supongamos que x = (α, ω), con α < ω1. Entonces existen
n,m < ω tales que U = Uα(n) y V = Uα(m). Supongamos,
sin pérdida de generalidad que n ≤ m, entonces U ∩ V =
Uα(m) ∈ B(x).

3. Supongamos que x = (ω1, ω). Entonces existen α, β < ω1

tales que U = Uω1(α) y V = Uω1(β). Sin pérdida de genera-
lidad supongamos que α ≤ β. Entonces Uω1(α) ∩ Uω1(β) =
Uω1(β).

En lo que resta de este ejemplo de espacio topológico, a la
topología generada por {B(x)}x∈X para X la denotaremos por τ .

Proposición 3.48. Consideremos el espacio topológico X como
antes. Entonces se cumplen:

1. X es un espacio topológico Hausdorff.

2. X no es un espacio Lindelöf.

3. X es un espacio casi Lindelöf.

4. Y = ω1 ×ω ∪ {(ω1, ω)} es un subespacio denso y Lindelöf de
X.

Demostración:

1. Sean x, y ∈ X diferentes. Veamos que existen abiertos U y
V ajenos tales que x ∈ U y y ∈ V .

a) Supongamos que x = (α, n), con α < ω1 y n < ω.
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1) Si y = (β,m) con β < ω1 y m < ω. Entonces ya
que x ̸= y, entonces U = {(α, n)} y V = {(β,m)}
cumplen lo deseado.

2) Si y = (β, ω), con α < ω1, entonces U = {(α, n)} y
V = Uβ(n+ 1) cumplen lo deseado.

3) Si y = (ω1, ω), entonces U = {(α, n)} y V =
Uω1(α+ 1) satisfacen lo deseado.

b) Supongamos que x = (α, ω), con α < ω1.

1) Si y = (β,m), entonces este caso es similar al caso
1 b).

2) Si y = (β, ω), entonces α ̸= β, por tanto, U = Uα(0)
y V = Uβ(0) cumplen lo deseado.

3) Supongamos que y = (ω1, ω). Entonces U = Uα(0)
y V = Uω1(α+ 1) satisfaen lo deseado.

c) Supongamos que x = (ω1, ω).

1) Si y = (β,m), entonces estamos en el caso 1 c).
2) Si y = (β, ω), entonces estamos en el caso 2 b).

2. Probemos ahora que X no es un espacio Lindelöf. Conside-
remos la cubierta abierta de básicos

U = {Uα(0) : α < ω1} ∪ {Uω1(0)}.

Sea V una subcolección numerable de U. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que V = {Uαn(0) : n ∈ ω y αn <
ω1} ∪ {Uω1(0)}. Ya que ω1 es regular, entonces existe β >
sup{αn : n ∈ ω}. Luego, (β, ω) ̸∈

⋃
V.

3. Sea U una cubierta abierta de X. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que U es una cubierta abierta de conjuntos
abiertos básicos. Entonces existe U0 ∈ U tal que (ω1, ω) ∈
U0. Ya que U es una cubierta de conjuntos abiertos básicos,
entonces existe α < ω1 tal que U0 = Uω1(α). Así, U0 =
{(β, n) : α ≤ β y n < ω} ∪ {(ω1, ω)}.
Afirmamos que U0 = {(β, n) : α ≤ β y n ≤ ω} ∪ {(ω1, ω)}.
Sea α ≤ β, ya que para cada n < ω, (β, n) ∈ Uβ(n) ∩ U0

y dado que B((β, ω)) es una base local de vecindades para
(β, ω), entonces (β, ω) ∈ U0. Por otro lado, supongamos que
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x /∈ {(β, n) : α ≤ β y n ≤ ω}∪{(ω1, ω)}. Entonces x = (β, n)
con β < α y n ≤ ω. En cualquier caso, U = Uβ(0) es una
vecindad de x tal que U ∩ U0 = ∅. Por tanto, x /∈ U0.

Dado que X \ U0 = {(β, n) : β < α y n ≤ ω}, entonces
X \ U0 es un conjunto numerable, pues α < ω1. Para cada
x ∈ X \ U0, elijamos Ux ∈ U tal que x ∈ Ux. Sea V = {Ux :
x ∈ X \ U0} ∪ {U0}. Entonces se cumple que V ∈ [U]≤ω tal
que X =

⋃
{V : V ∈ V}.

4. Para ver que Y es denso, mostremos que todos los básicos de
{B(x)}x∈X intersectan a Y . Es claro que si x ∈ Y , entonces
todos los elementos de B(x) intersectan a Y . Sea x = (α, ω),
con α < ω1. Sea Uα(n) ∈ B(x), con n < ω. Entonces (α, n) ∈
Uα(n) ∩ Y .

Veamos ahora que Y es Lindelöf. Sea U una colección de
abiertos, de básicos, en X cuya unión cubre a Y . Entonces
existe α < ω1 tal que (ω1, ω) ∈ Uω1(α). Ya que Y \Uω1(α) =
{(β, n) : β < α y n < ω} es numerable, entonces podemos
elegir una colección numerable de elementos de U que cubran
a Y .

3.8.2. Ejemplo 2

Sean A ⊆ R \ Q un subconjunto denso y numerable en R y κ
un cardinal infinito no numerable. Sea

X = Q ∪ {(a, κ) : a ∈ A}, donde Q = Q× κ.

Para cada x ∈ X, definamos B(x) como sigue:

1. Si x = (q, α) ∈ Q, entonces para cada n ∈ N definamos

Un(x) = (B 1
n
(q) ∩Q)× {α}

donde B 1
n
(q) es la bola Euclideana, usual en R, con centro

en q y radio 1
n . Sea

B(x) = {Un(x) : n ∈ N}.
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2. Si x = (a, κ), con a ∈ A, entonces para cada F ∈ [κ]<ω y
cada n ∈ N definamos

Un,F (x) = [(B 1
n
(a) ∩A)× {κ}] ∪ [(B 1

n
(a) ∩Q)× (κ \ F )].

Sea
B(x) = {Un,F (x) : n ∈ N y F ∈ [κ]<ω}.

Proposición 3.49. La colección {B(x)}x∈X genera una topología
en X de tal forma que {B(x)}x∈X es un sistema de vecindades
para dicha topología1.

Demostración:

1. Es claro que para cada x ∈ X, B(x) ̸= ∅ y que si U ∈ B(x),
entonces x ∈ U .

2. Sean y ∈ X, U ∈ B(y) y x ∈ U .

a) Supongamos que y ∈ Q, entonces existen q ∈ Q y α < κ
tales que y = (q, α). Por tanto, existe n ∈ N tal que
U = Un(y) = (B 1

n
(q)∩Q)×{α}. Ya que x ∈ U , entonces

existen r ∈ B 1
n
(q) ∩Q tal que x = (r, α). Luego, existe

m ∈ N tal que B 1
m
(r) ⊆ B 1

n
(q). Sea V = (B 1

m
(r)∩Q)×

{α}. Claramente V ∈ B(x) y V ⊆ U .
b) Supongamos que y = (a, κ), para algún a ∈ A. Entonces

existen n ∈ ω y F ∈ [κ]<ω tal que U = Un,F (y) =
[(B 1

n
(a) ∩A)× {κ}] ∪ [(B 1

n
(a) ∩Q)× (κ \ F )].

Si x ∈ (B 1
n
(a)∩A)×{κ}, entonces existe b ∈ B 1

n
(a)∩A

tal que x = (b, κ). Sea m ∈ N tal que B 1
m
(b) ⊆ B 1

n
(a),

definamos V = [(B 1
m
(b) ∩ A) × {κ}] ∪ [(B 1

m
(b) ∩ Q) ×

(κ \ F )]. Entonces V ∈ B(x) y V ⊆ U .
Si x ∈ (B 1

n
(a) ∩ Q) × (κ \ F ), entonces existen q ∈

B 1
n
(a) ∩Q y α ∈ κ \ F tales que x = (q, α). Sea m ∈ N

tal que B 1
m
(q) ⊆ B 1

n
(a) y definamos V = (B 1

m
(q) ∩

Q)× {α}. No es difícil ver que V ∈ B(x) y V ⊆ U .

3. Sean x ∈ X, U, V ∈ B(x).
1El lector que así lo desee, puede consultar [26]
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a) Supongamos que x ∈ Q, entonces existen q ∈ Q y α < κ
tal que x = (q, α). Entonces existen n,m ∈ N tales que
U = (B 1

n
(q) ∩ Q) × {α} y V = (B 1

m
(q) ∩ Q) × {α}.

Sea k = máx{n,m}, entonces B 1
k
(q) ⊆ B 1

n
(q), B 1

m
(q).

Definamos W = (B 1
k
(q)∩Q)×{α}, entonces W ∈ B(x)

y W ⊆ U ∩ V .

b) Supongamos que x = (a, κ), para algún a ∈ A. Enton-
ces existen n,m ∈ N y F,G ∈ [κ]<ω tales que U =
[(B 1

n
(a) ∩ A) × {κ}] ∪ [(B 1

n
(a) ∩ Q) × (κ \ F )] y V =

[(B 1
m
(a) ∩ A) × {κ}] ∪ [(B 1

m
(a) ∩ Q) × (κ \ G)]. Sea

k = máx{n,m}, entonces B 1
k
(a) ⊆ B 1

n
(a), B 1

m
(a). De-

finamos W = [(B 1
k
(a)∩A)×{κ}]∪ [(B 1

k
(a)∩Q)× (κ \

(F ∪G))], entonces W ∈ B(x) y W ⊆ U ∩ V .

Por comodidad, denotemos al espacio anterior por (X, τ).

Lema 3.50. Q con la topología del subespacio heredada por R es
un espacio de dimensión cero.

Demostración: Sea B = {(x, y) ∩ Q : x, y ∈ R \ Q y x < y}. Es
claro que B es base para Q. Sea q ∈ Q \ (x, y), entonces q < x ó
y < q. Si y < q, entonces q ∈ U = (y, q + π) ∩ Q ∈ B. Si q < x,
entonces q ∈ U = (q − π, x) ∩ Q ∈ B. En cualquiera de los dos
caso, U ⊆ Q \ (x, y).

Proposición 3.51. El espacio (X, τ) satisface las siguientes cosas:

1. X es Hausdorff.

2. X tiene dimensión cero.

3. X es débilmente Lindelöf.

Demostración:

1. Sean x, y ∈ X diferentes.
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a) Supongamos que x = (q, α) ∈ Q. Si y ∈ Q, entonces
existen r ∈ Q y β < κ tales que y = (r, β). Ya que x ̸= y,
entonces q ̸= r o α ̸= β. En caso de que α ̸= β, entonces
U = U1(x) y V = U1(y) son abiertos ajenos. Si q ̸= r,
entonces existen n,m ∈ N tales que B 1

n
(q)∩B 1

m
(r) = ∅.

Si U = Un(q) y V = Um(y) satisfacen lo deseado.
Si y = (a, κ), con a ∈ A, entonces definamos F = {α}.
Si U = U1(x) y V = U1,F (y), entonces U y V satisfacen
lo deseado.

b) Supongamos que x = (a, κ), con a ∈ A. Si y = (q, α) ∈
Q, entonces U = U1,{α}(x) y V = U1(y) satisfacen lo
deseado.
Si y = (b, κ), con b ∈ A, entonces ya que x ̸= y, tenemos
que a ̸= b. Por tanto, existen n,m ∈ N tales que B 1

n
(a)∩

B 1
m
(b) = ∅. Luego, U = Un,∅(x) y V = Um,∅(y) son

vecindades ajenas de x y y, respectivamente.

2. Veamos que X es un espacio de dimensión cero. Sea U =
{Uα ∩ Q : α < c} la base de subconjuntos cerrado-abiertos
para Q del lema anterior. Definamos

B′
1 = {(Uα ∩Q)× {β} : Uα ∈ U y β < κ}

y

B′
2 = {[(Uα∩A)×{κ}]∪[(Uα∩Q)×(κ\F )] : Uα ∈ U y F ∈ [κ]<ω}

y sea
B′ = B′

1 ∪B′
2.

Afirmamos que B′ es una base de subconjuntos cerrado-
abiertos para X.

a) Veamos que B′ ⊆ τ . Sean (Uα ∩ Q) × {β} ∈ B′
1 y

x ∈ (Uα ∩ Q) × {β}, entonces existe q ∈ Uα ∩ Q tal
que x = (q, β). Ya que {B 1

n
(q) : n ∈ N} es una base de

vecindades para q en R, entonces existe n ∈ N tal que
B 1

n
(q) ⊆ Uα. Por tanto, x ∈ Un(x) ⊆ (Uα ∩ Q) × {β},

así, (Uα ∩Q)× {β} es abierto en X.
Supongamos que x ∈ [(Uα ∩ A) × {κ}] ∪ [(Uα ∩ Q) ×
(κ \ F )] ∈ B′

2. Si x ∈ (Uα ∩ A) × {κ}, entonces existe
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a ∈ Uα ∩ A tal que x = (a, κ). Sea n ∈ N tal que
B 1

n
(a) ⊆ Uα. Entonces x ∈ Un,F (x) ⊆ [(Uα ∩ A) ×

{κ}] ∪ [(Uα ∩Q)× (κ \ F )].
Por otro lado, si x ∈ Uα∩Q)× (κ\F ), entonces existen
q ∈ Uα ∩ Q y β ∈ κ \ F tales que x = (q, β). Sea
n ∈ N tal que B 1

n
(q) ⊆ Uα, entonces x ∈ Un(x) ⊆

[(Uα ∩A)× {κ}] ∪ [(Uα ∩Q)× (κ \ F )].

b) Veamos que los elementos de B′ son cerrados. Sean U ∈
B′ y x /∈ U . Supongamos que U = (Uα∩Q)×{β} ∈ B′

1.

i) Si x = (a, κ), con a ∈ A, entonces x ∈ U1,{β}(x) ⊆
X \ U .

ii) Si x = (q, γ) ∈ Q, ya que x /∈ U , entonces x ̸∈ Uα

o γ ̸= β. Si γ ̸= β, entonces x ∈ U1(x) ⊆ X \ U . Si
q /∈ Uα, existe Uδ ∈ C tal que q ∈ Uδ∩Q ⊆ Q∩(R\
Uα), pues C es una base de subconjuntos cerrado-
abiertos para Q. Sea n ∈ N tal que B 1

n
(q) ⊆ Uδ.

Entonces x ∈ Un(x) ⊆ X \ U .

Supongamos que U = [(Uα ∩ A) × {κ}] ∪ [(Uα ∩ Q) ×
(κ \ F )] ∈ B′

2.

i) Si x = (q, β) ∈ Q, entonces q /∈ Uα o β /∈ κ \ F .
Si β /∈ κ \ F , entonces β ∈ F y por tanto, x ∈
U1(x) ⊆ X \U . Si q /∈ Uα, entonces existe n ∈ ω tal
que B 1

n
(q) ⊆ R \Uα. Entonces x ∈ Un(x) ⊆ X \U .

ii) Si x = (a, κ), con a ∈ A, entonces a /∈ Uα. Sea
n ∈ N tal que B 1

n(a) ⊆ R \ Uα. Entonces x ∈
Un,F (x) ⊆ X \ U .

c) Veamos que B′ es una base paraX. Sean x = (q, α) ∈ Q
y Un(x) ∈ B(x). Entonces q ∈ B 1

n
(q) ∩ Q. Entonces

existe α < c tal que q ∈ Uα ∩ Q ⊆ B 1
n
(q) ∩ Q. Luego,

x ∈ (Uα ∩Q)× {α} ⊆ Un(x).
Supongamos que x = (a, κ), con a ∈ A, y sea Un,F (x) ∈
B(x). Por como fueron elegidos los conjuntos Uα, en
el lema anterior, es posible encontrar un Uα tal que
Uα ⊆ B 1

n
(a). Por tanto, x ∈ [(Uα ∩ A) × {κ}] ∪ [(Uα ∩

Q)× (κ \ F )] ⊆ Un,F (x).
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3. Veamos que X es débilmente Lindelöf, para ello, primero
probemos que si O es un conjunto abierto en X tal que
B = {(a, κ) : a ∈ A} ⊆ O, entonces X \ O es numerable.
Supongamos que existe un abierto O, en X, tal que B ⊆ O
y X \O no es numerable. Ya que B ⊆ O, entonces

X \O ⊆ Q =
⋃
q∈Q

{(q, α) : α < κ}.

Por tanto, existe un q0 ∈ Q tal que {(q0, α) : α < κ}∩X\O es
un conjunto no numerable. Sea S ∈ [κ]>ω tal que {(q0, α) :
α ∈ S} ⊆ X \ O. Para cada α ∈ S, existe un nα ∈ N
tal que Unα(q0, α) ∩ O = ∅. Por el principio de las casillas,
existe un T ∈ [S]>ω y n0 ∈ N tales que para cada α ∈ T ,
Un0((q0, α)) ∩O = ∅.
Puesto que A es denso en R, sea a ∈ A tal que |a− q0| < 1

n0
.

Afirmamos que

(a, κ) ∈
⋃

{Un0((q0, α)) : α ∈ T}.

Sean n ∈ N y F ∈ [κ]<ω, entonces (a, κ) ∈ Un,F ((a, κ)). Ya
que T es infinito y F es finito, entonces existe α ∈ T ∩(κ\F ).
Dado que a ∈ (q0− 1

no
, q0+

1
n0
)∩ (a− 1

n , a+
1
n) y ya que Q es

denso en R, entonces existe q′ ∈ Q tal que q′ ∈ (q0− 1
no
, q0+

1
n0
) ∩ (a − 1

n , a +
1
n), es decir, |q′ − q0| < 1

n0
y |q′ − a| < 1

n .
Por tanto, (q′, α) ∈ Un0((q0, α)) ∩ Un,F ((α, κ)).

Sin embargo, por la elección de q0 y n0, O es un abier-
to que tiene a (a, κ), y así una vecindad de (a, κ), tal que
Un0((q0, α))∩O = ∅ para cada α ∈ T . De aquí que O es una
vecindad de (a, κ) tal que O∩ (

⋃
α∈T Un0(q0, α)) = ∅, lo cual

es una contradicción.

Ahora sí, veamos que X es débilmente Lindelöf. Sea U una
cubierta abierta de X. Para cada a ∈ A elijamos Ua ∈ U

tal que (a, κ) ∈ Ua y sea O =
⋃

a∈A Ua. Entonces O es un
abierto que contiene a B, entonces X \O es numerable; luego
podemos escoger V una subcolección numerable de U tal que
X \O ⊆

⋃
V. Así,

X = O ∪X \O ⊆
⋃
a∈A

Ua ∪
⋃

V ⊆
⋃

({Ua : a ∈ A} ∪V).
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Ya que A es numerable, entonces {Ua : a ∈ A} ∪ V ⊆ U

numerable. De aquí que X es débilmente Lindelöf.

3.8.3. Ejemplo 3

Consideremos el espacio D = {0, 1}, con la topología discreta.
Al espacio producto de c+ copias de D, Dc+ , le llamaremos el c+-
cubo de Cantor. Una base para Dc+ es

Bcantor-c+ = {
n⋂

i=1

π−1
αi

[{εi}] : n ∈ N, α1, . . . , αn < c+ y ε1, . . . , εn ∈ {0, 1}}.

Proposición 3.52. Bcantor-c+ es una base de conjuntos cerrado-
abiertos.

Demostración: Supongamos que
⋂n

i=1 π
−1
αi

[{εi}] ∈ Bcantor-c+ y que
x ∈ Dc+ \

⋂n
i=1 π

−1
αi

[{εi}], entonces para algún 1 ≤ i ≤ n se cumple
que παi(x) ̸= εi, entonces παi(x) = 1 − εi = ε′i. Entonces x ∈
π−1
αi

[{ε′i}] ∈ B. Además, π−1
αi

[{ε′i}] ⊆ Dc+ \
⋂n

i=1 π
−1
αi

[{εi}]. Por
tanto,

⋂n
i=1 π

−1
αi

[{εi}] es cerrado en Dc+ .

Sean ∅ ≠ A ⊆ c+ y f ∈ DA definimos

G(A, f) = {x ∈ Dc+ : x↾A = f}.

Sea
⋂n

i=1 π
−1
αi

[{ϵi}] ∈ Bcantor-c+ . DefinamosA = {α1, . . . , αn} ∈
[c+]<ω y sea f ∈ DA tal que f(αi) = ϵi para cada i ∈ {1, . . . , n}.
Entonces

n⋂
i=1

π−1
αi

[{ϵi}] = G(A, f).

Por otro lado, sean ∅ ≠ A ∈ [c+]<ω y f ∈ DA. Supongamos que
A = {α1, . . . , αn} y definámos ϵi = f(αi). Así

G(A, f) =
n⋂

i=1

π−1
αi

[{ϵi}].

Por tanto,

Bcantor-c+ = {G(A, f) : ∅ ≠ A ∈ [c+]<ω y f ∈ DA}.
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Dado que Bcantor-c+ es una base para el c+-cubo de Cantor,
entonces

BGδ
= {

⋂
n<ω

G(An, fAn) : ∅ ≠ An ∈ [c+]<ω y fAn ∈ DA}

es una base para la Gδ-modificación del c+-cubo de Cantor.
Sean ∅ ̸=

⋂
n<ω G(An, fAn) ∈ BGδ

y x ∈
⋂

n<ω G(An, fAn).
Para cada n,m < ω se cumple que fAn↾An∩Am = x↾An∩Am =
fAm↾An∩Am , por tanto, {fAn : n < ω} es una familia compatible
de funciones. Definamos A =

⋃
n<ω An y f =

⋃
n<ω fAn , entonces

∅ ≠ A ∈ [c+]≤ω f ∈ DA. Más aún,⋂
n<ω

G(An, fAn) = G(A, f).

Por otro lado, sea ∅ ̸= A ∈ [c+]≤ω y f ∈ DA. Supongamos que
A = {αn : n < ω} y definamos An = {αn} y fAn ∈ DAn como
fAn(αn) = f(αn). Entonces

G(A, f) =
⋂
n<ω

G(An, fAn) ∈ BGδ
.

Por tanto,

BGδ
= {G(A, f) : ∅ ≠ A ∈ [c+]≤ω y f ∈ DA}

es una base para la Gδ-modificación del c+-cubo de Cantor. Por
tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.53. Consideremos el c+-cubo de Cantor. Entonces

Bcantor-c+ = {G(A, f) : ∅ ≠ A ∈ [c+]<ω y f ∈ DA}

es una base para el c+-cubo de Cantor. Además,

BGδ
= {G(A, f) : ∅ ≠ A ∈ [c+]≤ω y f ∈ DA}

es una base para la Gδ-modificación del c+-cubo de Cantor.

Denotaremos por 0̂ a la función constante 0, en Dc+ . Sea x ∈
Dc+ , definimos el soporte de x como sigue:

sop(x) = {α < c+ : x(α) ̸= 0} = {α < c+ : x(α) = 1}.
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Consideremos los subespacios topológicos de Dc+ ,

S = S
(Dc+ ,τcantor-c+ )

({x ∈ Dc+ : |sop(x)| < ω})

y
T = S

(Dc+ ,τcantor-c+ )
({x ∈ Dc+ : 0 < |sop(x)| < ω}).

Proposición 3.54. Sean S y T como antes y consideremos L =
Gδ(S), la Gδ modificación de S, y X = Gδ(T ), la Gδ modificación
de T . Entonces se cumple

1. L es un espacio Lindelöf.

2. X no es un espacio débilmente Lindelöf.

3. c(X) ≤ c.

Demostración:

1. Para cada n < ω sea Sn = {x ∈ Dc+ : |sop(x)| ≤ n}. Cla-
ramente S =

⋃
n<ω Sn. Afirmamos que para cada n < ω, Sn

es disperso. Sean n < ω y ∅ ≠ A ⊆ Sn; si A = {0̂}, en-
tonces 0̂ ∈ A \ Ad. Supongamos que x ∈ A \ {0̂} y tal que
el tamaño de sop(x) es lo mayor posible (sop(x) está entre
1 y n). Supongamos que sop(x) = {α1, . . . , αm}. Entonces⋂n

i=1 π
−1
αi

[{1}] ∩ Sn es una vecindad de x en Sn. Suponga-
mos que y ∈ A ∩ (

⋂n
i=1 π

−1
αi

[{1}] ∩ Sn), entonces y(αi) = 1
para cada 1 ≤ i ≤ m, así, y↾sop(x) = x↾sop(x). Además, si
α < c+ \sop(x) y y(α) = 1, entonces y ∈ Sn con soporte más
grande que el soporte x, lo cual contradice la elección de x.
Por tanto, y(α) = 0 = x(α) para cada α /∈ sop(x). Luego,
x = y.

Notemos también que para cada n < ω, Sn es cerrado en
Dc+ . Sea x ̸∈ Sn, entonces |sop(x)| > n. Consideremos

α1, . . . , αn+1 ∈ sop(x).

Entonces U =
⋂n+1

i=1 π
−1
αi

[{1}] es una vecindad de x la cual no
intersecta a Sn, pues todos los elementos de U tienen al me-
nos n elementos en su soporte. Por el Teorema de Tychonoff,
Dc+ es compacto y dado que Sn es cerrado en Dc+ , entonces
Sn es compacto en Dc+ .
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Por la Proposición 3.13, la Gδ-modificación de Sn es Lindelöf.
Usando el hecho de que la Gδ-modificación de un subespacio
conincide con el subespacio de la Gδ-modificación y que S =⋃

n<ω Sn, tenemos que L es unión numerable de subespacios
Lindelöf, por tanto, L es Lindelöf.

2. Primero veamos que T no es un espacio Lindelöf. Para cada
α < c+ definamos xα ∈ Dc+ como sigue

xα(ξ) =


1 si ξ = α

0 otro caso

Sea D = {xα : α < c+} ⊆ T . Afirmamos que D cerrado y
discreto en T . Para cada α < c+, π−1

α [{1}]∩T es una vecindad
de xα en T . Afirmamos que (π−1

α [{1}] ∩ T ) ∩ D = {xα}.
Notemos que xβ ∈ (π−1

α [{1}] ∩ T ) ∩ D = π−1
α [{1}] ∩ D si y

solo si πα(xβ) = xβ(α) = 1 si y solo si α = β. Por tanto, D
discreto en T .

Veamos ahora que D es cerrado en T . Sea x ∈ T \D, entonces
x ̸= 0̂ y sop(x) es finito no vacío. Ya que x /∈ D, entonces exis-
ten α1, α2 ∈ sop(x), diferentes. Sea O = π−1

α1
[{1}]∩π−1

α2
[{1}].

Entonces O ∩ T es una vecindad de x en T . Además, pa-
ra cualquier α < c+, α ̸= α1 o α ̸= α2; en cualquier caso
xα /∈ O. Así, D∩ (O∩T ) = ∅. Por tanto, D es un subconjun-
to cerrado discreto en T , no es numerable. Así, T no puede
ser Lindelöf.

Ya que T es de dimensión cero y no es Lindelöf, entonces por
la Proposición 3.8, X no es un espacio débilmente Lindelöf

3. Veamos ahora que c(X) ≤ c. Supongamos que c(X) > c y sea
W una familia celular en X. Ya que BGκ = {G(A, f) : ∅ ≠
A ∈ [c+]≤ω y f ∈ DA} es una base para la Gδ-modificación
del c+-cubo de Cantor, entonces podemos suponer que W ⊆
BGκ y que |W| = c+.

Para cada W ∈ W existen ∅ ≠ AW ∈ [c+]≤ω y fW ∈ DAW

tales que W = G(AW , fW ) ∩ T . Ya que c+ es regular y
ω < c+ satisface que para cada α < c+, |α<ω| = |α| ≤ c+,
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entonces por el el Lema del ∆-sistema (Lema 1.16), aplica-
do a {AW : W ∈ W}, existen R ⊆ c+ y W′ ⊆ W tal que
|W ′| = c+ y para cada W,V ∈ W′, diferentes, se cumple que
AW ∩ AV = R. Dado que R ⊆ AW , con W ∈ W′, entonces
R ∈ [c+]≤ω. Entonces DR tiene tamaño a lo más c. Luego,
{fW ↾R:W∈W′} ⊆ DR, así, existen W,V ∈ W′ diferentes tales
que fW ↾R = fV ↾R. Por la regularidad de c+, sea α < c+ tal
que AW ∪AV ⊆ α. Definamos x ∈ Dc+ como sigue:

x(ξ) =



fW (ξ) si ξ ∈ AW

fV (ξ) si ξ ∈ AV

1 si ξ = α

0 otro caso

Ya que fW y fV tienen soporte finito, entonces x ∈ X. Ade-
más, x ∈ W ∩ V , lo cual contradice que W es una familia
celular.

El lector que desee estudiar el artículo original en el que apare-
cieron los resultados más importantes del ejemplo anterior pueden
consultar [25].



Capítulo 4

Espacios celular P

Iniciaremos definiendo el concepto más importante de la tesis,
la propiedad celular P.

Definición 4.1. Sea P una propiedad topológica. Diremos que un
espacio topológico X tiene la propiedad celular P (o que X es
un espacio celular P), si para cada familia celular U de X existe
Y ∈ [P] subespacio de X, tal que para cada U ∈ U se cumple que

U ∩ Y ̸= ∅.

La propiedad topológica celular P será denotada por c-P.

Todo espacio con la propiedad P es un espacio con la propiedad
c-P.

Proposición 4.2. Sea P una propiedad topológica. Entonces

[P] ⊆ [c-P].

Demostración: Supongamos que X ∈ [P]. Para cada U familia
celular en X se cumple que Y = X satisface lo deseado.

De forma natural surge la siguiente pregunta, ¿será cierto que
[P] = [c-P] para cualquier propiedad P?.

Ejemplo 4.3. Sea P la propiedad de Hausdorff. Todo espacio to-
pológico es celular Hausdorff, pues si X es un espacio topológico
y U es una familia celular en X, entonces para cada U ∈ U sea
xU ∈ U , entonces Y = {xU : U ∈ U} es un subespacio discreto de
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X y por tanto Y es un subespacio Hausdorff de X que intersecta a
todos los elementos de U. Sin embargo, no todo espacio topológico
es Hausdorff.

El ejemplo anterior nos dice que

[T2] ⊊ [c-T2].

La siguiente proposición nos da ejemplos de propiedades para las
cuales se da la igualdad.

Proposición 4.4. Si P = CCC, o bien, P = DCCC, entonces

[P] = [c-P].

Demostración: Supongamos que X ∈ [c-DCCC] y que U es una
familia discreta de abiertos no vacíos en X. Notemos que U es una
familia celular, pues en caso contrario, si A,B ∈ U son tales que
x ∈ A ∩ B. Entonces para cualquier vecindad U de x, U ∩ A ̸= ∅
y U ∩ B ̸= ∅, lo cual contradice que U sea una familia discreta.
Dado que U es celular, entonces existe Y subespacio de X tal que
Y ∈ [DCCC] y Y ∩ U ̸= ∅ para cada U ∈ U. Sea U′ = {Y ∩ U :
U ∈ U}. Entonces U′ es una familia de abiertos no vacíos en Y .
Más aún, sea x ∈ Y ⊆ X, entonces existe U vecindad de x en X tal
que U intersecta a lo más un elemento de U. Entonces U∩Y es una
vecindad de x en Y y si A,B ∈ U tales que (A∩Y )∩ (U ∩Y ) ̸= ∅
y (B ∩ Y ) ∩ (U ∩ Y ) ̸= ∅, entonces U intersecta a A y B, lo
cual no puede ocurrir por la elección de U , así, U′ es una familia
discreta en Y . Por tanto, |U′| = ω. Sea f : U −→ U′ definida
por f(U) = U ∩ Y . Claramente f es sobreyectiva; si U1, U2 ∈ U

tal que U1 ∩ Y = U2 ∩ Y . Dado que U1 ∩ Y ̸= ∅ sea x ∈ U1 ∩ Y ,
entonces x ∈ U1 ∩ U2 pero esto contradice que U es un familia
celular. Concluimos que U es numerable.

La otra igualdad sigue las mismas ideas, solo hace falta notar
que si U es una familia celular en X y Y intersecta a todos los
elementos de U, entonces {U ∩ Y : U ∈ U} es una familia celular
en Y de la misma cardinalidad que U.

Así, tenemos que para ciertas propiedades topológicas se cum-
ple que [P] = [c-P], mientras que para otras [P] ⊊ [c-P]. Así, la
pregunta natural es ¿bajo qué condiciones se cumple que [P] =
[c-P]? Para los espacios discretos son equivalentes las propiedades
P y celular P.
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Proposición 4.5. Sean P una propiedad topológica y X un espa-
cio discreto, entonces son equivalentes:

1. X tiene la propiedad celular P

2. X tiene la propiedad P

Demostración: Por la Proposición 4.2, resta demostrar que si X
es un espacio discreto celular P, entonces X tiene la propiedad P.
Ya que X es discreto, entonces la colección U = {{x} : x ∈ X} es
una familia celular de X, por tanto, existe Y subespacio de X con
la propiedad P que intersecta a todos los abiertos de U. Ya que
para cada x ∈ X {x} ∩ Y ̸= ∅, entonces x ∈ Y para cada x ∈ X,
es decir, Y = X.

Algunas veces, cuando queremos ver que un espacio topológico
tiene una cierta propiedad, en lugar de preguntarnos ¿cómo se
comportan todos los abiertos del espacio? Es suficiente con fijarnos
en una base de conjuntos abiertos básicos del mismo. Por ejemplo,
si X es un espacio topológico y B es una base para el espacio tal
que para cualquier cubierta abierta de elementos de B existe una
subcubierta numerable, entonces X es un espacio Lindelöf, [15].

Proposición 4.6. Sea P una propiedad topológica. Entonces X ∈
[c-P] si y solo si para cada familia celular de abiertos básicos de X
existe Y subespacio de X tal que Y ∈ [P] y Y intersecta a todos
los elementos de la familia celular.

Demostración: Supongamos que B es una base de X y que para
cada familia celular de abiertos básicos de X existe un subespacio
de X con la propiedad P que intersecta a todos los elementos de
la familia celular. Sea U una familia celular en X. Ya que U es un
conjunto abierto no vacío, en X, para cada U ∈ U, entonces sea
∅ ≠ AU ∈ B tal que AU ⊆ U . Consideremos A = {AU : U ∈ U},
entonces A es una familia de abiertos básicos no vacíos de X.
Además, para cada U, V ∈ U AU ∩ AV ⊆ U ∩ V = ∅, así, A es
una familia celular de abiertos básicos de X, por tanto existe Y
subespacio de X con la propiedad P que intersecta a todos los
elementos de A, entonces para cada U ∈ U se cumple que

∅ ≠ Y ∩AU ⊆ Y ∩ U.
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Otra condición suficiente para que un espacio sea celular P es
que tenga un subconjunto denso con la propiedad P.

Proposición 4.7. Sea P una propiedad topológica y X un espacio
topológico. Si Y ⊆ X es denso en X y Y ∈ [P], entonces X ∈
[c-P].

Demostración: Sean U una familia celular en X y Y es un subes-
pacio denso de X con la propiedad P. Dado que Y es denso en
X, entonces Y intersecta a todos los elementos de U. Así, Y es un
subespacio de X que tiene la propiedad P e intersecta a todos los
elementos de U. Concluimos que X ∈ [c-P].

En general, no es cierto que si X es celular P, entonces X
tiene un subespacio denso con la propiedad P. El siguiente ejem-
plo muestra que para la propiedad casi Lindelöf existe un espacio
topológico que es celular P pero que no puede tener un denso P.

Antes de presentar el ejemplo, daremos unos resultados nece-
sarios que nos permitirán justificar el ejemplo deseado.

Definición 4.8. Una familia F, de subconjuntos de X, es llamada
una ω-cubierta de X si para cada subconjunto finito F de X existe
un A ∈ F tal que F ⊆ A. Si (X, τ) es un espacio topológico y
F ⊆ τ , entonces diremos que F es una ω-cubierta abierta de X.

Recordemos que si {(Xi, τi) : i ∈ I} es una familia de espacios
topológicos, entonces {

⋂n
j=1Π

−1
ij

[Aj ] : n ∈ ω, i1, . . . , in ∈ I y Aj ∈
τij} es una base para la topológica del producto. En particular, si
|I| = m, entonces {

⋂m
i=1Π

−1
i [Ai] : Ai ∈ τi} es base para X1×· · ·×

Xn.

Lema 4.9. Son equivalentes:

1. Xn es Lindelöf para cada n ∈ ω.

2. Para cada ω-cubierta abierta, F, de X existe G ∈ [F]≤ω tal
que G es una ω-cubierta de X.

Demostración: Supongamos que para cada n ∈ ω Xn es Lin-
delöf y sea F una ω-cubierta abierta de X. Para cada n ∈ ω
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sea Fn = {An : A ∈ F}, entonces Fn es una familia de sub-
conjuntos abiertos de Xn. Más aún, ya que F es una ω-cubierta
abierta de X si (x1, . . . , xn) ∈ Xn, entonces existe A ∈ F tal
que {x1, . . . , xn} ⊆ A, así, (x1, . . . , xn) ∈ An, luego Fn es una
cubierta abierta de Xn. Ya que Xn es Lindelöf para cada n ∈ ω,
sea Gn = {An

m,n : m ∈ ω} ⊆ Fn subcubierta numerable de Xn. Si
G = {Am,n : m,n < ω} ∈ [F]≤ω, entonces afirmamos que G es una
ω-subcubierta numerable. Sea {x1, . . . , xn} ∈ X, entonces existe
m < ω tal que (x1, . . . , xn) ∈ An

m,n, luego {x1, . . . , xn} ⊆ Am,n.
Ahora, supongamos que F es una cubierta abierta de Xn, de

abiertos básicos, y sea

F′ = {U ∈ τ : existe A ∈ [F]<ω tal que Un ⊆
⋃

A}.

Es decir, F′ es la colección de subconjuntos abiertos, U , de X ta-
les que Un es cubierto por una cantidad finita de elementos de F.
Afirmamos que F′ es una ω-cubierta de X. Sean F ∈ [X]<ω, diga-
mos F = {x1, . . . , xk}. Si i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}, no necesariamen-
te diferentes entre sí, entonces existen A1

i1,...,in
, . . . , An

i1,...,in
⊆ X

abiertos, tales que

(xi1 , . . . , xin) ∈ A1
i1,...,in × · · · ×An

i1,...,in ∈ F.

Sea j ∈ {1, . . . , k}, definamos

Vj =
⋂

{Al
i1,...,in : j ∈ {i1, . . . , in} y i ∈ {1, . . . , n} y xj ∈ Al

i1,...,in}.

Es evidente que Vj es un conjunto abierto no vacío en X y xj ∈ Vj .
Sea U =

⋃k
j=1 Vj . Entonces U es un conjunto abierto en X y

F ⊆ U . Afirmamos que U ∈ F. Notemos que

Un ⊆
⋃

{Vi1 × · · · × Vin : i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}}.

Luego, por definición de los conjuntos Vj , tenemos que Vij ⊆
Aj

i1,...,in
, pues (xi1 , . . . , xin) ∈ A1

i1,...,in
× · · · × Axi1, . . . , in

n. Por
tanto,

Un ⊆
⋃

{A1
i1,...,in × · · · ×An

i1,...,in : i1, . . . , in ∈ {1, . . . , k}}.

Concluimos que F′ es una ω-cubierta abierta de X. Por tanto,
existe G′ ∈ [F′]≤ω una ω-cubierta de X, supongamos que G′ =
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{Um : m ∈ ω}. Para cada m ∈ ω sea Am ∈ [F]<ω tal que (Um)n ⊆⋃
Am. Sea

G =
⋃

{Am : m ∈ ω}.

Claramente G es una subcolección numerable de F, además, si
(x1, . . . , xn) ∈ Xn sea F = {x1, . . . , xn}, ya que G′ es una ω-
cubierta, entonces existe m ∈ ω tal que F ⊆ Um, luego, Fn ⊆
(Um)n ⊆

⋃
Am ⊆

⋃
G. En particular, (x1, . . . , xn) ∈ Fn y por

tanto (x1, . . . , xn) ∈
⋃
G.

Proposición 4.10. Si F[X] ∈ [DCCC], entonces X es Lindelöf.

Demostración: Supongamos que F[X] es DCCC y sea U = {Uα :
α < κ} una ω-cubierta abierta de X. Para cada α < κ definamos

Vα = V ({Uα}) \ V ({Uβ : β < α}).

Por la Proposición 3.19 se tiene que Vα es cerrado-abierto, pues
es intersección finita de conjuntos cerrado-abiertos. Más aún, si
A ∈ F[X], entonces existe α < κ tal que A ⊆ Uα. Sea α0 < κ el
mínimo ordinal tal que A ⊆ Uα0 , entonces A ∈ V ({Uα0}), y para
cada β < α0 se cumple que A ̸⊆ Uβ , es decir, A /∈ V ({Uβ : β <
α0}). Por tanto, A ∈ Vα0 . Así, V = {Vα : α < κ} es una cubierta
abierta de F[X].

Además, sean α, β < κ diferentes, entonces Vα ∩ Vβ = ∅,
pues en caso contrario, si A ∈ Vα ∩ Vβ , supongamos sin pérdi-
dad de generalidad que α < β, entonces A ∈ Vα ⊆ V ({Uα}) y
A /∈ V ({Uγ : γ < β}), lo cual es una contradicción. Por tanto,
V es una cubierta abierta de subconjuntos ajenos por pares de
F[X]. Luego, Γ = {α < κ : Vα ̸= ∅} es numerable, pues en caso
contrario consideremos {Vα : α ∈ Γ}. Esta es una familia de abier-
tos no vacíos no numerable, además, si A ∈ F[X], ya que V es
cubierta de F[X], entonces existe α ∈ Γ tal que A ∈ Vα. Dado
que V es una familia de abiertos ajenos por pares, entonces Vα
es una vecindad de A que no intersecta a ningún otro elemento,
excepto el mismo. Por tanto {Vα : α ∈ Γ} es una familia discreta
de abiertos, no vacíos, no numerable lo que contradice que F[X]
es DCCC. Así, supongamos que Γ = {αn : n ∈ ω}. Afirmamos
que U′ = {Uαn : n ∈ ω} ⊆ U es una ω-cubierta abierta de X. Sea
F ∈ [X]<ω no vacío, entonces F ∈ F[X], por tanto, existe n ∈ ω
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tal que F ∈ Vαn ⊆ V ({Uαn}), así, F ⊆ Uαn . Finalmente, por el
Lema 4.9 concluimos que X es Lindelöf.

Ya que la propiedad DCCC es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrado-abiertos, entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.11. Si F[X] ∈ [DCCC], entonces X es hereditaria-
mente Lindelöf.

Demostración: Sea A un subconjunto abierto de X. Por la Pro-
posición 3.19 el conjunto V ({A}) es cerrado-abierto en F[X], así,
V ({A}) ∈ [DCCC]. Notemos que V ({A}) = F[X]↾A. Por la Pro-
posición 3.18 F[X]↾A es homeomorfo a F[A], así, F[A] ∈ [DCCC],
luego por la proposición anterior A es Lindelöf. Finalmente, ya que
todos los subconjuntos abiertos de X son Lindelöf, entonces por el
Lema 1.47 X es hereditariamente Lindelöf.

Proposición 4.12. Si X es un espacio topológico tal que ψ(X) =
ω, entonces para cada n ∈ ω existe Fn ⊆ F[X] cerrado y discreto
tal que F[X] =

⋃
n∈ω Fn.

Demostración: Para cada n ∈ ω sea

En = {A ∈ F[X] : |A| = n}.

Notemos que F[X] =
⋃

n∈ωEn, Además, para cada n ∈ ω En es
discreto pues si A ∈ En, entonces [A,X] es una vecindad de A tal
que si B ∈ [A,X] ∩ En, entonces A ⊆ B y |A| = |B| = n, por
tanto, A = B.

Dado que ψ(X) = ω, para cada x ∈ X sea Vx = {Vx,n : n ∈ ω}
una pseudobase para x numerable. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que, Vx es decreciente para cada x ∈ X. Sean A ∈
F[X] y x, y ∈ A diferentes, entonces existen nx, ny ∈ ω tales que
y /∈ Vx,ny y x /∈ Vy,nx . Sea nx,y = máx{nx, ny}. Ya que Vx y Vy

son pseudobases decrecientes, entonces x /∈ Vy,nx,y y y /∈ Vx,nx,y .
Puesto que A es finito, si k = mı́n{nx,y : x, y ∈ A}, entonces para
cada x, y ∈ A se cumple que x /∈ Vy,k y y /∈ Vx,k. Así, si A ∈ F[X]
con |A| > 1 sea

k(A) = mı́n{k : para cada x, y ∈ A x /∈ Vy,k y y /∈ Vx,k}.
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Para cada n ≥ 1 y m ∈ ω definamos

Gn,m = {A ∈En : k(A) = m}.

Por lo visto anteriormente, si A ∈ F[X] tal que |A| > 1, entonces
k(A) existe, por tanto, si n > 1, entonces

En =
⋃
m∈ω

Gn,m.

Por tanto,
F[X] =E1 ∪

⋃
n>1

(
⋃
m∈ω

Gn,m).

Ya que Gn,m ⊆En, entonces Gn,m es discreto.
Es claro queE1 es cerrado. Veamos ahora que si n > 1, entonces

Gn,m es cerrado. Sea A /∈ Gn,m. Supongamos que k = |A|. Si k ≥ n,
entonces {A} ⊆ [A,X] y [A,X] ∩ Gn,m = ∅. Supongamos que
A = {x1, . . . , xk}, con k < n y sea l = máx{k(A),m}. Si U =⋃n

i=1 Vxi,l, entonces A ∈ [A,U ]. Más aún, si B ∈ [A,U ] ∩ Gn,m,
ya que A ⊆ B, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad,
que B = {x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn}. Dado que B ⊆ U , entonces
existe un xi, con i > k tal que xi ∈ Vxj ,l, con 1 ≤ j ≤ k, lo cual
contradice que B ∈ Gn,m.

Proposición 4.13. Sea X un espacio topológico T1. Entonces
F[X] es estrella Lindelöf si y solo si X es numerable.

Demostración: Si X es numerable, entonces

F[X] =
⋃

0<n<ω

[X]n

es numerable. Ya que F[X] es numerable, entonces F[X] es Lin-
delöf y, por tanto, F[X] es estrella Lindelöf.

Supongamos ahora que F[X] es estrella Lindelöf. Notemos que
U = {[{x}, X] : x ∈ X} una cubierta abierta de F[X], pues
si A ∈ F[X] sea x ∈ A, entonces A ∈ [{x}, X]. Así, existe L
un subespacio Lindelöf de F[X] tal que st(L,U) = F[X]. Por
la observación 3, F[X] es Lindelöf 1-estrella, por tanto, F[X] es
Lindelöf ω-estrella; y ya que F[X] es T3 1

2
, pues X es T1, entonces

F[X] ∈ [DCCC].
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Por el Corolario 4.11, dado que F[X] es DCCC, entonces X
es hereditariamente Lindelöf. Luego, por el Lema 1.45 ψ(X) ≤
hL(X) = ω.

Ya que ψ(X) = ω, entonces por la proposición anterior existen
{Fn : n ∈ ω} subconjuntos cerrados y discretos de F[X] tales que

F[X] =
⋃
n∈ω

Fn.

Para cada n ∈ ω sea Ln = L ∩ Fn, entonces Ln es un subconjunto
cerrado de L, por tanto, Ln es Lindelöf. Más aún, dado que Fn es
discreto, entonces Ln es un Lindelöf discreto, así, Ln es numerable.
Ya que

L =
⋃
n<ω

Ln,

entonces L es numerable. Supongamos que L = {An : n ∈ ω}. Afir-
mamos que X =

⋃
n<ω An. Sea x ∈ X, ya que F[X] = st(L,U),

entonces existen y ∈ X y n < ω tales que {x} ∈ [{y}, X] y
An ∈ [{y}, X]. Así, {y} ⊆ {x} y {y} ⊆ An. Por tanto, x = y ∈ An.

Ejemplo 4.14. Existe un espacio topológico regular X tal que X ∈
[c-L] pero que no tiene un subespacio denso con la propiedad L.

Consideremos a R con la topología euclideana y sea F[R] su
hiperespacio de Pixley-Roy. Debido a que R es T1 y segundo nu-
merable, entonces

c(F[R]) ≤ w(R) = ω,

así, F[R] ∈ [CCC]. No es difícil ver que, todo espacio con la pro-
piedad CCC tiene la propiedad celular L. Por tanto, F[R] ∈ [c-L]

Veamos ahora que ningún subespacio de F[R] es denso y Linde-
löf. Supongamos que D es un subespacio denso Lindelöf de F[R],
entonces F[R] es estrella Lindelöf, pues para cualquier cubierta
abierta V de F[R], ya que D es denso, entonces D intersecta a
todos los elementos de V, y como V es una cubierta de F[R], en-
tonces F[R] = st(D,V). Dado que F[R] es estrella Lindelöf, por
la Proposición 4.13, R es numerable lo cual es una contradicción,
por tanto, F[R] no tiene ningún subconjunto denso Lindelöf.
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Observación 4. En el ejemplo anterior, F[R] es celular casi Lin-
delöf y, dado que F[R] es regular, entonces F[R] no puede tener
ningún subconjunto denso casi Lindelöf, pues si F es un subespa-
cio casi Lindelöf de F[R], entonces F es un espacio casi Lindelöf
regular, por tanto, F es un subespacio denso Lindelöf de F[R], lo
cual no puede ocurrir.

Proposición 4.15. Sean P y Q propiedades topológicas tales que

[P] ⊆ [Q],

entonces se cumple que

[c-P] ⊆ [c-Q].

Demostración: Supongamos que X ∈ [c-P] y sea U una familia
celular enX. Entonces existe Y ⊆ X tal que Y ∈ [P] que intersecta
a todos los elementos de U. Dado que [P] ⊆ [Q], entonces Y es
un subespacio de X, con la propiedad Q que intersecta a todos los
elementos de U. Por tanto, Y ∈ [c-Q].

Ejemplo 4.16. El inverso de la proposición anterior no es cierto.
Considere las propiedades T1 y T2. Siguiendo las mismas ideas de la
propiedad T2, no es difícil ver que todo espacio topológico es c-T1.
Así, en particular tenemos que [c-T2] ⊆ [c-T1], pero claramente
[T2] ̸⊆ [T1].

4.1. Operaciones topológicas usuales

Empezaremos a estudiar el comportamiento de la propiedad
celular P con respecto a las operaciones típicas en topología.

Continuidad

Proposición 4.17. Si P una propiedad topológica que se preserva
bajo funciones continuas, entonces la propiedad c-P se preserva
bajo funciones continuas.

Demostración: Supongamos que X y Y son espacios topológicos
tales que X ∈ [c-P] y f : X −→ Y es una función continua. Sea U
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una familia celular en f [X]. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que existe U′ ⊆ τY tal que U = {U ∩ f [X] : U ∈ U′}. Ya
que f continua, entonces V = {f−1[U ] : U ∈ U′} es una familia
de abiertos no vacíos. Además, si x ∈ f−1[U1] ∩ f−1[U2], donde
U1, U2 ∈ U′, entonces f(x) ∈ U1 ∩ U2, es decir,

(U1 ∩ f [X]) ∩ (U2 ∩ f [X]) ̸= ∅,

lo cual contradice que U es familia celular. Por tanto, V es una
familia celular en X. Puesto X ∈ [c-P], entonces existe Z ∈ [P]
subespacio de X tal que para cada V ∈ V se cumple que

V ∩ Z ̸= ∅.

Como P se preserva bajo funciones continuas y la función f ◦ iZ
es una función continua, donde iZ es la función inclusión, entonces
f [Z] ∈ [P]. Sea U ∈ U′, entonces f−1[U ] ∈ V. Luego, existe z ∈
Z∩f−1[U ], por tanto f(z) ∈ f [Z]∩U . Así, f [Z] es un subesapacio
de f [X] con la propiedad P que intersecta a todos los elementos
de la familia U.

Corolario 4.18. Si P es un propiedad topológica, entonces c-P
es un propiedad topológica.

Subespacios

Es natural preguntarse si la propiedad celular P se hereda a
subespacios, y si es así, a cuáles tipos de espacios se heredan. El
siguiente resultado nos dice que la propiedad celular P es here-
ditaria con respecto a subconjuntos abiertos siempre que P sea
hereditaria con respecto a subconjuntos abiertos.

Proposición 4.19. Sea P una propiedad que es hereditaria con
respecto a subconjuntos abiertos (cerrado-abiertos). Entonces son
equivalentes

1. X ∈ [c-P];

2. Para cada Y subconjunto abierto (cerrado-abierto) de X, se
cumple que Y ∈ [c-P].
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Demostración: Sean Y un subespacio abierto (cerrado-abierto) de
X y A una familia celular de Y . Dado que Y es abierto, entonces
A es una familia celular en X, así que existe L ⊆ X con L ∈ [P]
tal que para cada A ∈ A se cumple que A ∩ L ̸= ∅. Puesto que
L ∩ Y es abierto (cerrado-abierto) en L, entonces L ∩ Y ∈ [P].
Además, si A ∈ A, entonces

(L ∩ Y ) ∩A = L ∩A ̸= ∅.

La otra implicación se sigue del hecho queX es abierto (cerrado-
abierto) en X.

Dado que toda propiedad hereditaria con respecto a subconjun-
tos abiertos (cerrados) es hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abiertos, entonces de la proposición anterior obtenemos lo
siguiente.

Corolario 4.20. Sea P una propiedad que es hereditaria con res-
pecto a subconjuntos abiertos (cerrados o cerrado-abiertos). Enton-
ces X ∈ [c-P] si y solo si la propiedad celular P es hereditaria con
respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.

A continuación mostraremos que si P es hereditaria con respec-
to a subconjuntos cerrados, entonces no necesariamente se cumple
que X ∈ [c-P] si y solo si c-P es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrados.

Definición 4.21. Diremos que una propiedad topológica P es nu-
merablemente discreta si todo espacio discreto con la propiedad P

es numerable.

Ejemplo 4.22. Las propiedades de compacidad y Lindelöf son pro-
piedades numerablemente discretas. Sea X un espacio topológico
discreto y supongamos que X tiene la propiedad de Lindelöf. Ya
que X es discreto, entonces para cada x ∈ X, {x} es un abierto
de X, así, {{x} : x ∈ X} es una cubierta abierta de X, por tan-
to, existe {xn : n ∈ ω} ⊆ X tal que X =

⋃
n<ω{xn}, por tanto,

|X| = ω.
Dado que en los espacios discretos si x ∈ X, entonces {x} =

{x}; y si A ⊆ X, entonces A = A. Por tanto, las propiedades casi
Lindelöf y débilmente Lindelöf son numerablemente discretas.
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Dado que en un espacio discreto X, la colección {{x} : x ∈ X}
es una familia de abiertos no vacíos discreta, entonces la propiedad
DCCC (y también la propiedad CCC) son propiedades numera-
blemente discretas.

Ya que en los espacios discretos X ∈ [P] si y solo si X ∈ [c-P],
entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.23. Si P es una propiedad numerablemente discreta,
entonces la propiedad celular P es numerablemente discreta.

Ejemplo 4.24. Existen P una propiedad topológica hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrados, X un espacio topológico y F
un subconjunto cerrado de X tales que X ∈ [c-L] y F ̸∈ [c-L].

Denotemos por S la línea de Sorgenfrey y sea S× S el plano de
Sorgenfrey. Dado que Q×Q es un subespacio denso y numerable en
S× S, y por tanto un subespacio denso Lindelöf, entonces S× S ∈
[c-L]. Sea

F = {(x,−x) : x ∈ R} ⊆ S× S,

entonces F es un subconjunto cerrado del plano de Sorgenfrey, pues
F es un subconjunto cerrado en R × R con la topología usual y la
topología del plano de Sorgenfrey es más fina que la topología usual
de R × R. Más aún, F es discreto pues para cada (x,−x) ∈ F
el abierto de S × S Ux = [x, x + 1) × [−x,−x + 1) satisface que
Ux ∩ F = {(x,−x)} pues si (y,−y) ∈ Ux, entonces

1. x ≤ y < x+ 1

2. −x ≤ −y < −x+ 1.

De las desigualdades anteriores se tiene que x ≤ y y y ≤ x, por
lo que x = y.

Notemos que F es un subespacio cerrado, discreto y no nume-
rable. Dado que la propiedad Lindelöf es una propiedad numerable-
mente discreta, entonces la propiedad celular Lindelöf es numera-
blemente discreta, por tanto, F no puede ser celular Lindelöf.

Si P es una propiedad hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abiertos, entonces no necesariamente ocurre queX ∈ [c-P]
si y solo si c-P es hereditaria con respecto a subconjuntos abiertos.
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Lema 4.25. Para cualquier ordinal α el espacio topológico α+ 1,
con la topología del orden, es un espacio topológico compacto.

Demostración: Haremos la demostración porinducción transfinita.
Para α = 0 el espacio topológico α+1 es simplemente {0} con

la topológica discreta. Por tanto, α+ 1 es compacto.
Supongamos que para α ya demostramos que α+1 es compacto.

Veamos que (α+ 1) + 1 es compacto. Sea U una cubierta abierta
de (α+ 1)+ 1. Entonces V = {U ∩ α+ 1 : U ∈ U} es una cubieta
abierta de α+ 1, luego, existe V′ = {Ui ∩ α+ 1 : 1 ≤ i ≤ n} ⊆ V

tal que α + 1 =
⋃
V′. Sea U0 ∈ U tal que α + 1 ∈ U0, entonces

U′ = {Ui : 0 ≤ i ≤ n} es una subcubierta finita de U para
(α+ 1) + 1.

Supongamos que α es un ordinal límite y para cada ξ < α,
ξ + 1 es compacto. Sea U una cubierta abierta de α+ 1, entonces
existe U0 ∈ U tal que α ∈ U0, entonces existe ξ < α tal que
(ξ, α + 1) ⊆ U0. Ya que ξ < α, entonces por hipótesis inductiva
existen U1, . . . , Un ∈ U tales que ξ + 1 ⊆

⋃n
i=1 Ui. Por tanto,

α+ 1 =
⋃n

i=0 Ui.

Lema 4.26. Todo subespacio Lindelöf de ω1, con la topología del
orden, es numerable.

Demostración: Sea L un subespacio Lindelöf de ω1. Consideremos
la cubierta abierta

U = {[0, γ) ∩ L : γ < ω1},

de L. Dado que L es un espacio Lindelöf, entonces existe {γn : n ∈
ω} tal que {[0, γn) : n ∈ ω} es una cubierta de L. Dado que ω1 es
regular, entonces existe β < ω1 tal que γn < β para cada n ∈ ω.
Así,

L ⊆
⋃
n<ω

[0, γn) ⊆ [0, β)

y, dado que β < ω1, entonces |L| ≤ |β| = ω.

Puesto que la propiedad de Lindelöf, L, es hereditaria con res-
pecto a subconjuntos cerrados (ver por ejemplo, [22]), entonces
la propiedad celular Lindelöf, c-L, es hereditaria con respecto a
subconjuntos cerrado-abiertos.
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Ejemplo 4.27. Existen P una propiedad topológica hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos, X un espacio topo-
lógico tal que X ∈ [c-P] y A un subconjunto abierto de X tal
A ̸∈ [c-P].

Consideremos a ω1 + 1 con la topología del orden y sea P la
propiedad de Lindelöf, L. Entonces ω1+1 es compacto. Así, ω1+1
es Lindelöf, luego, ω1 + 1 tiene la propiedad celular L. Sea A =
ω1 ⊆ ω1+1, entonces A es abierto. Afirmamos que A no es celular
Lindelöf. Supongamos que A es celular Lindelöf y sea

B = {α+ 1 : α es límite y 0 < α < ω1}.

Para cada α + 1 ∈ B sea Uα = (α, α + 2) ⊆ A. Es claro que
U = {Uα : α+1 ∈ B} es una familia celular en A. Entonces existe
L, un subespacio Lindelöf de A, tal que L ∩ Uα ̸= ∅ para cada
α+1 ∈ B. Pero al ser L un subespacio Lindelöf de ω1, entonces L
es numerable. Dado que ω1 es regular, entonces existe β < ω1 tal
que L ⊆ β. Sea α > β un ordinal límite, entonces Uα ∩ L = ∅, lo
cual contradice que L intersecta a todos los elementos de U.

Productos

Dada una propiedad topológica P, puede ocurrir que P se pre-
serve bajo productos topológicos. Más aún, puede ocurrir, como en
el caso de la propiedad de compacidad, que el producto topológi-
co (arbitrario) tiene la propiedad P si y solo si cada uno de sus
factores tiene la propiedad P.

Recordando que las proyecciones πα : Πα∈IXα −→ Xα son
continuas y que si P es una propiedad topológica que se preserva
bajo funciones continuas, entonces celular P es una propiedad que
se preserva bajo funciones continuas, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.28. Sean P una propiedad topológica que se preserva
bajo funciones continuas y {Xα : α ∈ I} una familia de espacios
topológicos. Si Πα∈IXα ∈ [c-P], entonces Xα ∈ [c-P], para cada
α ∈ I.

En general, el producto de dos espacios celular P no necesaria-
mente vuelve a ser celular P; esto sigue ocurriendo incluso cuando
tomamos productos finitos y P es una propiedad que se preser-
va bajo productos topológicos. El hecho de que una propiedad P
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se preserva bajo productos topológicos depende de la propiedad
misma. Sin embargo, para ciertas propiedades P ocurre que el
producto de X ∈ [c-P] con Y , un espacio separable o discreto
numerable, entonces X × Y ∈ [c-P].

Definición 4.29. Sea P una propiedad topológica. Diremos que
P se preserva bajo uniones numerables si para cualquier espacio
topológico Z, y cualquier {Ln : n ∈ ω} familia de subespacios
topológicos de Z tal que para cada n ∈ ω Ln ∈ [P], entonces⋃

n∈ω Ln ∈ [P].

Proposición 4.30. Si P se preserva bajo uniones numerables y
bajo continuidad, X es un espacio topológico tal que X ∈ [P] y Y
es un espacio discreto con |Y | = ω, entonces X × Y ∈ [P].

Demostración: Supongamos que Y = {yn : n ∈ ω}. Ya que

X × Y =
⋃
n∈ω

(X × {yn})

y debido a que {X × {yn}} es una familia disjunta por pares de
subconjuntos abiertos de X × Y , entonces por el Teorema 2.2.4
de [9] se tiene que los espacios topológicosX×Y y

⊕
n∈ω(X×{yn})

coinciden. Para cada n ∈ ω, definamos

fn : X −→ X × {yn}
x 7−→ (x, yn)

Claramente, cada función fn es continua, así, dado que P se pre-
serva bajo continuidad, entonces para cada n ∈ ω X×{dn} ∈ [P].
Finalmente, ya que P se preserva bajo uniones numerables, enton-
ces

⊕
n∈ω(X × {yn}) =

⋃
n∈ω(X × {yn}) ∈ [P].

Proposición 4.31. Sea P una propiedad que cumple:

1. P se preserva bajo uniones numerables.

2. P se preserva bajo funciones continuas.

Entonces si X ∈ [c-P] y Y es un espacio separable, entonces X ×
Y ∈ [c-P].
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Demostración: Sean U = {Uα × Vα : α < κ} una familia celular
de abiertos básicos, de X×Y , y D = {dn : n ∈ ω} un subconjunto
denso en Y . Para cada n ∈ ω consideremos

U′
n = {Uα : dn ∈ Vα}.

Afirmamos que si U′
n ̸= ∅, entonces U′

n es una familia celular. Sean
Uα, Uβ ∈ U′

n, con α ̸= β. Supongamos que x ∈ Uα ∩ Uβ , entonces

(x, dn) ∈ (Uα × Vα) ∩ (Uβ × Vβ),

pero esto contradice que U es familia celular. Definamos la familia
Un como sigue: si U′

n = ∅, sea Un = {X}, en caso contrario, sea
Un = U′

n. Ya que para cada n ∈ ω Un es una familia celular en X,
entonces existe Ln ∈ [P] subespacio de X, tal que Ln intersecta
a todos los elementos de Un, para cada n ∈ ω. Dado que P se
preserva bajo uniones numerables, entonces L =

⋃
n∈ω Ln ∈ [P].

Consideremos la función fn : L −→ L × {dn} tal que fn(x) =
(x, dn). Es claro que fn es continua, así, ya que P se preserva bajo
funciones continuas, entonces L × {dn} ∈ [P]. De nuevo, ya que
P se preserva bajo uniones numerables, entonces concluimos que
L×D =

⋃
n∈ω L× {dn} ∈ [P].

Notemos que L×D ∈ [P] intersecta a todos los elementos de
U, pues es si α < κ, entonces existe n0 ∈ ω tal que dn0 ∈ Vα, pues
D es un conjunto denso en Y , así, Uα ∈ Un0 . Ya que Ln0 intersecta
a todos los elementos de Un0 , en particular Ln0 ∩ Uα ̸= ∅. Luego,
(L×D) ∩ (Uα × Vα) ̸= ∅.

Sumas

Definición 4.32. Sean P una propiedad topológica y κ un número
cardinal infinito. Diremos que P es κ-sumable si para cualquier
familia de cardinalidad κ, {Xα : α < κ}, de espacios topológicos
ajenos por pares tal que Xα ∈ [P] para cada α < κ, se cumple que⊕

α<κXα ∈ [P].

En caso de que P sea una propiedad κ-sumable, también de-
cimos que P es una propiedad que se preserva bajo κ-sumas. Si
κ = ω, decimos que P es una propiedad que se preserva bajo sumas
numerables.
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Proposición 4.33. Sea P una propiedad topológica. Si P es κ-
sumable, entonces la propiedad c-P es κ-sumable.

Demostración: Sean {Xα : α < κ} una familia de espacios topo-
lógicos ajena dos a dos tal que para cada α < κ se cumple que
Xα ∈ [c-P] y U una familia celular para X =

⊕
α<κXα. Para

cada α < κ sea U′
α = {U ∩Xα : U ∈ U y U ∩Xα ̸= ∅}. Si U′

α = ∅
definamos Uα = {Xα}; en caso contrario, sea Uα = U′

α. Note que
para cada α < κ se cumple que Uα es una familia celular en Xα.
Ya que Xα ∈ [c-P], entonces existe Lα ∈ [P] un subespacio de
Xα que intersecta a todos los elementos de Uα. Sea L =

⊕
α<κ Lα,

entonces L es un subespacio de X tal que L ∈ [P]. Notemos que
si U ∈ U, entonces existe α < κ tal que U ∩Xα ̸= ∅. Entonces

∅ ≠ Lα ∩ (U ∩Xα) ⊆ L ∩ U.

Por tanto, X es un espacio celular P.

Ya que para cada α < κ el espacioXα es un subespacio cerrado-
abierto en

⊕
α<κXα, entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.34. Sean P una propiedad κ-sumable, hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos y {Xα : α < κ} una
familia de espacios topológicos disjuntos por pares. Entonces Xα ∈
[c-P] para cada α < κ si y solo si

⊕
α<κXα ∈ [c-P].

El Duplicado de Alexandroff

Por la Proposición 3.4, si P es la propiedad de compacidad,
entonces se cumple que para un espacio compacto X, su duplicado
de Alexandroff, AD(X), vuelve a ser un espacio compacto. En
particular, si X ∈ [P], entonces AD(X) ∈ [c-P]. Sin embargo,
esto no ocurre siempre para cualquier propiedad P. Más aún, lo
anterior no es cierto cuando pensamos en propiedades de cubiertas
más generales como lo muestra el siguiente ejemplo.

Observación 5. Si X es un espacio topológico y D ⊆ X es cerrado
y discreto, entonces D × {1} ⊆ AD(X) es un espacio cerrado-
abierto y discreto.

Notemos que
D × {1} =

⋃
x∈D

{(x, 1)},
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así, D × {1} es un subconjunto abierto. Además, como subespacio
es discreto.

Veamos que D × {1} es cerrado. Sea p ∈ AD(X) \ (D × {1}).
Si p = (x, 1), con x ∈ X \ D, entonces {p} es una vecindad de
p contenida en AD(X) \ (D × {1}). Supongamos que p = (x, 0),
para algún x ∈ X. Si x ∈ D, dado que D es discreto, entonces
existe Vx vecindad, en X, de x tal que Vx ∩ D = {x}. Notemos
que (Vx × {0, 1}) \ {(x, 1)} es una vecindad de (x, 0), en AD(X),
que no intersecta a D × {1}. Si x ̸∈ D, dado que D es cerrado,
entonces existe Vx vecindad de x, en X, tal que Vx ⊆ X \D. Así,
(Vx ×{0, 1}) \ {(x, 1)} es una vecindad de (x, 0) en AD(x) que no
intersecta a D × {1}. Por tanto, D × {1} es un subconjunto de
A(X) cerrado-abierto y discreto.

Ejemplo 4.35. Existen una propiedad topológica P y un espacio
topológico de Tychonoff X tal que X ∈ [c-P] pero AD(X) ̸∈ [c-P].

Consideremos una propiedad topológica P hereditaria con res-
pecto a subconjuntos cerrado-abiertos, numerablemente discreta y
tal que [σ-compactos] ⊆ [P], por ejemplo, P ∈ {L, aL, wL}. Sean
D un espacio discreto de cardinalidad ω1, digamos D = {dα : α <
ω1}, y sea βD la compactación de Stone-Čech de D. Consideremos
a ω + 1 con la topología del orden y sea

X = (βD × (ω + 1)) \ ((βD \D)× {ω}),

con la topología de subespacio. Notemos que βD y ω+1 son espacios
Tychonoff, por tanto, X, es Tychonoff.

Sea Y = βD×ω ⊆ X, con la topología de subespacio, notemos
que en este caso la topología de subespacio coincide con la topología
del producto de βD con la topología discreta de ω. Para cada n ∈ ω,
sea fn : βD −→ βD × {n} dada por fn(x) = (x, n). Entonces fn
es una función continua y sobreyectiva, por tanto, βD×{n} es un
espacio compacto. Ya que Y =

⋃
n∈ω βD × {n} y cada βD × {n}

es abierto, entonces βD×ω es σ-compacto, es decir, βD×ω es la
unión numerable de subespacios compactos. Puesto que βD× ω es
σ-compacto, entonces βD × ω ∈ [P]. Más aún, βD × ω es denso
en X, pues sea (U × V ) ∩X un abierto en X, no vacío. Entonces
U es un abierto no vacío de βD y V es un abierto no vacío de
ω + 1, y ya que ω es denso en ω + 1, entonces U × V intersecta a
βD × ω. Por tanto, X ∈ [c-P].
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Por otro lado, sea A = {(dα, ω) : α < ω1}. Veamos que A
es cerrado y discreto en X. Sea (x, n) ∈ X \ A, entonces x ∈
βD y n < ω, por tanto, (βD × [0, n + 1)) ∩ A = ∅, es decir,
βD × [0, n+ 1) ⊆ X \A. Además, dado que dα es aislado en βD,
entonces Uα = {dα} × ω+ 1 es una vecindad de (dα, ω), en X, tal
que Uα ∩A = {(dα, ω)}. Así, por la Observación 5, A× {1} es un
subespacio cerrado-abierto y discreto no numerable de AD(X). Ya
que c-P es hereditaria con repecto a subconjuntos cerrado-abiertos
y es numerablemente discreta, entonces AD(X) ̸∈ [c-P].

Proposición 4.36. Sea P una propiedad topológica que satisface:

1. P es numerablemente discreta;

2. P es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.

Si AD(X) ∈ [P], entonces e(X) ≤ ω.

Demostración: Supongamos que e(X) > ω y sea L un subconjuto
cerrado y discreto de X tal que |L| > ω. Por la Observación 5,
L×{1} es un subconjunto cerrado-abierto y discreto no numerable
en AD(X).

Si AD(X) ∈ [P], ya que P es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrado-abiertos, entonces L × {1} ∈ [P]. Pero P es
numerablemente discreta y L × {1} es un subconjunto discreto.
Así, L×{1} es numerable, lo cual es una contradicción. Por tanto,
AD(X) /∈ [P].

Recordemos que si una propiedad P es numerablemente dis-
creta, entonces c-P es una propiedad numerablemente discreta.
También, si P es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-
abiertos, entonces c-P es hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abietos. Por tanto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.37. Sea P una propiedad que es numerablemente
discreta y que es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-
abiertos. Entonces AD(X) ∈ [c-P] implica que e(X) ≤ ω.

4.2. Propiedades de cubiertas tipo Lindelöf

En la sección anterior estudiamos algunas propiedades gené-
ricas de los espacios celular P, con algunas condiciones para la
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propiedad P. Debido a que ya existe literatura dónde se han es-
tudiado de forma exhaustiva, los espacios celular P, cuando P es
una propiedad de tipo compacidad, por ejemplo, los espacios celu-
lar compactos, o celular numerablemente-compactos (ver [1]), para
evita ser repetitivos, entonces nuestro objetivo, ahora, es estudiar
la relación que existe entre los espacios celular P considerando pro-
piedades de cubiertas tipo Lindelöf. Más específicamente, vamos a
considerar los casos en que P es la propiedad de Lindelöf (L),
la propiedad casi Lindelöf (aL), la propiedad débilmente Lindelöf
(wL) y la propiedad DCCC.

Como observamos en el Capítulo 3, las propiedades L, aL y
wL están relacionadas como sigue:

L aL wL
/ /

Esto es, todo espacio Lindelöf es un espacio casi Lindelöf, y existe
un espacio casi Lindelöf que no es un espacio Lindelöf. Similarmen-
te, todo espacio casi Lindelöf es un espacio débilmente Lindelöf,
pero existe un espacio débilmente Lindelöf que no es un espacio
casi Lindelöf. Luego, por las proposiciones 4.15 y 4.2, tenemos el
siguiente diagrama:

L aL wL

c-L c-aL c-wL

Considerando, además, las propiedades CCC y DCCC, enton-
ces tenemos el diagrama siguiente:

CCC L aL wL DCCC

c-CCC c-L c-aL c-wL c-DCCC

Recordemos que todo espacio casi Lindelöf regular es Lindelöf
(Proposición 2.5, 4), por tanto, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 4.38. Todo espacio celular casi Lindelöf y regular es
celular Lindelöf.

Nuestro objetivo a continuación es mostrar, como en el caso de
las propiedades L, aL y wL, que estas clases de espacios propues-
tas, c-L, c-aL, c-wL y c-DCCC son, efectivamente, nuevas clases
de espacios topológicos. Para ello mostraremos, por ejemplo, que
existe un espacio topológico X tal que X ∈ [c-L] pero que X /∈ [L].
Es pertinente resaltar que los espacios que usaremos para construir
nuestros ejemplos fueron estudiados en capítulos anteriores. Si el
lector desea leer más sobre estos espacios así como de algunas de
sus propiedades, recomendamos leer el Capítulo 2, donde se cons-
truyen dichos espacios.

Ejemplo 4.39. Existe un espacio X Hausdorff, celular Lindelöf
tal que X no es un espacio Lindelöf.

Sea X = [(ω1 + 1) × (ω + 1)] \ {(ω1, n) : n ∈ ω}. Para cada
x ∈ X definamos {B(x) : x ∈ X} como sigue:

1. si x = (α, n) ∈ ω1 × ω, entonces sea

B(x) = {{(α, n)}};

2. si x = (α, ω) ∈ ω1 × {ω}. Para cada n < ω definamos Uα(n)
como

Uα(n) = {(α,m) : n ≤ m ≤ ω}.

Sea
B(x) = {Uα(n) : n < ω}.

3. si x = (ω1, ω). Para cada α < ω1 definamos Uω1(α) como
sigue

Uω1(α) = {(β, n) : α ≤ β < ω1 y n < ω}.

Sea
B(x) = {Uω1(α) : α < ω1}.

En el Capítulo 3 mostramos que X es un espacio topológico Haus-
dorff que no es Lindelöf. Además, sea Y = ω1 × ω ∪ {(ω1, ω)}. En
el capítulo 3 vimos que Y es un subespacio denso y Lindelöf de X.
Así, por la Proposición 4.7 tenemos que X es un espacio celular
Lindelöf.
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Ejemplo 4.40. Existe un espacio topológico Tychonoff, celular ca-
si Lindelöf que no es casi Lindelöf.

Consideremos el plano de Sorgenfrey S × S. En el Capítulo 3
vimos que S× S es un espacio T3 que no es casi Lindelöf.

Ya que Q × Q es un subespacio denso y numerable, entonces
S× S tiene la CCC. Por tanto, S× S es celular casi Lindelöf.

Ejemplo 4.41. Existe un espacio Hausdorff, celular débilmente
Lindelöf y P -espacio que no es un espacio débilmente Lindelöf.

Sea D = {0, 1} con la topología discreta y consideremos el c+-
cubo de Cantor, Dc+ con la topología del producto. Definamos S =
{x ∈ Dc+ : |sop(x)| < ω}) y T = {x ∈ Dc+ : 0 < |sop(x)| < ω}) y
sean L = Gδ(SDc+ (S)) y X = Gδ(SDc+ (T )).

En el Capítulo 3 demostramos que X es un P -espacio que no
es débilmente Lindelöf y que c(X) ≤ c.

Veamos que X es celular Lindelöf. Sea U una familia celular;
supongamos sin pérdida de generalidad, que cada U ∈ U es de la
forma G(AU , fU ) ∩ T . Ya que c(X) ≤ c, entonces

⋃
U∈UAU tiene

tamaño a lo más c. Luego, existe α > sup(
⋃

U∈UAU ). Entonces
O = π−1

α [{0}]∩L es un abierto en L, así L\O es cerrado en L. En
el Capítlo 3 observamos que L es un espacio Lindelöf, por tanto,
L\O es un espacio Lindelöf. Más aún, L\O ⊆ X y L\O intersecta
a todos los elementos de U (pues ningún AU tiene a α).

Ejemplo 4.42. Existe un espacio Hausdorff, celular casi Lindelöf
que no es un espacio celular Lindelöf.

Consideremos a ω1 con la topología discreta y sea κ(ω1) la
extensión de Katětov de ω1. Por el Capítulo 3, κ(ω1) es un espacio
Hausdorff H-cerrado. Por la Proposición 2.8, concluimos que κ(ω1)
es un espacio casi Lindelöf. Así, κ(ω1) es celular casi Lindelöf.

Veamos que κ(ω1) no es un espacio celular Lindelöf. Conside-
remos A = {Aα : α < ω1} una familia de subconjuntos infinitos
de ω1, disjunta por pares. Para cada α < ω1, sea p′α = {A ⊆
ω1 : |ω1 \ A| < ω} ∪ {Aα}. Notemos que p′α tiene la PIF, pues si
A ⊆ ω1, con complemento finito, es tal que A ∩ Aα = ∅, entonces
Aα ⊆ (ω1 \ A). Por tanto, existe pα ultrafiltro sobre ω1 tal que
p′α ⊆ pα. Por la Proposición 1.27, ya que pα contiene todos los
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subconjuntos con complemententos finitos de ω1, entonces pα es
un ultrafiltro libre sobre ω1.

Definamos U = {{pα}∪Aα : α < ω1}. Claramente, los elemen-
tos de U son abiertos en κ(ω1). Más aún, U es una familia celular.
Observemos que si α ̸= β, entonces Aα ∩ Aβ = ∅, así, Aα /∈ pβ ,
pues Aβ ∈ pβ . Por tanto, pα ̸= pβ.

Por otro lado, ya que ningún ultrafiltro V sobre ω1 es elemento
de ω1 pues si V ∈ ω1, entonces V es un ordinal, digamos λ. Ya
que λ ⊆ ω1 abierto y V es ultrafiltro sobre ω1, entonces λ ∈ V o
ω1 \ λ ∈ V, pero λ = V /∈ V y ω1 \ λ /∈ V = λ, pues λ < ω1;
entonces si suponemos que x ∈ (Aα∪{pα})∩(Aβ∪{pβ}), entonces
no queda de otra más que x ∈ Aα∩{pβ} o x ∈ {pα}∩Aβ , entonces
pβ ∈ ω1 o pα ∈ ω1, lo cual es una contradicción. Por tanto, U es
una familia celular.

Afirmamos que ningún subespacio Lindelöf de κ(ω1) intersecta
a todos los elementos de la familia U y por tanto, κ(ω1) no es un
espacio celular Lindelöf. Supongamos que L un subespacio Lindelöf
de κ(ω1) que intersecta a todos los elementos de U. Ya que Y =
κ(ω1)\ω1 es un subespacio cerrado y discreto de ω1, entonces L∩Y
es un subespacio cerrado y discreto de L. Ya que la propiedad de
Lindelöf se preserva bajo subconjuntos cerrados, entonces L∩Y es
un espacio discreto Lindelöf, así, L ∩ Y es numerable.

Ya que ω1 es un ordinal regular, sea α0 = sup{α < ω1 : pα ∈
L ∩ Y }. Ya que L intersecta a todos los elementos de U, entonces
para cada α > α0 Aα ∩ L ̸= ∅, así, para cada α > α0 sea xα ∈
Aα ∩ L. Sea A = {xα : α0 < α < ω1} ⊆ L; notemos que A tiene
cardinalidad ω1. Afirmamos que A es cerrado y discreto en L. Sea
x un punto de acumulación de A. Dado que A ⊆ ω1 y ω1 tiene la
topología discreta, entonces x /∈ ω1. Por tanto, x ∈ L∩Y , entonces
existe α ≤ α0 tal que x = pα. Sin embargo, por contrucción de
A, {pα} ∪ Aα es una vecindad de pα que no intersecta a ningún
elemento de A. Por tanto, A no tiene puntos de acumulación en
L, así, A es un subconjunto discreto y cerrado, y por tanto es un
espacio discreto y Lindelöf. Así, A es numerable, lo cual contradice
que |A| = ω1.

Ejemplo 4.43. Existe subespacio Tychonoff, celular débilmente
Lindelöf que no es celular casi Lindelöf.

Sean A ⊆ R \ Q un subconjunto denso y numerable en R y κ
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un cardinal infinito no numerable. Sea

X = Q ∪ {(a, κ) : a ∈ A}, donde Q = Q× κ.

Para cada x ∈ X, definamos B(x) como sigue:

1. Si x = (q, α) ∈ Q, entonces para cada n ∈ N definamos

Un(x) = (B 1
n
(q) ∩Q)× {α}

donde B 1
n
(q) es la bola Euclideana, usual en R, con centro

en q y radio 1
n . Sea

B(x) = {Un(x) : n ∈ N}.

2. Si x = (a, κ), con a ∈ A, entonces para cada F ∈ [κ]<ω y
cada n ∈ N definamos

Un,F (x) = [(B 1
n
(a) ∩A)× {κ}] ∪ [(B 1

n
(a) ∩Q)× (κ \ F )].

Sea
B(x) = {Un,F (x) : n ∈ N y F ∈ [κ]<ω}.

En el Capítulo anterior vimos que el espacio anterior es débil-
mente Lindelöf. Por tanto, X es celular débilmente Lindelöf.

Veamos que X no es celular Lindelöf. Notemos que para cada
α < κ, Q × {α} =

⋃
q∈Q U1((q, α)). Por tanto, para cada α < κ

Q × {α} es abierto en X. Más aún, si α, β < κ tales que α ̸= β,
entonces (Q× {α}) ∩ (Q× {β}) = ∅. Así, U = {Q× {α} : α < κ}
es una familia celular en X. Afirmamos que ningún subespacio
Lindelöf de X intersecta a todos los elementos de U. Supongamos
que L ⊆ X intersecta a todos los elementos de U. Para cada α < κ
sea (qα, α) ∈ L ∩ (Q× {α}). Por el Principio de las Casillas, dado
que κ > ω, existen q0 ∈ Q y S ∈ [κ]>ω tales que D = {(q0, α) : α ∈
S} ⊆ L. Afirmamos que D es un subconjunto cerrado y discreto.
Puesto queX es T1, si y es un punto de acumulación deD (y ∈ Dd),
entonces cada vecindad de y intersecta a D en un número infinito
de puntos.

1. Supongamos que x = (a, κ), con a ∈ A. Ya que q0 ∈ Q
y A ⊆ R \ Q, entonces |a − q0| > 0. Sea n ∈ N tal que
1
n < |a− q0|. Entonces U 1

n
,∅(x) ∩D = ∅. Así, x /∈ Dd.
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2. Supongamos que x ∈ Q, entonces existen q ∈ Q y α < κ
tales que x = (q, α).

a) Si α ̸∈ S, entonces U1(x) ∩D = ∅.
b) Si α ∈ S, entonces |U1(x) ∩D| ≤ 1.

Por tanto, x /∈ Dd.

Consecuentemente, Dd = ∅ y, así, D es cerrado y discreto en X.
Si L es un espacio Lindelöf, entonces D tiene que ser un espacio
Lindelöf (por ser cerrado y estar contenido en L), pero entonces D
es un espacio Lindelöf, discreto y no numerable. Lo cual contradice
que L es una propiedad numerablemente discreta.

Más aún, por el Corolario 4.38, dado que X es regular, entonces
X no puede ser celular casi Lindelöf.

Ejemplo 4.44. Existe un espacio regular, DCCC que no es celular
débilmente Lindelöf.

Consideremos los espacios topológicos ω1+1 y ω1 con la topo-
logía del orden. Sea

X = (ω1 + 1)× ω1,

con la topología del producto.
Ya que ω1+1 es compacto y ω1 es numerablemente compacto,

entonces X es numerablemente compacto. Por el Lema 2.15, ya
que X × Y es regular, entonces X × Y tiene la propiedad DCCC.

Afirmamos que

U = {{(α, α)} : α es un ordinal sucesor y α < ω1}

es una familia celular tal que ningún subespacio débilmente Lin-
delöf intersecta a todos los elementos de U. Sea {(α, α)} ∈ U,
entonces existe β < ω1 tal que β + 1 = α. Así, {(α, α)} = (β, β +
2)× (β, β + 2), por tanto, U es una familia celular.

Supongamos que L es un subespacio débilmente Lindelöf de X
y sea π2 : (ω1 + 1) × ω1 −→ ω1 la proyección sobre la segunda
coordenada. Sabemos que π2 es una función continua, y ya que
la propiedad débilmente Lindelöf se preserva bajo funciones conti-
nuas, entonces π2[L] es un subespacio débilmente Lindelöf de ω1.
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Veamos que π2[L] es acotado. Consideremos {[0, α) : α < ω1},
entonces existe {[0, αn) : n < ω} tal que π2[L] ⊆

⋃
n<ω[0, αn). Ya

que ω1 es regular, entonces existe α < ω1 tal que π2[L] ⊆ [0, α) =
[0, α]. Entonces (α+ 1, α+ 1) ̸∈ L.

Ya que ω1 + 1 es un espacio Lindelöf, y por tanto, celular Lin-
delöf que no tiene la propiedad CCC. Entonces concluimos que
el siguiente diagrama se satisface, donde las flechas rojas significa
que no se da dicha implicación.

CCC L aL wL DCCC

c− CCC c-L c-aL c-wL c-DCCC

/
/ / /

/ /

/ /

/

/

Para finalizar esta sección, mencionaremos algunas propieda-
des, derivadas de la sección anterior, que cumplen los espacios ce-
lular Lindelöf, celular casi Lindelöf, celular débilmente Lindelöf y
DCCC.

Corolario 4.45. Para P ∈ {L, aL,wL,DCCC}, la imagen con-
tinua de espacios celular P, es un espacio celular P.

Corolario 4.46. Todo subespacio cerrado-abierto de un espacio
celular P vuelve a ser un espacio celular P, para

P ∈ {L, aL,wL,DCCC}.

Dado que las propiedades Lindelöf, casi Lindelöf y débilmente
Lindelöf se preservan bajo sumas numerables y son hereditarias
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos, entonces tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 4.47. Sean P es una propiedad topológica tal que P ∈
{L, aL, wL} y {Xn : n ∈ ω} una familia de espacios topológicos
disjuntos por pares. Entonces Xn ∈ [c-P] para cada n ∈ ω si y solo
si

⊕
n∈ωXn ∈ [c-P].

En [8] A. Dow y R.M. Stephenson Jr. dieron un ejemplo de
un espacio celular Lindelöf y un espacio compacto cuyo producto
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no es un espacio celular Lindelöf. Así, existen dos espacios celular
Lindelöf tales que su producto no es un espacio celular Lindelöf. De
hecho, lo anterior también ocurre en caso de que P ∈ {aL, wL}.

Ejemplo 4.48. Existen dos espacios Tychonoff celular débilmente
Lindelöf, X y Y , tales que X × Y no es un espacio celular débil-
mente Lindelöf.

Demostración: Por el Teorema de Bernstein (Teorema 3.17), existe
A ⊆ R tal que A y R \ A son conjuntos totalmente imperfectos y
|A| = |R \A| = c.

Consideremos

X = (A× {0}) ∪ (R× {1}) y Y = ((R \A)× {0}) ∪ (R× {1})

subespacios del duplicado de Alexandroff de R, AD(R).
Ya que R es un espacio T4, entonces AD(R) es un espacio T4,

por tanto, X y Y son espacios Tychonoff. Veamos que X es un
espacio Lindelöf. Es claro que

BX = {[(Ux×{0, 1})\{(x, 1)}]∩X : x ∈ A y x ∈ Ux ∈ τe}∪{{(x, 1)} : x ∈ R}

es una base para X, donde τe es la topología de R usual. Sea U
una cubierta abierta de conjuntos básicos de X, es decir, U ⊆ BX .
Entonces existen F ⊆ A y B ⊆ R tales que

U = {[(Ux×{0, 1})\{(x, 1)}]∩X : x ∈ F y x ∈ Ux ∈ τe}∪{{(x, 1)} : x ∈ B}.

Notemos que si x ∈ A, entonces (x, 0) ∈ X, por tanto, existen
x′ ∈ F , Ux′ ∈ τe y [(Ux′ × {0, 1}) \ {(x′, 1)}] ∩ X ∈ U tales que
(x, 0) ∈ [(Ux′ × {0, 1}) \ {(x′, 1)}] ∩ X. Por tanto, x ∈ Ux′ . Así,
A = {Ux : x ∈ F y [(Ux × {0, 1}) \ {(x, 1)}] ∩ X ∈ U} es una
colección de conjuntos abiertos que cubren a A. Ya que A ⊆ R y
R es segundo numerable, entonces A es segundo numerable, por
tanto, A es Lindelöf. Luego, existe una colección {Uxn : n < ω} ⊆
A tal que {xn : n < ω} ⊆ F , xn ∈ Uxn y

A ⊆
⋃
n<ω

Uxn .

Sea U =
⋃

n<ω Uxn . Entonces R \ U ⊆ R \ A. Ya que R \ U es
un subconjunto cerrado de R contenido en R \ A, un conjunto
totalmente imperfecto, entonces R\U es numerable, Corolario 3.16.
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Para cada x ∈ {xn : n < ω} ∪ (R \ U) escojamos Vx ∈ U tal que
(x, 1) ∈ Vx. Sea

U0 = {[(Uxn×{0, 1})\{(xn, 1)}]∩X : n < ω}∪{Vx : x ∈ {xn : n < ω}∪(R\U)}.

Entonces U0 ∈ [U]≤ω. Afirmamos que X ⊆
⋃
U0. Sea p ∈ X.

1. Si p = (x, 0), con x ∈ A, entonces existe n < ω tal que
x ∈ Uxn , por tanto, p ∈ [(Uxn × {0, 1}) \ {(xn, 1)})] ∩X.

2. Si p = (x, 1), con x ∈ R.

a) Si x ∈ {xn : n < ω} ∪ (R \ U), entonces p ∈ Vx.

b) Si x /∈ {xn : n < ω} ∪ (R \ U), entonces x ∈ U . Por
tanto, existe n0 < ω tal que x ∈ Uxn0

y ya que x ̸= xn0 ,
entonces p = (x, 1) ∈ [(Uxn0

×{0, 1}) \ {(xn0 , 1)})]∩X.

Análogamente, podemos demostrar que Y es un espacio Lin-
delöf.

Ya que X y Y son espacios Lindelöf, entonces X y Y son es-
pacios celular (casi) débilmente Lindelöf.

Ya que para cada p ∈ R×{1}, {p} es cerrado-abierto, entonces

D = {(p, p) : p ∈ R× {1}} ⊆ X × Y

es un subespacio abierto y discreto, no numerable. Más aún, vea-
mos que D es un subconjunto cerrado de X ×Y . Dado que BX es
una base para X, entonces

[(Ux×{0, 1})\{(x, 1)})]∩X = [(Ux∩A)×{0}]∪[(Ux×{1})\{(x, 1)}],

con x ∈ A y x ∈ Ux ∈ τe, es abierto en X. Sea (p, q) ∈ X × Y tal
que (p, q) /∈ D.

1. Supongamos que p, q ∈ R× {1}, entonces p ̸= q y {p} es un
abierto en X y {q} es un abierto en Y , por tanto, (p, q) ∈
{p} × {q} ⊆ (X × Y ) \D.

2. Supongamos que p ∈ A × {0} y q ∈ R × {1}. Entonces
p = (x, 0), con x ∈ A, y q = (y, 1) con y ∈ R.
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a) Si y = x, entonces (A× {0}) ∪ [(R× {1}) \ {(x, 1)}] es
una vecindad de p en X y {q} es una vecindad de q es
Y y

[(A× {0}) ∪ [(R× {1}) \ {(x, 1)}]× {q}] ∩D = ∅,

pues en caso contrario q ∈ (A × {0}) ∪ [(R × {1}) \
{(x, 1)}], pero esto último implica que q /∈ {(x, 1)} =
{q}, lo cual es una contradicción.

b) Si y ̸= x, entonces existe U ∈ τe tal que x ∈ Ux y y ̸∈ Ux.
Entonces p ∈ [(Ux ∩A)× {0}] ∪ [(Ux × {1}) \ {(x, 1)}],
{q} es una vecindad de q en Y y

[[(Ux∩A)×{0}]∪ [(Ux×{1})\{(x, 1)}]×{q}]∩D = ∅,

pues en caso contrario, q ∈ (Ux×{1})\{(x, 1)}, es decir,
y ∈ Ux; lo cual es una contradicción.

3. Supongamos que p ∈ A× {0} y q ∈ (R \A)× {0}. Entonces
p = (x, 0), con x ∈ A, y q = (y, 0), con y ∈ R\A. Así, x ̸= y.
Sean Ux, Vy ∈ τe tales que x ∈ Ux, y,∈ Vy y Ux ∩ Vy = ∅.
Entonces

W1 = [(Ux ∩A)× {0}] ∪ [(Ux × {1}) \ {(x, 1)}]

es una vecindad de p en X y

W2 = [(Vy ∩ (R \A))× {0}] ∪ [(Vy × {1}) \ {(y, 1)}]

es una vecindad de q en Y . Además, si r ∈ (W1 ×W2) ∩D,
entonces r = (t, t), con t ∈ R× {1} y t ∈W1,W2, por tanto,
existe z ∈ R tal que t = (z, 1) y z ∈ Ux∩Vy, lo cual contradice
que Ux ∩ Vy = ∅.

Por tanto, D ⊆ X × Y es cerrado-abierto, discreto y no nume-
rable, entonces X × Y no puede ser un espacio celular débilmente
Lindelöf.

Finalmente, como un corolario de la Proposición 4.31 tenemos
lo siguiente.

Corolario 4.49. ( [26], Teorema 3.9 para P = L) Si P ∈ {L, aL, wL},
X ∈ [c-P] y Y es un espacio separable, entonces X × Y ∈ [c-P].
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4.3. Cardinalidad de los espacios celular P

Teorema 4.50. Sea X un espacio topológico normal, DCCC, con
Hψ(X) = ω y con una g-función simétrica g que satisface que para
cada x ∈ X, {x} =

⋂
{g(n, x) : n ∈ ω}, entonces |X| ≤ c.

Demostración: Supongamos que |X| > c. Ya que Hψ(X) = ω,
entonces para cada x ∈ X sea Bx = {Vn,x : n ∈ ω}, tal que si
x, y ∈ X y x ̸= y, entonces existen n,m < ω tales que Vn,x∩Vm,y =
∅.

Para cada n,m, k < ω definamos

Pn,m,k = {{x, y} ∈ [X]2 : [(Vn,x∩Vm,y) = ∅ o (Vm,x∩Vn,y) = ∅] y y /∈ g(k, x)}.

Afirmamos que [X]2 =
⋃

n,m,k<ω Pn,m,k. Sea {x, y} ∈ [X]2, ya
que x ̸= y, entonces existen n0,m0 < ω tales que Vn0,x∩Vm0,y = ∅.
Por otro lado, ya que

⋂
{g(n, x) : n ∈ ω} = {x}, entonces existe

k0 < ω tal que y ̸∈ g(k0, x). Así, {x, y} ∈ Pn0,m0,k0 .
Luego, por el Lema de Erdös, Rado, existen n0,m0, k0 < ω y

S ⊆ X infinito no numerable tal que [S]2 ⊆ Pn0,m0,k0 . Afirmamos
que S es un subconjunto cerrado y discreto en X. Si x ∈ Sd,
entonces existe y ∈ g(k0, x) ∩ S \ {x}. Dado que g es una g-
función simétrica, entonces x ∈ g(k0, y). Ya que X es T1, entonces
g(k0, y) ∩ S es una cantidad infinita de puntos, por tanto, existe
z ∈ g(k0, y)∩S \ {x, y}. Entonces y, z ∈ S, z ̸= y y z ∈ g(k0, y), lo
cual contradice que [S]2 ⊆ Pn0,m0,k0 . Por tanto, Sd = ∅.

Para cada x ∈ S, sea Ux = Vn0,x ∩ Vm0,x y U = {Ux : x ∈
S}. Notemos que U es una familia celular en X. Sean x, y ∈ S
diferentes, supongamos que Vn0,x ∩ Vm0,y = ∅, entonces Ux ∩Uy ⊆
Vn0,x ∩ Vm0,y = ∅.

Por la normalidad de X, existe W abierto tal que S ⊆ W ⊆
W ⊆

⋃
U. Afirmamos que {Ux∩W : x ∈ S} es una familia discreta

en X. Sea x ∈ X. Si x ∈
⋃
U, entonces existe y ∈ S tal que x ∈ Uy.

Ya que U es una familia celular, entonces U = Uy es una vecindad
de x tal que |{Uz ∈ U : Uz ∩ U ̸= ∅}| = 1. Supongamos que
x /∈

⋃
U, entonces x /∈ W , por tanto, x ∈ U = X \W . Ya que

Ux ∩W ⊆ W , entonces ∅ = (Ux ∩W ) ∩X \W = (Ux ∩W ) ∩ U .
Por tanto, |{Uz ∈ U : Uz ∩ U ̸= ∅}| = 0.

Ya que X tiene la DCCC, entonces dicha familia es numerable.
Por tanto, existen x, y ∈ S, diferentes, tales que Ux = Uy, es
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decir, Vn0,x ∩ Vm0,y ̸= ∅ y Vm0,x ∩ Vn0,y ̸= ∅, lo que contradice que
[S]2 ⊆ Pn0,m0,k0 .

Corolario 4.51. ( [26], Teorema 5.2) Sea X un espacio topológi-
co normal con Hψ(X) = ω y con una g-función simétrica g que
satisface que para cada x ∈ X {x} =

⋂
{g(n, x) : n ∈ ω}. Si

X ∈ [P] y [P] ⊆ [DCCC], entonces |X| ≤ c. En particular, si
X ∈ {L,aL,wL,c-L,c-aL,c-wL,c-DCCC}, entonces |X| ≤ c.



Conclusiones

En la Proposición 4.15 establecimos que si P implica topológi-
camente una propiedad Q, entonces la propiedad celular P implica
topológicamente la propiedad celular Q. Lo anterior, en conjunto
con los ejemplos de la sección 4.2 evidencia que las clases de es-
pacios topológicos Lindelöf, casi Lindelöf, débilmente Lindelöf y
DCCC, son distintas entre sí. Además, para estas mismas propie-
dades logramos encontrar una cota superior para espacios celular
P que cumplen algunas condiciones adicionales (Teorema 4.50), el
cual generaliza el Teorema 5.2 de [26].

A pesar de que en la tesis obtuvimos algunos resultados intere-
santes, el trabajo no ha sido exhaustivo. A continuación presenta-
mos algunas preguntas importantes que no pudimos responder o
que surgieron durante el desarrollo del presente trabajo.

¿Bajo que condiciones un espacio con la propiedad celular P

tiene la propiedad P?
Respecto a la pregunta previa, Xuan y Song mostraron, en

[26], que si un espacio X es monótonamente normal y primero
numerable o si X es un espacio de orden generalizado y primero
numerable, entoncesX es Lindelöf si y solo siX es celular Lindelöf.
Por tanto, una pregunta natural es si dicha proposición se sigue
cumpliendo cuando intercambiamos la propiedad de Lindelöf por
la propiedad casi Lindelöf, débilmente Lindelöf o DCCC.

Otras preguntas interesantes que quedaron sin responder son
las siguientes.

1. ¿Cuáles otras propiedades satisfacen que [P] = [c-P]?

2. ¿Para qué propiedades P, si X es un espacio celular P, en-
tonces existe un subespacio denso de X que tiene la propie-
dad P?
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3. Si X es un espacio compacto, entonces su duplicado de Ale-
xandroff, AD(X), es un espacio compacto; además, existe
un espacio topológico celular Lindelöf que su duplicado de
Alexandroff no es celular Lindelöf. Por tanto, otra pregunta
interesante es ¿si X es un espacio celular compacto, entonces
AD(X) es un espacio celular compacto?

Pese al hecho de que el estudio realizado dejo varias cuestiones
sin resolver, esperamos que la presente investigación constituya una
primera aproximación al estudio de la clase de espacios topológicos
celular P. En este orden de ideas, resulta pertinente manifestar el
deseo de que este estudio se erija como un punto de partida para
aquellos interesados en la exploración de dichos espacios.
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