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Introduccion

En el 2017, A. Bella y S. Spadaro introdujeron el concepto
de espacios celular Lindelof, [5]. El objetivo de estos espacios era
generalizar a los espacios casi discretamente Lindel6f E] Un espacio
topologico X se dice que es celular Lindelof si para cada familia
celular % de X, existe un subespacio Lindelof, de X, que intersecta
a todos los elementos de la familia %.

La nocién de espacio celular Lindeldf suscité interés en varios
autores, quienes obtuvieron resultados relevantes sobre dichos es-
pacios. Por ejemplo, en el mismo articulo [5], Bella y Spadaro es-
tablecen cotas superiores para espacios celular Lindelof, los cuales
satisfacen algunas condiciones adicionales. Ademés, mostraron la
existencia de espacios débilmente Lindel6f que no son celular Lin-
delof. Posteriormente, en [26] y [27], Xuan y Song estudiaron a la
clase de espacios celular Lindelof, obteniendo diversas propieda-
des para los espacios celular Lindelof; ademas formularon algunas
caracterizaciones de dichos espacios y establecieron cotas superio-
res para espacios celular Lindelof que verifican algunas condiciones
adicionales.

La naturaleza de la definicién de los espacios celular Lindel6f
permite, de manera natural, establecer de manera genérica dicha
nocioén; a saber, supongamos que & es una propiedad topologica,
entonces podemos introducir a la clase de los espacios celular &
(vea Definicion [4.1)). En [23], por ejemplo, Tkachuk y Wilson in-
trodujeron el concepto de espacio celular compacto; propusieron
una serie de propiedades y caracteristicas, y establecieron ciertas
cotas superiores para esta nueva clase de espacios topologicos. En
el articulo [1], Alas, Junqueira, Passos y Wilson proponen formal-

! Almost discretely Lindeldf, en inglés
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mente el concepto de espacio celular P, donde & es una propiedad
topolégica dada. No obstante, el enfoque principal de su estudio se
centro6 en la propiedades de compacidad, compacidad numerable y
compacidad secuencial.

El estudio de las propiedades de estos espacios tipo “celular
Lindel6f”, ha revelado la existencia de resultados que comparten
caracteristicas en comin. Este hallazgo sugiere la presencia de ca-
racteristicas comunes que pueden ser objeto de un anélisis més
exhaustivo.

El propésito de la presente tesis se fundamenta en dos objetivos
primordiales. En primera instancia, se pretende realizar un anali-
sis genérico de los espacios celular &, considerando que & es una
propiedad topologica arbitraria. Estudiaremos el comportamiento
de estos espacios con respecto de las operaciones topologicas usua-
les; asi como la preservaciéon bajo funciones continuas, por citar
algunos.

Nuestro segundo objetivo, es realizar un estudio acerca del com-
portamiento de las clases de espacios que se generan al considerar
la nocién celular & para cuando & es una propiedad de tipo Lin-
delof tales como la propiedad casi Lindeldf y débilmente Lindelof
(ademas de las propiedades CCC Y DCCC). Entre otras cosas,
analizaremos las relaciones que existen entre estas clases de espa-
cios y las que se generan a través de la propiedad celular 9. Por
ejemplo, para el caso de los espacios celular casi Lindel6f, una cues-
tidén natural es: ;las clases casi Lindelof y celular casi Lindel6f son
distintas o guardan alguna relacién? Por supuesto que la misma
pregunta se puede analizar con cada propiedad topolégica dada.
También resulta natural preguntarse la relacién que guardan las
propiedades celular &, para cuando & es una propiedad tipo Lin-
delof, con las clases Lindelof y celular Lindelof. Nuevamente, y con
la finalidad de ejemplificar lo dicho, una pregunta natural es: ;qué
relacion guarda la clase celular casi Lindel6f con las clases Linde-
16f y celular Lindelof?. Finalmente, otras interrogantes, digamos
inmediatas son las referentes a la cardinalidad. Por establecer una
pregunta: ;Las cotas superiores para la clase de espacios celular
Lindeldf (bajo ciertas condiciones adicionales) que se conocen en
la actualidad se verifican para la clase de los espacios celular casi
Lindel6f?
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Como es usual, en el Capitulo 1 de la presente tesis, se esta-
blecerén las nociones bésicas de Teoria de Conjuntos y Topologia
que seran de utilidad en el desarrollo subsiguiente de la tesis. Da-
do que la mayoria de los tépicos abordados en el presente capitulo
son objeto de estudio en un primer curso de Topologia y Teoria de
Conjuntos, no se llevaran a cabo las pruebas correspondientes. Sin
embargo, el lector interesado en un estudio mas profundo sobre al-
guno de estos temas, podria consultar las referencias [11], [12], [17]
y [9] mismas en las que hemos basado este resumen de definiciones
y notaciones. Particularmente, en este primer capitulo, expondre-
mos algunos resultados relacionados con la nocion de filtro. Dado
que estos resultados no son cominmente estudiados, damos algu-
nas demostraciones y para aquellos interesados en un estudio més
profundo sobre el tema de filtro pueden consultar, ademés de las
referencias antes mencionadas, [14] y [3].

Con la finalidad de hacer, en la medida de lo posible, un traba-
jo autocontenido en el Capitulo 2 se abordaré a detalle algunas de
las propiedades inherentes a los espacios Lindeldf, casi Lindelof y
débilmente Lindeldf, ademéas de algunas caracteristicas asociadas
a los espacios que poseen las propiedades CCC o DCCC. Adicio-
nalmente, se abordard brevemente el tema de los espacios estrella
Lindel6f y Lindelof n-estrella.

Como se mencioné anteriormente y, como uno de los objetivos
del presente trabajo de tesis, en el Capitulo 3, establecemos los
resultados obtenidos de investigar las relaciones entre los espacios
celular Lindelof, celular casi Lindeldf, celular débilmente Linde-
16f y celular DC'CC. En el presente capitulo, exponemos diversos
ejemplos de espacios topologicos y sus propiedades mas relevantes.
Ademas, presentaremos algunos métodos tipicos para la construc-
cion de nuevos espacios topologicos, los cuales seran empleados
posteriormente para el analisis de dichas clases de espacios.

El dltimo capitulo, el cual se encuentra dividido en tres seccio-
nes, contiene la informacién referente a los objetivos del presente
trabajo de tesis, mismos que hemos senalado parrafos arriba. La
primera secciéon contiene resultados (genéricos) sobre la clase de los
espacios celular &, para una propiedad topologica dada . En la
segunda seccion, centramos nuestra atencion a las clases generadas
por aplicar la nocién celular &, para cuando & es una propiedad
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de tipo Lindelof. La ultima seccién establece cotas superiores para
la cardinalidad de espacios celular & (donde & es una propiedad
tipo Lindel6f) que verifican alguna propiedad adicional.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion daremos algunas notaciones y conceptos bésicos
que estaremos usando a lo largo de la tesis.

1.1. Teoria de conjuntos

La existencia de obras excelentes en las que se expone la teoria
de conjuntos (por ejemplo [11], [12] o |17]), nos brinda la oportu-
nidad de exponer a manera de resumen, los conceptos y resultados
que nos seran de utilidad durante el desarrollo de la tesis. Asi,
usaremos las mismas notaciones que en [11]. Por ejemplo, dado un
conjunto X, P(X) denotaré el conjunto potencia de X y | X| deno-
taré la cardinalidad del conjunto X. Denotaremos por w al primer
cardinal infinito, w; seré el primer cardinal infinito no numerable,
etc. Usaremos las letras a, 8,7 ... para denotar los nimeros ordi-
nales, mientras que k, A, 0 ... denotaran a los nimeros cardinales.
Ademss, si k es un nimero cardinal, entonces kT denota al menor
numero cardinal mas grande que k.

Sif: X — Y esuna funcion y A C X, entonces fj4 denotara
la restriccion de f en A, es decir, f = foiys, dondeiyg: A — X
tal que i(x) = x.

Dado un conjunto X, para un ordinal « definimos

X*={f:a— X|f es una funcion},
X<*={f:B8— X|f es una funcion y 8 < a}.

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Y si k es un nimero cardinal, entonces

(X]"={AC X :|A] =~}

[X]<F = {AC X :|A| < k).

Note que [X]=F = [X]<F".

Como se menciond en la introduccién, uno de los objetivos
de la tesis es estudiar ciertos tipos de espacios topologicos. Entre
los espacios topoldgicos que estaremos estudiando se encuentran
la compactacion de Stone-Cech, 8X, y la extension de Katétov,
k(X). Al igual que casi todos los espacios que trabajaremos en la
tesis, dichos espacios no son comtiinmente estudiados en un primer
curso de topologia. Por tal motivo, estudiaremos estos espacios con
detalle. Dado que la compactacion de Stone-Cech y la extension
de Katétov usan nociones de ultrafiltros y ya que hablaremos de
ultrafiltros y ultrafiltros abiertos, entonces haremos un pequeiio
estudio general de estos tipos de filtro. Estudiaremos los F-filtros,
con FFC X y (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Ya que
este estudio no es muy comun, entonces daremos las demostracio-
nes necesarias.

Recordemos que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado
si < es una relaciéon reflexiva, simétrica y transitiva. Si L C X,
definamos <;p=< N(L x L). Entonces (L,<;1) es un conjunto
parcialmente ordenado.

Definiciéon 1.1. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado
y L CX.

1. Decimos que X es un reticulo si para cualesquiera x,y € X,
sup{z,y} y inf{x,y} existen, en X.

2. Decimos que L es un subreticulo de X si (L,<;1) es un re-
ticulo y infr{z,y} = infx{z,y} ysup {z,y} =supx{z,y}.

Ejemplo 1.2. Sea X wun conjunto, entonces (P(X),C) es un
reticulo y si Y C X, entonces (P(Y),C) es un subreticulo de
(2(X), 9).

Para un estudio méas amplio acerca del tema de los filtros re-
mitimos al lector a los trabajos [12], [14], [9].
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Definicion 1.3. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado
y F C X. Decimos que F es un filtro en X si cumple:

1. F#£0yF#X.
2. Six,y € F, entonces existe z € F tal que z < x y z < y.
3 SizeF,ye X yx <y, entoncesy € F.

Si X es un reticulo, entonces podemos reemplazar 2 por: Si
x,y € F, entonces inf{z,y} € F.

Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto no vacio.
1. La familia & = {X} es un filtro en (P(X), Q).

2. Si X es infinito, entonces el conjunto {A C X : | X\ A| < w}
es un filtro en (P(X), Q). Al filtro anterior le llamamos el
filtro de Fréchet.

3. Sea o una coleccion no vacia de filtros en (P(X),C). En-
tonces (& es un filtro sobre (P(X), Q).

4. SiE # 0 es una C-cadena de filtros en (P(X), <), entonces
U€ es un filtro en (P(X),C).

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y A C X,
entonces definimos

A1={xr € X :existe a € A tal que a < z}

A |l={z € X : existe a € A tal que z < a}.

Definicion 1.5. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y
B C X. Decimos que B es una base de filtro en X si:

1. B# 0 y existe a € X tal que para cada b € B, b £ a.

2. Six,y € B, entonces existe z € B tal que z < x y z <y.

Ejemplo 1.6. Sea () # A C X, entonces B = {A} es una base de
filtro en (P(X),C). Por tanto, F(A) ={BC X : AC B} es el
filtro generado por {A}. Mas ain, F(A) es el menor filtro sobre
P(X) que contiene a A.
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Es claro que si B es una base de filtro en X, entonces B T es
un filtro en X. A tal B 1 le llamaremos el filtro generado por B y
lo denotaremos por F/(B). Si F es un filtroen X y ) # B C F tal
que B 1= F, entonces decimos que B es una base para el filtro F'.
Notemos que si B es una base para el filtro F', entonces B es una
base de filtro en X y F(B) = F. Si G es un filtro en X, entonces
G una base de filtro en X y F(G) = G.

Definicion 1.7. Sean X un conjunto parcialmente ordenado vy
U C X. Decimos que U es un ultrafiltro en X si U es un filtro
en X ysi FF C X es un filtro en X tal que U C F, entonces
U=F.

Ejemplo 1.8. 1. {X} es un ultrafiltro en P(X) si y solo si
| X|=1.

2. Para cualquier x € X, F(z) = {A C X : z € A} es un
ultrafiltro sobre (P(X), ). Sabemos que F(x) es un filtro.
Veamos que F (x) es un ultrafiltro. Sea F un filtro en P(X)
tal que F(x) C F. Supongamos que A € F tal quex & A. Ya
que {x} € F(x), entonces {z} € F. Asi, D ={z}NA e ZF.
Por tanto, x € A. Concluimos que F (x) = F.

3. Sea ) # A C X, entonces F(A) es un ultrafiltro si y so-
lo si |Al = 1. Por el inciso anterior, si |A| = 1, enton-
ces F(A) es un ultrafiltro. Supongamos que F(A) es un ul-
trafiltro y que |A| > 1. Sean a,b € A diferentes, entonces
F(A) C F(a),F(b). Dado que F(A) es un ultrafiltro, enton-
ces F(a) = F(A) = F(b), entonces a = b, lo cual contradice
la eleccion de a y b.

Definicién 1.9. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado,
LCX yF CL. Entonces

1. F es una L-base de filtro si F' es una base de filtro en L.
2. F es un L-filtro si F' es un filtro en L.
3. F es un L-ultrafiltro st F' es un ultrafiltro en L.

Ejemplo 1.10. Sean X un conjunto no vacio y & un subreticulo
de (P(X),C) tal que 0 € &L. Entonces F es un L-filtro si y solo
st F cumple:
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1L O0A£F y0¢F
2. Si I, Fy € F entonces 1 N Fy € F
3 SiFeF EFEeZ yF CE, entonces F € F.

Definiciéon 1.11. Sean (X, <) un conjunto parcialmente ordenado
yx € X. Al filtro generado por {x}, F(x), le llamaremos el filtro
principal en X generado por x. Un filtro F' es llamado principal si
F = F(x), para algin x € X. A los filtros que no son principales
los llamaremos filtros libres.

En caso de que estemos considerando el conjunto parcialmente
ordenado ((X), C), entonces tnicamente llamaremos filtro prin-
cipal al filtro generado por el conjunto {z}, para algin = € X.

Ejemplo 1.12. 1. Sean X un conjunto finito y F un filtro en
P(X). Ya que X es finito, entonces F es finito, ast, (| F €
F . No es dificil ver que F = F((F). Concluimos que todos
los ultrafiltros en P(X) son principales.

2. 51 X es un conjunto infinito, entonces el filtro de Fréchet no
es un filtro generado por un subconjunto de X. Supongamos
que {A C X : | X\ Al <w}=Fp, conl # B C X. Sea
a € B, entonces X \ {a} € {A C X : | X\ 4] <w} =
Fp. Por tanto, B C X \ {a}. Luego, a € X \ B, lo cual es
una contradiccion. Notemos que en general, ningun filtro en
P(X) que contenga al filtro de Fréchet, es un filtro principal.

Definicién 1.13. Sea o un nimero ordinal limite. La cofinalidad
de «, denotada por cfla), es el minimo nimero ordinal 0 tal que
existe (o )e<q, sucesion creciente de ordinales menores a o de lon-
gitud 0, tal que o es el limite de dicha sucesion.

Definicion 1.14. Sea x un cardinal infinito. Decimos que K es un
cardinal regular si cumple que cf(k) = k.

Por ejemplo, w es un cardinal regular y para cualquier n < w,
wy, es un cardinal regular, pero w, no es un cardinal regular. En
general, para cualquier cardinal x, kT es un cardinal regular.
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Definicion 1.15. Sea & una familia no vacia de conjuntos. Dire-
mos que A es un A-sistema si existe un conjunto R tal que para
cualesquiera A, B € &f, distintos, se cumple que AN B = R. Al
conjunto R le llamaremos la raiz o nicleo del A-sistema

El siguiente resultado es uno de los més importantes en teoria
de conjuntos, el cual es conocido como el Lema del A-sistema. La
demostraciéon de este resultado se puede consultar, por ejemplo,
en [17].

Lema 1.16. (El lema del A-sistema) Sean k un cardinal infinito
y 0 un cardinal regular tal que kK < 8 y para cada oo < 0 se cumple
que |a<F| < 0. Si F es una familia de conjuntos que cumple

1. |F| >0,
2. para cada x € F, || < K,
entonces existe € € [F|? tal que € forma un A-sistema.

Otro resultado combinatorio importante en teoria de conjuntos
es el Teorema de Erdos, Rado. La demostracion de este Teorema
la podemos encontrar en [15]

Teorema 1.17. (Teorema de Erdés, Rado) Sean k un cardinal
infinito, X un conjunto tal que | X| > 2% y supongamos que

(X)*= | Pa

a<k

Entonces existen a« < k y A C X con |A| > k, tales que
[A]?> C P,.

Definicion 1.18. Sea & una propiedad relativa a los subconjuntos
de un conjunto X. Decimos que P es una propiedad de cardcter
finito st

1. O tiene la propiedad P;

2. Para cualquier A C X se cumple que: A tiene la propiedad
P si y solo si para todo B € [A]<¥, B tienen la propiedad
P.
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Teorema 1.19. (El Lema de Teichmiiller-Tukey) Sean X un con-
Junto y P una propiedad relativa a los subconjuntos de X de ca-
racter finito. Si A C X es tal que A tiene la propiedad P, entonces
eriste B C X tal que A C B, B tiene la propiedad P y B es C-
mazimal en la familia de todos los subconjuntos de X que tienen
la propiedad P.

El Lema de Teichmiiller-Tukey es equivalente al axioma de elec-
cion. La demostracion de esta afirmacion, puede consultarse en [9].

Definicion 1.20. Sea & una familia no vacia de conjuntos no
vacios. Decimos que & tiene la propiedad de la interseccion finita

(PIF) si para cada ) # B € [d]|<¥ se cumple que (B # 0.

Ejemplo 1.21. 1. Sea X un conjunto. Entonces la propiedad
P:d =000 #d C PX)ydd tiene la PIF, es una
propiedad relativa a los subconjuntos de P(X) de cardcter
finito. Sea o C P(X).

a) Si o tiene la propiedad PP y B € [H)<¥. Si B = 0,
entonces R tiene la propiedad P. Supongamos que () #
€ € [B|=Y, entones ) # € € [A]|=¥, por tanto, (€ #
(0. Asi, B tiene la propiedad P.

b) Supongamos que para cada B € [A]<Y, B tiene B tiene
la propiedad P. Si o = (), entonces o tiene la propiedad
P. Supongamos que ) # € € [H]|<¥, entonces € tiene
la propiedad P, en particular, (€ # 0.

2. St F es un filtro en &, un subreticulo de P(X), tal que
0 € &, entonces F tiene la PIF.

El siguiente resultado nos dice que cualquier familia de subcon-
juntos con la PIF esta contenida en un filtro en 2(X).

Lema 1.22. Sean & un subreticulo de P(X) tal que ) € £. Toda
familia ) # &€ C £ con la PIF esta contenida en un &-filtro. Mds
ain, st B es la coleccion de todas las intersecciones finitas de X,
entonces B es una L-base de filtro y el L-filtro generado por B
es el C-menor filtro que contiene a €.

Sin embargo, el lema anterior puede ser “mejorado”.
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Teorema 1.23. Sea & un subreticulo de (P(X),C) tal que) € Z.
Toda familia ) + & C £ con la PIF estd contenida en un Z-
ultrafiltro.

Demostracion: Supongamos que & # () tiene la PIF. Sea & como
en el ejemplo anterior. Entonces & tiene la propiedad P y & es
una propiedad de caracter finito. Asi, por el Lema de Teichmiiller-
Tukey, existe %8 C £ tal que & C B, X tiene la propiedad &P y
A es maximal en la familia de todos los subconjuntos de & que
tienen la propiedad £. Ya que () # & C B, entonces % tiene la
PIF. Afirmamos que % es un Z-filtro.

1. B#0y0 ¢ B

2. Sean Fy, Fy € &B. Ya que % tiene la PIF, entonces F1 N Fy #
(). Definamos € = BU{F1NFy}. Entonces € C Z. Ademas,
sea ) # o € [€]< y definamos o' = o N AB.

a) Sigl' =, entonces o = {F1NFy}, asi, (A = FiNFy #
0.

b) Supongamos que &' # (. Si " = o' U{Fy, Fp}, en-
tonces o' C A" y O # A" € [B]<Y. Ya que A tiene la
PIF, entonces 0 # N = NI N(FL1NF) CNA.

Asi, € es un subconjunto de & que tiene la propiedad %. Ya
que & es maximal, entonces B = €, es decir, F1 N Fr € %.

3. Sean F1 € By Fy € & tal que Fy C F;,. Consideremos
€ = RBU{Fy}. Sea ) # o € [€]<“.

a) Si o C A, entonces (A # 0, pues & tiene la PIF.

b) Supongamos que o = ' U{Fy}, con o' C B. Si o' =
(), entonces (& = F» # (). Supongamos que &’ # (),
entonces ) # (' U{F1}) =N ' NFL CNI' NF, =
N, pues O # (' U{F1}) € [B]<“.

Asi, € tiene la propiedad . Dado que % es maximal con-
cluimos que F> € € = A.

Por tanto, % es un Z-filtro. Veamos ahora que es un Z-ultrafiltro.
Sea F un Z-filtro tal que B C F. Ya que F tiene la PIF, entonces
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F tiene la propiedad P y F C Z. Por la maximalidad de %,
concluimos que & = F. ]

Corolario 1.24. Sean & un subreticulo de (P#(X),C) tal que ) €
Z y0#E€ CZ. Entonces existe un ZL-filtro que contiene a & si
y solo st & tiene la PIF.

Los ultrafiltros principales en 2(X) siempre existen y son faci-
les de trabajar, pues los conocemos explicitamente. Por otro lado,
usando el Axioma de Eleccién, podemos demostrar que el filtro de
Fréchet, en general, no es un ultrafiltro. Més atun, el Axioma de
Eleccién nos permite construir ultrafiltros no principales.

Ejemplo 1.25. 1. En general no es cierto que si X es infinito,
entonces {A C X : | X \ Al < w} es un ultrafiltro. Pues
si X = N, entonces 2N ¢ {A C N : [N\ A| < w}, donde
IN={2n:necw}. Sea¥ ={AC X :|X\ A <w}U{2N}.
Sea A C X con complemento finito. S1 AN2N = (), entonces
2N C X \ A, lo cual es una contradiccion. Por tanto, 2N N
A £ (). Asi, € tiene la PIF. Sea & un filtro sobre (X)) que
contenga a &. Entonces {A C X : | X\ Al <w} C F.

2. Por el teorema anterior, para X un conjunto infinito existe
U ultrafiltro en P(X) tal que {AC X 1 | X\ Al <w} C%.
Note que U no es un filtro principal en P(X).

Usando el teorema anterior obtenemos algunas equivalencias
de los Z-ultrafiltros.

Proposicion 1.26. Sean X un conjunto, & un subreticulo de
(P(X),Q) tal que ) € &L y U un L-filtro. Entonces son equi-
valentes:

1. U es un Z-ultrafiliro.
2. U es C-mazimal en {&€ C &£ : € tiene la PIF}.

3. 81 Ae P tal que ANU # 0 para cada U € U, entonces
AcU.

Ademds, si U es un ZL-ultrafiltro, entonces se cumplen:

a. Sid € (L)Y tal que | JA € U, entonces o NU # (.
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b. St A C X tal que A, X \ A € &, entonces se cumple que
AceU 6 X\Ac¥.

Mads ain, si & satisface que: para cada A C X, si A € £, entonces
X\ A € Z. Entonces cada una de las condiciones anteriores, supo-
niendo que % es filtro, es equivalente a que % es un ZL-ultrafiltro.

Demostracion:

1. Supongamos que % es Z-ultrafiltro. Entonces # C L y %
tiene la PIF. Sea & C & tal que %4 C F y & tiene la PIF.
Entonces existe & un Z-filtro tal que # C &. Ya que % es
un ultrafiltro, entonces & =€ O %.

2. Supongamos que A € & tal que para cada U € % se cumple
que ANU # 0. Sea € = % U {A}, entonces € C Z. Sea
0+ RB e [€]<v.

a) Supongamos que B C %, entonces (| B # ), pues % es
un Z-filtro.

b) Supongamos que B = B'U{A},con B C U.Si B =0,
entonces (1B = A # 0. Si B’ # 0, entonces (B’ € U,
pues % es Z-filtro. Por tanto, (% =% N A #0.

Entonces € C £ con la PIF. Por el inciso anterior, = 6.
Concluimos que A € %.

3. Sea F un Z-filtro tal que  C F. Sea A € F. Ya que
U CF y F es un ZL-filtro, entonces para cada U € %, se
cumple que U N A # (), por tanto, A € %.

Supongamos que % es un Z-ultrafiltro.

a. Supongamos que o € [ZL]<¥ tal que U € ¥ y 4 N
% = (). Supongamos, sin pérdida de generalidad que &/ =
{Ay,..., A} Seai € {1,...,n}, entonces A; ¢ %, por tan-
to, existe U; € % tal que A, NU; = 0. Sea U = N, U;,
entonces U € % y

n

UdﬂU: LT_LJ(AZ‘QU)Q U(AZ‘QUZ‘)ZQ).
i=1

i=1

Lo cual contradice que |J o € %.
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b. Supongamos que A C X tal que A, X \ A € &. Entonces
X =AU (X \ A) € Z. Ya que % es un Z-filtro, entonces
X e% Asi, o ={A, X\A} € [L]¥talque I = X € .
Por tanto,  NU% # 0. Asi, Ac % 6 X\Ae¥.

Supongamos que se cumple que si A € £, entonces X \ A € Z.
Por como demostramos los incisos a y b, solo hace falta demostrar
que b implica que % es un Z-ultrafiltro.

Supongamos que Z es un filtro que satisface la condiciéon b y
sea F un ZL-filtro tal que 4 C F. Sea A € F C &£, entonces
X\AeZ Yaque A, X\ A€ Ly U satisface b, entonces A € %
6 X\A€U Perosi X\ A€ ¥%C F, entonces A, X\ AecF,lo
cual es una contradicciéon. Por tanto, A € %. Asi, % = F. O

Notemos que el inciso 4 de la proposicién anterior es equivalente
a: % es un filtro sobre X tal que para cualesquiera A, B C X, si
AUB €%, entonces Ac % oBe.

Recordemos que %, un filtro en P(X), es principal si % =
F({z}), para algin € X. En caso de que % sea un ultrafiltro,
entonces diremos que % es un ultrafiltro principal. El siguiente re-
sultado nos da algunas equivalencias de los ultrafiltros principales.

Proposicion 1.27. Sean X un conjunto y % wun ultrafiliro en
(P(X), Q). Son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro principal.
2. Existe F € [ X]<¥ tal que F € U.
3 {ACX | X\Al<w}Z%.

4. N%u #0.

5. Eziste v € X tal que (U = {z}.

Asi, % es un ultrafiltro libre si y solo si (% = 0.

1.2. Topologia

Esta seccion esta desarrollada con el objetivo de exponer algu-
nos conceptos y resultados importantes de topologia general, que
usaremos durante el desarrollo de la tesis. Sin embargo, ya que
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nuestro objetivo es estudiar cierta clase de espacios topologicos,
entonces esta seccion esté escrita a manera de resumen; por tanto,
no entraremos a detalle sobre las definiciones o resultados que ex-
pongamos. Ademas, supondremos que el lector ya conoce ciertas
nociones bésicas de topologia, como lo son espacios topologicos,
funciones continuas, bases, cubiertas, etc. Aquellos lectores que
deseen conocer mas sobre estas nociones o sobre los resultados de
esta seccién pueden consultar, por ejemplo, [9] o [15].

Usaremos el simbolo 7x (o 7) para denotar una topologia para
el conjunto X. Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces
clx (A) denotaré la clausura del conjunto A en el espacio X; en caso
de que no haya riesgo de confusion, escribiremos simplemente cl(A)
o A. Denotaremos por A¢ al derivado de A, es decir, al conjunto
de puntos de acumulacién del conjunto A.

Dado un conjunto X podemos generar una topologia para X
de diferentes formas, dos de los métodos mas usuales para gene-
rar topologias son: (1) describiendo una base para la topologia; o
(2) describiendo un sistema de vecindades para la topologia. El
siguiente resultado da condiciones para poder generar topologias
mediante estos dos métodos.

Proposiciéon 1.28. Sea X un conjunto.
1. Sea B C P(X) tal que cumple

(B1) Para cada Uy, Uy € B y cada x € Uy NUs, existe U € B
tal que x € U C U; N Us.

(B2) UB = X.
Sea
T = {0 C X : existe f C RB tal queO:Ud}.

Entonces T es una topologia para X tal que &B es una base
para el espacio topologico (X, Tg).

2. Para cada v € X sea B(x) C P(X) tales que {B(x)}rex

satisface:

(BP1) Para cada x € X se cumple que B(x) £ 0 y si U €
B(x), entonces x € U.
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(BP2) Six € U € B(y), entonces existe V. € FB(x) tal que
VCU.

(BP3) Para cualesquiera Uy, Uy € B(x), existe U € B(x) tal
que U C Uy NUs.

Sea

T(@(z)} = 10 C X : eviste o C U % (x) tal que O = Ug{}
zeX

Entonces T{%B(z) es una topologia para X tal que

}wEX
{B()}rex
es un sistema de vecindades para (X, T{g()},cx)-

Definicion 1.29. Un espacio topoldgico X es de dimension cero
si tiene una base formada por conjuntos cerrado-abiertos.

Recordemos que dos espacios topolégicos X y Y son homeo-
morfos, lo cual denotaremos por X =2 Y, si existe f : X — Y
funcion tal que f es biyectiva, continua y f~! es continua.

Definicion 1.30. Diremos que una propiedad de espacios topold-
gicos P es una propiedad topologica si P es invariante bajo ho-
meomorfismos, esto es, para cualquier espacio topoldgico X si X
tiene la propiedad P, entonces todo espacio topoldgico homeomorfo
a X tiene la propiedad P.

Dada & una propiedad topologica, para nosotros, serd lo mismo
decir que X tiene la propiedad & o que X es un espacio &P; y
denotaremos este hecho como sigue

X € [Z].

Definicion 1.31. Sea P una propiedad topoldgica. Diremos que P
se preserva bajo continuidad si para cualesquiera X y 'Y espacios
topoldgicos y f : X — Y una funcion continua, X € [P] implica
que f[X] € [7].

Ejemplo 1.32. La propiedad de compacidad es una propiedad que
se preserva bajo continuidad. Sean X y Y espacios topoldgicos y
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f: X — Y una funcion continua. Sea U una cubierta abierta de
f1X], entonces existe %' una familia de conjuntos abiertos en 'Y
tales que

U={ANf[X]:AcU).

Por la continuidad de f se sigue que 7" = {f1[A] : A € %'} es una
familia de conjuntos abiertos en X. Ademds, si x € X, entonces
exviste U € %' tal que f(x) € UN f[X]. Luego, x € f~L[U], por
tanto, 7" es una cubierta abierta de X . Puesto que X es un espacio

compacto, entonces existen Uy, ..., U, € U’ tales que
X = U fﬁl[Uz]
=1
Ast,
n
f1X] = Wi n £1X).
i=1

Ejemplo 1.33. La propiedad de Hausdorff no se preserva bajo
continuidad. Sea X wun conjunto de cardinalidad mayor a dos y
consideramos

idx : (X, P(X)) — (X,{0,X})
r—x

la funcion identidad del espacio discreto de X al espacio indiscreto
de X, entonces idx es una funcién continua, pero (X, {0, X}) no
es Hausdorff.

Un teorema importante sobre extension de funciones continuas,
ademas del Teorema de extension de Tietze—Urysohn—Brouwer, es
el siguiente.

Teorema 1.34. Sean X un espacio topologico, A C X denso, Y un
espacio topoldgico Hausdorff y compacto y f : A — Y una funcidn
continua. Entonces para cualesquiera Fi, Fo CY subconjuntos ce-
rrados y ajenos, se cumple que clx (f71[F1]) Nelx (f1[F]) =0 si
y solo si existe una funcion continua F': X — 'Y tal que Fix = f.

La demostracion del teorema anterior se puede encontrar en [9).
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Nuestro objetivo es hablar de espacios topologicos que cum-
plan la propiedad celular &, donde & es una propiedad topoldgica
arbitraria (aunque después, nos fijaremos en algunas propiedades
topologicas especificas), por tanto, es conveniente que adoptemos
una terminologia para referirnos a los espacios topologicos que ten-
gan la propiedad &.

Definiciéon 1.35. Sea &P una propiedad topoldgica, entonces [P]
denotard a la clase de espacios topologicos que tienen la propiedad
P. Ast, X € [P] significa que X es un espacio topoldgico con la
propiedad P.

Notemos que en general la coleccion [Z], para & una propiedad
topoldgica, no es un conjunto. Por ejemplo, si & es la propiedad de
Hausdorff, entonces para cada conjunto X, el espacio topolégico
(X, 2(X)) es un espacio de Hausdorff. Por tanto, la coleccion [P]
tiene que ser lo suficientemente grande para que todo conjunto esté
dentro de [2]. Lo anterior justifica que le demos el nombre de clase.

Denotaremos por T; a los axiomas de separacién de los espacios
topologicos, por ejemplo, decir que X es un espacio topoldgico To
significa que X es un espacio Hausdorff.

Definicion 1.36. Sean X un espacio topologico y U una familia de
conjuntos abiertos, no vacios. Decimos que U es una familia celular
st cualesquiera dos elementos de U tienen interseccion vacia.

Ademas de las familias celulares, otros tipos de familias que se
pueden definir en los espacios topoldgicos son las familias discretas.

Definicion 1.37. Sea X un espacio topoldgico. Una familia of
de subconjuntos de X es discreta si para cada x € X existe una
vecindad Uy de x, en X, tal que |[{A € of : U, NA#D} <1

Observacion 1. Toda familia discreta de abiertos no vacios es
una familia celular. En efecto, sea o es una familia discreta y sean
A, B € of. Supongamos que x € AN B. Note que para cualquier U
vecindad de x se cumple que x € ANU, asi, toda vecindad de x
intersecta a A. Sin embargo, esto también ocurre para B. Luego,
para cada vecindad U de x se cumple que |[{A € of : ANU # 0}| >
1, lo cual contradice que % es una familia discreta.

Definicion 1.38. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que
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1. X tiene la propiedad CCC si toda familia celular es numera-

ble.

2. X tiene la propiedad DCCC si toda familia discreta de con-
juntos abiertos no vacios es numerable.

Algunas propiedades topolégicas importantes que vamos a es-
tudiar frecuentemente son las propiedades del tipo cubiertas.

Definicién 1.39. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que

1. X es compacto (compact) si toda cubierta abierta de X tiene
una subcubierta finita.

2. X es Lindelof (L) si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta numerable.

Definicién 1.40. Una red para un espacio topoldgico X es una
coleccion, N, de subconjuntos de X tal que todo conjunto abierto
es union de elementos de N .

Una propiedad topologica se puede heredar a ciertos tipos de
espacios. Por ejemplo, es bien sabido que todo subconjunto cerra-
do de un espacio Lindelof resulta ser Lindeldf. La propiedad de
separabilidad es una propiedad hereditaria con respecto de sub-
conjuntos abiertos. Y la propiedad de casi Lindelof es hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos [22].

Definicion 1.41. Diremos que una propiedad P es hereditaria con
respecto a subconjuntos cerrado-abiertos (respectivamente, abiertos
o cerrados) si siempre que X € [P yY es un subespacio cerrado-
abierto (respectivamente, abierto o cerrado) de X, entonces Y €
[Z].

Definicion 1.42. Sean P y @ propiedades topoldgicas. Diremos

que @ generaliza a P si se cumple que

(7] C (@],

es decir, siempre que X tiene la propiedad P, entonces X tiene la
propiedad @.

A continuacién definiremos algunas funciones cardinales que
vamos a ocupar a lo largo de la tesis.
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Definicion 1.43. Sea X un espacio topoldgico.

1. El peso de X, denotada por w(X), se define como sigue

w(X) = min{|B| : B es una base para X} + w.

2. La extension de X, denotada por e(X), se define como sigue

e(X) =sup{|E|: E es un subconjunto cerrado y discreto de X }4w.

3. La celularidad de X, denotada por ¢(X), se define como sigue

c(X) = sup{|%| : % es una familia celular en X} + w.

4. El peso de red de X, denotada por nw(X), se define como
sigue

nw(X) =min{|A| : N es una red de X} + w.

5. El grado de Lindeldf se define como sigue

L(X) = min{x : V(% cubierta abierta) (¥ € [%]=" cubierta de X)}+w.

6. El grado de Lindeldf hereditario de X se define como

hL(X) =sup{L(Y):Y C X}.

Notemos que ¢(X) = w si y solosi X € [CCC|y X es Lindelof
siy solo si L(X) = w.
Definicién 1.44. Sean X un espacio topoldgico y x € X.

1. Una familia 7" de vecindades de x es llamada una pseudobase
para x si (7 = {z}.

2. El pseudocardcter de x se define como

Y(x, X) =min{|7| : 7" es una pseudobase para x}.

3. El pseudocardcter de X se define como

P(X) =sup{¢(z,X) :x € X} +w.
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Lema 1.45. Sea (X, T) un espacio topoldgico Hausdorff. Entonces
»(X) < hL(X).

Demostracion: Sean k = hL(X),x € X y %% ={U €17 : 2 €
U}. Ya que X es Hausdorff, entonces {z} = ({cl(U) : U € 7,}.
Entonces X \{z} = {X\cl(U) : U € 7, }. Debido a que hL(X) =
ky U ={X\c(U):U € 7} es una cubierta abierta de X \ {z},
entonces existe {X \ cl(U,) : @ < k} subcubierta abierta de %.
Asi, X\ {z} = U{X \ cl(Uy) : @ < k}. Luego,

{2} C( U :a <k} [ {cUa):a <k} ={z}.

Por tanto, ¢ (z, X) = k, pero esto ocurre para cada = € X, asi,
P(X) = k. O

Definicion 1.46. Diremos que X es hereditariamente Lindeldf si
cada subconjunto de X es Lindeldf.

Notemos que X es hereditariamente Lindelof si y solo si hL(X) =
w.

Lema 1.47. X es hereditariamente Lindeldf si y solo si cada sub-
conjunto abierto de X es Lindeldf.

Demostracion: Es claro que si X es hereditariamente Lindeldf,
entonces cada subconjunto abierto de X es Lindel6f. Supongamos
que cada subconjunto abierto de X es Lindelof y sea A C X.
Veamos que A es Lindelof, sea %' = {ONA : O € %} una cubierta
abierta de A, donde % es una familia de abiertos de X, entonces
A CU%. Sea U = |J%, entonces es un abierto en X y % es
una cubierta abierta de U, asi, dado que U es Lindeldf, existe
V7 eU=¥ talque U =7, luego A= J{ONA: 07} O

Definicién 1.48. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. El pseu-
docardcter Hausdorff de X, denotado por Hy(X), es el minimo
cardinal infinito k tal que para cada x € X existe una coleccidn de
vecindades de ©, By = {Var : @ < K}, que cumplen que siz,y € X
y x # y, entonces existen o, f < k tales que Vo, NV, = 0.

Definiciéon 1.49. Sea (X, T) un espacio topoldgico.
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1. Una g-funcion para X es una funcion g : wx X — 7 tal que
para cada x € X se cumple que x € g(n,z) y g(n+ 1,z) C
g(n,x) para cada n € w.

2. Se dice que una g-funcion, para X, es simétrica si para cua-
lesquiera x,y € X yn € wy € g(n,x) sty solo six € g(n,y).

Se puede definir, de forma muy similar como en teoria de con-
juntos, las nociones de filtros, ultrafiltros, etc. en topologia. Al
igual que antes, vamos a dar algunas definiciones y resultados que
nos permitiran construir nuevos espacios topologicos. Aquellos lec-
tores que deseen conocer mas sobre estas nociones asi como de los
espacios H-cerrados, que definiremos mas adelante, pueden con-
sultar 3] v [2].

Si (X, 7) es un espacio topologico, entonces T es un subreticulo
de 2(X).

Definiciéon 1.50. Un filtro abierto sobre el espacio (X, T) es un
T-filtro.

Proposiciéon 1.51. Sean X un espacio topoldgico y U C 7 filtro
abierto sobre X. Son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro abierto sobre X.

2. Para cada conjunto abierto U, se cumple que U € U 6 X \
Ue¥.

Ejemplo 1.52. Sea (X, T) es un espacio topoldgico.

1. 81 X esinfinito Ta, entonces el conjunto {A C X : | X\ 4| <
w}, el filtro de Fréchet, es un filtro abierto sobre el espacio

X.

2. Sea v € X, entonces F(x) = {U € 7:x € U} es un filtro
abierto sobre el espacio X. En general, el filtro abierto gene-
rado porx € X, F(x) ={U € 7 : 2 € U}, no es un ultrafiltro
abierto. Consideremos el espacio X = {0,1}, con la topolo-
gia T = {0,{0}, X}. Entonces F(1) = {X}. Sin embargo,
{0} € 7, {0} NU # 0 para todo U € F(1) y {0} ¢ F(1).
Asi, F(1) no es un ultrafiltro abierto.
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Sean (X, 7) un espacio topologico y & un filtro abierto sobre
el espacio X. Si existe z € X tal que F = F(z), entonces para
cada V. e F, z € V. Luego, © € Nyex V C Nyes V- Asi, si
Nyes V = 0, entonces no existe € X tal que F = F(x). Por
lo anterior, a los filtros con interseccién de clausuras vacias los
llamaremos filtros abiertos libres.

Definiciéon 1.53. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que
F, un filtro abierto sobre el espacio X, es un filtro abierto libre si

Definicion 1.54. Sean F filtro abierto sobre el espacio X y x €
X. Decimos que F converge a x si para cada V', vecindad de x, se
cumple que V € F. Ademds, decimos que F es un filtro conver-
gente en X st existe x € X tal que F converge a x.

Los filtro libres y los filtros convergentes estan relacionados de
la siguiente forma.

Teorema 1.55. Sean X un espacio topologico y F un ultrafiltro
abierto sobre X. Entonces & es libre si y solo si F mno converge
en X.

Si X es un espacio discreto, entonces las nociones sobre filtros
abiertos coinciden con las nociones de filtros en P(X). Asi, existe
un ultrafiltro abierto libre sobre X. Por otro lado, existen espacios
que no tienen ultrafiltros abiertos libres, los espacios H-cerrados.

Definicion 1.56. Un espacio topoldgico X es H-cerrado si para
cualquier espacio topoldgico Hausdorff Y tal que X CY, se cumple
que X es cerrado en Y .

El siguiente resultado nos da algunas condiciones (equivalentes)
para determinar cuando un espacio topologico X no tiene ultrafil-
tros libres.

Proposicion 1.57. Sea X un espacio topoldgico Hausdorff. Son
equivalentes:

1. X es un espacio H-cerrado.

2. Para cualquier coleccion {V; : i € I} de subconjuntos abiertos
de X con la PIF, se cumple que (\;c; Vi # 0.
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3. Todo wultrafiltro abierto sobre X converge.

4. Para cualquier cubierta abierta % de X existe 7" € [U|<¥
tal que X =J7.

No es dificil demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 1.58. Si H es un espacio Hausdorff. Entonces X es
compacto si y solo si X es reqular y H-cerrado.

Consecuentemente, si consideramos a w41 con la topologia del
orden, ya que w + 1 es un espacio compacto, entonces w + 1 es un
espacio H-cerrado. Por tanto, w 4+ 1 no tiene ultrafiltros abiertos
libres.
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Capitulo 2

Propiedades de cubiertas

Este capitulo estd dedicado a establecer resultados topolégi-
cos adicionales, que normalmente no se ven en un primer curso
de topologia, pero que serdn importantes cuando trabajemos con
propiedades topolégicas concretas.

Definicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que

1. X es un espacio casi Lindeldf si para cada cubierta abierta
U existe una subcoleccion numerable ¥ (¥ € [%])=*) tal que

X:UV.
Ver

Denotaremos a la propiedad de casi Lindeléf como alL, por
sus siglas en inglés almost Lindeldf.

2. X es un espacio débilmente Lindelof (wL) si toda cubierta
abierta % tiene una subcoleccion numerable 7 (¥ € [%]=*)

tal que L
x=7

Denotaremos a la propiedad débilmente Lindeldf como wlL,
por sus siglas en inglés weakly Lindeldf.

De la definicién de las propiedades L, al. y wL; es evidente
que la propiedad casi Lindelof extiende a la propiedad Lindeldf y
que la propiedad débilmente Lindel6f extiende a la propiedad casi
Lindeldf.

23
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En general, las tres propiedades anteriores son diferentes entre
sf, como lo muestran los siguientes ejemplos. De momento, solo
enunciaremos los ejemplos. En el capitulo siguiente, demostraremos
que en efecto, estos espacios topoldgicos cumplen lo deseado.

Ejemplo 2.2. Existe un espacio topoldgico casi Lindeldf que no es
un espacio Lindeldf.

Sea
X=[(w+1)x(w+ D]\ {(wi,n) : n € w}.
Para cada x € X sea &B(x) como sigue:

1. siz = (a,n) € w; x w, entonces sea
B(x) = {{(a,n)}};

2. stz = (o,w) € wy x {w}. Para cada n < w definamos U, (n)
como
Ua(n) ={(a,m) : n <m < w}.

Sea
%B(x) ={Us(n) :n < w}.

3. 81 ¢ = (w1,w). Para cada a < w; definamos U,, (o) como
sigue

Uy, () ={(B,n):a<f<w yn<wlU{(w,w)}.

Sea
B(x) ={Uy () : @ < w1}

Entonces {#(z) : x € X} genera una topologia para X. Este
espacio topologico es casi Lindel6f pero no es un espacio Lindel6f.

Ejemplo 2.3. Existe un espacio débilmente Lindeldf que no es
casi Lindelof.

Sea S x S el plano de Sorgenfrey. Entonces S X S es un espacio
débilmente Lindel6f, que no es casi Lindelof.

Ejemplo 2.4. Eziste un espacio Lindelof que no tiene la propiedad

ccce.
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Consideremos wi 41 con la topologia del orden. Entonces w; +1
es un espacio compacto, por tanto, Lindeldf. Por otro lado,

{(,a+2):a <wi}

es una familia celular, no numerable, en w; + 1.

El siguiente resultado expone algunas de las formas en que
se relacionan las propiedades Lindelof, casi Lindelof, débilmente
Lindelsf, CCC y DCCC.

Proposicion 2.5. 1. Todo espacio separable tiene la propiedad

coc.
2. [CCC) C [wL).
3. [wL] C [DCCCY.

4. Si X es un espacio casi Lindeldf y regqular, entonces X es
Lindeldf.

5. Todo espacio Lindeldf y reqular es normal.
Demostracion:

1. Supongamos que X es un espacio separable y sea % una
familia celular en X. Sea Q C X denso y numerable. Ya que
D es denso, entonces para cada U € % se cumple que UND #
(. Sea f: % — D talque f(U) e UND. Sean U,V € %, ya
que % es una familia celular, entonces (UND)N(VND) = 0.
Debido a que f(U) € UND, entonces f(U) # f(V)eVND
f es una funcioén inyectiva. Por tanto, |%| < |D| = w.

2. Supongamos que X es un espacio topologico tal que X ¢
[wL]. Veamos que X ¢ [CCC]. Ya que X no es débilmente
Lindel6f, entonces existe % cubierta abierta de X tal que la
unioén de cualquier subcoleccién numerable de % no es densa
en X. Construiremos una colecciéon de familias de conjuntos
abiertos {%, : @ < w1} tal que para cada a < wi, %, es
una familia celular en X, para cada U € %, existe Viy € %
tal que U C Vi y %, es numerable y si f < «, entonces
Uz C Usy.
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Supongamos que para « < wip se cumple que para cada 8 <
«, existe %3 familia celular en X tal que para cada U € %3
existe Vi € % tal que U C Vy, %g es numerable y si v <
B < «, entonces %, C %g. Ademés, supongamos que para
cada 8 < « existe Ug € %p tal que si v < 8 < «, entonces
U, # Us.

Para cada 8 < asea %y = {Vy € % : U € UsyU C
Vu}. Ya que @ < wy, entonces (Jg_,, %}5 € [%]=*, entonces

UUp<a %s) € UUpeo #5) # X Seawa € X\U(Up<o %s),
entonces existe Wy vecindad de x4 tal que WinNU(Ug, %3) =

(). Ya que % es una cubierta abierta de X, entonces existe
Wy € U tal que zo, € Ws. Sea U, = W1 N Wy, Entonces U,
es una vecindad de z, tal que Us NU(Ug<, #5) = 0. Obser-
vemos que Uy & Ug., % Sea Uo = Uz, %3 U {Ua}. No-
temos que para cada U € %, existe Vy € % tal que U C Vy,
%, es numerable y si 8 < a, entonces %g C %,. Ademaés,
si U,V € %, diferentes, entonces ocurren dos casos. Existen
B,y < atalesqueU € %gy V' € U,; supongamos que 3 < 7,
entonces U,V € %, y %, es una familia celular, por tanto,
UNV = . Por otro lado, supongamos que V = U, entonces
existe 3 < a tal que U € %g. Pero Ua N U(Up<y %3) = 0,
por tanto, U N U, = 0. Asi, %, es una familia celular en X.

Sea 7" = Uy, %a- Es claro que 7 es una familia celular en
X. Mas atin, ya que para cada o # [ se cumple que U, # Ug.
Entonces 7° es una familia celular en X de cardinalidad w;.

. Supongamos que X ¢ [DCCC]. Entonces existe & familia

discreta de conjuntos abiertos, no vacios, la cual no es nu-
merable. Asi, para cada x € X, existe vecindad U,, de z, tal
que {Ae d : ANU, # 0}| < 1. Dado que & es una fami-
lia celular, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad,
quesi z € A € o, entonces U, = A.

Sea % = {U, : x € X}. Entonces % es una cubierta abierta
de X. Sea 7" € [%]=¥. Ya que cada elemento de % intersecta
a lo mas un elemento de o/, entonces {A € o : existe U €
7 tal que U N A # 0} es numerable. Ya que & es no nume-
rable, entonces existe A € o tal que ANU = () para cada
U € 7. Asi, existe un conjunto abierto no vacio A tal que
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ANUZ = 0. Por tanto, ninguna subcoleccion numerable de

% es densa en X, es decir, X ¢ [wL].

. Sea % una cubierta abierta de X. Sea x € X, entonces existe
U, € % tal que z € U,. Ya que X es regular, entonces existe
O., vecindad de z, tal que x € O, C O, C U,.

Sea 7" ={0,; : x € X}. Entonces 7" es una cubierta abierta
de X. Dado que X es casi Lindelof, entonces existe {Oy,, :
T < w} € [Z] tal que X = |J{O,, : n < w}. Dado que
O;, C U,,, entonces X = [J{O,, :n < w} CUY{U,, :n <
w}t C X.

. Sean E y F subconjuntos cerrados y ajenos de X. Por la
regularidad de X, para cada x € E existen U,, vecindad de
x, tal que U, C X \ F.

Dado que E es un espacio de Lindelof, pues E es un sub-
conjunto cerrado de X y X es un espacio de Lindeldf, y
E C | J{U, : x € E}, entonces existe {z,, : n < w} C FE
tal que £ C J,, ., Uz, v para cada n < w se cumple que
U, NF =1.

Analogamente, podemos encontrar {y, : n < w} C F tales
que F C Vyn. v Para cada n < w se cumple que Vy, N
E =10.

Para cada n < w definamos

nw

E,=U., \ U Vi

1<n

Fp=Vy, \ | JUs,

i<n
Claramente, F, y F, son conjuntos abiertos, para cada n <

Ww.

Sea n < w, sabemos que si 1 < i < n, entonces VTJiﬂ E = 0.
Asi,

UvinE=(JV)nE={JV,nE)=0.

i<n i<n i<n
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Por tanto, &2 C X \ U,<,, Vy:- Luego,

C W, n(X\ U Vi)
= U E,. :

Analogamente se cumple que F' C (J, ., Fr. Asi, si U =
Uncw En ¥y V = U,cw Fn, entonces U y V' son abiertos tales
que ECU y F CV. Afirmamos que U y V son ajenos. Su-
pongamos que x € U NV, entonces existe n,m < w tales que
x € B, y x € F,,. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que n < m. Puesto que z € F, =V, \ U,<,, Uz, entonces
z ¢ ;< Us,, sin embargo, ya que z € E,, CU,, y n <m,

entonces z € | J,.,, Uy, lo cual es una contradiccion.

i<m

O]

Recordemos que una propiedad topolbégica 9P se preserva ba-
jo uniones numerables si para cualquier espacio topolégico Z, y
cualquier {L,, : n € w} familia de subespacios topologicos de Z
tal que para cada n € w, L, € [9], entonces |J,c,, Ln € [P]. Y
si para cualquier familia {X,, : n < w}, de espacios topologicos
ajenos por pares tal que X,, € [#] para cada n < w, se cumple que
DB, Xn € [P], entonces decimos que P se preserva bajo sumas
numerables.

Es posible demostrar que las propiedades Lindeldf, casi Linde-
lof, débilmente Lindeléf vy DCCC cumplen lo siguiente.

Proposicion 2.6. Sea &P € {L, aL, wL, DCCC}. Entonces se
cumple

1. P se preserva bajo continuidad.
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2. P es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.
Si P = L, entonces P es hereditaria con respecto a subcon-
juntos cerrados.

3. P se preserva bajo sumas numerables.
Demostracion:

1. Sea f: X — Y una funcién continua. Sea % una colecciéon
de conjuntos abiertos en Y tal que %' = {UNf[X]|: U € %}
es una cubierta abierta de f[X]. Entonces 7" = {f![U] :
U € %} es una cubierta abierta de X.

a) Si X € [L], entonces existe {Uy, : n < w} C % tal que
X =Upew [ Un]. Luego, f1X] C U, U

b) Si X € [aL], entonces existe {U, : n < w} C % tal que
X =Unew f7HU- Ya que f7HUn] = f7H[Un N fIX]),

entonces
X=J .0 fIx])
n<w
< |J £ U N FIXT),
n<w

donde la ultima contencién se sigue de la continuidad
de f. Luego,

xjc | UunfX]

Dado que clyx](Un N f[X]) = Up N fIX] N f[X], enton-

ces f[X] = Upey, clyx)(Un N fIX]). Por tanto, f[X] €
[aL].

¢) Si X € [wL], entonces existe {Uy, : n < w} C % tal que

X = rwal

n<w



30

CAPITULO 2. PROPIEDADES DE CUBIERTAS

Luego,

X = fIU 0]

Por tanto,

FIX] = ey (| U

n<w

Supongamos ahora que X € [DCCC]y sea %' ={UNf[X]:
U € %} una familia discreta de conjuntos abiertos no vacios
en f[X]. Entonces 7 = {f~1[U] : U € %} es una coleccién
de conjuntos abiertos no vacios en X. Afirmamos que 7 es
una familia discreta. Sea x € X, entonces f(z) € f[X]y
ya que %’ es una familia discreta en f[X], entonces existe
una vecindad de f(x), Vy,en Y tal que {U € ¥ : V, NUN
fIX] # 0} < 1. Entonces f~![V,] es un abierto en X tal
que xz € f7HV,] ysi U € % tal que f71[V,] N f7LU] # 0,
entonces V; N U N f[X] # 0. Por tanto, 7 es una familia
discreta. Ya que X € [DCCC], entonces 7 es numerable.
Asi, %’ es numerable.

2. Supongamos que X € [P]y Y C X cerrado-abierto.

a) Supongamos que & = L. Sea %' = {UNY : U €
2%} una cubierta abierta de Y, con % una coleccion
de conjuntos abiertos en X. Dado que Y es cerrado,
entonces Z U{X \ Y} es una cubierta abierta de X. Por
tanto, existe 7° € [%]=% tal que Z U {X \ Y} cubre a
X. Es evidente que {UNY : U € 7'} es una cubierta
abierta de Y.

b) Supongamos que &P = aL. Sea % una cubierta abierta
de Y. Dado que Y es un conjunto abierto, entonces % U
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{X'\ Y} es una cubierta abierta de X. Por tanto, existe
7 € (%)= tal que X = Uyeyr UU X \Y. Ya que
X\Y =X \Y, concluimos que Y = [y cy cly (U).

Supongamos que P = wl. Sea % una cubierta abierta

de Y. Entonces # U {X \ Y} es una cubierta abier-
ta de X. Por tanto, existe 7~ € [#]=¥ tal que X =

Uver UUX\Y = Upesy UU X\ Y. Concluimos que
Y = cly(Upesr U).

Supongamos que P = DCCC. Sea 2 una familia dis-
creta de conjuntos abiertos no vacios de Y. Entonces
% es una familia de conjuntos abiertos no vacios de X.
Afirmamos que % es una familia discreta en X. Sea
r € X;six €Y, entonces existe V, abierto en X tal
quez €V y QU e% :UNV, #0} < L;siz ¢V,
entonces X \ Y es un conjunto abierto en Y tal que
x € X\Y y X\YNU =0 para cada U € %. Dado que
X € [DCCC], entonces % es numerable.

3. Sea {X,, : n < w} una coleccion de espacios topologicos,
ajenos por pares, tal que para cada n < w, X,, € [%].

)

Supongamos que P = L. Sea % una cubierta abierta de
PB,,«, Xn. Para cada n < w definamos %, = {UNX,, :
U € %}. Entonces %, es una cubierta abierta de X,
para cada n < w. Por tanto, para cada n < w, existe
{Unym :m < w} €% tal que Xy, = e, (Unm N X).
Luego, X = Un.m-

Supongamos que P = al. Sea % una cubierta abierta
de @,,., Xn. Para cada n < w definamos %, = {U N
X, : U € %}. Entonces %, es una cubierta abierta de
X, para cadan < w. Por tanto, para cada n < w, existe
{Unm :m <w} C % tal que Xy, = U, o, €lx, (Unm N
Xn) = Un<wlUnm N Xn N Xn] € Upey Unm- Luego,

X = Un,m<w Un:m'
Supongamos que P = wl. Sea % una cubierta abierta

de @,,., Xy Para cada n < w definamos %, = {U N
Xy, : U € %}. Entonces %, es una cubierta abierta de
X,, para cada n < w. Por tanto, para cada n < w, existe

n,m<w
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{Unjm :m <w} €% tal que X, = clx, (Upew(Unm N
Xn)) = UnmecwUnm N Xn) N Xy € U,pew Unim- Luego,

X < Un<w [Um<w Umm] < Un,m<w Un,m.

d) Supongamos que &P = ccc. Sea % una familia discreta
de conjuntos abiertos no vacios de @,, ., X,. Para cada
n < w definamos %, = {UNX,, : U € %}. Notemos
que %, es una familia discreta en X,, pues si z € X,
entonces existe V, conjunto abierto en @, _, X, tal
que x € V, y V, intersecta a lo més a un elemento de
?% . Entonces V, N X,, es una vecindad de x en X,, tal
que {Ue%:V,NnUNX, # 0} < 1. Por tanto, %, es
una familia discreta. Dado que X,, € [DCCC], entonces
cada familia %, es numerable, puede incluso ser vacia.
Ya que cada U € % es no vacia, entonces tiene que
intersectar a X, para algin n < w. Por tanto, % tiene
que ser numerable.

O

Notemos que si {X,, : n < w} es una coleccion de subespacios
topologicos de un espacio Y y consideramos a X = |, ., X con
la topologia del subespacio respecto de Y, entonces se cumple que:
si U es un conjunto abierto en X, entonces U N X, es un conjunto
abierto en X,.

Proposicion 2.7. Sea &P € {L, aL, wL}. Entonces la unidn nu-
merable de espacios P es un espacio P.

Demostracion: La demostracion es similar a la del inciso 3, del
resultado anterior. O

Como una consecuencia directa del resultado y va que
Ui, 4 = U;—, 4, entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.8. 5i X es un espacio H-cerrado, entonces X es
un espacio casi Lindeldf.

Definicién 2.9. Un espacio topoldgico X es llamado numerable-
mente compacto si toda cubierta abierta numerable de X contiene
una subcubierta finita.
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Un ejemplo de un espacio numerablemente compacto, que no
es compacto es w1 con la topologia del orden.

Proposicion 2.10. Si X es compacto y Y es numerablemente
compacto, entonces X X Y es numerablemente compacto.

Demostracion: Sea % = {Up : n < w} una cubierta abierta nume-
rable de X x Y. Para cada yg € Y sea X, = {(z,y0) : © € X}.
Es claro que para cada y € Y, X, es isomorfo a X. Asif, X, es un
espacio compacto. Para cada F' € [w]<¥ definamos Op = {y € Y :
Xy < UnEF Un}

Afirmamos que para cada F' € [w]<“, O es un conjunto abierto
en Y. Supongamos que y € Op, entonces Xy C |J,cpUn. As,
para cada x € X, existe m € F tal que (z,y) € U,. Ya que Up,
es abierto en X x Y, entonces existen A,, conjunto abierto en X,
y By, conjunto abierto en Y, tales que (z,y) € A, x By C Up,.
Luego,

X, € |J Aex B C | Un.

zeX neFr

Ya que X, es compacto, entonces existen 1, ..., x, tales que

X, C OAIZ. x By, C | J Un.
i=1 nekl

Sea V = ()., By,, entonces V es abierto en Y. Ya que para
cada 1 < i < n se cumple que (z;,y) € Ay, x By, entonces
y € ()i, Bz, = V. Finalmente, veamos que V C Op. Sean y € V
y € X. Entonces existe 1 <1 <n tal que (z,y) € Ay, X By, asi,
z € Ay, Ya que y € (i By,, entonces (z,y') € Ay, X By,. Por
tanto, X,y C U;_; Az; X Bg,. Concluimos que V' es un conjunto
abierto tal que y € V C Op.

Afirmamos que {Op : F' € [w]<“} es una cubierta abierta de
Y. Sea y € Y, entonces {U, N X, : n < w} es una cubierta abierta
de X, y dado que X, es compacto, entonces existe F € [w]<“ tal
que Xy € |J,ecp Un. Por tanto, y € Op.

Dado que Y es numerablemente compacto y {Op : F € [w]<“}
es una cubierta abierta numerable, entonces existen Fi,..., F, €
[w]<“ tales que Y = (J;_, OF,. Sea F' = |J! | F;, entonces F €
[w]<w.
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Afirmamos que X x Y = {J,,cp Un. Sea (z,y) € X x Y. En-
tonces existe i{1,...,n} tal que y € OF,. Entonces (z,y) € X, C
Uner, Un- Por tanto, existe n € F; C F tal que (z,y) € U,. O

Definicion 2.11. X tiene la propiedad DFCC si toda familia
discreta de conjuntos abiertos no vacios es finita.

Es claro que todo espacio si X € [DFCC], entonces X €
[DCCC].

Definicién 2.12. Sea X un conjunto, % una familia de subcon-
juntos de X y A un subconjunto de X. Definimos la estrella de A
respecto de % como sigue

st(A, %) = J{U e % :UN A0}
Ademds, definimos la estrella-n recursivamente como sigue:
1. stY (A, %) = st(A,%).
2. st"TH A, U) = st(st"(A, %), U).

Definicion 2.13. Sea &P una propiedad topoldgica. Diremos que
X, un espacio topoldgico, es estrella P (st P) si para cada cubierta
abierta U, de X, existe A C X subespacio de X tal que A € [P]| y

st(A, %) = X.

Observacion 2. Sean &P una propiedad topoldgica y X € [P],
entonces X € [st P).

Demostracion: Sea % una cubierta abierta de X. Ya que X € &
solo resta notar que st(X, %) = X. Sin embargo, ya que para cada
x € X existe U € % tal que x € U, entonces U € {U € % :
UnNX # 0}, asi, st(X,%) = X. O

Definicion 2.14. Sean n € w y X un espacio topoldgico.

1. Diremos que X es compacto n-estrella (Lindelof n-estrella)
si para cualquier cubierta abierta U de X existe 7" € U]~
(V" € [%)=*) tal que

st 7, %) = X.
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2. Diremos que X es fuertemente compacto n-estrella (fuerte-
mente Lindeldf n-estrella) si para toda cubierta abierta % de
X eriste B € [X]<* (B € [X]=%) tal que

st"(B, %) = X.

3. Diremos que X es compacto w-estrella (Lindelof w-estrella)
st para cualquier cubierta abierta % de X existenn > 1 y
B € [X]<¥ (B € [X]|=¥) tal que

st"(B, %) = X.

La relacion entre estos tipos de espacios esta establecida en el
siguiente lema. La demostraciéon de este lema se puede encontrar
en [7].

Lema 2.15. 1. Todo espacio numerablemente compacto (Lin-
delof) es fuertemente compacto 1-estrella (fuertemente Lin-
delof 1-estrella).

2. Todo espacio fuertemente compacto n-estrella (fuertemen-
te Lindelof n-estrella) es compacto n-estrella (Lindelof n-
estrella).

3. Todo espacio compacto n-estrella (Lindelof n-estrella) es fuer-
temente compacto n+ 1-estrella (fuertemente Lindelof n+1-
estrella).

4. Todo espacio (fuertemente) compacto n-estrella es compacto
w-estrella.

5. Todo espacio (fuertemente) Lindeldf n-estrella es Lindelof w-
estrella.

6. Si X es DFCC (DCCC), entonces X es compacto 2-estrella
(Lindeldf 2-estrella,).

7. Si X es compacto w-estrella (Lindeldf w-estrella) y T3, en-
tonces X € [DFCC] (X € [DCCC]).

El resultado anterior se puede escribir como el siguiente dia-
grama [7].
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num. compacto Lindelof
l !
fuer. compacto 1-estrella ——— fuertemente Lindeldf 1-estrella
l !
compacto l-estrella ————————— Lindel6f 1-estrella
! !
fuer. compacto 2-estrella ——— fuertemente Lindeldf 2-estrella
1
DFCC — compacto 2-estrella ———————— Lindelof 2-estrella «— DCCC
i3
{ 4
fuer. compacto n-estrella —— fuertemente Lindel6f n-estrella
Ts l« l T3
compacto n-estrella —————— Lindel6f n-estrella
L 1
{ {

compacto w-estrella ——————— Lindel6f w-estrella

Observacion 3. Supongamos que X un espacio topoldgico estrella
Lindeldf (st L) y sea % una cubierta abierta de X, entonces existe
L C X, Lindeldf, tal que st(L,%) = X. Dado que L C|J% y L es
Lindeldf, entonces existe 7" € [%)=* tal que L C \J¥, por tanto,
X =st(L,%) Cst(U7',%) C X. Por tanto, todo espacio estrella
Lindeldf es Lindelof 1-estrella.



Capitulo 3

Ejemplos de espacios
topoloégicos

En esta seccién presentaremos ejemplos de espacios topologicos
que satisfacen ciertas propiedades topoldgicas que nos serdn de
utilidad méas adelante. En esta seccién, a menos que se diga lo
contrario, X representara un espacio topolégico infinito.

3.1. La linea de Sorgenfrey
Sea R el conjunto de los nameros reales y sea
S ={[a,b):a<bya,becR},
donde [a,b) = {x € R : a <z < b}. Notemos que:

1. Si[a1,b1),[az,b2) € S 'y = € [a1,b1) N [az, b2), entonces defi-
namos a = max{aj,as} y b = min{by,bo}. Si y € [a1,b1) N
[ag,b2), entonces a < y < b. Por otro lado, si y € [a,b),
entonces aj, a2 < a < y < b < by, be, por tanto, [a,b) C
[al,bl) N [ag,bg). Asi, [a,b) = [al,bl) N [ag,bz).

2. Seaz € R, entonces z € [z,z+1) € S. Asi, R= .

Ya que & satisface la condicién [I] de la Proposicion en-
tonces & genera una topologia para R de tal forma que & es una
base para dicho espacio topologico. Al espacio topolédgico, con la
topologia generada por & como base, lo llamaremos la Linea de

37
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Sorgenfrey y lo denotaremos por S. Al producto del espacio to-
pologico S con sigo mismo, S x S, le llamaremos el Plano de
Sorgenfrey.

De ahora en adelante, y a menos que se diga lo contrario, cuan-
do hablemos de R nos estaremos refiriendo al espacio topolégico
euclidiano.

El siguiente resultado proporciona algunas propiedades bésicas
de la linea de Sorgenfrey.

Proposicién 3.1. 1. La topologia de la linea de Sorgenfrey, S,
es mds fina que la topologia euclideana de R.

2. Todo subconjunto denso en R es un subconjunto denso en S.
3. S es un espacio de dimension cero.

4. S es un espacio Lindeldf.

5. S es Ty.

6. D ={(z,—x):x € R} es un subespacio cerrado discreto del
plano de Sorgenfrey.

7. S XS no es un espacio Lindeldf. Mds ain, S X S no es un
espacio casi Lindeldf.

8. S es primero numerable y separable pero no es segundo nu-
merable.

9. El plano de Sorgenfrey es un espacio Ts débilmente Lindeldf.
Demostracion:

1. Notemos que para cualesquiera a,b € R tales que a < b, se
tiene que

(a,0) = | J[a+ %,b).

n<w

Ya que para cada n < w, [a + %, b) es abierto en S, entonces
concluimos (a,b) es abierto en S. Asi, dado que todo basico
de R es abierto en S, entonces concluimos que la topologia de
la linea de Sorgenfrey es mas fina que la topologia euclidiana.
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2. Supongamos que D C R es denso en R. Sea [a,b) € &, un
abierto bésico arbitrario no vacio, de S. Entonces (a,b) C
[a, ) es un abierto en R, por tanto, ) # (a,b)ND C [a,b)ND

3. Notemos que para cualquier a € R, se tiene que

o0 o0
Ua—na Uaa+n
n=1 n=1

Es decir, (—o00,a) y [a,00) son abiertos en S. Por tanto,
R\ [a,b) = (—o0,a) U [b, 00)

es abierto en S. Por tanto, & es una base de S que consta de
conjuntos cerrado-abiertos de S.

4. Veamos primero que para cualesquiera a,b € R con a < b
[a, b) es un espacio de Lindel6f. Sea % una familia de abiertos
en S tales que [a,b) C |J%. Sea

A= {x € (a,b] : existe 7 € [%]=* tal que [a,2) C | J7}.

Notemos que A C R acotado superiormente, por b. Ademas,
ya que a € [a,b), entonces existe U € % y a < V' € R tal
que [a,b') C U, por tanto, A # (). Sea o = sup A. Notemos
que o € A, pues sea {a,}new Una sucesion, en R, creciente
y convergente a «, con a < ag y a, < « para cada n < w.
Ya que a, < «, entonces para cada n € w existe 7, € [#]=*
tal que [a,a,) € |J7Z,. Entonces [a,a) C U, ., U7 Asi,
a € A. Por otro lado, si a < b, entonces existen U, € %
y a < b € R tales que [, ') C U,. Por tanto, ' € A, lo
cual contradice que « es el supremo de A. Consecuentemente,
a=b.

Por lo anterior y ya que R es unién numerable de elementos

de &,
- U[_
n=1

entonces concluimos que R es un espacio de Lindel6f.
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5. Ya que R es Hausdorff, entonces S es Hausdorff. Ya se demos-
tré que S es Lindeldf, por tanto, si mostramos que S es un
espacio regular, entonces S resultaré ser un espacio normal.
Sea ' C S cerrado y a € F', entonces existe a < b € R tal que
[a,b) C S\ F. Ya que [a,b) es cerrado-abierto y F' C S\ [a, b),
entonces si U = [a,b) y V = S\[a,b), entoncesa € U, FF C V,
Uy V son abiertos y UNV = ).

6. Primero veamos que D es cerrado. Ya que R?\ D es un
conjunto abierto en R?, entonces R?\ D es abierto en S, por
el inciso 1. Asi, D es cerrado en S.

Por otro lado, para cada =z € R, [z,x + 1) X [—z,—z + 1)
es una vecindad de (z,—z), en S x S, tal que si (y,—y) €
[t,x + 1) X [-z,—x + 1) N D, entonces x < yy —z < —y.
Asi, x = y. Por tanto,

[z,z+1) X [-z,—z+1)ND = {(x,—x)}.

7. Supongamos que S x S es Lindelof. Dado que D = {(z, —z) :
x € R} es cerrado y discreto, por el inciso anterior, entonces
D es un espacio Lindeldf y discreto. Asi, {{(z,—z)} : z € R}
es una cubierta abierta de D. Ya que D es Lindelof, entonces
existen z, € R tales que D = U, {(®n, —2,)}. Sin em-
bargo, ya que D es no numerable, entonces existe z € R
tal que x # x, para cada n < w. Por tanto, (z,—z) €
D\ U, coi(®n, —25)}. Por tanto, S x S no es un espacio
Lindeldf.

Por la Proposicion [2.5] inciso 4, dado que S x S es regular,
entonces si S X S es un espacio casi Lindel6f, entonces con-
cluimos que S x S es un espacio Lindeldf, lo cual es una
contradiccion.

8. Sean z € Ry [a,b) € & tal que x € [a,b). Entonces existe
0 < n € wtal que z+1 < b. Por tanto, z € [z,z+1) C [a,b).
Asi, para cada z € R, B(z) = {[z,z+2): 0 <n € w} es
una base local de vecindades para z.

Ya que Q es denso en R, entonces Q es denso en S. Por tanto,
Q es un denso numerable en S.
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Supongamos por contradiccion que S es segundo numerable.
Entonces SxS es segundo numerable. Luego, SxS es Lindelof,
lo cual contradice el inciso anterior.

9. Ya que S es T3, entonces S x S es Ts. Dado que S x S tiene
un denso numerable, entonces S x S tiene la propiedad de la

CCC. Asi, por la Proposicion 2.5 inciso[2], Sx S es débilmente
Lindeldf.

3.2. El duplicado de Alexandroff
Dado un espacio topologico T, (X, 7), sea
AD(X) =X x {0,1}.

Para cada p € AD(X) definimos la coleccion %B(p) C P(AD(X))\
{0} como sigue:

1. Sip=(z,0), con z € X, sea
B(p) ={(U x{0,1)\{(z, 1)} : UeryzeU}.
2. Sip=(z,1), con z € X, sea

%(p) = {{r}}

La coleccion de {B(p) } e ap(x) satisface las condiciones siguientes:
para cada p € AD(X)

1. B(p) #0ysiU e RB(p), entonces p € U;

2.81U € B(q) y p € U, entonces existe V € AB(p) tal que
V C U (note que es necesario que X sea T para que se
cumpla esta condicicion);

3. 81 U,V € AB(p), entonces existe W € HB(p) tal que W C
unv.
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Por lo tanto, {%B(p)}pcap(x) genera una topologia, T4p(x), en
AD(X) tal que {B(p)}peap(x) es un sistema de vecindades. Al
espacio topoldgico (AD(X), T4p(x)) le llamaremos el duplicado de
Alexandroff del espacio (X, 7).

Proposicion 3.2. Sea X un espacio topoldgico.
1. Para caday € X, {(y,1)} es un conjunto cerrado-abierto.
2. SiY C Xx{1} C AD(X), entonces Y es abierto en AD(X).

3. X y X x{0} C AD(X), con la topologia del subespacio, son
homeomorfos.

Demostracion:

1. Por definicion, {(y,1)} es abierto. Para ver que {(y,1)} es
cerrado solo hace falta notar que

AD(X)\ {(y, D} = (X x{0,1) \ {(y, 1)} € &((y,0))-

2. Sea Y C X x {1}. Entonces para cada ¢ € Y, existe y, € X
tal que ¢ = (yq,1), entonces ¢ € {¢} C Y. Asi, todos los
puntos en Y son puntos interiores de Y.

3. Sean f : X — X x {0} definida por f(x) = (x,0) y g :
X x {0} — X definida por g((x,0)) = z. Notemos que
{UN(X x{0}):U € B(p)yp € AD(X)} = {U x {0} :
U € 7} es base para X x {0}. Dado que para cada U € T,
f~HU x{0}] = U, entonces f es continua. Por otro lado, para
cada U € 7, g7 [U] = U x{0}, asf, g es continua. Finalmente,
dado que fog =idxypy y go f = idx, entonces f es un
homeomorfismo.

O

Proposicion 3.3. Si X es un espacio T4, entonces AD(X) es un
espacio Ty.

Demostracion: Primero veamos que AD(X) es un espacio T;.
Sean p,q € AD(X), con p # q. Veamos que existen U,V abiertos
en AD(X) talesquex e U\ V yye V\U.
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1. Supongamos que p = (z,1) y ¢ = (y,1), entonces U = {p} y
V = {q} satisfacen lo requerido.

2. Supongamos que p = (z,0) vy ¢ = (y,1). Sea V. = {q},
entonces V' es cerrado-abierto en AD(X). Entonces U =
(X x{0,1})\{(z,1)}]\V es abiertoen AD(X)ype U\V
yqeV\U.

3. Supongamos que p = (2,0) y ¢ = (y,0). Ya que X es Ty,
entonces existen U’, V' abiertos en X tales que = € U'\ V/
yy € V'\U' Entonces U = (U" x {0,1}) \ {(z,1)} y V =
(V' x {0,1}) \ {(y,1)} son abiertos en X que satisfacen lo
deseado.

Veamos ahora que si B, C AD(X) cerrados y ajenos, en-
tonces existen abiertos ajenos U,V en AD(X) tales que E C U
y FF C V. Ya que E y F son subconjuntos cerrados y ajenos en
AD(X), entonces EN (X x {0}), F N (X x {0}) son subconjuntos
cerrados y ajenos en X x {0}. Entonces existen E', F' C X ta-
les que EN(X x {0}) = E' x {0} y FN (X x {0}) = F' x {0}.
Entonces f1[EN (X x {0})] = E', f'[FN (X x {0})] = F' son
subconjuntos cerrados y ajenos en X, donde f : X — X x {0} tal
que f(z) = (z,0). Entonces existen U’, V' € 7 tales que E' C U’,
F' CV'yU NV’ =10. Luego,

E' x {0} € (U x {0,1}) \ {(=, 1)},

con x € U’ arbitrario, y

FIx {0} € (V! x {0,11) \ {(y. 1)},
con y € V' arbitrario. Sean

U= [0 x{0, 1)\ {(z, D} N [AD(X) \ F]

V= [(V'x{0,1})\ {(z, D} N[AD(X) \ E].

Ya que U'NV’ = (), entonces UNV = ; ademés, EN(X x{0}) C U
y FN(X x{0}) CV yUyV son conjuntos abiertos en AD(X).

Por tanto,

E=[EN (X x {OD]UIEN (X x {1})] CUUEN(X x {1})],
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y dado que EN(X x {1}) € X x {1}, entonces EN(X x{1}) es un
conjunto abierto en AD(X), asi, A = UU[EN(X x{1})] es conjunto
abierto en AD(X). Analogamente, sea B =V U [F N (X x {1})],
entonces B es abierto en AD(X) y

F CB.
Finalmente, ya que
s UNV =0,
s UN[FN(X x {1})] € (AD(X)\ F)NF =,
s [EN(X x{1)]NV CEN(ADX)\E) =0,y
s [EN(X x{APD]N[FN(X x{1})]CENF =,
entonces AN B = ().

O]

Proposicion 3.4. Si X es un espacio compacto yY C X, enton-
ces (X x {0} UY x {1}) C AD(X) es un espacio compacto.

Demostracion: Sea %' una familia de conjuntos abiertos, en AD(X),
tales que (X x {0} UY x {1}) C J%’. Para cada x € X, existe
un abierto U, € %’ tal que (z,0) € U, entonces existe U, € T tal
que z € U, x{0,1}\{(z,1)} CU.. Sea % = {U, : € X }. Enton-
ces % es una cubierta abierta de X y X es compacto, asi, existen
T1,...,2n € X tales que X = Uy,. Stz € Y\ {z1,...,2,},
entonces existe i € {1,...,n} tal que x € Uy, y, por tanto, (x,1) €
Uz, x{0,1}\{(2,1)} C Uy.. Luego, (X x {0}UY x {1})\ {(, 1) :
1 <i<n} CUL U, Dado que {U; :1 < i < n} cubre a
X x {0} UY x {1}, excepto posiblemente a una cantidad finita de
puntos, entonces concluimos que X x {0} UY x {1} es compacto.
L]

Corolario 3.5. Si X es un espacio compacto, entonces AD(X) es
un espacio compacto.
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3.3. La (G.-modificacién

Sean (X,7x) un espacio topolégico y « un cardinal infinito.
Definamos

‘%GK(X,T)() = {ﬂ&f o € [Tx]gn}.

Sea A € 7x. Si definamos o = {A}, entonces A = (A €
Ba,(X,rx)- Por tanto, Tx C Bg, (x,ry)-

Proposicion 3.6. Sea (X,7x) un espacio topoldgico. Entonces
Ba,.(X,rx) genera una topologia para X de tal forma que Bg, (x )
es una base para dicha topologia.

Demostracion:

L. Sean A, B € Bg, (x,r) entonces existen &, B € [Tx]=F

tales que A = y B =()%B. Sea € = o U R, entonces
€ € [TX]SE y, por tanto, (1€ € %GK(X,TX)- Notemos que

N% =N NN B

2. Yaquetx C B, (x,r) entonces X = J7x € U Bq, (x,7¢) ©
X.

O

Denotaremos por 7¢, (x,ry) & la topologia generada por Bg, (x 7y )-
Y al espacio (X, 7g, (x,ry)) le llamaremos la G.-modificacion del
espacio (X, 7x). Si no hay riesgo de confusion escribiremos sim-
plemente (X, 7g,.). En caso de que Kk = w, entonces escribire-
mos (X, 7g,(x,ry)) ¥ 10 llamaremos la Gs-modificacion el espacio
(X, Tx).

Proposicion 3.7. Sea X un espacio topoldgico y B una base para
X. Entonces B' = {\d : & € [B]=F} es una base para la G-
modificacion del espacio X .

Demostracion: Claramente %’ es una familia de subconjuntos
abiertos de la Gx-modificaciéon de X. Sean O un conjunto abierto
en la G.-modificacion de X y z € O, entonces existe o € [1]<F
tal que x € (& C O. Dado que & es una base para X, entonces
para cada A € o, existe Cy € A tal que x € C4 C A. Sea € =
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{Ca: A€ o}, entonces € € [B]<F. Asi, 2z e NECNA COy
NG e %. O

Otra caracteristica importante de los GG-modificaciones es que
nos da una condicién necesaria sobre el espacio X para que su
G-modificacién sea un espacio débilmente Lindelof.

Proposicion 3.8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico de dimension
cero. St la G-modificacion del espacio X es un espacio débilmente
Lindeldf, entonces (X, T) es un espacio Lindeldf.

Demostracion: Supongamos que la G-modificacion de X es dé-
bilmente Lindel6f y sea 98 una base de conjuntos cerrado-abiertos
de X. Sea % una cubierta abierta de X, supongamos sin pérdi-
da de generalidad que % es una cubierta abierta de elementos de
9. Entonces % es una cubierta abierta de la G-modificacion de
X. Entonces existe 7 € [%]=* tal que X = clg, (x)(U7'). Pues-
to que 7 es una familia de subconjuntos cerrado-abiertos en X,
entonces 7” son cerrado-abiertos en la G-modificacién. Dado que
la uni6on numerable de conjuntos cerrados en la Gx-modificaciéon
de X es un conjunto cerrado en la Gg-modificacién. Entonces
X=dcg.(U7)=U7. O

Sean X un espacio topolégico y Y C X. Entonces podemos
asignarle una topologia a Y de las siguientes dos formas:

1. YaqueY C X, entonces podemos considerar la topologia del
subespacio (Y,7x}y). Ya que (Y, 7xy) es un espacio topo-
logico, entonces podemos considerar la G-modificacion del
espacio (Y, Txy), es decir, (Y, 7q, (v, y))-

2. Sea (X, 7, (x,ry)) 12 Gx-modificacion del espacio (X, 7x). Ya
que Y C X, entonces podemos asignarle a Y la topologia del
subespacio relativa a (X, 7, (x,ry)), esto es, (Y, 7q, (x,7)1v)-

El siguiente resultado nos dice que las dos topologias antes defini-
das para Y coinciden, asi, es lo mismo pensar en la Gx-modificacién
de un subespacio que en el subespacio de la G-modificacion.

Proposicion 3.9. Sean (X, 7x) un espacio topoldgico y' Y C X.
Sean S_() el operador tal que para cualquier (Z,7z), espacio to-
poldgico, y cada Y € P(Z), Siz.,)(Y) = (Y,721v) y Gk el ope-
rador tal que para cada (Z,7z), espacio topoldgico, G ((Z,7z)) =



3.3. LA G.-MODIFICACION 47

(Z,7G,.(z,,))- Entonces se cumple que GK(S(X7T)()(Y)) = 56, (x,x)(Y)-
FEs decir, (Y, TGH(YJXW)) = Y, 76, (xm1y)-

Demostracion: Sabemos que B = {ONY : O € 7x} es una
base para S(x,)(Y). Por tanto, Ba, = {4 : A € [B~"}
es una base para Gx(S(x,)(Y)). Notemos que si & € [B]=F,
entonces existen A < k cardinal tal que o/ = {O,NY : O, €
Tx y @ < A}. Entonces (1 = ([),c) Oa) NY. Asi, tenemos que
Ba, = {(NacrOa)NY : X< Ky Oy € Tx}

Ya que {O4 : @ < A} € [7x]|=", entonces [,y Oq es un abier-
to en G.((X,7x)), por tanto, ((J,cyOa) NY es un abierto en
Sa,.((x,7x))(Y). Por tanto, todo abierto de Gx(S(x,7)(Y)) es un
abierto en Sg, (x,r)(Y).

Por otro lado, Bg, = {(\ & : & € [Tx]="} es una base para
Gr((X,7x)), por tanto, B ={0ONY : O € PBg, } es una base para
Sa.((x,mx)n(Y). Si O € Bg,, entonces existen A < k cardinal y
Oq € Tx, para cada o < A, tales que O = [, Oa. Asi, ONY =
Na<r(OaNY). Ya que O, € Tx, entonces O, NY es un abierto
en Sixr)(Y), ¥y ya que esto ocurre para cada a < A, entonces
Nacr(Oa NY) es un abierto en Gy (S(x,7y)(y))- Por tanto, todo
abierto de Sg, (x,r)(Y) es abierto en G (S(x r)(Y))- O

(X.7x) G (X, 7x))

S(Y)l lS(Y)

GK,(S(Xﬂ'X)(Y)) = SGK(X)TX)(Y)

Gr

Una propiedad interesante de la G-modificacion es que en es-
tos espacios, la intersecciéon de colecciones de tamano < k, de con-
juntos abiertos, vuelve a ser conjunto abierto.

Definicion 3.10. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es
un P-espacio si todo subconjunto Gg (interseccion numerable de
subconjuntos abiertos) de X es un conjunto abierto en X.

Proposicion 3.11. Para cualquier espacio X, la G-modificacion
del espacio X es un P-espacio.
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Demostracion: Sean {O, : n < w} una coleccion numerable de
subconjuntos abiertos de la G-modificacion de X y x € (), ., On.
Ya que %Bg,. es base para la G-modificacion, entonces para cada
n < w existe 0, € [tx]=" tal que z € N0, C O,. Sea O =
Us<w On, entonces O € [rx]|=*. Ademas, ya que para cada n < w,
0,, C 0, entonces (0 C () 0,, para cada n < w. Por tanto, x €
N0 CNhew(N0n) € Ny<o On- Por tanto, (N, ., O es abierto en

la G-modificacion del espacio X. O

Definicion 3.12. Un espacio topologico X es llamado disperso
(scattered) si todo subconjunto no vacio, Y, de X cumple que Y\

Y £ (.

Si X es un espacio T3, disperso y Lindel6f, entonces su G-
modificacion es un espacio Lindeldf. Ademaés se cumple la siguiente
proposicion.

Proposicion 3.13. Sea X un espacio Ty y disperso con L(X) <
K, entonces

L((X7 TGK(X,TX))) < K.

Demostracion: Sea % una cubierta abierta de G,-modificacién.
Ya que X es un espacio disperso, entonces existe x € X tal que
{z} es abierto en X. Ademas, puesto que % cubre a X, entonces
existe U € % tal que z € U. Sean O, = {z} y %, = {U}, entonces
O, es una vecindad de z, en la G,-modificacion, y %, € [%]5” son
tales que € Oy C | %5. Definamos

O={zeX:3(U €U yOscrx)(xec0, C| %)}

Entonces O C X es no vacio. Notemos que si £ C O es un sub-
conjunto cerrado en (X,7x), entonces para cada x € FE, exis-
ten O, € 7x v U € [U]=" tales que * € O, C |J%,. Asi,
E C Uuep Oz Ya que L(X) < &, entonces L(E) < s, por tan-
to, existen Fy € [E]=" tal que E C U,ep Or € Uper,(U%:) =
UUzer %), ¥ Urer, % € [%]=F. Por tanto, si E C O cerrado
en (X,7x), entonces existe %’ € [%]=" tal que E C |J%'.
Veamos que X = O. Supongamos que O C X, entonces () #
X \ O C X, por tanto, existe a € X \ O el cual es aislado en
X\ O. Entonces existe U’ abierto en X tal que U'N(X\O) = {a}.
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Ya que X es regular, entonces existe un conjunto abierto U tal
quea € UCUCU'. Ast, Un (X \ O) = {a}. Ya que % cubre
a X, entonces existe P € % tal que a € P. Dado que P es un
conjunto abierto en la Gj-modificacién, entonces existe 7 € [7]<F
tal que a € (% C P. Para cada V € 7 definamos Fyy = U \ V.
Entonces Fy es un conjunto cerrado en (X, 7x). Ademas, ya que
UnN(X\O) = {a}, entonces U C O U {a}. Dado que a € V,
entonces Fy C ON (X \ V) C O. Por tanto, existe %y € [%]=" tal
que Fyy C |J%y. Notemos que si x € U\ P, entonces existe V € 7
tal que © ¢ V, asi, © € Fy C |J%y. Por tanto, # = | J{%Uy : V €
VY € [#)SF y W cubre a U\ P. Luego, # U {P} € [%]|=" y
a €U CUCYTU{P}), lo cual implica que a € O lo cual es
una contradiccion. O

Para conocer mas acerca estos espacios remitimos al lector a
[24].

3.4. El Conjunto de Cantor

Sea (zn)nen € {0, 1}, entonces

OOQ‘n
>

n=1

es una serie convergente. Mas atn, 0 < Ziozl 2551" < 1. Definimos

o0
€ ={z€[0,1] :xzz% y para cadan € N, z,, € {0,1}}.
n=1
Al conjunto € le llamaremos el Conjunto de Cantor. De ahora
en adelante, cuando hablemos de € nos referiremos al Conjunto
de Cantor con la topologia de subespacio inducida por R.
No es dificil demostrar que si x € €, entonces la coleccion
{2y, :n € N} tal que z = Y0 | 2L es tnica.
Sean 0 # b,a € Ry fa,gp : R — R tales que fy(z) = a+ 2z
y gp(x) = bx. Entonces f,, gy son homeomorfismos. Ademaés, si
definimos

- IO = [07 1]7
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v Inp1 = Q%Un] U (f% OQ%)Un]S

entonces es posible demostrar que

o Q.
n=0

Denotemos por D al espacio topologico {0, 1} con la topologia
discreta. Entonces € es un espacio compacto homeomorfo a DX0,
lo anterior puede consultarse por ejemplo en [9].

Aquellos lectores que deseen conocer la demostracion de los
siguientes resultados pueden consultar [21].

Proposicion 3.14. 1. Sean X un espacio métrico separable y
E C X cerrado. Entonces E es union de un espacio perfec-
to F (F = F', es decir, F coincide con su derivado) y un
conjunto numerable.

2. Todo espacio métrico completo y perfecto contiene un subes-
pacio que es homeomorfo al Conjunto de Cantor.

3. Todo subconjunto cerrado de un espacto métrico completo es
completo.

Definicion 3.15. Sea A C R. Decimos que A es totalmente im-
perfecto si no contiene una copia del Conjunto de Cantor.

Corolario 3.16. Sean A C R totalmente imperfecto y F C R
cerrado y no numerable. Entonces F € A.

Teorema 3.17. (Teorema de Bernstein) Sea X un espacio métrico
completo y separable, no numerable, entonces existe A C X tal que
|A| = | X\A| = ¢y A y X\ A son conjuntos totalmente imperfectos.

3.5. El Hiperespacio de Pixley-Roy

Sea (X, Tx) un espacio topologico y sea F[X] = {4 € [X]|*¥:
A #0}. Sean A € F[X] y U un abierto en X, entonces definimos

[A,U] = {B e F[X]: AC BCUY}.
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Consideremos
B={[AU]:Ac F[X]yUe€1x}.
Entonces

1. paracada A € F[X]se cumple que A € [A, X]y [A, X] € &.
Ast, F[X] = UB; v

2. si [A,U],[B,V] € &, entonces
[A,UIN[B,V]=[AUB,UNV] € A,
pues AUBe F[X]yUNV € rx.

Entonces % genera una topologia, 7, para F[X], con & como base.
Al espacio topologico (F[X],7) le llamaremos el hiperespacio de
Pizley-Roy.

Notemos que si [A, U], [B,V] € &, entonces [A,U|N[B, V] # 0
siysolosi AUB CUNV, por tanto

[A,UN[B,V]#0siysolosi ACV y BCU.

Asi, si X es T1, entonces

1. F[X] es Hausdorff. Pues dados A, B € F[X] tales que A #
B, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad, que a €
A\ B. Ya que X es T, entonces para cada b € B existe un
abierto V3 tal que b € V3 y a € Vp. Sean U un abierto tal
que A C Uy V = Upyep Vo. Puesto que A € V', entonces
[A, U] N[B,V]=10.

2. labase B ={[A,U]: Ae F[X]y U € 7x}, de F[X], es una
base de conjuntos cerrado-abiertos en el hiperespacio. Para
ver esto, sean [A,U] € By B ¢ [A, U], entonces existen dos
casos:

a) Si A< B, entonces existe a € A\ B. Aplicando el mis-
mo razonamiento de la parte 1, solo que ahora el U de
la parte 1 que sea el mismo U que tenemos aqui, obte-
nemos que existe una vecindad, [B, | J,cp V5], contenida
en el complemento de [4, U].
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b) Si B € U, entonces para cualquier vecindad V de B se
cumple que [A, U] N[B,V] = 0.

3. F[X] es completamente regular ya que si F' es un subconjun-
to cerrado en F[X|y A & F, entonces existe [B,U] € & tal
que A € [B,U] C F[X]\ F. La funcién fig ) : F[X] — R
definida por

0 si C € [B,U]

fiB,u)(C) =
1 siCeFX]\[BU]

Dado que los elementos de & son cerrado-abiertos, entonces
fiB,u] es continua, ademas, se cumple que fig y](A) =0y si
C € F C F[X]\ [B,U], entonces fipy)(C) = 1.

4. o(F[X]) < w(X). Primero veamos que ¢(F[X]) < nw(X).
Supongamos, por contradiccién, que existe % una familia
celular en % [X] tal que |%| > nw(X) = k. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que % = {[Aq, Uas] : @ < A}, con
A > Kk v sea J una red de cardinalidad x > w. Dado que
[[#]<¥| = |#|, entonces podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que /4 es cerrado bajo uniones finitas. Luego,
para cada o < A existe N, € 4 tal que A, € N, C V,.
Entonces existen a, 3 < A tales que N, = Ng, asi, A,UAg C
Va N Vg, lo cual contradice que % es una familia celular.

Dado que toda base del espacio X es una red para el espacio
X, entonces de la definicién de las funciones cardinales se
tiene que nw(X) < w(X). Por tanto,

o(F[X]) <nw(X) <w(X).
Proposicion 3.18. Sea Y un subespacio del espacio (X,T), en-
tonces F[Y] es homeomorfo a F[X]y ={Aec F[X]: ACY}.

Demostracion: Sea f: F[Y]| — F[X];y definida por f(A4) = A.
Claramente f es biyectiva. Veamos que f es continua y abierta,
para ello notemos que una base para F[Y] es
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%/:{[A,U]g[X]ﬂg[X][yiAG%[X]yUET}

es una base para F[X];y. Si A € F[Y], entonces

[A,UQY]g[y} :{BGPZ[Y] :AQBQUQY}
— (BeF[X]: AC BCU}NF[X]y
= [A,U]g[x]ﬂg'—[th

Dado que todo abierto basico de #|[X];y es abierto en F[Y] y
viceversa, entonces se tiene que f es continua y abierta. ]

Proposicion 3.19. Sea % una familia de subconjuntos abiertos
de X, entonces

V(%) ={A e F[X]: existeU € U tal que AC U}
es un subconjunto cerrado-abierto de F[X].

Demostracion: Notemos que
V(%)= J[B,U]:U e BeF[X|yBCU},

pues si A € V(%), entonces existe U € % tal que A C U, ya que
A€ [A U], entonces A € | J{[B,U]: U €, Be F[X|y BCU}.
Por otro lado, si A € |J{[B,U] : U € %, B € F[X]y B C U},
entoces existen U € % y B € F[X] tal que A € [B,U], asi,
A C U, luego, A € V(%). Dado que V(%) = | {[B,U] : U €
%, B e F[X]y B CU}, entonces es claro que V(%) es abierto.

Veamos ahora que V(%) es cerrado. Si A ¢ V (%), entonces
A Z U para cada U € %, por tanto, para cada B € F[X] tal que
B C U, entonces [B,U]N[A, X] =0, pues A Z U. Asi,

(HB.Ul:Ue%u BeF[X]y BCU}NNIA X]=0.

Concluimos que [A4, X] C F[X]\ V(¥%). O
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3.6. La extension de Katetov
Sea (X, 7) un espacio topolégico Hausdorff. Sea
T(X) = {p C 7 : p es un ultrafiltro abierto libre sobre X}.

Sea kX = X UT(X) y para cada x € kX definamos %B(x) como
sigue:

1. Sipe X, sea B(p) ={UCX:UertyzxzecU}.
2. Sip e T(X), entonces B(p) = {{p} VU : U € p}.
Notemos que si T(X) = (), entonces kX = X.

Proposicion 3.20. La coleccion {B(x)}renx genera una topolo-
gia para kX de tal forma que {B(x)}rexx €s un sistema de vecin-

dades.
Demostracion:

1. No es dificil verificar que si p € kX, entonces B(p) # 0 y
que si U € %B(p), entonces p € U.

2. Supongamos que y € kX y sean x € U € %B(y).

a) Siy € X, entonces U es una vecindad de y en X. Ya
que X es un espacio topologicoy {{U : U € Ty z €
U} :x € X} es un sistema de vecindades para X. Por
tanto, existe V' € %B(x) tal que V.C U, pues z € U.

b) Siy € T(X), entonces U = {y} UU’, con U’ € y. Ya
que z € U, entonces x =y o x € U'. Si z = y, entonces
V = U satisface lo deseado. Supongamos que x € U’.
Sea V =U’, entonces V€ B(z) y V CU.

3. Supongamos que z € kX y U,V € %B(x).

a) Si x € X, como en el caso anterior, ya que {{U :
Uesabiertoen X yz € U} : z € X} es un siste-
ma de vecindades, entonces existe W € ZB(x) tal que

wcunv.
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b) Supongamos que z € T'(X). Entonces existen U’, V' € x
tales que U = {z} UU' y V = {2z} UV'. Ya que =
es un filtro abierto, entonces W/ = U' NV’ € z. Sea
W ={z}UW’, entonces W € B(z) y W = {a}UW' C
{z}UU' ' =U,{z} UV’ =V. Por tanto, W CUNV.

O]

Al espacio topologico kX, con la topologia generada por {%(x)},
le llamaremos la extensién de Katétov del espacio X.

Proposicion 3.21. Sea X un espacio topologico. Se cumple que:

1. X es un subespacio abierto y denso en kX. Mds aun, todo
congunto abierto en X es abierto en kX.

2. kX \ X es cerrado y discreto.

3. 81 X es un espacio de Hausdorff, entonces kX es un espacio

de Hausdorff.
Demostracion:

1. Veamos que X es denso. Es suficiente con ver que para cual-
quier p € kX y cualquier U € %B(p) se cumple que UNX # ().
Sip € X, entonces para cualquier U € %(p) se cumple que
UCX.

Supongamos que p € T(X) y sea {p} UU € H(p). Ya que p
es un filtro abierto en X y U € p, entonces () # U C X. Por
tanto, ({p}UU)NX # 0.

Sea A un subconjunto abierto de X y supongamos que A # ().
Sea x € A, entonces x € kX y A € %B(x). Por tanto, A es
abierto en kK X.

2. Por el inciso anterior, X es un conjunto abierto en kX. Por
tanto, kX \ X = T'(X) es cerrado en kX.

Veamos que T'(X) es discreto. Sea p € T'(X) y definamos
U = {p} U X. Afirmamos que U NT(X) = {p}. Es claro
que {p} CUNT(X). Sea ¢ € UNT(X), entonces g es un
ultrafiltro libre sobre X tal que ¢ € {p} U X, entonces p = q.
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3. Sean p,q € kX. Veamos que existe U y V abiertos ajenos
talesquepe Uy qeV

a) Supongamos que p,q € X. Ya que X es Hausdorff, en-
tonces existen abiertos U y V talesquex e U,y € V' y
unv =40.

b) Supongamos que alguno de los dos es un ultrafiltro
abierto libre y el otro estd en X. Supongamos, sin pér-
dida de generalidad, que p € T(X) y ¢ € X. Ya que
p es un ultrafiltro abierto libre sobre X, entonces p no
es convergente. En particular, para ¢ € X, existe una
vecindad B, de ¢, tal que B ¢ p. Ya que B ¢ py
p es ultrafiltro abierto, entonces existe A € p tal que
ANB=0.SeaU = {p}UAyV = B. Entonces p € U,
qeVyUunVvV =40.

¢) Supongamos que p,q € T'(X). Ya que p y g son ultrafil-
tro, entonces p Z q. Sea A € p\¢q. Como A ¢ ¢, entonces
existe B € g tal que AN B = (). Entonces U = {p} U A
y V = {q} U B satisfacen lo deseado.

O

Corolario 3.22. Sea X un espacio topoldgico. Si X1 es X con
la topologia del subespacio respecto de kX, entonces los espacios
topoldgicos X y X1 son homeomorfos.

Demostracion: Sea U un conjunto abierto en X. Por la proposicion
anterior, U es un conjunto abierto en kX, asi, U = U N X es un
conjunto abierto en Xj.

Sean U N X un conjunto abierto en X7 y x € U N X, entonces
U es un conjunto abierto en xX. Ya que %B(z) es una base de
vecindades para x en kX y x € X, entonces existe V € %B(z) =
{U € X : U es un conjunto abierto en X y x € U} tal que z €
V CU. Asi, V es un conjunto abierto en X tal quez € V C U. Ya
que esto ocurre para cada x € U N X, entonces U N X es abierto
en X. O

Proposicion 3.23. Sean U un subconjunto abierto de X y o =
{p e T(X) : U € p}. Entonces se cumple:
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1. cpx(U)=cx(U)Uud.

2. cux(d)=4d.

3. clux (A UU) =cl.x(U).
Demostracion:

1. Sea z ¢ cl,x(U). Entonces existe V € %B(z) tal que VNU =
(). Si z € X, entonces V es un conjunto abierto en X, por
tanto, = ¢ clx(U). Luego, x ¢ clx(U)U . Si z € T(X),
entonces V = {z} UV’ tal que V' € z. Entonces V' NU = 0.
Ya que z es un filtro, entonces U ¢ z. Asi, z ¢ clx(U) U A.

Supongamos que z € kX \ (clx(U)U ). Si z € X, entonces
existe V vecindad de z, en X, tal que V NU = (). Entonces
V es una vecindad de z en kX tal que VN U = 0, asi,
x ¢ clex(U). Si x € T(X), entonces U ¢ x. Ya que = es
ultrafiltro abierto, entonces existe A € x tal que ANU = ().
Luego, V' = {z} U A es una vecindad de z en kX tal que
V NU = (. Por tanto, x ¢ cl.x(U).

2. Supongamos que x € kX \ &. Si z € X, entonces X es una
vecindad de x tal que X N/ = (). Por tanto, x ¢ cl,x ().
Siz e T(X),seaV ={x}UX, entonces V es una vecindad
de x tal que VN g/ = (. Por tanto, = ¢ clyx ().

Cl,fx<.$27UU) = Cl,ix(.QOUCl,@)((U) = &Z{U(Clx(U)U&f) = Clnx(U).

O]

Notemos que sip € T(X) y U es un abierto en X tal que U € p,
entonces

CZHX(U) - Clﬁx({p} U U) - Clﬁx(A U U) = Cl,{X(U),

donde A = {p € T(X) : U € p}. Por tanto, para cada U abierto
en X y cada p € T(X), se cumple que cl,x({p} UU) = cl,x (U).

Proposicion 3.24. Si X es un espacio topoldgico Hausdorff, en-
tonces la extension de Katétov de X, kX, es un espacio H-cerrado.
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Demostracion: Ya que X es un espacio de Hausdorff, entonces
kX es un espacio de Hausdorff. Sea {V; : i € I} una coleccion
de subconjuntos abiertos de kX con la propiedad de interseccién
finita (PIF). Veamos que (,c; clex (Vi) # 0, asi, por la Proposicion
kX es un espacio H-cerrado.

Supongamos que (;c; clex (Vi) = 0. Consideremos ¢’ = {X N
V; 14 € I}, entonces ¢’ es una coleccion de subconjuntos abiertos,
no vacios, de X. Méas atn, sean X NVi,..., X NV, € ¢, entonces
Nie,(XNV;) = XN, Vi. Yaque {V; : i € I} tiene la PIF,
entonces ()i Vi # 0 y dado que cada V; es abierto, entonces
Ni—, Vi es un conjunto abierto no vacio de kX. Dado que X es
denso en kX, entonces X N[, V; # 0. Por tanto, ¢’ tiene la PIF.

Ya que ¢’ es una coleccién de conjuntos abiertos, de X, con la
PIF, entonces existe ¢ ultrafiltro abierto sobre X tal que ¢’ C gq.
Por la proposicion anterior, clx (V) C cl,x (V) para cada V € ¢'.
Asi,

(N cdx(V) S () ex(V)C () clex (V) S [ )elux (Vi) = 0.

Veq Veq' Veq el

Por tanto, ¢ es un ultrafiltro abierto libre sobre X. Asi, g € T'(X).

Afirmamos que ¢ € (;c;clex(V;). Sean i € I'y {q¢} UU un
bésico de g. Entonces U, X NV} € ¢, por tanto, ) ZUN(XNV;) C
UnV; CV,n({qtUl). Asi, q € clxx(V;) para cada i € I, es
decir, g € (;¢; clex (V;). Lo cual es una contradiccion. Por tanto,

Mier clix (Vi) # 0. u

Notemos que por la Proposicion ya que kX es un espa-
cio H-cerrado, entonces todos los ultrafiltros abiertos sobre kX
convergen.

Proposicion 3.25. Si X es un espacio topoldgico, entonces T'(kX)

0.

3.7. Compactacion de Stone-Cech

Antes de comenzar, conviene recordar lo que es un encaje [9)].

Definicion 3.26. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y
una funcion continua. Decimos que f es un homeomorfirmo de
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encaje si existen Z subespacio deY y f': X — Z un homeomor-
fismo tal que

f:iZOf,7

donde iy : Z — Y es la funcion inclusion de Z en Y, es decir,

iz(x) =z.
X ! Y
Z

Notemos que si f : X — Y es un encaje, entonces f' = f | X
y Z = f[X],donde f [ X : X — f[X]estalque f | X(z) = f(z).
Por otro lado, todo homeomorfismo es trivialmente un encaje. Pue-
de demostrarse que la composiciéon de homeomorfismos de encaje
es un encaje y la restricciéon de un encaje es un encaje.

Definicion 3.27. Una compactacion para el espacio topoldgico X
es un par (Y, c) tal que

1. 'Y es un espacio Hausdorff y compacto,
2. ¢: X — Y es un homeomorfismos de encaje, y
3. c[X] es denso en'Y (c[X]=Y).

Si un espacio X es encajado en un espacio Hausdorff y com-
pacto Y, entonces podemos encontrar una compactacion de X de
forma muy natural. Supongamos que Y es un espacio Hausdorff y
compacto y f : X — Y es un encaje, entonces f = iz o f’, con
Z CY. Asi, (f[X],io f') (donde i : f[X] — f[X] es la inclusién
de f[X] en f[X]), es una compactacion de X.

El siguiente teorema nos dice quiénes son todos los espacios
que tienen una compactacion. Las demostraciones de los resultados

siguientes pueden ser consultadas en [9].

Teorema 3.28. Un espacio topoldgico X tiene una compactacion
si y solo si X es un espacio Tychonoff (X es Tgé).
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De ahora en adelante, si (Y, ¢) es una compactacion del espacio
X, entonces denotaremos a Y por ¢X. Notemos que, en general,
c¢X y ¢[X] representan cosas distintas.

Definiciéon 3.29. Sean ¢X y ¢ X compactaciones del espacio X.
Diremos que (¢X,c) y (¢ X, ) son compactaciones equivalentes si
existe f : cX — ¢ X un homeomorfismo tal que foc=c.

X ———cX

dX
No es dificil ver que la (clase) relaciéon “compactaciones equi-
valente” es una relacion de equivalencia. Sea € (X) la coleccion

de todas las clases de equivalencia determinadas por la relaciéon
“compactaciones equivalente”.

Teorema 3.30. Para cualquier compactacion cX de X se cumple
leX| < 92" y w(eX) < 24X,

Teorema 3.31. Si X es un espacio Tychonoff, entonces X puede

ser encajado en 1) donde I =[0,1] C R.

Por tanto, toda compactacion ¢X es homeomorfa a un subespa-

a(x)
ciode I" . Por tanto, podemos pensar a € (X ) como el conjunto
de todas las compactaciones del espacio X.

Definicién 3.32. Sean cX y ¢ X compactaciones del espacio X .
Denotaremos por ¢ X < c¢X al hecho de que exista una funcion
f:eX — X continua tal que foc=—c.

Es posible demostrar que la relaciéon < es un orden parcial en
E(X).

Teorema 3.33. Todo subconjunto no vacio de €(X) tiene un <-
supremo en € (X).

Asi, si X es un espacio Tychonoff, entonces €(X) # () y por
tanto, existe un elemento en € (X) el cual es el <-mayor.
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Definicion 3.34. Sea X un espacio Tychonoff. Al elemento mds
grande en €(X) con respecto a la relacion < le llamaremos la
compactacion de Stone-Cech, y la denotaremos por SX.

Asi, si X es un espacio Tychonoff, entonces (5X, 3) es la com-
pactaciéon de Stone-Cech de X.

Teorema 3.35. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces

1. Para cualquier espacio Y Hausdorff y compacto y cualquier
funcion f : X — Y continua, existe una funcion F
B6X — 'Y continua tal que F o3 = f.

2. Si (aX) es compactacion del espacio X tal que: para cual-
quier espacio Y Hausdorff y compacto y cualquier funcion
continua f :+ X — Y, existe una funcion continua F :
aX — Y tal que Foa = f. Entonces aX y X son com-
pactaciones equivalentes.

3.7.1. Compactacion de Stone-Cech para espacios dis-
cretos

Aunque para cualquier espacio topologico Tychonoff existe su
compactacion de Stone—éech, nosotros no sabemos qué forma tiene
ese espacio. Afortunadamente, si nuestro espacio topologico X es
T4, entonces existe una compactacion de X, wX, la cual es equi-
valente a la compactacion de Stone-Cech del espacio X, 8X. La
ventaja es que nosotros si conocemos quien es wX.

Sea X es espacio Ty. Denotemos por 2(X) la coleccion de
subconjuntos cerrados de X. Ya que la unién finita de conjun-
tos cerrados es un conjunto cerrado y la intersecciéon arbitraria de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, entonces Z(X) es un
subreticulo de #(X), sup{E,F} = FUF y mf{E,F} = ENF.
Ademas, ) € 2(X). Por el Teorema[l.23] si 0 # € C 2(X) con la
PIF, entonces existe % un Z(X)-ultrafiltro tal que € C %.

Denotemos por & (X) la familia de todos los @ (X )-ultrafiltros.
Entonces # (X) # ). Notemos que si € X, entonces

Fx)={EL€D(X):xze€FE}

es D(X)-filtro. Mas atn, & (x) es un D(X)-ultrafiltro. Suponga-
mos que F es un I(X)-filtro tal que F(x) C F. Ya que X es un
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espacio T, entonces {z} € D(X). Por tanto, {z} € F(z). Ya que
F(x) C F y F es un D(X)-filtro, entonces para cada F € F,
En{z} #0. Asi, F C F(z). Ademés, " F (z) = {z}.

Sea F € F(X). Supongamos que (| F # 0. Sea x € N F.
Ya que {z} € D(X) y para cada E € F, EN{x} # 0, entonces
{z} € F.Siy € X con y # z, entonces y ¢ {z}, asi, y ¢ (| F;
ademas, & = F(x). Por tanto, para cada F € F(X) NF =0
6 & = {z}, con x € X. Concluimos que F € F(X) es libre
siy solo si & = 0. Asi, dado F € F(X), entonces (| F =06
NF = {z}.

Definamos
Fo(X) = {F: F(X): () F = 0},
la coleccion de todos los 2 (X)-ultrafiltros libres.

1. Sea U un subconjunto abierto de X, definamos

U*=UU{F € F(X) : existe A € F tal que A CU}.

2. Sea E un subconjunto cerrado de X, definamos

E.=FU{F € F(X): EcF}.

Notemos que si U es un conjunto abierto en X, entonces X \ U es
cerrado en X, por tanto, (X \ U)s si esta bien definido. Anéloga-
mente, si E es un conjunto cerrado en X, entonces (X \ U)* esta
bien definido.

Lema 3.36. Sea X un espacio T1. Sean U un subconjunto abierto
de X y E un subconjunto cerrado de X. Entonces

1. wX\U*= (X \U),.
2. wX\E,=(X\E)*.
Demostracion:

1. Utilizando el hecho de que para p € F(X): si E € (X) tal
que EN A # () para cada A € p, entonces E € p. Obtenemos
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lo siguiente:

WX\ (X\U)s =wX \[(X\U)U{F € F(X) : (X\U) € F}]
=X\ (X\U)]N[wX\{F € Fo(X): (X \U) € F}]
=[(X\(XN\U) U (Fo(X)\ (X\U))]

NX\{F € FH(X) : (X\U) € F})
U (Fo(X) \{F € Fo(X) : (X \U) € F})]
=[(X\ (X\U)) U (Fo(X)]
NXU(Fo(X)\{F € Fo(X) : (X\U) € F})]
=X\ (X\U)) U (Fo(X)\{F € F(X) : (X\U) € F})
=UU({F € F(X): (X\U) ¢ #})
=UU{F € F(X) : existe A € F tal que AC U}
=U~.

2. Por el inciso anterior tenemos
wX \(X\E) = (X\(X\E))x=E.

Asi, wX \ E, = (X \ E)*.

O

Lema 3.37. Sea X un espacio Ti. Sean Ei y FEs subconjuntos
cerrados de X . Entonces

1. (E1 N EQ)* = F1. N Ey,.
2. (E1 U EQ)* = F1. U Ey,.

Demostracion: Primero demostremos que (E1 N Es), = E1. N Eo,.
Supongamos que si F € {F € F(X) : E1 N Ey € F}, entonces
EiNEy; € F. . Yaque E1,Ey € D(X)y E1NEy C Eq, Es, entonces
E\,Ey € . Por tanto, F € {F € F(X) : By € F}N{F €
Fo(X) : Ey € F}. Por otro lado, dado que F es un 2(X)-filtro,
entonces es evidente que {F € F(X): E1 € F}N{F € F(X) :
Eye F}CF e{F € F(X): E1NEy e F}. Asi,

(F € Fo(X): By € FINF € Fo(X): By € F} = {F € Fo(X) : EsNE, € F}.
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Luego,
(E1NEy) = (E1NE)U{F € F(X): E1NEy e F}
=(E1NE)U{F € F(X): E1 € F}
N{F € F(X) : E2 € F})
= [El U{g € g'b(X) By € 97}]
N [EQU{&7 S g()(X) By € 97}]
= F1, N Ea,.
Para demostrar el inciso 2 veamos que
(F € Fo(X): B € FIUF € Fo(X): Ba € Ft ={F € Fo(X) : E\UE, € F}.
Supongamos que F € {F € Fy(X): E1UEy € F}. Ya que F es
un 2(X)-ultrafiltro, £y, Fs € 9(X) y E1 U By € &, entonces por
la Proposicién entonces By € F o Fy € F. Asi, F € {F €
Fo(X): By € F}U{F € F(X) : By € F}. La otra contencion
es trivial. Luego,
Ei.UEy =[E1U{F € F(X) : By € F}]
U[E1U{F € F(X) : E1 € F}]
=(EWUE)U({F € Fo(X): E1 € F}
U{F € F(X): E1 € F})
= (E1UE2)U{97 € 970(X) i UEy € 97}
= (El U EQ)*.
O

Corolario 3.38. Sea X un espacio T1. Sean Uy y Us subconjuntos
abiertos de X. Entonces

1. (U1 N Ug)* = Uf N U;
2. (U1 uly)* =Uf UU;.
Demostracion:

UfnU; = [wX \ (X \U1)] N[wX \ (X \ Uy)s]
=wX \ [(X\ U1)« U(X\ U2).]
=wX \ (WX \U]) U (wX \U3)]
=wX \ [wX \ (U7 NU3)]
= (U1 N UQ)*.
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También,

UrUU; = [wX \ (X \U1)] UwX \ (X \ U1).]
=wX \ [(X\U1)« N (X \ U2).]
= wX \ [(wX \U]) N (wX \ U3)]
=wX \ [wX \ (U] UU3)]
— (U, U D).

Proposicion 3.39. Sean (X, 7) un espacio topoldgico Ty y
wX = X U Fo(X).

La coleccion

B ={U":U €},
genera una base para wX .

Demostracion: Ya que X € 7; y debido a que X € &, para cada
F € Fy(X), entonces

X* =X U%(X) =wX.

Sean U*,V* € %, ya que U*NV* = (UNV)* € A, entonces
B genera una topologia para wX tal que 9% es base para dicha
topologia. O

Definicion 3.40. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ty. Al espacio
topoldgico wX con la topologia generada por % = {U* : U € 1},
como base, le llamaremos la extension de Wallman del espacio X.

Observemos que F' C wX es cerrado si y solo si /' = E,, con

FE C X cerrado.

Teorema 3.41. Sean X wun espacio T1 y wX su extension de
Wallman. Entonces se cumplen:

1. wX es un espacio T.

2. (X, 1) es subespacio de wX.
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3. X es un subespacio denso en wX.

4. wX es un espacio compacto.

5. La funcion inclusion w* : X — wX, tal que w*(x) = x, es
un encaje.

6. Para cualquier funcion continua f : X — Y, con Y un
espacio Hausdorff y compacto, existe una funcion continua
F:wX —Y continua tal que Fow = f.

Demostracion:

1. Sea p € wX. Veamos que {p} es un subconjunto cerrado en

wX.

a)

Supongamos que p € X, entonces {p} € Z(X). Luego,
{p}« es un subconjunto cerrado en wX. Notemos que
{p}e = {p} U{F € F(X) : {p} € F}, y dado que
el tinico P(X)-ultrafiltro tal que {z} € F es F(z), el
D (X)-ultrafiltro generado por x, no es libre, entonces

{p}. = {p}.

Supongamos que p € Fy(X). Afirmamos que

{r} =) E-

Eep

Sea E € p, entonces p € E,, asi, p € ﬂEGp E.. Supon-
gamos que r € ﬂEEp FE,. Sixz € X, entonces x € E
para cada E € p, es decir, x € [p, sin embargo, esto
contradice que p es un Z(X)-ultrafiltro libre. Por tanto,
x € Fo(X). Si x # p, entonces existen £ € py F € x
tales que ENF = (). Por tanto, E ¢ x. Asi, z ¢ E,, sin
embargo, esto contradice que x € () Eep E,.

Ya que {p} = ﬂEep E,, y cada E, es cerrado en wX,
entonces {p} es cerrado en wX.

2. Sea U € 7, entonces U = U*N X. Asi, todo conjunto abierto
en X es un conjunto abierto en el subespacio X, respecto de

wX.

Inversamente, si U* N X es un conjunto abierto, bésico,

en el subespacio, entonces U*NX =U € 7.
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3. Sea) £ U* € B,conU € 1. Ya que U* # (), entonces U # ),
luego, U* N X = U # (). Por tanto, cl,x X = wX.

4. Sea U = {Fs« : s € S}, con Fs un subconjunto cerrado en
X, una familia de subconjuntos cerrados de wX con la PIF.
Para cada s € S, existe T tal que

Fs* — ﬂ Bt*-

teTs

Sean T' = (J,egTs y A = { By« : t € T}. Afirmamos que of
tiene la PIF. Sean

(Btul)*: SRR (Btlﬁl)*? R (Btk,l)*v SRR (Btkﬂ"k)* cd

de tal forma que (¢;,1),..., (t;, ;) € Ts,. Entonces
k k k T
#m(FsJ)*:ﬂ ﬂ(Bt)*gﬂﬂBtl
Jj=1 j=1 tETSj j=1li=1

Afirmamos que € = {B; : t € T} tiene la PIF. Supon-
gamos que ti,...,t, € T tales que (), By, = . Luego,
sz’L:I(Bti)* = (ﬂ?:l Bti)* = (m?:l Bti) U {9 € 9«'0(X) :
Niz, By, € F} = 0, lo cual contradice que & tiene la PIF.
Por el Teorema [1.23] existe € F(X) tal que € C F

a) SiNF = (ZJ entonces F < F/TO(X) y ya que para cada
teT, By € F, concluimos que F € (V,ep(Bi)s = %.

b) Si NF = {ac} entonces para cada t € T, x € B; C
(Bi)«. Luego, x € (V,cp(Br)s = N %.

En cualquier caso, (% # 0. Por tanto, wX es compacto.

5. Ya que X es subespacio de wX, entonces es claro que w*
X — wX es una funcién continua e inyectiva. Dado que
siU e, yw Ul =U=U"NX =U*Nuw*[X], entonces
w* [ X : X — X es un homeomorfismo.

6. Sean Y un espacio topoldgico Hausdorff y compacto y f :
X — Y una funcién continua. Sean Fj y F5 subconjuntos
cerrados y ajenos del espacio Y. Ya que f es una funciéon
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continua, entonces f~'[Fy] y f~![F3] son subconjuntos ce-
rrados y ajenos de X. Luego, (f~![F1])s v (f'[F2])« son
subconjuntos cerrados de wX. Ademas,

SR (D = (RN fT Ry =

Dado que f1F] € (FF. v (F}[F3]). es un conjunto
cerrado en wX, entonces concluimos que

clux (fTHF]) N elox (fHFR)) = 0.

Por el Teorema existe F': wX — Y una funcion con-
tinua que extiende a f. Concluimos que F ow = f.

O

Teorema 3.42. Sean (X,7) un espacio topologico Ty y wX su
extension de Wallman. Entonces wX es un espacio Hausdorff si y
solo si X es un espacio Ty.

Demostracion: Supongamos que wX es un espacio de Hausdorff.
Sean E y F' subconjuntos cerrados y ajenos en X. Entonces FE,
y Fi son subconjuntos cerrados y ajenos en wX. Ya que wX es
Hausdorff y compacto, entonces es normal. Asi que existen U y
V' subconjuntos abiertos de wX tales que E, C U, F., C V' y
UNV = 0. Ya que & es una base para wX y E, y F, son conjuntos
compactos, por ser subconjuntos cerrados de un espacio compacto,
entonces existe (Ur)*,...,(Un)*,(V1)*,...,(Vin)* € A tales que
E, C UL, (U)" C Uy F, C U™ (V})* CV. Definamos A =
U, Uiy B=U;,Vi. Yaque U;—,(U;)* = (U;, Us)*, entonces
AerTy E, C A" C U. Analogamente, F, C B* C V. Dado
que A*NB* CUNV = (), entonces AN B = (. Finalmente,
EFE=FE,NX CA*NX = Ay de la misma forma FF C B. Por
tanto, X es un espacio normal.

Supongamos que X es un espacio T4 y sean p,q € wX, con

p#q.

1. Supongamos que p,q € X. Ya que X es un espacio Hausdorff,
en particular, entonces existen U,V € 7 tales que p € U,
qeVyUnNV = (. Entonces U* y V* son subconjuntos
abiertos en wX ajenos tales que p e U* y g € V*.
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2. Supongamos, sin pérdidad de generalidad, que ¢ € X y p €
Fo(X). Ya que (p = 0, entonces existe E € p tal que q ¢ E.
Entonces existen U,V € T talesqueqe V, ECU yUNV =
(. Asi, U* y V* son subconjuntos abiertos, y ajenos, de wX.
Es claro que ¢ € V*. Por otro lado, yaque E e py E C U,
entonces p € U*.

3. Supongamos que p,q € Fo(X). Ya que p # ¢, entonces exis-
ten B € py F € q tales que ENF = (). Por la normalidad de
X,existen UV €t talesque ECU, FCVyUNV =0.
Entonces U* y V* son subconjuntos abiertos de wX tales que

peU*, qgeV*y U nV* =0.

O]

Corolario 3.43. Sea X un espacio Ty. Entonces (wX,w*), donde
wX la extension de Wallman y w* : X — wX tal que w*(x) = x,
es una compactacion de X equivalente a la compactacion de Stone-
Cech del espacio X.

Si X es un espacio discreto, entonces existe la compactacion
de Stone-Cech del espacio X, X. Por otro lado, la extension de
Wallman del espacio X, wX, existe y dicha extensién es una com-
pactacion equivalente a la compactacion SX. Ademas, si X es un
espacio discreto, entonces D(X) = P(X). Asi,

F(X)={F : F es un ultrafiltro en #(X)}

Fo(X) ={F : F es un ultrafiltro libre en P(X)}.

Sea A C X, entonces A es un subonjunto cerrado-abierto en X y
utilizando la Proposicion [[.26] no es dificil ver que

A, = A

Por tanto, wX es un espacio de dimension cero. Por la Proposiciéon
1.27]y el Axioma de Eleccion, Fo(X) # 0.

Si X es un espacio discreto, existe otra compactaciéon equiva-
lente a 5.X.
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Sean X un conjunto y

aX ={F : F es un ultrafiltro en P(X)}.

Sea A C X, definimos

A\:{STEaX:AEQT}.

Proposicion 3.44. Sea X un conjunto. Entonces se cumplen

1. A=0 siy solo si A=0.

2. A=aX sty solo si A=X.

3. A\zésiysolo si A= B.

4. AnNB=A4nB.

5. AUB=AUB.

6. aX\ A=X\ A

7. Zgﬁsiysolo st A C B.

Demostracion:

1. Supongamos que A # (), entonces {A} C P(X) tiene la PIF,
por tanto existe & un ultrafiltro tal que A € F. Asi, A # ().
La otra implicacioén es trivial.

2. Supongamos que A=aX. Seaz€ X, entonces F(x) € A\,
asi, A € F(z). Ya que {z} € F(x), entonces {z} N A # 0.
Por tanto, x € A. Por tanto, A = X. La otra implicacion es
trivial.

3. Sea x € A, entonces A € F(z). Asi, F(z) € A = B. Por
tanto, B € % (z). Entonces {z} N B # (), es decir, z € B.
Analogamente, B C A. La otra implicacién es trivial.

4. Supongamos que F € AN B, entonces A € Fy B € F.

Luego, AN B € #. Por otro lado, si AN B € & ya que
ANBCA, B, entonces A, B € #.
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5, ST A€ F o B € &, entonces AU B € . Por otro lado,
st AUB € &, entonces por la Proposicion [I.26) A € F o

Be#.
6. YaqueA\U)?\\A (AU(X\A)) —aXyAﬁX\A—
(AO(X\A)) =0, entoncesX\A—aX\A

7. Supongamos que A C B. Entonces B= AUB = AU B. Asi,
por el inciso 3, B = AU B, es decir, A C B. Por otro lado, si

Py

A C B, entonces A=ANDB, asi, A= A B=ANBCB.

O]

Proposicion 3.45. Sea X un conjunto. Entonces B, = {A\ :
A C X} genera una topologia para aX. Dicho espacio topoldgico
es un espacio de Hausdorff. Ademds, si X es un espacio discreto,
entonces la funcion a : X — aX definida por a(z) = F(x),
donde F(x) ={A C X : x € A} es el ultrafiltro generado por {x}
en P(X), es un encaje.

Demostracion: Por los incisos 2 y 4, B, genera una topologia para
aX. Sean p,q € aX con p # q. Entonces fxis‘g\eni‘l €EpyBeg
tales que ANB = (). Por tanto,p€ A, q € By ANB=ANB = .

Ya que X es un espacio discreto, entonces « es una funcién
continua. Sean x,y € X tales que a(x) = a(y), entonces F(z) =
F(y). Asi, z = y. Sea A C X, entonces a[A] = {F(z) : x € A} =
U{{F (@)} : z € A} = U{{/a-:\} : x € A}. Por tanto, a es una

funcién abierta. Concluimos que « es un encaje. O
Teorema 3.46. Sea X un espacio discreto. Entonces
1. La funcion ¢ : wX — aX definida por

F (p) sipe X

Y(p) =
p sip € Fo(X)

es un homeomorfismo tal que 1) o w* = a.

2. (aX,a) es una compactacion para el espacio X, la cual es
equivalente a la compactacion de Stone-Cech.
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Demostracion:

1. Es claro que 9 es una funcién inyectiva. Ademas, ya que todo
ultrafiltro es libre 6 es principal, entonces 1 es sobreyectiva.
Veamos que f es continua. Sea A€ PBa, ya que A es un
conjunto abierto en X y A, = A*, entonces ¢ [A] = {p €
wX:Aey(p)={reX: AcF(x)}U{F € F(X): A€
Fr=AU{F € F(X): Ae F} = A*. Veamos ahora que
1 es abierta. Sea A C X, entonces ¢Y[A*] = Y[A]UY[{F €
FoX): AeFY ={F(x) 2 € AU{F € Fp(X) : A e
F}={F € F(X): Aec F} = A Sea z € X, entonces
(Y ow*)(x) = Y(w*(x)) = P(x) = F(x) = a(x). Por tanto,

Pow* = a.

2. Ya que wX y aX son espacios homeomorfos, entonces aX es
un espacio Hausdorff y compacto. Por la proposiciéon anterior,
a: X — aX tal que a(zr) = F(x) es un encaje. Y ya que
a[X] es homeomorfo a X y X es denso en wX, entonces o[ X]
es denso en aX. Por tanto, (X, a) es una compactacion del
espacio X; y por el inciso anterior, X es una compactacion
equivalente a wX.

3.8. Mas espacios topologicos

A continuacién presentaremos mas ejemplos de espacios topo-
légicos que no tienen un nombre bien establecido en la literatura,
por tanto, cuando nos refiramos a la topologia de dicho espacio,
nos estaremos refiriendo a las topologia construidas en ese ejemplo.

3.8.1. Ejemplo 1

Sea
X =[(wi+1)x (w+ 1]\ {(w1,n) : n € w}.

Para cada x € X definamos %(z) como sigue:
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1. siz = (a,n) € w; X w, entonces sea
B(x) = {{(e,n)}};

2. siz = (o,w) € w1 x {w}. Para cada n < w definamos U, (n)
como
Ua(n) ={(a,m) : n <m < w}.

Sea

RB(r) ={Uas(n) : n < w}.

3. si z = (w1,w). Para cada o < w; definamos U,, (o) como
sigue

Uy (o) ={(B,n):a<f<w yn<wlU{(w,w)}.

Sea

B(x) ={Uy (a) : a < wy}.

Veamos primero que {%(x)},cx satisface las condiciones nece-
sarias para generar un espacio topologico de tal forma que {3B(x)} e x
resulta ser un sistema de vecindades para dicho espacio, [6].

Proposicion 3.47. {%B(z)}.cx genera un espacio topoldgico en
X.

Demostracion: Veamos que {%B(z)}cx satisface las condiciones
de [2] de la Proposicion

Es claro que para cada z € X, B(x) # 0 y si U € B(x),
entonces x € U.

Supongamos que y € X, U € B(y) y x € U. Mostremos que
existe V € B(x) tal que V C U.

1. Siy = (a,n) € w1 X w, entonces U = {(a,n)} y x =y, asi
que V = U satisface lo deseado.

2. Siy = (a,w), con a < wi, entonces existe n < w tal que
U =Uy(n). Yaque z € Uy(n), si z = y entonces trivialmente
U = V cumple lo deseado; por tanto, supongamos que x # v,
asi, ¢ = (a,m), con n < m < w. Entonces V = {(a,m)}
satisface que V € B(z) y V C U.
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3. Siy = (w1,w), entonces U = U, (), para algin a < w.
Como en el caso anterior, supongamos que x # y, entonces
x=(B,n),cona<f <w; yn<w. Entonces V = {(8,m)}
cumple lo deseado.

Sean z € X y U,V € %B(z). Mostremos que U NV € %B(z).

1. Supongamos que x = (,n) € wy Xw. Entonces U = {(a,n)} =
V.

2. Supongamos que = = («,w), con o < wi. Entonces existen
n,m < w tales que U = Uy (n) y V = Uy(m). Supongamos,
sin pérdida de generalidad que n < m, entonces U NV =
Us(m) € %B(x).

3. Supongamos que x = (wi,w). Entonces existen «, < w;
tales que U = Uy, (o) y V = U,,,(B). Sin pérdida de genera-
lidad supongamos que a < . Entonces Uy, (o) N Uy, () =
U (B)-

O

En lo que resta de este ejemplo de espacio topologico, a la
topologia generada por {%(z)}.cx para X la denotaremos por 7.

Proposicion 3.48. Consideremos el espacio topoldgico X como
antes. Entonces se cumplen:

1. X es un espacio topoldgico Hausdorff.
2. X no es un espacio Lindeldf.
3. X es un espacto casi Lindeldf.

4. Y =wi xwU{(wi,w)} es un subespacio denso y Lindeldf de
X.

Demostracion:

1. Sean x,y € X diferentes. Veamos que existen abiertos U y
V ajenos talesquex e Uy yeV.

a) Supongamos que x = (a,n), con a < wy y n < w.
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1) Siy = (B,m) con f < w; y m < w. Entonces ya
que z # y, entonces U = {(a,n)} y V = {(8,m)}

cumplen lo deseado.
2) Siy=(B,w), con o < wy, entonces U = {(a,n)} y
V = Ug(n + 1) cumplen lo deseado.
3) Si y = (wi,w), entonces U = {(a,n)} y V =
U., (o + 1) satisfacen lo deseado.
b) Supongamos que z = (o, w), con a < wj.
1) Siy = (8, m), entonces este caso es similar al caso
10b).
2) Siy = (B,w), entonces a # 3, por tanto, U = U, (0)
y V = Ug(0) cumplen lo deseado.
3) Supongamos que y = (w1,w). Entonces U = U,(0)
y V =U,, (a+ 1) satisfaen lo deseado.
¢) Supongamos que x = (w1, w).
1) Siy = (B, m), entonces estamos en el caso 1 c).

2) Siy = (B,w), entonces estamos en el caso 2 b).

2. Probemos ahora que X no es un espacio Lindeldf. Conside-
remos la cubierta abierta de bésicos

U ={Uy(0): o < w1} U{U,, (0)}.

Sea 7° una subcolecciéon numerable de . Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que 7" = {U,,(0) : n € wy ap, <
w1} U{U,, (0)}. Ya que wy es regular, entonces existe 8 >
sup{a, : n € w}. Luego, (B,w) € J7 .

3. Sea % una cubierta abierta de X. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que % es una cubierta abierta de conjuntos
abiertos basicos. Entonces existe Uy € % tal que (w1,w) €
Up. Ya que % es una cubierta de conjuntos abiertos bésicos,
entonces existe a < wy tal que Uy = U, (a). Asi, Uy =
{(Bn):a<Byn<wU{(w,w)}

Afirmamos que Uy = {(B,n) : a < Byn < w}U{(w1,w)}.
Sea o < 3, ya que para cada n < w, (8,n) € Ug(n) N Uy
y dado que B((f,w)) es una base local de vecindades para
(B8,w), entonces (B,w) € Uy. Por otro lado, supongamos que
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z¢{(Bn):a<fyn<wl{(w,w)} Entoncesz = (5,n)
con f < oy n < w. En cualquier caso, U = Ug(0) es una
vecindad de z tal que U N Uy = . Por tanto, = ¢ Up.

Dado que X \ Up = {(B,n) : B < ayn < w}, entonces
X \ Uy es un conjunto numerable, pues o < wi. Para cada
x € X \ Uy, elijamos U, € % tal que x € U,. Sea 7" = {U, :
x € X\ U} U{Uo}. Entonces se cumple que 7" € [%]=* tal
que X = {V:Ve7}

4. Para ver que Y es denso, mostremos que todos los basicos de
{%B(x)}rex intersectan a Y. Es claro que si € Y, entonces
todos los elementos de %B(x) intersectan a Y. Sea x = (o, w),
con a < wy. Sea Uy(n) € B(x), con n < w. Entonces (a,n) €
Ua(n)NY.

Veamos ahora que Y es Lindelof. Sea % una coleccién de
abiertos, de bésicos, en X cuya unién cubre a Y. Entonces
existe a < wy tal que (wi,w) € Uy, (a). Ya que Y\ Uy, (o) =
{(B,n) : B < ayn < w} es numerable, entonces podemos
elegir una colecciéon numerable de elementos de % que cubran
ayY.

3.8.2. Ejemplo 2

Sean A C R\ Q un subconjunto denso y numerable en R y x
un cardinal infinito no numerable. Sea

X =QU{(a,k):a € A}, donde Q = Q x k.
Para cada x € X, definamos %(x) como sigue:

1. Si x = (q,a) € Q, entonces para cada n € N definamos
Ua(@) = (B1(9) N Q) x {a}

donde B1(q) es la bola Euclideana, usual en R, con centro

en g y radio % Sea

B(x) = {Up(x): n € N}.
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2. Si x = (a,k), con a € A, entonces para cada F € [k]<¥ y
cada n € N definamos

Un,p(x) = [(B1(a) N A) x {x}]U[(B

Sea

(@) N Q) x (k\ F)].

1
n

B(x) ={Upr(z) :n €Ny F € [k]*“}.

Proposicion 3.49. La coleccion {%B(x)}zex genera una topologia
en X de tal forma que {%B(x)}rcx es un sistema de vecindades
para dicha topologz’ﬂ.

Demostracion:

1. Es claro que para cada z € X, B(z) # 0 y que si U € B(x),
entonces x € U.

2. Seanye X, UeRB(y)yxelU.

a)

Supongamos que y € ), entonces existen ¢ € Qy a < &
tales que y = (g, ). Por tanto, existe n € N tal que
U="U,(y) = (B1(q9)NQ)x{a}. Yaque x € U, entonces
existen r € B;(cﬁ N Q tal que x = (1, ). Luego, existe
m € N tal quenBi(r) C Bi(q).SeaV = (B (r)NQ) x
{a}. Claramente V € e%’(:ns yV CU. "
Supongamos que y = (a, k), para algin a € A. Entonces
existen n € wy F € [k]<¥ tal que U = U, r(y) =
(B (@) N A) x (<} U[(B1 (@) Q) x (x\ F)].

Siz € (Bi(a)NA)x{k}, entonces existe b € B1(a)NA
tal que x = (b,k). Sea m € N tal que B (b) C B: (a),
definamos V = [(B1 (b) N A) x {k}] U[(B1 (b) N Q) x
(k\ F)]. Entonces V € B(z) y V C U.
Siz € (Bi(a) NQ) x (k\ F), entonces existen ¢q €
Bl(a)ﬂ@gf a € k\ F tales que x = (¢,a). Seam € N
tal que Bi(q) C Bi(a) y definamos V = (B1i(q) N
Q) x {a}.ﬂf\fo es dificil ver queVeRBz)yV cU.

3=

3. Sean z € X, U,V € %B(x).

'El lector que asf lo desee, puede consultar |26]
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a)

Supongamos que x € @, entonces existen ¢ € Qy a < &
tal que x = (¢, «). Entonces existen n,m € N tales que

U= (Bi(g)NQ) x{a} y V= (Bi(g) N Q) x {a}.
Sea k = max{n, m}, entonces B% (q) C B% (q),B% (q).
Definamos W = (B%(q)ﬂ(@) x {a}, entonces W € B(x)
yWcCcunV.

Supongamos que x = (a, k), para algtin a € A. Enton-
ces existen n,m € Ny F,G € [k]|<% tales que U =

[(B1(a) N 4) x (=] UI(B1(a) Q) x (5 \ F)] y V =
(B (a) N A) x ()] U[(B1(a) N Q) x (s O)]. Sea
-

k = méx{n,m}, entonces B%( a) B%( ),B%( a). De-
finamos W' = [(B1(a) N A) x {x}]U[(B1(a) NQ) X (x\
(FUQ))], entonces W € B(x) y WCUNV.

O

Por comodidad, denotemos al espacio anterior por (X, 7).

Lema 3.50. Q con la topologia del subespacio heredada por R es
un espacio de dimension cero.

Demostracion: Sea B = {(z,y) NQ : z,y e R\ Qyz < y}. Es
claro que % es base para Q. Sea g € Q \ (z,y), entonces ¢ < x 6
y <gq. Siy<gq,entonces g € U = (y,q+m)NQ € AB. Siq< z,
entonces ¢ € U = (¢ — m,2) NQ € A. En cualquiera de los dos
caso, U CQ\ (z,y). O

Proposicion 3.51. El espacio (X, ) satisface las siguientes cosas:

1. X es Hausdorff.

2. X tiene dimension cero.

3. X es débilmente Lindeldf.

Demostracion:

1. Sean z,y € X diferentes.
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a)

Supongamos que z = (¢,a) € Q. Si y € @, entonces
existenr € Qy 8 < k talesque y = (r, 8). Yaque x # y,
entonces ¢ # r o a # . En caso de que a # 3, entonces
U =Ui(z) y V = Ui(y) son abiertos ajenos. Si q # r,
entonces existen n, m € N tales que Bi(¢)NB (r) = 0.
SiU=U,(q) yV =Un(y) satisfacen lo deseado.

Siy = (a,k), con a € A, entonces definamos F' = {a}.
SiU =Ui(xz)yV =Uir(y), entonces U y V satisfacen
lo deseado.

Supongamos que z = (a,k), con a € A. Siy = (¢, ) €
Q, entonces U = U, go)() y V = Ui(y) satisfacen lo
deseado.

Siy = (b,k), conb € A, entonces ya que x # y, tenemos
que a # b. Por tanto, existen n, m € N tales que B (a)N

n

B.(b) = 0. Luego, U = Un,@(x) yV = Um,@(y> son

vecindades ajenas de x y y, respectivamente.

2. Veamos que X es un espacio de dimensién cero. Sea % =
{UasNQ : a < ¢} la base de subconjuntos cerrado-abiertos
para QQ del lema anterior. Definamos

y

By =

By ={UanQ)x{B}:Us €Uy <k}

{[(TNA)x{r}U[(UaNQ) x (k\F)] : Us € % y F € [5]~}

y sea

B =B, U B

Afirmamos que B’ es una base de subconjuntos cerrado-
abiertos para X.

a)

Veamos que B’ C 7. Sean (U, N Q) x {Bf} € B} v
xz € (Uy N Q) x {8}, entonces existe ¢ € U, N Q tal
que x = (q,8). Ya que {B1(q) : n € N} es una base de
vecindades para g en R, entonces existe n € N tal que
Bi1(q) C U,. Por tanto, z € U,(z) C (UyNQ) x {5},
as?, (UsaNQ) x {B} es abierto en X.

Supongamos que x € [(Uy, N A) x {k}] U [(Us N Q) X
(k\ F)] € B. Six € (Uy,NA) x {k}, entonces existe
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Uy N A tal que z = (a,k). Sea n € N tal que

1(a) € U,. Entonces ¢ € Uy p(z) C [(Uy N A) X
HUlUanQ) x (k\ F)].
Por otro lado, si z € U,NQ) x (k\ F'), entonces existen
g € UsNQy B € k\F tales que = = (¢,3). Sea
n € N tal que B1( ) C U,, entonces z € U,(z) C
[(Ua N A) x {&}] U[(Ua NQ) x (5 \ F)].

b) Veamos que los elementos de %’ son cerrados. Sean U €
RB'y x ¢ U. Supongamos que U = (U,NQ) x {5} € B].

B
i

1) Six = (a,k), con a € A, entonces ¥ € Uy g5y(r) C
X\U.

1) Sixz=(¢g,7) € Q, ya que z ¢ U, entonces x & U,
0y # .51 #f, entonces x € Uy(z) C X\ U. Si
q ¢ U,, existe Us € € tal que ¢ € UsNQ C QN (R
Ua), pues € es una base de subconjuntos cerrado-
abiertos para Q. Sea n € N tal que Bi(q) C Us.

Entonces x € Uy (z) C X \ U.

Supongamos que U = [(U, N A) x {k}] U [(Us N Q) x
(k\ F)] € B,

1) Siz = (q,8) € Q, entonces ¢ ¢ Uy 0 5 ¢ K\ F.
Si B ¢ k\ F, entonces f € F y por tanto, z €
Ui(z) C X \U. Si q ¢ U,, entonces existe n € w tal

que Bi(q) CR\ U,. Entonces x € Up(z) C X \U.

1) Si x = (a,k), con a € A, entonces a ¢ U,. Sea
n € N tal que Bi(a) € R\ U,. Entonces z €
Upr(z) CX\U.
¢) Veamos que %’ es una base para X. Sean z = (¢, ) € Q
y Un(z) € B(x). Entonces ¢ € Bi(q) N Q. Entonces
existe a < ¢ tal que ¢ € U, NQ QHBL (¢) N Q. Luego,
2 € (UaNQ) x {a} C Un(). !
Supongamos que z = (a, k), con a € A, y sea U, p(z) €
%(x). Por como fueron elegidos los conjuntos Uy, en

el lema anterior, es posible encontrar un U, tal que
Ua € Bi(a). Por tanto, z € [(Uy N A) x {k}] U [(Us N

Q) x (k\ F)] C Uy ().
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3. Veamos que X es débilmente Lindeldf, para ello, primero
probemos que si O es un conjunto abierto en X tal que
B = {(a,k) : a € A} C O, entonces X \ O es numerable.
Supongamos que existe un abierto O, en X, tal que B C O
y X \ O no es numerable. Ya que B C O, entonces

X\o0cCcQ= U{(q,a):oz</£}.
q€Q

Por tanto, existe un go € Q tal que {(qo, @) : @ < k}NX\O es
un conjunto no numerable. Sea S € [k]”* tal que {(qo, ) :
a € S} € X\ O. Para cada o € S, existe un n, € N
tal que U, (qo,@) N O = (. Por el principio de las casillas,
existe un T' € [S]7¥ y ng € N tales que para cada o € T,
Uno (g0, ) N O = 0.

Puesto que A es denso en R, sea a € A tal que |a — qo| < n—lo
Afirmamos que

(a, k) € U{Uno((qo,a)) cae T}

Sean n € Ny F € [k]<¥, entonces (a,k) € Uy r((a,k)). Ya

que T es infinito y F' es finito, entonces existe « € TN (k\ F).
1 1 1 1

Dado que a € (qo_FonO+%)m(a_Hva+ﬁ) y ya que Q es

denso en R, entonces existe ¢’ € Q tal que ¢’ € (qo — n%y qo +

1)0(@—%,@4—%), es decir, |¢' — qo| < nio vl —a| <.

no
Por tanto, (¢, ) € Upy((qo, @) N Uy, r((e, K)).

Sin embargo, por la eleccion de gg y ng, O es un abier-
to que tiene a (a, k), y asi una vecindad de (a, k), tal que
Un, ((q0,)) N O = () para cada o € T De aqui que O es una
vecindad de (a, &) tal que O N (Uyer Uno (90, @) = 0, 1o cual
es una contradiccion.

Ahora si, veamos que X es débilmente Lindeldf. Sea % una
cubierta abierta de X. Para cada a € A elijamos U, € %
tal que (a,x) € Uy y sea O = |J,c4 Us. Entonces O es un
abierto que contiene a B, entonces X \ O es numerable; luego
podemos escoger 7” una subcoleccién numerable de % tal que
X\OCU7Z. Asi,

x=0ux\oc |JUu.ulJ7 c|J{U.:ac A u7).

acA
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Ya que A es numerable, entonces {U, : a € A}UZ C %
numerable. De aqui que X es débilmente Lindelof.

3.8.3. Ejemplo 3

Consideremos el espacio D = {0, 1}, con la topologia discreta.
Al espacio producto de ¢t copias de D, ]D)‘+, le llamaremos el ¢ -
cubo de Cantor. Una base para D" es

‘%cantorc‘*'*{(wrlT {51 TLEN,Oél,...,O[n<C+y€1,...,€n€{0,1}}~

Proposicion 3.52. B piorc+ €5 una base de conjuntos cerrado-
abiertos.

Demostracion: Supongamos que (i_; 7, [{€i}] € Beantorc+ ¥ que
zeD” \ Ny 7o [{€i}], entonces para algtn 1 § i < n se cumple

que mq,(x) # €i, entonces my, () = 1 —¢; = €. Entonces x €
mol[{e)}] € B. Ademas, m;'[{e}}] € D \ml | Tal[{ei}]. Por
tanto, (i_; 7, [{€:}] es Cerrado en D O

Sean ) # A C ¢t y f € D? definimos
GA, f)={z eD x4 =f}.

Sea iy 7, [{€i}] € Beantor-c+- Definamos A = {o, ..., an} €
[cT]<% y sea f € DA tal que f(a;) = ¢; para cada i € {1,...,n}.
Entonces

ﬂw {e:}] = G(A, ).

Por otro lado, sean (D £ A€ [t y f € D4, Supongamos que
A=A{a,...,a,} vy defindmos €¢; = f(a;). Asi

G(A, f) = () ma {e):
i=1

Por tanto,

‘%cantor—c+ = {G(A7 f) : @ % A e [c+]<w y f e DA}'
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Dado que PBeapiorct €5 Una base para el ¢™-cubo de Cantor,
entonces

Bas ={[) G(An, fa,) : 0 # An € [T]™ y fa, € DY}

n<w

es una base para la Gs-modificacion del ¢™-cubo de Cantor.

Sean (Z) 7é mn<w G(An7f14n) € ‘%)Gé y VRS ﬂn<w G(An?fAn)
Para cada n,m < w se cumple que fa, 14,04, = T14,NA, =
fAnALNA,,, DOT tanto, {fa, : n < w} es una familia compatible
de funciones. Definamos A = {J,, ., An ¥ f = U, <, f4,., entonces
0 #Ac[ct]=® f e DA Mas atn,

() G(An, fa,) = G(A, f).

n<w

Por otro lado, sea ) # A € [¢T]S¥ y f € DA. Supongamos que
A = {a, : n < w} y definamos A, = {a,} y fa, € D4 como
fa, (an) = f(ay). Entonces

G(A, f) = [ G(An, fa,) € Ba;.

n<w

Por tanto,
Ba, ={G(A, ) : 0 # Ae[T]*y fe DY}

es una base para la Gs-modificacion del ¢T-cubo de Cantor. Por
tanto, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.53. Consideremos el ¢T-cubo de Cantor. Entonces
Beantor-c+ = {G(A, ) 10 # A€ [F] y f e DY}
es una base para el ¢ -cubo de Cantor. Ademds,
Bay ={G(A, [): 0 # Ae[c']™ y feD?}
es una base para la Gg-modificacion del ¢™-cubo de Cantor.

A .. +
Denotaremos por 0 a la funcién constante 0, en D . Sea x €
o+ . .
D¢, definimos el soporte de & como sigue:

sop(x) ={a <t :z(a) #0} ={a < z(a) =1}
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Consideremos los subespacios topoldgicos de ]I))‘+,

S=Spet, ze D : [sop(x)| < w})
Y +
T = S(D‘+»Tcant01-.c+)({x eD :0 < [sop(z)] < w}).

Proposicion 3.54. Sean S y T como antes y consideremos L =
G5(9), la Gs modificacion de S, y X = Gs(T), la Gs modificacion
de T'. Entonces se cumple

1. L es un espacio Lindeldf.
2. X no es un espacio débilmente Lindeldf.
3. ¢(X) <e.

Demostracion:

1. Para cada n < w sea S, = {z € D : |sop(x)| < n}. Cla-
ramente S = (J,,,, Sn. Afirmamos que para cada n < w, S,
es disperso. Sean n < wy 0 # A C S,; si A = {0}, en-
tonces 0 € A\ A% Supongamos que 2 € A\ {0} y tal que
el tamano de sop(z) es lo mayor posible (sop(z) esta entre
1 y n). Supongamos que sop(z) = {ai,...,a,}. Entonces
Nizy 7o [{1}] N Sy es una vecindad de x en S,. Suponga-
mos que y € AN (i, 75 [{1}] N Sn), entonces y(a;) = 1
para cada 1 < i < m, asl, Ypsop(e) = Tisop(z). Ademds, si
a < ¢\ sop(z) y y(a) = 1, entonces y € S,, con soporte mas
grande que el soporte x, lo cual contradice la eleccién de z.
Por tanto, y(a) = 0 = z(a) para cada o ¢ sop(zx). Luego,
T =y.

Notemos también que para cada n < w, S, es cerrado en
D", Sea x & Sy, entonces |sop(x)| > n. Consideremos

a1, ..., 0pt1 € sop(z).

Entonces U = (17 T [{1}] es una vecindad de  la cual no
intersecta a S, pues todos los elementos de U tienen al me-
nos n elementos en su soporte. Por el Teorema de Tychonoff,
D" es compacto y dado que .S, es cerrado en ID)‘+, entonces
S, es compacto en D



3.8. MAS ESPACIOS TOPOLOGICOS 85

Por la Proposicion [3.13] la Gs-modificacion de S, es Lindelof.
Usando el hecho de que la Gs-modificacion de un subespacio
conincide con el subespacio de la Gg-modificaciéon y que S =
Un<w Sn, tenemos que L es unién numerable de subespacios
Lindelof, por tanto, L es Lindelof.

2. Primero veamos que T no es un espacio Lindeltf. Para cada
+ .
a < ¢ definamos x, € DY como sigue

1 sié=a
za(§) =

0 otro caso

Sea D = {z, : a < ¢} C T. Afirmamos que D cerrado y
discreto en T'. Para cada o < ¢, 7, [{1}]NT es una vecindad
de z4 en T. Afirmamos que (75 [{1}]NT)N D = {z,}.
Notemos que z5 € (m'[{1}NT)ND =na1[{1}}NDsiy
solo si m(23) = zg() =1 si y solo si @ = (. Por tanto, D
discreto en 1.

Veamos ahora que D es cerrado en T'. Sea x € T'\ D, entonces
x # 0y sop(z) es finito no vacio. Ya que 2 ¢ D, entonces exis-
ten ay, az € sop(x), diferentes. Sea O = my ! [{1}] Ny [{1}].
Entonces O N'T es una vecindad de x en T. Ademés, pa-
ra cualquier o < ¢, @ # a1 0 a # ag; en cualquier caso
o ¢ O. Asi, DN(ONT) = (. Por tanto, D es un subconjun-
to cerrado discreto en T, no es numerable. Asi, T no puede

ser Lindelof.

Ya que T es de dimensién cero y no es Lindelof, entonces por
la Proposicion [3-:8 X no es un espacio débilmente Lindel6f

3. Veamos ahora que ¢(X) < ¢. Supongamos que ¢(X) > ¢y sea
# una familia celular en X. Ya que B, = {G(A, f) : 0 #
A€ [¢t]=% y f € DA} es una base para la Gg-modificacion
del c¢*-cubo de Cantor, entonces podemos suponer que %" C
Ba, y que W] =ct.

Para cada W € % existen ) # Aw € [¢t]=¥ y fy € DAw
tales que W = G(Aw, fw) NT. Ya que ¢ es regular y
w < ¢ satisface que para cada a < ¢, |a<¥| = |a| < ¢F,
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entonces por el el Lema del A-sistema (Lema , aplica-
doa {Aw : W € W'}, existen R C ¢ y W' C W tal que
|[W'| = ¢t y para cada W,V € %", diferentes, se cumple que
Aw N Ay = R. Dado que R C Ay, con W € %', entonces
R € [ct]=¥. Entonces D? tiene tamafio a lo mas ¢. Luego,
{fwirwew} C D, asi, existen W,V € # diferentes tales
que fwir = fvir. Por la regularidad de ¢*, sea a < ¢* tal
que Aw U Ay C a. Definamos x € D" como sigue:

( fw (&) si £e Ay
fv (&) si §eAy

1 si E=a

L 0 otro caso

Ya que fy v fi tienen soporte finito, entonces x € X. Ade-
més, x € W NV, lo cual contradice que 7" es una familia
celular.

O]

El lector que desee estudiar el articulo original en el que apare-
cieron los resultados més importantes del ejemplo anterior pueden
consultar [25].



Capitulo 4

Espacios celular &

Iniciaremos definiendo el concepto mas importante de la tesis,
la propiedad celular 9.

Definicion 4.1. Sea & una propiedad topoldgica. Diremos que un
espacio topologico X tiene la propiedad celular P (o que X es
un espacio celular P), si para cada familia celular U de X existe
Y € [P] subespacio de X, tal que para cada U € U se cumple que

Uuny #40.

La propiedad topoldgica celular P serd denotada por c-P.

Todo espacio con la propiedad & es un espacio con la propiedad

P
Proposiciéon 4.2. Sea P una propiedad topoldgica. Entonces
(9] C [e-).
Demostracion: Supongamos que X € [P]. Para cada % familia

celular en X se cumple que Y = X satisface lo deseado. O

De forma natural surge la siguiente pregunta, ;sera cierto que
[P] = [-P] para cualquier propiedad P?.

Ejemplo 4.3. Sea &P la propiedad de Hausdorff. Todo espacio to-
poldgico es celular Hausdorff, pues si X es un espacio topoldgico
y U es una familia celular en X, entonces para cada U € U sea
zy € U, entonces Y = {xy : U € %} es un subespacio discreto de

87
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X y por tanto Y es un subespacio Hausdorff de X que intersecta a
todos los elementos de % . Sin embargo, no todo espacio topoldgico
es Hausdorff.

El ejemplo anterior nos dice que
(T3] € [¢-To].

La siguiente proposiciéon nos da ejemplos de propiedades para las
cuales se da la igualdad.

Proposicion 4.4. 51 & = CCC, o bien, » = DCCC, entonces
[#] = [e-Z].

Demostracion: Supongamos que X € [-DCCC] y que % es una
familia discreta de abiertos no vacios en X. Notemos que % es una
familia celular, pues en caso contrario, si A, B € % son tales que
x € AN B. Entonces para cualquier vecindad U de x, U N A # ()
y UN B # (), lo cual contradice que % sea una familia discreta.
Dado que % es celular, entonces existe Y subespacio de X tal que
Y € [DCCCly Y NU # () paracadaU € %. Sea %' = {Y NU :
U € %}. Entonces %’ es una familia de abiertos no vacios en Y.
Maés atn, sea z € Y C X, entonces existe U vecindad de z en X tal
que U intersecta a lo més un elemento de %. Entonces UNY es una
vecindad de z en Y y si A, B € % tales que (ANY)N(UNY) #0
y (BNY)Nn({UNY) # 0, entonces U intersecta a A y B, lo
cual no puede ocurrir por la eleccion de U, asi, %’ es una familia
discreta en Y. Por tanto, |%'| = w. Sea f : %4 — %' definida
por f(U) = U NY. Claramente f es sobreyectiva; si Uy, Uy € %
tal que Uy NY = Uy NY. Dado que Uy NY # P seax € U1 NY,
entonces x € U; N Uy pero esto contradice que % es un familia
celular. Concluimos que % es numerable.

La otra igualdad sigue las mismas ideas, solo hace falta notar
que si % es una familia celular en X y Y intersecta a todos los
elementos de %, entonces {UNY : U € %} es una familia celular
en Y de la misma cardinalidad que %. O

Asi, tenemos que para ciertas propiedades topologicas se cum-
ple que [P] = [¢-P], mientras que para otras [P] C [c-P]. Asi, la
pregunta natural es jbajo qué condiciones se cumple que [P] =
[c-P]? Para los espacios discretos son equivalentes las propiedades

Py celular 2.
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Proposicion 4.5. Sean &P una propiedad topoldgica y X un espa-
cto discreto, entonces son equivalentes:

1. X tiene la propiedad celular P
2. X tiene la propiedad P

Demostracion: Por la Proposicion [£.2] resta demostrar que si X
es un espacio discreto celular &, entonces X tiene la propiedad 2.
Ya que X es discreto, entonces la coleccion % = {{z} : x € X} es
una familia celular de X, por tanto, existe Y subespacio de X con
la propiedad 97 que intersecta a todos los abiertos de Z. Ya que
para cada z € X {z} NY # (), entonces x € Y para cada z € X,
es decir, Y = X. O

Algunas veces, cuando queremos ver que un espacio topolégico
tiene una cierta propiedad, en lugar de preguntarnos ;cémo se
comportan todos los abiertos del espacio? Es suficiente con fijarnos
en una base de conjuntos abiertos béasicos del mismo. Por ejemplo,
si X es un espacio topologico y B es una base para el espacio tal
que para cualquier cubierta abierta de elementos de 9% existe una
subcubierta numerable, entonces X es un espacio Lindelof, [15].

Proposicion 4.6. Sea P una propiedad topoldgica. Entonces X €
[c-P] si y solo si para cada familia celular de abiertos basicos de X
existe Y subespacio de X tal que Y € [P] y Y intersecta a todos
los elementos de la familia celular.

Demostracion: Supongamos que % es una base de X y que para
cada familia celular de abiertos bésicos de X existe un subespacio
de X con la propiedad & que intersecta a todos los elementos de
la familia celular. Sea % una familia celular en X. Ya que U es un
conjunto abierto no vacio, en X, para cada U € %, entonces sea
0 # Ay € % tal que Ay C U. Consideremos of = {Ay : U € %},
entonces &/ es una familia de abiertos bésicos no vacios de X.
Ademas, para cada U,V € %4 Ay NAy CUNV =0, asi, o es
una familia celular de abiertos béasicos de X, por tanto existe Y
subespacio de X con la propiedad & que intersecta a todos los
elementos de &/, entonces para cada U € % se cumple que

@%YOAUQYHU.
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O

Otra condicién suficiente para que un espacio sea celular & es
que tenga un subconjunto denso con la propiedad &.

Proposicion 4.7. Sea P una propiedad topoldgica y X un espacio
topoldgico. Si'Y C X es denso en X yY € [P], entonces X €
[c-P].

Demostracion: Sean % una familia celular en X y Y es un subes-
pacio denso de X con la propiedad . Dado que Y es denso en
X, entonces Y intersecta a todos los elementos de . Asi, Y es un
subespacio de X que tiene la propiedad & e intersecta a todos los
elementos de %. Concluimos que X € [¢-&]. O

En general, no es cierto que si X es celular &, entonces X
tiene un subespacio denso con la propiedad &. El siguiente ejem-
plo muestra que para la propiedad casi Lindelof existe un espacio
topoldgico que es celular & pero que no puede tener un denso .

Antes de presentar el ejemplo, daremos unos resultados nece-
sarios que nos permitiran justificar el ejemplo deseado.

Definicion 4.8. Una familia F, de subconjuntos de X, es llamada
una w-cubierta de X si para cada subconjunto finito F' de X existe
un A € F tal que F C A. Si (X,7) es un espacio topoldgico y
F C 1, entonces diremos que F es una w-cubierta abierta de X.

Recordemos que si {(X;,7;) : @ € I} es una familia de espacios
topologicos, entonces {ﬂ?zl Hi_jl[Aj] INEW, ..., in €1y Aj €
7, } es una base para la topolégica del producto. En particular, si
7| = m, entonces {/", IT; }[A;] : A; € 7;} es base para X7 x - - X
Xn.

Lema 4.9. Son equivalentes:
1. X™ es Lindeldf para cada n € w.

2. Para cada w-cubierta abierta, F, de X existe & € [F|=¥ tal
que & es una w-cubierta de X.

Demostracion: Supongamos que para cada n € w X" es Lin-
delof y sea F una w-cubierta abierta de X. Para cada n € w
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sea F, = {A" : A € F}, entonces F, es una familia de sub-
conjuntos abiertos de X". Mas atn, ya que & es una w-cubierta
abierta de X si (x1,...,2,) € X", entonces existe A € F tal
que {x1,...,z,} C A, asi, (z1,...,2,) € A", luego %, es una
cubierta abierta de X™. Ya que X" es Lindelof para cada n € w,
sea ¥y, = {4, ,, 1 m € w} C F, subcubierta numerable de X™. Si
© = {Amn:m,n<w} € [F|¥, entonces afirmamos que ¥ es una

w-subcubierta numerable. Sea {z1,...,x,} € X, entonces existe
m < w tal que (z1,...,7,) € A7, ,, luego {z1,...,2n} C Ap .

Ahora, supongamos que & es una cubierta abierta de X", de
abiertos bésicos, y sea

F'={U € 7: existe & € [F|=* tal que U" C Uﬂ}

Es decir, #' es la coleccion de subconjuntos abiertos, U, de X ta-
les que U™ es cubierto por una cantidad finita de elementos de &.
Afirmamos que F' es una w-cubierta de X. Sean F € [X]<¥, diga-
mos F' = {x1,...,x}. Sii1,...,in € {1,...,k}, no necesariamen-
te diferentes entre si, entonces existen Azl17.__7in, B AL s C© X
abiertos, tales que

(xilv"-axin)EAglu. X oo x AT cF.

yeensln U150 0n

Sea j € {1,...,k}, definamos

Vi=( WA, . :d€{in...inkyief{l,...,n}yz €A}

Es evidente que V; es un conjunto abierto no vacioen X y z; € V.
Sea U = U;?:l V;. Entonces U es un conjunto abierto en X y
F CU. Afirmamos que U € #. Notemos que

U™ C (Vi x - x Vi s,y € {1, Y

Luego, por definicién de los conjuntos Vj, tenemos que V;; C

J 1 : ;
Ail,...,in’ pues (Tiy,..., %) € Ailw-,in X ooo X Agiq, ..., i,". Por
tanto,

U™ C (A, x e X AT, ity eyin € {1, k)

11 yeeeyin

Concluimos que F’ es una w-cubierta abierta de X. Por tanto,
existe &' € [F']=* una w-cubierta de X, supongamos que &' =
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{Upm : m € w}. Para cada m € w sea o, € [F]|<¥ tal que (Up,)" C
J . Sea

?:U{Mm:mew}.

Claramente & es una subcoleccién numerable de %, ademas, si
(X1,...,xy) € X" sea F = {x1,...,2,}, ya que &' es una w-
cubierta, entonces existe m € w tal que F' C U,,, luego, F" C
(Un)" € Udm € U¥. En particular, (z1,...,2,) € F" y por
tanto (x1,...,2,) € JZ. O

Proposicion 4.10. Si F[X] € [DCCC|, entonces X es Lindeldf.

Demostracion: Supongamos que & [X] es DCCC'y sea % = {U, :
a < K} una w-cubierta abierta de X. Para cada a < k definamos

Vo =V{Ua)\V{Us : B < a}).

Por la Proposicién se tiene que V, es cerrado-abierto, pues
es interseccion finita de conjuntos cerrado-abiertos. Mas aan, si
A € F[X], entonces existe a < k tal que A C U,. Sea ap < k el
minimo ordinal tal que A C U,,, entonces A € V({Uy,}), y para
cada B < ag se cumple que A Z Upg, es decir, A ¢ V({Us : B <
ap}). Por tanto, A € V,,. Asi, 7" = {V, : @ < Kk} es una cubierta
abierta de F[X].

Ademas, sean «, < &k diferentes, entonces Vo, N Vg = 0,
pues en caso contrario, si A € V, N Vg, supongamos sin pérdi-
dad de generalidad que o < f3, entonces A € V, C V({Ua}) y
A ¢ V{U, : v < B}), lo cual es una contradiccion. Por tanto,
7" es una cubierta abierta de subconjuntos ajenos por pares de
F[X]. Luego, I' = {ao < K : V, # (0} es numerable, pues en caso
contrario consideremos {V, : @ € I'}. Esta es una familia de abier-
tos no vacios no numerable, ademés, si A € F[X], ya que 7" es
cubierta de F[X], entonces existe a € I' tal que A € V,. Dado
que 7" es una familia de abiertos ajenos por pares, entonces V,
es una vecindad de A que no intersecta a ningun otro elemento,
excepto el mismo. Por tanto {V,, : @ € I'} es una familia discreta
de abiertos, no vacios, no numerable lo que contradice que F[X]
es DCCC. Asi, supongamos que I' = {ay, : n € w}. Afirmamos
que %' = {U,, :n € w} C % es una w-cubierta abierta de X. Sea
F € [X]|<¥ no vacio, entonces F' € F[X], por tanto, existe n € w
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tal que F' € V,,, € V({U,,}), asi, F C Uy, . Finalmente, por el
Lema [£.9] concluimos que X es Lindel6f. O

Ya que la propiedad DC'CC' es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrado-abiertos, entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.11. Si F[X] € [DCCC]|, entonces X es hereditaria-
mente Lindeldf.

Demostracion: Sea A un subconjunto abierto de X. Por la Pro-
posicion el conjunto V({A}) es cerrado-abierto en F[X], asi,
V({A}) € [DCCC]. Notemos que V({A}) = F[X];a. Por la Pro-
posicion[3.18 F[X]; 4 es homeomorfo a F[A], asi, F[A] € [DCCC],
luego por la proposiciéon anterior A es Lindelof. Finalmente, ya que
todos los subconjuntos abiertos de X son Lindeldf, entonces por el
Lema X es hereditariamente Lindelof. O

Proposicion 4.12. Si X es un espacio topoldgico tal que ¥(X) =
w, entonces para cada n € w existe F, C F[X] cerrado y discreto
tal que F1X] =, ., F

new - "

Demostracion: Para cada n € w sea
&, ={Aec F[X]:|Al =n}.

Notemos que F[X] = |J,,c., &, Ademés, para cada n € w &, es
discreto pues si A € &, entonces [A, X] es una vecindad de A tal
que si B € [A,X]|N&,, entonces A C By |A] = |B| = n, por
tanto, A = B.

Dado que ¥(X) = w, para cada x € X sea 7 = {Vz, 1 n € w}
una pseudobase para z numerable. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que, 7, es decreciente para cada x € X. Sean A €
F[X]y x,y € A diferentes, entonces existen ng,n, € w tales que
Y& Vaen, v & & Vyn,. Sea ngy = max{ng,ny}. Ya que 7, y 7,
son pseudobases decrecientes, entonces © ¢ Vyn, . vy & Vi,
Puesto que A es finito, si k = min{n,, : z,y € A}, entonces para
cada z,y € Asecumple que x ¢ V1 vy y & Vy i Asi, si A € F[X]
con |A| > 1 sea

k(A) = min{k : para cada x,y € Ax ¢ Vy vy & Var}
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Para cadan > 1y m € w definamos
Gom ={A €&, k(A) =m}.

Por lo visto anteriormente, si A € F|[X] tal que |A| > 1, entonces
k(A) existe, por tanto, si n > 1, entonces

&= %m

mew

Por tanto,

FxI=&au (U %um)

n>1 mew

Es claro que & es cerrado. Veamos ahora que sin > 1, entonces
Gn.m es cerrado. Sea A ¢ &), ,,,. Supongamos que k = |A|. Sik > n,
entonces {A} C [4,X] y [A,X] N &,,m = 0. Supongamos que
A =A{z1,...,2}, con k < ny seal = max{k(A),m}. Si U =
Ui, Vi, 1, entonces A € [A,U]. Mas aun, si B € [A,U] NGy m,
yva que A C B, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad,

Ya que &, ,,, C &, entonces &, ,, es discreto.

que B = {z1,...,Tk, Tkt1,-..,Tn}. Dado que B C U, entonces
existe un x;, con ¢ > k tal que x; € V,,, con 1 < j <k, lo cual
contradice que B € &, . ]

Proposicion 4.13. Sea X wun espacio topologico Ti. Entonces
F[X] es estrella Lindelof si y solo si X es numerable.

Demostracion: Si X es numerable, entonces

Fix1= |J &

0<n<w

es numerable. Ya que F[X] es numerable, entonces F[X| es Lin-
deldf y, por tanto, F[X] es estrella Lindelof.

Supongamos ahora que F[X] es estrella Lindelof. Notemos que
% = {[{z},X] : € X} una cubierta abierta de F[X], pues
si A € F[X] sea x € A, entonces A € [{z}, X]|. Asi, existe L
un subespacio Lindelof de F[X] tal que st(L, %) = F[X]. Por
la observacion (3 F[X] es Lindelof 1-estrella, por tanto, F[X] es
Lindeldf w-estrella; y ya que F[X] es T, 1, pues X es T, entonces

F[X] € [DCCC).
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Por el Corolario dado que F[X] es DCCC, entonces X
es hereditariamente Lindeléf. Luego, por el Lema P(X) <
hL(X) = w.

Ya que 9(X) = w, entonces por la proposicion anterior existen
{F,, : n € w} subconjuntos cerrados y discretos de & [X] tales que

FIX] = Fn.

new

Para cada n € w sea L, = L N F,,, entonces L, es un subconjunto
cerrado de L, por tanto, L, es Lindel6f. Mas aun, dado que F}, es
discreto, entonces L,, es un Lindelof discreto, asi, L,, es numerable.

Ya que
L= L

n<w

entonces L es numerable. Supongamos que L = {4,, : n € w}. Afir-
mamos que X = J, ., An. Sea z € X, ya que F[X] = st(L, %),
entonces existen y € X y n < w tales que {z} € [{y},X]y
Ay € [{y}, X]. Asi, {y} C{z} y {y} C A,. Por tanto, x =y € A,.

O

Ejemplo 4.14. Existe un espacio topoldgico reqular X tal que X €
[c-L] pero que no tiene un subespacio denso con la propiedad L.

Consideremos a R con la topologia euclideana y sea F[R] su
hiperespacio de Pizley-Roy. Debido a que R es T1 y sequndo nu-
merable, entonces

(F[R]) <w(R) = w,

ast, F[R] € [CCC]. No es dificil ver que, todo espacio con la pro-
piedad CCC tiene la propiedad celular L. Por tanto, F[R] € [c-L]

Veamos ahora que ningin subespacio de F [R] es denso y Linde-
lof. Supongamos que D es un subespacio denso Lindelof de F[R],
entonces F[R] es estrella Lindeldf, pues para cualquier cubierta
abierta 7" de F[R], ya que D es denso, entonces D intersecta a
todos los elementos de 7", y como 7" es una cubierta de F[R], en-
tonces F[R] = st(D,7"). Dado que F[R] es estrella Lindeldf, por
la Proposicion[{.13, R es numerable lo cual es una contradiccion,
por tanto, F[R] no tiene ningin subconjunto denso Lindeldf.
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Observacion 4. En el ejemplo anterior, F[R] es celular casi Lin-
delof y, dado que FR] es regular, entonces F[R] no puede tener
ningun subconjunto denso casi Lindeldf, pues si F' es un subespa-
cio casi Lindeldf de F[R], entonces F es un espacio casi Lindeldf
regular, por tanto, F' es un subespacio denso Lindeldf de F[R], lo
cual no puede ocurrir.

Proposicion 4.15. Sean P y @ propiedades topoldgicas tales que

entonces se cumple que
[c-P] C [e-@].

Demostracion: Supongamos que X € [¢-P] y sea % una familia
celular en X. Entonces existe Y C X tal que Y € [9] que intersecta
a todos los elementos de %. Dado que [P] C [@], entonces Y es
un subespacio de X, con la propiedad @ que intersecta a todos los
elementos de . Por tanto, Y € [¢-@Q]. O

Ejemplo 4.16. El inverso de la proposicion anterior no es cierto.
Considere las propiedades Ty y Ts. Siguiendo las mismas ideas de la
propiedad Ty, no es dificil ver que todo espacio topoldgico es c-T1.
Asi, en particular tenemos que [c-Ty] C [c-Ti], pero claramente
[To] € [T1].

4.1. Operaciones topolégicas usuales

Empezaremos a estudiar el comportamiento de la propiedad
celular & con respecto a las operaciones tipicas en topologia.

Continuidad

Proposicion 4.17. Si P una propiedad topoldgica que se preserva
bajo funciones continuas, entonces la propiedad c-P se preserva
bajo funciones continuas.

Demostracion: Supongamos que X y Y son espacios topolégicos
tales que X € [e-P]y f: X — Y es una funcion continua. Sea %
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una familia celular en f[X]. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que existe %’ C 7y tal que Z = {UN f[X]: U € %'}. Ya
que f continua, entonces 7" = {f~[U] : U € %'} es una familia
de abiertos no vacios. Ademas, si z € f~[Ui] N f~1[Us], donde
Up,Uy € ', entonces f(x) € Up NUs, es decir,

(U0 fIX]) N (U2 N fIX]) # 0,

lo cual contradice que % es familia celular. Por tanto, 7° es una
familia celular en X. Puesto X € [c-], entonces existe Z € [P]
subespacio de X tal que para cada V € 7" se cumple que

VNZ#0.

Como & se preserva bajo funciones continuas y la funciéon foiyz
es una funcién continua, donde 7z es la funcién inclusién, entonces
flZ]) € [?]. Sea U € %', entonces f~1[U] € 7. Luego, existe z €
ZN f7U], por tanto f(2) € f[Z]NU. Asi, f[Z] es un subesapacio
de f[X] con la propiedad & que intersecta a todos los elementos
de la familia %. O

Corolario 4.18. S5i & es un propiedad topoldgica, entonces c-P
es un propiedad topoldgica.

Subespacios

Es natural preguntarse si la propiedad celular & se hereda a
subespacios, y si es asi, a cudles tipos de espacios se heredan. El
siguiente resultado nos dice que la propiedad celular & es here-
ditaria con respecto a subconjuntos abiertos siempre que & sea
hereditaria con respecto a subconjuntos abiertos.

Proposicion 4.19. Sea P una propiedad que es hereditaria con
respecto a subconjuntos abiertos (cerrado-abiertos). Entonces son
equivalentes

1. X € [c-2;

2. Para cada Y subcongunto abierto (cerrado-abierto) de X, se
cumple que Y € [c-P].
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Demostracion: Sean Y un subespacio abierto (cerrado-abierto) de
X y o una familia celular de Y. Dado que Y es abierto, entonces
4 es una familia celular en X, asi que existe L C X con L € [Z]
tal que para cada A € o se cumple que AN L # (). Puesto que
LNY es abierto (cerrado-abierto) en L, entonces LNY € [Z].
Ademas, si A € o, entonces

(LNY)NA=LNA#.

La otra implicacion se sigue del hecho que X es abierto (cerrado-
abierto) en X. O

Dado que toda propiedad hereditaria con respecto a subconjun-
tos abiertos (cerrados) es hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abiertos, entonces de la proposiciéon anterior obtenemos lo
siguiente.

Corolario 4.20. Sea &P una propiedad que es hereditaria con res-
pecto a subconjuntos abiertos (cerrados o cerrado-abiertos). Enton-
ces X € [c-P| siy solo si la propiedad celular P es hereditaria con
respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.

A continuacién mostraremos que si & es hereditaria con respec-
to a subconjuntos cerrados, entonces no necesariamente se cumple
que X € [P siy solo si - es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrados.

Definicién 4.21. Diremos que una propiedad topologica P es nu-
merablemente discreta si todo espacio discreto con la propiedad P
es numerable.

Ejemplo 4.22. Las propiedades de compacidad y Lindeldf son pro-
piedades numerablemente discretas. Sea X un espacio topoldgico
discreto y supongamos que X tiene la propiedad de Lindeldf. Ya
que X es discreto, entonces para cada x € X, {x} es un abierto
de X, asi, {{z} : x € X} es una cubierta abierta de X, por tan-
to, existe {xp : n € w} C X tal que X = J,,__{zn}, por tanto,
| X| = w.

Dado que en los espacios discretos st x € X, entonces m =
{z}; y si AC X, entonces A = A. Por tanto, las propiedades casi
Lindeldf y débilmente Lindelof son numerablemente discretas.

n<w
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Dado que en un espacio discreto X, la coleccion {{zx} : z € X}
es una familia de abiertos no vacios discreta, entonces la propiedad
DCCC (y también la propiedad CCC') son propiedades numera-
blemente discretas.

Ya que en los espacios discretos X € [P] siy solosi X € [,
entonces tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.23. Si &P es una propiedad numerablemente discreta,
entonces la propiedad celular P es numerablemente discreta.

Ejemplo 4.24. Ezisten P una propiedad topologica hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrados, X un espacio topologico y F
un subconjunto cerrado de X tales que X € [c-L] y F ¢ [c-L].

Denotemos por S la linea de Sorgenfrey y sea S x S el plano de
Sorgenfrey. Dado que Q xQ es un subespacio denso y numerable en
S xS, y por tanto un subespacio denso Lindeldf, entonces S X S €
[c-L]. Sea

F={(zx,—z):2 € R} CS xS,

entonces F' es un subconjunto cerrado del plano de Sorgenfrey, pues
F es un subconjunto cerrado en R x R con la topologia usual y la
topologia del plano de Sorgenfrey es mds fina que la topologia usual
de R x R. Mds ain, F es discreto pues para cada (x,—x) € F
el abierto de S x S U, = [z,x + 1) X [—x,—x + 1) satisface que
U:NF ={(x,—x)} pues si (y,—y) € Uy, entonces

1. z2<y<z+1
2. - x < —y< —x+1.

De las desigualdades anteriores se tiene que x <y yy < x, por
lo que x = y.

Notemos que F' es un subespacio cerrado, discreto y no nume-
rable. Dado que la propiedad Lindeldf es una propiedad numerable-
mente discreta, entonces la propiedad celular Lindeldf es numera-
blemente discreta, por tanto, F' no puede ser celular Lindeldf.

Si & es una propiedad hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abiertos, entonces no necesariamente ocurre que X € [c-Z|
si y solo si c-& es hereditaria con respecto a subconjuntos abiertos.
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Lema 4.25. Para cualquier ordinal o el espacio topoldgico o + 1,
con la topologia del orden, es un espacio topoldgico compacto.

Demostracion: Haremos la demostracion porinduccion transfinita.

Para a = 0 el espacio topologico av+ 1 es simplemente {0} con
la topoloégica discreta. Por tanto, o + 1 es compacto.

Supongamos que para « ya demostramos que a+1 es compacto.
Veamos que (a+ 1) 4+ 1 es compacto. Sea % una cubierta abierta
de (e +1)+ 1. Entonces 7 ={UNa+1:U € %} es una cubieta
abierta de o + 1, luego, existe 7/ = {U; Na+1:1<i<n} C¥
tal que a +1 = |JZ". Sea Uy € % tal que oo + 1 € Uy, entonces
% = {U; : 0 < i < n} es una subcubierta finita de % para
(+1)+1.

Supongamos que « es un ordinal limite y para cada £ < «,
& 4 1 es compacto. Sea % una cubierta abierta de a + 1, entonces
existe Uy € % tal que a € Uy, entonces existe & < « tal que
(&, a4+ 1) C Up. Ya que £ < «, entonces por hipotesis inductiva
existen Uy,...,U, € % tales que { +1 C |J;_, U;. Por tanto,
oa+1= U?:O U;. O

Lema 4.26. Todo subespacio Lindeldf de w1, con la topologia del
orden, es numerable.

Demostracion: Sea L un subespacio Lindelof de wq. Consideremos
la cubierta abierta

U ={[0,v)NL:v<uw},

de L. Dado que L es un espacio Lindelof, entonces existe {y, : n €
w} tal que {[0,7,) : n» € w} es una cubierta de L. Dado que w; es
regular, entonces existe § < wj tal que v, < [ para cada n € w.
Asi,

Lc Jomw) clo8)

n<w

y, dado que 8 < wi, entonces |L| < || = w. O

Puesto que la propiedad de Lindelof, L, es hereditaria con res-
pecto a subconjuntos cerrados (ver por ejemplo, [22]), entonces
la propiedad celular Lindelof, ¢-L, es hereditaria con respecto a
subconjuntos cerrado-abiertos.
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Ejemplo 4.27. FEzisten & una propiedad topoldgica hereditaria
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos, X un espacio topo-
logico tal que X € [c-P] y A un subconjunto abierto de X tal
A& [c-7].

Consideremos a w1 + 1 con la topologia del orden y sea P la
propiedad de Lindeldf, L. Entonces w1 +1 es compacto. Asi, w1+ 1
es Lindeldf, luego, wy + 1 tiene la propiedad celular L. Sea A =
w1 Cwi+1, entonces A es abierto. Afirmamos que A no es celular
Lindeldf. Supongamos que A es celular Lindeldf y sea

B={a+1:aeslimite y0 < a < wi}.

Para cada o« +1 € B sea Uy, = (a,a +2) C A. Es claro que
U ={U, : a+1 € B} es una familia celular en A. Entonces existe
L, un subespacio Lindelof de A, tal que L N U, # 0 para cada
a+1 € B. Pero al ser L un subespacio Lindeldf de wy, entonces L
es numerable. Dado que wy es reqular, entonces existe § < w1 tal
que L C B. Sea o > 3 un ordinal limite, entonces U, N L =0, lo
cual contradice que L intersecta a todos los elementos de U .

Productos

Dada una propiedad topolégica &P, puede ocurrir que P se pre-
serve bajo productos topolégicos. Mas atn, puede ocurrir, como en
el caso de la propiedad de compacidad, que el producto topologi-
co (arbitrario) tiene la propiedad & si y solo si cada uno de sus
factores tiene la propiedad .

Recordando que las proyecciones m, : Ilae; X —> X4 son
continuas y que si & es una propiedad topologica que se preserva
bajo funciones continuas, entonces celular & es una propiedad que
se preserva bajo funciones continuas, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.28. Sean & una propiedad topoldgica que se preserva
bajo funciones continuas y {Xq : a € I} una familia de espacios
topoldgicos. Si laerXa € [c-P], entonces Xq € [c-P], para cada
acl.

En general, el producto de dos espacios celular & no necesaria-
mente vuelve a ser celular &; esto sigue ocurriendo incluso cuando
tomamos productos finitos y & es una propiedad que se preser-
va bajo productos topolégicos. El hecho de que una propiedad &
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se preserva bajo productos topologicos depende de la propiedad
misma. Sin embargo, para ciertas propiedades 9 ocurre que el
producto de X € [c-P] con Y, un espacio separable o discreto
numerable, entonces X x Y € [¢-2].

Definicion 4.29. Sea &P una propiedad topoldgica. Diremos que
P se preserva bajo uniones numerables st para cualquier espacio
topolégico Z, y cualquier {L, : n € w} familia de subespacios
topoldgicos de Z tal que para cada n € w L, € [P], entonces
Unew Ln € [9].

Proposicion 4.30. Si P se preserva bajo uniones numerables y
bajo continuidad, X es un espacio topoldgico tal que X € [P] y Y
es un espacio discreto con |Y| = w, entonces X x Y € [P].

Demostracion: Supongamos que Y = {y, : n € w}. Ya que

X%V = | J X % {ga])

new

y debido a que {X X {y,}} es una familia disjunta por pares de
subconjuntos abiertos de X x Y, entonces por el Teorema 2.2.4
de [9] se tiene que los espacios topologicos X XYy @, ¢, (X x{yn})
coinciden. Para cada n € w, definamos

fnZX — X X {yn}
x— (T,Yn)

Claramente, cada funcién f, es continua, asi, dado que & se pre-
serva bajo continuidad, entonces para cada n € w X x {d,} € [#].
Finalmente, ya que & se preserva bajo uniones numerables, enton-

ces D, (X X {yn}) = Uneo (X X {un}) € [#]. O

Proposicion 4.31. Sea &P una propiedad que cumple:
1. &P se preserva bajo uniones numerables.
2. P se preserva bajo funciones continuas.

Entonces si X € [c-P] y Y es un espacio separable, entonces X X

Y € [c-2].
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Demostracion: Sean % = {Uy X V, : a < k} una familia celular
de abiertos basicos, de X x Y,y D = {d,, : n € w} un subconjunto
denso en Y. Para cada n € w consideremos

U = {Uy : dy € V).

Afirmamos que si %,, # (), entonces %, es una familia celular. Sean
Ua,Ug € U,,, con o # 3. Supongamos que x € U, N Ug, entonces

(:E,dn) S (Ua X Va) N (Uﬁ X V5)7

pero esto contradice que % es familia celular. Definamos la familia
U, como sigue: si %), = 0, sea %, = {X}, en caso contrario, sea
U, = U),. Ya que para cada n € w %, es una familia celular en X,
entonces existe L, € [P] subespacio de X, tal que L,, intersecta
a todos los elementos de %,, para cada n € w. Dado que & se
preserva bajo uniones numerables, entonces L = (J,,¢,, Ln € [Z].

Consideremos la funcion f,, : L — L x {d,} tal que f,(x) =
(x,dy,). Es claro que f, es continua, asi, ya que & se preserva bajo
funciones continuas, entonces L x {d,,} € [Z?]. De nuevo, ya que
P se preserva bajo uniones numerables, entonces concluimos que
LxD=U,e, L x{dn} €[]

Notemos que L x D € [P] intersecta a todos los elementos de
%, pues es si a < K, entonces existe ng € w tal que dy,, € V,, pues
D es un conjunto denso en Y, asi, U, € %y,. Ya que Ly, intersecta
a todos los elementos de %, en particular L,, N U, # 0. Luego,
(Lx D)N(Uy x V) #0. O

Sumas

Definicion 4.32. Sean P una propiedad topoldgica y k un nimero
cardinal infinito. Diremos que P es k-sumable si para cualquier
familia de cardinalidad K, {X, : a < Kk}, de espacios topoldgicos
ajenos por pares tal que X, € [P] para cada o < K, se cumple que

@a<n Xa € [9] .

En caso de que & sea una propiedad k-sumable, también de-
cimos que & es una propiedad que se preserva bajo k-sumas. Si
Kk = w, decimos que &P es una propiedad que se preserva bajo sumas
numerables.
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Proposicion 4.33. Sea & una propiedad topoldgica. St P es k-
sumable, entonces la propiedad c-P es k-sumable.

Demostracion: Sean {X, : @ < £} una familia de espacios topo-
l6gicos ajena dos a dos tal que para cada o < k se cumple que
Xo € [¢-P] y U una familia celular para X = @, _, X,. Para
cadaa<ksea,={UNX,:UeUyUNXy,#0}.Si%, =0
definamos %, = {X,}; en caso contrario, sea %, = %/,. Note que
para cada a < k se cumple que %, es una familia celular en X,.
Ya que X, € [¢-P], entonces existe L, € [P] un subespacio de
X, que intersecta a todos los elementos de %. Sea L = @(Kﬁ L,
entonces L es un subespacio de X tal que L € [#]. Notemos que
si U € %, entonces existe a < k tal que U N X, # 0. Entonces

0#LoN(UNX,) CLNU.

Por tanto, X es un espacio celular 9. ]

Ya que para cada a < k el espacio X, es un subespacio cerrado-

abierto en X, entonces tenemos el siguiente corolario.
a<k ’

Corolario 4.34. Sean P una propiedad r-sumable, hereditaria
con respecto a subconguntos cerrado-abiertos y {Xo : @ < K} una
familia de espacios topoldgicos disjuntos por pares. Entonces X, €
[c-P| para cada o < Kk si y solo si P, _,. Xao € [c-P].

a<k

El Duplicado de Alexandroff

Por la Proposicién si &P es la propiedad de compacidad,
entonces se cumple que para un espacio compacto X, su duplicado
de Alexandroff, AD(X), vuelve a ser un espacio compacto. En
particular, si X € [2], entonces AD(X) € [¢-2]. Sin embargo,
esto no ocurre siempre para cualquier propiedad 2. Mas ain, lo
anterior no es cierto cuando pensamos en propiedades de cubiertas
mas generales como lo muestra el siguiente ejemplo.

Observacion 5. Si X es un espacio topoldgico y D C X es cerrado
y discreto, entonces D x {1} C AD(X) es un espacio cerrado-
abierto y discreto.

Notemos que

Dx {1} = |J {1},

zeD
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ast, D x {1} es un subconjunto abierto. Ademds, como subespacio
es discreto.

Veamos que D x {1} es cerrado. Sea p € AD(X) \ (D x {1}).
Sip = (x,1), con x € X\ D, entonces {p} es una vecindad de
p contenida en AD(X) \ (D x {1}). Supongamos que p = (x,0),
para algin x € X. St x € D, dado que D es discreto, entonces
existe V vecindad, en X, de x tal que Vu; N D = {z}. Notemos
que (Vy x {0,1}) \ {(z,1)} es una vecindad de (z,0), en AD(X),
que no intersecta a D x {1}. Si x ¢ D, dado que D es cerrado,
entonces existe V,, vecindad de x, en X, tal que V C X \ D. Asi,
(Ve x{0,1})\ {(z,1)} es una vecindad de (x,0) en AD(x) que no
intersecta a D x {1}. Por tanto, D x {1} es un subconjunto de
A(X) cerrado-abierto y discreto.

Ejemplo 4.35. Ezisten una propiedad topoldgica P y un espacio
topoldgico de Tychonoff X tal que X € [c¢-P] pero AD(X) & [c-2].

Consideremos una propiedad topoldgica P hereditaria con res-
pecto a subconjuntos cerrado-abiertos, numerablemente discreta y
tal que [o-compactos| C [P], por ejemplo, P € {L, aL, wL}. Sean
D un espacio discreto de cardinalidad wy, digamos D = {d, : a <
w1}, y sea BD la compactacion de Stone-Cech de D. Consideremos
a w+1 con la topologia del orden y sea

X =(BDx (w+1))\((BD\ D) x {w}),

con la topologia de subespacio. Notemos que 8D yw+1 son espacios
Tychonoff, por tanto, X, es Tychonoff.

SeaY = D xw C X, con la topologia de subespacio, notemos
que en este caso la topologia de subespacio coincide con la topologia
del producto de 8D con la topologia discreta de w. Para cadan € w,
sea fn 2 BD — BD x {n} dada por f,(x) = (z,n). Entonces f,
es una funcion continua y sobreyectiva, por tanto, D x {n} es un
espacio compacto. Ya que Y = J, ¢, BD x {n} y cada D x {n}
es abierto, entonces D X w es o-compacto, es decir, D X w es la
union numerable de subespacios compactos. Puesto que BD X w es
o-compacto, entonces D X w € [P]|. Mds ain, BD X w es denso
en X, pues sea (U x V)N X un abierto en X, no vacio. Entonces
U es un abierto no vacio de D y V es un abierto no vacio de
w4+ 1, y ya que w es denso en w + 1, entonces U X V intersecta a
BD X w. Por tanto, X € [c-P].
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Por otro lado, sea A = {(da,w) : a@ < wi}. Veamos que A
es cerrado y discreto en X. Sea (x,n) € X \ A, entonces x €
BD y n < w, por tanto, (D x [0,n + 1)) N A = 0, es decir,
BD x [0,n+1) C X\ A. Ademds, dado que d, es aislado en 5D,
entonces Uy = {da} X w+ 1 es una vecindad de (dg,w), en X, tal
que Uy N A = {(do,w)}. Ast, por la Observacion |5, A x {1} es un
subespacio cerrado-abierto y discreto no numerable de AD(X). Ya
que c-P es hereditaria con repecto a subconjuntos cerrado-abiertos
y es numerablemente discreta, entonces AD(X) & [c-P].

Proposicion 4.36. Sea P una propiedad topoldgica que satisface:
1. P es numerablemente discreta;

2. P es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos.
Si AD(X) € [P], entonces e(X) < w.

Demostracion: Supongamos que e(X) > w y sea L un subconjuto
cerrado y discreto de X tal que |L| > w. Por la Observacion
L x {1} es un subconjunto cerrado-abierto y discreto no numerable
en AD(X).

Si AD(X) € [9], ya que & es hereditaria con respecto a sub-
conjuntos cerrado-abiertos, entonces L x {1} € [P]. Pero & es
numerablemente discreta y L x {1} es un subconjunto discreto.
Asi, L x {1} es numerable, lo cual es una contradicciéon. Por tanto,
AD(X) ¢ [9]. O

Recordemos que si una propiedad 9 es numerablemente dis-
creta, entonces c-& es una propiedad numerablemente discreta.
También, si & es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-
abiertos, entonces ¢-& es hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrado-abietos. Por tanto, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.37. Sea & una propiedad que es numerablemente
discreta y que es hereditaria con respecto a subconjuntos cerrado-
abiertos. Entonces AD(X) € [c-P] implica que e(X) < w.

4.2. Propiedades de cubiertas tipo Lindelof

En la seccion anterior estudiamos algunas propiedades gené-
ricas de los espacios celular &, con algunas condiciones para la
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propiedad . Debido a que ya existe literatura dénde se han es-
tudiado de forma exhaustiva, los espacios celular &, cuando & es
una propiedad de tipo compacidad, por ejemplo, los espacios celu-
lar compactos, o celular numerablemente-compactos (ver [1]), para
evita ser repetitivos, entonces nuestro objetivo, ahora, es estudiar
la relacion que existe entre los espacios celular 9 considerando pro-
piedades de cubiertas tipo Lindelof. Més especificamente, vamos a
considerar los casos en que & es la propiedad de Lindelof (L),
la propiedad casi Lindeléf (aL), la propiedad débilmente Lindeldf
(wL) y la propiedad DCCC.

Como observamos en el Capitulo 3, las propiedades L, al y
wl estan relacionadas como sigue:

L alL wlL

WW

Esto es, todo espacio Lindel6f es un espacio casi Lindeldf, y existe
un espacio casi Lindel6f que no es un espacio Lindel6f. Similarmen-
te, todo espacio casi Lindelof es un espacio débilmente Lindelof,
pero existe un espacio débilmente Lindel6f que no es un espacio
casi Lindelof. Luego, por las proposiciones y tenemos el
siguiente diagrama:

L al > wl

c-L —— ccal ——— cwlL

Considerando, ademas, las propiedades CCC y DCCC', enton-
ces tenemos el diagrama siguiente:

coo L s alL wlL s DCCC
c-CCcC c-L s c-al —— ccwl —— ¢-DCCC

Recordemos que todo espacio casi Lindel6f regular es Lindelof
(Proposicion , por tanto, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 4.38. Todo espacio celular casi Lindeldf y reqular es
celular Lindeldf.

Nuestro objetivo a continuacién es mostrar, como en el caso de
las propiedades L, aL y wL, que estas clases de espacios propues-
tas, ¢-L, c-aL, ccwL y ¢-DCCC son, efectivamente, nuevas clases
de espacios topologicos. Para ello mostraremos, por ejemplo, que
existe un espacio topologico X tal que X € [¢-L] pero que X ¢ [L].
Es pertinente resaltar que los espacios que usaremos para construir
nuestros ejemplos fueron estudiados en capitulos anteriores. Si el
lector desea leer mas sobre estos espacios asi como de algunas de
sus propiedades, recomendamos leer el Capitulo 2, donde se cons-
truyen dichos espacios.

Ejemplo 4.39. Eziste un espacio X Hausdorff, celular Lindelof
tal que X no es un espacio Lindeldf.

Sea X = [(w1 +1) x (w+ 1]\ {(w1,n) : n € w}. Para cada
z € X definamos {AB(x) : x € X} como sigue:

1. siz = (a,n) € w1 X w, entonces sea
B(x) = {{(a,n)}};

2. siz = (o,w) € wy x {w}. Para cada n < w definamos U, (n)
como
Ua(n) ={(a,m) : n <m < w}.

Sea

RB(r) = {Us(n) : n < w}.

3. si ¢ = (w,w). Para cada a < w; definamos U,, (o) como
sigue
Up () ={(B,n) :a < B <wi yn<w}.

Sea
B(x) ={Uy () : @ < w1}

En el Capitulo 3 mostramos que X es un espacio topologico Haus-
dorff que no es Lindel6f. Ademas, sea Y = w; X w U {(w1,w)}. En
el capitulo 3 vimos que Y es un subespacio denso y Lindelof de X.
Asi, por la Proposicion [£.7] tenemos que X es un espacio celular
Lindelof.
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Ejemplo 4.40. Eziste un espacio topoldgico Tychonoff, celular ca-
si Lindeldf que no es casi Lindeldf.

Consideremos el plano de Sorgenfrey S x S. En el Capitulo 3
vimos que S X S es un espacio T3 que no es casi Lindelof.

Ya que Q x Q es un subespacio denso y numerable, entonces
S x S tiene la CCC. Por tanto, S x S es celular casi Lindel6f.

Ejemplo 4.41. Exzxiste un espacio Hausdorff, celular débilmente
Lindeldf y P-espacio que no es un espacio débilmente Lindeldf.

Sea D = {0,1} con la topologia discreta y consideremos el ¢*-
cubo de Cantor, D" con la topologia del producto. Definamos S =
{z eD" : |sop(z)| < w}) y T ={z €D :0< |sop(z)] <w})y
sean L = Gs(Sp+(9)) vy X = Gs5(Spe+ (T)).

En el Capitulo 3 demostramos que X es un P-espacio que no
es débilmente Lindelof y que ¢(X) < c.

Veamos que X es celular Lindelof. Sea % una familia celular;
supongamos sin pérdida de generalidad, que cada U € % es de la
forma G(Ay, fu) NT. Ya que ¢(X) < ¢, entonces | J;;oq Au tiene
tamafio a lo mas ¢. Luego, existe a > sup(Uycqy Av). Entonces
O = 7, [{0}]N L es un abierto en L, asi L\ O es cerrado en L. En
el Capitlo 3 observamos que L es un espacio Lindelof, por tanto,
L\ O es un espacio Lindelof. Mas ain, L\O C X y L\ O intersecta
a todos los elementos de % (pues ningtn Ay tiene a «).

Ejemplo 4.42. Eziste un espacio Hausdorff, celular casi Lindelof
que no es un espacio celular Lindeldf.

Consideremos a w; con la topologia discreta y sea k(wp) la
extension de Katétov de wy. Por el Capitulo 3, x(w1) es un espacio
Hausdorff H-cerrado. Por la Proposici(’)n concluimos que x(wy)
es un espacio casi Lindelof. Asi, x(w;) es celular casi Lindel6f.

Veamos que £(w1) no es un espacio celular Lindel6f. Conside-
remos & = {A, : @ < wi} una familia de subconjuntos infinitos
de wq, disjunta por pares. Para cada a < wi, sea p,, = {A C
wi : |wr \ 4] < w}U{A,}. Notemos que pl, tiene la PIF, pues si
A C wq, con complemento finito, es tal que AN A, = 0, entonces
Aq C (w1 \ A). Por tanto, existe p, ultrafiltro sobre wy tal que
pl, C pa. Por la Proposicion ya que p, contiene todos los
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subconjuntos con complemententos finitos de wi, entonces p, es
un ultrafiltro libre sobre w;.

Definamos % = {{pa} UA4 : @ < w1 }. Claramente, los elemen-
tos de % son abiertos en k(wi). Mas atun, % es una familia celular.
Observemos que si o # 3, entonces Ay, N Ag = 0, asi, A, ¢ pg,
pues Ag € pg. Por tanto, p, # pg.

Por otro lado, ya que ningiin ultrafiltro 7" sobre w; es elemento
de w; pues si 7 € wy, entonces 7° es un ordinal, digamos . Ya
que A C wj abierto y 77 es ultrafiltro sobre wi, entonces A € 7" o
W \ANET ,pero A= ¢V ywi \A & Z = A, pues A < wy;
entonces si suponemos que z € (AyU{pa})N(AgU{ps}), entonces
no queda de otra mas que x € A,N{pg} o x € {pa} N Az, entonces
P3 € W1 0 Po € w1, lo cual es una contradiccién. Por tanto, % es
una familia celular.

Afirmamos que ningun subespacio Lindel6f de x(w1) intersecta
a todos los elementos de la familia % y por tanto, x(w;) no es un
espacio celular Lindel6f. Supongamos que L un subespacio Lindel6f
de k(w1) que intersecta a todos los elementos de . Ya que Y =
k(w1)\w1 es un subespacio cerrado y discreto de wy, entonces LNY
es un subespacio cerrado y discreto de L. Ya que la propiedad de
Lindelof se preserva bajo subconjuntos cerrados, entonces LNY es
un espacio discreto Lindelof, asi, L N'Y es numerable.

Ya que wj es un ordinal regular, sea ag = sup{a < wy : py €
LNY}. Ya que L intersecta a todos los elementos de %, entonces
para cada o > ag Ay N L # (), asi, para cada a > «aq sea z, €
Ao N L. Sea A ={xy:ap < a<w} C L; notemos que A tiene
cardinalidad wy. Afirmamos que A es cerrado y discreto en L. Sea
2 un punto de acumulacion de A. Dado que A C wy y wy tiene la
topologia discreta, entonces x ¢ wi. Por tanto, x € LNY', entonces
existe a < g tal que x = p,. Sin embargo, por contrucciéon de
A, {pa} U A, es una vecindad de p, que no intersecta a ningtn
elemento de A. Por tanto, A no tiene puntos de acumulacién en
L, asi, A es un subconjunto discreto y cerrado, y por tanto es un
espacio discreto y Lindelof. Asi, A es numerable, lo cual contradice
que |A| = w;.

Ejemplo 4.43. FEuxiste subespacio Tychonoff, celular débilmente
Lindeldf que no es celular casi Lindeldf.

Sean A C R\ Q un subconjunto denso y numerable en R y s
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un cardinal infinito no numerable. Sea
X =QU{(a,k):a € A}, donde Q = Q X k.
Para cada x € X, definamos %B(x) como sigue:
1. Si x = (q,a) € Q, entonces para cada n € N definamos
Un(a) = (B1(¢) N Q) x {a}
donde B 1 (q) es la bola Euclideana, usual en R, con centro
en ¢ y radio % Sea
B(x) ={Uy(z) : n € N},

2. Si = (a,k), con a € A, entonces para cada F € [k]<¥

cada n € N definamos

Un (@) = [(By (a) 1.4) x {<}] U [(B} (a) 1Q) x (\ F)]

y

Sea
B(z) ={Upr(z) :neNy F € [r]*“}.

En el Capitulo anterior vimos que el espacio anterior es débil-
mente Lindeldf. Por tanto, X es celular débilmente Lindelof.

Veamos que X no es celular Lindeldf. Notemos que para cada
a <k, Qx{a} = U,qUi((g,@)). Por tanto, para cada o < k
Q x {a} es abierto en X. Mas atn, si a, < k tales que a # f3,
entonces (Q x {a})N(Q x {B}) =0. Asi, % = {Q x {a}: a < Kk}
es una familia celular en X. Afirmamos que ningin subespacio
Lindel6f de X intersecta a todos los elementos de %. Supongamos
que L C X intersecta a todos los elementos de . Para cada o < k
sea (go, ) € LN (Q x {a}). Por el Principio de las Casillas, dado
que Kk > w, existen qo € Qy S € [k]7% tales que D = {(qo, ) : @ €
S} C L. Afirmamos que D es un subconjunto cerrado y discreto.
Puesto que X es T, si 9 es un punto de acumulacion de D (y € D),
entonces cada vecindad de y intersecta a D en un nimero infinito
de puntos.

1. Supongamos que =z = (a,k), con a € A. Ya que ¢ € Q
y A C R\ Q, entonces |a — go| > 0. Sea n € N tal que
1 <la— go|. Entonces Ui y(x)ND=0. Asi, v ¢ D4,
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2. Supongamos que z € @, entonces existen ¢ € Q y a < &
tales que x = (¢, a).

a) Sia ¢S, entonces Uy (x) N D = 0.
b) Si o € S, entonces |Uj(z) N D| < 1.

Por tanto, = ¢ D?.

Consecuentemente, D¢ = ) y, asi, D es cerrado y discreto en X.
Si L es un espacio Lindeldf, entonces D tiene que ser un espacio
Lindelof (por ser cerrado y estar contenido en L), pero entonces D
es un espacio Lindeldf, discreto y no numerable. Lo cual contradice
que L es una propiedad numerablemente discreta.

Maés atn, por el Corolario[£:38 dado que X es regular, entonces
X no puede ser celular casi Lindelof.

Ejemplo 4.44. Eziste un espacio reqular, DCCC' que no es celular
débilmente Lindeldf.

Consideremos los espacios topologicos wi + 1 y wy con la topo-
logia del orden. Sea

X:(w1+1)><w1,

con la topologia del producto.

Ya que w1 + 1 es compacto y w; es numerablemente compacto,
entonces X es numerablemente compacto. Por el Lema ya
que X X Y es regular, entonces X x Y tiene la propiedad DCCC.

Afirmamos que

% = {{(o,)} : @ es un ordinal sucesor y o < w1}

es una familia celular tal que ningin subespacio débilmente Lin-
deldf intersecta a todos los elementos de %. Sea {(a,a)} € %,
entonces existe § < wy tal que f+1 = a. Asi, {(o, )} = (5,8 +
2) x (8,8 4+ 2), por tanto, % es una familia celular.

Supongamos que L es un subespacio débilmente Lindelof de X
y sea my : (w1 + 1) X w; — wy la proyeccion sobre la segunda
coordenada. Sabemos que 7o es una funcién continua, y ya que
la propiedad débilmente Lindel6f se preserva bajo funciones conti-
nuas, entonces ma[L] es un subespacio débilmente Lindel6f de wy.
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Veamos que ma[L] es acotado. Consideremos {[0, a) : o < wy },
entonces existe {[0, ) : n < w} tal que mo[L] C U, [0, 0n). Ya

que w; es regular, entonces existe a < w; tal que mo[L] C [0, ) =
[0, @]. Entonces (« + 1,a+1) & L.

Ya que wi + 1 es un espacio Lindelof, y por tanto, celular Lin-
del6f que no tiene la propiedad CCC'. Entonces concluimos que
el siguiente diagrama se satisface, donde las flechas rojas significa
que no se da dicha implicacién.

CCC +——+— L aL ° “wL 7 Docce

IS

c—CCC —— c-L 7 c-alL 7 c-wL 7 c-DCCC

Para finalizar esta seccion, mencionaremos algunas propieda-
des, derivadas de la seccién anterior, que cumplen los espacios ce-
lular Lindel6f, celular casi Lindelof, celular débilmente Lindeldf y
DCCC.

Corolario 4.45. Para P € {L,aL,wL, DCCC}, la imagen con-
tinua de espacios celular P, es un espacio celular P.

Corolario 4.46. Todo subespacio cerrado-abierto de un espacio
celular P vuelve a ser un espacio celular P, para

P e{L,alL,wL, DCCC}.

Dado que las propiedades Lindel6f, casi Lindelof y débilmente
Lindeldf se preservan bajo sumas numerables y son hereditarias
con respecto a subconjuntos cerrado-abiertos, entonces tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 4.47. Sean P es una propiedad topoldgica tal que P €
{L, aL, wL} y {X, : n € w} una familia de espacios topoldgicos
disjuntos por pares. Entonces X,, € [c-P| para cadan € w si y solo

5t P, Xn € [c-P).

En [8] A. Dow y R.M. Stephenson Jr. dieron un ejemplo de
un espacio celular Lindeldf y un espacio compacto cuyo producto
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no es un espacio celular Lindelof. Asi, existen dos espacios celular
Lindelof tales que su producto no es un espacio celular Lindelof. De
hecho, lo anterior también ocurre en caso de que &P € {aL, wL}.

Ejemplo 4.48. Existen dos espacios Tychonoff celular débilmente
Lindeldéf, X y Y, tales que X XY no es un espacio celular débil-
mente Lindeldf.

Demostracion: Por el Teorema de Bernstein (Teorema|3.17)), existe
A CRtal que Ay R\ A son conjuntos totalmente imperfectos y
Al =R\ A| =c.

Consideremos

= (Ax{0HURx{1}) y ¥ = (R\ 4) x {0}) U (R x {1})

subespacios del duplicado de Alexandroff de R, AD(R).

Ya que R es un espacio Ty, entonces AD(R) es un espacio Ty,
por tanto, X y Y son espacios Tychonoff. Veamos que X es un
espacio Lindelof. Es claro que

Bx ={[(Usx{0,1H)\{(z, D}NX 1z € Ay z € U, € . }JU{{(z,1)} : € R}

es una base para X, donde 7, es la topologia de R usual. Sea %
una cubierta abierta de conjuntos bésicos de X, es decir,  C Bx.
Entonces existen ' C Ay B C R tales que

U ={[(Uex{0, 1})\{(z,D}NX :z € Fyz e U, € 7.}U{{(z,1)} : = € B}.

Notemos que si z € A, entonces (x,0) € X, por tanto, existen
€ F,Upy € 1oy [(Upy x{0,1})\ {(2/,1)}] N X € % tales que
(2,0) € [(Uy x {0,1})\ {(2/,1)}] N X. Por tanto, € U,. Asi,
d ={Uy : 2z € Fy|[(Uy x {0,1})\ {(z,1)}] N X € %} es una
coleccion de conjuntos abiertos que cubren a A. Ya que A C R y
R es segundo numerable, entonces A es segundo numerable, por
tanto, A es Lindel6f. Luego, existe una coleccion {U,, : n < w} C
o tal que {x,, :n<w}CF x, €Uy, v

AcC | U,

Sea U = U<, Us,- Entonces R\ U C R\ A. Ya que R\U es
un subconjunto cerrado de R contenido en R\ A, un conjunto
totalmente imperfecto, entonces R\U es numerable, Corolarlo 3.16




4.2. PROPIEDADES DE CUBIERTAS TIPO LINDELOF 115

Para cada z € {z,, : n < w} U (R\ U) escojamos V, € % tal que
(x,1) € V. Sea

%o = {[(Ug,, x{0, 1)\ {(zp, DINX i n < wU{V, : z € {2, : n < w}U(R\U)}.
Entonces % € [%]=%. Afirmamos que X C |J%. Sea p € X.

1. Si p = (2,0), con x € A, entonces existe n < w tal que
x € Uy, por tanto, p € [(Uy, x {0,1}) \ {(zn, D)} N X.

2. Sip=(x,1), con z € R.

a) Siz € {xy:n <w}U(R\U), entonces p € V.

b) Six ¢ {z, : n < w}U R\ U), entonces x € U. Por
tanto, existe ng < w tal que z € Uy, y ya que x # T,
entonces p = (z, 1) € [(Uy,, X {0,1}) \ {(zn,, 1)} N X.

Anéalogamente, podemos demostrar que Y es un espacio Lin-
delof.

Ya que X y Y son espacios Lindelof, entonces X y Y son es-
pacios celular (casi) débilmente Lindelof.

Ya que para cada p € R x {1}, {p} es cerrado-abierto, entonces

D={(p,p):peRx{1}} CX xY

es un subespacio abierto y discreto, no numerable. Mas atin, vea-
mos que D es un subconjunto cerrado de X x Y. Dado que %Bx es
una base para X, entonces

[(Uax{0, I\ {(z, DHINX = [(UNA) x{0HU[(Uz x{1})\{ (2, 1)}],

conx € Ay x €U, € 7, es abierto en X. Sea (p,q) € X x Y tal
que (p,q) ¢ D.

1. Supongamos que p,q € R x {1}, entonces p # q y {p} es un
abierto en X y {q} es un abierto en Y, por tanto, (p,q) €

{p} x{g} S (X xY)\ D.

2. Supongamos que p € A x {0} y ¢ € R x {1}. Entonces
p=(x,0),conz € A yq=(y,1) cony€R.
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a) Siy =z, entonces (A x {0}) U[(R x {1})\ {(z,1)}] es
una vecindad de p en X y {¢} es una vecindad de ¢ es
Yy

[(Ax {0} UIR x {1})\ {(z, 1)}] x {¢}] N D =0,

pues en caso contrario ¢ € (A x {0}) U [(R x {1}) \
{(z,1)}], pero esto ultimo implica que ¢ ¢ {(z,1)} =
{q}, lo cual es una contradiccion.

b) Siy # x, entonces existe U € T talquex € U, yy & U,.
Entonces p € [(Uz N A) x {0} U [(Uz x {1}) \ {(z,1)}],
{q} es una vecindad de gen Y y

[(Uz 0 A) x {0 U[(Uz x {TH\{(z, D)} x {g}]Nn D =0,

pues en caso contrario, ¢ € (Uy x{1})\{(z, 1)}, es decir,
y € Uy; lo cual es una contradiccion.

3. Supongamos que p € A x {0} y ¢ € (R\ A) x {0}. Entonces
p=(z,0),conz € A,y q=(y,0), cony € R\ A. Asi, x # y.
Sean U,,V, € 7 tales que z € U, y,€ V, y U, NV, = 0.
Entonces

Wi = [(Uz N A) x {0} U [(Uz x {1}) \ {(z, D }]

es una vecindad de pen X y

Wy = [(Vy 0 (RN A)) x {0} U [(Vy x {1}) \ {(y,1)}]

es una vecindad de ¢ en Y. Ademas, si r € (W) x Wy) N D,
entonces r = (¢,t), con t € R x {1} y t € Wy, Wa, por tanto,
existe z € Rtal quet = (z,1) y z € U;NV,, lo cual contradice
que U, NV, = 0.

Por tanto, D C X X Y es cerrado-abierto, discreto y no nume-
rable, entonces X X Y no puede ser un espacio celular débilmente

Lindelof. O

Finalmente, como un corolario de la Proposicién tenemos
lo siguiente.

Corolario 4.49. ( /20, Teorema 3.9 para P = L) Si P € {L, aL, wL},
X € [c-P] yY es un espacio separable, entonces X XY € [c-P].
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4.3. Cardinalidad de los espacios celular &

Teorema 4.50. Sea X un espacio topologico normal, DCCC, con
Hy)(X) = w y con una g-funcion simétrica g que satisface que para
cada x € X, {z} =N{g(n,z) : n € w}, entonces | X| < c.

Demostracion: Supongamos que |X| > ¢. Ya que HY(X) = w,
entonces para cada z € X sea B, = {V,, : n € w}, tal que si
z,y € X y x # y, entonces existen n, m < w tales que V,, NV, , =

0.

Para cada n,m, k < w definamos
P = {{z,y} € [(X] 2 [(VaaWing) = 00 (VinaNVay) = 0] v y ¢ g(k, )}

Afirmamos que [X]? = Unmk<w Prmk- Sea {z,y} € [X]?, ya
que x # y, entonces existen ng, mo < w tales que Vi, o NVinyy = 0.
Por otro lado, ya que [\{g(n,z) : n € w} = {x}, entonces existe
ko < w tal que y & g(ko,x). Asi, {z,y} € Pngmo,ko-

Luego, por el Lema de Erdos, Rado, existen ng, mg, kg < w 'y
S C X infinito no numerable tal que [S]*> C Py mg k- Afirmamos
que S es un subconjunto cerrado y discreto en X. Si z € S9,
entonces existe y € g(ko,x) N S\ {z}. Dado que ¢ es una g-
funcion simétrica, entonces x € g(ko,y). Ya que X es Ty, entonces
g(ko,y) NS es una cantidad infinita de puntos, por tanto, existe
z € glko,y) NS\ {z,y}. Entonces y,z € S, z#yy z € g(ko,y), lo
cual contradice que [S]? C Po.mo ko - Por tanto, Se = 0.

Para cada x € S, sea Uy = Viyo N Ve y 4 = {Uy : = €
S}. Notemos que % es una familia celular en X. Sean z,y € S
diferentes, supongamos que Vyo » N Vi, 4 = 0, entonces U, N U, C
Viox N Vingy = 0.

Por la normalidad de X, existe W abierto tal que S C W C
W C J%. Afirmamos que {U,NW : z € S} es una familia discreta
en X.Seax € X.Six € |J%, entonces existe y € S tal que x € Uy.
Ya que % es una familia celular, entonces U = U, es una vecindad
de x tal que {U, € % : U, NU # 0} = 1. Supongamos que
x ¢ |JU, entonces x ¢ W, por tanto, » € U = X \ W. Ya que
U, NW C W, entonces ) = (U, "NW)NX\W = (U, "nW)NU.
Por tanto, {U, € ¥ : U, NU # 0}| = 0.

Ya que X tiene la DC'CC, entonces dicha familia es numerable.
Por tanto, existen x,y € S, diferentes, tales que U, = U,, es
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decir, Vigz N Vingy 0 Y Ving.e N Vagy # 0, lo que contradice que
[5]2 - Pno,mo,k()' u

Corolario 4.51. ( 20/, Teorema 5.2) Sea X un espacio topologi-
co normal con Hp(X) = w y con una g-funcion simétrica g que
satisface que para cada v € X {z} = {g(n,x) : n € w}. Si
X € [2] y [P?] C [DCCC], entonces | X| < ¢. En particular, si
X € {L,aL,wL,c-L,c-aL,c-wL,c-DCCC}, entonces | X| < c.



Conclusiones

En la Proposicion [£.15] establecimos que si & implica topologi-
camente una propiedad @, entonces la propiedad celular & implica
topologicamente la propiedad celular @. Lo anterior, en conjunto
con los ejemplos de la seccién evidencia que las clases de es-
pacios topologicos Lindelof, casi Lindelof, débilmente Lindeldf y
DCCC, son distintas entre si. Ademas, para estas mismas propie-
dades logramos encontrar una cota superior para espacios celular
P que cumplen algunas condiciones adicionales (Teorema, el
cual generaliza el Teorema 5.2 de |26).

A pesar de que en la tesis obtuvimos algunos resultados intere-
santes, el trabajo no ha sido exhaustivo. A continuacién presenta-
mos algunas preguntas importantes que no pudimos responder o
que surgieron durante el desarrollo del presente trabajo.

;Bajo que condiciones un espacio con la propiedad celular &
tiene la propiedad 7

Respecto a la pregunta previa, Xuan y Song mostraron, en
[26], que si un espacio X es monotonamente normal y primero
numerable o si X es un espacio de orden generalizado y primero
numerable, entonces X es Lindel6f si y solo si X es celular Lindelof.
Por tanto, una pregunta natural es si dicha proposicién se sigue
cumpliendo cuando intercambiamos la propiedad de Lindel6f por
la propiedad casi Lindel6f, débilmente Lindelof o DC'CC.

Otras preguntas interesantes que quedaron sin responder son
las siguientes.

1. ;Cuales otras propiedades satisfacen que [P] = [c¢-P]?

2. ;Para qué propiedades &, si X es un espacio celular &, en-
tonces existe un subespacio denso de X que tiene la propie-

dad P?

119
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3. Si X es un espacio compacto, entonces su duplicado de Ale-
xandroff, AD(X), es un espacio compacto; ademaés, existe
un espacio topologico celular Lindel6f que su duplicado de
Alexandroff no es celular Lindel6f. Por tanto, otra pregunta
interesante es jsi X es un espacio celular compacto, entonces
AD(X) es un espacio celular compacto?

Pese al hecho de que el estudio realizado dejo varias cuestiones
sin resolver, esperamos que la presente investigacién constituya una
primera aproximacion al estudio de la clase de espacios topologicos
celular &. En este orden de ideas, resulta pertinente manifestar el
deseo de que este estudio se erija como un punto de partida para
aquellos interesados en la exploracion de dichos espacios.
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