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magnético toroidal
axisimétricos

Tesis
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Resumen

En el primer caṕıtulo se hace el cálculo desde el caso clásico de cuántica y se afina

hasta llegar al pico de Gamow. En el capitulo 2, debido a la necesidad de emplear campos

magnéticos y eléctricos para confinar el plasma, se hace un análisis del comportamiento

de las part́ıculas en ellos, se deben de considerar varios casos pues en el siguiente caṕıtulo

se examinan algunas configuraciones magnéticas y éstas tienen diferentes formas en sus

campos. Aunado a ello se debe considerar el caso en el que el plasma ya es considerado un

fluido, para lo que se usa la teoŕıa de la magnetohidrodinámica. En el caṕıtulo siguiente

se hace una revisión de los tipos de confinamiento, poniendo sobre la mesa sus ventajas

y desventajas. El caṕıtulo 5 se hace un análisis de la forma de los campos y presión

magnéticos y flujo para sistemas toroidales, con el fin de encontrar la ecuación vectorial

de equilibrio y posteriormente escribirla en forma de ecuación diferencial, conocida como

ecuación de Grad- Shafranov. En el caṕıtulo 6 se discuten los posibles métodos de solución

de tal ecuación, con frontera fija, pues es una ecuación diferencial no lineal eĺıptica; se

dan 2 posibles vertientes: una solución anaĺıtica usando perfiles constantes (los perfiles

de Solov’ev) que nos da una solución útil para casos reales aunque tiene sus limitaciones.

La otra posibilidad es usar un método numérico, que es la forma en la que en general se

solucionan este tipo de ecuaciones. En este segundo caso se utiliza un método variacional

usando el principio de enerǵıa. Y finalmente el caṕıtulo 7 con las conclusiones.

vii





Caṕıtulo 1

Introducción

En 1927 Mark Oliphant haciendo estudios con un acelerador de part́ıculas, disparando

núcleos de de 2H+ contra blancos, descubrió que el He3 y el H3 reaccionan entre śı y fue

la primera demostración de la fusión nuclear. En 1929 Atkinson y Houtemans plantearon

la posibilidad de obtener enerǵıa a partir de la fusión, tomando los textos de Einstein, con

su famosa ecuación E = mc2, que relaciona la masa con la enerǵıa, y con ello se explicó el

modo en que las estrellas irradian enerǵıa en términos de luz y calor. A partir de entonces

se desarrollaron varios conceptos y su aplicaciones, inicialmente con los trabajos de Bethe,

quien descubrió en 1938 una de las reacciones nucleares por la que las estrellas convierten

hidrógeno en helio: el ciclo del carbono.

Ya entrada la segunda guerra mundial, estando en Estados Unidos en 1939 empieza el

desarrollo el primer reactor de fisión en el proyecto Manhattan, siendo dirigidos por Op-

penheimer, junto con cient́ıficos importantes se entre los que se encontraban: Teller, Bethe,

Fermi, Feynman, etc., el Chicago Pile-1 junto con Leó Szilárd, quien descubrió la reacción

en cadena, que se realizaŕıa por primera vez en 1942.

En 1951 Ronald Richter, un cient́ıfico alemán residido en Argentina, publica sus estu-

dios y el proyecto Huemul, que pretend́ıa hacer el primer reactor de fusión experimental.

Pero no es hasta 1952 que se detona la primera bomba H que Teller, Ulam y Bethe desa-

rrollaron en 1951, en donde se pone en marcha el proceso Teller-Ulam, que fue una idea

originalmente pensada por Fermi en 1941, y que fue transmitida a Teller. Ulam rescató la

idea original y expuso que la bomba tendŕıa un proceso de 3 partes: Se hace explotar una

bomba de fisión que calentara lo suficiente para que se iniciara el proceso de fusión de tal

manera que la primera explosión comprima lo suficiente al segundo como para activar la
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

fusión. La radiación gamma y los rayos x emitidos por la primera fase tienen la suficiente

enerǵıa como para inducir la fusión y la tercera parte es otra vez un proceso de fisión.

Para ese mismo año se empezó a desarrollar el proyecto Sherwood, que planteaba

el uso comercial de la fusión para obtener enerǵıa barata e inagotable de la mano de

Lyman Spitzer, quien ideó un reactor de confinamiento magnético Stellarator con campos

helicoidales en 1951, pero hasta 1953 se puso en operación

Mientras en la URSS en 1950 Oleg Lavrentiev haćıa los primeros bosquejos de lo

que seŕıa uno de los primeros reactores de confinamiento magnético. En 1951 se crea el

generador magnético implosivo (MK1) cuyo funcionamiento se basaba en la compresión

de campos magnéticos por medio de explosiones, dos años más tarde se realizo el MK2 un

afinamiento del MK1 (1953). Ya para 1956 Igor Tam y Andréi Sájarov logran el primer

Tokamak (cámara toroidal con bobinas magnéticas, por sus siglas en ruso) que consistió

en una cámara de vaćıo toroidal que conteńıa hidrógeno y un dispositivo que por grandes

descargas eléctricas ionizaba el gas y un campo magnético helicoidal confinaba el plasma.

Estos, el Stellarator y el Tokamak, son los dos reactores de fusión más estudiados hasta

el momento, y de los cuales el proyecto más grande y ambicioso hasta el momento es

el ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) que es un reactor tipo

Tokamak, que se esta construyendo en Francia y en el cual participan varios páıses como

la Unión Europea, Japón, Rusia, China, EE.UU., Corea del sur e India.Se le considera el

proyecto cient́ıfico más complejo de la historia, ya que se tuvo que hacer por partes que

luego se deben ensamblar en una provincia francesa, en una superficie de 42 hectáreas.

El primer plasma que generará este coloso será para diciembre de 2025 e inaugurará el

experimento más grande hasta ahora en materia energética.
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Caṕıtulo 2

Fusión Nuclear

Llamamos fusión nuclear a la reacción en el que dos nucleidos (o nucleido y part́ıcula

proyectil) interaccionan para dar lugar a un nucleido con número másico mayor que el de

cada uno de los dos nucledos iniciales, existen varios tipos de reacciones, entre las que se

encuentran:

Ciclo protón-protón

Ciclo CNO

triple alfa

Isótopos de hidrógeno,

Todas ellas son posibles por el Defecto de masa y la existencia de una fuerza de atracción

entre nucleones que, a pesar de ser de corto alcance, es capaz de superar la fuerza eléctrica

(ya que mantiene a los protones y neutrones juntos y estables en el núcleo).

En principio la fusión y la fisión son reacciones, exotérmicas. Se puede conocer el tipo

de reacción al hacer un balance de masas teniendo en cuenta la ecuación de enerǵıa de

Einstein E = mc2 . Si la masa de los nucléidos iniciales es mayor o menor a los finales,

su diferencia es el parámetro Q, si es positiva se producirá enerǵıa, en caso contraŕıo se

necesita aportar enerǵıa para que se produzca la reacción.

La masa del núcleo que esta relacionada con su número de nucleones, y es siempre menor

a la suma de las masas constituyentes, la masa de exceso, δm0 esta relacionada con al

enerǵıa de ligadura El, que es la enerǵıa mı́nima para producir ruptura en el núcleo, la

3



CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

relación entre el exceso de masa y la enerǵıa de ligadura es:

δm0 =
El
c2
. (2.1)

Por lo que entonces, la masa del núcleo,mn esta descrita por:

δm0 = Zmp + (A− Z)mn −M. (2.2)

Donde M es la masa total del núcleo, mn masa de un neutrón y mp masa de un protón. Lo

que nos da un aproximado de la enerǵıa necesaria para separar al nucléido en sus part́ıculas

constituyentes, a tal enerǵıa se le conoce como Enerǵıa de ligadura o enlace; el que ésta

sea más grande o pequeña indica la estabilidad del nucleón.

Figura 2.1: Gráfica de enerǵıa de enlace en función del número de nucleones

Como podemos observar en la gráfica, los elementos más estables son el Hierro y el Nı́quel,

lo que significa que la fuerza nuclear en estos dos casos es fuerte y por lo tanto necesi-

taŕıamos mucha enerǵıa para vencer tal fuerza y romper el núcleo, que en este caso es de

aproximadamente 8MeV . Otra cosa a observar, es que al aumentar el tamaño del núcleo,

la enerǵıa de enlace crece, debido a que hay más nucleones ejerciendo atracción, pero pa-

sado un cierto punto ésta empieza a decrecer ya que cada vez están más lejos entre śı los

nucleones, lo que hace que su enerǵıa de enlace no aumente significativamente e incluso

decrezca en algunos puntos. La fuerza nuclear es de corto alcance, entre más nucleones,

más alejados están los unos de los otros y se debilita la fuerza nuclear por lo que la eléctri-

ca se hace presente.Esta a diferencia de la nuclear es de largo alcance y se opone a la de

corto, disminuyendo su enerǵıa de enlace.
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2.1. Barrera de Coulomb

Sin embargo para poder obtener esta reacción se necesita una enerǵıa de activación, una

vez iniciada la reacción debe auto sostenerse y obtener enerǵıa. Primeramente se necesita

que la distancia media entre los nucleones sea pequeña ∼ 1fm. Por lo que se debe de rom-

per la barrera de Coulomb, es decir que deben estar a temperaturas muy altas: del órden

de 10, 000, 000 Co (que es la temperatura en el núcleo solar) o de 150, 000, 000 Co que

se ha logrado en laboratorios terrestres, espećıficamente en los sistemas toroidales. Para

ello, revisaremos algunos temas básicos de la teoŕıa cuántica que solventa la fusión, en

este caso el entunelamiento, que permite alcanzar esta distancia a menores temperaturas,

para posteriormente abocarnos al plasma, su configuración, su turbulencia, finalmente la

barrera de potencial.

2.1. Barrera de Coulomb

Es menester romper la barrera electromagnética, lo que implica acercar dos part́ıculas

de cargas iguales, en este caso dos nucleones, de tal manera que estén a una distancia

cercana al radio nuclear Rc. Para aclarar la situación anterior, escribamos la ecuación que

rige esta fuerza:

Fe =
1

4πε0

q1q2

r2
. (2.3)

Donde, r es la distancia entre las cargas, y qi es el valor de la carga, ε es la permeatibilidad

en el vaćıo. Para el caso de interés, el que dos nucleones se toquen implicaŕıa que r → Rc,y

por lo tanto, Fe → ∞, pero alcanzado este punto la fuerza de Coulomb deja de ser

dominante y pasa a ser la nuclear la principal, cuya enerǵıa potencial no tiene dependencia

simple con la distancia y es inversa a la eléctrica. Sumando estas dos contribuciones se

forma una barrera de potencial y un pozo. Para conocer el ĺımite entre el dominio de la

fuerza nuclear y la eléctrica debemos estudiar a profundidad esta barrera:

VBC = κ
Z1Z2

Rc
. (2.4)

Zi es el número de protones del núcleo correspondiente , κ = e2

4πε0
= 1,439976 MeVfm y

Rc = R1 +R2, este potencial en general es válido para cuando r > Rc en el caso contrario

debemos hacer otras consideraciones. Por el momento podemos calcular el potencial para

un ejemplo que nos competa, como el del deuterio y tritio:

H2 +H3 → H4 + n, (2.5)

5



CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

Dónde:

Rc = R1 +R2 = ro(A
1
3
1 +A

1
3
2 ). (2.6)

Usando el valor t́ıpico de r0 = 1,44 fm [10] y los radios R1 = 1,5119 fm y R2 = 1,7309fm

[24], que nos da un Rc = 3,2428 fm, por lo tanto VCB = 0,44407MeV. Esta es la manera

más intuitiva de estimar la barrera de Coulomb, existe el modelo de Bass y uno más fino

que considera la contribución nuclear VN , calculada con el potencial de doble plegado, y

la Coulombiana, los 3 métodos dan resultados similares[10], por lo que usaremos el primer

cálculo. Con esta aproximación haremos el cómputo de la temperatura promedio que se

necesita para superar la barrera:

VCB =
3

2
kT → T =

VCB
k

2

3
, (2.7)

k es la constante de Boltzmann. Sustituyendo los resultados anteriores en 2.7, obtenemos

que T = 3,4352×109K, es una temperatura considerablemente alta debido a que la fusión

puede ser iniciada por part́ıculas que estén fuera de la cola de alta enerǵıa de la distribución

de Maxwell-Boltzmann.Aunque la temperatura cŕıtica se reduce por el efecto túnel.

2.2. Efecto túnel

Como se presentó anteriormente, la barrera de Coulomb es inversamente proporcional

a la distancia, y ésta llega a un ĺımite donde la fuerza nuclear supera la repulsión eléctrica.

Utilizando los radios clásicos de los núcleos, aunque el rango de la interacción fuerte

es mayor que el radio clásico del protón. Por lo que necesitamos tomar en cuenta los

fenómenos cuánticos tales como el efecto túnel.

2.2.1. Aproximación de Barrera Escalón

Es de interés calcular la probabilidad de transmisión, por lo que se hará una aproxi-

mación con una función de onda en su forma exponencial.

Asumiremos que la part́ıcula incide desde el lado derecho, seccionaremos el potencial en 3

partes como se observa en la figura 3.68 :
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2.2. Efecto túnel

Figura 2.2: Potencial de escalón

Es conveniente iniciar con la función solución en términos de exponentes complejos, este

cálculo es para una sola dimensión. Las part́ıcula incidente vienen del lado derecho y se

encuentra con la barrera en x = Rc, que es un escalón de potencial −V0 y su potencial

continua al −∞. Teniendo las funciones de onda de cada sección:

UI(x) = Aeikx +Be−ikx, k =

√
2m(E+V0)

~2 , (2.8)

UII(x) = Ce−iκx +Deiκx, κ =

√
2m(V1−E

~2 , (2.9)

UIII(x) = Feik
′x +Geik

′x, k′ =

√
2m(V1−E

~2 , (2.10)

Cabe destacar que el segundo término de 2.8 corresponde a una onda plana que se

propaga en la dirección −x. Mientras que el primer término de 2.10 es un plano de ondas

reflejadas desde la barrera y ondas moviéndose hacia la barrera respectivamente. Nuestro

propósito es calcular el coeficiente de transmisión definido como:

T =
k|B|2

k′|G|2
. (2.11)
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CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

Las condiciones de continuidad requieren que la onda y sus derivadas sean continuas en

x = R0 y x = R1:

UI(R0) = UII(R0), (2.12)

UII(R1) = UIII(R1), (2.13)

dUI
dx

∣∣∣∣
x=R0

=
dUII
dx

∣∣∣∣
x=R0

, (2.14)

dUII
dx

∣∣∣∣
x=R1

=
dUIII
dx

∣∣∣∣
x=R1

. (2.15)

De estas condiciones obtenemos las siguientes ecuaciones:

AeikR0 +Be−ikR0 = Ce−iκR0 +DeiκR0 , (2.16)

Ce−iκR1 +DeiκR1 = Feik
′R1 +Ge−ik

′R1 , (2.17)

ik

κ
AeikR0 +Be−ikR0 = −Ce−iκR0 +DeiκR0 , (2.18)

− Ce−iκR1 +DeiκR1 =
ik

κ
(Feik

′R1 −Ge−ik
′R1). (2.19)

Sumando y restando pares de ecuaciones obtenemos las siguientes cuatro expresiones:

A(1 +
ik

κ
)eikR0 +B(1− ik

κ
)e−ikR0 = 2DeκR0 , (2.20)

A(1− ik

κ
)eikR0 +B(1 +

ik

κ
)e−ikR0 = 2CeκR0 , (2.21)

2DeκR1 = F (1 +
ik′

κ
)eik

′κ +G(1− ik′

κ
)e−ik

′κ, (2.22)

2Ce−κR1 = F (1− ik′

κ
)eik

′κ +G(1 +
ik′

κ
)e−ik

′κ. (2.23)

Para simplificar los subsecuentes cálculos definamos α = 1 + ik
κ , α∗ = 1− ik

κ , β = 1 + ik′

κ ,

β∗ = 1− ik′

κ . Tomamos las ecuaciones 2.20 y 2.22, despejamos D, igualamos y obtenemos

la siguiente ecuación:

AαeR0(ik−κ) +Bα∗e−R0(ik+κ) = FβeR1(ik′−κ) +Gβ∗eR1(κ+ik′). (2.24)

Factorizando la exponencial e−R0κ del lado izquierdo y del lado derecho e−R1κ y pasando

la exponencial factorizada de la derecha al lado izquierdo obtenemos:

AαeikR0 +Bα∗e−ikR0 = e−κ(R1−R0)(Fβeik
′R1 +Gβ∗e−ik

′R1). (2.25)

8



2.2. Efecto túnel

Análogamente tomando las ecuaciones 2.21 y 2.23, haciendo el mismo procedimiento an-

terior obtenemos:

Aα∗eikR0 +Bαe−ikR0 = eκ(R1−R0)(Fβ∗eik
′R1 +Gβe−ik

′R1). (2.26)

Nuestro interés es T de una onda incidente desde la derecha de la barrera, por lo que no

puede haber ninguna onda incidente en la zona I, es decir A = 0. Lo que nos deja las

siguientes 2 ecuaciones:

Bαe−ikR0 = eκ(R1−R0)(Fβ∗eik
′R1 +Gβe−ik

′R1), (2.27)

Bα∗e−ikR0 = e−κ(R1−R0)(Fβeik
′R1 +Gβ∗e−ik

′R1), (2.28)

Trabajando las ecuaciones 2.27 y 2.28 despejando F y definiendo ∆ = R1−R0 obtenemos:

e−κ∆e−ik
′R1(B

α

β∗
e−kR0 −G β

β∗
eκ∆e−ik

′R1), (2.29)

eκ∆e−ik
′R1(B

α∗

β
e−kR0 −G β

β∗
e−κ∆e−ik

′R1). (2.30)

Igualando y haciendo algunos cálculos obtenemos:

B(α∗β∗eκ∆ − αβe−κ∆) = G((β∗)2 − β2)e−i(k
′R1−kR0). (2.31)

Sustituyendo a β, α y sus conjugados del lado derecho, haciendo un poco de álgebra

despejando B resulta lo siguiente:

B =
−2ik

′

κ Ge
−i(′R1−kR0)

α∗β∗eκ∆ − αβe−κ∆
. (2.32)

Por lo que ya estamos en condiciones de escribir T de la siguiente manera (después de

hacer algunos cálculos):

T =
k|B|2

k′|G|2
=

k
k′ 4(k

′2

κ2 )

|α∗β∗eκ∆ − αβe−κ∆|2
. (2.33)

La cual podemos reescribir en términos de seno hiperbólico:

kk′

(k + k′)2 + (κ2 + k2 + k′2 + kk′

κ2 )senh2(κ∆)
. (2.34)

9



CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

Ahora lo único que queda es escribir el coeficiente de transmisión en términos de las

enerǵıas y potenciales correspondientes:

T =

√
(E + V0)E

2E + 2
√
E(E + V0) + (E + V0 + V1 + E(E+V0)

VI−E )senh2(κ∆)
− (2.35)

Por lo que podemos concluir que efectivamente habrá part́ıculas en el lado izquierdo de

la barrera de potencial aunque su enerǵıa sea menor al escalón. Para enerǵıas bajas de

bombardeo o teniendo una barrera delgada tenemos que:

κ∆ =

√
2m(V1 − E)

~
(R1 −R0)� 1. (2.36)

Podemos hacer la siguiente aproximación:

|α∗β∗eκ∆ − αβe−κ∆|2 ≈ |α∗β∗eκ∆|2 (2.37)

. Haciendo un procedimiento parecido al anterior obtenemos una aproximación de T :

T ≈
4
√
E(E + V0)(V1 − E)

V1(V0 + V1)
e2κ(R1−R0). (2.38)

T en estos términos es dominado por la exponencial, tomando valores razonables de E,

V0, V1, por lo que el término:

4
√
E(E + V0)(V1 − E)

V1(V0 + V1)
≈ 1. (2.39)

Aśı que podemos escribir a T simplemente como:

T ≈ e 2
~

√
2m(V1−E)(R1−R0). (2.40)

10



2.2. Efecto túnel

2.2.2. Generalización a la Barrera de Coulomb

El cálculo anterior puede generalizarse a una barrera arbitraria dividiendo la barrera

en n rectángulos de anchor como se ve en la figura 3.69:

Figura 2.3: Barrera de Coulomb. Tomada de [Iliadis, [17]]

Por lo que el coeficiente de transmisión total es el producto de los coeficientes de transmi-

sión de cada rectángulo:

Tt = T1 · T2 · · · Tn ≈ e
−2
~

∑n
i

√
2m(Vi−E)(Ri+1−Ri), (2.41)

Que al hacer que el ancho de cada rectángulo tender a cero, es decir r → dr, nos queda la

siguiente integral:

e
−2
~

∫Rc
R0

√
2m(V (r)−E)dr

. (2.42)

Ahora, para el caso espećıfico de la barrera de Coulomb V (r) =
√

Z0Z1e2

r , donde Z0, Z1

representan la carga del proyectil y la del blanco, y en este caso Rc es la distancia en la que

la part́ıcula incidente debeŕıa ser reflejada en términos clásicos, se le conoce como punto

de retorno clásico.

La enerǵıa incidente en el punto de retorno es de E = Z0Z1e
2

R0
. Sustituyendo en la integral

11



CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

obtenemos:

T ≈ exp

(
−2

~
√

2mZ0Z1e2

∫ Rc

R0

√
1

r
− 1

Rc
dr

)
. (2.43)

Para resolver la integral primero definimos z = r
Rc

y τ =
√

2mZ0Z1e2 y sabiendo que

E
Vc

= R0

Rc
= a, por lo que reescribimos 2.43 de la siguiente manera:

exp

(
−2

~
√

2mZ0Z1e2
√
Rc

∫ 1

a

√
1

zRc
− 1

Rc
Rcdz

)
, (2.44)

Tomando en cuenta que
√
Rc =

√
Z0Z1e2

E reescribimos 2.44:

T ≈ exp

(
−2

~

√
2m

E
Z0Z1e

2

∫ 1

a

√
1

z
− 1dz

)
, (2.45)

Resolviendo la integral del apéndice A, nos queda:

T ≈ exp

(
−2

~

√
2m

E

(
arccos(

√
a)−

√
a(1− a)

))
. (2.46)

Que escrito en términos de enerǵıa y potencial es:

T ≈ exp

(
−2

~

√
2m

E

{
arccos

√
E

Vc
−
√
E

Vc
(1− E

Vc
)

})
. (2.47)

Para bajas enerǵıas comparadas con la barrera:

E

Vc
� 1. (2.48)

Lo que nos permite usar la expansión en serie:

arccos
√
x−

√
x(x− 1) ≈ π

2
− 2
√
x+

x
3
2

3
, (2.49)

Sustituyendo tenemos

T ≈ exp

(
−2

~

√
2m

E
Z0Z1e

2

{
π

2
−
√
E

Vc
+

(
( EVc )

3
2

3

)})
. (2.50)

Haciendo algo de álgebra, llegamos a la siguiente expresión:

T ≈ exp

(
−2π

~

√
m

2E
Z0Z1e

2{1 +
2

3π

(E
Vc

3
2 )

+
4

~
√
Z0Z1e22mR0}

)
. (2.51)

Analizando 2.51 podemos ver que el primer término de la exponencial es mayor que el

tercero por un factor de π
4

√
Vc
E ; por lo que domina al coeficiente de transmisión, el tercer

12



2.2. Efecto túnel

término se va a cero cuando R0 → 0 y representa una corrección causada por un radio

finito que el proyectil debe superar. Si R0 � 1 implica que la distancia de penetración es

mucho más pequeña que uno, siempre que R0 sea grande, y por consecuencia, si R0 � 1

entonces T � 1. El segundo factor representa una corrección al primero, cuando la enerǵıa

se convierte en una fracción significante de la barrera de Coulomb. Por lo que a bajas

enerǵıas el coeficiente de transmisión es:

T ≈ exp

(
−2

~

√
m

2E
Z0Z1e

2

)
≡ e−2πν . (2.52)

La ecuación final es el llamado factor de Gamow, que representa la probabilidad para dos

part́ıculas nucleares de pasar la barrera de Coulomb para someterse a reacciones nucleares

como la fusión. Mientras que ν representa al factor de Sommerfield es una constante

adimensional de la razón de reacción entre dos núcleos.

2.2.3. Pico de Gamow

Para que lo anterior ocurra, se debe de tomar en cuenta que la probabilidad de que una

part́ıcula tenga la enerǵıa suficiente para llegar al punto de retorno decae muy rápido, de

acuerdo a la distribución de Boltzmann-Maxwell. Gamow tomó al factor de penetración

y el factor de Boltzmann para encontrar el punto óptimo donde se dan la mayor parte de

las reacciones nucleares, el cual es llamado el Pico de Gamow, que se puede ver al graficar

la siguiente exponencial:

exp

(
−E
kT

)
exp

(
−b
E

1
2

)
= exp

(
−E
kT
− −b
E

1
2

)
, (2.53)

Donde b = π(2m)
1
2 Z1Z0e

2

~ , este pico representa el relativamente estrecho rango de enerǵıa

donde las reacciones nucleares ocurren en el plasma, como se ve en la figura 2.2.3:

Donde el eje x representa la enerǵıa medida en MeV , que tiene un máximo al que lla-

maremos E0, el cual podemos calcular derivando con respecto a la enerǵıa e igualando a

cero:
d

dE

(
exp(

−E
kT
− −b
E

1
2

)

)
= 0. (2.54)

Haciendo unos cuántos cálculos obtenemos E0:

E0 = {−2π

~
2m

2
(Z1Z0e

2)2(kT )2} 1
3 , (2.55)
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CAPÍTULO 2. FUSIÓN NUCLEAR

Figura 2.4: Pico de Gamow, con la probabilidad normalizada, tomada de [Haubold, [15]]

Que representa la enerǵıa más efectiva para las reacciones nucleares. Ahora, el es posible

aproximar la gráfica del Pico con una función Gaussiana como vemos en la figura 4.3 ,

donde la ĺınea punteada es una función Gaussiana con un máximo en E0 y la ĺınea sólida

es la gráfica exacta del Pico,

Figura 2.5: Aproximación del Pico de Gamow

Procederemos a calcular el rango de enerǵıa donde es más probable que se den las reaccio-

nes nucleares. reescribimos la ecuación 2.55 igualando de lado izquierdo E0 = E, haciendo

14



2.2. Efecto túnel

la suma de fracciones y un poco de álgebra obtenemos la siguiente igualdad:

−2π

~
2m

2
(Z1Z0e

2)2(kT )2 = exp

(
−2(E0)

3
2

√
EkT

− E

kT

)
. (2.56)

Ahora escribimos esta expresión con una aproximación:

exp

(
−2(E0)

3
2

√
EkT

− E

kT

)
≈ exp

(
3E0

kT

)
exp

(
−(E − E0)

∆2

)2

, (2.57)

Donde podemos encontrar ∆ de la Gaussiana usando la condición de que la segunda

derivada sea igual en E0 = E:

d2

dE2

(
2E

3
2

√
EkT

+
E

kT

)
|E=E0

=
3

2

1

E0kT
, (2.58)

d2

dE2

(
−(E − E0)

2∆

)2

|E=E0 =
2
∆
2

, (2.59)

Igualando 2.58 y 2.59 y despejando para ∆ obtenemos el ancho de la campana:

∆ =
4√
3

√
E0kT . (2.60)

Usualmente kT � E0, es aparente que el ancho sea más pequeño que E0, se puede ver

que con el incremento del pico, crece la barrera de Coulomb. Ahora tenemos una mejor

aproximación de las probabilidades de pasar la barrera, la ventana de enerǵıa donde ocu-

rren (también llamada ventana de Gamow) es de E0− ∆
2 y E0 + ∆

2 . Esta ventana se puede

volver un borde (al tener enerǵıas altas) para casos de incremento de cargas en proyectil

y blanco.

Este análisis puede ser puesto a prueba con el caso del cálculo de la probabilidad de

del decaimiento alfa, en el cuál la única diferencia es que la part́ıcula pasa la barrera de

Coulomb de izquierda a derecha, (ya que es desde el núcleo que sale la part́ıcula cargada)

como podemos constatar en el apéndice B. Por lo que gracias a este efecto, de pasar a

tener una temperatura de fusión de billones de grados, ahora sólo es menester llegar a un

millón de grados, lo cual, representa una gran ventaja para la parte experimental, ya que

la hace posible.
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Caṕıtulo 3

Fundamentos de f́ısica de

Plasma

3.1. Plasma

Como ya se calculó en el caṕıtulo anterior, las temperaturas a las que la fusión son muy

altas, por lo que la materia, en tales condiciones, se vuelve necesariamente en plasma, el

cuarto estado de la materia, en el cual la enerǵıa cinética de los átomos es tan alta que al

colisionar se desprenden electrones, lo que a diferencia de un gas convencional, lo ioniza.

Por lo que tiene caracteŕısticas intŕınsecas, es conductor y por lo tanto reactivo a campos

eléctricos y magnéticos, es cuasineutro, por lo general un volumen de cualquier sustancia,

en promedio es neutra, ya que posee la misma cantidad de part́ıculas positivas y negativas,

pero tiene la particularidad de que se comporta como un fluido sin carga si es visto de

manera externa y al estudiar su comportamiento como el conjunto de part́ıculas cargadas

se toma como fluido casi neutral, ya que hay una pequeña diferencia en la cantidad de

part́ıculas positivas y negativas. Otra caracteŕıstica es su comportamiento colectivo, ya

que el plasma en su conjunto es capaz de generar campos magnéticos y eléctricos a los

cuales a su vez pueden reaccionar, ademas de que el efecto de la fuerza eléctrica es de

muy largo alcance y hace que las part́ıculas estén acopladas en todo momento, por lo que

puede responder colectivamente a cualquier alteración.

Existen varios tipos de plasma, dependiendo de la escala de densidades y temperatu-
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CAPÍTULO 3. FUNDAMENTOS DE FÍSICA DE PLASMA

ras en las que se trabaje, como se ve en la figura:

Figura 3.1: Escalas del plasma

Notemos que tenemos que invertir enerǵıa para subir la temperatura, para la reacción de

D-T se necesita al rededor de 100 millones oC. Lo que convierte a este gas en plasma que

lanza radiación de freno por colisiones electrón-ión y electrón-electrón. Ahora si el plasma

tiene impurezas no ionizadas hay perdidas por radiación ya que enfŕıa los electrones. Para

confinar al plasma se utilizan campos magnéticos, lo que implica radiación ciclotrónica.

Por lo que para mantener el plasma a la temperatura adecuada para que se produzcan

las reacciones de fusión, se deben tener en cuenta las entradas y salidas de enerǵıa dentro

del plasma. Como calentamiento se tiene el calentamiento óhmico y la potencia de fusión

y las pérdidas se producen principalmente por radiación, transporte del calor y fuga de

part́ıculas.

Los núcleos del deuterio y tritio tienen una enerǵıa de ligadura muy baja en sus , por lo

que la enerǵıa cinética requerida para tener una alta probabilidad de fusión es la más baja,

como podemos constatar en la siguiente figura:
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3.1. Plasma

Figura 3.2: Sección eficaz de varias reacciones nucleares, tomada de [16]

La enerǵıa de salida de un reactor puede medirse en términos de la enerǵıa ganada, con

el factor Q que es la razón entre la enerǵıa de entrada y la de salida, donde entendemos

la enerǵıa de entrada como la enerǵıa auxiliar aplicada al reactor para mantener la fusión

y a la enerǵıa de salida como la enerǵıa generada:

Q =
Pf
Pa
, (3.1)

Donde Pf es la enerǵıa derivada de la fusión y Pa es la enerǵıa auxiliar aplicada al reactor.

Aśı que para considerar exitoso un experimento de fusión el criterio Q > 1. Cuando Q = 0

se le llama punto de equilibrio, donde Pf = Pa .

Por otra parte, las part́ıculas alfa liberadas contribuyen al calentamiento, y se deben

conseguir las condiciones para que entreguen su enerǵıa. La potencia obtenida por la

fusión es 5 veces la obtenida de las part́ıculas alfa Pα:

Q =
Pf
Pa

=
5Pα
Pa

, (3.2)

la fracción de calentamiento debido a tales part́ıculas es:

fα =
Pα

Pα + Pa
. (3.3)

Despejando Pα en la ecuación 3.2 y sustituyendo en 3.3 obtenemos:

fα = (
Q

Q+ 5
). (3.4)

19
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En la siguiente tabla se presentan las fracciones de calentamiento para distintos valores de

ganancia:

Q fα

1 17 %
5 50 %
10 60 % (ITER∗)
20 80 % (Reactor)
∞ 100 % (Ignición)

Cuadro 3.1: Comparación entre la ganancia y fracciones de calentamiento para algunos
casos.

Considerando la ecuación 3.1 podŕıamos aumentar Q haciendo Pa → 0. Con D-T la salida

de part́ıculas alpha de la reacción pierdan toda su enerǵıa al mantener el plasma caliente,

aparte del control del transporte. Este caso seŕıa una reacción autosostenida por lo que no

se necesitaŕıa de enerǵıa auxiliar.

Podemos calcular el calentamiento neto al considerar el balance:

Pc = Pa + Pα − PBr = Pt +
dWp

dt
. (3.5)

En la ecuación 3.5 Pt es el total de pérdidas, Pc es el calor total,
dWp

dt se refiere al poder

requerido para incrementar la enerǵıa del plasma, Pα es la enerǵıa añadida de las part́ıculas

alpha y PBr es la enerǵıa perdida por el frenado de los electrones por el campo creado por

los iones conocido como pérdida de Bremsstrahlung. Tal como podemos ver:

Pα = nDnT < σv > EαVp =
1

4
n2
e < σv > EαVp,

PBr = CBr
√
Tn2

eZeffVp,

Wp = 3nekBTeVp.

(3.6)

< σv > es el promedio de colisiones de la sección transversal, Eα es la enerǵıa de las

part́ıculas alpha (aprox. 3,5MeV ), Vp es el volumen del plasma y nD y nT es el número

de deuterios y tritios respectivamente, nótese que la mezcla esta dada por un 50
50 . Para el

caso de las pérdidas tenemos que CBr es una constante, Te es la temperatura electrónica,

ne es el número de part́ıculas cargadas.

Un parámetro que sirve para medir la calidad del confinamiento y sus pérdidas por trans-

porte, es el tiempo de confinamiento,τE , que nos da el tiempo que tarda en escapar la
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enerǵıa dentro del plasma:

τE =
Wp

Pc − dWp

dt

. (3.7)

Ahora, despejando de 3.7 Pc, obtenemos:

Pc =
Wp

τE
+
dWp

dt
. (3.8)

Otro aspecto importante es el calentamiento óhmico, ya que si hay una corriente en el

plasma, éste se calentara por efecto Joule:

Pohm = ηj2, (3.9)

j es la densidad de corriente dentro del plasma y η es la resistividad del plasma, la cual

podemos ver de la siguiente manera:

η = ηsZefff(Zeff , v,
r

R
), (3.10)

Aqúı Zeff es una media de la carga de los iones del plasma, f es una función que toma

en cuenta los electrones atrapados en el plasma que a su vez es función de Zeff , de la

frecuencia de colisión v y de la relación entre r y R y ηs es la resistividad de Spitzer,

que depende de la temperatura (T
e
−3
2

), con lo que sólo con el calentamiento óhmico no es

posible obtener el calor necesario para reacciones de fusión.

En términos de pérdidas por radiación, tenemos la radiación de ĺınea y la ya antes men-

cionada (perdida de freno de electrones), donde la primera se produce por los diferentes

iones en el plasma, estos se excitan y desexcitan según su nivel atómico y emiten radiación

en una longitud de onda, dependiendo del estado inicial y final, la podemos describir de

la siguiente manera:

Pl = Clnenim
√
Zim

Te’
2

1 + T − e′4
,

T ’ =
Te

10−4Z2
im

.

(3.11)

Vemos que ne y nim es la cantidad de electrones y de impuresas respectivamente, Zim

es el número atómico de las impuresas, T ′e es una temperatura electrónica y Cl es una

constante.

Una última fuente de impuresas es la radiación sincrotrónica, que se produce al tener

cargas en movimiento:

Ps = Cs(1− t)
1
2Ra

3
2T

5
2
e B

5
2
0 n

1
2
e , (3.12)
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Cs es constante, t es un parámetro que toma en cuenta que no toda la radiación del

sincrotrón se pierde, ya que una se refleja y es reabsorvida. R es el radio mayor del plasma

y ne la cantidad de electrones. Es claro ver que al tener una dependencia cuadrática con

la temperatura, entre mayores temperaturas mayores pérdidas.

Tenemos bien definida la ecuación 3.5, podemos sustituir y encontrar neτE :

n2
e < σv > Eα(

Q+ 5

4Q
)− CB

√
Tn2

e =
3nekBTe

τE
+
d3nekBTe

dt
. (3.13)

El último término al no depender del tiempo se va a cero, aśı que despejando neτE tenemos:

neτE =
3kBTe

<σv>Eα(Q+5)
4Q − CB

√
T
. (3.14)

La condición de equilibrio es Q = 1, lo que nos da una condición mı́nima para la fusión,

que es el Criterio de Lawson, para el cual debemos introducir la eficiencia de entrada (ηi)

y la de salida (ηs), con lo que reescribimos la ecuación 3.14 como sigue:

neτE =
3(1− ηiηs)kBTe

(ηiηs))<σv>Eα(Q+5)
4Q − CB(1− ηiηs)

√
T
. (3.15)

Usualmente se toma que ηiηs ≈ 1
3 y que la temperatura óptima para D-T es Te = 15KeV ,

lo que nos da un valor numérico:

neτE = 1020s ·m−3. (3.16)

Si se desea considerar un rango de temperaturas, se debe usar la variación de la cross-

section con la temperatura, ya que < σv > vaŕıa con la temperatura con T 2
e aśı que

podemos hacer una corrección al resultado anterior y nos da:

TeneτE = 1,521s ·m−3 ·KeV. (3.17)

Si en un reactor de fusión con combustible D-T se cumple este criterio significa que la

enerǵıa producida es igual a la enerǵıa inyectada para producir y mantener el plasma.

Este criterio es el ĺımite mı́nimo de densidad, tiempo de confinamiento y temperatura, es

importante recalcar que para una cierta temperatura, densidad y combustibles el punto

de equilibrio difiere, tal como podemos ver en la siguiente figura:
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Figura 3.3: Relación entre el producto de la densidad por el tiempo de confinamiento vs.
la temperatura de iones para varios tokamaks, mostrando las fronteras para Q=1 y para
ignición (ver Cuadro 3.1)

3.2. Dinámica de part́ıculas independientes en campos

magnéticos

En un campo magnético ( ~B) homogéneo fuerza a las part́ıculas a hacer órbitas circula-

res perpediculares al campo, pero no limita el movimiento a lo largo de las ĺıneas de campo.

Las inhomogeneidades en el campo introducen derivas. Para las temperaturas del plasma,

se pueden seguir 2 estrategias en cuanto a las paredes de confinamiento: Limitar las ĺıneas

de campo a superficies cerradas o incrementar el campo magnético para que sean capaces

de reflejar la suficiente cantidad de part́ıculas (espejos magnéticos). En ambos casos ~B

debe ser inhomogéneo y debemos preocuparnos por minimizar las derivas.

Movimiento de part́ıculas

Antes de abordar en profundidad el equilibrio del tokamak y de la teoŕıa del MHD,

revisaremos las ecuaciones de movimiento de part́ıculas cargadas en presencia de campos
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magnéticos y eléctricos para ver cómo es que se comportaŕıa de manera general el plas-

ma, para después con el MHD dotarle de las caracteŕısticas propias de un fluido cargado.

Campos Uniformes

El caso más sencillo es en el que tanto el campo magnético y eléctrico son unformes,

por lo que escribimos sus ecuaciones de fuerza, frecuencia cinclotrónica, aceleración, y la

segunda derivada de la volocidad:

~F = qv × ~B, (3.18)

ωc =
qB

m
, (3.19)

mv̇x = qvyB,

mv̇y = −qvxB,
y

v̈x = (
qB

m
)2vx,

v̈y = −(
qB

m
)2vy.

(3.20)

Las segundas derivadas de la velocidad nos ayudarán a resolver las ecuaciones diferencia-

les para encontrar las ecuaciones referentes a la posición y velocidad, escogemos vx,y =

vbote
(±iωct+iδx,y) donde el signo es dado por el signo de la carga. Por lo que las velocidad

de x nos da:

vx = v⊥e
iωct,

vy =
m

qB
v̇x = ±iv⊥eiωct.

(3.21)

Integrando las ecuaciones anteriores obtendremos:

x− x0 = −ivbot
ωc

eiωct,

y − y0 = ⊥ivbot
ωc

eiωct.
(3.22)

Definimos como radio de Larmor a rL = v⊥
ωc

, de las ecuaciones 3.22 se toma sólo la parte

real, por lo que describen una órbita circular con centro gúıa en x0,y0. Es momento de

añadir el campo eléctrico, por lo tanto, el movimiento será la suma del movimiento circular

de Larmor y la deriva del centro gúıa. Elegimos ~E en el plano x− z, con Ey = 0. Por su

naturaleza podemos tratar por separado la componente z, entonces la ecuación de fuerza

queda:

m
dv̇

dt
= q( ~E + ~v × ~B). (3.23)
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Haciendo un cálculo parecido al anterior obtenemos:

vx = −i vbot
eiωct

,

vy = ±ivboteiωct −
Ex
B
.

(3.24)

Lo que interpretamos de esto es que el movimiento de Larmor no cambia, sólo se le

superpone una deriva eléctrica: ve del centro gúıa en la dirección −y. Ahora para obtener

la forma general de esta deriva usamos que:

~E + ~v × ~B = 0. (3.25)

De donde, haciendo unos pequeños cálculos tenemos:

~v⊥ =
~E × ~B

B2
≡ ve. (3.26)

Ahora, anexando ahora la presencia de campos gravitatorios, si reemplazamos q ~E de la

ecuación 3.23 por una fuerza genérica ~F la deriva causada por esta fuerza seŕıa:

vf =
1

q

~F × ~B

B2
. (3.27)

Por lo que, si en particular hacemos F = mg la deriva gravitatoria resulta:

vg =
m

g

~g × ~B

B2
. (3.28)

Con lo anterior, podemos suponer la existencia de una densidad de corriente en el plasma

dada por:

~j = n(M +m)
~g × ~B

B2
, (3.29)

n es el número de part́ıculas, M es la masa de un ión y m la masa del electrón.

Una vez entendido el movimiento en campos uniformes, ahora podemos introducir las

ecuaciones cuando estos no son uniformes.

Campos no uniformes

∇B⊥B
Las ĺıneas de campo son rectas pero su densidad aumenta en una dirección arbitraria, esto

hace que el radio de Larmor sea más grande en la parte de abajo del ciclo que en la de

arriba, lo que deja una deriva perpendicular a ~B y ∇ ~B, la velocidad será proporcional a rL
L

y vL. Considerando ahora, la fuerza de Lorentz promediada a un giro, donde el gradiente
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esta en el eje y obtenemos:

Fy = −qvxBz(y) = −qv⊥cosωctBz(y). (3.30)

Donde podemos calcular Bz con una expansión en serie de Taylor, donde ~r = x, y:

~Bz = B0 + (~r · ∇)B + · · ·. (3.31)

Haciendo los cálculos pertinentes tomando únicamente los primeros dos términos de la

serie obtenemos

Fy = −qvbotcos(ωct)
[
B0 ± rL(cosωct)

∂Bz

∂y

]
. (3.32)

La cual requiere que rL
L ≪ 1, donde L es una escala de longitud de ∂Bz

∂y , promediando

nos queda:

F̄y = ±qv⊥rL
1

2

∂Bz

∂y
. (3.33)

Una vez teniendo esto, podemos usar la ecuación 3.27 tomando como F = Fy que nos da:

±vbtrL2B
∂Bz
∂y . Notemos que arbitrariamente elegimos el eje y como eje del gradiente, pero

podemos generalizar el resultado como sigue:

v∇B = ±1

q

∇ ~B × ~B

B2

1

2
v⊥rL. (3.34)

Deriva de Curvatura

Asumimos que el ~B es curvo y por lo tanto las ĺıneas de fuerza tienen un radio de curvatura

constante R considerando | ~B| = cte. Este tipo de campo no sigue las ecuaciones de Maxwell

en el vaćıo, por lo que en la práctica la deriva del gradiente tendrá añadido el efecto de

curvatura. Que surge de la fuerza centŕıpeta que sienten las part́ıculas cuando se mueven

a lo largo de las ĺıneas de fuerza; si v2
q denota el promedio del cuadrado de la componente

de alguna velocidad a lo largo de B, el promedio de la fuerza centŕıpeta es:

Fcf =
mv2

q
Rc

r̂ = mv2
q
~Rc
R2
c

. (3.35)

Usando 3.27 obtenemos:

vR =
mv2

q
qB2

~Rc × ~B

R2
c

. (3.36)

Obtendremos la deriva ∇ ~B que acompaña a esta deriva cuando se considera un decre-

cimiento de | ~B| de acuerdo al radio. En coordenadas ciĺındricas ∇ × ~B tiene una sola

componente en z. Desde que B sólo tiene una componente en ϕ y ∇ ~B sólo una componen-
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te en r.

(∇× ~B)z =
1

r

∂

∂r
(rBϕ) = 0, (3.37)

Entonces:

|B| ∝ 1

Rc
,
∇| ~B|
| ~B|

= −
~Rc
R2
c

. (3.38)

Usando la ecuación 3.34 resulta:

v∇B = ±m
q

1

2
v2
⊥
~Rc × ~B

B2R2
c

. (3.39)

Añadiendo a la ecuación anterior a 3.36 tendremos la deriva total de un campo curvado

en el vaćıo:

vR + v∇B =
~Rc × ~B

RcB2

m

q
(v2

q +
1

2
v2
⊥). (3.40)

Esta adición es desafortunada si se curva el campo hasta hacer un toro con el fin de

confinar a las part́ıculas, éstas se desviaran fuera del mismo, sin importar los campos ni

las temperaturas. Para una distribución de Maxwell:

Eav =
1

4
mv2 = 2KT. (3.41)

Por cada grado de libertad tenemos un término como el anterior, por lo que indicando que

v̄q y 1
2v

2
⊥ cada una es igual a KT

m , y sabiendo que la velocidad perpendicular involucra 2

grados de libertad, las ecuaciones de ωc nos permiten escribir el promedio de la deriva de

curvatura como:

¯vR+∇B = ± ~rL
Rc

(
2KT

m
)

1
2 î, (3.42)

î es la dirección del producto cruz ~Rc × ~B, podemos notar que el signo aqúı depende de

las cargas y no de las masas.

∇ ~B ‖ ~B
Consideramos un campo magnético que es puntiagudo en el eje z y cuya magnitud vaŕıa

cerca de la dirección z, con un eje axisimétrico, Bθ = 0 y ∂
∂θ . Las ĺıneas de fuerza nece-

sariamente están en Br. Mostraremos que esto da aumento a la fuerza que puede atrapar

part́ıculas en el campo magnético.

Para obtener Br de:

∇ · ~B = 0⇒ ∇ · ~B =
1

r

∂

∂r
(rBr) +

1

r

∂Bθ
∂θ

+
∂Bz
∂z

= 0. (3.43)
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Si ∂Bz
∂z no vaŕıa mucho con r, integramos:

rBr = −
∫ r

0

r
∂Bz
∂z

dr ≈ −1

2
r2[

∂Bz
∂z

]|r = 0 = −1

2
rC(r), (3.44)

∂Bz
∂z es una constante en términos de z ya que sólo depende de r que ya escribimos como

C(r). Tomando la fuerza de Lorentz y descomponiéndola obtenemos:

Fr = q(vθBz − vzBθ) = q(vθBz),

Fθ = q(Brvz − vrBz),

Fz = q(vrBθ −Brvθ) = q(−Brvθ).

(3.45)

Notemos que Fr y −qvrBz originan el giro de Larmor, además este segundo término no

interviene en el eje z, si vz 6= 0 habrá una deriva a lo largo del radio. Analicemos Fz :

Fz = q(−Brvθ) =
1

2
vθrC(r). (3.46)

Promediando sobre el giro vθ = ±v⊥ dependiendo del signo de q. Para un giro tenemos:

Fz = ±1

2
qv⊥rL

∂Bz
∂z

= ±v⊥
2

mv⊥
qB

∂Bz
∂z

= −1

2

mv2
⊥

B

∂Bz
∂z

= µ
∂Bz
∂z

, (3.47)

µ =
mv2
⊥

2B
, (3.48)

Esto último es el momento magnético µ de la part́ıcula, y es un invariante además de que

podemos escribir algo más general:

F‖ = −µ∂B
∂s

(3.49)

Donde ds es un elemento de ĺınea de campo a lo largo de un campo cualesquiera. Podemos

ver que la enerǵıa de la part́ıcula se conserva si no hay efectos disipativos:

m
dv‖

dt
= −µ∂B

∂s
= mv‖

dv‖

dt
= v‖ − µ

∂B

∂s
= −µ∂B

∂s

∂s

∂t
= −µ∂B

∂t
, (3.50)

d

dt
(
1

2
mv2
‖) = −µ∂B

∂t
, (3.51)

Por lo que su enerǵıa se conserva.
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3.3. Aproximación Magnetohidrodinámica

Para estudiar al plasma, debemos considerar que es un fluido electroconductor en pre-

sencia de campos magnéticos, se entiende como un fluido individual, es decir, no distingue

entre diferentes part́ıculas. Consideremos el enfoque euclidiano, donde se toma un volu-

men fijo en el marco de referencia. Escogemos un elemento de volumen dv y p(x,y,z) el

centroide. El fluido puede dirigirse hacia dentro y fuera del elemento de volumen, tene-

mos también ρ(x,y,z) la densidad de masa en p, donde la densidad sea aproximadamente

uniforme. La masa total del elemento de volumen esta dado por la siguiente integral:

m =

∫
v

ρdv =

∫
v

ρdxdydz. (3.52)

Si no hay fuentes ni sumideros de masa dentro de dv entonces dm
dt es la tasa a la cual entra

o sale masa a travez de S (elemento de superficie que encierra a dv por lo que escribimos

también su diferenfcial d~S = n̂ds donde n̂ es un vector unitario normal a la superficie que

apunta hacia afuera. El flujo de masa lo definimos como ρ~v donde ~v es la velocidad del

fluido. Escribamos la masa por unidad de tiempo que fluye a través de dS:

ρ~v · d~S = ρ~v · n̂ds. (3.53)

El flujo total de la masa fuera de dv esta dado por:∮
S

ρ~v · d~s =

∮
v

ρ~v · n̂dS, (3.54)

la cual tomando la derivada de la masa con respecto al tiempo:

dm

dt
= − d

dt

∫
ρv = − d

dt

∫
ρ~v · n̂dS. (3.55)

En este volumen de Euler sustituimos d
dt por ∂

∂t :∫
v

∂ρ

∂t
dv = −

∮
ρ~v · n̂dS. (3.56)
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Aplicando teorema de Gauss: ∫
v

∂ρ

∂t
dv = −

∫
v

∇ · (ρ~v)dv, (3.57)

Cómo dv es arbitrario se debe cumplir que:∫
v

∂ρ

∂t
dv +

∫
v

∇ · (ρ~v)dv = 0. (3.58)

Es decir:
∂ρ

∂t
+∇ · (ρ~v) = 0. (3.59)

Esta última ecuación es la ecuación de continuidad, que representa la conservación de la

masa en este sistema de referencia. Además podemos escribir la ecuación de su estado

adiabático, dondeγ es la razón de calor espećıfico, que para el plasma una buena aproxi-

mación es tomarla como γ = 5
3 .

d

dt
pρ−γ . (3.60)

Ahora nos incumbe encontrar la segunda ley de Newton para este caso, supongamos que

las fuerzas actúan sobre una superficie ~S = s · n̂, es decir:

~F = ~S · ~P . (3.61)

Que es la fuerza que el material de un lado de la cara ejerce sobre el material del otro lado,

donde P es un tensor de esfuerzos de presión en la superficie cuyos elementos diferentes

de cero se encuentran únicamente en la diagonal, es decir:

pij = −pδij + σij . (3.62)

Donde pij hace referencia a la presión y σij esta en torno a la viscosidad. La fuerza total

la podemos escribir de la siguiente manera:

~F = −
∮
s

~p · d~s. (3.63)

Aplicamos ley de Gauss:

~F = −
∫
∇ · ~pdv. (3.64)

Si v → 0 la fuerza neta por unidad de volumen queda en :

~F = −∇ · p. (3.65)
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Esta es la equivalente volumétrica de las fuerzas superficiales, entonces:

ρ
d~v

dt
= −∇ · p. (3.66)

Si omitimos la viscosidad e incluiomos las fuerzas de la ecuación de movimiento obtenemos:

ρ
d~v

dt
= J ×B −∇ · p. (3.67)

Ahora es momento de deducir la ecuación de la Ley de Ohm generalizada, por lo que

tomaremos el modelo de los 2 fluidos, donde se consideran dos especies posibles part́ıculas

(iones, electrones), donde escribimos sus ecuaciones principales (las cuales serán utilizadas

más adelante):
∂ne
∂t

+
∂

∂x
· (neve) = 0,

∂ni
∂t

+
∂

∂x
· (nivi) = 0,

(3.68)

mene
dve
dt

=
∂

∂x
· [p⊥eI + (p‖e − p⊥e)~b~b]− ene( ~E + ~v × ~B) +Rei,

mini
dve
dt

=
∂

∂x
· [p⊥iI + (P‖i − p⊥i)~b~b] + Zeni( ~E + ~v × ~B) +Rie,

(3.69)

Con las siguientes aclaraciones: I es la matriz identidad, pi′ se refiere a las presiones

perpendiculares y paralelas de cada part́ıcula,vi′ es la velocidad de las particulas y ~b es

el vector unitario del campo magnético. Además de que Rei = −Rie, ρc = Zeni − ene y

~j = Zeni~vi − ene ~ve. Podemos simplificar este modelo al considerar que me � mi y que

las variaciones espaciales son grandes comparadas con la longitud de Debye, lo que nos

permite hacer la aproximación de cuasineutralidad:

Zni ' ne. (3.70)

Y por lo tanto escribimos ~j como:

~j = ene(~vi − ~ve). (3.71)

Introduscamos la velocidad de masa del fluido:

~v ≡ mini~vi +mene ~ve
mini +mene

=
mi~vi + Zme ~ve
mi + Zme

, (3.72)

Y la densidad de masa del fluido:

ρ ≡ mini +mene. (3.73)
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Ahora, de las ecuaciones despejamos ~vi y ~ve (omitiendo términos del orden de me
mi

frente

a la unidad)

~vi = ~v + (
~j

ene
)(

Zme/mi

1 + Zme/miene
) ' ~v +

Zme

mi

~j

ene
,

~ve = ~v − (
~j

ene
) ' ~v −

~j

ene
.

(3.74)

Sustituyendo ~vi y ~ve en las ecuaciones 3.68 obtenemos:

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
· (ρ~v) = 0, (3.75)

Sumamos entre śı , despreciamos los términos de orden me
mi

frente a la unidad y usando

3.68 escribimos las derivadas conectivas:

nei
d ~vie
dt

=
∂

∂t
(ne,i ~ve,i) +

∂

∂x
· (ne,i ~ve,i ~ve,i), (3.76)

de la cual se encuentra que:

ρ
d~v

dt
= − ∂

∂x
· [p⊥I + (p‖ − p⊥)~b~b] + ρ ~E +~j × ~B. (3.77)

Donde:

p‖ ≡ p‖e + p‖i,

p⊥ ≡ p⊥e + p⊥i,
(3.78)

y
d~v

dt
≡ ∂~v

∂t
+ (~v · ∂

∂x
)~v. (3.79)

Para hacer una simplificación pertinente contemplaremos un tiempo caracteŕıstico T = U
L

donde U y L son también parámetros caracteŕısticos, en especifico la velocidad y longitud

respectivamente. Por lo que tenemos estas relaciones:

~u = U~u∗, ~X = L~x, ~E = E~e,

~J = J~j, t = Tt∗, ~B = B~b,

~H = H~h, ∂
∂t = 1

T
∂
∂t∗ , ∇ = 1

L∇
∗,

(3.80)

Ahora debemos tomar en cuenta que en el MHD consideramos un fluido isotrópico elec-

tricamente conductor, por lo cual µ = µ0 y ε = ε0. Escribamos la ley de Ohm:

~J = σ ~E ⇒ ~J = σ( ~E + ~u× ~B). (3.81)

Lo anterior debido a que el medio se mueve a lo largo de un campo de velocidad ~u la

densidad ~Jc esta relacionada con ~B. Sabemos por conservación de la carga que: ∇ · ~J =
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−∂ρc∂t . Escribimos la ley de Faraday en términos unitarios:

∇× ~E ⇒ E

L
∇∗ × ~e =

B

T

∂~b

∂t∗
. (3.82)

Ahora somos capaces de comparar sus magnitudes:

E

L
v
B

T
⇔ E

B
v
L

T
= U. (3.83)

Ahora hagamos lo pertinente con la ley de Ampère-Maxwell:

∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t
⇔ H

L
∇∗ × ~h = J~j +

D

T
. (3.84)

Notemos que ~B = µ0H+µ0M y ~D = ε0 ~E+ ~P pero como el MHD considera solo materiales

conductores libres de porarización, los segundos sumandos tanto del campo magnético

como de la corriente de desplazamiento son cero. por lo que pudimos hacer su equivalencia

en las ecuaciones anteriores. Aśı que análogamente vamos a hacer una comparación de sus

magnitudes, comencemos con ~D y el rotacional de ~H:

D/T

H/L
v
D

T

L

T
v µ0ε0

E

B

L

T
=
U2

c2
, (3.85)

Pero el MHD sólo considera velocidades mucho menores a la de la luz, por lo que esta

atribución es pequeña, ahora comparemosla con la de ~J :

J

D/T
v
TJ

D
v
TσE

ε0E
=
σ

ε0
T. (3.86)

Y sabemos que σ oscila entre 103 − 106 donde la cota inferior es para plasmas fŕıos y

la cota superior es para plasmas calientes, por lo tanto podemos omitir la corriente de

desplazamiento.

Para calcular~j se consideran procesos suficientemente lentos para que los electrones tengan

tiempo de equilibrarse mecánicamente, por lo que despreciamos su inercia, aśı la ecuaciones

3.69 usando las ecuaciones 3.74:

~E + ~v × ~B = η~j +
1

ene
{~j × ~B − ∂

∂x
· [p⊥eI + (p‖e − p⊥e)~b~b]}, (3.87)

Que es la Ley de Ohm generalizada, donde introdujimos la resistividad del plasma:

η ≡ meνei
e2ne

. (3.88)
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El término ~j× ~B/(ene) es el término de Hall. La densidad ne se determina por la condición

de cuasineutralidad:

ρ ≡ mini +mene = ne(
mi

Z
+me) ≈

nemi

Z
, (3.89)

Por lo que nos queda:

ρ
d~v

dt
= − ∂

∂x
· [p⊥I + (p‖ − p⊥)~b~b] +~j × ~B, (3.90)

Aqúı la ecuación de Poisson ya no es necesaria, a menos que se pretenda calcular la densi-

dad de carga eléctrica, aśı que al desprecial la corriente de desplazamiento la conservación

de carga la escribimos:

∇ ·~j = 0, (3.91)

y obtenemos que:

∂

∂x
· [p⊥I + (p‖ − p⊥)~b~b] = ∇p⊥ + (∇ · ~B)[(p‖ − p⊥)

~B

B2
]. (3.92)

Cuando la presión es isotrópa (plasma no magnetizado) p‖ = p⊥ = p, este termino sim-

plemente se reduce a ∇p . Si usamos ahora la ley de Ampère:

~j × ~B =
1

µ0
(∇× ~B)× ~B, (3.93)

Usando identidades vecoriales, podemos reescribir la ecuación de movimiento como sigue:

ρ
d~v

dt
= −∇(p⊥ +

B2

2µ0
) + ( ~B · ∇)[

~B

µ0
− (p‖ − p⊥)

~B

B2
]. (3.94)

Esta última es conocida como la ecuación de Parker, observamos que B2/2µ0 hace de

una presión (la presión magnética). Una última aproximación más resistiva consiste en

simplificar la ley de Ohm comparando el término de presiones con ~v × ~B (aqúı no hay

distinción entre temperaturas de part́ıculas):

1
ene
| ∂∂x · [p⊥I + (p‖ − p⊥)~b~b]|

|~u× ~B|
≈ T/L

evB
≈
rLi
√
T/mi

vL
. (3.95)

Donde rLi es el radio de Larmor de iones a velocidades térmicas
√
T/mi. Como ~j × ~B

es del mismo orden que el término de presiones, la misma estimación es válida para el

término de Hall. Vemos que con la condición de un radio de Larmor pequeño (rLi � L),

para velocidades v no muy pequeñas comparadas con
√
T/mi podemos aproximar la ley
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de Ohm por:

~E + ~v × ~B = η~j, (3.96)

Lo cual nos deja únicamente las ecuaciones provenientes de las de Maxwell:

~B = µ0
~E, (3.97)

∇ · ~B = 0, (3.98)

∇× ~B = µ0
~J, (3.99)

∇× ~E =
−∂ ~B
∂t

, (3.100)

3.4. Ondas Magnetohidrodinámicas

Consideremos la linealización de las ecuaciones del MHD de plasmas fŕıos (p=0), al

introducir pequeñas perturbaciones en sus respectivas formas:

~B = B0 +B1(r, t),

~v = v0 + v1(r, t),

ρ = ρ0 + ρ1(r, t).

(3.101)

Donde el sub́ındice 1 hace referencia a la perturbación , v0 = 0 y B0 = B0ẑ, susituyendo

en las ecuaciones del MHD:

ρ(
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v) = ~j × ~B, (3.102)

~E = −~v × ~B, (3.103)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (3.104)

∇× ~B = µ0
~j + ε0µ0

∂ ~E

∂t
, (3.105)

Debemos aclarar que trabajaremos en el espacio de frecuencias por lo que hacemos las

siguientes transformaciones:
∂

∂t
⇒ −iω ∇· ⇒ i~k·,

∇× ⇒ i~k× ∇2 ⇒ k2.

(3.106)
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Por lo que las ecuaciones anteriores ya con la perturbación y la notación en el espacio de

frecuencias queda:

− (ρ0 + ρ1)(iωv1 + v2
1 · i~k) = j1 × (B0 +B1), (3.107)

~E = −v1 × (B0 +B1), (3.108)

i~k × ~E = iω(B0 +B1). (3.109)

De lo que obtenemos las siguientes relaciones si despreciamos los términos que tengan dos

términos con sub́ındice 1 multiplicándose:

ρ0iωv1 = (j1⊥ + j1‖)×B0, (3.110)

~E1 = −v1 ×B0, (3.111)

~k × ~E1 = ωB1. (3.112)

Para el caso de la ecuación 3.105 debemos de hacer unos cálculos preliminares para abor-

darla: primeramente tomamos la ecuación 3.110 y le hacemos el siguiente producto cruz:

(ρ0iω)(~v1 ×B0) = ((j1⊥ + j1‖)×B0)×B0 = ( ~J1 ×B0)×B0. (3.113)

Desarrollando el lado derecho y tomando en cuenta que ~J1 = j1⊥ + j1‖ referente a la

dirección de. B0 obtenemos:

B0(B0 · ~J1)− ~J1(B2
0). (3.114)

De la ecuación 3.111 podemos escribir la parte izquierda de la ecuación 3.113, con lo

anterior, reescribimos:

ρ0iω(− ~E1) = B0(B0 · J1)− ~J1(B2
0) = B0(B0(j1‖))− ~J1(B2

0). (3.115)

Si omitimos los efectos de j1‖ tenemos que:

− ρ0iω( ~E1) = − ~J1B
2
0 = −(j1⊥B

2
0)→ j1⊥ =

ρ0iω ~E1

B2
0

, (3.116)

Ahora hacemos el rotacional la ecuación 3.104 :

i~k × i~k × ~E1 = i~k × iω(B0 +B1), (3.117)
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Y vemos que si derivamos con respecto al tiempo la ecuación 3.105 obtenemos:

i~k × iω(B0 +B1) = µ0iωj + ε0µ0i
2ω2 ~E1, (3.118)

Ahora igualando la ecuación anterior con 3.117 y sustituimos la corriente de la ecuación

3.116 obtenemos:

~k × ~k × ~E1 =
µ0i

2ω2ρ0
~E1

B2
0

+ ε0µ0i
2ω2 ~E1. (3.119)

Haciendo las operaciones pertinentes, sacamos factores comunes y definimos la velocidad

de Alfvén como: vA =
√
B2

0/µ0ρ0, nos queda:

− ω2 ~E1[
ρ0µ0

B2
0

+ ε0µ0] = −ω2 ~E1[
1 + v2

A/c
2

v2
A

]. (3.120)

Al no considerar el caso relativista tenemos que:

~k × ~k × ~E1 = −ω
2

v2
A

~E1. (3.121)

Con este resultado podemos escribir la ecuación de onda del campo eléctrico:

~k(~k · ~E1)− k2 · ~E1 = −ω
2

v2
A

~E1. (3.122)

Calculemos la ecuación de onda del campo eléctrico considerado que ~k = k(senθy+cosθz):

~k(~k · ~E1)− k2 · ~E1 =
ω2

v2
A

~E1, (3.123)

Que ya al sustituir ~k y escribirla de manera matricial corresponde a:
k2 − ω2

v2A
0 0

0 −k2cosθ − ω2

v2A
−k2senθcosθ

0 −k2senθcosθ k2sen2θ − ω2

v2A



E1x

E1y

E1z

 = 0 (3.124)

Para el caso en el que ~k es paralelo a B0 calculamos su velocidad de propagación:

ω

k
= vA. (3.125)

Aqúı el campo magnético actúa como cuerda y la perturbación es dada en una onda

transversal. Y para el caso de ~k es perpendicular a B0 su velocidad de propagación es:

ω

k
= vA. (3.126)
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Aunque es el mismo valor para ambos casos, cuando ~k es perpendicular el campo magnéti-

co ahora funciona como muchas cuerdas y la onda es una onda de presión longitudinal.

Nótese que estas velocidades corresponden al ĺımite de muy bajas frecuencias.
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Caṕıtulo 4

Confinamiento Magnético

Para llegar a el sistema deseado de confinamiento empecemos primero por un sistema

simple de confinamiento como lo son los espejos magnéticos, contemplar sus caracteŕısticas

después afinar este sistema y arribar al sistema cerrado de tokamak.

4.1. Espejos magnéticos

Un sistema simple es el espejo magnético que es un campo magnético inhomogéneo en

una cavidad ciĺındrica, donde la intensidad de campo es mayor en los extremos, las ĺıneas

de fuerzas de campo tienen la siguiente forma:

Figura 4.1: Espejo magnético. Tomado de. [Otero, D, Proto, A. N., [30]]

Por lo ya visto en el caṕıtulo anterior en la sección de gradiente paralelo al campo, que las

part́ıculas describen una trayectoria helicoidal, además de que sabemos que el momento

magnético definido en 3.48 es constante. Lo que significa que si la part́ıcula entra en

una región donde el campo es mayor la velocidad perpendicular debe de aumentar para
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conservar µ, aśı mismo se conserva la enerǵıa cinética, por lo que al aumentar v⊥ debe

disminuir v‖. Que se traduce en que al acercarse al extremo, donde el campo es mayor, las

part́ıculas se frenan y se regresan.

No todas las part́ıculas se atrapan, ya que pueden tener v‖ suficientemente grande como

para que el campo no alcance a frenarlas. si consideramos B0 y Bm son los valores mı́nimos

(centro) y máximo(extremos), tomemos el parámetro R:

R =
Bm
B0

(4.1)

Escaparán las part́ıculas que tengan v‖ tal que:

1 + (
v‖

v⊥
)2 ≥ R (4.2)

Es decir, cuánto mayor sea R, mejor será la capacidad de confinamiento del espejo, aunque

es claro que este sistema no elimina las pérdidas del plasma por los extremos. Podemos

definir el cono de pérdida en el espacio de velocidades, tal cono esta centrado en la velocidad

paralela con una apertura angular de θc :

senθc =
1√
R

(4.3)

Esta ecuación es el caso en el que 4.2 es igual, lo que implica que todas las part́ıculas

cuyas velocidades estén dentro del cono escaparán de la región de confinamiento.

Figura 4.2: Cono de pérdidas. Tomado de [Otero, D, Proto, A. N., [30]]

Además, las colisiones pueden llevar a otras part́ıculas al cono, de tal manera que el con-

finamiento en algún punto se habrá perdido inexorablemente, podemos estimar el tiempo

de confinamiento:

tr ≈
L√
kT/m

(4.4)

Dónde L es el largo total de la región de confinamiento, k es la constante de Boltzmann,

T la temperatura y m la masa de las part́ıculas.

La existencia del cono de pérdidas tiene consecuencias al considerar las mircroinestabi-

lidades, ya que el plasma tiene tendencia a oscilar lateralmente, por lo que es necesario
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introducir fuerzas que neutralicen esta inestabilidad. Una de las inestabilidades más signi-

ficativas es la deriva de ciclotrón en el cono de pérdida. Estas perturbaciones tienen forma

de flautas alineadas a las ĺıneas de campo, con una velocidad de fase azimutal en dirección

de la deriva diamagnética, la frecuencia de esta perturbación es de orden de la frecuencia

de cincrotrón en iones. Esta deriva causa el escape rápido de iones en el cono de perdida, y

una degradación importante del confinamiento. A menos que se le inyecten haces neutros

en la zona de confinamiento, ya que al ser neutros no interactúan electromagnéticamente y

penetran sin dificultad la zona de confinamiento donde son ionizados, regenerando y reca-

lentando al plasma. Estos haces deben de ser inyectados a ∼ 45o, en este caso el parámetro

R tendrá que ser varias veces más grande que 1
sen2(45) = 2. Supongamos R = 5, esto hace

que los iones producidos inicialmente estarán anclados entre los espejos, y tendrán una

velocidad paralela cercana a la mitad del plano. Esta distribución es conocida como ”dis-

tribución iónica chapoteante”. Los iones se dispersan y se realentizan por el arrastre de los

electrones, esta distribuión es más estable respecto a las microinestabilidades relativas al

espacio de velocidades. En un plasma de alta presión los modos asociados a la anisotroṕıa

de presión (p⊥ > p‖) serán más claras, en particular el modo espejo, que es inestable si:

−2µ0

B

∂p⊥
∂B

> p⊥ (4.5)

Otra forma es utilizar que la presencia de algunos iones con una enerǵıa menor al promedio

de enerǵıa iónica Wipermite estabilizar la deriva de ciclotrón. Existen varias formas de

lograr esto, una manera es inyectar de manera continua un plasma relativamente fŕıo a

través del dispositivo.

4.2. Z -pinch

Es un efecto pulsado que consiste en la autocompresión de una columna de plasma

por el pasaje de una corriente unidimensional, que induce un campo ~B que constriñe el

plasma aumentando la densidad y temperatura. Si ~B es lo suficientemente grande separará

el plasma de las paredes.

En el Z pinch se hace pasar corriente en la dirección z (jz) , que induce un campo en

θ ( ~B). La corriente crece rápidamente. Si el gas es un conductor perfecto y las paredes

aislantes, la corriente circulará por una capa adyacente a las paredes del cilindro, que

genera ~Bθ por fuera de la capa que a su vez ejerce una presión haćıa adentro (
B2
θ

8π ) que

comprime la columna. Al moverse haćıa dentro la capa de corriente se vuelve un ”pistón”.
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La fuerza es proporcional a jzBθ. Como se puede ver en la figura:

Figura 4.3: Columna de plasma en el caso ideal. Tomado de [Miyamoto,[28]]

La variación de cantidad de movimiento de sobre la vaina de la columna balanceada contra

la presión magnética de la velocidad de la capa de corriente en función del tiempo.

En el caso espećıfico del Z pinch encontramos la corriente en un estado de equilibrio, como

sigue:

I(r) =

∫ r

0

2πr′Jz(r
′)dr′ (4.6)

Donde

Jz(r) =
1

2πr

∂I

∂r
(4.7)

De la ley de Ampère tenemos:

Bθ =
µ0I(r)

2πr
(4.8)

Por lo que la ecuación ∇P = ~J × ~B se puede escribir de la siguiente forma:

r2 ∂P

∂r
= − µ0

8π2

∂I2

∂r
(4.9)

Integrando la ecuación anterior, de 0 a a, donde a es el radio exterior del plasma ciĺındrico

obtenemos: ∫ a

0

r2 ∂P

∂r
= r2P (r)|a0 − 2

∫ a

0

rP (r)dr = −µ0I
2(a)

8π2
(4.10)

Si consideramos que P (a) = 0 y que la temperatura es uniforme podemos escribir la

presión de la siguiente manera:P (r) = n(r)κT que al sustituir en 4.10 tenemos:

I2 =
8πNκT

µ0
(4.11)

Donde N es el número de part́ıculas que están en la parte axial y que es la integral de 0

a a en un giro : N =
∫ a

0
n(r)2πrdr.
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Lo anterior es en el caso ideal, donde el plasma es un conductor perfecto, la columna

de corriente avanza haćıa el eje constriñiendo el plasma con espesor despreciable y queda

tras de śı un vaćıo perfecto.

Pero ya fuera del ideal, la configuración plasma-campo magnético en un pinch es favorable

a las inestabilidades de intercambio, ya que cuando una superficie de separación plasma-

campo es cóncava hacia el plasma el sistema es intrinsecamente inestable, el plasma tiende

a oscilar, debido a gradientes de presión magnética en áreas donde el campo magnético es

curvo, pues el plasma cambia de posición con las ĺıneas magnéticas (intercambio de ĺıneas

de fuerza) lo que origina las inestabilidades tipo ”flauta”, que son perturbaciones que se

encuentran en canales a lo largo de las ĺıneas magnéticas, debido a que el campo entra

en la columna y el plasma es obllgado a salir de ella. Esta inestabilidad esta ligada a la

geometŕıa del campo cercano a la superficie. Esto se asemeja al caso clásico de la turbulen-

cia de Rayligh-Taylor, que es un intercambio entre un fluido denso (plasma) y uno menos

denso (campo magnético). Para el z pinch en análisis de estabilidad bajo perturbaciones

de tipo:

Re(exp(i(±mθ + kz))) (4.12)

Donde θ y z son las coordenadas y m son los modos, podemos considerar 3 casos, si m > 1

implican una alongación longitudinal que no suele aparecer en el z pinch, si m = 1 la

columna se conserva, pero la sección circular oscila, produciendo un desbalance de presio-

nes, lo que tiende a destruir el equilibrio (kink o retorcimiento). En el último caso m = 0

aparecen englobamientos, que son amplificados por la presión magnética. Este resultado

puede obtenerse del principio de enerǵıa, usando análisis de Fourier

Para el caso de. m = 0 la inestabilidad ”salchicha”, el campo magnético (con dirección

hacia dentro de la columna) en el cuello aumenta y no puede ser equilibrado con la presión

cinética (con dirección hacia fuera de la columna), el aumento de la fuerza de Lorentz causa

el aumento de esta perturbación. La velocidad caracteŕıstica del crecimiento de perturba-

ción es la velocidad de la onda magnetosónica: la velocidad de Alfvén. Para velocidades

v > vA las ĺıneas de campo están forzadas a alinearse con las de la velocidad de Alfvén .
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Figura 4.4: Inestabilidad tipo ”Salchicha”, Tomado de[Miyamoto,[28]]

En cuanto a m = 1 el ”kink”,la turbulencia fuerza a las ĺıneas de campo a concentrarse

en el lado cóncavo de la columna, pues el producto ~J× ~B, no es uniforme en ambos lados por

el incremento de ~B en uno de los lados la columna lo que aumenta la presión magnética

en un lado de la columna y la presión no puede reestablecer la rectitud de la misma.

Mientras que en el Pinch un campo magnético mayor significa mayor presión magnética,

una mayor velocidad de flujo implica mejor presión, por el teorema de Bernoulli, es decir,

mientras que la columna del pinch es inestable respecto a su flexión, sucede lo contrario

para vórtices de ĺınea.

Figura 4.5: Inestabilidad ”Kink”, donde B′ > B”. Tomado de [Miyamoto,[28]]

A temperaturas de fusión el radio de Larmor iónico es una fracción significante del radio del

Pinch, las tasas de crecimiento para la inestabilidad se reducen. La introducción de un flujo
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axial cortante (Bz) tiene un efecto estabilizante, ya que estabiliza tanto las perturbaciones

del Kink, como del salchicha con longitudes de onda menores a:

Ls =
2πrBz
Bθ

(4.13)

Como el campo magnético conlleva una presión magnética, se lleva parte de la enerǵıa

para comprimir las ĺıneas de campo magnético.

Se debe de tener en cuenta que Bθ y Bz se mezclan en la zona de la envoltura ya que el

plasma no es un conductor perfecto. Las corrientes jθ se producen en una capa con un

espesor que puede convertirse en un agente generador de inestabilidades, aunque la mezcla

de los campos magnéticos generan calentamiento óhmico en las paredes del cilindro al

actuar sobre la corriente. Este calentamiento es aprovechado por el plasma para elevar su

temperatura. La constante de decáımiento τ de Bz dentro del plasma da un estimado del

tiempo que tardarán en mezclarse los campos.

En un modelo simple, en el que la columna de plasma tiene contornos netos y entre ella y

la cámara hay vaćıo, se puede establecer una condición de estabilidad:

B′z
I

(α+ 2πk) > µ0
L

2πr2
0

(4.14)

Donde L es la longitud de la columna, I = 2πBθr
µ0

que es la corriente en z, B′z es el campo

Bz en el vaćıo, α es el ángulo de rotación de la ĺınea de fuerza por unidad de longitud, k

es un número entero.

Esta condición preve la aparición de las inestabilidades no localizadas con m = 1, que se

puede generalizar a sistemas toroidales. Definimos:

Λ =
Bθ
rBz

(4.15)

La reemplazamos en 4.14 y obtenemos:

ΛL 6 α+ 2πk (4.16)

Y q(r) es el factor de seguridad que da la medida del pinch de la ĺınea de campo:

q(r) =
LBz
rBθ

(4.17)

Los gradientes negativos de la presión están asociados con el confinamiento del plasma, da

un efecto desestabilizante, esto puede compensarse si se tiene una variación radial suficien-

temente larga a lo largo de la ĺınea del pinch. Es equivalente a tener un campo magnético

de cizalla o una razón radial de cambio de dirección de campo magnético.
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En una descarga lineal una condición necesaria aunque no suficiente para que exista esta-

bilidad es el criterio de Suydam, que sintetiza en un criterio de estabilidad en ausencia de

disipación. Es decir en el caso m 6= 0 :

1

4
r

(
dq(r)

qdr

)2

+
2µ0

B2
z

dpr
dr

> 0 (4.18)

Donde µ0 es la permeabilidad magnética en el vaćıo, p(r) es la presión magnética en r.

La ecuación 4.18 al considerar el ĺımite donde L >> r se transforma a:

1

4
r

(
dq(r)

qdr

)2

+
2µ0

B2
z

dpr
dr

(1− q2) > 0 (4.19)

Como el primer sumando es necesariamente positivo, entonces q2 > 1, lo cual indica

que el campo Bz debe hacer una tansión magnética lo suficientemente grande como para

enderezar la columna del plasma; si la longitud de onda del plasma es muy alta, mayo-

res a 4.13, se debe poner adicionalmente una pared conductora para enderezar la columna.

4.3. Sistemas toroidales

Como vimos anteriormente, aunque en principio los sistemas abiertos son más sencillos

de fabricar, estos tienen serios problemas de pérdidas. Si pensamos que simplemente al

cerrar estas configuraciones es posible eliminar tal problema, el resultado es una fuerza

externa neta sobre el plasma, que posee dos componentes, una debido a la presión del

plasma y otra por la presión magnética, aśı que si únicamente se cierra un sistema abierto,

como por ejemplo el Z-pinch, el plasma es cerrado y éste acarrea corriente que genera un

campo Bθ, esta configuración es susceptible a inestabilidades de tipo Kink y Salchicha,

como vimos en la sección anterior, la solución es introducir un campo que tenga la misma

dirección del plasma, aśı que en una configuración cerrada el campo Bz del Z-Pinch se

vuelve un campo toroidal Bφ.

En cambio si sólo cerramos un espejo, el campo toroidal generado por un solenoide con

componentes Bφ es insuficiente para confinar al plasma ya que se desplaza a las paredes,

pues Bφ es proporcional a 1
r , y decrece desde el extremo interior hacia el extremo exterior

del toro por lo que las part́ıculas en este campo inhomogéneo se separan, el plasma pierde

neutralidad y se crea un campo Ez, que además, genera una velocidad de arrastre como

3.26.

Y en ambos casos, al estar cerrado en un toro, el campo magnético es curvo, por lo que el
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plasma tenderá a desplazarse en la dirección ∇B como se ilustra en 3.34. Al agregar Bθ

a una configuración con campo Bφ, por ser una componente azimutal comprime contra

la pared conductora, generando una fuerza que restituye la posición de la columna del

plasma.

La ecuación 4.18 es posible transformarla considerando efectos toroidales de primer orden,

en una región radialmente localizada. Considerando el ĺımite donde R >> a [11], en:

1

4
r

(
dq(r)

qdr

)2

+
2µ0

B2
φ

dpr
dr

(1− q2) > 0 (4.20)

Donde µ0 es la permeabilidad magnética en el vaćıo, p(r) es la presión magnética del plas-

ma en r,q(r) es el factor de seguridad.

q(r) =
rBφ
RBθ

(4.21)

Si q > 1 en todo el sistema, éste es estable incluso sin cizalla. La inestabilidad Kink se

puede evadir forzando a su longitud de onda a exceder la circunferencia del toro:

Bφ(a)

Bθ(a)
→ q(a) =

aBφ
RBθ

> 1 (4.22)

Donde a es el radio menor del plasma, podemos encontrar la corriente máxima del plasma:

Im = 2πa
Bφ

q(a)µ0

a

R
(4.23)

Al estar presentes los campos Bθ y Bφ se producen trayectorias helicoidales, lo que previe-

ne la separación de las cargas, para este tipo de sistemas es importante para el equilibrio

dinámico la existencia de una corriente Jφ que fluya dentro del plasma, que es otra de

las ventajas de agregar el campo poloidal, pues éste conlleva la presencia de la corriente

necesaria.

Existen diferentes tipos de configuraciones de confinamiento magnético cerrado, entre las

que se encuentran el Tokamak (cámara toroidal con bobinas magnéticas, por sus siglas en

ruso) y el RFP (Reversal Field Pinch), este ultimo debido a sus problemas de turbulen-

cias, no es tan popular en la fusión como lo es el sistema Tokamak. Una de las principales

diferencias entre estos sistemas es: la predominancia de alguno de los dos términos en

4.20, para el caso del RFP el predominante es el primer termino, pues establece el con-

finamiento con Bθ, que es un ahorro en cuanto a la magnitud de Bφ, que es menor a lo

utilizado en el tokamak, lo que es compenzado por considerar q < 1 . La deriva originada
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por perturbaciones de la corriente se puede evitar si q(r) no tiene máximos o mı́nimos en

presencia del vaćıo del borde, por lo que el campo magnético toroidal debe de ser negativo

en ciertas regiones, lo que hace que las ĺıneas de campo ya con la contribución del campo

poloidal sean inversas y es lo que lo provee de su nombre reversal. Los perfiles de los cam-

pos magnéticos y el perfil de el factor de seguridad se ilustran en la siguientes figuras:

Figura 4.6: Perfiles de los campos magnéticos RFP. Tomada de [Dreicer,[11]]

Figura 4.7: Perfil del factor de seguridad RFP. Tomada de [Dreicer,[11]]

Mientras que en el sistema tokamak q > 1, pues es el segundo término de 4.20 es el

predominante y cabe recordar que p(r) < 1 por lo que para cumplir la desigualdad es

necesaria esa consideración. Esta configuración va a tener una componente toroidal más

fuerte y no va a necesitar una corriente tan grande como el RFP. En la siguientes figuras

podemos observar sus perfiles t́ıpicos:

Figura 4.8: Perfiles de los campos magnéticos Tokamak. Tomada de [Dreicer,[11]]
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Figura 4.9: Perfil del factor de seguridad Tokamak. Tomada de [Dreicer,[11]]

El sistema tokamak, fue ideado en los años 50 por los f́ısicos soviéticos Igor Tam y Andrei

Sajarov, con las ideas de Oleg Lavrantiev, que consiste en una camara toroidal con dos

ejes de simetŕıa: el eje mayor y el menor. El eje z es el eje mayor, y el menor es un circuito

circular que recorre el toro de forma azimutal a z, tales ejes representan las direcciones

toroidal (φ), paralela a z, y la poloidal (θ) que es azimutal al eje menor. R es la distancia

radial desde el eje mayor, r es la distancia radial desde el eje menor. El radio mayor R0 es

la distancia entre el eje menor y el radio menor a como se ilustra en las siguientes figuras:

Figura 4.10: Geometŕıa del tokamak

Como ilustramos en la introducción de esta sección para un buen confinamiento es

necesario que, además de la cámara cerrada de vaćıo (1,1) que debe de ser cubierta en
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su interior con módulos Cobertor (1.2) preparado para soportar una gran carga térmica,

cuya misión es frenar neutrones y transferir calor al sistema de refrigeración y absorbe

la enerǵıa de los neutrones, además de producir tritio a partir de reacciones con Litio, se

necesitan emplear campos magnéticos toroidales y poloidales, en el caso de ésta última se

genera por una corriente inducida en el plasma, a la que se le conoce como corriente to-

roidal Jφ, la cual se induce mediante un transformador central, utilizando al plasma como

secundario(1,3). Para el campo toroidal (que es el de mayor intensidad en esta configura-

ción) es producido por bobinas poloidales(1,4). De la ley de Ampère se puede ver que la

magnitud del campo toroidal disminuye como 1/R. Donde Ib es la corriente que pasa por

las bobinas poloidales que generan el campo Bφ. Adicionalmente, para la estabilización de

la columna del plasma, se anexan las bobinas de campo vertical (1,5).

En la práctica, debido a la inevitable interacción del plasma con las paredes de la cámara

de vaćıo que lo contiene, en el plasma penetran muchas impurezas que pueden aumentar

excesivamente las pérdidas de enerǵıa por radiación, lo que puede enfriar el plasma a tal

grado de que se pierdan las condiciones para que la fusión, por lo que son extráıdas por

los divertores (1,6) que desv́ıan en campo magnético localizado cerca de la superficie del

plasma hacia el exterior, las impurezas se desv́ıan a lo largo de esas ĺıneas de fuerza haćıa

cámaras de bombeo en el exterior, además saca las part́ıculas α que ya han cedido su

enerǵıa para calentar el plasma y que ya no aportan nada a la reacción y pueden enfriar

el plasma de quedarse en el reactor.

Figura 4.11: Estructura de un Tokamak. Tomada de [IAEA, [16]]

Note que en un tokamak la corriente toroidal del plasma es necesaria para la existencia
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4.3. Sistemas toroidales

de superficies magnéticas (a diferencia de otras configuraciones como el Stellarator don-

de no son necesarias). Esta configuración da como resultado ĺıneas de campo magnético

helicoidales cerradas.
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Caṕıtulo 5

Equilibrio

En este caṕıtulo se hará una transformación del perfil del plasma de tal manera que, al

escribirlo en coordenadas ciĺındricas podamos reducirla a dos únicas variables: el ángulo

toroidal (φ) y encontrar una función Ψ (llamada función de flujo poloidal) que englobe

las coordenadas (r, z). Esta transformación es necesaria pues el perfil del plasma ya no es

circular, por lo que es menester simplificar su representación.

Para ello escribiremos el campo magnético ( y por ende la corriente, de acuerdo a la ley

de Ampère), primero en su forma de potencial vectorial, para después encontrar la forma

de Ψ y escribir el campo en última instancia sólo en cuestión de Ψ y φ de modo que al

sustituir en la ecuación de equilibrio que es esencialmente vectorial encontremos su equi-

valencia como una ecuación diferencial.

5.1. Función de flujo

Usaremos las coordenadas ciĺındricas (r, φ, z) donde r = 0 es el eje de rotación del

cilindro. Por lo que r denotará la coordenada radial, φ el ángulo toroidal y z la altura,

cada uno con sus vectores unitarios.

Sus ecuaciones paramétricas son:

x = rcosφ (5.1)

y = rsenφ (5.2)

z = z (5.3)
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También definiremos Γ(r) la circunferencia por la rotación de r, siendo S(r) la superficie

de tal circunferencia. Podemos observar que S(r) esta caracterizado por φ y el plano per-

pendicular a esta región es la poloidal, como se ve en la figura:

Figura 5.1: Sistema ciĺındrico de coordenadas. Tomada de [Ariola y Pironti,[1]]

Es posible escribir el campo magnético como el rotacional de un potencial:

~B = ∇× ~A (5.4)

Dónde ~A = Ar r̂ + Aφφ̂ + Az ẑ, entonces aplicando el rotacional en las coordenadas ya

mencionadas, obtenemos:

~B = −∂Aφ
∂z

r̂ + (
∂Ar
∂z
− ∂Az

∂r
)φ̂+

1

r

∂rAφ
∂r

ẑ (5.5)

De la figura podemos ver que el plano en azul es el plano poloidal, es decir el plano R−Z
y la dirección φ̂ es la toroidal, por lo tanto podemos escribir el campo magnético como

sigue:

~B = ~Bφφ̂+ ~Bθ θ̂ (5.6)

El último término, el poloidal es equivalente a Bθ = Bz + Br y Bφ es el campo toroidal,

de acuerdo a la ecuación 5.5 y sabiendo que el campo poloidal esta en el plano R − Z,

tenemos que el campo poloidal esta dado por:

Bθ = −∂Aφ
∂z

r̂ +
1

r

∂rAφ
∂r

ẑ (5.7)
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5.1. Función de flujo

Lo cual es equivalente al rotacional de Aφ:

Bθ =
1

r

∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ rφ̂ ẑ

∂
∂r

∂
∂φ

∂
∂z

0 Aφ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

r
(
∂Aφ
∂r

ẑ − ∂Aφ
∂z

r̂) (5.8)

De lo cual queda claro que Bθ = ∇×Aφ, por lo que podemos definir una función Ψ(r, z):

Ψ ≡ rAφ(r, z) (5.9)

Lo que nos permite reescribir las componentes del campo toroidal:

Bz = 1
r
∂Ψ
∂r Br = − 1

r
∂Ψ
∂z

(5.10)

Antes de proceder debemos tomar en cuenta las siguientes relaciones vectoriales:

∇φ = φ̂
r , ∇Ψ = ∂Ψ

∂r r̂ + ∂Ψ
∂z ẑ (5.11)

El campo en la dirección toroidal, no es afectado por Ψ, que es la función de flujo, por lo

que simplemente se denotará como Bφ. Debemos asegurar que Ψ sea constante a lo largo

de una ĺınea magnética, es decir que cumpla ~B · ∇Ψ = 0, para lo cual procederemos a

hacer la demostración:

~B · ∇Ψ = ~B · (∂Ψ
∂r r̂ + ∂Ψ

∂z ẑ)

− 1
r
∂Ψ
∂z ·

∂Ψ
∂r + 1

r
∂Ψ
∂z ·

∂Ψ
∂r = 0

(5.12)

Análogamente, es posible demostrar que ~B · ∇p = 0, lo cual se ilustra gráficamente en la

figura:

Figura 5.2: Superficie magnética Ψ y ĺınea de campo magnético [Miyamoto, [28]]
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Por lo tanto ya estamos en forma para escribir el campo en términos de Ψ:

~B =
1

r

∂Ψ

∂z
r̂ − 1

r

∂Ψ

∂r
ẑ +Bφφ̂ (5.13)

Que a su vez, se puede sintetizar si lo escribimos como rotacional:

~B = ∇Ψ×∇φ+Bφ (5.14)

Definimos :

f = rBφ (5.15)

Por lo que escribimos el campo completo como sigue:

~B = ∇Ψ×∇φ+ f∇φ (5.16)

Considerando la axisimetŕıa escribimos la ley de Gauss:

− 1

r

∂2Ψ

∂r∂z
+

1

r

∂2Ψ

∂z∂r
= 0 (5.17)

El flujo magnético a través de cualquier listón toroidal entre dos superficies es equivalente.

Ahora calculemos un caso en el que el flujo magnético poloidal sea perpendicular a ẑ, esto

es, únicamente Bz contribuye al flujo poloidal:

Ψ =
1

2π

∫ r

0

∫ 2π

0

Bz(r, z)rdrdφ =

∫ r

0

Bz(r, z)rdr (5.18)

Es necesario calcular la corriente utilizando la ley de Ampére:

∇× ~B = ~Jµ0 (5.19)

Al sustituir 5.16 en la ecuación anterior obtenemos:

~J = µ−1
0 ∇×

(
∇Ψ×∇φ+ f∇φ

)
(5.20)

Distribuyendo el paréntesis y usando las definiciones de ∇Ψ y ∇φ:

~J = µ−1
0

(
∇×

(∂Ψ

∂r
r̂ +

∂Ψ

∂z
ẑ × 1

r
φ̂
)

+∇× f∇φ
)

(5.21)
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Lo que nos deja del lado derecho con:

−
(
∂

∂r

1

r
(
∂Ψ

∂r
) +

∂

∂z
(
1

r

∂

∂r
)

)
φ̂+∇× f∇φ (5.22)

Considerando que φ̂ = ∇φr y que ∇× f∇φ = ∇f ×∇φ reescribimos la ecuación anterior

como sigue:

~J = −µ−1
0

(
r
∂

∂r
(
1

r

∂Ψ

∂r
) +

∂2Ψ

∂2z

)
∇φ+ µ−1

0 ∇f ×∇φ (5.23)

Lo que es equivalente a:

~J = −µ−1
0 ∆∗Ψ∇φ+ µ−1

0 ∇f ×∇φ (5.24)

Donde ∆∗ es el operador de Grad Shafranov, que se define como:

∆∗F ≡ r ∂
∂r

(
1

r

∂ F

∂r
) +

∂2F

∂2z
(5.25)

Donde F es una función arbitraria. De la ecuación 5.24 podemos ver que, si consideramos

únicamente la dirección toroidal para la corriente, obtenemos:

∆∗Ψ = −µ0rJφφ̂ (5.26)

Utilizando la ley de Faraday en su forma integral:∮
Γ(s)

~E · d~l = − ∂

∂t

∫∫
S(r)

~B · d~S (5.27)

Donde de acuerdo a la figura 5.1 es notorio que ~S = Sẑ y que ~l = lφ̂ Por lo que nos queda

la integral de la siguiente manera:

∫
Eφdl = − ∂

∂t

∫ 2π

0

∫ r

o

Bzrdφdr (5.28)

Resolviendo ambos lados de la ecuación y despejando Eφ tenemos:

Eφ = −1

r

∂Ψ

∂t
(5.29)
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5.2. Ecuación de Grad Shafranov

La condición básica de equilibrio es cuando se considera al plasma en un estado esta-

cionario, donde su velocidad es cero, por lo que la ecuación 3.67 se reduce a:

∇p = ~J × ~B (5.30)

De la ecuación anterior se sigue que. ~B ·∇p = 0 y ~J ·∇p = 0. Lo que muestra que las ĺıneas

de campo magnético inducido y la densidad de corriente están sobre superficies isobáricas

como se demostró con la figura 5.1. En general la presión es máxima cerca del centro

de la sección poloidal. Estas superficies son concéntricas y se les conoce como superficies

magnéticas.

De la demostración 5.12 se sigue que las superficies magnéticas coinciden con el flujo

poloidal constante. En e plano poloidal la densidad de corriente, inducción mangnética y

la presión es constante para cada nivel de. Ψ. Lo que hace posible tomar estas cantidades

como dependientes del flujo poloidal:

~B = ~B(Ψ), ~J = ~J(Ψ) (5.31)

Procedemos a calcular el producto cruz de la corriente y el campo magnético:

~J × ~B = (Jφφ̂+ Jθ θ̂)× (Bφφ̂+Bθ θ̂) (5.32)

De esta ecuación sólo nos hace falta calcular Jθ, de la cual sabemos que Jθ = Jr + Jz y se

sigue de la aplicación de la ley de Ampère en ciĺındricas que

Jr = − 1
µ0

∂Bφ
∂z , Jz = 1

µ0r
∂rBφ
∂r

(5.33)

Aśı que de la ecuación 5.32 distribuyendo los paréntesis obtenemos:

∇p = Jφφ̂×Bθ θ̂ + Jθ θ̂ ×Bφφ̂ (5.34)

Escribimos entonces la corriente en dirección poloidal:

Jθ =
1

µ0

(
− ∂Bφ

∂z
r̂ +

1

r

∂rBφ
∂r

ẑ

)
(5.35)
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Lo cual es equivalente, en términos de f a:

Jθ =
1

µ0

(
− ∂

∂z

(f
r

)
r̂ +

1

r

∂f

∂r
ẑ

)
(5.36)

Es posible encontrar que:

Jθ =
1

µ0

(
∇f × φ̂

)
(5.37)

Ahora calcularemos el primer sumando de 5.34:

Jφφ̂×Bθ θ̂ = Jφφ̂×
(
∇Ψ×∇φ

)
(5.38)

Haciendo primero el producto cruz del paréntesis, obtenemos:

Jφφ̂×
(

1

r

∂Ψ

∂z
r̂ − 1

r

∂Ψ

∂r
ẑ

)
= −Jφ

r
∇Ψ (5.39)

Y del sumando restante, tenemos que, considerando la ecuación 5.37:

1

µ0

(
∇f × φ̂

)
×
(
f∇φ

)
(5.40)

Haciendo su respectivo producto cruz obtenemos:

− 1

µ0

(
1

r

∂

∂r
(
f

r
)f +

1

r2

∂f

∂z
f

)
(5.41)

Lo que nos da:

− 1

µ0r2
f∇f (5.42)

Por lo que podemos escribir la ecuación completa como sigue:

∇p = −Jφ
r
∇Ψ− 1

µ0r2
f∇f (5.43)

Consideremos

∇p =
d

dΨ
(p∇Ψ) (5.44)

Y

∇f =
d

dΨ
(f∇Ψ) (5.45)

Despejamos entonces Jφ de la ecuación 5.43 obtenemos:

Jφ =
−r
∇Ψ

(
dp

dΨ
∇Ψ +

1

µ0r2
f
d

dΨ

(
f∇Ψ

))
(5.46)
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Sustituyendo las ecuaciones 5.44 y 5.45 en la ecuación anterior:

Jφ = −r dp
dΨ
− 1

µ0r
f
df

dΨ
(5.47)

Sustituimos la ecuación anterior en 5.26 obtenemos:

∆∗Ψ = −µ0r
2 dp

dΨ
− f df

dΨ
(5.48)

Que es la ecuación de Grad-Shafranov, donde p es la presión del plasma y f la corriente

poloidal , la cual es posible ver como un problema de diferenciación parcial:

∆∗Ψ =


0, si ~r ∈ Ωv ∪ Ωa

µ0rJφ, si ~r ∈ Ωm

−µ0r
2 dp
dΨ − f

df
dΨ , si ~r ∈ Ωp

(5.49)

Donde Ω′i son las regiones dentro del tokamak, como se ilustra en la siguiente imagen:

Figura 5.3: Sección transversal de un tokamak, dividida en regiones. Tomada de [Ariola y
Pironti [1]]

.
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Con Ωp es la región ocupada por el plasma, Ωc es la estructura conductora, Ωi con i = 1···N
las bobinas poloidales, Ωa región de aire, Ωv región de vaćıo y Ωm es la unión de Ωc y Ωi.

Es importante notar que esta figura es en el caso del problema de equilibrio con frontera

libre.

Y las condiciones de frontera son:

Ψ(r, z)|r=0 = 0 (5.50)

ĺım
r→∞

Ψ(r, z) = 0 (5.51)

La ecuación de Grad- Shafranov es una ecuación en derivadas parciales en coordenadas

ciĺındricas, no lineal, multivariable que describe el equilibrio del MHD ideal, fue desarro-

llada por H. Grad y H. Rubin Vitalii en 1958 y Dmitrievich Shafranov en 1966.

Existen diferentes métodos para encontrar soluciones aproximadas a ésta, uno de ellos es

por separación de variables, volviendo al problema de equilibrio en un problema de con-

diciones de frontera de la ecuación diferencial, donde lo principal es encontrar el valor de

los coeficientes numéricos que se generan debido a las constantes de integración.
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Caṕıtulo 6

Métodos de Solución

La ecuación de Grad- Shafranov presenta dificultades intŕınsecas para encontrar una

solución anaĺıtica, pues como se ilustra en 5.48 las funciones de presión p y la de flujo f

son a su vez funciones de Ψ, que es la incógnita de la ecuación. Una ecuación diferencial

eĺıptica, no lineal, bidimensional.

Generalmente se soluciona numéricamente, aunque es posible hacerlo anaĺıtico, con los

perfiles de Solov’ev, para el caso numérico hay varios procedimientos. En este caṕıtulo se

revisará el método presentado por [Zheng et al., 1996] y [Cerfon and Freidberg,2010] y la

propuesta del método variacional descrita por [Haney, et al., 1995].

6.1. Método de Solov’ev

Tomando la ecuación 5.48 como:

r
∂

∂r
(
1

r

∂Ψ

∂r
) +

∂2Ψ

∂2z
= −µ0r

2 dp

dΨ
− f df

dΨ
, (6.1)

Esta puede ser resuelta si el lado derecho es lineal, lo cual es posible si:

p(Ψ) = āΨ2 + b̄Ψ

f2 = ᾱΨ2 + β̄Ψ + f2
0 ,

(6.2)

Propuesta por Atanasiu [2] que considera que la presión y la corriente poloidal dependen

de Ψ. Esto lleva a un procedimiento cuyas soluciones son 2 familias de funciones hiper-

geométricas convergentes que satisfacen la ecuación homogénea, utilizando una frontera
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rectangular, su análisis permite que βpol, la corriente I, q y l(inductancia) sean dados de

forma independiente, es decir sean parámetros libres.

Es posible simplificar este análisis si tomamos los perfiles de Solov’ev, con p(Ψ) y f(Ψ) tal

que 6.1 se convierta en una ecuación diferencial lineal no homogénea parcial, que es más

sencilla de resolver.

Tomando la siguiente parametrización:

r = r0X, z = r0Y, Ψ = Ψ0Ψ̃. (6.3)

Nos queda entonces la ecuación de Grad-Shafranov :

X
∂

∂X
(

1

X

∂Ψ̃

∂X
) +

∂2Ψ̃

∂2Y
= −µ0

r4
0

Ψ2
0

X2 dp

dΨ̃
− r2

0

Ψ2
0

f
df

dΨ̃
, (6.4)

Notemos que ya la ecuación anterior es adimensional. Elegimos que:

−µ0
r40
Ψ2

0

dp

dΨ̃
= C, − r20

Ψ2
0
f df

dΨ̃
= A. (6.5)

Es importante ver que esta es la notación de [Cerfon, [8]] (es la que seguiremos utilizando

en este caṕıtulo), equivalente en [Zheng] a A1 = A y −A2 = C y se cumple A+C = 1, en

ambos casos esto representan a dos constantes.

Las consideraciones de Zheng y Cerfon, sólo permiten escribir el plasma con cuatro paráme-

tros, la forma del perfil de corriente es esencialmente plano y quedan únicamente dos

parámetros libres: la corriente del plasma y βpol.

En este trabajo seguiremos la ĺınea de Zheng y Cerfon, por lo que sustituimos en la ecua-

ción 6.5 en 6.4

X
∂

∂X
(

1

X

∂Ψ̃

∂X
) +

∂2Ψ̃

∂2Y
= (1−A)X2 +A (6.6)

Del lado derecho, debemos hacer notar, que por la ecuación 5.47, estos perfiles hacen

referencia a la densidad de corriente toroidal:

Jφ = (1−A)X2 +A (6.7)

Ahora, la ecuación 6.1 el lado izquierdo, tiene una solución de tipo:

Ψ = Ψp + Ψh (6.8)

64



6.1. Método de Solov’ev

Donde Ψp es una solución particular y Ψh es la solución a la ecuación homogénea. Para

la solución particular [Zheng] (Ψz) y [Cerfon] (Ψc)proponen dos soluciones diferentes:

Ψz = A1

8 X
4 − A2

2 Y
2 Ψc = X4

8 +A

(
1
2X

2lnX − X4

8

)
(6.9)

Para el caso de la solución de la ecuación homogénea:

X
∂

∂X

(
1

X

∂Ψ

∂X

)
+
∂2Ψ

∂2Y
= 0 (6.10)

La solución la propone [Zheng] de la forma:

Ψh =
∑
n=0,2

fn(X)Y n (6.11)

Que satisface:

X
∂

∂X

(
1

X

∂fn(X)

∂X

)
= −(n+ 1)(n+ 2)fn+2 (6.12)

Dónde el lado derecho de la ecuación anterior es una relación de recurrencia que queda

truncada para 3 5 n pues para tales términos fn(X) = 0.

Zheng generaliza la función Ψh a una función generatriz donde se hace una distinción en

los coeficientes entre pares e impares, ya que es usual que al tener simetŕıa ecuatorial se

consideran únicamente los términos pares, ya que los impares están asociados a un plasma

no simétrico ecuatorialmente.

Ψh =
∑

n=0,2,...

k=n/2∑
k=0

G(n, k,X)Y n−2k (6.13)

Ahora G debe cumplir que:

X
∂

∂X

(
1

X

∂G(n, 0, X)

∂X

)
= 0 (6.14)

Y

X
∂

∂X

(
1

X

∂G(n, k,X)

∂X

)
= −(n− 2k + 1(n− 2k + 2))G(n, k − 1, X) (6.15)

Entonces la función generatriz tiene la siguiente forma:

G(n, k,X) = gn1G1(n, k,X) + gn2G2(n, k,X) (6.16)
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Se propone que G1(n, 0, X) = 1.

Escribimos pues, las G:

G1(n, k > 0, X) = (−1)k
n!

(n− 2k)!

(
2kk!(k − 1)!

)−1
X2k ×

(
2lnX +

1

k
− 2

k∑
j=1

1

j

)
(6.17)

Y

G2(n, k,X) = (−1)k
n!

(n− 2k)!

(
2kk!(k + 1)!

)−1
X2k+2 (6.18)

Las constantes gn1 y gn2, están por determinarse con las condiciones a la frontera, es

usual definir la forma del plasma usando las funciones generadora. Entre más términos

sean necesarios, más compleja es la forma de la columna de plasma; estas pueden ser

descritas como formas de D por su sección transversal, que posean al menos un punto

cuyas caracteŕısticas se incorporen a las condiciones de frontera.

Estamos ya en posibilidades de escribir la función de flujo completa:

Ψ(X,Y ) =
X4

8
−A

(
1

2
X2lnX − X4

8

)
+ c1Ψ1 + · · ·+ c7Ψ7 (6.19)

Donde Ψi es [8]:

Ψ1 = 1,

Ψ2 = X2,

Ψ3 = Y 2 −X2lnX,

Ψ4 = X4 − 4X2Y 2,

Ψ5 = 2Y 4 − 9Y 2X2 + 3X4lnX − 12X2Y 2lnX,

Ψ6 = X212X4Y 2 + 8X2Y 4,

Ψ7 = 8Y 6 − 140Y 4X2 + 75Y 2X4 − 15X6lnX + 180X4Y 2lnX − 120X2Y 4lnX

(6.20)

Ahora las constantes ci son valores a determinar a partir de las condiciones de fronte-

ra. Dependiendo de las simetŕıas a la frontera se necesitan más o menos términos, en

algunos textos [Zheng [35]] paran en el cuarto término y otros [Cerfon [8]] en el séptimo,

que es el que seguiremos. En este momento, tenemos simetŕıa ecuatorial, ilustrado en la

figura 6.1, lo que permite especificar las condiciones únicamente en tres puntos: los ex-

tremos ecuatoriales (interno y externo) y el punto más alto. Cada uno de estos puntos

contiene 3 condiciones de frontera, aunque gracias a la simetŕıa 2 no son relevantes, por

lo que tenemos entonces manera de encontrar las 7 constantes buscadas.
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6.1. Método de Solov’ev

Figura 6.1: Frontera de un plasma axisimétrico. Tomada de [Cerfon [8]]

Por su geometŕıa, las ecuaciones paramétricas son:

X = 1 + εcos(τ + αsenτ)

Y = εκsen(τ)
(6.21)

Dónde, 0 5 τ 5 2π el ángulo respecto al eje X, ε = a/R0 llamado aspecto de radio inverso,

κ = b
a , la elongación, con a es el radio menor y b es la altura del plasma tomada desde el

plano ecuatorial y senα = δ que es la triangularidad.

Podemos ver que esta parametrización es en particular la de un ćırculo en el caso de κ = 1

y α = 0. Si κ 6= 1 y α = 0 se transforma al circulo en una elipse, que dependiendo del

signo de κ será vertical para κ > 1 y horizontal para. κ < 1, por lo que es intuitivo ver que

la triangularidad (y de ello su nombre) es un parámetro que en el lado ecuatorial externo

jala a la elipse.
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La frontera delimita el espacio donde esta confinado el plasma, por lo que Ψ a lo largo

de la frontera es cero, es decir,

Psi debe ser nula en tres puntos:

Ecuatorial externo:

Ψ(1 + ε, 0) = 0 (6.22)

Ecuatiorial interno:

Ψ(1− ε, 0) = 0 (6.23)

El punto máximo:

Ψ(1− δε, κε) = 0 (6.24)

Y el punto cŕıtico del punto más alto de la frontera:

∂Ψ

∂X
(1− δε, κε) = 0 (6.25)

Ahora, al hacer las segundas derivadas, escribimos la curvatura de cada punto: Ecuatorial

externo:
∂2Ψ

∂Y 2
(1 + ε, 0) +N1

∂Ψ

∂x
(1 + ε, 0) = 0 (6.26)

Ecuatorial interno:
∂2Ψ

∂Y 2
(1− ε, 0 +N2

∂Ψ

∂X
(1− ε, 0) = 0 (6.27)

Punto más alto:
∂2Ψ

∂X2
(1− δε, κε) +N3

∂Ψ

∂Y
(1− δε, κε) = 0 (6.28)

Los coeficientes. Nj puedes ser calculados de la parametrización como sigue:

N1 =

[
d2X
dY 2

]
τ=0

= − (1+α)2

εκ

N2 =

[
d2X
dY 2

]
τ=π

= (1−α)2

εκ

N3 =

[
d2X
dY 2

]
τ=π/2

= − κ
εcos2(α)

(6.29)

Lo cual nos deja con un sistema lineal no homogéneo para ci, en función de la geometŕıa

de la frontera, este sistema tiene solución para valores dados de A, donde esta constante

es capaz de modificar en gran manera a la forma de Ψ.

Hay parámetros mérito que se deben discutir, ya que describen propiedades básicas del

equilibrio del MHD con los perfiles de Solov’ev. Para ello es importante recalcar que B0 es

el campo magnético en r = r0 y Ip es la corriente del plasma. Calcularemos primeramente

el Bθ promedio en la superficie del plasma utilizando una trayectoria cerrada a lo largo de
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la misma:

B̄θ =

∮
Bθdlθ∮
dlθ

(6.30)

Notemos que el numerador es equivalente a:∮
Bθdlθ =

∮
µ0JφdSφ = µ0Ip (6.31)

El denominador lo escribimos de la siguiente manera:

∮
dlθ = r0Cp, Cp = 1

r0

∮
dlθ (6.32)

Recalcando que Ip esta bien definido cuando se decide el perfil A, entonces Ψ0 es un

parámetro fijo.

Los parámetros de mérito son:

β =
2µ0 < p >

B2
0 + B̄θ

2 (6.33)

Beta toroidal

β =
2µ0 < p >

B2
0

(6.34)

Beta Poloidal:

β =
2µ0 < p >

B̄θ
2 (6.35)

Factor de seguridad:

q =
εB0

B̄θ
(6.36)

Donde < p > es

< p >=

∫
pd~r∫
d~r

(6.37)

Lo que nos interesa es obtener los términos meritorios en términos de A, Ψ, ε, κ y δ.

integrando 6.5 y tomando en cuenta que Ψ = 0 en la superficie del plasma, obtenemos:

p(x.y) =
−Ψ2

0

µ0r4
0

(A− 1)Ψ (6.38)

Y

F 2 = C ′ − 2Ψ2
0AΨ

r2
0

(6.39)

Donde C ′ es una constante de integración, la cual si consideramos el punto X,Y = (1, 0)

es equivalente a (B0r0)2, tomando en cuenta que F 2 = r2B2
φ, encontramos que el campo

toroidal es:

B2
φ =

r2
o

r2
(B2

0 −
2Ψ2

0AΨ

r4
o

) (6.40)
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Definimos el factor de seguridad como sigue:

1

q
= −

(
Ψ0

ar0B0

)
1

Cp

∫
dxdy

x
[A+ (1−A)x2] (6.41)

En el caso del promedio de la presión y la corriente del plasma, es posible escribirlos en

términos de A:

< p >=

−Ψ2
0

µ0r40
(1−A)

∫
Ψxdxdy∫

xdxdy
(6.42)

y

Ip =
−Ψ0

µ0r0

(∫
(1−A)xdxdy +

∫
A

x
dxdy

)
(6.43)

Con lo cual ya podemos escribir βθ:

βθ = 2(1−A)
C2
p

V

∫
Ψxdxdy(∫

dxdy
x [A+ (1−A)X2]

)2 (6.44)

Donde:

V =
1

2πr3
0

∫
d~r =

∫
xdxdy (6.45)

Que es el volumen normalizado del plasma. Con este parámetro meritorio podemos escribir

los demás:

βφ =
ε2βθ
q2

(6.46)

Y

β =
ε2βθ
q2 + ε2

(6.47)

Lo cual completa nuestro análisis y lo hace apto para ser aplicado a la configuración

magnética de interés.

6.2. SoluciónVariacional

En esta sección seguiremos una forma de resolver el problema numéricamente. Cabe

recalcar que, la ecuación de Grad-Shafranov en general se resuelve de manera numérica,

existen varias formas de encontrarla, es posible hacerlo utilizando una malla del plasma

que se quiere modelar como lo propuso Jardin [18]. Aunque a manera de ejemplo usaremos

el cálculo de [Haney, et al., 1995][12], donde primeramente normaliza la ecuación de Grad

Shafranov definiendo:
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Ψ = ΨbΨ̃ (6.48)

Dónde Ψ̃ es una nueva variable de flujo poloidal normalizada i.e. Ψ̃ = 0 en el eje magnéti-

co y Ψ̃ = 1 en la superficie del plasma, Ψb es el valor del Ψ en la frontera del plasma:

Ψp = 2πΨb.

Las escalas también son normalizadas: R = R0 + x y Z = Z0 + y aqúı (usando la

notación de Haney) R0 es el radio mayor Z0 es la elevación del plasma y a es el ra-

dio menor; análogamente se consideran las versiones normalizadas de: p(Ψ) = p0h(Ψ̃),

f2(Ψ) = R2
0B

2
0(1 + k0k(Ψ̃)) donde p0 es la presión en el eje, B0 el campo toroidal en

r = R0 y k0 es un parámetro que representa el paramagnétismo (k0 > 0) o el diamagne-

tismo (k0 < 0) en el eje magnético. Las funciones h y k contienen la información del perfil

y están a su vez, normalizadas: h(0) = k(0) = 1− Ψ̃.

Con lo anterior, es posible reescribir 5.48 como:

1

r

d

dr

(
r
dΨ̃

dr

)
= −2

(
C0
R0

R

dk

dΨ̃
+
β0

l20

R

R0

dh

dΨ̃

)
(6.49)

Con:

C0 =
k0B

2
0a

2R2
0

2Ψ2
b

, β0 = 8φ2a2p0
µ0I2

, l0 = 4πΨb
µ0IR0

(6.50)

Las cantidades R0, a, B0, I y β0 [12] son ya conocidas, el parámetro l0 es una medida

de la inductancia normalizada interna por unidad de longitud y β0 es la razón entre la

presión del plasma y la presión magnética.

Se debe de cumplir también la ecuación:∫
µ0JφdA =

∫
−µ0r

2 dp

dΨ
− f df

dΨ
dA (6.51)

El parámetro C0 es determinado por las condiciones de normalización en Ψ̃. Haciendo

las consideraciones necesarias, hechas en detalle por [Haney, et al., 1995] y resolviendo la

ecuación diferencial obtenemos que:

Ψ̃ = C1 + C2lnr +

(
C0 +

β0

l20

)
r2

2
(6.52)

Aplicando las condiciones siguientes condiciones para el flujo poloidal Ψ̃(0) = 0 , Ψ̃(1) = 1

y la condición de la ecuación 6.51, nos deja con:

l0 = 1, C0 = 2− β0 (6.53)
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Una vez asumido que l0 y C0 son conocidas es posible encontrar la Lagrangiana:

L =

∫ {
R0

R

[(
∂Ψ̃

∂x

)2

+

(
∂Ψ̃

∂y

)2]}
− 4

(
C0
R0

R
k +

β0

l20

R

R0
h

)}
dxdy (6.54)

Que es equivalente a la ecuación 6.49 si la integral vaŕıa con respecto a Ψ̃, manteniendo

β0, C0 y l0 fijas. La ecuación anterior debe a su vez cumplir con la constricción dada 6.51

para l0 y la relación C0 = C0(β0, l0). Si una Ψ̃ exacta es conocida, cualquier momento

que se elija produciŕıa la misma C0. Es importante elegir algún momento relevante para

estimar esta constante.

Se utilizará una forma de conservación de enerǵıa en magnetostática:∫
B2

2µ0
dV =

1

2

∫
~A · ~JdV (6.55)

Donde ~A es el vector potencial que cumple ~B( ~A × ~n) = 0, la cual junto con la ecuación

6.51 serán nuestras constricciones, las cuales permitirán calcular C0 y l0.

Dada la simetŕıa ciĺındrica, es conveniente escribir 6.54 en coordenadas ciĺındricas:

L =

∫ {
R0

RJ2

[(
∂x

∂θ

)2

+

(
∂y

∂θ

)2](
dΨ̃

dρ

)2

− 4

(
C0
R0

R
k +

β0

l20

R

R0
h

)}
Jdρdθ (6.56)

Donde J es el Jacobiano de la transformación (J = ∂(x, y/∂(ρ, θ)), escrita de esta manera,

Ψ̃ = Ψ̃(ρ). De forma análoga se calculan las relaciones entre C0 y l0:

1

l0
+ C0S0 +

β0

l20
U0 = 0 (6.57)

Y

C1S1 +
β0

l20
U1 = − 1

4π

∫
R0

RJ2

[(
∂x

∂θ

)2

+

(
∂y

∂θ

)2]
×
(
dΨ̃

dρ

)2

Jdρdθ (6.58)

Donde:

Sn =
1

2

∫
(1− Ψ̃)n

R0

R

dk

dΨ̃
Jdρdθ (6.59)

y

Un =
1

2

∫
(1− Ψ̃)n

R

R0

dh

dΨ̃
Jdρdθ (6.60)

Consideremos unas funciones de prueba para la superficie de flujo, para ello veamos la

siguiente parametrización:

X(ρ, θ) = S(ρ) +M(ρ, θ) +XR(ρ, θ), Y (ρ, θ) = K(ρ, θ) +XZ(ρ, θ) (6.61)

Por simplicidad tomamos un plasma simétrico ecuatorial, las funciones S,M,K,XR, XZ
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determinarán la forma del plasma, estan descritas de la siguiente manera:

S(ρ) describe el desplazamiento hacia fuera de la superficie de flujo (identación)debida a

la toroidicidad:

S(ρ) = σ(1− ρ2) (6.62)

Donde σ es un parámetro variacional, y S cumple que S(0) = 0.

M(ρ) tiene la información del radio, la triangularidad y la separación de las superficies de

flujo:

M(ρ, θ) = ρ cos
(
θ +D(ρ) sin θ

)
− γaρ5 sin θ2 (6.63)

Donde:

D(ρ) = ρ[η + (1− η)ρ2] sin−1 ηa (6.64)

Y η es el parámetro variacional, γa es relativo a la identación, ηa esta relacionado a la

triangularidad del plasma: δa = ηa + γa, cabe resaltar que ηa y γa son conocidas.

K(ρ, θ) es la función ligada a la elongación de la superficie de flujo:

K(ρ, θ) = ρ[κ0 + (κa − κ0)ρ4] sin(θ) (6.65)

El parámetro variacional es κ0 y κa es la elongación ya conocida de la superficie.

Las funciones XR y Xz están para describir una posible separatriz, por lo que deben de

cumplir con ciertas constricciones: producir una estructura X-point en ρ = 1 y θ = ±π/2
en configuraciones con divertor, se deben fijar 4 ángulos al rededor del X-point en π/2 y

finalmente Bz y BR deben ser cero en el X-point. En el caso de tener una sola separatriz

simple obtenemos:

XR(ρ, θ) = CRX(ρ, θ)ρ4[ξ + (1− ξ)ρ2] sin θ

XZ(ρ, θ) = CZX(ρ, θ)ρ4[ζ + (1− ζ)ρ2]
(6.66)

Donde:

CR = (2− 2η2
a)

1
2
m2−1
m2+1 , CZ = −(2− 2η2

a)
1
2

m
m2+1

(6.67)

X(ρ, θ) =

(√
1 + α−

√
1− α

)
ρ sin θ +

√
1− αρ sin θ −

√
1 + αρ sin θ

)
(6.68)

ζ y ξ son los parámetros variacionales, m es el valor absoluto de la pendiente de la tangente

de la parte interna del X-point Y fija la orientación de X-point y es determinada por el

punto de desv́ıo del divertor, α controla la proximidad del X-point con la superficie del

plasma. XR y XZ son cero si α = 0 (condición de un plasma limitado), si α = 1 el X-point

aparece en la superficie del plasma. Se toma que α y m son conocidos.
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Una forma más general (aunque para efectos de este ejemplo nos quedaremos con el casi

simétrico) es considerar sistemas no simétricos respecto al ecuador, para lo cual sólo es

necesario hacer adecuaciones a las funciones ya antes mencionadas:

δa(θ) =
δu + δl

2
+
δu − δl

2
Θ(θ) (6.69)

Definimos entonces:

Θ(θ) =

{
2exp[− 1

πN (θ − π
2 )N ]− 1 si θ < 3π

2

2exp[− 1
πN (θ − 5π

2 )N ]− 1 si θ = 3π
2

(6.70)

N es un número par grande, al no tener la simetŕıa entonces se producirán dos triangula-

ridades: δu una superior y δl una inferior que tendrán una transición suave.

Usemos una función prueba simple:

Ψ̃(ρ) = νρ2 + (1− ν)ρ4 (6.71)

ν es el parámetro variacional. De acuerdo a lo anterior, las cantidades que son conocidas

son:

R0, Z0, a, I, B0, δa, γa, κa, α,m, β0, f(Ψ̃), h(Ψ̃) (6.72)

Por lo que sólo nos resta encontrar a:

σ, η, κ0, ξ, ζ, ν (6.73)

Estas extremizan la Lagrangiana, junto con C0 y l0 que satisfacen 6.57 y 6.58.

Existen dos aproximaciones: La búsqueda numérica para todos los parámetros 6.73 sujetos

a las constricciones de corriente y enerǵıa. Calculando las derivadas parciales de L respecto

a los parámetros variacionales, que se reduce a un problema convencional de constricciones.

La otra opción es calcular expĺıcitamente las derivadas parciales de 6.56 respecto a 6.73

que combinado con las constricciones de corriente y enerǵıa conlleva a un set de ecuaciones

no lineales que se resuelve por métodos numéricos estándar.

Sea la variación del Lagrangiano de la forma:

δL = −2

∫
LΨ̃δΨ̃ dρdθ (6.74)

Donde

LΨ̃ =
∂

∂ρ

{
R0

RJ

[(
∂x

∂θ

)2

+

(
∂y

∂θ

)2]
dΨ̃

dρ

}
− ∂

∂θ

[
R0

RJ

(
∂x

∂θ

∂x

∂ρ
+
∂y

∂θ

∂y

∂ρ

)
dΨ̃

dρ

]
+2J

(
C0
R0

R

dk

dΨ̃
+
β0

l20

R

R0

dh

dΨ̃

)
(6.75)
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Aqúı LΨ̃ es la ecuación de Grad-Shafranov en coordenadas de flujo y δΨ̃ esta relacionado

a los parámetros variacionales:

δΨ̃ =
∂Ψ̃

∂ν
+ δν +

∑
i

(
∂Ψ̃

∂x

∂x

∂λi
+
∂Ψ̃

∂y

∂y

∂λi

)
δλi (6.76)

λi representa a cualquiera de los parámetros 6.73, como estos parámetros son independien-

tes los unos de los otros δν y δλi son independientes cada una de sus parciales individuales

δL
δν y δL

δλi
deben desaparecer separadamente. En este ejemplo, el equilibrio se mantiene gra-

cias a las bobinas externas. Dentro del plasma sigue el problema de resolver la ecuación

de Gras-Shafranov. En la región circundante de vaćıo, es posible usar el teorema de Green

en su forma vectorial para determinar el campo magnético producido por el plasma y las

bobinas. Como el plasma es un conductor perfecto, la normal del campo del plasma debe

ser cero en la superficie del mismo

El plasma estará en equilibrio śı y sólo śı no hay cambios bruscos en el campo tangencial

a través de la superficie. Esto es posible si se perturba la superficie, es decir al modificar

los parámetros 6.72.

Como solo hay seis parámetros de forma, no se puede hacer que el salto en el campo

magnético tangencial desaparezca, excepto si lo tomamos con el análisis de los mı́nimos

cuadrados, usando este análisis en las ecuaciones no lineales, éstas podŕıan resolverse si-

multáneamente con los que producen los parámetros variacionales.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

Partiendo del problema de la barrera de potencial, en este trabajo se hizo el cálculo

del entunelamiento cuántico para pasar la barrera de Coulomb y comprobar la viabilidad

de la fusión nuclear.

Se establecieron las condiciones necesarias para la producción de enerǵıa, de manera ren-

table energéticamente a un caso ya conocido, el de D-T. Para medir la enerǵıa ganada con

la reacción, considerando pérdidas por radiación de Bremsstrahlung, se definió la ganancia

Q. También se encontró el tiempo de confinamiento, que es el tiempo que tarda en escapar

la enerǵıa del plasma. Usamos el criterio de Lawson, que es el ĺımite mı́nimo de densidad,

tiempo de confinamiento y temperatura para lograr el equilibrio Q = 1 (las ganancias de

enerǵıa igualan a las pérdidas) y la posible ignición 3.1.

Posteriormente calculamos el movimiento de part́ıculas cargadas en campos magnéticos y

eléctricos uniformes y no uniformes como primera aproximación al confinamiento. Se tomo

el confinamiento por espejos magnéticos, de ese análisis concluimos que es necesario un

sistema cerrado, es decir, tener lineas de campo cerradas Bφ. Ademas, se encontró que es

insuficiente el campo toroidal, por lo que se debe de anexar un campo poloidal Bθ, que

mejora considerablemente el confinamiento. Estas descripciones se heredan a la descrip-

ción de fluido.

El plasma es un gas cuasi neutro de part́ıculas cargadas y neutras, que experimenta un

comportamiento colectivo. Se entiende por comportamiento colectivo a que, podemos tomar

dos regiones de un plasma y estas interaccionan eléctrica o magnéticamente sin importar

su distancia. Se revisó la forma más simple con la aproximación magnetohidrodinámica

ideal, la cual considera bajas frecuencias, donde predomina la dinámica de los iones, se

toma como cuasineutro localmente y no repara en las contribuciones de las colisiones de
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las part́ıculas. Junto a las ecuaciones de Maxwell permiten describir ciertos aspectos del

estado de equilibrio del plasma.

Se exploraron algunos tipos de confinamiento donde se hace hincapié en los sistemas to-

roidales, se hizo distinción entre el RFP (Reversal Field Pinch) y Tokamak, que heredan

del análisis de part́ıculas independientes la necesidad de. Bθ y Bφ . En seguida, pensando

en sistemas toroidales axisimétricos, se transformaron los perfiles del plasma, para hacerlo

más general, encontrando una ecuación de equilibrio en su forma diferencial, la ecuación

de Grad-Shafranov. Finalmente se mostraron ejemplos sobre las posibles soluciones a la

ecuación, una en forma anaĺıtica, usando el análisis de [Cerfon and Freidberg [8]] y [Zheng

et. al. [35]] y otra de forma variacional adaptada a un problema numérico tomada de [Ha-

ney, et al. [12]], ésta última es la más general pues la ecuación de Grad-Shafranov es una

ecuación diferencial eĺıptica, no lineal, bidimensional. En ambos casos sólo se consideró el

caso de frontera fija.

El objetivo de este trabajo fue llegar a la ecuación de equilibrio iniciando desde los con-

ceptos básicos de la cuántica, en el análisis de las barreras y el electromagnetismo con

las propiedades de part́ıculas en campos, para construir las bases de la teoŕıa del confi-

namiento en un plasma congelado y llegar a las ecuaciones de equilibrio con propuestas

de solución. Éstas propuestas tal como se presentaron tienen problemas considerables, los

análisis de Cerfon y Zheng, por su simplicidad son útiles para la verificación de códigos

numéricos, pero por śı mismos son insuficientes para predecir resultados experimentales,

una mejora fue la hecha por Atanasiu [2] con perfiles de presión y flujo de segundo orden,

pero la solución que arroja se vuelve extremadamente complicada anaĺıtica y computacio-

nalmente.

Una ĺınea de investigación a seguir es comparar sus resultados, haciendo un código en el

que se puedan ver los alcances del perfil de Solov’ev utilizado y analizar qué tan diferen-

te es con respecto a la literatura. También es posible encontrar criterios para la elección

de parámetros tales como A. Determinar la estabilidad de el equilibrio de estos perfiles

perfiles. Y analizar perfiles más complejos que permitan acercarse más a lo encontrado

experimentalmente.

Es importante recalcar que al tomar como bases la MHD ideal se excluyeron los los casos

dinámicos (tomando dos plasmas con las caracteŕısticas individuales de iones y electro-

nes), no se considero la viscosidad, se tomó al plasma como un conductor perfecto con

frecuencias bajas, en consecuencia se descartaron los fenómenos de escalas de tiempo cor-

tas (frecuencias altas) asociadas a algunas propiedades ondulatorias y turbulencia, ésta

última también puede encontrarse en el marco de la MHD en el caso en que se pierde la

axisimetŕıa.

En la misma tónica, el equilibrio también puede ser analizado de forma más completa
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agregando casos, como el de frontera libre, pérdida de axisimetŕıa (caso del Stellerator),

entre otras. Además se han encontrado inestabilidades que van más allá del modelo antes

presentado, donde se debe de considerar la resistividad del plasma, y otras inestabilidades

como islas magnéticas (por reconexión o por pérdida de axisimetŕıa), que son frecuentes

en los experimentos.
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CAPÍTULO 7. CONCLUSIONES
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Apéndice A

Integral

Tomando la integral que quedó pendiente en el caṕıtulo 2:

∫ 1

a

√
1

z
− 1 (A.1)

Haciendo la siguiente sustitución u

u =
√
z (A.2)

du =
1

2
√
z

(A.3)

Sustituyendo en A.1 obtenemos:

2

∫ 1

a

√
1− u2du (A.4)

Es necesario hacer otra sustitución, ahora:

u = cos(s)du = −sen(s)ds (A.5)

Donde s = cos−1(u), volvemos a escribir la integral

− 2

∫ √
1− cos2(s)sen(s)ds = 2

∫
sen2(s)ds (A.6)

Haciendo un poco de álgebra llegamos a:∫
sen(2s) +

∫
1ds =

cos(2p)

2
+ s = s+ sen(s)cos(s) (A.7)
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CAPÍTULO A. INTEGRAL

Sustituimos s = cos−1(u) y sabiendo que sen(cos−1(u)) =
√

1− u2 escribimos:

cos−1(u) +
√

1− u2 × u (A.8)

Sustituyendo u finalmente obtenemos:

cos−1(
√

(a))−
√
a(1− a) (A.9)
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Apéndice B

Decaimiento Alfa

Cálculo de la probabilidad del decaimiento alfa mediante el factor de Gamow para el

potencial adecuado. La probabilidad esta dada por:

∏
i

exp(−2G) (B.1)

Donde G es el factor de Gamow, que es el que calcularemos para este decaimiento, donde

G se define por:

G =

∫ R′

R

2m(
√
V (r)− E0

~
dr (B.2)

Donde R es el radio del núcleo de masa Z1, R′ es el radio para el cual las part́ıculas α ya

son capaces de escapar del núcleo, m es la masa, E0 es la enerǵıa usada en el decaimiento

y el potencial para este caso esta dado por:

V (r) =
2(z − 2)e2

4πε0r
=
B

r
(B.3)

La part́ıcula α escapa cuando r = R′ por lo tanto:

V (R′) = E0 R′ =
B

r
(B.4)

Lo que nos permite reescribir al factor de Gamow como sigue:

G = (
2m

~2
)

1
2

∫ R′

R

√
B

r
− E0 dr (B.5)
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CAPÍTULO B. DECAIMIENTO ALFA

Sabiendo que E0 = B
R′ reescribimos la integral de la siguiente manera:

G = (
2m

~2
)

1
2

∫ R′

R

√
B

r
− B

R′
dr (B.6)

Que es equivalente a:

G = (
2mB

~2
)

1
2

∫ R′

R

√
1

r
− 1

R′
dr (B.7)

Hacemos la siguiente sustitución: r = R′cos2(θ) , donde B′ = ( 2mB
~2 )

1
2 y tenemos:

B′(−2)

∫ R′

R

√
1

R′cos2θ
− 1

R′
R′cosθsenθdθ (B.8)

Haciendo el álgebra correspondiente obtenemos:∫
(−R′ +R′cosθ)

1
2 2senθdθ = −2

∫ √
R′sen2θdθ =

√
R′(sen2θ − θ) (B.9)

Usando que θ =
√

r
R′ → senθ = (1 − r

R′ )
2 y sen2θ = 2senθcosθ, sustituyendo en B.9 y

haciendo la evaluación respectiva:

√
R′(cos−1(

r

R′
))

1
2 − 2[(1− R

R′
)(
R

R′
)])

1
2 (B.10)

Sustituyendo entonces en el factor de Gamow B.5 escribimos:

G = (
2mB

~2
)

1
2

√
R′
(
cos−1(

r

R′
))

1
2 − 2

[(
1− R

R′

)(
R

R′
)

]) 1
2

(B.11)

Haciendo unos pocos pasos de álgebra obtenemos:

G = (
2m

~
)

1
2 (
B

~
)

1
2 [(cos−1(

r

R′
))

1
2 − 2[(1− R

R′
)(
R

R′
)])

1
2 ] (B.12)

En la práctica R � R′ por lo que el término entre corchetes es aproximadamente π
2 , aśı

que tenemos:

G = (
2m

~
)

1
2 (
B

~
)

1
2 [
π

2
] (B.13)

Lo que significa que la probabilidad de transmisión es de:

P =
∏
i

exp(−[
2m

E0

1
2 B

~
π]) (B.14)
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Moscú, Rusia.

86



BIBLIOGRAFÍA
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