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Resumen

En el primer capitulo se hace el cdlculo desde el caso clasico de cudntica y se afina
hasta llegar al pico de Gamow. En el capitulo 2, debido a la necesidad de emplear campos
magnéticos y eléctricos para confinar el plasma, se hace un anélisis del comportamiento
de las particulas en ellos, se deben de considerar varios casos pues en el siguiente capitulo
se examinan algunas configuraciones magnéticas y éstas tienen diferentes formas en sus
campos. Aunado a ello se debe considerar el caso en el que el plasma ya es considerado un
fluido, para lo que se usa la teoria de la magnetohidrodindamica. En el capitulo siguiente
se hace una revision de los tipos de confinamiento, poniendo sobre la mesa sus ventajas
y desventajas. El capitulo 5 se hace un andlisis de la forma de los campos y presion
magnéticos y flujo para sistemas toroidales, con el fin de encontrar la ecuacién vectorial
de equilibrio y posteriormente escribirla en forma de ecuacion diferencial, conocida como
ecuacion de Grad- Shafranov. En el capitulo 6 se discuten los posibles métodos de solucién
de tal ecuacién, con frontera fija, pues es una ecuacién diferencial no lineal eliptica; se
dan 2 posibles vertientes: una solucién analitica usando perfiles constantes (los perfiles
de Solov’ev) que nos da una solucién 1til para casos reales aunque tiene sus limitaciones.
La otra posibilidad es usar un método numérico, que es la forma en la que en general se
solucionan este tipo de ecuaciones. En este segundo caso se utiliza un método variacional

usando el principio de energia. Y finalmente el capitulo 7 con las conclusiones.

VII






Capitulo 1

Introduccion

En 1927 Mark Oliphant haciendo estudios con un acelerador de particulas, disparando
ntcleos de de 2H™ contra blancos, descubrié que el He? y el H? reaccionan entre si y fue
la primera demostracién de la fusién nuclear. En 1929 Atkinson y Houtemans plantearon
la posibilidad de obtener energia a partir de la fusién, tomando los textos de Einstein, con
su famosa ecuacién E = mc?, que relaciona la masa con la energia, y con ello se explicé el
modo en que las estrellas irradian energia en términos de luz y calor. A partir de entonces
se desarrollaron varios conceptos y su aplicaciones, inicialmente con los trabajos de Bethe,
quien descubrié en 1938 una de las reacciones nucleares por la que las estrellas convierten
hidrégeno en helio: el ciclo del carbono.

Ya entrada la segunda guerra mundial, estando en Estados Unidos en 1939 empieza el
desarrollo el primer reactor de fisién en el proyecto Manhattan, siendo dirigidos por Op-
penheimer, junto con cientificos importantes se entre los que se encontraban: Teller, Bethe,
Fermi, Feynman, etc., el Chicago Pile-1 junto con Led Szilard, quien descubrié la reaccion

en cadena, que se realizaria por primera vez en 1942.

En 1951 Ronald Richter, un cientifico aleméan residido en Argentina, publica sus estu-
dios y el proyecto Huemul, que pretendia hacer el primer reactor de fusién experimental.
Pero no es hasta 1952 que se detona la primera bomba H que Teller, Ulam y Bethe desa-
rrollaron en 1951, en donde se pone en marcha el proceso Teller-Ulam, que fue una idea
originalmente pensada por Fermi en 1941, y que fue transmitida a Teller. Ulam rescato la
idea original y expuso que la bomba tendria un proceso de 3 partes: Se hace explotar una
bomba de fision que calentara lo suficiente para que se iniciara el proceso de fusién de tal

manera que la primera explosién comprima lo suficiente al segundo como para activar la
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fusion. La radiacién gamma y los rayos x emitidos por la primera fase tienen la suficiente

energia como para inducir la fusién y la tercera parte es otra vez un proceso de fision.

Para ese mismo ano se empez6 a desarrollar el proyecto Sherwood, que planteaba
el uso comercial de la fusién para obtener energia barata e inagotable de la mano de
Lyman Spitzer, quien ide6 un reactor de confinamiento magnético Stellarator con campos

helicoidales en 1951, pero hasta 1953 se puso en operacion

Mientras en la URSS en 1950 Oleg Lavrentiev hacia los primeros bosquejos de lo
que seria uno de los primeros reactores de confinamiento magnético. En 1951 se crea el
generador magnético implosivo (MK1) cuyo funcionamiento se basaba en la compresién
de campos magnéticos por medio de explosiones, dos anos més tarde se realizo el MK2 un
afinamiento del MK1 (1953). Ya para 1956 Igor Tam y Andréi Sdjarov logran el primer
Tokamak (cdmara toroidal con bobinas magnéticas, por sus siglas en ruso) que consistié
en una camara de vacio toroidal que contenia hidrégeno y un dispositivo que por grandes
descargas eléctricas ionizaba el gas y un campo magnético helicoidal confinaba el plasma.
Estos, el Stellarator y el Tokamak, son los dos reactores de fusiéon mas estudiados hasta
el momento, y de los cuales el proyecto méas grande y ambicioso hasta el momento es
el ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor) que es un reactor tipo
Tokamak, que se esta construyendo en Francia y en el cual participan varios paises como
la Unién Europea, Japén, Rusia, China, EE.UU., Corea del sur e India.Se le considera el
proyecto cientifico més complejo de la historia, ya que se tuvo que hacer por partes que
luego se deben ensamblar en una provincia francesa, en una superficie de 42 hectareas.
El primer plasma que generard este coloso serd para diciembre de 2025 e inaugurara el

experimento mas grande hasta ahora en materia energética.




Capitulo 2

Fusion Nuclear

Llamamos fusién nuclear a la reaccién en el que dos nucleidos (o nucleido y particula
proyectil) interaccionan para dar lugar a un nucleido con nimero mésico mayor que el de
cada uno de los dos nucledos iniciales, existen varios tipos de reacciones, entre las que se

encuentran:

= Ciclo protén-protén
= Ciclo CNO
= triple alfa

s Isétopos de hidrégeno,

Todas ellas son posibles por el Defecto de masa y la existencia de una fuerza de atraccién
entre nucleones que, a pesar de ser de corto alcance, es capaz de superar la fuerza eléctrica
(va que mantiene a los protones y neutrones juntos y estables en el nicleo).

En principio la fusién y la fision son reacciones, exotérmicas. Se puede conocer el tipo
de reaccién al hacer un balance de masas teniendo en cuenta la ecuacién de energia de
Einstein E = mc? . Si la masa de los nucléidos iniciales es mayor o menor a los finales,
su diferencia es el parametro @, si es positiva se producird energia, en caso contrario se
necesita aportar energia para que se produzca la reaccién.

La masa del nicleo que esta relacionada con su nimero de nucleones, y es siempre menor
a la suma de las masas constituyentes, la masa de exceso, dmg esta relacionada con al

energia de ligadura Fj, que es la energia minima para producir ruptura en el nucleo, la
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relacién entre el exceso de masa y la energia de ligadura es:

E,
Por lo que entonces, la masa del nicleo,m,, esta descrita por:
dmo = Zmyp + (A— Z)m,, — M. (2.2)

Donde M es la masa total del niicleo, m,, masa de un neutrén y m, masa de un protén. Lo
que nos da un aproximado de la energia necesaria para separar al nucléido en sus particulas
constituyentes, a tal energia se le conoce como Energia de ligadura o enlace; el que ésta

sea mas grande o pequena indica la estabilidad del nucleén.

He
H

B W = U1 Oy =1 oo ©

i MY BT
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270

Numero de nucleones por nticleo

= =

Energia de ligadura media por nucleén (Mel

Figura 2.1: Grafica de energfa de enlace en funcién del nimero de nucleones

Como podemos observar en la gréfica, los elementos més estables son el Hierro y el Niquel,
lo que significa que la fuerza nuclear en estos dos casos es fuerte y por lo tanto necesi-
tarfamos mucha energia para vencer tal fuerza y romper el nicleo, que en este caso es de
aproximadamente 8 MeV. Otra cosa a observar, es que al aumentar el tamano del nicleo,
la energia de enlace crece, debido a que hay més nucleones ejerciendo atraccién, pero pa-
sado un cierto punto ésta empieza a decrecer ya que cada vez estdn mds lejos entre si los
nucleones, lo que hace que su energia de enlace no aumente significativamente e incluso
decrezca en algunos puntos. La fuerza nuclear es de corto alcance, entre méas nucleones,
més alejados estan los unos de los otros y se debilita la fuerza nuclear por lo que la eléctri-
ca se hace presente.Esta a diferencia de la nuclear es de largo alcance y se opone a la de

corto, disminuyendo su energia de enlace.




2.1. Barrera de Coulomb

Sin embargo para poder obtener esta reaccién se necesita una energia de activacion, una
vez iniciada la reaccién debe auto sostenerse y obtener energia. Primeramente se necesita
que la distancia media entre los nucleones sea pequena ~ 1 fm. Por lo que se debe de rom-
per la barrera de Coulomb, es decir que deben estar a temperaturas muy altas: del érden
de 10,000,000 C° (que es la temperatura en el nicleo solar) o de 150,000,000 C° que
se ha logrado en laboratorios terrestres, especificamente en los sistemas toroidales. Para
ello, revisaremos algunos temas bésicos de la teoria cudntica que solventa la fusién, en
este caso el entunelamiento, que permite alcanzar esta distancia a menores temperaturas,
para posteriormente abocarnos al plasma, su configuracion, su turbulencia, finalmente la

barrera de potencial.

2.1. Barrera de Coulomb

Es menester romper la barrera electromagnética, lo que implica acercar dos particulas
de cargas iguales, en este caso dos nucleones, de tal manera que estén a una distancia
cercana al radio nuclear R.. Para aclarar la situaciéon anterior, escribamos la ecuacién que

rige esta fuerza:
I qg
F, = —.
7 dmey 12

(2.3)

Donde, r es la distancia entre las cargas, y ¢; es el valor de la carga, € es la permeatibilidad
en el vacio. Para el caso de interés, el que dos nucleones se toguen implicaria que 1 — R,y
por lo tanto, F, — oo, pero alcanzado este punto la fuerza de Coulomb deja de ser
dominante y pasa a ser la nuclear la principal, cuya energia potencial no tiene dependencia
simple con la distancia y es inversa a la eléctrica. Sumando estas dos contribuciones se
forma una barrera de potencial y un pozo. Para conocer el limite entre el dominio de la

fuerza nuclear y la eléctrica debemos estudiar a profundidad esta barrera:

YAVA
Vpe =k ;%CQ. (2.4)
Z; es el numero de protones del ntcleo correspondiente , kK = e _ 1,439976 MeVfm y

471'80

R. = Ry + R», este potencial en general es vélido para cuando r > R, en el caso contrario
debemos hacer otras consideraciones. Por el momento podemos calcular el potencial para

un ejemplo que nos competa, como el del deuterio y tritio:

H? + H® - H* +n, (2.5)
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Dénde:
1 1
R. =R+ Ry = ’I"O(Al?’ + AS) (26)

Usando el valor tipico de rg = 1,44 fm [10] y los radios Ry = 1,5119 fm y Ry = 1,7309fm
[24], que nos da un R. = 3,2428 fm, por lo tanto Vop = 0,44407TMeV. Esta es la manera
mas intuitiva de estimar la barrera de Coulomb, existe el modelo de Bass y uno més fino
que considera la contribucién nuclear Vi, calculada con el potencial de doble plegado, y
la Coulombiana, los 3 métodos dan resultados similares[I0], por lo que usaremos el primer
céalculo. Con esta aproximacién haremos el cémputo de la temperatura promedio que se

necesita para superar la barrera:

73 7VCBQ
Vop = SkT - T = = =2, (2.7)

k es la constante de Boltzmann. Sustituyendo los resultados anteriores en obtenemos
que T = 3,4352 x 10°K, es una temperatura considerablemente alta debido a que la fusién
puede ser iniciada por particulas que estén fuera de la cola de alta energia de la distribucién

de Maxwell-Boltzmann.Aunque la temperatura critica se reduce por el efecto tinel.

2.2. Efecto tunel

Como se presenté anteriormente, la barrera de Coulomb es inversamente proporcional
a la distancia, y ésta llega a un limite donde la fuerza nuclear supera la repulsién eléctrica.
Utilizando los radios cldsicos de los nucleos, aunque el rango de la interaccion fuerte
es mayor que el radio clasico del protén. Por lo que necesitamos tomar en cuenta los

fenémenos cuanticos tales como el efecto tunel.

2.2.1. Aproximacion de Barrera Escalén

Es de interés calcular la probabilidad de transmisién, por lo que se hard una aproxi-
macién con una funcién de onda en su forma exponencial.
Asumiremos que la particula incide desde el lado derecho, seccionaremos el potencial en 3

partes como se observa en la figura [3.68] :
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vI(r)
4 I I I
A
[ A
Vi E
\ A >
A
| E+V,
,VO 0
v L
- RO ------ =
- R1 -

Figura 2.2: Potencial de escalén

Es conveniente iniciar con la funcién solucién en términos de exponentes complejos, este
célculo es para una sola dimensién. Las particula incidente vienen del lado derecho y se
encuentra con la barrera en z = R., que es un escalén de potencial —Vj y su potencial

continua al —oo. Teniendo las funciones de onda de cada seccidn:

Ur(z) = Aet*® 4 Be=he | | = 7W, (2.8)
Uny(e) = Ceme + Deine, g = VIEAZE, (2.9)

Urpr(z) = Feik's 4 Geil'e, = V2mA=P

A, (2.10)

Cabe destacar que el segundo término de corresponde a una onda plana que se
propaga en la direccién —z. Mientras que el primer término de es un plano de ondas
reflejadas desde la barrera y ondas moviéndose hacia la barrera respectivamente. Nuestro

propdsito es calcular el coeficiente de transmisién definido como:

_ kIBP

= ¥IeT (2.11)
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Las condiciones de continuidad requieren que la onda y sus derivadas sean continuas en

r=Ryyx=R:

Ur(Ro) = Urr(Ro), (2.12)
Urr(Ry) = Urrr(Ry), (2.13)
UL (2.14)
dx r=Ro dx r=Rg 7 .
dUrr _ dUrrr (2.15)
dz |,_g, dr |,_p, ’ ’

De estas condiciones obtenemos las siguientes ecuaciones:

Aei*Fo 4 Be—ikRo — (ig=inRo 4 peirfo. (2.16)
Ce ™ 4 Deirfit — etk Ge= W' 1 (2.17)
%AeikRo + Be~kfo — _CeminFo 4 peinfo, (2.18)
— Ce 1 4 peinBr — %(Feik’Rl _ Gefik'Rl). (2.19)

Sumando y restando pares de ecuaciones obtenemos las siguientes cuatro expresiones:

A(L + L)ezk)Ro +B(1- L)e—szo = 2DerRo (2.20)
K K
Al — Z;)e“% +B(1+ Z;)eﬂ’“""o = 2Ce"M, (2.21)
ik ik
QDBNRI —_ F(l + %)ezk By G(l _ %)efzk n7 (222)
1 ik
206 = F(1 = Z0)e™ 4+ G(1+ So)e . (2.23)

. - 7.7
Para simplificar los subsecuentes cdlculos definamos o = 1 + %, a*=1-— %, b=1+ %,

pr=1- % Tomamos las ecuaciones y , despejamos D, igualamos y obtenemos

la siguiente ecuacion:

Aaefolth=r) | pareRoliktn) — paeli(ik'=r) | Gpg*ef(w+ik)) (2.24)
Factorizando la exponencial e~ 0% del lado izquierdo y del lado derecho e~ %1% y pasando
la exponencial factorizada de la derecha al lado izquierdo obtenemos:

Aaetfo 1 Bare R0 — 67'“””(1:"‘171:"/")(FBeik,R1 + Gﬂ*efik,Rl). (2.25)
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Anélogamente tomando las ecuaciones y haciendo el mismo procedimiento an-

terior obtenemos:
Aa*eikRo +Ba€7ikR0 _ en(leRo)(Fﬂ*eik’Rl + Gﬂefik;’Rl). (226)

Nuestro interés es T' de una onda incidente desde la derecha de la barrera, por lo que no
puede haber ninguna onda incidente en la zona I, es decir A = 0. Lo que nos deja las

siguientes 2 ecuaciones:
BaefikRo — eka(leRo) (F,B*eik/Rl + Gﬁeiik/Rl), (227)

Ba*efikRo _ efm(leRo)(FBeik'Rl + Gﬁ*efik’Rl)v (228)

Trabajando las ecuaciones y despejando F y definiendo A = R; — Ry obtenemos:

o RA =ik Ry (Bge_mo _ GﬁenAe—ik/R1)7 (2.29)
B* B*
e"””AefiklRl(BOé—67kRO - Gﬁef“Aefik/Rl). (2.30)
g B*
Igualando y haciendo algunos célculos obtenemos:
B(a*ﬂ*enA _ aﬁe—nA) — G((ﬂ*)Q _ 62)€_i(k/Rl_kR0). (231)

Sustituyendo a 8, « y sus conjugados del lado derecho, haciendo un poco de algebra

despejando B resulta lo siguiente:

—2ik Ge=i(' Ra—kRo)

B = a*ﬂ*enA _ aﬂean :

(2.32)

Por lo que ya estamos en condiciones de escribir T de la siguiente manera (después de

hacer algunos célculos):

k| B|2 E gk
T = 1BF _ w4z . (2.33)
k'|G‘2 |a*ﬂ*e"”~A _ aﬁeanP
La cual podemos reescribir en términos de seno hiperbdlico:
174
(2.34)

(k+ k)2 + (52 + k2 + k2 + EE ) senh2(kA)
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Ahora lo tdnico que queda es escribir el coeficiente de transmisién en términos de las

energias y potenciales correspondientes:

(E+Vo)E

= 2.35
2E +2/E(E+ Vo) + (E+ Vo + Vi + M)senhZ(nA) (2.35)

Por lo que podemos concluir que efectivamente habra particulas en el lado izquierdo de
la barrera de potencial aunque su energia sea menor al escalén. Para energias bajas de

bombardeo o teniendo una barrera delgada tenemos que:

KA = i (Rl — R()) > 1. (236)
Podemos hacer la siguiente aproximacion:
|a 6* AN Be—nA|2 ~ |a*6*enA|2 (237)

. Haciendo un procedimiento parecido al anterior obtenemos una aproximacion de 7'

~ WEE+V)(Vi - E) 2r(R1—Ro)
Vl(‘/O + Vl)

(2.38)

T en estos términos es dominado por la exponencial, tomando valores razonables de E,

Vo, V1, por lo que el término:

4/E(E+Vo)(V1 — E)

~ 1. 2.39
VilVo+W1) ( )

Asi que podemos escribir a T simplemente como:

~ e2V/2m(Vi—E)(Ri—Ro)_ (2.40)

10
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2.2.2. Generalizacién a la Barrera de Coulomb

El calculo anterior puede generalizarse a una barrera arbitraria dividiendo la barrera

en n rectangulos de anchor como se ve en la figura [3.69

Vir)
Coulomb barrier

Vo= Z,Z,6%/R,

VC — &
S E:ZszEE/FI,C

Wi

NS

r

HC

Classical turning point

YA T
Ro
Square-well
radius

Figura 2.3: Barrera de Coulomb. Tomada de [Iliadis, [17]]

Por lo que el coeficiente de transmisién total es el producto de los coeficientes de transmi-

sion de cada rectangulo:
T, =T, Ty T, ~en 2r V2mVimE)(Ris1—Ri) (2.41)

Que al hacer que el ancho de cada rectangulo tender a cero, es decir r — dr, nos queda la
siguiente integral:

6%2 J:OC Qm(V(r)fE‘)dr. (242)

Ahora, para el caso especifico de la barrera de Coulomb V(r) = \/%162, donde Zy, Z4

representan la carga del proyectil y la del blanco, y en este caso R, es la distancia en la que

la particula incidente deberia ser reflejada en términos clédsicos, se le conoce como punto

de retorno clésico.

Z0Z162
Ro

La energia incidente en el punto de retorno es de £ = . Sustituyendo en la integral

11
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obtenemos:

R~ exp( vV 2mZoZ162/ ,/ - — dr) (2.43)
E _ Ry _

Para resolver la integral primero definimos z = #- y 7 = v2mZyZ,e* y sabiendo que
v = R =a, por lo que reescribimos |2.43[ de la siguiente manera

1
exp <_712 \2mZyZie?/ RC/

1 1
- 2.4
R. Re Rcdz> ’ (2.44)

reescribimos |2.44

-2 /2 L
Tzexp(h\/gzozlﬁ/ ,/—1dz),
a z

(2.45)
Resolviendo la integral del apéndice [A] nos queda

Tomando en cuenta que /R,

ZOZ162
E

T~ exp<;@(arccos(ﬁ) ~ a(i = a))>.

(2.46)
Que escrito en términos de energia y potencial es
-2
T = exp - arccos (2.47)
Para bajas energias comparadas con la barrera
— < L 2.48
Lo que nos permite usar la expansién en serie

arccosy/r —\/z(z — 1)

m:n
_|_

—_—, 2.49
3 ( )
Sustituyendo tenemos

—2 [2 E [((£)F
Tzexp(h ;nZOZlez{;T V+<(V°) )})

Haciendo algo de algebra, llegamos a la siguiente expresion

3
Tw exp<_§7r1 | ZoZie* {1+ —(52

c

(2.50)

4
) + ﬁ \Y4 2021622mR0}>

(2.51)
Analizando podemos ver que el primer término de la exponencial es mayor que el
tercero por un factor de 7

; por lo que domina al coeficiente de transmision, el tercer

12
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término se va a cero cuando Ry — 0 y representa una correccién causada por un radio
finito que el proyectil debe superar. Si R >> 1 implica que la distancia de penetracién es
mucho mas pequena que uno, siempre que Rj sea grande, y por consecuencia, si Ry > 1
entonces T > 1. El segundo factor representa una correccién al primero, cuando la energia
se convierte en una fraccién significante de la barrera de Coulomb. Por lo que a bajas

energias el coeficiente de transmisién es:

-2
T ~ exp(h, / 2”;202162> = 2, (2.52)

La ecuacién final es el llamado factor de Gamow, que representa la probabilidad para dos
particulas nucleares de pasar la barrera de Coulomb para someterse a reacciones nucleares
como la fusién. Mientras que v representa al factor de Sommerfield es una constante

adimensional de la razdén de reaccién entre dos nucleos.

2.2.3. Pico de Gamow

Para que lo anterior ocurra, se debe de tomar en cuenta que la probabilidad de que una
particula tenga la energia suficiente para llegar al punto de retorno decae muy rapido, de
acuerdo a la distribucién de Boltzmann-Maxwell. Gamow tom¢ al factor de penetracién
y el factor de Boltzmann para encontrar el punto éptimo donde se dan la mayor parte de
las reacciones nucleares, el cual es llamado el Pico de Gamow, que se puede ver al graficar

la siguiente exponencial:

_E _ _E _
exp<w>exp<E€> = exp(kT — El;), (2.53)

1
2m)2 Z1 Zpe? . . .
Donde b = ”(m)%7 este pico representa el relativamente estrecho rango de energfa

donde las reacciones nucleares ocurren en el plasma, como se ve en la figura [2.2.3]

Donde el eje x representa la energia medida en MeV, que tiene un méximo al que lla-

maremos Fj, el cual podemos calcular derivando con respecto a la energia e igualando a

d <exp(E b)) =0. (2.54)

cero:
dE kT E3
Haciendo unos cudntos calculos obtenemos FEjy:

=27 2m 1
Ey = {77(212062)2(197’)2}5, (2.55)
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Figura 2.4: Pico de Gamow, con la probabilidad normalizada, tomada de [Haubold, [15]]

Que representa la energia més efectiva para las reacciones nucleares. Ahora, el es posible

aproximar la grafica del Pico con una funcién Gaussiana como vemos en la figura ,

donde la linea punteada es una funciéon Gaussiana con un maximo en Ey y la linea sélida
es la grafica exacta del Pico,

Eo=0.32 MeV

Probability (arb. units)

06 0.8 1 1.2
Energy (MeV)

Figura 2.5: Aproximacién del Pico de Gamow

Procederemos a calcular el rango de energia donde es mas probable que se den las reaccio-

nes nucleares. reescribimos la ecuacion [2.55] igualando de lado izquierdo Ey = E, haciendo
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la suma de fracciones y un poco de algebra obtenemos la siguiente igualdad:

—2m 2m 212 2 _ —2(Eo)® _E
PR (Z1Zpe*)*(kT) —exp( JERT T ) (2.56)

Ahora escribimos esta expresién con una aproximacion:

oo 2L B (Yo (ZESE) asy

Donde podemos encontrar A de la Gaussiana usando la condicién de que la segunda

derivada sea igual en Ey = E:

d? [ 2E3 E 31

dE? (x/EkT * kT> lE=r0 = 5 Bk (2:58)
2 [(—(E-Ey)\’ 2
dE2( 2A ) - (259

Igualando y y despejando para A obtenemos el ancho de la campana:

4
A= ﬁ\/EOkT. (2.60)

Usualmente kT < Ey, es aparente que el ancho sea méas pequeno que Ey, se puede ver
que con el incremento del pico, crece la barrera de Coulomb. Ahora tenemos una mejor
aproximacién de las probabilidades de pasar la barrera, la ventana de energia donde ocu-
rren (también llamada ventana de Gamow) es de Ey — % vy Eo+ %. Esta ventana se puede
volver un borde (al tener energfas altas) para casos de incremento de cargas en proyectil
y blanco.

Este andlisis puede ser puesto a prueba con el caso del cédlculo de la probabilidad de
del decaimiento alfa, en el cual la unica diferencia es que la particula pasa la barrera de
Coulomb de izquierda a derecha, (ya que es desde el nticleo que sale la particula cargada)
como podemos constatar en el apéndice [B] Por lo que gracias a este efecto, de pasar a
tener una temperatura de fusién de billones de grados, ahora sélo es menester llegar a un
millén de grados, lo cual, representa una gran ventaja para la parte experimental, ya que

la hace posible.
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Capitulo 3

Fundamentos de fisica de

Plasma

3.1. Plasma

Como ya se calcul6 en el capitulo anterior, las temperaturas a las que la fusién son muy
altas, por lo que la materia, en tales condiciones, se vuelve necesariamente en plasma, el
cuarto estado de la materia, en el cual la energia cinética de los 4tomos es tan alta que al
colisionar se desprenden electrones, lo que a diferencia de un gas convencional, lo ioniza.
Por lo que tiene caracteristicas intrinsecas, es conductor y por lo tanto reactivo a campos
eléctricos y magnéticos, es cuasineutro, por lo general un volumen de cualquier sustancia,
en promedio es neutra, ya que posee la misma cantidad de particulas positivas y negativas,
pero tiene la particularidad de que se comporta como un fluido sin carga si es visto de
manera externa y al estudiar su comportamiento como el conjunto de particulas cargadas
se toma como fluido casi neutral, ya que hay una pequena diferencia en la cantidad de
particulas positivas y negativas. Otra caracteristica es su comportamiento colectivo, ya
que el plasma en su conjunto es capaz de generar campos magnéticos y eléctricos a los
cuales a su vez pueden reaccionar, ademas de que el efecto de la fuerza eléctrica es de
muy largo alcance y hace que las particulas estén acopladas en todo momento, por lo que

puede responder colectivamente a cualquier alteracion.

Existen varios tipos de plasma, dependiendo de la escala de densidades y temperatu-
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ras en las que se trabaje, como se ve en la figura:

w0 Magneresfera
de pilsars
- Fusion nuckear
por confinam ento
Fusshin nuclear
Magaetostera . por confinameento
10t Lemecire . Inesrcial

08 Vieto solar . PLASMAS FRIOS .

. Plasmas ténmicos Enanas blancas

TEMPERATURA (°Q)

BENEREEND

Plasmas no feutros Electrones en metales

oo § Jol | | Joo] |

NUMERO DE ELECTRONES POR CM* Densidad

Figura 3.1: Escalas del plasma

Notemos que tenemos que invertir energia para subir la temperatura, para la reaccion de
D-T se necesita al rededor de 100 millones °C. Lo que convierte a este gas en plasma que
lanza radiacion de freno por colisiones electrén-ién y electron-electréon. Ahora si el plasma
tiene impurezas no ionizadas hay perdidas por radiacién ya que enfria los electrones. Para
confinar al plasma se utilizan campos magnéticos, lo que implica radiacién ciclotrénica.
Por lo que para mantener el plasma a la temperatura adecuada para que se produzcan
las reacciones de fusion, se deben tener en cuenta las entradas y salidas de energia dentro
del plasma. Como calentamiento se tiene el calentamiento éhmico y la potencia de fusién
y las pérdidas se producen principalmente por radiacién, transporte del calor y fuga de
particulas.

Los ntcleos del deuterio y tritio tienen una energia de ligadura muy baja en sus , por lo
que la energfa cinética requerida para tener una alta probabilidad de fusiéon es la méas baja,

como podemos constatar en la siguiente figura:
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Figura 3.2: Seccidn eficaz de varias reacciones nucleares, tomada de [16]

La energia de salida de un reactor puede medirse en términos de la energia ganada, con
el factor @ que es la razon entre la energia de entrada y la de salida, donde entendemos
la energia de entrada como la energia auxiliar aplicada al reactor para mantener la fusién
y a la energia de salida como la energia generada:

_ by

B (3.1)

Q

Donde Py es la energia derivada de la fusién y P, es la energfa auxiliar aplicada al reactor.
Asi que para considerar exitoso un experimento de fusién el criterio @ > 1. Cuando Q = 0
se le llama punto de equilibrio, donde Py = F, .

Por otra parte, las particulas alfa liberadas contribuyen al calentamiento, y se deben
conseguir las condiciones para que entreguen su energia. La potencia obtenida por la

fusion es 5 veces la obtenida de las particulas alfa P,:

P; 5P,
=1 = 3.2
Q== (32)
la fraccién de calentamiento debido a tales particulas es:
P,
= 3.3
I (33)

Despejando P, en la ecuacién [3.2] y sustituyendo en [3.3| obtenemos:

Q

545 (3.4)

fa:(
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En la siguiente tabla se presentan las fracciones de calentamiento para distintos valores de

ganancia:

Q[ fa |
1 [ 17%
5 [ 50%

10 | 60% (ITER*)
20 | 80 % (Reactor)
oo | 100 % (Ignicién)
Cuadro 3.1: Comparacién entre la ganancia y fracciones de calentamiento para algunos
casos.

Considerando la ecuacién [3.1] podriamos aumentar @ haciendo P, — 0. Con D-T la salida
de particulas alpha de la reaccién pierdan toda su energia al mantener el plasma caliente,
aparte del control del transporte. Este caso seria una reaccién autosostenida por lo que no
se necesitaria de energia auxiliar.

Podemos calcular el calentamiento neto al considerar el balance:

dw,
P.=P,+P,— Pp, =P, + dtp. (3.5)
En la ecuacién P, es el total de pérdidas, P, es el calor total, d?t/p se refiere al poder

requerido para incrementar la energia del plasma, P, es la energia anadida de las particulas
alpha y Pg, es la energia perdida por el frenado de los electrones por el campo creado por

los iones conocido como pérdida de Bremsstrahlung. Tal como podemos ver:

1
P, =npnr <o, > E,V, = an < 0y > EVyp,

PBr = CBrﬁngzefpra (36)
W, = 3nckpT.V,.

< 0, > es el promedio de colisiones de la secciéon transversal, E, es la energia de las
particulas alpha (aprox. 3,5MeV), V, es el volumen del plasma y np y ny es el nimero
de deuterios y tritios respectivamente, nétese que la mezcla esta dada por un %. Para el
caso de las pérdidas tenemos que Cg, es una constante, T, es la temperatura electrénica,
ne es el nimero de particulas cargadas.

Un parametro que sirve para medir la calidad del confinamiento y sus pérdidas por trans-

porte, es el tiempo de confinamiento,7z, que nos da el tiempo que tarda en escapar la
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3.1. Plasma

energia dentro del plasma:

Pe— ="
Ahora, despejando de [3.7] P., obtenemos:
W, dw,
P.=—-L24 7 (3.8)
TE dt

Otro aspecto importante es el calentamiento éhmico, ya que si hay una corriente en el

plasma, éste se calentara por efecto Joule:
Pohm = ﬁjQ, (3.9)

7 es la densidad de corriente dentro del plasma y n es la resistividad del plasma, la cual

podemos ver de la siguiente manera:

oy, (3.10)

n= nsZefff(Zeff7’U7 R

Aqui Z.f; es una media de la carga de los iones del plasma, f es una funcién que toma
en cuenta los electrones atrapados en el plasma que a su vez es funcién de Z.ys, de la
frecuencia de colision v y de la relaciéon entre r y R y 1, es la resistividad de Spitzer,
que depende de la temperatura (Te%s ), con lo que sélo con el calentamiento éhmico no es
posible obtener el calor necesario para reacciones de fusion.

En términos de pérdidas por radiacién, tenemos la radiacién de linea y la ya antes men-
cionada (perdida de freno de electrones), donde la primera se produce por los diferentes
iones en el plasma, estos se excitan y desexcitan segin su nivel atémico y emiten radiacién

en una longitud de onda, dependiendo del estado inicial y final, la podemos describir de

la siguiente manera:
T672
P = Cinenim v/ Zim T
10-422,

(3.11)
T?

Vemos que ne y nim, es la cantidad de electrones y de impuresas respectivamente, Z;,,
es el nimero atémico de las impuresas, T, es una temperatura electrénica y C; es una
constante.

Una tltima fuente de impuresas es la radiacién sincrotrénica, que se produce al tener
cargas en movimiento:

n

O fen
® pof=

Py=Cy(1—t)*Ra3T2Bgn?, (3.12)
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C, es constante, t es un pardmetro que toma en cuenta que no toda la radiacién del
sincrotron se pierde, ya que una se refleja y es reabsorvida. R es el radio mayor del plasma
v n. la cantidad de electrones. Es claro ver que al tener una dependencia cuadratica con
la temperatura, entre mayores temperaturas mayores pérdidas.

Tenemos bien definida la ecuacion [3.5] podemos sustituir y encontrar ne7g:

ng < 0y > Ea(w) — CB\/TTLE = PTE = + iit e.

(3.13)

El dltimo término al no depender del tiempo se va a cero, asi que despejando n.7g tenemos:

3kpT,

<Uu>fa(Q+5) _OB\/T.

NeTE = (3.14)
La condicién de equilibrio es Q = 1, lo que nos da una condicién minima para la fusion,
que es el Criterio de Lawson, para el cual debemos introducir la eficiencia de entrada (7;)

y la de salida (7s), con lo que reescribimos la ecuacién como sigue:

3(1 —nins)kpTe

(rene))<00 2 La(Q40) _ O (1 — i) VT

(3.15)

NeTE =

Usualmente se toma que ;1 ~ % v que la temperatura 6ptima para D-T es T, = 15KeV,

lo que nos da un valor numeérico:
netg = 102 - m 3. (3.16)

Si se desea considerar un rango de temperaturas, se debe usar la variacién de la cross-
section con la temperatura, ya que < ov > varia con la temperatura con T, 62 asi que

podemos hacer una correccién al resultado anterior y nos da:
Tonete = 1,5%'s - m™2 - KeV. (3.17)

Si en un reactor de fusién con combustible D-T se cumple este criterio significa que la
energia producida es igual a la energia inyectada para producir y mantener el plasma.

Este criterio es el limite minimo de densidad, tiempo de confinamiento y temperatura, es
importante recalcar que para una cierta temperatura, densidad y combustibles el punto

de equilibrio difiere, tal como podemos ver en la siguiente figura:
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Figura 3.3: Relacién entre el producto de la densidad por el tiempo de confinamiento vs.
la temperatura de iones para varios tokamaks, mostrando las fronteras para Q=1 y para

ignicién (ver Cuadro

3.2. Dinamica de particulas independientes en campos

magnéticos

En un campo magnético (é ) homogéneo fuerza a las particulas a hacer érbitas circula-
res perpediculares al campo, pero no limita el movimiento a lo largo de las lineas de campo.
Las inhomogeneidades en el campo introducen derivas. Para las temperaturas del plasma,
se pueden seguir 2 estrategias en cuanto a las paredes de confinamiento: Limitar las lineas
de campo a superficies cerradas o incrementar el campo magnético para que sean capaces
de reflejar la suficiente cantidad de particulas (espejos magnéticos). En ambos casos B

debe ser inhomogéneo y debemos preocuparnos por minimizar las derivas.

Movimiento de particulas

Antes de abordar en profundidad el equilibrio del tokamak y de la teoria del MHD,

revisaremos las ecuaciones de movimiento de particulas cargadas en presencia de campos
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magnéticos y eléctricos para ver como es que se comportaria de manera general el plas-
ma, para después con el MHD dotarle de las caracteristicas propias de un fluido cargado.

Campos Uniformes

El caso mas sencillo es en el que tanto el campo magnético y eléctrico son unformes,
por lo que escribimos sus ecuaciones de fuerza, frecuencia cinclotrénica, aceleracién, y la

segunda derivada de la volocidad:

F =qux B, (3.18)
B
we = % (3.19)
. qB
muy, = quy B, Vg = (E)zvzv
y B (3.20)
muy = —qv. B, vy =~

Las segundas derivadas de la velocidad nos ayudaran a resolver las ecuaciones diferencia-
les para encontrar las ecuaciones referentes a la posicién y velocidad, escogemos v, , =
VporeFwetT19=4) donde el signo es dado por el signo de la carga. Por lo que las velocidad

de x nos da:

iwet
bl

U =vye€
21
o (3:21)
vy = —=U, = Fiv e
qB
Integrando las ecuaciones anteriores obtendremos:
Vot
T — 1z = —i——e'et,
w
¢ (3.22)

.Ubot 4
1§22 gtwet
We

Y—Y =

Definimos como radio de Larmor a r;, = Z}—t, de las ecuaciones se toma solo la parte
real, por lo que describen una érbita circular con centro guia en xg,yo. Es momento de
anadir el campo eléctrico, por lo tanto, el movimiento sera la suma del movimiento circular
de Larmor y la deriva del centro guia. Elegimos E en el plano x — z, con E, = 0. Por su
naturaleza podemos tratar por separado la componente z, entonces la ecuacién de fuerza

queda:

m— = q(E + 7 x B). (3.23)
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Haciendo un célculo parecido al anterior obtenemos:

_ . Ubot
Uz = — eiwet’
E (3.24)
Vy = +ivppet@et — fm

Lo que interpretamos de esto es que el movimiento de Larmor no cambia, sélo se le
superpone una deriva eléctrica: v, del centro guia en la direcciéon —y. Ahora para obtener

la forma general de esta deriva usamos que:
E+#xB=0. (3.25)
De donde, haciendo unos pequenos calculos tenemos:
V] = ——— = 0. (3.26)

Ahora, anexando ahora la presencia de campos gravitatorios, si reemplazamos ¢E de la

ecuacién por una fuerza genérica F' la deriva causada por esta fuerza seria:

1F x B
= ——. 3.27
U= TR (3.27)
Por lo que, si en particular hacemos F' = mg la deriva gravitatoria resulta:
m g X B
vy = B (3.28)

Con lo anterior, podemos suponer la existencia de una densidad de corriente en el plasma

dada por:
gx B
B2’

j=n(M+m) (3.29)

n es el nimero de particulas, M es la masa de un ién y m la masa del electrén.
Una vez entendido el movimiento en campos uniformes, ahora podemos introducir las
ecuaciones cuando estos no son uniformes.

Campos no uniformes

VB1lB

Las lineas de campo son rectas pero su densidad aumenta en una direccion arbitraria, esto
hace que el radio de Larmor sea méas grande en la parte de abajo del ciclo que en la de
arriba, lo que deja una deriva perpendicular a B y VB , la velocidad serd proporcional a =

y vr. Considerando ahora, la fuerza de Lorentz promediada a un giro, donde el gradiente
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esta en el eje y obtenemos:
F, = —quyB.(y) = —quicosw. Bz (y). (3.30)
Donde podemos calcular B, con una expansion en serie de Taylor, donde 7= x, y:
B.=By+ (F-V)B+---. (3.31)

Haciendo los célculos pertinentes tomando tnicamente los primeros dos términos de la

serie obtenemos

0B
F, = —quporcos(wer) [Bo + rL(costh)a—Z]. (3.32)
Y
La cual requiere que %+ << 1, donde L es una escala de longitud de aafz 2 promediando
nos queda:
_ 10Bz
Fy = :thJ_TLiTy. (333)

Una vez teniendo esto, podemos usar la ecuacién tomando como F' = F, que nos da:
i%aa—]?yz. Notemos que arbitrariamente elegimos el eje y como eje del gradiente, pero
podemos generalizar el resultado como sigue:

1VBxB1

—VITL. (3.34)

vvB = B2 2

Deriva de Curvatura

Asumimos que el B es curvo y por lo tanto las lineas de fuerza tienen un radio de curvatura
constante R considerando |§ | = cte. Este tipo de campo no sigue las ecuaciones de Maxwell
en el vacio, por lo que en la practica la deriva del gradiente tendra anadido el efecto de
curvatura. Que surge de la fuerza centripeta que sienten las particulas cuando se mueven
a lo largo de las lineas de fuerza; si v2 denota el promedio del cuadrado de la componente

de alguna velocidad a lo largo de B, el promedio de la fuerza centripeta es:

) o
mos | 5 R
Fop= R, 7 = mu; R (3.35)
Usando [3.27] obtenemos: S .
vR*mv” R.x B (3.36)

- qB* R?

Obtendremos la deriva VB que acompana a esta deriva cuando se considera un decre-
cimiento de |B| de acuerdo al radio. En coordenadas cilindricas V x B tiene una sola

componente en z. Desde que B sélo tiene una componente en ¢ y VB s6lo una componen-
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te en r.
(V x B). = %%(TB@ —0, (3.37)
Entonces: . .
IB| o« Ric, VE' - _%. (3.38)
Usando la ecuacién B.34] resulta:
I i?;vi%. (3.39)

Anadiendo a la ecuacién anterior a tendremos la deriva total de un campo curvado

en el vacio: oL
R. x Bm
R.B? ¢

Lo

VR +vvp = (v + 51@). (3.40)

Esta adicién es desafortunada si se curva el campo hasta hacer un toro con el fin de
confinar a las particulas, éstas se desviaran fuera del mismo, sin importar los campos ni

las temperaturas. Para una distribucién de Maxwell:
L5
E,, = = 2KT. (3.41)

Por cada grado de libertad tenemos un término como el anterior, por lo que indicando que
_ 1.2 . KT . . . .

U, ¥ 3v] cada una es igual a ===, y sabiendo que la velocidad perpendicular involucra 2
grados de libertad, las ecuaciones de w, nos permiten escribir el promedio de la deriva de
curvatura como:

L2y, (3.42)

VRivB = T
+ R." m

i es la direccién del producto cruz R, x B: podemos notar que el signo aqui depende de

las cargas y no de las masas.

V B| B

Consideramos un campo magnético que es puntiagudo en el eje z y cuya magnitud varia
cerca de la direccién z, con un eje axisimétrico, By =0y %. Las lineas de fuerza nece-
sariamente estan en B,.. Mostraremos que esto da aumento a la fuerza que puede atrapar
particulas en el campo magnético.

Para obtener B, de:

, S 10

V-B=0=V-B=- 1% 9B
r or

(rBr)+ %9 T 52

= 0. (3.43)

27



CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE FISICA DE PLASMA

Si aaBz = no varfa mucho con r, integramos:
" 0B 1 ,,0B 1
B, =— “dr = ——r?[ L), =0=—= 44
r /0 "5, & 5" [ P Il-=0 27‘0(7’), (3.44)

% es una constante en términos de z ya que solo depende de r que ya escribimos como

C(r). Tomando la fuerza de Lorentz y descomponiéndola obtenemos:

F,. = q(vgB. —v.By) = q(vgB.),
F9 = q(Brvz - UTBz)7 (345)
Fz = q(UTBQ - BTUO) = Q(—BTUG)-

Notemos que F,. y —qu, B, originan el giro de Larmor, ademads este segundo término no

interviene en el eje z, si v, # 0 habrd una deriva a lo largo del radio. Analicemos F, :
1
F, = q(—Byvp) = 51}97‘0(7“). (3.46)

Promediando sobre el giro v9 = £v, dependiendo del signo de q. Para un giro tenemos:

0B, UL UL 0B, }mvf_ 0B, 0B,

1
F,=+4= = =— = , 3.47
9 IULTL 0z 2 ¢B 0z 2 B 0z a 0z ( )
2
mut
= 4
R (3.48)

Esto ultimo es el momento magnético u de la particula, y es un invariante ademas de que

podemos escribir algo mas general:

0B

Donde ds es un elemento de linea de campo a lo largo de un campo cualesquiera. Podemos

ver que la energia de la particula se conserva si no hay efectos disipativos:

doy 9B _ doy 9B __ 0BOds OB (3.50)
o T s T TN T R s T TR es e T Hare :
d1 OB
ai g = —ngp (3:51)

Por lo que su energia se conserva.
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3.3. Aproximacion Magnetohidrodinamica

Para estudiar al plasma, debemos considerar que es un fluido electroconductor en pre-
sencia de campos magnéticos, se entiende como un fluido individual, es decir, no distingue
entre diferentes particulas. Consideremos el enfoque euclidiano, donde se toma un volu-
men fijo en el marco de referencia. Escogemos un elemento de volumen dv y p(z,y,2) el
centroide. El fluido puede dirigirse hacia dentro y fuera del elemento de volumen, tene-
mos también p(z,y,2) la densidad de masa en p, donde la densidad sea aproximadamente

uniforme. La masa total del elemento de volumen esta dado por la siguiente integral:

mz/pdv:/pdxdydz. (3.52)

Si no hay fuentes ni sumideros de masa dentro de dv entonces dd—T es la tasa a la cual entra
o sale masa a travez de S (elemento de superficie que encierra a dv por lo que escribimos
también su diferenfcial dS = fids donde 7 es un vector unitario normal a la superficie que
apunta hacia afuera. El flujo de masa lo definimos como p% donde ¢ es la velocidad del

fluido. Escribamos la masa por unidad de tiempo que fluye a través de dS:
pT - dS = pt - fds. (3.53)
El flujo total de la masa fuera de dv esta dado por:

% pU-ds = j{pfﬂ nds, (3.54)
s

v

la cual tomando la derivada de la masa con respecto al tiempo:

dm d

d .

En este volumen de Euler sustituimos % por %:

/%dv =— fpﬁ- ndS. (3.56)
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Aplicando teorema de Gauss:

/ %dv . / V - (pi)dv, (3.57)

Cémo dv es arbitrario se debe cumplir que:

/ 9P 4y + / - (p)dv = 0. (3.58)

Es decir:

ap
E+V( p?) = 0. (3.59)

Esta tdltima ecuacién es la ecuacion de continuidad, que representa la conservacién de la

masa en este sistema de referencia. Ademds podemos escribir la ecuacién de su estado

adiabatico, dondewy es la razén de calor especifico, que para el plasma una buena aproxi-
5

macién es tomarla como v = 3.

d
T (3.60)

Ahora nos incumbe encontrar la segunda ley de Newton para este caso, supongamos que

las fuerzas actian sobre una superficie S=s- n, es decir:
F=§.P. (3.61)

Que es la fuerza que el material de un lado de la cara ejerce sobre el material del otro lado,
donde P es un tensor de esfuerzos de presién en la superficie cuyos elementos diferentes

de cero se encuentran Unicamente en la diagonal, es decir:
Pij = —Pdij + 0ij. (3.62)

Donde p;; hace referencia a la presién y o;; esta en torno a la viscosidad. La fuerza total

la podemos escribir de la siguiente manera:

ﬁ:—%ﬁdi (3.63)
S

Aplicamos ley de Gauss:
ﬁ:—/me. (3.64)

Si v — 0 la fuerza neta por unidad de volumen queda en :

F=_V.p (3.65)
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3.3. Aproximacion Magnetohidrodindamica

Esta es la equivalente volumétrica de las fuerzas superficiales, entonces:

dv

v (3.66)

Si omitimos la viscosidad e incluiomos las fuerzas de la ecuacién de movimiento obtenemos:

dv

pgy =JxB=V-p. (3.67)

Ahora es momento de deducir la ecuacién de la Ley de Ohm generalizada, por lo que
tomaremos el modelo de los 2 fluidos, donde se consideran dos especies posibles particulas
(iones, electrones), donde escribimos sus ecuaciones principales (las cuales seran utilizadas

mas adelante):

One 0

+ — (neve) = 07

Ini ﬁ (nv;) =0

ot 0 e

dv, D . L
mene 2t = 5= pael + (e — pro)bbl — enc(E+  x B) + R,
e am (3.69)

mmz‘dfte =5 [pril + (Pji — pLi)bb] + Zeni(E + v x B) + Rie,

Con las siguientes aclaraciones: I es la matriz identidad, p; se refiere a las presiones
perpendiculares y paralelas de cada particula,v; es la velocidad de las particulas y b es
el vector unitario del campo magnético. Ademds de que Re; = —Rje, pc = Zen; — ene y
; = Zen;v; — en.v,. Podemos simplificar este modelo al considerar que m, < m; y que
las variaciones espaciales son grandes comparadas con la longitud de Debye, lo que nos

permite hacer la aproximaciéon de cuasineutralidad:
Zn; = Ne. (3.70)
Y por lo tanto escribimos jcomo:
J=ene(v; — v7). (3.71)
Introduscamos la velocidad de masa del fluido:
minU; + MeNeVe  MyT; + ZMeve

= , 3.72
mM;N; + MeNe m; + Zme ( )

0l

Y la densidad de masa del fluido:

P = Min; + MeNe. (3.73)
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Ahora, de las ecuaciones despejamos v; y v¢ (omitiendo términos del orden de 7= frente
a la unidad)
I 7 Zme/m; L Zm 7
vi:v+(efl )(1+Zm8//mzlen )=+ m»e eiz ’
e e (3 € . 3 _}e (3.74)
S R
Up =7 — ( ~ 97— .
eNne eNne
Sustituyendo v; y v, en las ecuaciones obtenemos:
dp 0
= 4+ = (pd) =0, 3.75
5t T 55 (V) (3.75)

Me

Sumamos entre si , despreciamos los términos de orden < frente a la unidad y usando
i

[3.68] escribimos las derivadas conectivas:

dvie 0 . 9 o
Nej dt - It (ne,zve,z) + o . (ne,zve,zve,l)a (376)
de la cual se encuentra que:
B D T+ () —pu)B) + pB + 7 x B (3.77)
Pat = op WPLE TP TPL pE +j x B. )
Donde:
p = Plle +p ()
I I I (3.78)
PL =DPle + Pl
’ dv o o
U U . .
Pl TRl Chl mILE (3.79)

Para hacer una simplificacién pertinente contemplaremos un tiempo caracteristico T' = %
donde U y L son también parametros caracteristicos, en especifico la velocidad y longitud

respectivamente. Por lo que tenemos estas relaciones:

i=Uug, X=L% FE=E¢

J=1Jj, t=Ttx, B=Bb, (3.80)
7 r Iel 1 0 1 7%

H=Hh, 5 =715 V=1V,

Ahora debemos tomar en cuenta que en el MHD consideramos un fluido isotrépico elec-

tricamente conductor, por lo cual p = pg y € = €g. Escribamos la ley de Ohm:
J=0E=J=0(E+1ixB). (3.81)

Lo anterior debido a que el medio se mueve a lo largo de un campo de velocidad 4 la

densidad J. esta relacionada con B. Sabemos por conservacién de la carga que: V - J =
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3.3. Aproximacion Magnetohidrodindamica

— %pt“. Escribimos la ley de Faraday en términos unitarios:
. E B b
E=—-V'xée=——. 3.82
VxE= LV XE=mon (3.82)
Ahora somos capaces de comparar sus magnitudes:
E B E L
—w = —=u—==U. 3.83
L T B T ( )
Ahora hagamos lo pertinente con la ley de Ampere-Maxwell:
- - 9D H - - D
H = — e —V'xh=Jj+ —. .84
V x J+at<:>LVx Jj—i—T (3.84)

Notemos que B= pwoH 4+ poM 'y D= EOE +P pero como el MHD considera solo materiales
conductores libres de porarizacion, los segundos sumandos tanto del campo magnético
como de la corriente de desplazamiento son cero. por lo que pudimos hacer su equivalencia
en las ecuaciones anteriores. Asi que andlogamente vamos a hacer una comparacion de sus

. .
magnitudes, comencemos con D y el rotacional de H:

D/T DL EL _U?
L™ 7T T = @ (3.85)

Pero el MHD s6lo considera velocidades mucho menores a la de la luz, por lo que esta

atribucién es pequena, ahora comparemosla con la de J:

J TJ TokE o
D/T D EoE €0 ( )

Y sabemos que o oscila entre 103 — 10 donde la cota inferior es para plasmas frios y
la cota superior es para plasmas calientes, por lo tanto podemos omitir la corriente de
desplazamiento.

Para calcular jse consideran procesos suficientemente lentos para que los electrones tengan

tiempo de equilibrarse mecanicamente, por lo que despreciamos su inercia, asi la ecuaciones

[3.69] usando las ecuaciones [3.74

. O |
E+9dxB=nj+

{7x B - 3% [pied + (pje — pie)bD]}, (3.87)

ene
Que es la Ley de Ohm generalizada, donde introdujimos la resistividad del plasma:

MelVei

= . 3.88
= (3.88)
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El término j x B/(en.) es el término de Hall. La densidad n. se determina por la condicién

de cuasineutralidad:

p=ming + mene = ne(% +me) & nezmi, (3.89)
Por lo que nos queda:
dv 0 S
— =——"[p.1 — bb|+j x B 3.90
P = "5y LI+ (P —pL)bb] + 5 x B, (3.90)

Aqui la ecuacién de Poisson ya no es necesaria, a menos que se pretenda calcular la densi-
dad de carga eléctrica, asi que al desprecial la corriente de desplazamiento la conservacién
de carga la escribimos:

V-j=0, (3.91)

y obtenemos que:

—

a% [poI + (py — pL)bb] = Vpo + (V- B)[(p — p.) B

=l (3.92)

Cuando la presién es isotrépa (plasma no magnetizado) p| = p1 = p, este termino sim-

plemente se reduce a Vp . Si usamos ahora la ley de Ampere:

T L
ij:M—(VxB)xB, (3.93)
0

Usando identidades vecoriales, podemos reescribir la ecuaciéon de movimiento como sigue:

w_ —V(pL + Bi) + (B-V)[E = (P —p1) >

o . =5 (3.94)

Esta tltima es conocida como la ecuacién de Parker, observamos que B2/2j0 hace de
una presién (la presién magnética). Una ultima aproximacién més resistiva consiste en
simplificar la ley de Ohm comparando el término de presiones con ¥ x B (aqui no hay

distincién entre temperaturas de particulas):

oclar il + (o —p)BB)l  T/L rp/T/mi

l ~ 3.95
i x B evB oL ( )

Donde 7, es el radio de Larmor de iones a velocidades térmicas /T'/m;. Como j x B
es del mismo orden que el término de presiones, la misma estimacion es véalida para el
término de Hall. Vemos que con la condicién de un radio de Larmor pequeno (rr; < L),

para velocidades v no muy pequenas comparadas con /T/m; podemos aproximar la ley
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de Ohm por:

-

E+7xB=nj, (3.96)

Lo cual nos deja inicamente las ecuaciones provenientes de las de Maxwell:

B = ok, (3.97)

V-B=0, (3.98)

V x B = polJ, (3.99)
. —0B

VxE=—=, (3.100)

3.4. Ondas Magnetohidrodinamicas

Consideremos la linealizacién de las ecuaciones del MHD de plasmas frios (p=0), al
introducir pequenas perturbaciones en sus respectivas formas:
E = By + Bl(r, t),
¥ = vy +v1(r,t), (3.101)
p=po+pi(rt).

Donde el subindice 1 hace referencia a la perturbacién , vg = 0y By = ByZ, susituyendo

en las ecuaciones del MHD:

Pl + (- V)0) = jx B, (3.102)
E=—-#xB, (3.103)
- 0B
E=-—"— 104
V x ETR (3.104)
s o OF
VxB= HoJ + 60/14()§7 (3105)

Debemos aclarar que trabajaremos en el espacio de frecuencias por lo que hacemos las
siguientes transformaciones:

0 -

— = —iw V-=>1ik,

ot (3.106)
Vx = ikx V2= k2.
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Por lo que las ecuaciones anteriores ya con la perturbacién y la notacién en el espacio de

frecuencias queda:

— (po 4 p1)(iwvy + v} - ik) = j1 x (B + By), (3.107)
E = —v; x (By + By), (3.108)
ik x E = iw(By + By). (3.109)

De lo que obtenemos las siguientes relaciones si despreciamos los términos que tengan dos

términos con subindice 1 multiplicandose:

poiwvy = (11 + j1)) X Bo, (3.110)
E, = —v; x B, (3.111)
kx Ey = wB. (3.112)

Para el caso de la ecuacién [3.105{ debemos de hacer unos célculos preliminares para abor-

darla: primeramente tomamos la ecuacion [3.110]y le hacemos el siguiente producto cruz:
(poiw)(vi x Bo) = ((j1L +j1)) X Bo) x By = (J1 x By) x By. (3.113)

Desarrollando el lado derecho y tomando en cuenta que J = JiL + ji) referente a la
direccién de. By obtenemos:

Boy(Bo - J1) = Ji(BF). (3.114)

De la ecuacién podemos escribir la parte izquierda de la ecuacién con lo

anterior, reescribimos:
poiw(=Ey) = Bo(Bo - Ji) — J1(Bg) = Bo(Bo(jy))) — J1(B3). (3.115)

Si omitimos los efectos de j;| tenemos que:

R - . . iwE,
— poiw(Ey) = —JyB2 = —(j1LB2) = ji1 = p032 L (3.116)
0
Ahora hacemos el rotacional la ecuacién [3.104] :
ik x ik x Ey =ik x iw(By + By), (3.117)
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Y vemos que si derivamos con respecto al tiempo la ecuacién [3.105| obtenemos:
ik x iw(Bo + By) = poiwj + €opoi’w?El, (3.118)

Ahora igualando la ecuacién anterior con [3:117] y sustituimos la corriente de la ecuacién

[3.116] obtenemos: ~
2 2

Hot“w” po

kxkxE = Bt cotoi’w’E) . (3.119)

Haciendo las operaciones pertinentes, sacamos factores comunes y definimos la velocidad
de Alfvén como: va = \/BE/popo, nos queda:

- w2E1[pg;° +eopin] = —w2E [~ AL, (3.120)
0 Ua
Al no considerar el caso relativista tenemos que:
- - N w2 N
k x k x E1 = _TEl' (3121)
Va
Con este resultado podemos escribir la ecuacién de onda del campo eléctrico:
- o o - w? o
k(k-E)—k* Ey = ——E. (3.122)

Calculemos la ecuacién de onda del campo eléctrico considerado que k= k(senby +cosb.):
- o o 9 = w =
k(k-Ey) —k*-E, = U—Eh (3.123)

Que ya al sustituir k y escribirla de manera matricial corresponde a:

k2 B % 0 0 Elz
0 —k%cos? — 7‘;’—22 —k*senfcost | | Ey,| =0 (3.124)
A
0 —k%senfcosh  k%sen?0 — ;’—22 Ey.
A

Para el caso en el que k es paralelo a By calculamos su velocidad de propagacion:

%: va. (3.125)

Aqui el campo magnético actia como cuerda y la perturbacién es dada en una onda

transversal. Y para el caso de k es perpendicular a By su velocidad de propagacién es:

%: va. (3.126)
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Aunque es el mismo valor para ambos casos, cuando k es perpendicular el campo magnéti-
co ahora funciona como muchas cuerdas y la onda es una onda de presion longitudinal.

Noétese que estas velocidades corresponden al limite de muy bajas frecuencias.
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Capitulo 4

Confinamiento Magnético

Para llegar a el sistema deseado de confinamiento empecemos primero por un sistema
simple de confinamiento como lo son los espejos magnéticos, contemplar sus caracteristicas

después afinar este sistema y arribar al sistema cerrado de tokamak.

4.1. Espejos magnéticos

Un sistema simple es el espejo magnético que es un campo magnético inhomogéneo en
una cavidad cilindrica, donde la intensidad de campo es mayor en los extremos, las lineas

de fuerzas de campo tienen la siguiente forma:

LINEAS DE CAMPO

Figura 4.1: Espejo magnético. Tomado de. [Otero, D, Proto, A. N., [30]]

Por lo ya visto en el capitulo anterior en la seccién de gradiente paralelo al campo, que las
particulas describen una trayectoria helicoidal, ademas de que sabemos que el momento
magnético definido en es constante. Lo que significa que si la particula entra en

una region donde el campo es mayor la velocidad perpendicular debe de aumentar para
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conservar fi, asi mismo se conserva la energia cinética, por lo que al aumentar v, debe
disminuir v)|. Que se traduce en que al acercarse al extremo, donde el campo es mayor, las
particulas se frenan y se regresan.

No todas las particulas se atrapan, ya que pueden tener v suficientemente grande como
para que el campo no alcance a frenarlas. si consideramos By y By, son los valores minimos

(centro) y méximo(extremos), tomemos el pardmetro R:

Bm,

R=-"1 4.1
- (11)
Escaparan las particulas que tengan v) tal que:
v
1+ (12 >R (4.2)
vl

Es decir, cuanto mayor sea R, mejor serd la capacidad de confinamiento del espejo, aunque
es claro que este sistema no elimina las pérdidas del plasma por los extremos. Podemos
definir el cono de pérdida en el espacio de velocidades, tal cono esta centrado en la velocidad

paralela con una apertura angular de 6, :

1

75 (4.3)

senb, =

Esta ecuacion es el caso en el que [4.2] es igual, lo que implica que todas las particulas

cuyas velocidades estén dentro del cono escaparan de la regiéon de confinamiento.

tregion de reflexion

region de escape region de escape

1

cono de pérdidas

Figura 4.2: Cono de pérdidas. Tomado de [Otero, D, Proto, A. N., [30]]

Ademis, las colisiones pueden llevar a otras particulas al cono, de tal manera que el con-
finamiento en algin punto se habra perdido inexorablemente, podemos estimar el tiempo

de confinamiento:

L
ty R ———=
VET /m

Dénde L es el largo total de la region de confinamiento, k es la constante de Boltzmann,

(4.4)

T la temperatura y m la masa de las particulas.
La existencia del cono de pérdidas tiene consecuencias al considerar las mircroinestabi-

lidades, ya que el plasma tiene tendencia a oscilar lateralmente, por lo que es necesario
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introducir fuerzas que neutralicen esta inestabilidad. Una de las inestabilidades mas signi-
ficativas es la deriva de ciclotrén en el cono de pérdida. Estas perturbaciones tienen forma
de flautas alineadas a las lineas de campo, con una velocidad de fase azimutal en direccién
de la deriva diamagnética, la frecuencia de esta perturbacién es de orden de la frecuencia
de cincrotrén en iones. Esta deriva causa el escape rdapido de iones en el cono de perdida, y
una degradacién importante del confinamiento. A menos que se le inyecten haces neutros
en la zona de confinamiento, ya que al ser neutros no interactian electromagnéticamente y
penetran sin dificultad la zona de confinamiento donde son ionizados, regenerando y reca-
lentando al plasma. Estos haces deben de ser inyectados a ~ 45°, en este caso el pardmetro

R tendra que ser varias veces mas grande que = 2. Supongamos R = 5, esto hace

1
sen?(45)
que los iones producidos inicialmente estaran anclados entre los espejos, y tendran una
velocidad paralela cercana a la mitad del plano. Esta distribucién es conocida como ”dis-
tribucién iénica chapoteante”. Los iones se dispersan y se realentizan por el arrastre de los
electrones, esta distribuion es més estable respecto a las microinestabilidades relativas al
espacio de velocidades. En un plasma de alta presién los modos asociados a la anisotropia

de presién (p, > p”) serdan mas claras, en particular el modo espejo, que es inestable si:

~2p0 Op L
B 0B

(4.5)

Otra forma es utilizar que la presencia de algunos iones con una energia menor al promedio
de energia iénica W;permite estabilizar la deriva de ciclotrén. Existen varias formas de
lograr esto, una manera es inyectar de manera continua un plasma relativamente frio a

través del dispositivo.

4.2. 7 -pinch

Es un efecto pulsado que consiste en la autocompresién de una columna de plasma
por el pasaje de una corriente unidimensional, que induce un campo B que constrinie el
plasma aumentando la densidad y temperatura. Si B es lo suficientemente grande separara

el plasma de las paredes.

En el Z pinch se hace pasar corriente en la direccién z (j.) , que induce un campo en
0 (E) La corriente crece rapidamente. Si el gas es un conductor perfecto y las paredes
aislantes, la corriente circulard por una capa adyacente a las paredes del cilindro, que
genera By por fuera de la capa que a su vez ejerce una presién hacia adentro (?—E) que

comprime la columna. Al moverse hacia dentro la capa de corriente se vuelve un ”pistén”.
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La fuerza es proporcional a j, By. Como se puede ver en la figura:

g

y
Bex Bo,
| p”

x r

Figura 4.3: Columna de plasma en el caso ideal. Tomado de [Miyamoto,[28]]

La variacién de cantidad de movimiento de sobre la vaina de la columna balanceada contra
la presién magnética de la velocidad de la capa de corriente en funcién del tiempo.

En el caso especifico del Z pinch encontramos la corriente en un estado de equilibrio, como

sigue:
T
I(r) :/ 2y’ I, (r")dr’ (4.6)
0
Donde
1 01
(r) = —— 4.
J=(r) 27r Or (47)
De la ley de Ampere tenemos:
pol(r)
o 27r (48)

Por lo que la ecuacién VP = J x B se puede escribir de la siguiente forma:

opP Ho 812

2

= 07 4.9
or 8m2 Or (4.9)
Integrando la ecuacién anterior, de 0 a a, donde a es el radio exterior del plasma cilindrico

obtenemos:

" 0P g ol (a)
2 — 2 a __ — _
/0 r 5 r“P(r)|g 2/0 rP(r)dr o2 (4.10)

Si consideramos que P(a) = 0 y que la temperatura es uniforme podemos escribir la

presion de la siguiente manera: P(r) = n(r)kT que al sustituir en tenemos:

_ 8T NkT
Mo

.[2

(4.11)

Donde N es el numero de particulas que estan en la parte axial y que es la integral de 0

a aen un giro : N = [ n(r)2rrdr.
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Lo anterior es en el caso ideal, donde el plasma es un conductor perfecto, la columna
de corriente avanza hacia el eje constriniendo el plasma con espesor despreciable y queda
tras de si un vacio perfecto.
Pero ya fuera del ideal, la configuracion plasma-campo magnético en un pinch es favorable
a las inestabilidades de intercambio, ya que cuando una superficie de separacién plasma-
campo es concava hacia el plasma el sistema es intrinsecamente inestable, el plasma tiende
a oscilar, debido a gradientes de presién magnética en areas donde el campo magnético es
curvo, pues el plasma cambia de posicién con las lineas magnéticas (intercambio de lineas
de fuerza) lo que origina las inestabilidades tipo ”flauta”, que son perturbaciones que se
encuentran en canales a lo largo de las lineas magnéticas, debido a que el campo entra
en la columna y el plasma es obllgado a salir de ella. Esta inestabilidad esta ligada a la
geometria del campo cercano a la superficie. Esto se asemeja al caso cldsico de la turbulen-
cia de Rayligh-Taylor, que es un intercambio entre un fluido denso (plasma) y uno menos
denso (campo magnético). Para el z pinch en andlisis de estabilidad bajo perturbaciones
de tipo:

Re(exp(i(£mg + k2))) (4.12)

Donde 6 y z son las coordenadas y m son los modos, podemos considerar 3 casos, si m > 1
implican una alongacién longitudinal que no suele aparecer en el z pinch, si m = 1 la
columna se conserva, pero la seccién circular oscila, produciendo un desbalance de presio-
nes, lo que tiende a destruir el equilibrio (kink o retorcimiento). En el dltimo caso m =0
aparecen englobamientos, que son amplificados por la presién magnética. Este resultado
puede obtenerse del principio de energia, usando anélisis de Fourier

Para el caso de. m = 0 la inestabilidad ”salchicha”, el campo magnético (con direccién
hacia dentro de la columna) en el cuello aumenta y no puede ser equilibrado con la presién
cinética (con direccién hacia fuera de la columna), el aumento de la fuerza de Lorentz causa
el aumento de esta perturbacion. La velocidad caracteristica del crecimiento de perturba-
cién es la velocidad de la onda magnetosénica: la velocidad de Alfvén. Para velocidades

v > v 4 las lineas de campo estan forzadas a alinearse con las de la velocidad de Alfvén .
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r<a

A

Figura 4.4: Inestabilidad tipo ”Salchicha”, Tomado de[Miyamoto,[28]]

En cuanto a m = 1 el ”kink”,la turbulencia fuerza a las lineas de campo a concentrarse
en el lado céncavo de la columna, pues el producto JxB , no es uniforme en ambos lados por
el incremento de B en uno de los lados la columna lo que aumenta la presién magnética
en un lado de la columna y la presién no puede reestablecer la rectitud de la misma.
Mientras que en el Pinch un campo magnético mayor significa mayor presién magnética,
una mayor velocidad de flujo implica mejor presion, por el teorema de Bernoulli, es decir,
mientras que la columna del pinch es inestable respecto a su flexién, sucede lo contrario

para vortices de linea.

L

II
Figura 4.5: Inestabilidad ”Kink”, donde B’ > B”. Tomado de [Miyamoto,[2§]]

A temperaturas de fusion el radio de Larmor i6nico es una fraccién significante del radio del

Pinch, las tasas de crecimiento para la inestabilidad se reducen. La introduccién de un flujo
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axial cortante (B,) tiene un efecto estabilizante, ya que estabiliza tanto las perturbaciones

del Kink, como del salchicha con longitudes de onda menores a:

_ 2mrB,
s 39

(4.13)

Como el campo magnético conlleva una presién magnética, se lleva parte de la energia
para comprimir las lineas de campo magnético.

Se debe de tener en cuenta que By y B, se mezclan en la zona de la envoltura ya que el
plasma no es un conductor perfecto. Las corrientes jy se producen en una capa con un
espesor que puede convertirse en un agente generador de inestabilidades, aunque la mezcla
de los campos magnéticos generan calentamiento éhmico en las paredes del cilindro al
actuar sobre la corriente. Este calentamiento es aprovechado por el plasma para elevar su
temperatura. La constante de decaimiento 7 de B, dentro del plasma da un estimado del
tiempo que tardardn en mezclarse los campos.

En un modelo simple, en el que la columna de plasma tiene contornos netos y entre ella y

la camara hay vacio, se puede establecer una condicién de estabilidad:

/

B
Tz(oz +27k) > po

4.14
2mrd ( )

2w Byr
Ho

B, en el vacio, « es el angulo de rotacion de la linea de fuerza por unidad de longitud, k

Donde L es la longitud de la columna, I = que es la corriente en z, B’ es el campo
es un numero entero.
Esta condicién preve la aparicion de las inestabilidades no localizadas con m = 1, que se

puede generalizar a sistemas toroidales. Definimos:

By
A= 4.1
rB, (4.15)
La reemplazamos en y obtenemos:
AL < a+ 27k (4.16)
Y ¢(r) es el factor de seguridad que da la medida del pinch de la linea de campo:
LB.
— 4.17
)= 5 (117)

Los gradientes negativos de la presién estan asociados con el confinamiento del plasma, da
un efecto desestabilizante, esto puede compensarse si se tiene una variacion radial suficien-
temente larga a lo largo de la linea del pinch. Es equivalente a tener un campo magnético

de cizalla o una razon radial de cambio de direccién de campo magnético.
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En una descarga lineal una condicién necesaria aunque no suficiente para que exista esta-
bilidad es el criterio de Suydam, que sintetiza en un criterio de estabilidad en ausencia de

disipacion. Es decir en el caso m # 0 :

1 (dq(r) 2 240 dpy
— —_— 4.1
4T< qdr ) + B2 dr >0 (4.18)

Donde pg es la permeabilidad magnética en el vacio, p(r) es la presién magnética en 7.

La ecuacién al considerar el limite donde L >> r se transforma a:

1r<dq(r))2+2mdpr(1q2) >0 (4.19)

4\ qdr B2 dr

Como el primer sumando es necesariamente positivo, entonces ¢> > 1, lo cual indica
que el campo B, debe hacer una tansion magnética lo suficientemente grande como para
enderezar la columna del plasma; si la longitud de onda del plasma es muy alta, mayo-

res a[4.13] se debe poner adicionalmente una pared conductora para enderezar la columna.

4.3. Sistemas toroidales

Como vimos anteriormente, aunque en principio los sistemas abiertos son mas sencillos

de fabricar, estos tienen serios problemas de pérdidas. Si pensamos que simplemente al
cerrar estas configuraciones es posible eliminar tal problema, el resultado es una fuerza
externa neta sobre el plasma, que posee dos componentes, una debido a la presiéon del
plasma y otra por la presiéon magnética, asi que si inicamente se cierra un sistema abierto,
como por ejemplo el Z-pinch, el plasma es cerrado y éste acarrea corriente que genera un
campo By, esta configuracién es susceptible a inestabilidades de tipo Kink y Salchicha,
como vimos en la seccién anterior, la solucién es introducir un campo que tenga la misma
direccién del plasma, asi que en una configuraciéon cerrada el campo B, del Z-Pinch se
vuelve un campo toroidal By.
En cambio si sélo cerramos un espejo, el campo toroidal generado por un solenoide con
componentes By es insuficiente para confinar al plasma ya que se desplaza a las paredes,
pues By es proporcional a %, y decrece desde el extremo interior hacia el extremo exterior
del toro por lo que las particulas en este campo inhomogéneo se separan, el plasma pierde
neutralidad y se crea un campo E,, que ademads, genera una velocidad de arrastre como
0. 20

Y en ambos casos, al estar cerrado en un toro, el campo magnético es curvo, por lo que el
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plasma tendera a desplazarse en la direccién VB como se ilustra en Al agregar By
a una configuracién con campo By, por ser una componente azimutal comprime contra
la pared conductora, generando una fuerza que restituye la posicién de la columna del
plasma.

La ecuacién es posible transformarla considerando efectos toroidales de primer orden,

en una regién radialmente localizada. Considerando el limite donde R >> a [I1], en:

(1-¢*)>0 (4.20)

1 <dq(r))2 n 240 dp:

1" qdr B dr

Donde pg es la permeabilidad magnética en el vacio, p(r) es la presién magnética del plas-

ma en 7,q(r) es el factor de seguridad.

o(r) = 22

= 4.21

Si g > 1 en todo el sistema, éste es estable incluso sin cizalla. La inestabilidad Kink se

puede evadir forzando a su longitud de onda a exceder la circunferencia del toro:

By(a)
By(a)

aB
— qla) = =2

= >1 4.22

Donde a es el radio menor del plasma, podemos encontrar la corriente maxima del plasma:

I, =27a (4.23)

Al estar presentes los campos By y By se producen trayectorias helicoidales, lo que previe-
ne la separacion de las cargas, para este tipo de sistemas es importante para el equilibrio
dindmico la existencia de una corriente J, que fluya dentro del plasma, que es otra de
las ventajas de agregar el campo poloidal, pues éste conlleva la presencia de la corriente

necesaria.

Existen diferentes tipos de configuraciones de confinamiento magnético cerrado, entre las
que se encuentran el Tokamak (cdmara toroidal con bobinas magnéticas, por sus siglas en
ruso) y el RFP (Reversal Field Pinch), este ultimo debido a sus problemas de turbulen-
cias, no es tan popular en la fusiéon como lo es el sistema Tokamak. Una de las principales
diferencias entre estos sistemas es: la predominancia de alguno de los dos términos en
[4:20] para el caso del RFP el predominante es el primer termino, pues establece el con-
finamiento con By, que es un ahorro en cuanto a la magnitud de By, que es menor a lo

utilizado en el tokamak, lo que es compenzado por considerar ¢ < 1 . La deriva originada
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por perturbaciones de la corriente se puede evitar si ¢(r) no tiene maximos o minimos en
presencia del vacio del borde, por lo que el campo magnético toroidal debe de ser negativo
en ciertas regiones, lo que hace que las lineas de campo ya con la contribucién del campo
poloidal sean inversas y es lo que lo provee de su nombre reversal. Los perfiles de los cam-

pos magnéticos y el perfil de el factor de seguridad se ilustran en la siguientes figuras:

Figura 4.7: Perfil del factor de seguridad RFP. Tomada de [Dreicer,[I1]]

Mientras que en el sistema tokamak g > 1, pues es el segundo término de es el
predominante y cabe recordar que p(r) < 1 por lo que para cumplir la desigualdad es
necesaria esa consideracién. Esta configuracién va a tener una componente toroidal mas
fuerte y no va a necesitar una corriente tan grande como el RFP. En la siguientes figuras

podemos observar sus perfiles tipicos:

0
|
|

Figura 4.8: Perfiles de los campos magnéticos Tokamak. Tomada de [Dreicer, [11]]
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Figura 4.9: Perfil del factor de seguridad Tokamak. Tomada de [Dreicer, [11]]

El sistema tokamak, fue ideado en los anos 50 por los fisicos soviéticos Igor Tam y Andrei
Sajarov, con las ideas de Oleg Lavrantiev, que consiste en una camara toroidal con dos
ejes de simetria: el eje mayor y el menor. El eje z es el eje mayor, y el menor es un circuito
circular que recorre el toro de forma azimutal a z, tales ejes representan las direcciones
toroidal (¢), paralela a z, y la poloidal (f) que es azimutal al eje menor. R es la distancia
radial desde el eje mayor, r es la distancia radial desde el eje menor. El radio mayor Ry es

la distancia entre el eje menor y el radio menor a como se ilustra en las siguientes figuras:

\Rp\

a

Figura 4.10: Geometria del tokamak

Como ilustramos en la introduccién de esta seccién para un buen confinamiento es

necesario que, ademds de la cdmara cerrada de vacio (1,1) que debe de ser cubierta en
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su interior con médulos Cobertor (1.2) preparado para soportar una gran carga térmica,
cuya misién es frenar neutrones y transferir calor al sistema de refrigeracién y absorbe
la energia de los neutrones, ademés de producir tritio a partir de reacciones con Litio, se
necesitan emplear campos magnéticos toroidales y poloidales, en el caso de ésta 1ltima se
genera por una corriente inducida en el plasma, a la que se le conoce como corriente to-
roidal Jy, la cual se induce mediante un transformador central, utilizando al plasma como
secundario(1,3). Para el campo toroidal (que es el de mayor intensidad en esta configura-
ci6n) es producido por bobinas poloidales(1,4). De la ley de Ampere se puede ver que la
magnitud del campo toroidal disminuye como 1/R. Donde I, es la corriente que pasa por
las bobinas poloidales que generan el campo Bg. Adicionalmente, para la estabilizacién de

la columna del plasma, se anexan las bobinas de campo vertical (1,5).

En la préctica, debido a la inevitable interaccion del plasma con las paredes de la cimara
de vacio que lo contiene, en el plasma penetran muchas impurezas que pueden aumentar
excesivamente las pérdidas de energia por radiacién, lo que puede enfriar el plasma a tal
grado de que se pierdan las condiciones para que la fusién, por lo que son extraidas por
los divertores (1,6) que desvian en campo magnético localizado cerca de la superficie del
plasma hacia el exterior, las impurezas se desvian a lo largo de esas lineas de fuerza hacia
camaras de bombeo en el exterior, ademés saca las particulas a que ya han cedido su
energia para calentar el plasma y que ya no aportan nada a la reaccién y pueden enfriar

el plasma de quedarse en el reactor.

Bobinas Poloidales Solenoide central (1.3)
(1.4) Bobinas de campo

Vertical (1,5)

Plasma . Corriente de plasma,
Divertor (1.6) Lineas de direccion del campo
fuerza magnética magnético toroidal

Figura 4.11: Estructura de un Tokamak. Tomada de [TAEA, [16]]

Camara de vacio (1.1)

Note que en un tokamak la corriente toroidal del plasma es necesaria para la existencia
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de superficies magnéticas (a diferencia de otras configuraciones como el Stellarator don-
de no son necesarias). Esta configuracién da como resultado lineas de campo magnético

helicoidales cerradas.
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Capitulo 5

Equilibrio

En este capitulo se hard una transformacion del perfil del plasma de tal manera que, al
escribirlo en coordenadas cilindricas podamos reducirla a dos unicas variables: el angulo
toroidal (¢) y encontrar una funcién ¥ (llamada funcién de flujo poloidal) que englobe
las coordenadas (r, z). Esta transformacion es necesaria pues el perfil del plasma ya no es
circular, por lo que es menester simplificar su representacion.

Para ello escribiremos el campo magnético ( y por ende la corriente, de acuerdo a la ley
de Ampere), primero en su forma de potencial vectorial, para después encontrar la forma
de U y escribir el campo en tultima instancia sélo en cuestién de ¥ y ¢ de modo que al
sustituir en la ecuacién de equilibrio que es esencialmente vectorial encontremos su equi-

valencia como una ecuacion diferencial.

5.1. Funcion de flujo

Usaremos las coordenadas cilindricas (r, ¢, z) donde r = 0 es el eje de rotacién del
cilindro. Por lo que r denotara la coordenada radial, ¢ el angulo toroidal y z la altura,
cada uno con sus vectores unitarios.

Sus ecuaciones paramétricas son:

T = rcos¢ (5.1)
Yy = rsend (5.2)
z=z (5.3)
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También definiremos I'(r) la circunferencia por la rotacién de r, siendo S(r) la superficie
de tal circunferencia. Podemos observar que S(r) esta caracterizado por ¢ y el plano per-

pendicular a esta region es la poloidal, como se ve en la figura:

z-axis

S(r)

i

i,

texto

Figura 5.1: Sistema cilindrico de coordenadas. Tomada de [Ariola y Pironti,[I]]

Es posible escribir el campo magnético como el rotacional de un potencial:
B=VxA (5.4)

Dénde A = A, 7 + A¢q3 + A, %, entonces aplicando el rotacional en las coordenadas ya

mencionadas, obtenemos:

0A,  0A, 0A. . 10rA,.
6zr+(8z ~or )d)—’_; or - (5:5)

De la figura podemos ver que el plano en azul es el plano poloidal, es decir el plano R — Z

B

y la direccién gig es la toroidal, por lo tanto podemos escribir el campo magnético como
sigue:

B = By + Byb (5.6)
El dltimo término, el poloidal es equivalente a Bg = B, + B, y By es el campo toroidal,

de acuerdo a la ecuacion y sabiendo que el campo poloidal esta en el plano R — Z,

tenemos que el campo poloidal esta dado por:

o 8A¢ ~ 1 8rA¢ R
Bg——azr—f—; 5 (5.7)
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Lo cual es equivalente al rotacional de Ag:

T 2 0A 0A
1 1
_*l e o o |_1 ¢y Y9
Bo = r| or 9% 9z | r( o~ oz ") (5:8)
0 A¢ 0

De lo cual queda claro que By = V x A, por lo que podemos definir una funcién ¥(r, z):
U =rAy(rz) (5.9)

Lo que nos permite reescribir las componentes del campo toroidal:
B,=1%¥ p — _10% (5.10)

Antes de proceder debemos tomar en cuenta las siguientes relaciones vectoriales:

Q
Q

S

, VU =29%p 4 9¥5 (5.11)

T z

V¢ =

El campo en la direccién toroidal, no es afectado por ¥, que es la funcién de flujo, por lo
que simplemente se denotard como Bg. Debemos asegurar que ¥ sea constante a lo largo
de una linea magnética, es decir que cumpla B-VVU = 0, para lo cual procederemos a

hacer la demostracion:

(5.12)

Anélogamente, es posible demostrar que B. Vp = 0, lo cual se ilustra graficamente en la

figura:

Figura 5.2: Superficie magnética ¥ y linea de campo magnético [Miyamoto, [28]]
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Por lo tanto ya estamos en forma para escribir el campo en términos de W:

s 10v . 10¥ -

Que a su vez, se puede sintetizar si lo escribimos como rotacional:
B=VU xVé+ B, (5.14)

Definimos :

f=7By (5.15)

Por lo que escribimos el campo completo como sigue:

B=VU¥ xV¢+ [V (5.16)

Considerando la axisimetria escribimos la ley de Gauss:

1020 1920

~rares rozar (5.17)

El flujo magnético a través de cualquier liston toroidal entre dos superficies es equivalente.
Ahora calculemos un caso en el que el flujo magnético poloidal sea perpendicular a Z, esto

es, Unicamente B, contribuye al flujo poloidal:

1 T 27 r
U= —/ / B, (r, z)rdrd¢ 2/ B, (r, z)rdr (5.18)
2 Jo Jo 0
Es necesario calcular la corriente utilizando la ley de Ampére:
V x B = Jug (5.19)

Al sustituir 516 en la ecuacién anterior obtenemos:

J =gtV x (v\p x Vo + fv¢> (5.20)
Distribuyendo el paréntesis y usando las definiciones de V¥ y V¢:

- ov ov 1-
. 1 ov. o¥. 1
J =y (VX( TT+ szrqS)—i—VXqub) (5.21)
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Lo que nos deja del lado derecho con:

_(813\1/ 9,19

e+ gy )+ v < 1V >:22)

Considerando que qAS =Voryque V x fVep =V f x V¢ reescribimos la ecuacién anterior

como sigue:

- 0 ,10v RV
_ 1 Y s —1
J=—pg (rar o)t a2 >V¢> + 15 'V x Vo (5.23)
Lo que es equivalente a:
J = —pug ' AUV + ug 'V x Ve (5.24)

Donde A* es el operador de Grad Shafranov, que se define como:

. 9 ,10F_  0F

Donde F' es una funcién arbitraria. De la ecuacién podemos ver que, si consideramos

tinicamente la direccién toroidal para la corriente, obtenemos:

AT = —porJyd (5.26)

Utilizando la ley de Faraday en su forma integral:

7{ E.df:_ﬁ// B-ds (5.27)
I'(s) ot J Jse

Donde de acuerdo a la ﬁgura es notorio que S=25z y que = ZQAS Por lo que nos queda

la integral de la siguiente manera:

27 T
/E¢dl = —Q/ / Bzrdgdr (5.28)
ot to Jo

Resolviendo ambos lados de la ecuacién y despejando Ey4 tenemos:

10¥
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5.2. Ecuacion de Grad Shafranov

La condicién béasica de equilibrio es cuando se considera al plasma en un estado esta-

cionario, donde su velocidad es cero, por lo que la ecuacién se reduce a:

Vp=JxB (5.30)

De la ecuacién anterior se sigue que. B Vp=0y J- Vp = 0. Lo que muestra que las lineas
de campo magnético inducido y la densidad de corriente estan sobre superficies isobaricas
como se demostré con la figura 5.1} En general la presién es méxima cerca del centro
de la seccién poloidal. Estas superficies son concéntricas y se les conoce como superficies
magnéticas.

De la demostracion [5.12| se sigue que las superficies magnéticas coinciden con el flujo
poloidal constante. En e plano poloidal la densidad de corriente, induccién mangnética y
la presion es constante para cada nivel de. ¥. Lo que hace posible tomar estas cantidades

como dependientes del flujo poloidal:
B=B(), J=J(V) (5.31)
Procedemos a calcular el producto cruz de la corriente y el campo magnético:

Jx B = (Js¢ + Job) x (Bsé + Byb) (5.32)

De esta ecuacién sélo nos hace falta calcular Jy, de la cual sabemos que Jy = J. + J, y se

sigue de la aplicacion de la ley de Ampere en cilindricas que

J.= L1092 5 _ 1 0By (5.33)

no 0z pnor  Or
Asi que de la ecuacién [5.32] distribuyendo los paréntesis obtenemos:
Vp = Jyp x Bol + Jpf x By (5.34)

Escribimos entonces la corriente en direccién poloidal:

J.9: 1(_8B¢,A laTBd,A

o T - z) (5.35)
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Lo cual es equivalente, en términos de f a:

_1( 9. 10f.
Je_u()(_(“)z(r)r_'—?“arz) (5.36)
Es posible encontrar que:
Jo = L (v fx @) (5.37)
Ho

Ahora calcularemos el primer sumando de
Jsd x Bel = Jyp x (VT x V¢) (5.38)

Haciendo primero el producto cruz del paréntesis, obtenemos:

A 18\11 10V J¢
— N = U .
o0 (r 9. T or ) v (5.39)

Y del sumando restante, tenemos que, considerando la ecuacion [5.37]

1(v fx q“s> X ( fv¢> (5.40)
Ho
Haciendo su respectivo producto cruz obtenemos:
10 ,f 1 0f
— = 41
uo(rar(r)f+r282f> (5.41)
Lo que nos da:
_ ! IV f (5.42)
HoT

Por lo que podemos escribir la ecuacién completa como sigue:

Vp = V\If -5V (5.43)

Consideremos p
Vp =5 V) (5.44)

¥ d
V=5 (vY) (5.45)

Despejamos entonces J de la ecuacién obtenemos:

d d
Ty = W}( P ! N(fV\I/)) (5.46)
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Sustituyendo las ecuaciones y en la ecuacién anterior:
Jy=-r———f— (5.47)

Sustituimos la ecuacion anterior en [5.206l obtenemos:

dp df
N\ — 27
Qlle es la ecuacion de Gmd—Shafmnov, donde p es la presién del plasma y f la corriente

poloidal , la cual es posible ver como un problema de diferenciacién parcial:

0, sieQ,UQ,
AW = ¢ pordy, siFe Qn (5.49)
—MOTQ%, - j%;, si e,

Donde €2 son las regiones dentro del tokamak, como se ilustra en la siguiente imagen:

z —aris

N e,
D {2, and 12,

Figura 5.3: Seccién transversal de un tokamak, dividida en regiones. Tomada de [Ariola y
Pironti [1]]
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Con Q,, es laregién ocupada por el plasma, €2, es la estructura conductora, §}; coni = 1---N
las bobinas poloidales, €2, regién de aire, €, regién de vacio y €2, es la unién de Q. y ;.
Es importante notar que esta figura es en el caso del problema de equilibrio con frontera
libre.

Y las condiciones de frontera son:

(r,2)[r=0 =0 (5.50)
Tlg{)lo U(r,z) =0 (5.51)

La ecuacién de Grad- Shafranov es una ecuacion en derivadas parciales en coordenadas
cilindricas, no lineal, multivariable que describe el equilibrio del MHD ideal, fue desarro-
llada por H. Grad y H. Rubin Vitalii en 1958 y Dmitrievich Shafranov en 1966.

Existen diferentes métodos para encontrar soluciones aproximadas a ésta, uno de ellos es
por separacion de variables, volviendo al problema de equilibrio en un problema de con-
diciones de frontera de la ecuacién diferencial, donde lo principal es encontrar el valor de

los coeficientes numéricos que se generan debido a las constantes de integracion.
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Capitulo 6

Métodos de Solucion

La ecuacion de Grad- Shafranov presenta dificultades intrinsecas para encontrar una
solucién analitica, pues como se ilustra en las funciones de presién p y la de flujo f
son a su vez funciones de ¥, que es la incégnita de la ecuacion. Una ecuacién diferencial
eliptica, no lineal, bidimensional.

Generalmente se soluciona numéricamente, aunque es posible hacerlo analitico, con los
perfiles de Solov’ev, para el caso numérico hay varios procedimientos. En este capitulo se
revisard el método presentado por [Zheng et al., 1996] y [Cerfon and Freidberg,2010] y la

propuesta del método variacional descrita por [Haney, et al., 1995].

6.1. Meétodo de Solov’ev

Tomando la ecuacién [£.48 como:

0,10V 0% 5 dp df
() + o =— — — == 6.1
Tar(r or )+ 0%z Hor v fd\I/’ (6.1)
Esta puede ser resuelta si el lado derecho es lineal, lo cual es posible si:
) =av? + bW
p(¥) 6.2)

f2=av?+ Bu + fg,

Propuesta por Atanasiu [2] que considera que la presién y la corriente poloidal dependen
de W. Esto lleva a un procedimiento cuyas soluciones son 2 familias de funciones hiper-

geométricas convergentes que satisfacen la ecuacién homogénea, utilizando una frontera
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rectangular, su andlisis permite que By, la corriente I, ¢ y I(inductancia) sean dados de
forma independiente, es decir sean parametros libres.

Es posible simplificar este anélisis si tomamos los perfiles de Solov’ev, con p(¥) y f(¥) tal
que [6.1] se convierta en una ecuacion diferencial lineal no homogénea parcial, que es mas
sencilla de resolver.

Tomando la siguiente parametrizacion:

r=roX, z=rgY, ¥=WUyU. (6.3)

Nos queda entonces la ecuacién de Grad-Shafranov :

o 10V, 80 re odp r? . df
RO S N AL 8 01
0X "X 0X %Y U5 du Y5 4o
Notemos que ya la ecuacién anterior es adimensional. Elegimos que:
— b ﬁLB:C _ﬁfii:A (65)
09F aw N R T : '

Es importante ver que esta es la notacién de [Cerfon, [§]] (es la que seguiremos utilizando
en este capitulo), equivalente en [Zheng] a A1 = Ay —Ay =C y se cumple A+ C =1, en
ambos casos esto representan a dos constantes.

Las consideraciones de Zheng y Cerfon, s6lo permiten escribir el plasma con cuatro parame-
tros, la forma del perfil de corriente es esencialmente plano y quedan unicamente dos
pardmetros libres: la corriente del plasma y Bpor.

En este trabajo seguiremos la linea de Zheng y Cerfon, por lo que sustituimos en la ecua-
cién [6.5] en [6.4]

o 10V 9% )

Del lado derecho, debemos hacer notar, que por la ecuacion estos perfiles hacen

referencia a la densidad de corriente toroidal:
Jp=(1-A4)X*+A (6.7)
Ahora, la ecuacién [6.1] el lado izquierdo, tiene una solucién de tipo:

U=U,+ 0, (6.8)
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6.1. Método de Solov’ev

Donde ¥, es una solucién particular y ¥, es la solucién a la ecuacién homogénea. Para

la solucién particular [Zheng] (¥,) y [Cerfon] (¥.)proponen dos soluciones diferentes:
Uo=ALxd — Aay? o= X0y A(;X%nX - >§> (6.9)

Para el caso de la solucién de la ecuacion homogénea:

2
5;(;§£) O =0 (6.10)
La solucién la propone [Zheng] de la forma:
Uy = Y faX)Y" (6.11)
n=0,2
Que satisface:
Xég(()l(afg)(f)> =+ D)+ 2)fuso (6.12)

Dénde el lado derecho de la ecuacién anterior es una relacion de recurrencia que queda
truncada para 3 < n pues para tales términos f,(X) = 0.

Zheng generaliza la funcién ¥;, a una funcién generatriz donde se hace una distincién en
los coeficientes entre pares e impares, ya que es usual que al tener simetria ecuatorial se
consideran tnicamente los términos pares, ya que los impares estan asociados a un plasma

no simétrico ecuatorialmente.

k=n/2
Uy, = G(n, k, X)yn—2 (6.13)
n=02,... k=0
Ahora G debe cumplir que:
0 (10G(n,0,X)\
XaX<X8X>0 (6.14)
Y
9 (10G(n,k,X)
(== ) = (- 1(n — - 1
X@X (X 5x ) (n—2k+1(n—2k+2))G(n, k—1,X) (6.15)
Entonces la funcién generatriz tiene la siguiente forma:
G(n,k,X) = gn1Gl(n, k, X) + g,2G2(n, k, X) (6.16)
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CAPITULO 6. METODOS DE SOLUCION

Se propone que G1(n,0,X) = 1.

Escribimos pues, las G:

k
(n_n;k)!@kk!(k — 1)!)_1X2k X <2lnX + % - 22 ;) (6.17)

J=1

Gl(n,k >0,X) = (—1)k

Y

G2(n, k, X) = (—1)k n! '(2kk!(k+1)!)*lx%+2 (6.18)

(n — 2k)

Las constantes g,1 y gn2, estdn por determinarse con las condiciones a la frontera, es
usual definir la forma del plasma usando las funciones generadora. Entre més términos
sean necesarios, mas compleja es la forma de la columna de plasma; estas pueden ser
descritas como formas de D por su seccion transversal, que posean al menos un punto
cuyas caracteristicas se incorporen a las condiciones de frontera.

Estamos ya en posibilidades de escribir la funcién de flujo completa:

X4 1 X4
W(X,Y)SA(2XQIHX8> +61\I’1++C7\I’7 (619)
Donde ¥; es [§]:
U, =1,
U, = X2,
U3 =Y?2 - X%InX,
Uy = X4 -4X2Y2 (6.20)

Uy =2Y* — 9Y2X2 4+ 3X4nX — 12X2Y?2nX,
Vg = X212X4Y?2 +8X2Y*4,
U, =8Y0 — 140Y%X2 4+ 75Y2X* — 15X6InX + 180X*Y2IlnX — 120X2Y4InX

Ahora las constantes ¢; son valores a determinar a partir de las condiciones de fronte-
ra. Dependiendo de las simetrias a la frontera se necesitan mas o menos términos, en
algunos textos [Zheng [35]] paran en el cuarto término y otros [Cerfon [8]] en el séptimo,
que es el que seguiremos. En este momento, tenemos simetria ecuatorial, ilustrado en la
figura lo que permite especificar las condiciones tinicamente en tres puntos: los ex-
tremos ecuatoriales (interno y externo) y el punto mds alto. Cada uno de estos puntos
contiene 3 condiciones de frontera, aunque gracias a la simetria 2 no son relevantes, por

lo que tenemos entonces manera de encontrar las 7 constantes buscadas.
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6.1. Método de Solov’ev

Punto mas alto

Ecuatorial
Externo

] Ecuatorial
Interno

Figura 6.1: Frontera de un plasma axisimétrico. Tomada de [Cerfon [§]]

Por su geometria, las ecuaciones paramétricas son:

X =1+ ecos(T + asent) (6.21)

Y = eksen(r)

Dénde, 0 < 7 < 27 el dngulo respecto al eje X, € = a/ Ry llamado aspecto de radio inverso,
K= 3, la elongacion, con a es el radio menor y b es la altura del plasma tomada desde el
plano ecuatorial y sena = d que es la triangularidad.

Podemos ver que esta parametrizacion es en particular la de un circulo en el caso de kK = 1
ya=0.Sk#1y a=0 se transforma al circulo en una elipse, que dependiendo del
signo de k serd vertical para x > 1y horizontal para. x < 1, por lo que es intuitivo ver que
la triangularidad (y de ello su nombre) es un pardmetro que en el lado ecuatorial externo

jala a la elipse.
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La frontera delimita el espacio donde esta confinado el plasma, por lo que ¥ a lo largo
de la frontera es cero, es decir,

Psi debe ser nula en tres puntos:

Ecuatorial externo:

U(1l+¢60)=0 (6.22)
Ecuatiorial interno:
U(1l-¢,0)=0 (6.23)
El punto méaximo:
V(1 —de,ke) =0 (6.24)

Y el punto critico del punto mas alto de la frontera:

ov

87X(1 — 557 H&') =0 (625)

Ahora, al hacer las segundas derivadas, escribimos la curvatura de cada punto: Ecuatorial

externo: )
0°v oy
W(l‘f‘E,O)—FNl%(l—f—E,O)—O (626)
Ecuatorial interno: )
0°v ov
Punto mas alto: X
o0°v ow
e (1 — de, ke) + Nga—y(l —de,ke) =0 (6.28)

Los coeficientes. IV; puedes ser calculados de la parametrizaciéon como sigue:

_ | dx (+o)?
M= | gy — T T er
L 47=0
_ | X _ (1-a)?
N2 T | dY? - ek (629)
dr=r
_ | d*x _ kK
N3 = dY? — ecos?(a)
Jdr=n/2

Lo cual nos deja con un sistema lineal no homogéneo para c;, en funciéon de la geometria
de la frontera, este sistema tiene solucién para valores dados de A, donde esta constante
es capaz de modificar en gran manera a la forma de V.

Hay pardmetros mérito que se deben discutir, ya que describen propiedades bésicas del
equilibrio del MHD con los perfiles de Solov’ev. Para ello es importante recalcar que By es
el campo magnético en r = rg y I, es la corriente del plasma. Calcularemos primeramente

el By promedio en la superficie del plasma utilizando una trayectoria cerrada a lo largo de
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6.1. Método de Solov’ev

la misma: 35’
- Bodly
By = 6.30
T fdl (6.30)
Notemos que el numerador es equivalente a:
%B@dla = %M0J¢d5¢ = polp (6.31)
El denominador lo escribimos de la siguiente manera:
fdlg = Tocp, Cp = % fdle (6.32)

Recalcando que I, esta bien definido cuando se decide el perfil A, entonces ¥y es un
parametro fijo.

Los pardmetros de mérito son:

200 <
—H=p> (6.33)
Bg + By
Beta toroidal
2pp < p >
B=—5s— (6.34)
B§
Beta Poloidal:
2up < p >
B=——— (6.35)
By’
Factor de seguridad:
EBO
=1 6.36
= (6.36)
Donde < p > es
A7
<poo L (6.37)

[dr

Lo que nos interesa es obtener los términos meritorios en términos de A, ¥, ¢, Kk y 6.

integrando [6.5] y tomando en cuenta que ¥ = 0 en la superficie del plasma, obtenemos:

_\pg
z.y) = A-1)T 6.38
p(r.y) uoré( ) (6.38)
Y 2
203 AV
F?=C' - 7?2 (6.39)
0

Donde C’ es una constante de integracion, la cual si consideramos el punto X,Y = (1,0)
es equivalente a (BQT())Q, tomando en cuenta que F 2 = 7“2335, encontramos que el campo

toroidal es:
2\11(2)A\Il

4
To

2
/rO
B} = -2(Bj -

) (6.40)

<
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Definimos el factor de seguridad como sigue:

1:_< Yo )1/d$dy[A+(1—A)x2] (6.41)

q aroBy ) Cp x

En el caso del promedio de la presién y la corriente del plasma, es posible escribirlos en

términos de A:

Api (1—A) [Vadxdy
[ xdxdy

I, = —% (/(1 — A)zdxdy + / Adxdy) (6.43)
HoTo x

Con lo cual ya podemos escribir Sy:

(6.42)

C? Wrdxd
By =2(1 - A)=2 [Yodedy (6.44)
dxdy
(f EHA+ (1 - A)X2]>
Donde:
1 o
V= 38 /dr = /xdxdy (6.45)
Que es el volumen normalizado del plasma. Con este pardmetro meritorio podemos escribir
los demas: )
)
By = —5 (6.46)
q
Y 2
)
== 6.47
=0 (6.47)

Lo cual completa nuestro andlisis y lo hace apto para ser aplicado a la configuracién

magnética de interés.

6.2. SolucionVariacional

En esta seccién seguiremos una forma de resolver el problema numéricamente. Cabe
recalcar que, la ecuacién de Grad-Shafranov en general se resuelve de manera numérica,
existen varias formas de encontrarla, es posible hacerlo utilizando una malla del plasma
que se quiere modelar como lo propuso Jardin [I8]. Aunque a manera de ejemplo usaremos
el célculo de [Haney, et al., 1995][12], donde primeramente normaliza la ecuacién de Grad

Shafranov definiendo:
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U =T, (6.48)

Dénde ¥ es una nueva variable de flujo poloidal normalizada i.e. U =0enel eje magnéti-
coy U =1enla superficie del plasma, ¥, es el valor del ¥ en la frontera del plasma:
v, = 2710,,.

Las escalas también son normalizadas: R = Ry +x y Z = Zy + y aqui (usando la
notacién de Haney) Ry es el radio mayor Zy es la elevacién del plasma y a es el ra-
dio menor; andlogamente se consideran las versiones normalizadas de: p(¥) = poh(T),
F2(¥) = R2B2(1 + kok(V)) donde py es la presion en el eje, By el campo toroidal en
r = Ry y ko es un pardmetro que representa el paramagnétismo (ko > 0) o el diamagne-
tismo (ko < 0) en el eje magnético. Las funciones h y k contienen la informacién del perfil
y estan a su vez, normalizadas: h(0) = k(0) =1 — U.

Con lo anterior, es posible reescribir [5.48| como:

L () (gl By 010

rar\"dr R qU ' 13 Rod¥
Con:
k) 2(12 2 2 2 T
CO — 0B2[1I,g R[)7 50 = %’ lO = ;:40]‘11%0 (650)

Las cantidades Ry, a, By, I y S [12] son ya conocidas, el pardmetro [y es una medida
de la inductancia normalizada interna por unidad de longitud y By es la razén entre la
presion del plasma y la presién magnética.

Se debe de cumplir también la ecuacién:

d d
/MOJ¢dA: /—Wﬂﬁ - %dA (6.51)

El pardmetro Cy es determinado por las condiciones de normalizacién en ¥. Haciendo
las consideraciones necesarias, hechas en detalle por [Haney, et al., 1995] y resolviendo la

ecuacion diferencial obtenemos que:

~ Bo\ 72
U =C1+Colnr + [ Cy+ 17 ? (652)
0

Aplicando las condiciones siguientes condiciones para el flujo poloidal \TI(O) =0, \Tl(l) =1

y la condicién de la ecuacion [6.51] nos deja con:

lo=1, Co=2-p (6.53)
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Una vez asumido que Iy y Cy son conocidas es posible encontrar la Lagrangiana:

Ro[(0U\* [0w\? Bo R
L= — || = — C k+——h dzd 6.54
J{R1GE) + (G ]} -a(afes B jaar s
Que es equivalente a la ecuacién si la integral varia con respecto a \TJ, manteniendo
Bo, Co v lp fijas. La ecuacion anterior debe a su vez cumplir con la constriccién dada
para lg y la relacién Cy = Cy(5o,lp). Si una T exacta es conocida, cualquier momento
que se elija produciria la misma Cjy. Es importante elegir algtin momento relevante para

estimar esta constante.

Se utilizara una forma de conservacién de energia en magnetostética:

Z v = 7//? Jdv 6.55
/QMO (6.35)

Donde A es el vector potencial que cumple B(A x 7) = 0, la cual junto con la ecuacién
serdn nuestras constricciones, las cuales permitirdn calcular Cy y lo.

Dada la simetria cilindrica, es conveniente escribir [6.54] en coordenadas cilindricas:
Ry [[0z\* [oy\?][d¥\? Bo R
L= — | = —= — | =41 C —k - Jdpdf 6.56
/{Rﬂ[(ae) +<ae dp oR R E R I dedd (6:36)

Donde J es el Jacobiano de la transformacién (J = d(z,y/9(p, 8)), escrita de esta manera,

= \f'(p) De forma andloga se calculan las relaciones entre Cy y lo:

1
7+coso+f; Up=0 (6.57)
0
) 05+50 __i/ﬁ 0a\* (N (N (6.58)
191 i | &z |\ o8 90 dap ) ‘
Donde:
1 Ry dk
== (=50 rad6 .
s 2/( RS g (6.59)
Y 1 R dh
Uy == [(1 =022 1apde 6.60
2/( y Ry qw (6.60)

Consideremos unas funciones de prueba para la superficie de flujo, para ello veamos la

siguiente parametrizaciéon:
X(p,0) = S(p) + M(p,0) + Xr(p,0), Y(p,0) =K(p,0)+ Xz(p,0) (6.61)

Por simplicidad tomamos un plasma simétrico ecuatorial, las funciones S, M, K, Xr, Xz
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determinaran la forma del plasma, estan descritas de la siguiente manera:
S(p) describe el desplazamiento hacia fuera de la superficie de flujo (identacién)debida a

la toroidicidad:

S(p) = o(1—p®) (6.62)

Donde o es un pardmetro variacional, y S cumple que S(0) = 0.
M (p) tiene la informacién del radio, la triangularidad y la separacién de las superficies de
flujo:

M(p,0) = pcos (0 4+ D(p) sinf) — v,p° sin 6° (6.63)

Donde:
D(p) = pln + (1 —n)p*|sin™ "1, (6.64)

Y 7 es el pardmetro variacional, 7, es relativo a la identacion, 7, esta relacionado a la
triangularidad del plasma: 0, = 174 + Va4, cabe resaltar que 7, y 7, son conocidas.

K(p,0) es la funcién ligada a la elongacién de la superficie de flujo:
K(p,0) = plio + (K — r0)p"] sin(0) (6.65)

El parametro variacional es kg y K, es la elongacién ya conocida de la superficie.

Las funciones X y X, estdn para describir una posible separatriz, por lo que deben de
cumplir con ciertas constricciones: producir una estructura X-point en p =1y 0 = +7/2
en configuraciones con divertor, se deben fijar 4 dngulos al rededor del X-point en 7/2 y
finalmente B, y Bgr deben ser cero en el X-point. En el caso de tener una sola separatriz

simple obtenemos:

N

Xr(p,0) = CrX(p,0)p*[§ + (1 — €)p?] sind

\ , (6.66)
Donde:
Cr=@2-22) Mt Cp=—(2—22)% ooty (6.67)

X(p,0) = (\/l—i—a— V1—a)psind + V1 —apsin — \/1—|—apsin9> (6.68)

¢y € son los parametros variacionales, m es el valor absoluto de la pendiente de la tangente
de la parte interna del X-point Y fija la orientacién de X-point y es determinada por el
punto de desvio del divertor, « controla la proximidad del X-point con la superficie del
plasma. Xg y Xz son cero si & = 0 (condicién de un plasma limitado), si « = 1 el X-point

aparece en la superficie del plasma. Se toma que « y m son conocidos.
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Una forma més general (aunque para efectos de este ejemplo nos quedaremos con el casi
simétrico) es considerar sistemas no simétricos respecto al ecuador, para lo cual sélo es

necesario hacer adecuaciones a las funciones ya antes mencionadas:

Su+8  0u—9
5a(0) = ; L2 2e) (6.69)
Definimos entonces:
2exp[— (0 —Z)NV] -1 si <3
o)~ { o0 : (670
2expl——x(0 —5)"] -1 si 02

N es un numero par grande, al no tener la simetria entonces se produciran dos triangula-
ridades: d,, una superior y §; una inferior que tendran una transicién suave.

Usemos una funcién prueba simple:

U(p) =vp® + (1 —v)p* (6.71)

v es el pardmetro variacional. De acuerdo a lo anterior, las cantidades que son conocidas
son:

R07 ZOa a7I7B0a 60.770.’ Iﬂ?a,O{7m,ﬂO, f(\AI})v h’(\i}) (672)

Por lo que sélo nos resta encontrar a:

Uan7K07£aC7V (673)

Estas extremizan la Lagrangiana, junto con Cp y Iy que satisfacen y

Existen dos aproximaciones: La busqueda numérica para todos los pardmetros[6.73| sujetos
a las constricciones de corriente y energia. Calculando las derivadas parciales de L respecto
a los pardametros variacionales, que se reduce a un problema convencional de constricciones.
La otra opcién es calcular explicitamente las derivadas parciales de respecto a [6.79]
que combinado con las constricciones de corriente y energia conlleva a un set de ecuaciones
no lineales que se resuelve por métodos numéricos estandar.

Sea la variacién del Lagrangiano de la forma:

5L = —2 / L3V dpdd (6.74)
Donde
9 [Ro[[08x\® [(9y\’]d¥\ O [Ro (dzxdx dydy)d¥ Ry dk By R dh
Lrap{m{(ae) +(ae o {00 |RI\0 0, 9000 ) ap |7\ R 43 B Roaw
(6.75)
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Aqui Lg es la ecuacién de Grad-Shafranov en coordenadas de flujo y SV esta relacionado

a los parametros variacionales:

oV oV dr OV dy
6‘1’8V+5V+Z(0xa)\i+8y@)\i)5/\l (6.76)

%

A representa a cualquiera de los pardmetros [6.73] como estos pardmetros son independien-
tes los unos de los otros dv y d\; son independientes cada una de sus parciales individuales
‘;—f y g—)\Li deben desaparecer separadamente. En este ejemplo, el equilibrio se mantiene gra-
cias a las bobinas externas. Dentro del plasma sigue el problema de resolver la ecuacién
de Gras-Shafranov. En la region circundante de vacio, es posible usar el teorema de Green
en su forma vectorial para determinar el campo magnético producido por el plasma y las
bobinas. Como el plasma es un conductor perfecto, la normal del campo del plasma debe
ser cero en la superficie del mismo

El plasma estard en equilibrio si y s6lo si no hay cambios bruscos en el campo tangencial
a través de la superficie. Esto es posible si se perturba la superficie, es decir al modificar
los pardmetros [6.72]

Como solo hay seis pardmetros de forma, no se puede hacer que el salto en el campo
magnético tangencial desaparezca, excepto si lo tomamos con el andlisis de los minimos
cuadrados, usando este andlisis en las ecuaciones no lineales, éstas podrian resolverse si-

multdneamente con los que producen los pardmetros variacionales.
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Capitulo 7

Conclusiones

Partiendo del problema de la barrera de potencial, en este trabajo se hizo el calculo
del entunelamiento cudntico para pasar la barrera de Coulomb y comprobar la viabilidad
de la fusion nuclear.

Se establecieron las condiciones necesarias para la produccién de energia, de manera ren-
table energéticamente a un caso ya conocido, el de D-T. Para medir la energia ganada con
la reaccién, considerando pérdidas por radiacion de Bremsstrahlung, se defini6 la ganancia
Q. También se encontro el tiempo de confinamiento, que es el tiempo que tarda en escapar
la energia del plasma. Usamos el criterio de Lawson, que es el limite minimo de densidad,
tiempo de confinamiento y temperatura para lograr el equilibrio @ = 1 (las ganancias de

energia igualan a las pérdidas) y la posible ignicién

Posteriormente calculamos el movimiento de particulas cargadas en campos magnéticos y
eléctricos uniformes y no uniformes como primera aproximacién al confinamiento. Se tomo
el confinamiento por espejos magnéticos, de ese andlisis concluimos que es necesario un
sistema cerrado, es decir, tener lineas de campo cerradas Bg. Ademas, se encontré que es
insuficiente el campo toroidal, por lo que se debe de anexar un campo poloidal By, que
mejora considerablemente el confinamiento. Estas descripciones se heredan a la descrip-
cién de fluido.

El plasma es un gas cuasi neutro de particulas cargadas y neutras, que experimenta un
comportamiento colectivo. Se entiende por comportamiento colectivo a que, podemos tomar
dos regiones de un plasma y estas interaccionan eléctrica o magnéticamente sin importar
su distancia. Se revisé la forma méas simple con la aproximacién magnetohidrodinamica
ideal, la cual considera bajas frecuencias, donde predomina la dindmica de los iones, se

toma como cuasineutro localmente y no repara en las contribuciones de las colisiones de
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las particulas. Junto a las ecuaciones de Maxwell permiten describir ciertos aspectos del
estado de equilibrio del plasma.

Se exploraron algunos tipos de confinamiento donde se hace hincapié en los sistemas to-
roidales, se hizo distincién entre el RFP (Reversal Field Pinch) y Tokamak, que heredan
del andlisis de particulas independientes la necesidad de. By y By . En seguida, pensando
en sistemas toroidales axisimétricos, se transformaron los perfiles del plasma, para hacerlo
més general, encontrando una ecuacién de equilibrio en su forma diferencial, la ecuacién
de Grad-Shafranov. Finalmente se mostraron ejemplos sobre las posibles soluciones a la
ecuacién, una en forma analitica, usando el andlisis de [Cerfon and Freidberg [§]] y [Zheng
et. al. [35]] y otra de forma variacional adaptada a un problema numérico tomada de [Ha-
ney, et al. [12]], ésta dltima es la mds general pues la ecuacién de Grad-Shafranov es una
ecuacién diferencial eliptica, no lineal, bidimensional. En ambos casos sélo se consideré el
caso de frontera fija.

El objetivo de este trabajo fue llegar a la ecuacién de equilibrio iniciando desde los con-
ceptos basicos de la cudntica, en el andlisis de las barreras y el electromagnetismo con
las propiedades de particulas en campos, para construir las bases de la teoria del confi-
namiento en un plasma congelado y llegar a las ecuaciones de equilibrio con propuestas
de solucién. Estas propuestas tal como se presentaron tienen problemas considerables, los
andlisis de Cerfon y Zheng, por su simplicidad son ttiles para la verificacion de cédigos
numéricos, pero por si mismos son insuficientes para predecir resultados experimentales,
una mejora fue la hecha por Atanasiu [2] con perfiles de presién y flujo de segundo orden,
pero la solucién que arroja se vuelve extremadamente complicada analitica y computacio-
nalmente.

Una linea de investigacién a seguir es comparar sus resultados, haciendo un cédigo en el
que se puedan ver los alcances del perfil de Solov’ev utilizado y analizar qué tan diferen-
te es con respecto a la literatura. También es posible encontrar criterios para la eleccién
de pardmetros tales como A. Determinar la estabilidad de el equilibrio de estos perfiles
perfiles. Y analizar perfiles mas complejos que permitan acercarse mas a lo encontrado
experimentalmente.

Es importante recalcar que al tomar como bases la MHD ideal se excluyeron los los casos
dindmicos (tomando dos plasmas con las caracteristicas individuales de iones y electro-
nes), no se considero la viscosidad, se tomé al plasma como un conductor perfecto con
frecuencias bajas, en consecuencia se descartaron los fenémenos de escalas de tiempo cor-
tas (frecuencias altas) asociadas a algunas propiedades ondulatorias y turbulencia, ésta
dltima también puede encontrarse en el marco de la MHD en el caso en que se pierde la
axisimetria.

En la misma ténica, el equilibrio también puede ser analizado de forma maés completa
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agregando casos, como el de frontera libre, pérdida de axisimetria (caso del Stellerator),
entre otras. Ademds se han encontrado inestabilidades que van mads alld del modelo antes
presentado, donde se debe de considerar la resistividad del plasma, y otras inestabilidades
como islas magnéticas (por reconexién o por pérdida de axisimetria), que son frecuentes

en los experimentos.
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Apéndice A
Integral

Tomando la integral que qued6 pendiente en el capitulo 2:

[

Haciendo la siguiente sustitucion u

S
I
-5

du =

3

Sustituyendo en obtenemos:
1
2 / V1—u2du

a

Es necesario hacer otra sustitucién, ahora:
u = cos(s)du = —sen(s)ds
Donde s = cos~!(u), volvemos a escribir la integral
- 2/ V1 —cos?(s)sen(s)ds = 2/56n2(5)d5

Haciendo un poco de algebra llegamos a:

/sen(?s) + / lds = COS;ZD) + 5 = s+ sen(s)cos(s)
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Sustituimos s = cos~*(u) y sabiendo que sen(cos™1(u)) = v/1 — u? escribimos:
cos™H(u) + V1 —u2 xu (A.8)
Sustituyendo v finalmente obtenemos:

cos ™ (v/(a)) — Va(1 — a) (A.9)
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Decaimiento Alfa

Calculo de la probabilidad del decaimiento alfa mediante el factor de Gamow para el

potencial adecuado. La probabilidad esta dada por:
Hexp(—QG) (B.1)

Donde G es el factor de Gamow, que es el que calcularemos para este decaimiento, donde

G= / V)~ By, (B.2)

Donde R es el radio del niicleo de masa Z1, R’ es el radio para el cual las particulas o ya

G se define por:

son capaces de escapar del nicleo, m es la masa, Ej es la energia usada en el decaimiento

y el potencial para este caso esta dado por:

z — 62
vy 2z=2e B (B.3)

dmegr T

La particula « escapa cuando » = R’ por lo tanto:
/ / B
V(R)=Ey, R = - (B.4)

Lo que nos permite reescribir al factor de Gamow como sigue:

R/
h—m%/ 1/——EO dr (B.5)
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Sabiendo que Ey = —, reescribimos la integral de la siguiente manera:
om., [ [B B
Que es equivalente a:
omB., [F 11
G= 2 -— = d B.7
( h2 ) /]; r R/ T ( )
Hacemos la siguiente sustitucién: r = R'cos?(6) , donde B’ = (2’;33 )z y tenemos:
— —  R'cosfsenfdf (B.8)

R 00329 R’

Haciendo el dlgebra correspondiente obtenemos:
/(—R/ + R'cosh)?2senfdf = —2 / VR'sen?0df = vV R (sen260 — 0) (B.9)

Usando que 6 = /% — senfl = (1 — —) y sen26 = 2senfcosf, sustituyendo en - y

haciendo la evaluacion respectiva:

VE(cos ()~ 201 — ) (o))? (B.10)

G = (?)ém(ws—l(;/))% —2K1— 5,) <§,)Dé (B.11)

Hcos 1 ()3 — 211 — Zy(Eyps
)2 l(cos™ (57))? = 2[(1 = ) ()2 (B.12)

En la practica R < R’ por lo que el término entre corchetes es aproximadamente 7, asi
que tenemos:

¢ =AM (B.13)

Lo que significa que la probabilidad de transmisién es de:

PzHemp( ?m % 1) (B.14)
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