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INTRODUCCIÓN

El campo de los númerosp−ádicos, dondep es un número primo fijo, extiende la arit-
mética de los números racionales de una manera diferente a como lo hacen los números
reales y los números complejos. Esta extensión se obtiene deuna interpretación dife-
rente del concepto de valor absoluto. De manera intuitiva, dos números enteros están
p−ádicamente cerca si su diferencia es divisible por una potencia alta dep, cuánto más
grande es la potencia más cerca están los números.
Kurt Hensel descubrió los númerosp−ádicos alrededor de finales del siglo diecinueve,
estos números han aparecido en diferentes áreas de la matemática como son: teoría de
números, geometría algebraica, topología algebraica, análisis, etc. Recientemente han
surgido modelos nuevos de sistemas físicos usando númerosp−ádicos. Ver por ejem-
plo [5],[4],[22] y [23].
Las funciones zeta locales son funciones relativamente nuevas en matemáticas, en su
estudio se mezclan ideas de varias teorías matemáticas, como son la geometría alge-
braica, la teoría de los números, la teoría de las singularidades y la lógica. Además,
existe una gran cantidad de conjeturas que relacionan propiedades de las funciones
zeta locales con conceptos y objetos de estas teorías.
Las funciones zeta locales se definen mediante integrales asociadas a polinomios con
coeficientes en cuerpos locales no arquimedianos. Estos cuerpos son de dos tipos:

• cuerposp−ádicosK/Qp, dondeQp es el cuerpo de los númerosp−ádicos yK
es una extensión finitaQp; y

• cuerposK/k((T )), dondek((T )) es el cuerpo de las series meromorfas formales
sobre un cuerpo finitok y K es una extensión finita dek((T )).

Estas funciones zeta fueron introducidas por André Weil en los años cincuen-
ta, sus propiedades básicas fueron estudiadas sistemáticamente por Jun-Ichi Igusa en
los años setenta. Desde entonces, especialmente durante los últimos25 años se han
obtenido resultados importantes.
Sobre el tema se puede consultar [15] y [13], que son los libros escritos por Igusa.
Seag(x) ∈ Qp[x1, ..., xn] un polinomio no constante, la potenciap−ádica compleja
|g|sK asociada ag (también llamada la función zeta local de Igusa deg) es la distribución

(|g|sK,Φ) =
∫

Qn
p \g

−1(0)

Φ(x)|g(x)|sp|dx|, Re(s) > 0,

donde|dx| denota una medida de Haar deQn
p normalizada por la condiciónV ol(Zn

p ) =
1, y Φ : Qp → C es una función localmente constante y de soporte compacto.
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El teorema básico, debido a Igusa, de la teoría de funciones zeta locales afirma la exis-
tencia de un conjunto finito de números racionales positivos{ vi

Ni
: i ∈ T} tal que

Πi∈T (1− p−Nis−vi )〈|g|sp,Φ〉
es una función polinomial dep−s para cualquierΦ ∈ S(Qn

p ).
La conexión entre las funciones zeta locales y la teoría de los números es la siguiente.
Supongamos queg(x) ∈ Z[x1, ..., xn] (o más generalmente enZp[x1, ..., xn]), defini-
mos

Nm = #{x ∈ (Zp/pZp)
n : g(x) ≡ 0mod pm}, m ≥ 1.

Un problema básico en teoría de los números es el estudio del comportamiento de los
númerosNm cuandom tiende a infinito. Para estudiar este problema se introduce la
siguiente serie de Poincaré:

P (t, g) := P (t) =

∞∑

m=0

Nmp
−nmtm,

conN0 = 1.
Una conjetura de Borevich-Shafarevich propuesta en los años sesenta afirma queP (t)
es una función racional det. Definamos ahora

Z(s, g) = Z(s) =

∫

Qn
p \g

−1(0)

Φ(x)|g(x)|sp|dx|,

dondeRe(s) > 0. Entonces, se puede probar que

P (t) =
1− tZ(s)

1− t
, t = p−s.

Por el resultado de Igusa antes mencionadoZ(s) es una función racional dep−s, luego
P (t) es una función racional.

Vale la pena mencionar que la racionalidad de las funciones zeta locales de Igusa sobre
campos de caracteristica positiva es un problema abierto.
Esta tesis está dedicada al estudio de los aspectos básicos de las funciones zeta locales
de Igusa sobreQp vía la fórmula de la fase estacionaria introducida por Igusaen [14].
El punto central de la tesis es el estudio de las funciones zeta locales asociadas a po-
linomios semicuasihomogéneos, estos resultados fueron probados por Zuñiga-Galindo
en [24].
La tesis está organizada de la siguiente forma. En el capítulo 1 se revisan los aspectos
básicos del análisisp−ádico. Este capítulo está basado en las referencias [18],[16] y
[23]. En el capítulo 2 se introducen las funciones zeta locales de Igusa y la fórmula de
la fase estacionaria. Usando la fórmula de la fase estacionaria se calculan las funciones
zeta locales asociadas a varios polinomios. Esta capítulo está basado en las referencias
[27],[14],[15] y [1]. En el capítulo 3 se estudian las funciones zeta locales asociadas a



polinomios semicuasihomogéneos usando la fórmula de la fase estacionaria y algunas
ideas sobre lap−desingularización de Nerón. Este capítulo está basado en lareferencia
[24].
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I. ASPECTOS BÁSICOS DEL ANÁLISIS P -ÁDICO

En este capítulo se presentan los fundamentos del análisisp-ádico necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

I.1. Valores absolutos sobre campos
Aquí se presentan algunos hechos básicos de los valores absolutos sobre cam-

pos, para más detalles se puede consultar [16], [18].

I.1.1 Definiciones básicas

Definición 1.1 Seak un campo yR+ = {x ∈ R : x ≥ 0} el conjunto de los números
reales no negativos. Unvalor absolutosobrek es una función

| · | : k −→ R+

que satisface las siguientes condiciones:

i) |x| = 0 si y sólo six = 0.

ii) |xy| = |x||y| para todox, y ∈ k.

iii) |x+ y| ≤ |x|+ |y| para todox, y ∈ k.

Definición 1.2 Un valor abosluto sobre un campok es llamadono arquimedianosi
satisface además

|x+ y| ≤ máx{|x|, |y|}

para todox, y ∈ k. En otro caso se dice que el valor absoluto esarquimediano.

Observación La condición|x + y| ≤ máx {|x|, |y|} implica la condicióniii) de la
definición de valor absoluto porque máx{|x|, |y|} ≤ |x|+ |y|.

Ejemplo 1.1 Seak = Q, se define un valor absoluto sobrek como:

|x| =
{

x si x ≥ 0.
−x si x < 0.

Este valor absoluto se conoce comovalor absoluto usual, en esta tesis se denotará por
| · |∞ y es arquimediano, pues six = y = 1 se tiene

|x+ y| = 2 > máx{|x|, |y|} = 1.
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Ejemplo 1.2 Seak un campo, se define un valor absoluto sobrek como:

|x| =
{

0 si x = 0.
1 si x 6= 0.

Este valor absoluto se conoce comovalor absoluto trivial.

Proposición 1.1 Sik es un campo de orden finito entonces el único valor absoluto que
se puede definir sobrek es el trivial.

Demostración Sea| · | : k −→ R+ un valor absoluto sobrek. Para0 se tiene que
|0| = 0 por la definición de valor absoluto.
Si x ∈ k es tal quex 6= 0 entoncesxn = x, donden ∈ N es el orden dek. Luego,

|xn| = |x| =⇒ |x|n = |x| =⇒ |x|n−1 = 1 =⇒ |x| = 1.

Así, | · | es el valor absoluto trivial.
�

Definición 1.3 Seap ∈ Z un número primo fijo. Lavaluaciónp−ádicasobreZ es la
función

vp : Z− {0} −→ R

definida como sigue: Para cada enteron ∈ Z,n 6= 0, seavp(n) el único entero no
negativo que satisface

n = pvp(n)n′, donde p ∤ n′.

El dominio de la funciónvp(n) se extiende al campo de los números racionales de la
siguiente manera: six = a

b
∈ Q− {0} entonces

vp(x) = vp(a)− vp(b),

con la convención de quevp(0) = +∞.

Observación El teorema fundamental de la Aritmética garantiza la existencia y unici-
dad de la funciónvp(n), ∀n ∈ Z, en la definición anterior.

Observación La valuaciónp−ádica de cualquierx ∈ Q−{0} está determinada por la
fórmula

x = pvp(x)
a

b
donde a, b ∈ Z y p ∤ ab.

Lema 1.1 Sim,n ∈ Z entoncesvp(mn) = vp(m) + vp(n).
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Demostración Seanm,n ∈ Z, se tiene

n = pvp(n)n′ donde p ∤ n′.

y
m = pvp(m)m′ donde p ∤ m′.

Luego,
mn = pvp(m)m′pvp(n)n′ donde p ∤ m′n′.

Así,
mn = pvp(m)+vp(n)m′n′ donde p ∤ m′n′.

Por tanto,vp(mn) = vp(m) + vp(n).
�

Proposición 1.2 La valuaciónp−ádica cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualquierx ∈ Q, el valor devp(x) no depende de su representación como
cociente de dos enteros.

2. vp(xy) = vp(x) + vp(y), para todox, y ∈ Q.

3. vp(x+ y) ≥ mín{vp(x), vp(y)}, para todox, y ∈ Q.

Con la convención de quex < +∞ para todox ∈ R y x+∞ = +∞.

Demostración 1. Seax ∈ Q tal quex = a
b
= c

d
cona, b, c, d ∈ Z. Se tiene que

ad = bc
=⇒ vp(ad) = vp(bc)
=⇒ vp(a) + vp(d) = vp(b) + vp(c)
=⇒ vp(a)− vp(b) = vp(c)− vp(d)
=⇒ vp(

a
b
) = vp

(
c
d

)
.

Así, el valor devp(x) no depende de su representación como cociente de dos
enteros.

2. Para el caso en el quex = 0 o y = 0 la condición se cumple claramente. Sean
x, y 6= 0 y ademásx = a

b
y y = c

d
, se tiene

vp(x) + vp(y) = vp(a)− vp(b) + vp(c)− vp(d)

= vp(a) + vp(c)− (vp(b) + vp(d))

= vp(ac)− vp(bd)

= vp

(ac
bd

)

= vp(xy).

3



3. Para el caso en el quex = 0 o y = 0, las condición se cumple claramente. Sean
x, y 6= 0 y ademásx = a

b
y y = c

d
, por la observación anterior

x+ y = pvp(x)
a′

b′
+ pvp(y)

c′

d′

= pt
(
pvp(x)−ta

′

b′
+ pvp(y)−t c

′

d′

)

dondet =mín{vp(x), vp(y)}. La última igualdad implica que

vp(x+ y) ≥ mín{vp(x), vp(y)}.

�

Definición 1.4 Para cualquierx ∈ Q, se define elvalor absoluto p-ádicodex como

|x|p =
{
p−vp(x) si x 6= 0,
0 si x = 0.

Proposición 1.3 La función| · |p definida anteriormente es un valor absoluto no arqui-
mediano sobreQ.

Demostración 1. Por definición|x|p = 0 si y sólo six = 0.

2. Seanx, y ∈ Q, si alguno de ellos es cero entonces|xy|p = 0 = |x|p|y|p.
Parax, y 6= 0 se tiene

|xy|p = p−vp(xy) = p−vp(x)−vp(y) = p−vp(x)p−vp(y) = |x|p|y|p.

3. Seanx, y ∈ Q, si alguno de ellos es cero entonces|x+ y|p =máx{|x|p, |y|p}.

Parax, y 6= 0, seak :=máx{−vp(x),−vp(y)}, luegok = −mín{vp(x), vp(y)}.

Por la proposición anterior

vp(x+ y) ≥ −k
=⇒ k ≥ −vp(x+ y)
=⇒ pk ≥ p−vp(x+y).

Así, máx{|x|p, |y|p} ≥ |x+ y|p.
�
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I.1.2 Propiedades

Algunas propiedades de los valores absolutos se enuncian enla siguiente proposición.

Proposición 1.4 ( Proposition 1.6, [16] )Seak un campo y|·| un valor absoluto sobre
k, para todox, y ∈ k se cumple:

1. |1| = | − 1| = 1,

2. |x| = | − x|,

3. ||x| − |y||R ≤ |x± y|,

4. |x− y| ≤ |x|+ |y|,

5. |x
y
| = |x|

|y|
dondey 6= 0.

| · |R denota el valor absoluto usual definido enR.

Demostración 1.
|1| = |(1)(1)| = |1||1| =⇒ |1| = 1.

Por otro lado,

1 = |1| = |(−1)(−1)| = | − 1|| − 1| = | − 1|2 =⇒ | − 1| = 1.

2. | − x| = |(−1)x| = | − 1||x| = |x|.

3. Se tiene

|y| = |y + (x− x)| = |(y + x) + (−x)| ≤ |y + x|+ | − x| = |y + x|+ |x|

⇒ −|y + x| ≤ |x| − |y|. (1)

Por otro lado,

|x| = |x+ (y − y)| = |(x+ y) + (−y)| ≤ |x+ y|+ | − y| = |x+ y|+ |y|

⇒ |x| − |y| ≤ |x+ y|. (2)

De (1) y (2) se obtiene

−|y + x| ≤ |x| − |y| ≤ |x+ y| =⇒ ||x| − |y||R ≤ ||x+ y||R = |x+ y|.

De la desigualdad anterior se sigue que

||x| − | − y||R ≤ |x+ (−y)| =⇒ ||x| − |y||R ≤ |x− y|.

5



4. |x− y| ≤ |x|+ | − y| = |x|+ |y|.

5.

|x| =
∣∣∣∣
y

y
(x)

∣∣∣∣ = |y|
∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣ =⇒
|x|
|y| =

∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣ .

�

La siguiente es un caracterización de los campos no arquimedianos.

Teorema 1.1 SeaA ⊂ k la imagen deZ bajo la funciónf : Z → k definida de la
siguiente manera

f (n) =





1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n veces

si n > 0

0 si n = 0
−(1 + 1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸

−n veces

si n < 0.

Un valor absoluto| · | sobrek es no arquimediano si y sólo si|a| ≤ 1 para todoa ∈ A.
En particular, un valor absoluto sobreQ es no arquimediano si y sólo si|n| ≤ 1 para
todon ∈ Z.

Demostración Sea| · | un valor absoluto no arquimediano sobrek.

Se probará por inducción que|f(n)| ≤ 1 para todon ∈ N.

Paran = 1 se tiene que|f(1)| = |1| = 1, así la proposición es válida paran = 1.
Supóngase que la proposición es válida paran, es decir, si|f(n)| ≤ 1, entonces para
n+ 1 se tiene

|f(n+ 1)| = | 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

+1| ≤ máx{|f(n)|, 1} = 1.

Así, |f(n)| ≤ 1 para todon ∈ N.

Por la proposición 1.1.2,|x| = | − x|, sin ∈ Z y n < 0 entonces

|f(n)| = | − (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)| = | 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

| ≤ 1.

Paran = 0, se cumple que|f(0)| = 0 ≤ 1. Por tanto,|a| ≤ 1 para todoa ∈ A.

Inversamente, sea| · | un valor absoluto sobrek, tal que|a| ≤ 1 para todoa ∈ A.
Se probará que|x+ y| ≤ máx{|x|, |y|} para todox, y ∈ k.
Si y = 0 entonces se cumple que|x+ y| ≤ máx{|x|, |y|} para cualquierx ∈ k.
Si y 6= 0 entonces se cumple la siguiente equivalencia

|x+ y| ≤ máx{|x|, |y|} ⇐⇒
∣∣∣∣
x

y
+ 1

∣∣∣∣ ≤ máx{
∣∣∣∣
x

y

∣∣∣∣ , 1}.

6



Así, basta con probar que|x+ 1| ≤ máx{|x|, 1} para todox ∈ k.
Seax ∈ k, param cualquier entero positivo se tiene

|x+ 1|m =

∣∣∣∣∣

m∑

k=0

(
m

k

)
xk

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=0

∣∣∣∣
(
m

k

)∣∣∣∣ |xk|.

Luego,

(
m

k

)
∈ A =⇒

∣∣∣∣
(
m

k

)∣∣∣∣ ≤ 1

=⇒ |x+ 1|m ≤
m∑

k=0

|x|k

Si |x| ≥ 1 entonces|x|k ≤ |x|m para todok = 0, 1, · · · , m y si |x| < 1 entonces
|x|k < 1 para todok = 0, 1, · · · , m. Así,

m∑

k=0

|x|k ≤ (m+ 1)máx{1, |x|m}

=⇒ |x+ 1| ≤ m
√
m+ 1 (máx{1, |x|}) .

Lo anterior se hizo sin importar el númerom, es decir, la última desigualdad es válida
∀m ∈ N.
Haciendom −→ ∞ y usandoĺımm→∞

m
√
m+ 1 = 1, se obtiene

|x+ 1| ≤ máx{|x|, 1},
tal como se quería demostrar.

�

Ahora se puede justificar de alguna manera la diferencia entre un valor absoluto arqui-
mediano y un valor absoluto no arquimediano.

Definición 1.5 Un valor absoluto esarquimedianosi tiene la siguiente propiedad:

Dadosx, y ∈ k, x 6= 0, existe un entero positivon tal que|nx| > |y|.

La propiedad anterior es conocida como la propiedad arquimediana. Esta propiedad
se cumple paraQ y R con el valor absoluto usual. Se puede ver que la propiedad
arquimediana es equivalente a

sup{|n| : n ∈ Z} = +∞.

Es decir, hay enteros arbitrariamente “grandes ”. Con esta caracterización, se observa
que un valor absoluto no arquimediano no tiene la propiedad arquimediana.
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I.1.3 Métrica inducida por un valor absoluto

Definición 1.6 Seak un campo y| · | un valor absoluto sobrek, se define ladistancia
d(x, y) entre dos elementosx, y ∈ k como

d(x, y) = |x− y|.

La funciónd(x, y) es llamada lamétrica inducida por el valor absoluto.

El nombre de métrica está justificado por la siguiente proposición.

Proposición 1.5 Seak un campo y| · | un valor absoluto sobrek, entonces la métrica
inducida por el valor absoluto es efectivamente una métrica.

Demostración Para cualquier valor absoluto sobrek se cumple:

1. d : k −→ R+.

2.
d(x, y) = |x− y| ≥ 0 ∀x, y ∈ k.

Además,
d(x, y) = |x− y| = 0 ⇔ x− y = 0 ⇔ x = y.

3.
d(x, y) = |x− y| = | − (y − x)| = |y − x| = d(y, x) ∀x, y ∈ k.

4.

d(x, y) = |x− y|
= |x− y + (z − z)|
= |(x− z) + (z − y)|
≤ |x− z| + |z − y|
= d(x, z) + d(z, y) ∀x, y, z ∈ k.

De1, 2, 3 y 4 se concluye que la métrica inducida por el valor absoluto es una métrica.
�

Proposición 1.6 La función valor absoluto,| · | : k → R+ , es continua.

Demostración Seax ∈ k y ǫ > 0, si |x− y| < ǫ entonces

||x| − |y||R ≤ |x− y| < ǫ.

Así, | · | es continua enx.
Comox ∈ k se tomó de manera arbitraria se obtiene que| · | es continua.

�
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La siguiente proposición da una primera consecuencia de dotar a un campo
con una topología inducida por un valor absoluto.

Proposición 1.7 Seak un campo con un valor absoluto| · |. Las operaciones de suma,
producto y tomar inversos son funciones continuas.

Demostración Se tiene,

1. Seanx0, y0 ∈ k fijos. Para cualquierǫ > 0, tomandoδ = ǫ
2
, se tiene que si

|x0 − x| < δ y |y0 − y| < δ

entonces

|(x0 + y0)− (x+ y)| ≤ |x0 − x|+ |y0 − y| < ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.

Así, la suma es una función continua.

2. Seanx0, y0 ∈ k fijos.

Para cualquierǫ > 0, tomandoδ =mín{ ǫ
2(|x0|+1)

, ǫ
2(|y0|+1)

, 1}, se tiene que si

|x0 − x| < δ y |y0 − y| < δ

entonces

|y| = |y − y0 + y0| ≤ |y − y0|+ |y0| < 1 + |y0|.
Así,

|x0y0 − xy| = |x0y0 − x0y + x0y − xy|
≤ |x0||y0 − y|+ |y||x0 − x|

< |x0|
ǫ

2(1 + |x0|)
+ (1 + |y0|)

(
ǫ

2(|y0|+ 1)

)

<
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ.

Por tanto, el producto es una función continua.

3. Seax0 ∈ K fijo. Para cualquierǫ > 0, tomandoδ = ǫ se obtiene

|x− x0| < δ =⇒ | − x− (−x0)| = |x0 − x| < δ = ǫ.

Así, la operación de tomar inversos aditivos es continua.
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4. Seax0 ∈ k \ {0} fijo. Para cualquierǫ > 0, tomandoδ =mín{ |x0|
2
, ǫ|x0|2

2
}, se

tiene que si
|x0 − x| < δ

entonces

||x| − |x0||R ≤ |x− x0| < |x0|
2

=⇒ − |x0|
2

< |x| − |x0| < |x0|
2

=⇒ |x0|
2

< |x| < 3|x0|
2

=⇒ 1
|x|

< 2
|x0|

Así,

∣∣∣∣
1

x0
− 1

x

∣∣∣∣ =
|x− x0|
|x||x0|

<

(
2

|x0|

)(
1

|x0|

)(
ǫ|x0|2
2

)

= ǫ.

Por tanto, la operación de tomar inversos multiplicativos es continua.

�

Proposición 1.8 Seak un campo y sea| · | un valor absoluto no arquimediano sobre
k. Six, y ∈ k y |x| 6= |y| entonces

|x+ y| = máx{|x|, |y|}.

Demostración Sin pérdida de generalidad sea|x| > |y|. Se tiene que

|x+ y| ≤ |x| = máx{|x|, |y|}. (∗)
Por otro lado,

x = (x+ y)− y =⇒ |x| ≤ máx{|x+ y|, |y|},
como|x| > |y|

=⇒ máx{|x+ y|, |y|} = |x+ y| =⇒ |x| ≤ |x+ y|. (∗∗)

De (∗) y (∗∗) se obtiene|x+ y| = |x|.
�

Corolario 1.1 En un campo con un valor absoluto no arquimediano| · |, todos los
“triángulos”son isósceles.
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Demostración Seanx, y y z tres puntos del espacio (los vértices del triángulo). Las
longitudes de los lados del triángulo son las tres distancias

d(x, y) = |x− y|, d(y, z) = |y − z| y d(x, z) = |z − x|.

Como(x− y) + (y − z) = x− z.

Si |x− y| = |y − z| el triángulo ya es isósceles.

Si |x− y| 6= |y − z| entonces por la proposición anterior se obtiene

|x− z| = |(x− y) + (y − z)| = máx{|x− y|, |y − z|}.
Así, todos los triángulos son isósceles.

�

I.2. Números p-ádicos
En esta sección, se aplica la teoría desarrollada anteriormente a la construcción

de los númerosp−ádicos. Además, se introduce la integración en el campo de los
númerosp-ádicos, usando la medida de Haar.

I.2.1 Valores Absolutos sobre Q

El objetivo de esta sección es caracterizar los valores absolutos sobreQ, de
acuerdo a la topología que generan.

Definición 1.7 Dos valores absolutos|·|1 y |·|2 sobre un campok se dicenequivalentes
si definen la misma topología sobrek.

Lema 1.2 Seak un campo y| · | un valor absoluto definido sobre él. Se tiene que

ĺım
n→∞

xn = 0 ⇐⇒ |x| < 1.

Demostración Supóngase queĺımn→∞ xn = 0 entonces paraǫ = 1 existeN ∈ N tal
que

|xn − 0| = |xn| = |x|n < 1

paran ≥ N .
Luego,|x|N < 1. Esto implica que|x| < 1.

Reciprocamente, six = 0 no hay nada que probar. Parax 6= 0, seaǫ > 0.
Como|x| < 1 entonces1

|x|
> 1.

Luego, existeh ∈ R conh > 0 tal que 1
|x|

= 1 + h.
Por la desigualdad de Bernoulli se tiene
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(
1

|x|

)k

= (1 + h)k ≥ 1 + kh ∀k ∈ N.

Por la propiedad Arquimediana existeN ∈ N tal queNh > 1
ǫ
− 1, es decir,

1 +Nh > 1
ǫ
.

Luego,

1

|x|N >
1

ǫ
=⇒ ǫ > |x|N .

Así, paran ≥ N se tiene que|x|n < ǫ.
Por tanto,ĺımn→∞ xn = 0.

�

Lema 1.3 Sean| · |1 y | · |2 valores absolutos sobre un campok. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

i) | · |1 y | · |2 son valores absolutos equivalentes;

ii) Para cualquierx ∈ k se tiene que|x|1 < 1 si y sólo si|x|2 < 1;

iii) Existe un número real positivoα tal que para cadax ∈ k se tiene

|x|1 = |x|α2 .

Demostración Para demostrar quei) implica ii), seax ∈ k tal que|x|1 < 1, por el
lema anterior se tiene queĺımn→∞ xn = 0 con | · |1.
Como los valores absolutos son equivalentes entonces todo abierto de(k, d|·|1) es un
abierto en(k, d|·|2).
Así, ĺımn→∞ xn = 0 con| · |2 y por el lema anterior se obtiene|x|2 < 1.
De manera análoga se prueba que si|x|2 < 1 entonces|x|1 < 1.

Para demostrar queii) implica iii), se distinguen dos casos. Si| · |1 es el valor absoluto
trivial parax 6= 0, 1 se tiene que si|x|1 = 1 entonces|x|2 = 1, pues de lo contrario se
obtiene que|x|1 6= 1 siendo una contradicción a que| · |1 es el valor absoluto trivial.

Si | · |1 no es el valor absoluto trivial entonces existex0 6= 0, 1 tal que|x0|1 < 1.
Luego,|x0|2 < 1. Sea

α = log|x0|2|x0|1.
Con esto|x0|1 = |x0|α2 .
Se tiene queα > 0 pues de lo contario se obtiene|x0|1 ≥ 1, lo cual no es posible por
que|x0|1 < 1.
Dadox ∈ k, se tienen los siguientes casos:
Si |x|1 = 1 entonces|x|2 = 1 pues de lo contrario se obtiene que|x|1 6= 1 siendo una
contradicción. Así,|x|1 = |x|α2 .
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Si |x|1 = |x0|1 entonces|x|2 = |x0|2, por que si|x|2 < |x0|2 entonces| x
x0
|2 < 1 esto

implica que| x
x0
|1 < 1 y así |x|1 < |x0|1, que es una contradicción a la suposición

inicial. Analógamente se obtiene una contradicción al suponer|x|2 > |x0|2.
Así, |x|1 = |x0|1 = |x0|α2 = |x|α2 .
Si |x|1 6= 1 y |x|1 6= |x0|1 entonces sea

S =
{
r =

m

n
: m,n ∈ N y |x|

m
n

1 < |x0|1
}
.

Se tiene

m

n
∈ S ⇐⇒ |x|

m
n

1 < |x0|1 ⇐⇒ |x|m1 < |x0|n1 ⇐⇒
∣∣∣∣
xm

xn0

∣∣∣∣
1

< 1 ⇐⇒
∣∣∣∣
xm

xn0

∣∣∣∣
2

< 1

⇐⇒ |x|m2 < |x0|n2 ⇐⇒ |x|
m
n

2 < |x0|2.
Así,

S =
{
r =

m

n
: m,n ∈ N y |x|

m
n

2 < |x0|2} = {r = m

n
: m,n ∈ N y |x|

m
n

1 < |x0|1
}
.

Es decir,

S =
{
r =

m

n
: m,n ∈ N y |x|2 < |x0|

n
m

2 } = {r = m

n
: m,n ∈ N y |x|1 < |x0|

n
m

1

}
.

Sean

s = log|x0|1|x|1 y t = log|x0|2 |x|2.
Se obtiene,

S =

{
r =

m

n
: m,n ∈ N y s <

1

r

}
=

{
r =

m

n
: m,n ∈ N y t <

1

r

}
.

Si s 6= t se tiene ques < t ó t < s.
Si s < t entonces existep ∈ Q tal ques < p < t, luego se tiene que1

p
∈ S pues

s < 1
1
p

= p. Por otro lado,1
p
/∈ S pues 1

1
p

= p < t, luego 1
p
∈ S y 1

p
/∈ S con

contradicción. Análogamente sit < s se obtiene una contradicción, entoncess = t y
por lo tanto,

|x|1 = |x0|s1 = (|x0|α2 )s = (|x0|s)α = |x|α2 .
Para demostrar queiii) implica i), seaB|·|1(x, r) una bola abierta en(k, d|·|1).
Como para cualquierz ∈ k se tiene que

|z|1 = |z|α2
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conα un número real positivo.
Luego,

y ∈ B|·|1(x, r) ⇐⇒ |x− y|1 < r ⇐⇒ |x− y|α2 < r ⇐⇒ |x− y| < α
√
r

⇐⇒ y ∈ B|·|2(x,
α
√
r).

Así, toda bola abierta en(k, d|·|1) es una bola abierta en(k, d|·|2). Por tanto,| · |1 y | · |2
son equivalentes.

�

Los siguientes corolarios se obtienen como consecuencia inmediata del teorema ante-
rior.

Corolario 1.2 En el campo de los números racionales, el valor absoluto usual no es
equivalente a ningún valor absolutop−ádico.

Corolario 1.3 En el campo de los números racionales, sip, q son primos distintos
entonces| · |p y | · |q no son equivalentes.

Lema 1.4 Sea|·| un valor absoluto definido sobreQ. Si se conoce|n| para todon ∈ N

entonces se puede determinar|x| para todox ∈ Q.

Demostración Por definición se tiene|0| = 0. Paran entero negativo se tiene que
−n ∈ N, entonces|n| = |−n|. Para cualquiern ∈ Z−{0} se tiene que| 1

n
| = 1

|n|
. Así,

si a
b
∈ Q se tiene|a

b
| = |a||1

b
| = |a|

|b|
.

�

Teorema 1.2 (Ostrowski)Cada valor absoluto no trivial sobreQ es equivalente a uno
de los valores absolutos| · |p, dondep es un número primo op = ∞, recordando que
| · |∞ es el valor absoluto usual.

Demostración Sea| · | un valor absoluto no trivial sobreQ, se distinguen dos casos:

1. Si| · | es arquimediano, sean0 el menor entero positivo para el cualn0 > 1, existe
tal entero por que de lo contrario| · | sería no arquimediano. Seaα = logn0|n0|,
entonces|n0| = nα

0 . Se probará que|x| = |x|α∞ para todox ∈ Q, por el lema
anterior basta con checar esto paran ∈ N. Sean ∈ N escribiendon en basen0

se obtiene

n = a0 + a1n0 + a2n
2
0 + · · ·+ akn

k
0

con0 ≤ ai ≤ n0 − 1 parai = 1, · · · , k y ak 6= 0.

Tomando valores absolutos se obtiene
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|n| = |a0 + a1n0 + a2n
2
0 + · · ·+ akn

k
0|

≤ |a0|+ |a1||n0|+ |a2||n0|2 + · · ·+ |ak||n0|k
= |a0|+ |a1|nα

0 + |a2|n2α
0 + · · ·+ |ak|nkα

0 ,

comon0 es el entero más pequeño cuyo valor absoluto es mayor que1 se tiene
que|ai| ≤ 1 parai = 1, · · · , k. Luego,

|n| ≤ 1 + nα
0 + n2α

0 + · · ·+ nkα
0

= nkα
0 (1 + n−α

0 + n−2α
0 + · · ·+ n−kα

0 )

≤ nkα
0

∞∑

i=0

n−iα
0

= nkα
0

(
nα
0

nα
0 − 1

)
.

SeaC =
nα
0

nα
0−1

. Se tiene queC > 0. Entonces|n| ≤ Cnkα
0 ≤ Cnα. Esta última

desigualdad es válida para cadan ∈ N, puesn se tomó de manera arbitraria.

Aplicando la desigualdad a un entero de la formanN se obtiene

|nN | ≤ CnNα =⇒ |n| ≤ N
√
Cnα,

haciendo queN −→ ∞ se obtiene|n| ≤ nα pues ĺımN→∞
N
√
C = 1. Esta

desigualdad, es válida para cualquier número naturaln por sern arbitrario.

Por otro lado, comonk+1
0 > n ≥ nk

0 se tiene

n
(k+1)α
0 = |nk+1

0 |
= |n+ nk+1

0 − n|
≤ |n|+ |nk+1

0 − n|

=⇒ n
(k+1)α
0 − |nk+1

0 − n| ≤ |n|

=⇒ n
(k+1)α
0 − (nk+1

0 − n)α ≤ |n|.

Ahora comon ≥ nk
0 se obtiene
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|n| ≥ n
(k+1)α
0 − (nk+1

0 − nk
0)

α

= n
(k+1)α
0

(
1−

(
1− 1

n0

)α)

= C ′n
(k+1)α
0

> C ′nα,

dondeC ′ = 1− (1− 1
n0
)α > 0 y no depende den.

Aplicando la desigualdad anN se obtiene

|nN | > C ′nNα =⇒ |n| > N
√
C ′nα,

haciendo queN −→ ∞ se obtiene|n| ≥ nα puesĺımN→∞
N
√
C ′ = 1. Así,

|n| = nα. Por tanto,|n| = |n|α∞ para todon ∈ N, tal como se quería probar.

2. Si | · | es no arquimediano se tiene que|n| ≤ 1 para todon ∈ Z. Luego, por ser
| · | distinto del trivial, al menos para unm ∈ Z se tiene que|m| < 1.

Sean0 el menor número natural para el que|n0| < 1, n0 es primo, por que de lo
contrario existen enterosa, b tales que1 < a, b < n0 y n0 = ab, por la elección
den0 se tiene que|a| = |b| = 1 y así|n0| = 1, contradiciendo el hecho de que
|n0| < 1.

Sea entoncesn0 = p. Se probará que|x| = |x|αp para todox ∈ Q, por el lema
anterior basta con checar esto paran ∈ N.

Seann ∈ N y α = log 1
p
|p|. Si p ∤ n entoncesn = pq + r donde0 < r < p, por

la elección dep se tiene que|r| = 1.

Además,|pq| < 1 pues|p| < 1 y |q| ≤ 1. Esto implica que|n| =máx{|pq|, |r|} =
1, esto último es consecuencia de la proposición 1.8.

Por otro lado, paran tal quep|n se tiene quen = pvn′ conp ∤ n′. Entonces

|n| = |p|v|n′| = |p|v =
(
1

p

)vα

= |n|αp .

Por tanto,| · | es quivalente a| · |p.

�

Este teorema dice que si se quiere estudiarQ con algún valor absoluto no
trivial, esencialmente sólo se tienen dos opciones: el valor absoluto trivial y algún valor
absolutop-ádico.
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I.2.2 Completaciones

El objetivo de esta subsección es obtener el campo de los númerosp−ádicos,
Qp, mediante un proceso de completación al campo de los númerosracionalesQ.

Definición 1.8 Seak un campo y sea| · | un valor absoluto sobrek.

1. Una sucesión de elementos dek, {xn} , es llamada unasucesión de Cauchysi
para cadaǫ > 0 existeM ∈ N tal que|xn − xm| < ǫ siempre quen,m ≥M .

2. El campok es llamadocompleto con respecto a| · | si cada sucesión de Cauchy
de elementos dek tiene un límite enk.

Lema 1.5 Una sucesión{xn} de números racionales es una sucesión de Cauchy con
respecto a un valor absoluto no arquimediano| · | si y sólo si se tiene

ĺım
n→∞

|xn+1 − xn| = 0.

Demostración Seaǫ > 0, por ser{xn} sucesión de Cauchy existeN ∈ N tal que si
m,n ≥ N , entonces|xn − xm| < ǫ. En particular, sin ≥ N entonces|xn+1 − xn| < ǫ.
Así,

ĺım
n→∞

|xn+1 − xn| = 0.

Reciprocamente, seaǫ > 0, como ĺımn→∞ |xn+1 − xn| = 0 existeN ∈ N tal que si
n ≥ N
entonces|xn+1 − xn| < ǫ.
Seann,m ≥ N , sin pérdida de generalidad se consideram > n, entoncesm = n + r.
Luego,

|xm − xn| = |xn+r − xn+r−1 + xn+r−1 − xn+r−2 + xn+r−2 − · · ·+ xn+1 − xn|
≤ máx{|xn+r − xn+r−1|, |xn+r−1 − xn+r−2|, · · · , |xn+1 − xn|}
< ǫ.

Así, {xn} es una sucesión de Cauchy.
�

Teorema 1.3 El campoQ de números racionales no es completo con respecto a cual-
quiera de los valores absolutos no triviales.

Demostración Por el teorema de Ostrowski (teorema 1.2) es suficiente checar esto
para los valores absolutos| · |p, dondep es un número primo óp = ∞.
Es bien sabido queQ no es completo con| · |∞, entonces solamente se analiza el caso
cuandop es un número primo.
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SeaQ con el valor absoluto| · |p, dondep es un número primo fijo. Considerese la
sucesión

an = 1 + p + p2 + p3 + · · ·+ pn.

Se tiene que la sucesión(an) es de Cauchy, pues

ĺım
n→∞

|an+1 − an|p = ĺım
n→∞

|pn+1|p = ĺım
n→∞

p−n = 0.

Además,an converge al número1 + p+ p2 + p3 + · · ·+ pn + · · · .
Si 1 + p+ p2 + p3 + · · ·+ pn + · · · es un número racionals, se tiene que

s = 1+p+p2+p3+ · · ·+pn+ · · · = 1+p(1+p+p2+p3+ · · ·+pn+ · · · ) = 1+ps.

Es decir,s es igual a un número mayor que el, lo que es una contradicción.Así,1+p+
p2 + p3 + · · ·+ pn + · · · no es un número racional.
Por tanto,Q con el valor absoluto| · |p no es completo.

�

Definición 1.9 Sea| · | = | · |p un valor absoluto no arquimediano sobreQ. Se denota
por C o Cp(Q), el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementos deQ con
respecto a| · |p, es decir,

C = Cp(Q) = {(xn) : (xn) es una sucesión de Cauchy con respecto a| · |p}.

Proposición 1.9 Definiendo

(xn) + (yn) = (xn + yn),

(xn) · (yn) = (xnyn),

0 = (0) y

1 = (1).

Se tiene queC es una anillo conmutativo con unidad.

Demostración Para ver que la suma es cerrada enC sean(xn), (yn) ∈ C y ǫ > 0,
existenN1, N2 ∈ N tal que sin,m ≥ N1 entonces|xn − xm| < ǫ y si m,n ≥ N2

entonces|yn − ym| < ǫ. SeaN =máx{N1, N2}. Sin,m ≥ N entonces

|xn + yn − (xm + ym)| = |(xn − xm) + (yn − ym)|
≤ máx{|xn − xm|, |yn − ym|}
= ǫ.

Así, (xn + yn) ∈ C.
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Para probar que el producto es cerrado enC primero se verá que toda sucesión de
Cauchy es acotada. Sea(xn) una sucesión de Cauchy, paraǫ = 1 existeN ∈ N tal que
si n,m ≥ N entonces|xn − xm| < 1. En particular|xn − xN | < 1 si n > N , entonces

||xn| − |x|N |R ≤ |xn − xN | < 1

Luego,−1 < |xn| − |xN | < 1 si n > N . Esto implica que|xn| < |xN |+ 1 si n > N .
Seak =máx{|x1|, |x2|, · · · , |xN |, |xN | + 1}. Se tiene que|xn| ≤ k para todon ∈ N.
Así, la sucesión(xn) está acotada. Se probará ahora que el producto es cerrado.
Sean(xn), (yn) ∈ C y ǫ > 0, por lo anterior existenk1, k2 ∈ R mayores que cero, tal
que|xn| < k1 y |yn| < k2 para todon ∈ N.
Seak =máx{k1, k2}. Para ǫ

k
existenN1, N2 ∈ N tal que sin,m ≥ N1 entonces

|xn − xm| < ǫ
k

y si m,n ≥ N2 entonces|yn − ym| < ǫ
k
. SeaN =máx{N1, N2}. Si

n,m ≥ N entonces

|xnyn − xmym| = |xnyn − xmyn + xmyn − xmym|
= |yn(xn − xm) + xm(yn − ym)|
≤ máx{|yn||xn − xm|, |xm||yn − ym|}
< máx{k ǫ

k
, k
ǫ

k
}

= ǫ.

Así, (xnyn) ∈ C.
Las propiedades de Anillo se heredan por serQ un campo y de la definición de las
operaciones, también comprobar que el elemento neutro es0 = (0) y el elemento
unidad es1 = (1) se sigue de la definición de las operaciones.

�

Lema 1.6 La funciónf : Q −→ C definida porf(x) = (x) es una inclusión deQ en
C.

Demostración La función está bien definida y es inyectiva pues

x = y ⇐⇒ (x) = (y) ⇐⇒ f(x) = f(y).

Además es un morfismo de anillos, puesf(x+y) = (x+y) = (x)+(y) = f(x)+f(y),
f(1) = (1) y f(xy) = (xy) = (x) · (y) = f(x) · f(y).

�

Definición 1.10 Se defineN ⊂ C como el conjunto

N = {(xn) : xn → 0} = {(xn) : ĺım
n→∞

|xn|p = 0}

es decir, el conjunto de sucesiones que convergen a cero con respecto al valor
absoluto| · |p.
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Proposición 1.10N es un ideal enC.

Demostración Se tiene,

1. (0) ∈ N puesĺımn→0 |0|p = 0.

2. Si (xn), (yn) ∈ N paraǫ > 0 existenN1, N2 tal que sin ≥ N1 y m ≥ N2

entonces
|xn|p < ǫ y |xm|p < ǫ.

SeaN =máx{N1, N2}. Paran ≥ N se tiene|xn + yn|p ≤máx{|xn|p, |yn|p} < ǫ

=⇒ ĺım
n→∞

xn + yn = 0.

Así, (xn) + (yn) ∈ N .

3. Sea(yn) ∈ C y (xn) ∈ N , se tiene(xn)(yn) = (xnyn), luego |xnyn|p =
|xn|p|yn|p, como(yn) ∈ C entonces existek ∈ R tal que|yn|p ≤ k para todo
n ∈ N.

Luego,

ĺım
n→∞

|xn|p|yn|p ≤ ĺım
n→∞

k|xn|p = 0 =⇒ ĺım
n→∞

|xnyn|p = 0.

Así, (xn)(yn) ∈ N .

�

Lema 1.7 Si (xn) es una sucesión de Cauchy tal quexn 9 0 entonces existenc > 0 y
N ∈ N tal que|xn|p > c, paran ≥ N .

Demostración Comoxn 9 0 existeǫ > 0 tal que para todoM ∈ N se cumple
|xk|p > ǫ para algúnk ≥M .
Para esteǫ > 0 existeN ′ ∈ N tal que sim,n ≥ N ′ entonces|xn − xm|p < ǫ. Sea
N ∈ N tal que|xN |p > ǫ y N ≥ N ′. Para cualquiern ≥ N se tiene

|xn − xN |p < ǫ

=⇒ ||xn| − |xN ||R ≤ |xn − xN |p < ǫ

=⇒ −ǫ < |xn|p − |xN |p < ǫ

=⇒ |xN |p − ǫ < |xn|p.

Poniendoc = |xN |p − ǫ se cumple que|xn|p > c > 0, para todon ≥ N .
�

Proposición 1.11N es un ideal maximal enC.
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Demostración SeaI un ideal deC tal queN ⊂ I y N 6= I, se probará queI = C.
ComoI 6= N existe(xn) ∈ I tal quexn 9 0, usando además que(xn) es una sucesión
de Cauchy, por el lema 1.7 existenc > 0 yN ∈ N tal que sin ≥ N entonces|xn|p > c.
Se define(yn) como

yn =

{
0, si n < N,
1
xn
, si n ≥ N.

Se tiene

|yn+1 − yn|p =
∣∣∣∣

1

xn+1
− 1

xn

∣∣∣∣
p

=
|xn − xn+1|p
|xn+1|p|xn|p

<
|xn − xn+1|p

c2
para n ≥ N.

La sucesión(xn) es de Cauchy y por la proposición 1.5 se tieneĺımn→∞ |xn+1−xn|p =
0,

=⇒ ĺım
n→∞

|yn+1 − yn|p ≤ ĺım
n→∞

|xn − xn+1|p
c2

= 0 =⇒ ĺım
n→∞

|yn+1 − yn|p = 0.

Entonces por la proposición 1.5 se obtiene que(yn) es sucesión de Cauchy.
Luego,(xn)(yn) ∈ I por serI un ideal deC.
Por otro lado,

(xnyn) =

{
0 si n < N
1 si n ≥ N

Entonces1− (xnyn) ∈ N , sea(zn) = 1− (xnyn). Luego,1 = (xnyn) + (zn) ∈ I pues
(zn), (xnyn) ∈ I. Así, I = C y por tantoN es maximal enC.

�

Definición 1.11 Se define elcampo de los númerosp−ádicos como el campo

Qp =
C
N .

Observación La inclusión natural de los números racionalesQ enQp, Q →֒ Qp, es la
función que a cadax ∈ Q le asigna la clase de equivalencia de la sucesión constante
(x), esto porque dos sucesiones constantes nunca difieren por unelemento deN .

Para extender el valor absoluto al campoQp, se mostrará primero un hecho de
las sucesiones de Cauchy.

Lema 1.8 Sea(xn) ∈ C, (xn) /∈ N . La sucesión de números reales es eventualmente
estacionaria, es decir, existe un enteroN tal que|xn|p = |xm|p sim,n ≥ N .
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Demostración Como(xn) es una sucesión de Cauchy que no tiende a cero, por el lema
1.7 existenc > 0 y N1 ∈ N tal que

n ≥ N1 =⇒ |xn|p ≥ c > 0.

Por otro lado, existeN2 ∈ N tal que

n,m ≥ N2 =⇒ |xn − xm|p < c.

SeaN =máx{N1, N2} si n,m ≥ N entonces

|xn − xm|p < c ≤ |xn|p y |xn − xm|p < c ≤ |xm|p.
Luego, sin,m ≥ N entonces|xn − xm|p <máx{|xn|p, |xm|p}.
Como todos los triángulos son isósceles (corolario 1.1) se obtiene|xn|p = |xm|p si
n,m ≥ N .

�

Definición 1.12 Siλ ∈ Qp y (xn) es cualquier sucesión de Cauchy representante deλ,
se define

|λ|p = ĺım
n→∞

|xn|p.

Observación Abusando de notación, se suele usar el mismo símbolo(| · |p) para repre-
sentar al valor absolutop−ádico sobreQ y Qp, porque después solamente se trabajará
conQp.

Proposición 1.12El límite de la definición anterior está bien definido.

Demostración Se tiene,

1. El límite existe pues por el lema anterior existeN ∈ N tal que

|xn|p = |xm|p sim,n ≥ N . Así, ĺımn→∞ |xn|p = |xN |p.

2. El límite no depende de la elección de la sucesión representante deλ, pues si
(xn) y (yn) son representantes deλ entonces(xn)− (yn) = (xn − yn) ∈ N .

Seaǫ > 0, existeN ∈ N tal que sin ≥ N entonces|xn − yn|p < ǫ. De donde

||xn|p − |yn|p|R ≤ |xn − yn|p < ǫ =⇒ ||xn|p − |yn|p|R < ǫ

=⇒ ĺım
n→∞

|xn|p − |yn|p = 0 =⇒ ĺım
n→∞

|xn|p = ĺım
n→∞

|yn|p.

�

Proposición 1.13La función| · |p : Qp −→ R+, definida anteriormente es un valor
absoluto no arquimediano.

22



Demostración Se tiene,

1. Si |λ|p = 0 entoncesĺımn→∞ |xn|p = 0 para toda sucesión representante de la
claseλ. Entonces(xn) ∈ N , es decir,λ = 0.

Por otro lado, siλ = 0 entonces para algún representante(xn) deλ se tiene que
ĺımn→∞ |xn|p = 0, así|λ|p = 0.

2. Se tiene,

|λ|p|β|p = ĺım
n→∞

|xn|p ĺım
n→∞

|yn|p
= ĺım

n→∞
|xn|p|yn|p

= ĺım
n→∞

|xnyn|p
= |λβ|p.

3. Por el lema 1.8 existen naturalesN1, N2 yN3 tales que|xn|p = |xN1 |p sin ≥ N1,
|yn|p = |yN2|p si n ≥ N2 y |xn + yn|p = |xN3 + yN3 |p si n ≥ N3.

SeaN =máx{N1, N2, N3}, entonces|λ+β|p = ĺımn→∞ |xn+yn|p = |xN+yN |p,
|λ|p = ĺımn→∞ |xn|p = |xN |p y |β|p = ĺımn→∞ |yn|p = |yN |p.
Usando la desigualdad|xN + yN |p ≤máx{|xN |p, |yN |p} se obtiene

|λ+ β|p ≤máx{|λ|p, |β|p}.

De1, 2 y 3 se concluye que| · |p es un valor absoluto no arquimediano.
�

Observación De la definición se puede observar que la imagen deQ bajo| · |p es igual
a la imagen deQp bajo | · |p.
Además, six ∈ Q y λx es su imagen bajo la inclusión, por la definición se obtiene que
|x|p = |λx|p.

Proposición 1.14La imagen deQ bajo la inclusiónQ →֒ Qp es un subconjunto denso
enQp.

Demostración Seanǫ > 0 y λ ∈ Qp. Se construirá una sucesión constante que esta
contenida enB(λ, ǫ).
Sea(xn) una sucesión de Cauchy representante deλ y seaǫ′ > 0 tal queǫ′ < ǫ.
Como(xn) es de Cauchy existeN ∈ N tal que sim,n ≥ N entonces|xn − xm| < ǫ′.
Seay = xN , se construye la sucesión constante(y).
Si β ∈ Qp es representada por(y), se tiene queβ es la imagen dey ∈ Q bajo la
inclusión. Luego,λ− β es representada por la sucesión(xn − y) y entonces

|(xn − y)|p = ĺım
n→∞

|xn − y|p.
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Paran ≥ N se tiene|xn − y| = |xn − xN | < ǫ′.
Así,

ĺım
n→∞

|xn − y|p ≤ ǫ′ < ǫ.

Por tanto,β ∈ B(λ, ǫ).
�

Proposición 1.15Qp es completo con respecto a| · |p.

Demostración Sea(λn) una sucesión de Cauchy de elementos deQp.
Por la proposición anterior, para cadai ∈ N existeβi que es clase de equivalencia de
una sucesión constante de números racionales(yi) y satisface

|λi − βi|p <
1

i
.

Seazi = yi para todoi ∈ N.
Se tiene que(zi) es una sucesión de números racionales, se probará que es sucesión de
Cauchy.
Seaǫ > 0, existek ∈ N tal que 1

k
< ǫ, luego por ser(λn) sucesión de Cauchy existe

N ∈ N tal que sin,m ≥ N entonces|λn − λm|p < 1
k
.

SeaN ′ =máx{k,N}, usando queβn − βm es la clase de equivalencia de la sucesión
constante(zn − zm) = (xt), sin,m ≥ N ′ se obtiene

|zn − zm|p = ĺım
t→∞

|xt|p
= |βn − βm|p
= |βn − λn + λn − λm + λm − βm|p
≤ máx{|βn − λn|p, |λn − λm|p, |λm − βm|p}

< máx

{
1

n
,
1

k
,
1

m

}

=
1

k
< ǫ.

Así, (zn) es sucesión de Cauchy enQ. Seaλ la clase de equivalencia de(zn) enQp, se
probará queĺımn→∞ λn = λ.
Seaǫ > 0, existek ∈ N tal que1

k
< ǫ. Como(zn) = (yn) es sucesión de Cauchy enQ,

existeN ∈ N tal que sim,n ≥ N entonces|ym − yn|p < 1
k
.

SeaN ′ =máx{k,N}, sin ≥ N ′ se tiene

|λn − λ|p = |λn − βn + βn − λ|p ≤ máx{|λn − βn|p, |βn − λ|p}
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comon > k se cumple|λn−βn|p < 1
n
< 1

k
, además|βn−λ|p = ĺımm→∞ |zn−zm|p ≤ 1

k

pues sim,n ≥ N entonces|ym − yn|p < 1
k
. Entonces,

|λn − λ|p <
1

k
< ǫ.

Así, ĺımn→∞ λn = λ. Por tanto,Qp es completo.
�

El siguiente teorema es muy importante, pues resume todo el trabajo relizado.

Teorema 1.4 Para cada primop ∈ Z existe un campoQp con un valor absoluto no
arquimediano| · |p, tal que:

1. Existe una inclusiónQ →֒ Qp, y el valor absoluto inducido por| · |p sobreQ vía
esta inclusión es un valor absolutop−ádico.

2. La imagen deQ bajo esta inclusión es densa enQp (con respecto al valor abso-
luto | · |p); y

3. Qp es completo con respecto al valor absoluto| · |p.

El campoQp que satisface1, 2 y 3 es único salvo isomorfismos que preservan valores
absolutos.

Demostración Los incisos1, 2 y 3 fueron probados en las proposiciones previas al
teorema.
Resta ver la unicidad. SeaK un campo que satisface las condiciones1, 2 y 3 del teore-
ma, entonces existe una inclusiónh deQ enK tal que la imagen deQ es densa enK
con respecto al valor absoluto| · |p.
Seag la inclusión deQ enQp, entonces se forma la funciónf : Qp → K de la siguiente
manera: siλ ∈ Qp entonces por la densidad deg(Q) existe una sucesión(zn) tal que
zn → λ y zn = g(z′n) dondez′n ∈ Q para todon ∈ N.
El valor absoluto se mantiene igual enQ y eng(Q) entonces(z′n) es sucesión de Cauchy
enQ y luego(h(z′n)) es sucesión de Cauchy enK, pues el valor absoluto se mantiene
igual enK y enh(K).
ComoK es completo existek ∈ K tal quek = ĺımn→∞ h(z′n). Se definef(λ) = k. Se
tiene

1. Para verf está bien definida y es inyectiva: sean(zn), (yn) ⊂ g(Q) tal que

ĺımn→∞ zn = λ = ĺımn→∞ yn. Entonceszn = g(z′n) y yn = g(y′n) conz′n, y
′
n ∈

Q. Se tiene

ĺım
n→∞

zn = λ = ĺım
n→∞

yn ⇐⇒ ĺım
n→∞

zn − yn = 0

⇐⇒ ĺım
n→∞

|g(z′n)− g(y′n)|p = 0 ⇐⇒ ĺım
n→∞

|g(z′n)− g(y′n)|K = 0
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⇐⇒ ĺım
n→∞

h(z′n)− h(y′n) = 0 ⇐⇒ ĺım
n→∞

h(z′n) = ĺım
n→∞

h(y′n).

2. Para probar quef es sobreyectiva, seaw ∈ K, existe(wn) ⊂ h(Q) tal que

ĺımn→∞wn = w y wn = h(w′
n) dondew′

n ∈ Q para todon ∈ N.

Se tiene(w′
n) es sucesión de Cauchy enQ entonces(g(w′

n)) es sucesión de Cau-
chy enQp. Seaλ ∈ Qp tal queĺımn→∞ g(w′

n) = λ entoncesf(λ) = w.

3. Ahora se probará quef es morfismo. Por definición se tienef(1) = 1∗ donde1∗

es la unidad enK.

Luego, seanx, y ∈ Qp, existen(g(x′n)), g((y
′
n)) tal que

ĺım
n→∞

g(x′n) = x ĺım
n→∞

g(y′n) = y.

Además,

ĺım
n→∞

h(x′n) = f(x) ĺım
n→∞

h(y′n) = f(y).

Se tiene,

f(x) + f(y) = ĺım
n→∞

h(x′n) + ĺım
n→∞

h(y′n) = ĺım
n→∞

h(x′n) + h(y′n).

Por otro lado,

ĺım
n→∞

g(x′n) + g(y′n) = x+ y =⇒ ĺım
n→∞

h(x′n) + h(y′n) = f(x) + f(y).

Así, f(x+ y) = f(x) + f(y). Por tanto,f es morfismo.

De manera análoga se obtienef(xy) = f(x)f(y).

De 1, 2 y 3 se concluye quef es un isomorfismo. Para ver quef preserva valores
absolutos seaλ ∈ Qp entonces existe(zn) tal quezn → λ y zn = g(z′n) dondez′n ∈ Q

para todon ∈ N. Se tiene

|λ|p = ĺım
n→∞

|zn|p = ĺım
n→∞

|h(z′n)|K ,

como| · |K es continua (proposición 1.6) entoncesĺımn→∞ |h(z′n)|K = |f(λ)|K.
Así, |λ|p = |f(λ)|K.

�

El teorema anterior permite fijar la atención solamente en los elementos deQp

y considerar aQ como un subconjunto deQp, exactamente igual a como se trabaja en
R.
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I.2.3 El campo Qp

En la sección anterior se construyó para cada número primop, el campo de los
númerosp−ádicos(Qp), a manera de resumen se presentan los siguientes hechos:

1. Hay un valor absoluto no arquimediano,| · |p, sobreQp y Qp es completo respecto
a este valor absoluto.

2. Existe una inclusiónQ →֒ Qp cuya imagen es densa enQp y la restricción del
valor absoluto| · |p a la imagen deQ coincide con el valor absolutop−ádico
definido enQ.

3. El conjunto de valores deQ y Qp bajo| · |p es el mismo, específicamente,

{x ∈ R+ : x = |λ|p, λ ∈ Q} = {x ∈ R+ : x = |λ|p, λ ∈ Qp}
= {pn : n ∈ Z} ∪ {0}.

4. Como consecuencia del inciso anterior se tiene que para cadax ∈ Qp, x 6= 0,
existe un enterovp(x) tal que |x|p = p−vp(x). En otras palabras, la valuación
p−ádica se extiende aQp.

En esta sección se presentan las propiedades deQp necesarias para el desarro-
llo de esta tesis.

Definición 1.13 El anillo de enterosp−ádicoses el conjunto

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}.

Observación Las unidades deZp son aquéllos elementosx ∈ Zp tales que|x|p = 1.

Proposición 1.16El anillo Zp de enterosp−ádicos es un anillo local cuyo ideal ma-
ximal es el ideal principalpZp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1

p
}. Además, cada elemento del

complementoZp − pZp es invertible enZp, siendo los únicos elementos invertibles en
Zp.

Demostración Se tiene,

1. Para probar queZp es subanillo deQp, hay que observar lo siguiente:

a) Seanx, y ∈ Zp entonces|x|p ≤ 1 y |y|p ≤ 1.

Luego,|x−y|p ≤máx{|x|p, |−y|p} =máx{|x|p, |y|p} ≤ 1. Así,x−y ∈ Zp.

b) Seanx, y ∈ Zp entonces|xy|p = |x|p|y|p ≤ 1. Así,xy ∈ Zp.

c) 1 ∈ Zp pues|1|p = 1 ≤ 1.

Dea), b) y c) se obtiene queZp es subanillo deQp.
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2. Para probar quepZp es ideal deZp, hay que observar lo siguiente:

a) 0 ∈ pZp pues|0|p = 0 ≤ 1
p
.

b) Seanx, y ∈ pZp entonces|x|p ≤ 1
p

y |y|p ≤ 1
p
.

Se tiene que|x− y|p ≤máx{|x|p, |y|p} ≤ 1
p
.

Por tanto,(pZp ,+) es subrgrupo de(Zp ,+).

c) Seanr ∈ Zp y x ∈ pZp. Se tiene

|r|p ≤ 1 =⇒ |rx|p = |r|p|x|p ≤ |x|p ≤
1

p
.

Así, rx ∈ pZp.

Dea), b) y c) se obtiene quepZp es un ideal deZp.

3. SeaI ideal deZp, se tiene queI ⊂ Zp.Si existez ∈ I tal quez /∈ pZp, entonces
|z|p = 1.

Luego, la igualdad|1|p = |z|p|z−1|p implica que|z−1|p = 1 por tenerse que
|z|p = 1. Entoncesz−1 ∈ Zp y por serI ideal deZp se obtiene1 = zz−1 ∈ I.

Para cualquierx ∈ Zp se tiene que1x ∈ I, es decir,x ∈ I. Luego,Zp ⊂ I, es
decir,I = Zp.

Entonces cualquier ideal deZp distinto deZp consta de elementos que no son
unidades deZp, así esta contenido enpZp.

Por tanto,pZp es el único ideal maximal deZp, es decir,Zp es un anillo local.

4. Si x ∈ Zp − pZp entonces|x|p = 1. Luegox 6= 0 y x−1 ∈ Qp. Se tiene
|x−1|p = 1

|x|p
= 1.

Entoncesx−1 ∈ Zp − pZp. Así, cada elemento deZp − pZp es invertible enZp.

Si x ∈ pZp fuera invertible se tendría que existey ∈ Zp tal quexy = 1, es decir,
|x|p|y|p = 1, pero esta es una contradicción pues|x|p|y|p ≤ |x|p ≤ 1

p
. Así, los

únicos elementos invertibles deZp son los elementos deZp − pZp.

�

La proposición anterior permite establecer la siguiente definición

Definición 1.14 El grupo de unidades deZp es

Z×
p = {x ∈ Zp : |x|p = 1}.

Definición 1.15 Se define labola con centro ena y radiopr al conjunto

B(a, pr) = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ pr}, r ∈ Z.
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Observación Es irrelevante hacer distinción entre la bola abierta y la bola cerrada,
pues

B(a, pr) = {x ∈ Qp : |x− a|p < pr} = {x ∈ Qp : |x− a|p ≤ pr−1} = B(a, pr−1).

Definición 1.16 La esfera con centro ena y radiopr es el conjunto

S(a, pr) = {x ∈ Qp : |x− a|p = pr}, r ∈ Z.

Proposición 1.17Se cumple lo siguiente:

1. B(a, pr) es un conjunto abierto y cerrado.

2. Sib ∈ B(a, pr) entoncesB(a, pr) = B(b, pr).

3. Sia, b ∈ Qp entoncesB(a, pr) ∩ B(b, ps) 6= ∅ si y sólo si

B(a, pr) ⊂ B(b, ps) óB(b, ps) ⊂ B(a, pr).

Demostración Se tiene,

1. El conjuntoB(a, pr) es abierto por definición de abierto en un espacio métrico.
Para probar queB(a, pr) es un conjunto cerrado, seac /∈ B(a, pr), entonces
|c− a|p > pr. SeaB(c, |c− a|p − pr), para cualquierz ∈ B(c, |c− a|p − pr) se
tiene

|a− z|p ≤ máx{|a− c|p, |z − c|p}.

Como todos los triángulos son isósceles, entonces

|a− z|p = máx{|a− c|p, |z − c|p}.

Luego,|a− z|p = |a− c|p > pr. Así,B(c, |c− a|p − pr) ⊂ B(a, pr)c.

Por tanto,B(a, pr) es un conjunto cerrado.

2. Seax ∈ B(a, pr) entonces|x− a| ≤ pr.

=⇒ |x− b|p = |(x− a) + (a− b)|p ≤ máx{|x− a|p, |b− a|p} ≤ pr

=⇒ x ∈ B(b, pr) =⇒ B(a, pr) ⊂ B(b, pr).

Análogamente se obtieneB(b, pr) ⊂ B(a, pr).

Así,B(a, pr) = B(b, pr).
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3. SiB(a, pr) ∩B(b, ps) 6= ∅ entonces existec ∈ B(a, pr) ∩ B(b, ps).

Por1, se tiene queB(c, pr) = B(a, pr) y B(c, ps) = B(b, ps).

Sin pérdida de generalidad seapr ≤ ps

=⇒ B(c, pr) ⊂ B(c, ps) =⇒ B(a, pr) ⊂ B(b, ps).

Así,B(a, pr) ⊂ B(b, ps).

Reciprocamente, las contenciones implican que la intersección es distinta del
vacío.

�

Proposición 1.18Seana ∈ Qp y n ∈ Z, los conjuntosa + pnZp son bolas enQp, es
decir,a + pnZp = B(a, p−n).

Demostración Se tienex ∈ a + pnZp ⇐⇒ x = a + pny cony ∈ Zp ⇐⇒ x − a =
pny ⇐⇒ |x− a|p ≤ p−n ⇐⇒ x ∈ B(a, p−n).

�

Proposición 1.19Seaa ∈ Qp y n ∈ Z, los conjuntosa + pnZ×
p son esferas enQp, es

decir,a + pnZ×
p = S(a, p−n).

Demostración Se tienex ∈ a + pnZ×
p ⇐⇒ x = a + pny cony ∈ Z×

p ⇐⇒ x − a =
pny ⇐⇒ |x− a|p = p−n ⇐⇒ x ∈ S(a, p−n).

�

Proposición 1.20Qp es un espacio de Hausdorff totalmente disconexo.

Demostración Todo espacio métrico es de Hausdorff, asíQp es un espacio de Haus-
dorff.
SeaS 6= ∅ un subconjunto deQp. Si x, y ∈ S conx 6= y, seapr = |x − y|p, entonces
B(x, p

r

2
) es un conjunto abierto y cerrado que contiene ax y no contiene ay.

Luego,Qp−B(x, p
r

2
) es un conjunto abierto que contiene ay y no contiene ax. Enton-

ces, existen dos conjuntos abiertosB(x, p
r

2
) y Qp −B(x, p

r

2
) distintos del vacío y cuya

intersección es vacía, además

S =

(
S ∩ B

(
x,
pr

2

))
∪
(
S ∩

(
Qp − B

(
x,
pr

2

)))
.

Así,S es disconexo, Luego, ningún conjunto con dos o más puntos puede ser conexo,
es decir, los únicos subconjuntos conexos son de la forma{x}.
Por tanto,Qp es totalmente disconexo.

�
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Proposición 1.21La inclusiónZ →֒ Zp tiene una imagen densa. En particular, dado
x ∈ Zp y n ≥ 1 existeα ∈ Z con0 ≤ α ≤ pn − 1, tal que|x− α|p ≤ p−n. El enteroα
con estas propiedades es único.
Para cualquierx ∈ Zp existe una sucesión de Cauchyαn que converge ax con las
siguientes caracteristicas:

(i) αn ∈ Z para todon y 0 ≤ αn ≤ pn − 1.

(ii) Para cadan se tieneαn ≡ αn−1 (mód pn−1).

La sucesión(αn) con estas propiedades es única.

Demostración Se tiene,

1) Por las propiedades de| · |p basta verificar que cada bola centrada en un entero
p−ádico y de radiop−n conn ∈ N contiene un entero. Seax ∈ Zp y n ∈ N.

ComoQ es denso enQp, existea
b
∈ Q, con m.c.d(a, b) = 1, tal que|x − a

b
|p ≤

p−n < 1. Además,

∣∣∣
a

b

∣∣∣
p
=
∣∣∣
a

b
− x+ x

∣∣∣
p
≤ máx

{
|x|p,

∣∣∣x− a

b

∣∣∣
p

}
≤ 1,

esto implica quep ∤ b.

Como p ∤ b entoncespn ∤ b y en consecuencia(pn, b) = 1. Luego, existen
b′, c ∈ Z tal quebb′ + cpn = 1. Esto implica quebb′ ≡ 1 (mód pn). Entonces

∣∣∣
a

b
− ab′

∣∣∣
p
=

∣∣∣∣
a− abb′

b

∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣
a(1− bb′)

b

∣∣∣∣
p

usando el hecho de quep ∤ b y pn|1− bb′ se obtiene

a(1− bb′)

b
= pt

a′

b
t ≥ n =⇒

∣∣∣∣
a(1− bb′)

b

∣∣∣∣
p

≤ 1

pn

=⇒ |x− ab′|p =
∣∣∣x− a

b
+
a

b
− ab′

∣∣∣
p
≤ máx{

∣∣∣x− a

b

∣∣∣
p
,
∣∣∣
a

b
− ab′

∣∣∣
p
} ≤ p−n.

Así,ab′ es un entero contenido enB(x, p−n). Por tanto, la imagen deZ es densa
enZp.

Para la segunda parte, seaα el único entero que satisface0 ≤ α ≤ pn − 1 y
α ≡ ab′ (mód pn), se tiene

|x− α|p ≤ |x− ab′ + ab′ − α|p ≤ máx{|x− ab′|p , |ab′ − α|p} ≤ p−n.

Así,α es el único entero que satisface0 ≤ α ≤ pn − 1 y |x− α|p ≤ p−n.
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2) Seax ∈ Zp, usando lo probado en1), se tiene que para todon ∈ N existe un
únicoαn que satisface

0 ≤ αn ≤ pn − 1 y |x− αn|p ≤ p−n.

Sea(αn) la sucesión descrita. Se tiene

|αn+1 − αn|p = |αn+1 − x+ x− αn|p ≤ máx{|αn+1 − x|p, |x− αn|p} = p−n

=⇒ ĺım
n→∞

|αn+1 − αn|p ≤ ĺım
n→∞

p−n = 0 =⇒ ĺım
n→∞

|αn+1 − αn|p = 0.

Luego, por el lema 1.5 se tiene que(αn) es de Cauchy. Por otro lado

|x− αn|p ≤ p−n ∀n ∈ N =⇒ ĺım
n→∞

|x− αn| = 0 =⇒ ĺım
n→∞

αn = x.

La sucesión(αn) satisface(i) por como fue escogida. Además, por como se
escogio la sucesión se tiene que

|αn−αn−1|p = |αn−x+x−αn−1|p ≤ máx{|αn−x|p, |x−αn−1|p} = p−(n−1),

esto último implicaαn ≡ αn−1 (mód pn−1).Así, se satisface(ii).

Por último, la unicidad en1) garantiza la unicidad de(αn).

�

Corolario 1.4 Sean ∈ N se tiene

Zp�p
nZp

∼= Z�pnZ.

Demostración Parax ∈ Zp seaαx ∈ Z el único entero que cumple|x − αx|p ≤ p−n

y 0 ≤ αx ≤ pn − 1. Se define

f : Zp�p
nZp −→ Z�pnZ.

como

f(x+ pnZp) = αx + pnZ.

f esta bien definida:
Si x+ pnZp = y + pnZp entoncesx− y ∈ pnZp, es decir,|x− y|p ≤ p−n

=⇒ |αx−αy|p = |αx−x+y−αy+x−y|p ≤ máx{|αx−x|p, |y−αy|p, |x−y|p} = p−n
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=⇒ αx ≡ αy (mód pn) =⇒ αx+p
nZ = αy+p

nZ =⇒ f(x+pnZp) = f(y+pnZ).

f es biyección:
f es inyectiva pues

f(x+ pnZp) = f(y + pnZ) =⇒ αx + pnZ = αy + pnZ =⇒ αx ≡ αy (mód pn).

Luego,

|x−y|p = |x−αx+αx−αy+αy−y|p ≤ máx{|x−αx|p, |αx−αy|p, |αy−y|p} ≤ p−n

=⇒ x− y ∈ pnZp =⇒ x+ pnZp = y + pnZp.

f es sobreyectiva pues para cualquierk + pnZ se tienef(k + pnZp) = k + pnZ.

f es homomorfismo:

1. Se tiene quef(1 + pnZp) = 1 + pnZ.

2. Se tiene quef(x + pnZp + y + pnZp) = f(x + y + pnZp) = αx+y + pnZ =
αx + αy + pnZ = f(x+ pnZp) + f(y + pnZp).

La cadena de igualdades se justifica por lo siguiente

|αx + αy − αx+y|p = |αx − x+ αy − y + x+ y − αx+y|p
≤ máx{|αx − x|p, |αy − y|p, |x+ y − αx+y|p}
≤ p−n

=⇒ αx + αy ≡ αx+y (mód pn) =⇒ αx+y + pnZ = αx + αy + pnZ.

3. Se tienef((x+pnZp)(y+p
nZp)) = f(xy+pnZp) = αxy+p

nZ = αxαy+p
nZ =

f(x+ pnZp)f(y + pnZp).

La cadena de igualdades se justifica usando

|αxy − αxαy|p = |αxy − xy + xy − yαx + yαx − αxαy|p
≤ máx{|αxy − xy|p, |y|p|x− αx|p, |αx|p|y − αy|p}
≤ p−n

=⇒ αxαy ≡ αxy (mód pn) =⇒ αxy + pnZ = αxαy + pnZ.

�
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Corolario 1.5 Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostración Por la proposición 1.16 se tiene queZ×
p = Zp − pZp, el corolario 1.4

afirma que sin ∈ N entoncesZp�p
nZp

∼= Z�pnZ.
Esto implica que los números0, 1, 2, · · · , pn − 1 son representantes de las clases de
Zp�p

nZp, es decir,

Zp =

pn−1⊔

i=0

i+ pnZp =⇒ Z×
p =

p−1⊔

i=1

i+ pZp.

Usando la proposición 1.19 se obtiene

S(a, pn) = a+ p−nZ×
p =

p−1⊔

i=1

a + ip−n + p−(n−1)Zp =

p−1⊔

i=1

B(a + ip−n, p−(n−1)).

Así, S(a, pn) es un conjunto abierto y cerrado, para cadaa ∈ Qp y n ∈ Z, pues las
bolas son conjuntos abiertos y cerrados.

�

Los siguientes resultados serán de mucha utilidad cuando sea necesario intro-
ducir un proceso de integración enQp.

Proposición 1.22Zp es compacto.

Demostración ComoZp = B(0, 1) es un conjunto cerrado y ademásZp ⊂ Qp que es
un conjunto completo entoncesZp es completo.
Por otro lado, por el corolario 1.4 sin ∈ N entoncesZp�p

nZp
∼= Z�pnZ.

Entonces, los números0, 1, 2, · · · , pn−1 son representantes de las clases deZp�p
nZp,

es decir,

Zp =

pn−1⊔

i=0

i+ pnZp =⇒ Zp =

pn−1⊔

i=0

B(i, pn),

por la proposición 1.18. Luego, para cualquierǫ > 0 existen ∈ N tal quep−n < ǫ y se
obtiene

Zp =

pn−1⊔

i=0

B(i, pn) ⊂
pn−1⋃

i=0

B(i, ǫ).

Así,Zp es totalmente acotado.
ComoZp es completo y totalmente acotado, por el teorema de Heine Borel se concluye
queZp es compacto.

�

Proposición 1.23Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.
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Demostración Para cualquiern ∈ Z y a ∈ Qp se tiene queB(a, pn) = a+ p−nZp.
Seah : {p−n} ×Zp −→ Qp definida porh((x, y)) = xy.
Se tiene queh es la operación producto restringida al conjunto{p−n} × Zp y como la
operación producto es continua se obtiene queh es continua.
Luego,B(0, pn) = h({p−n}×Zp), entoncesB(0, pn) es un compacto pues es la imagen
continua de un compacto.
Seag : {a} × p−nZp −→ Qp definida porh((x, y)) = x+ y.
Se tiene queg es la operación suma restringida al conjunto{a} × p−nZp y como la
operación suma es continua se obtiene queg es continua.
Luego,B(a, pn) = g({a} × p−nZp), entoncesB(a, pn) es un compacto pues es la
imagen continua de un compacto.
Así, las bolas son conjuntos compactos.
De mamera análoga se prueba que las esferas son conjuntos compactos.

�

Corolario 1.6 Qp es localmente compacto.

Demostración Paraa ∈ Qp, basta con tomarB(a, 1) que es un conjunto compacto por
la proposición anterior.

�

De la misma manera a como se obtuvieron los resultados anteriores, se obtie-
nen

Proposición 1.24Z×
p es compacto.

Proposición 1.25Q×
p es localmente compacto.

Para finalizar la subsección, se muestra la forma de representar un número
p−ádico como una serie de potencias, es importante conocer esta forma pues permite
operar con estos números.

Proposición 1.26Cadax ∈ Zp puede escribirse en la forma

x = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bnp

n + · · ·
con0 ≤ bi ≤ p− 1. Además, esta representación es única.

Demostración Seax ∈ Zp, por la proposición 1.21, existe una sucesión de Cauchy
(αn) que converge ax, y satisface

1. αn ∈ Z y además0 ≤ αn ≤ pn − 1.

2. αn ≡ αn−1 (mód pn−1).

La sucesión con estas propiedades es única. Poniendo losαn en basep se obtiene una
serie de la siguiente manera
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1. α1 = b0 donde0 ≤ b0 ≤ p− 1.

2. α2 = b′0 + b1p con0 ≤ b′0, b1 ≤ p− 1 y 0 ≤ α2 ≤ p2 − 1.

Como α2 ≡ α1 (mód p) entoncesb1p + b′0 ≡ b0 (mód p), luego b′0 ≡ b0
(mód p).

Esto implica queb′0 = b0 y asíα2 = b0 + b1p.

3. En general se tiene que si

αn+1 = b′0 + b′1p+ b′2p
2 + · · ·+ b′np

n con0 ≤ b′i ≤ p− 1 y 0 ≤ αn+1 ≤ pn+1 − 1

αn+1 = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bn−1p

n−1 con0 ≤ bi ≤ p− 1 y 0 ≤ αn ≤ pn − 1

Comoαn+1 ≡ αn (mód pn) entonces

b′0 + b′1p+ b′2p
2 + · · ·+ b′np

n ≡ b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bn−1p

n−1 (mód pn)

=⇒ b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bn−1p

n−1 = b′0 + b′1p+ b′2p
2 + · · ·+ b′np

n

=⇒ bi = b′i ∀i : 1, ..., n− 1.

Asi, se obtiene
α1 = b0 0 ≤ b0 ≤ p− 1

α2 = b0 + b1p 0 ≤ b1 ≤ p− 1
α3 = b0 + b1p + b2p

2 0 ≤ b2 ≤ p− 1
...

...
αn = b0 + b1p+ b2p

2 + · · ·+ bn−1p
n−1 0 ≤ bn−1 ≤ p− 1

αn−1 = b0 + b1p + b2p
2 + · · ·+ bn−1p

n−1 + bnp
n 0 ≤ bn ≤ p− 1

...
...

Como las sumas parciales de la serie recién construida son losαn que convergen ax se
cumple que la serie construida converge ax. Así,x puede escribirse en la forma

x = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bnp

n + · · ·
con0 ≤ bi ≤ p− 1. La unicidad se obtiene de la unicidad de la sucesión(αn).

�

Corolario 1.7 Cadax ∈ Qp puede ser escrito en la forma

x = b−n0p
−n0 + b−n0+1p

−n0+1 + · · ·+ b0 + b1p+ · · ·+ bnp
n + · · · =

∑

n≥−n0

bnp
n

con0 ≤ bn ≤ p− 1 y b−n0 6= 0. Esta representación es única y ademásvp(x) = −n0.
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Demostración Seax ∈ Qp.
Si x ∈ Zp entonces por la proposición anterior

x = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bnp

n + · · ·
con0 ≤ bi ≤ p− 1 y esta representación es única.
Por otro lado, seank el menor entero positivo tal quebnk

6= 0 se tiene

x =
∑

n≥nk

bnp
n = bnk

pnk +
∑

n≥nk+1

bnp
n

=⇒ |x|p =
∣∣∑

n≥nk
bnp

n
∣∣
p

≤ máx
{
|bnk

pnk |p,
∣∣∑

n≥nk+1 bnp
n
∣∣
p

}

=⇒ |x|p = máx
{
p−nk ,

∣∣∑
n≥nk

bnp
n
∣∣
p

}

=⇒ |x|p = p−nk

=⇒ vp(x) = nk.

Si x /∈ Zp, sean0 = −vp(x) se tiene quen0 ∈ Z, n0 ≥ 0 y ademásxpn0 ∈ Zp. Luego,

xpn0 =
∑

n≥0

bnp
n

conb0 6= 0. Entonces

x = p−n0

∑

n≥0

bnp
n =

∑

n≥−n0

bnp
n.

La unicidad de la representación se deduce de la unicidad dexpn0 y además se tiene
vp(x) = −n0.

�

Ejemplo 1.3 Se tiene que

−1 = (p− 1) + (p− 1)p+ (p− 1)p2 + · · ·

Esto por que tomando sumas parciales se obtiene

sn = (p− 1)+ (p− 1)p+ (p− 1)p2+ · · ·+ (p− 1)pn = (p− 1)
pn+1 − 1

p− 1
= pn+1− 1.

Luego,

ĺım
n→∞

sn = ĺım
n→∞

pn+1 + ĺım
n→∞

−1 = −1

pues
ĺım
n→∞

|pn+1|p = ĺım
n→∞

p−n−1 = 0 =⇒ ĺım
n→∞

pn+1 = 0.
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Ejemplo 1.4 En el ejemplo anterior se obtuvo

−1 = (p− 1)

∞∑

i=1

pi.

Esto implica que

1

1− p
=

∞∑

i=1

pi.

I.2.4 Lema de Hensel

Para decidir si un número como
√
6 pertenece aQ5, la manera que se tiene

hasta el momento es buscar “a mano”una representación en series de potencias del
√
6,

es decir, es necesario encontrar una sucesión de dígitos5−ádicos:a0, a1, a2, · · · con
0 ≤ ai ≤ 4, tal que

(a0 + a15 + a25
2 + · · · )2 = 1 + 1 · 5.

Ecuaciones de este tipo,(x2 − 6 = 0), pueden resolverse utilizando un resultado cono-
cido como “lema de Hensel”.

Definición 1.17 Seana, b ∈ Qp, decimos quea, b soncongruentes módulopn y se
escribea ≡ b (mód pn) si y sólo si|a− b|p ≤ 1

pn
.

Teorema 1.5 (Lema de Hensel)SeaF (x) = c0+c1x+ · · ·+cnxn un polinomio cuyos
coeficientes son enterosp−ádicos. SeaF ′(x) = c1 + 2c2x + 3c3x

2 + · · ·+ cnx
n−1 la

derivada formal deF (x). Sia0 es un enterop−ádico que satisfaceF (a0) ≡ 0 (mód p)
y F ′(a0) 6≡ 0 (mód p) entonces existe un enterop−ádicoa tal queF (a) = 0 y a ≡ a0
(mód p).

Demostración Se prueba por inducción el siguiente enunciado:
s(k): Existe un enterop−ádico de la forma

ak = b0 + b1p+ · · ·+ bkp
k

conbi ∈ {0, 1, · · · , p− 1} ∀i, tal queF (ak) ≡ 0 (mód pk+1) y ak ≡ a0 (mód p).

1. Parak = 0 basta con tomarb0 igual al primer dígitop−ádico dea0, luego se
tieneF (a0) ≡ 0 (mód p) y a0 ≡ a0 (mód p).

2. Asumiendo que se cumples(k − 1).

Seaak = ak−1 + bkp
k para algún dígitobk, por determinar. Se tiene

38



F (ak) = F (ak−1 + bkp
k)

=

n∑

i=0

ci(ak−1 + bkp
k)i

= c0 +
n∑

i=1

ci(a
i
k−1 + iai−1

k−1bkp
k + pk+1t)

≡ F (ak−1) + bkp
kF ′(ak−1) (mód pk+1).

Por hipótesis de inducciónF (ak−1) ≡ 0 (mód pk), entonces

F (ak) ≡ αkp
k + bkp

kF ′(ak−1) (mód pk+1)

para algún enteroαk ∈ {0, 1, · · · , p− 1}.

Luego, se busca que se cumplaαk + bkF
′(ak−1) ≡ 0 (mód p), comoak−1 ≡ a0

(mód p) entoncesF ′(ak−1) ≡ F ′(a0) 6≡ 0 (mód p).

Entoncesαk + bkF
′(ak−1) ≡ 0 (mód p) esto implicabk ≡ −αk

F ′(ak−1)
(mód p).

Así,F (ak) ≡ 0 (mód pk+1). Completando el proceso de inducción.

Ahora seaa = b0 + b1p+ b2p
2 + · · · , se tiene queF (a) = 0 pues para todok se

obtieneF (a) ≡ F (ak) ≡ 0 (mód pk+1).

La unicidad dea se sigue de la unicidad de la sucesión(ak).

�

Ejemplo 1.5 Para decidir six2−6 = 0 tiene solución enQ5 se defineF (x) = −6+x2,
entoncesF ′(x) = 2x. Tomandoa0 = 1 se obtiene

F (1) = 1− 6 = 5 ≡ 0 (mód 5) y F ′(1) = 2 6≡ 0 (mód 5).

Entonces existe un entero5−ádicoa tal queF (a) = a2 − 6 = 0, es decir,a2 = 6.
Así,

√
6 pertenece aQ5.

Algunas consecuencias del lema de Hensel, son las siguientes

Proposición 1.27Un polinomio con coeficientes enteros tiene una
raíz enZp si y sólo si tiene una raíz módulopk para cualquierk ≥ 1.

Demostración SeaF (x) un polinomio con coeficientes enZ.
Supóngase quea ∈ Zp es raíz, es decir,F (a) = 0.
Luego, existe una sucesión{a1, a2, · · · , ak, · · · } donde

ak = b0 + b1p+ b2p
2 + · · ·+ bk−1p

k−1
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tal que

a ≡ ak (mód pk).

EntoncesF (ak) ≡ F (a) (mód pk) y F (a) = 0.

=⇒ F (ak) ≡ 0 (mód pk).

Reciprocamente, supóngase queF (x) ≡ 0 (mód pk) tiene una soluciónak para cual-
quierk ≥ 1.
ComoZp es compacto entonces es secuencialmente compacto, luego lasucesión{ak}
contiene una subsucesión{aki} convergente. Sea

a = ĺım
i→∞

aki .

F (x) es una función continua pues es un polinomio, entonces

F (a) = ĺım
i→∞

F (aki).

Por otro lado,

F (aki) ≡ 0 (mód pki).

Así,

ĺım
i→∞

F (aki) = 0

y por tanto,F (a) = 0.
�

Proposición 1.28Un entero racionala no divisible porp tiene una raíz cuadrada en
Zp (p 6= 2) si y sólo sia es un residuo cuadrático módulop.

Demostración SeaP (x) = x2 − a, entoncesP ′(x) = 2x.
Por el teorema anterior, siP (x) tiene una raíz enZp entoncesx2 ≡ a (mód p) tiene
solución, es decir,a es un residuo cuadrático módulop.

Reciprocamente, si a es un residuo cuadrático módulop, entonces

a ≡ a20 (mód p)

para algúna0 ∈ {1, 2, · · · , p− 1}.

=⇒ P (a) ≡ 0 (mód p).

ComoP ′(a) = 2a 6≡ 0 (mód p) por el Lema de Hensel existea0 ∈ Zp tal quea20−a =
0, es decir,a20 = a.

�
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Ejemplo 1.6 El número
√
−1 pertenece aZ5 por que−1 = 4 − 5 ≡ 22 (mód 5), es

decir,−1 es un residuo cuadrático(mód 5).
Sin embargo,

√
−1 no pertenece aZ3 por que−1 ≡ 2 (mód 3) que no es un residuo

cuadrático (mód 3).

I.2.5 Integración en Qp

EnQp existe una medida que es una generalización de la medida de Lebesgue
enRn, aqui se presentan los resultados necesarios para el desarrollo de este trabajo,
algunos sin demostración, un estudio más profundo de este tema se puede consultar en
[10].

Teorema 1.6 Sea(G, ∗) un grupo topológico localmente compacto. Existe una medida
regular de Borel, única salvo multiplicación por constantes positivas, tal que

1.
∫
U
dx > 0 para cada conjunto abierto de BorelU distinto del vacío, y

2.
∫
x∗E

dx =
∫
E
dx para cada conjunto de Borel.

Una prueba de este teorema puede consultarse en [10].

Definición 1.18 La medidadx descrita en el teorema anterior es unaMedida de Haar
sobreG.

Por lo visto en las secciones anteriores se tiene que(Qp,+) es un grupo topológico
abeliano localmente compacto, así que existe una medida de Haardx sobre(Qp,+).
Por otro lado,Zp es compacto y por serdx una medida regular se obtiene

∫

Zp

dx <∞.

Así, se puede normalizar esta medida por la condición
∫

Zp

dx = 1

y entoncesdx es única.
Los abiertos compactos deQp, e.g.a + pmZp, generan laσ−álgebra de Borel.
La medidadx asigna a cada subconjunto abierto compactoU un número real no nega-
tivo

∫
U
dx, que además satisface

∫

∪∞

n=1Un

dx =
∞∑

n=1

∫

Un

dx,

para todos los subconjuntos abiertos compactosUn enQp, que son disjuntos por pare-
jas, tales que∪∞

n=1Un es igualmente compacto. También cumple,
∫

x0+U

dx =

∫

U

dx.

La siguiente fórmula es de gran utilidad en el proceso de integración pues permite hacer
cambio de variables.
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Proposición 1.29Sead(xa) definida pord(ax)(U) = dx(aU), entoncesd(ax) es una
medida de Haar y

d(ax) = |a|pdx a ∈ Q×
p .

Es decir,
∫

aU

dx = |a|p
∫

U

dx

para cada conjunto de BorelU .

Demostración SeaTa : Qp → Qp, dondeTa(x) = ax.
Ta está bien definido y es inyectivo puesTa(x) = Ta(y) ⇔ ax = ay ⇔ x = y.
Si y ∈ Qp entoncesTa(

y

a
) = y, luegoTa es sobreyectiva.

Ta es la restricción de la operación producto al conjunto{a}×Qp, esto implica queTa
es continua.
Por la continuidad de la operación de tomar inversos multiplicativos se obtiene queT−1

a

es continua.
Luego,Ta es un homeomorfismo deQp enQp; entoncesd(ax) es una medida de Borel
regular sobreQp.
La invarianza de traslación dedx implica la invarianza de traslación ded(ax), esto es,
para cualquiery ∈ Qp se tiene

d(ax)(y + U) = dx(a(y + U)) = dx(ay + aU) = dx(aU) = d(ax)(U).

Por tanto,d(ax) es una medida de Haar sobreQp.
Por el teorema 1.6 existe una constante positivaC(a) tal que

∫
aU
dx = C(a)

∫
U
dx.

Para calcularC(a) se puede esocoger cualquier conjunto abierto compactoU , en este
caso se tomaU = Zp.
Supóngase quea ∈ Zp, entonces|a|p = p−k conk ∈ N. Se tiene

Zp =

pk−1⊔

i=0

i+ pkZp

=⇒ 1 =

∫

Zp

dx =

pk−1∑

i=0

∫

i+pkZp

dx =

pk−1∑

i=0

∫

pkZp

dx = pk
∫

pkZp

dx

=⇒
∫

pkZp

dx = p−k = |a|p.

Como|a|p = p−k entoncesa = pku conu ∈ Z×
p , usando queZp = uZp se obtiene

∫

aZp

dx =

∫

pkuZp

dx =

∫

pkZp

dx = |a|p.
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Así, ∫

aZp

dx = C(a)

∫

Zp

dx =⇒ C(a) = |a|p.

El casoa /∈ Zp se trata de manera similar. Por tanto,

d(ax) = |a|pdx a ∈ Q×
p .

�

Una consecuencia de la proposición anterior es

Corolario 1.8 Seaf : U → C, dondeU es un conjunto de Borel, esto porque los
conjuntos borelianos son abiertos y compactos. Entonces

∫

U

f(x)dx = |a|p
∫

a−1U+a−1b

f(ay + b)dy

para cualesquieraa ∈ Q×
p y b ∈ Qp.

Demostración Poniendox = ay+b y usando la invarianza bajo traslaciones se obtiene
dx = d(ay + b) = d(ay) = |a|pdy

∫

U

f(x)dx = |a|p
∫

a−1U−a−1b

f(ay + b)dy.

�

A continuación se presentan algunos ejemplos de cálculo de integrales que serán de
utilidad en este trabajo.

Ejemplo 1.7 Para calcular

∫

B(0,pr)

dx, r ∈ Z,

Poniendox = p−ry cony ∈ Zp se obtienedx = d(p−ry) = pry, luego

∫

B(0,pr)

dx =

∫

p−rZp

dx = pr
∫

Zp

dx = pr.

Ejemplo 1.8 Para cualquierr ∈ Z se tiene

∫

S(0,pr)

dx =

∫

B(0,pr)

dx−
∫

B(0,pr−1)

dx = pr − pr−1 = pr(1− p−1).
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Ejemplo 1.9 Sea

Z(f, s) =

∫

Zp

|x|spdx

dondes ∈ C y satisfaceRe(s) > −1. Tomando{0, 1, 2, · · · , p − 1} ⊂ Z ⊂ Zp como
un sistema de representantes deFp ≃ Zp�pZp, entonces

Zp =

p−1⊔

k=0

k + pZp.

Luego,

Z(f, s) =

∫

Zp

|x|spdx

=

p−1∑

k=1

∫

k+pZp

|x|spdx+
∫

pZp

|x|spdx.

Si x ∈ k + Zp conk = 1, 2, · · · , p − 1, se cumple quex = k + pw dondew ∈ Zp.
De esta manera se tiene que|x|p = |k + pw| ≤ máx{|k|p, |pw|p} = máx{1, p−1|w|p},
usando la proposición 1.8. Esto implica que|x|p = 1, entonces

Z(f, s) =

p−1∑

k=1

∫

k+pZp

|x|spdx+
∫

pZp

|x|spdx

=

p−1∑

k=1

∫

k+pZp

dx+

∫

pZp

|x|spdx

=
p− 1

p
+

∫

pZp

|x|spdx.

Con un razonamiento similar se tiene

Z(f, s) =
p− 1

p
+

∫

pZp

|x|spdx

=
p− 1

p
+

p−1∑

k=1

∫

pk+p2Zp

|x|spdx+
∫

p2Zp

|x|spdx

=
p− 1

p
+

p−1∑

k=1

∫

pk+p2Zp

(p−1)sdx+

∫

p2Zp

|x|spdx

=
p− 1

p
+

p−1∑

k=1

p−s

∫

pk+p2Zp

dx+

∫

p2Zp

|x|spdx

=
p− 1

p
+
p− 1

p2
p−s +

∫

p2Zp

|x|spdx.
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Continuando con este proceso se obtiene

Z(f, s) =

∫

Zp

|x|spdx

=
p− 1

p
+
p− 1

p2
p−s +

p− 1

p3
p−2s + · · ·

=
p− 1

p
(1 + p−s−1 + p2(−s−1) + p3(−s−1) + · · · )

=
p− 1

p

1

1− p−s−1
si Re(s) > −1.

Ejemplo 1.10 SeaU = Zp − {0}.
Considerando la sucesión(p−n)∞n=1 se tiene queĺımn→∞ p−n = 0 y además cualquier
subsucesión(pnk) converge a0 /∈ U . Así,U no es secuencialmente compacto y por
tanto no es compacto.
Por otro lado,

{0} =

∞⋂

n=1

pnZp.

Como cadapnZp es un conjunto de Borel,pZp ⊃ p2Zp ⊃ p3Zp ⊃ · · · y
∫
pZp

= p−1,
entonces

ĺım
n→∞

∫

pnZp

dx = ĺım
n→∞

p−n = 0 =

∫

{0}

dx.

Así,
∫

Zp−{0}

dx =

∫

Zp

dx−
∫

{0}

dx = 1.

Además,

U = Zp − {0}

=

p−1⊔

i=1

(i+ pZp)
⊔

(pZp − {0})

=

p−1⊔

i=1

(i+ pZp)
⊔
(

p−1⊔

i=1

(
ip+ p2Zp

)
)
⊔(

p2Zp − {0}
)

...

Continuando con este proceso, se observa queU es la unión contable de subconjuntos
abiertos, compactos y disjuntos. Es decir,U es un conjunto de Borel.
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Como(Q×
p , ·) es también un grupo topológico localmente compacto existe una medida

de Haardµ× que se puede normalizar por la condición
∫

Z
×

p

dµ× = 1.

Proposición 1.30Se tiene la siguiente relación entre medidas

dµ×(x) =
1

1− p−1

dx

|x|p
.

Demostración Sea la medida definida enQ×
p como

A→
∫

A

1

1− p−1

dx

|x|p
.

Parab ∈ Q×
p , haciendo el cambio de variablesx = bz, se tiene

∫

bA

1

1− p−1

dx

|x|p
=

∫

A

1

1− p−1

|b|pdz
|b|p|z|p

=

∫

A

1

1− p−1

dx

|x|p
.

Así, esta medida es invariante bajo la multiplicación.
Como la medida de Haar está únivocamente determinada salvo por múltiplos positivos,
se tiene que la medida antes definida es un múltiplo de la medidadµ×. Por otro lado,

∫

Z
×

p

1

1− p−1

dx

|x|p
=

1

1− p−1

∫

Z
×

p

=
1

1− p−1
(1− p−1) = 1.

Entonces,dµ× es igual a la medida antes definida. Por tanto,

dµ×(x) =
1

1− p−1

dx

|x|p
.

�

Definición 1.19 Una funciónh : U → Qp dondeU es un subconjunto abierto, se dice
queh esanalítica sobreU , si parax ∈ V ⊂ U , conV abierto, existe una serie de
potencias convergente

∑
i aix

i tal queh(x) =
∑

i aix
i.

En este caso,h′(x) =
∑

i iaix
i−1 es una serie de potencias convergente.

Definición 1.20 Una funciónf esbianalíticasi f y f−1 son analíticas.

Teorema 1.7 (Cambio de variables (caso general), [23], pág.41) SeanK,K1 ⊂ Qp

subconjuntos abiertos y compactos. Seaσ : K1 → K una función bianalítica tal que
σ′(y) 6= 0 para caday ∈ K1. Sif es una función continua sobreK entonces

∫

K

f(x)dx =

∫

K1

f(σ(y))|σ′(y)|pdy, x = σ(y).
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I.2.6 El caso n dimensional

El espacioQn
p = Qp×Qp×· · ·×Qp consiste de los puntosx = (x1, x2, · · ·xn),

conxj ∈ Qp paraj = 1, 2, 3, · · ·n. La norma sobreQn
p es

‖x‖p = máx1≤j≤n|xj |p, x ∈ Qn
p .

La norma recién definida es no arquimediana, la única propiedad que no es evidente es
la desigualdad

‖x+ y‖p ≤ máx{‖x‖p, ‖y‖p}, x, y ∈ Qn
p

pero esta se cumple, pues

‖x+ y‖p = máx1≤j≤n|xj + yj|p ≤ máx1≤j≤nmáx{|xj|p, |yj|p}
= máx{máx1≤j≤n|xj|p,máx1≤j≤n|yj|p}
= máx{‖x‖p, ‖y‖p}.

Como las propiedades de ser completo, totalmente disconexoy localmente
compacto se conservan en la topología producto se obtiene queQn

p es un espacio mé-
trico completo, totalmente disconexo y localmente compacto. La bola y la esfera se
definen de manera similar al caso unidimensional, es decir,

Definición 1.21 Se define labola con centro ena y radiopr al conjunto

Bn(a, pr) = {x ∈ Qn
p : ‖x− a‖p ≤ pr}, r ∈ Z.

Definición 1.22 La esfera con centro ena y radiopr es el conjunto

Sn(a, pr) = {x ∈ Qn
p : ‖x− a‖p = pr}, r ∈ Z.

La bola y la esfera son conjuntos cerrados y abiertos enQn
p , además si

a = (a1, a2, · · · , an) entoncesBn(a, pr) = B(a1, p
r)×B(a2, p

r)× · · · ×B(an, p
r).

Por otro lado, existe una medida de Haardnx sobreQn
p y se puede normalizar por la

condición
∫

Zn
p

dnx = 1.

Para más detalles se puede consultar [22].
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II. FÓRMULA DE LA FASE ESTACIONARIA

Se introducen las funciones zeta locales de Igusa y la fórmula de la fase es-
tacionaria que es una técnica que permite calcular dichas funciones en muchos casos.
Este capítulo esta basado en [27] y [15].

II.1. Funciones localmente constantes
Definición 2.1 Una funciónϕ : Qp → C se dice que eslocalmente constantesi para
cadax ∈ Qp existe un subconjunto abierto y compactoU tal quex ∈ U yϕ(u) = ϕ(x)
para todou ∈ U .

Lema 2.1 Seanϕ una función localmente constante yA un conjunto abierto y com-
pacto entonces

ϕ(x) =
t∑

j=1

ϕ(xj)1B(xj ,p
mj )(x) x ∈ A,

dondexi ∈ A para i = 1, 2, · · · , t,mi ∈ Z para cadai = 1, 2, · · · , n y

1B(xj ,p
mj ) (x) =

{
0 si x /∈ B(xj , p

mj )
1 si x ∈ B(xj , p

mj).

Demostración Para cadax ∈ A existemx ∈ Z tal que siy ∈ B(x, pmx) entonces
ϕ(x) = ϕ(y). SeaC = {B(x, pmx) : x ∈ A}, entoncesC es una cubierta abierta deA,
por ser compacto existenx1, x2, · · · , xt ∈ A tales que

A =

t⋃

i=1

B(xi, p
mi).

Ahora, como dos bolas son ajenas o una contiene a la otra, sin pérdida de generalidad
se puede suponer

A =
t⊔

i=1

B(xi, p
mi).

Así,

ϕ|A(x) =
t∑

j=1

ϕ(xj)1B(xj ,p
mj )(x) x ∈ A.

�
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Definición 2.2 El soportede una función complejaf definida en un espacio topológico
X es la cerradura de el conjunto

{x : f(x) 6= 0}.

Observación En esta tesis el soporte de una funciónf se denotará porsupp f .

Corolario 2.1 Cualquier función localmente constanteϕ : Qp → C con soporte com-
pacto puede ser expresada como una combinación lineal de funciones caracteristicas
de bolas de la forma

ϕ(x) =

N∑

n=1

cn1B(xn,pM)(x)

dondecn ∈ C,M ∈ Z y {B(xn, p
M)}1≤n≤N cubren el soporte deϕ.

Definición 2.3 Seaϕ : Qp → C una función localmente constante yA un subconjunto
abierto y compacto deQp. Por el lema anteriorϕ|A(x) =

∑k
i=1 ci1Ui

(x), conUi abierto
y compacto. Se define

∫

A

ϕ(x)dx = c1

∫

U1

dx+ c2

∫

U2

dx+ · · ·+ ck

∫

Uk

dx.

Proposición 2.1 Si ϕ : Qp → C es una función localmente constante entonces es
continua.

Demostración SeaU ⊂ C abierto. Para cadas ∈ U existe un abiertoUs ⊆ Qp tal que
ϕ|Us

= s, por queϕ es localmente constante, entonces

ϕ−1(U) =
⋃

s∈U

Us.

�

Definición 2.4 Una función localmente constante con soporte compacto se llamafun-
ción de Schwartz-Bruhat.

Las funciones de Schwartz-Bruhat forman unC−espacio vectorial denotado porS.
Además, se tiene

Proposición 2.2S es un subespacio denso deC0, el espacio de funciones continuas
con soporte compacto.

Una prueba de este resultado se puede consultar en [21].

50



Definición 2.5 Una funciónϕ : Qp → C se dice que eslocalmente integrable, ϕ ∈
L1
loc, si

∫

K

ϕ(x)dx

existe para cada compactoK.

Definición 2.6 (Integral impropia) Una funciónϕ ∈ L1
loc se dice que esintegrable

enQp si

ĺım
N→+∞

∫

B(0,pN )

ϕ(x)dx = ĺım
N→+∞

N∑

j=−∞

∫

S(0,pj)

ϕ(x)dx

existe. Si el límite existe, se denota por
∫
Qp
ϕ(x)dx y se dice que laintegral impropia

existe.

Observación Se tiene que

∫

Qp

ϕ(x)dx =
+∞∑

j=−∞

∫

S(0,pj)

ϕ(x)dx.

II.2. Funciones zeta locales de Igusa
Definición 2.7 Seap un número primo fijo, se define

Am := Z/pmZ m ∈ N \ {0}
como elanillo de enteros modulopm.

Recordando que todo entero se puede escribir en forma única como

a0 + a1p+ · · ·+ am−1p
m−1 ai ∈ {0, 1, 2, · · · , p− 1}

entonces se puede identificarAm (como conjuntos), con el conjunto

{a0 + a1p+ · · ·+ am−1p
m−1 : ai ∈ {0, 1, 2, · · · , p− 1}}.

Seaf(x) ∈ Z[x1, · · · , xn] \ Z se define

Nm =

{
#({x ∈ (Z/pmZ)n : f(x) ≡ 0 (mód pm)}) sim ≥ 1
1 sim = 0.

Un problema básico es estudiar el comportamiento deNm cuandom→ ∞.
De manera más general, tomandof(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn]\Zp (recordando queZ ⊂ Zp

y Z/pmZ ≃ Zp/p
mZp) se define
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Nm =

{
#({x ∈ (Zp/p

mZp)
n : f(x) ≡ 0 (mód pm)}) sim ≥ 1 [∗]

1 sim = 0.

dondex ≡ y (mód pm) significa quex− y ∈ pmZp.
Para estudiar la sucesión{Nm}m∈N se introduce la siguiente serie de Poincaré.

Definición 2.8 Se define laserie de Poincaréasociada a [*] como la serie

P (t) :=
+∞∑

m=0

Nm(p
−nt)m,

dondet ∈ C con|t| < 1.

Observación Para cadam ∈ N se tieneNm ≤ pnm, luego

k∑

m=0

|Nm(p
−nt)m| ≤

k∑

m=0

pmnp−nm|t|m =
k∑

m=0

|t|m, donde|t| < 1.

Como|t| < 1 entonces
∑∞

m=0 |t|m converge. Así,P (t) es absolutamente convergente
por el criterio de comparación.
Por tanto, la serie de Poincaré converge.

Se espera que las propiedades analíticas deP (t) proporcionen información acerca del
comportamiento asintótico de la sucesión{Nm}∞m=1. Una pregunta fundamental es

¿P (t) es una función racional?.

Observación Dadoa > 0 y s ∈ C se defineas = es ln a.

Definición 2.9 Seanf(x) ∈ Qp[x1, · · · , xn]\Qp yϕ una función localmente constante
con soporte compacto, es decir, un elemento deS(Qn

p ). La función zeta local(también
llamadafunción zeta local de Igusa) asociada a(f, ϕ) es

Zϕ(s, f) :=

∫

Qn
p\f

−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx, s ∈ C, Re(s) > 0,

dondednx es la medida de Haar de(Qn
p ,+) normalizada de tal manera que∫

Zn
p
dnx = 1.

Observación dnx es la medida producto de las medidasdx1, dx2, · · · , dxn, dondedxi
es la medida de Haar normalizada de(Qp,+). En particular, siA = A1 × · · · × An,
donde cadaAi es medible con respecto adxi,

∫

A

dnx =

n∏

i=1

∫

Ai

dxi.

Para más detalles se puede consultar [10].
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Proposición 2.3 La integral

Zϕ(s, f) =

∫

Qn
p \f

−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx

converge paraRe(s) > 0.

Demostración Se tiene

∣∣∣∣∣

∫

Qn
p\f

−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx
∣∣∣∣∣ ≤

∫

supp ϕ

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)
p dnx,

comosupp ϕ es compacto y las funciones|ϕ| y |f(x)|Re(s)
p son continuas, entonces

existeC(s) tal que|ϕ(x)||f(x)|Re(s)
p ≤ C(s) para todox ∈ supp ϕ. Así,

∣∣∣∣∣

∫

Qn
p \f

−1(0)

ϕ(x)|f(x)|spdnx
∣∣∣∣∣ ≤

∫

supp ϕ

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)
p dnx

≤ C(s)

∫

supp ϕ

dnx

< +∞.

�

Para estudiar siZϕ(s, f) es analítica se introduce un resultado sobre grupos topológicos
localmente compactos, para más detalles se puede consultar[9].

SeanG un grupo topológico localmente compacto con medida de Haardx,D ⊂ C una
región yh : G×D → C una función continua tal que:

1. Parax ∈ G fijo, h(x, s) es una función analítica des ∈ D.

2. Paras ∈ D fijo, h(x, s) y hs(x, s) son integrables con respecto adx, donde
hs(x, s) indica la derivada deh(x, s) con respecto as.

Se puede entonces definir la función

g(s) =

∫

G

h(x, s)dx paras ∈ D.

Definición 2.10 SeanG,D y h como antes. SiE ⊆ D entonces se dice que
∫
G
h(x, s)dx (2.1)

converge uniformemente enE si, dadoǫ > 0, existe un subconjunto compacto
K = K(ǫ, E) ⊂ G tal que
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∣∣∣∣
∫

G\K

h(x, s)dx

∣∣∣∣ < ǫ

para todos ∈ E.
Se dice que la integral (2.1)converge uniformemente en subconjuntos compactos de
D si esta converge uniformemente en todo subconjunto compacto deD.

Proposición 2.4 (Theorem 8-1-5, [9] )Seanh, g, G yD como antes. Si
∫

G

|h(x, s)|dx

converge uniformemente en subconjuntos compactos deD, entoncesg(s) es analítica
enD y

gs(s) =

∫

G

hs(x, s)dx.

Corolario 2.2 La funciónZϕ(s, f) es analítica paraRe(s) > 0.

Demostración TomandoG = Qn
p , h(x, s) = ϕ(x)1Qn

p\f
−1(0)(x)|f(x)|sp y

D = {s ∈ C : Re(s) > 0} se tiene

1. parax ∈ G fijo, h(x, s) = ϕ(x)1Qn
p\f

−1(0)(x)e
s ln|f(x)|p es una función analítica

des ∈ D.

2. paras ∈ D fijo, h(x, s) y hs(x, s) = ϕ(x)1Qn
p\f

−1(0)(x)ln|f(x)|pes ln|f(x)|p son
integrables con respecto adnx.

La afirmación 1 se sigue del hecho que la funciónez, z ∈ C, es analítica. Para la
afirmación 2 hay que observar que

|hs(x, s)| ≤ |ϕ(x)|1Qn
p\f

−1(0)(x)|f(x)|Re(s)+1
p

y esta última función es integrable paraRe(s) > 0.
Por otro lado, seaB(x0, p

m) tal que|f(x)|p = |f(x0)|p para cadax ∈ B(x0, p
m) y

ϕ|B(x0,pm) = ϕ(x0) 6= 0, es decir,B(x0, p
m) ⊂ supp ϕ.

Seaǫ > 0 dado, comoB(x0, p
m) es compacto, para verificar las hipótesis del teorema

anterior es suficiente probar que

I :=

∫

B(x0,pm)

|ϕ(x)||f(x)|Re(s)
p dnx < ǫ

paras perteneciendo a un subconjunto compacto deD. Entonces se debe cumplir que

I = |ϕ(x0)||f(x0)|Re(s)
p p−m < ǫ.

Esto es posible, dado ques pertenece a un conjunto compacto,|ϕ(x0)| 6= 0 y |f(x0)| 6=
0.
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Así, se tienen las hipótesis de la proposición anterior y portantoZϕ(s, f) es analítica
paraRe(s) > 0.

�

Definición 2.11 Dadof(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] \ Zp se define

Z(s) :=

∫

Zn
p \f

−1(0)

|f(x)|spdn(x), s ∈ C, Re(s) > 0.

Proposición 2.5 Con la notación anterior

P (t) =
1− tZ(s)

1− t
, t = p−s, para Re(s) > 0,

dondeP (t) es la serie de Poincaré definida en (2.8).

Demostración Se tiene que

Z(s) =

∫

Zn
p\f

−1(0)

|f(x)|spdn(x) =
+∞∑

m=0

p−ms

∫

{x∈Zn
p :|f(x)|p=p−m}

dnx.

La imagen de|f |s : Zn
p → C está contenida en{p−ms : m ∈ Z, m ≥ 0} ∪ {0} ⊂ C.

Param ∈ Z conm ≥ 0 la fibra parap−ms está dada por

(|f |sp)−1(p−ms)
= {x ∈ Zn

p : |f(x)|p = p−m}
= {x ∈ Zn

p : f(x) ≡ 0 (mód pm)} \ {x ∈ Zn
p : f(x) ≡ 0 (mód pm+1)}

=
⊔

x∈Am
x+ pmZn

p \
⊔

x∈Am+1
x+ pm+1Zn

p

dondeAk = {x ∈ (Zp/p
kZp)

n : f(x) ≡ 0 (mód pk)}.
Luego,

∫

{x∈Zn
p :|f(x)|p=p−m}

dnx = Nmp
−mn −Nm+1p

−(m+1)n

para todom ∈ Z conm ≥ 0.
Para un número complejos conRe(s) > 0 se tiene
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Z(s) =

∫

Zn
p−f−1(0)

|f(x)|spdnx

=

+∞∑

m=0

p−ms

∫

{x∈Zn
p :|f(x)|p=p−m}

dnx

=
+∞∑

m=0

p−ms
(
Nmp

−mn −Nm+1p
−(m+1)n

)

=

+∞∑

m=0

Nmp
−mn−ms −

+∞∑

m=0

Nm+1p
−ms−(m+1)n

=

+∞∑

m=0

Nm(p
−np−s)m − ps

+∞∑

m=0

Nm+1p
−(m+1)s−(m+1)n

= P (p−s)− ps
+∞∑

m′=1

Nm+1p
−(m′)s−(m′)n (m′ = m+ 1)

= P (p−s)− ps(P (p−s)− 1).

=⇒ Z(s)− p−s = P (p−s)(1− ps)

=⇒ P (p−s) =
Z(s)− ps

1− ps

=⇒ P (p−s) =
1− p−sZ(s)

1− p−s
.

Por lo tanto,

P (t) =
1− tZ(s)

1− t
, t = p−s, paraRe(s) > 0.

�

Teorema 2.1 (Igusa,[15])Seanf(x) un polinomio no constante enQp[x1, · · · , xn] y
ϕ una función localmente constante con soporte compacto. Existe un número finito de
parejas(NE , vE) ∈ (N \ {0})× (N \ {0}), E ∈ T , donde T es un subconjunto finito,
tal que

∏

E∈T

(1− pvE−sNE)Zϕ(s, f)

es un polinomio enp−s con coeficientes racionales.

Del teorema 2.1 y la proposición 2.5 se obtiene
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Corolario 2.3 P (t) es una función racional det.

La racionalidad deP (t) fue conjeturada e los 60s por Borevich y Shafarevich. Igu-
sa probó este resultado a mediados de los 70s. La racionalidad deZϕ(s, f) también
permite encontrar cotas para losNm’s.
La prueba del teorema 2.1 dada por Igusa depende de un resultado profundo en geome-
tría algebraica conocido como el teorema de resolución de singularidades de Hironaka.
Una prueba de este teorema queda fuera de los intereses de esta tesis, pero se puede
consultar en [15].

II.3. Fórmula de la fase estacionaria
Se introduce la fórmula de la fase estacionaria que es un método elemental

para calcular integralesp−ádicas del tipoZϕ(s, f). Igusa conjeturó que este método
podría conducir a una prueba nueva y elemental de la racionalidad deZϕ(s, f). La
racionalidad deZϕ(s, f). en campos de característica arbitraria es un problema abierto,
para más detalles se puede consultar [3].

Definición 2.12 Se dice quef(x) =
∑
cix

i ∈ Qp[[x1, · · · , xn]] es unaserie de po-
tencias especial restringida, abreviada SRP, sif(0) = 0, es decirc0 = 0, y ci ≡ 0
(mód p|i|−1) para cualquieri ∈ Nn, i 6= 0, donde|i| = i1 + · · ·+ in.

Lema 2.2 (Lemma 7.4.3,[15])Seafi(x) ∈ Zp[[x1, · · · , xn]], para i = 1, · · · , n, si
cada
fi(x) enf(x) = (f1(x), · · · , fn(x)) es SRP enx1, · · · , xn y det

[
∂fi
xj

]
6≡ 0 (mód p),

entonces la función bicontinua deZn
p enZn

p definida pory = f(x) preserva la medida
de Haar deQn

p .

Se identifica al conjuntoFp con{0, 1, · · · , p− 1}. Sea “−” la función reducción mó-
dulop, es decir, la función

Zp −→ Fp

x0 + p(· · · ) −→ x0.

Esta función puede extenderse aZn
p −→ Fn

p . La reducción módulop de un subconjunto
E ⊂ Zn

p será denotado porE ⊂ Fn
p . Si f(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] \ pZp[x1, · · · , xn]

entoncesf denota su reducción módulop.
SiA es un conjunto finito#A denota su número de elementos.

Proposición 2.6 (Fórmula de la fase estacionaria)SeaE ⊂ Fn
p y se denota porS el

subconjunto deE que consiste en todos losa ∈ E tales quef(a) = ∂f

∂xi
(a) = 0 para

1 ≤ i ≤ n. SeanS yE las preimagenes deS yE bajoZn
p −→ Fn

p y seaN el número
de ceros def(x) enE. Entonces

∫

E

|f(x)|spdnx = p−n(#E −N) +
p−n−s(1− p−1)(N −#S)

1− p−1−s
+

∫

S

|f(x)|spdnx.
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Demostración Por definición

E =
⊔

a∈E

a + (pZp)
n.

Luego,

∫

E

|f(x)|spdnx =
∑

a∈E

∫

a+(pZp)n
|f(x)|spdnx

=
∑

a∈E\S

∫

a+(pZp)n
|f(x)|spdnx+

∑

a∈S

∫

a+(pZp)n
|f(x)|spdnx

=
∑

a∈E\S

∫

a+(pZp)n
|f(x)|spdnx+

∫

S

|f(x)|spdnx

=
∑

a∈E\S

∫

Zn
p

|f(a+ px)|sp|pn|pdnx+
∫

S

|f(x)|spdnx

= p−n
∑

a∈E\S

∫

Zn
p

|f(a+ px)|spdnx+
∫

S

|f(x)|spdnx.

Tomandoa ∈ E − S tal quef(a) 6= 0 se tiene|f(a+ px)|p = 1, en este caso

∫

Zn
p

|f(a+ px)|spdnx =

∫

Zn
p

dnx = 1.

El número de estosa es#E −N . Así, la contribución de estosa esp−n(#E −N).

Sea ahoraa ∈ E − S tal quef(a) = 0, ∂f

∂xi
(a) 6= 0 para algúni, sin pérdida de

generalidad se puede suponer quei = 1.
Se define

gi (x) =





f(a+px)−f(a)
p

si i = 1

xi si i > 1.

Se tiene que las funcionesg1(x), · · · , gn(x) son SRP’s enx1, · · · , xn y
det[ ∂gi

∂xj
(0)] = ∂f

∂x1
(0) 6≡ 0 (mód p).

Por el lema 2.2,(y1, · · · , yn) = (g1(x), · · · , gn(x)) es una función deZn
p enZn

p que
preserva la medida de Haar. Así,
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∫

Zn
p

|f(a+ px)|spdnx =

∫

Zp

|py1 + f(a)|spdy1

= p−s

∫

Zp

∣∣∣∣y1 +
f(a)

p

∣∣∣∣
s

p

dy1

= p−s

∫

Zp

|y1|spdy1 = p−s 1− p−1

1− p−1−s
.

Está última integral se calculó en el ejemplo 1.9, pág. 44, elnúmero de estosa es
N −#S. Así, la contribución de estosa es

p−n−s(1− p−1)(N −#S)

1− p−1−s
.

Por tanto,

∫

E

|f(x)|spdnx = p−n(#E −N) +
p−n−s(1− p−1)(N −#S)

1− p−1−s
+

∫

S

|f(x)|spdnx.

�

Observación Tomando

f(a+ px) := pea f̃(x) con f̃(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] \ pZp[x1, · · · , xn]

y
L(p−s) = (1− p−1−s)(p−n(#E −N)) + p−n−s(1− p−1)(N −#S).

La fórmula de la fase estacionaria, abreviada FFE, puede serreescrita como

∫

E

|f(x)|spdnx =
L(p−s)

1− p−1−s
+

∫

S

|f(x)|spdnx

=
L(p−s)

1− p−1−s
+ p−n

∑

a∈S

∫

Zn
p

|f(a+ px)|spdnx

=
L(p−s)

1− p−1−s
+ p−n−eas

∑

a∈S

∫

Zn
p

|f̃(x)|spdnx,

Se puede aplicar nuevamente FFE a cada una de las integrales
∫
Zn

p
|f̃(x)|spdnx.

Igusa conjeturó que aplicando recursivamente FFE es posible establecer la racionalidad
de integrales del tipo

∫
E
|f(x)|spdnx, en el caso en que el polinomiof tiene coeficientes

en un campo completo no arquimediano de característica arbitraria.
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Observación Seaf(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] \ pZp[x1, · · · , xn]. Si el sistema de ecuacio-
nes

f(a) =
∂f

∂xi
(a) = 0, 1 ≤ i ≤ n,

no tiene soluciones enFn
p entoncesS = ∅ y por FFE,

Z(s, f) = p−n(#E −N) +
p−n−s(1− p−1)(N)

1− p−1−s
.

Ejemplo 2.1 Seaf(x, y) = x4+bx2y2+y4 ∈ Zp[x, y] dondeb2 6≡ 4 (mód p) y p 6= 2.
Para calcular la función zeta asociada a este polinomio se procede a utilizar la FFE.
Se tieneE = F2

p yE = Z2
p. Para calcularS se tiene que resolver el sistema

f(x, y) = x4 + bx2y2 + y4 = 0

∂f (x, y)

∂x
= 4x3 + 2by2x = 0

∂f (x, y)

∂y
= 4y3 + 2bx2y = 0

enFp. Una solución esx = y = 0 y se cumplex = 0 si y sóloy = 0. Suponiendo que
x, y 6= 0 entonces

4x3 + 2by2x = 0 =⇒ 2x(2x2 + by2) = 0 =⇒ 2x2 + by2 = 0

4y3 + 2bx2y = 0 =⇒ 2y(2y2 + bx2) = 0 =⇒ 2y2 + bx2 = 0

=⇒ x2 = −2−1by2 y2 = −2−1bx2

=⇒ x2 = −2−1b(−2−1bx2) = 4−1b
2
x2

=⇒ 4 = b
2

con contradicción a la hipótesis.

Así,S = {(0, 0)} y S = pZp × pZp.
Aplicando FFE se obtiene

Z(s, f) = p−2(p2 −N) +
p−2−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s

+

∫

pZp×pZp

|x4 + bx2y2 + y4|spdxdy.

Haciendo el cambio de variablesx = pu, y = pv dondeu, v ∈ Zp se obtienedxdy =
p−2dudv y entonces
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Z(s, f) = p−2(p2 −N) +
p−2−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s

+

∫

Zp×Zp

|p4u4 + bp4u2v2 + p4v4|spp−2dudv

= p−2(p2 −N) +
p−2−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s

+p−4s−2

∫

Zp×Zp

|u4 + bu2v2 + v4|spdudv

= p−2(p2 −N) +
p−2−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s
+ p−4s−2Z(s, f).

Por lo tanto,

Z(s, f) =
1

1− p−4s−2

{
p−2(p2 −N) +

p−2−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s

}
.

Ejemplo 2.2 Seaf(x, y) = px+ x2 − y3 ∈ Zp dondep 6= 2, 3. Con la notación de la
FFE se tieneE = F2

p yE = Z2
p.

Para encontrarS se tiene que resolver el sistema de ecuaciones

f(x, y) = x2 − y3 = 0

∂f (x, y)

∂x
= 2x = 0

∂f (x, y)

∂y
= −3y2 = 0,

sobreFp. Se tiene

2x = 0 =⇒ x = 0

−3y2 = 0 =⇒ y = 0.

Así,S = {(0, 0)} y entoncesS = pZp × pZp.

Para encontrarN , hay que resolverx2 − y3 = 0 enFp. Una solución esx = 0 y
y = 0, además se cumple quex = 0 si y sólo siy = 0. Por otro lado, seag un
generador de(Z�pZ)×, escribiendox = gt y y = gk dondet y k pertenecen al
conjunto{1, 2, · · · , p − 1}, la ecuaciónx2 − y3 = 0 es equivalente a la ecuación
g3k ≡ g2t (mód p), que se convierte en la ecuación sobre los exponentes3k ≡ 2t
(mód p− 1). Para la última ecuación se distinguen dos casos:

1. Sim.c.d(3, p− 1) = 1 entonces3k ≡ 2t (mód p− 1) tiene solución única en la
variablek para cadat ∈ {1, 2, · · · , p− 1}. Así, hayp− 1 soluciones.
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2. Sim.c.d.(3, p − 1) = 3 entonces la ecuación3k ≡ 2t (mód p) tiene solución
para k si y sólo si2t ≡ 0 (mód 3), hay exactamentep−1

3
valores det que

son múltiplos de3. Luego, fijandot tal que2t ≡ 0 (mód 3) hay exactamente
m.c.d.(3, 2t) = 3 soluciones de3k ≡ 2t (mód p)− 1 en la variablek. Así, hay
3(p−1

3
) = p− 1 soluciones.

Por tanto, hayp soluciones dex2 − y3 = 0 enFp, es decir,N = p.

Aplicando la FFE se obtiene

Z(s, f) = p−2(p−2 − p) +
p−2−s(1− p−1)(p− 1)

1− p−1−s

+

∫

pZp×pZp

|px+ x2 − y3|spdxdy.

Haciendo el cambio de variablesx = pu y y = pv conu, v ∈ Zp en la última integral,
se obtiene

Z(s, f) = p−2(p−2 − p) +
p−2−s(1− p−1)(p− 1)

1− p−1−s

+ p−2

∫

Z2
p

|p2u+ p2u2 − p3v3|spdudv

= p−2(p−2 − p) +
p−2−s(1− p−1)(p− 1)

1− p−1−s

+ p−2−2s

∫

Z2
p

|u+ u2 − pv3|spdudv.

Para aplicar la FFE al polinomiog(u, v) = u+ u2 − pv3 se tieneE = F2
p yE = Z2

p.
Ahora, el sistema de ecuaciones

g(u, v) = u+ u2 = 0

∂g(u, v)

∂u
= 1 + 2u = 0

∂g(u, v)

∂v
= 0 = 0

no tiene soluciones, entoncesS = ∅.
Además,{(m,n) ∈ F2

p : u + u2 = 0} = {(0, n) : n ∈ Fp} ∪ {(−1, m) : m ∈ Fp},
luego el número de ceros deu+ u2 = 0 enFp es2p.
Aplicando la FFE al polinomiog se obtiene
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Z(s, g) =

∫

Z2
p

|u+ u2 − pv3|spdudv = p−2(p2 − 2p) +
p−2−s(1− p−1)2p

1− p−1−s
.

Por tanto,

Z(s, f) = p−2(p−2 − p) +
p−2−s(1− p−1)(p− 1)

1− p−1−s

+p−2−2s

{
p−2(p2 − 2p) +

2p−1−s(1− p−1)

1− p−1−s

}
.

Ejemplo 2.3 Una forma fuertemente no degeneradaes un polinomiof(x1, · · · , xk)
homogéneo tal quef(a) = ∂f(a)

∂xi
(a) = 0, 1 ≤ i ≤ n, implica quea = 0.

En [7], Jay R. Goldman probó que sif(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] es una forma fuertemente
no degenerada de gradod, la serie de Poincaré está dada por

P (t) =
R(t)

(1− pn−1t)(1− pn(d−1)td)
, t = p−s,

dondeR(t) es un polinomio de gradod que se calcula de manera fácil y eficaz.

A continuación se calcula la función zeta local de Igusa asociada a este tipo de poli-
nomos.

Seaf(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn]\pZp[x1, · · · , xn] una forma fuertemente no degenerada de
gradod, la funciónZ(s, f) se puede calcular usando la FFE de la siguiente manera.
Se tiene
E = Zn

p , E = Fn
p , S = (pZp)

n y S = {0}, luego

Z(s, f) = p−n(pn −N) +
p−n−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s
+

∫

(pZp)n
|f(x)|spdnx

= p−n(pn −N) +
p−n−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s
+ p−n−ds

∫

Zn
p

|f(y)|spdny

= p−n(pn −N) +
p−n−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s
+ p−n−dsZ(s, f).

Por lo tanto,

Z(s, f) =
1

1− p−n−ds

{
p−n(pn −N) +

p−n−s(1− p−1)(N − 1)

1− p−1−s

}
.
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Ejemplo 2.4 Seaf(x, y) = x2 − y3, dondep 6= 2, 3.
Para usar la fórmula de la fase estacionaria hay que observarqueE = Z2

p, E = F2
p,

S = {(0, 0)}, S = pZ× pZp y al igual que en el ejemplo 2.2 se tiene queN = p.
Aplicando la fórmula de la fase estacionaria se obtiene

Z(s) = p−2(p2 − p) +
p−2−s(1− p−1)(p− 1)

1− p−1−s
+

∫

(pZp)2
|x2 − y3|spdxdy

= (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+

∫

(pZp)2
|x2 − y3|spdxdy.

Haciendo el cambio de variablesx = pu, y = pv, u, v ∈ Zp, se tienedxdy = p−2dudv
y así

Z(s) = (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2s

∫

Z2
p

|u2 − pv3|spdudv

= (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2sZ1(s).

Para aplicar la fórmula de la fase estacionaria aZ1(s) hay que observar queE = Z2
p,

E = F2
p.

Seag(u, v) = u2 − pv3. El conjunto solución de el sistema de ecuaciones

g(u, v) = u2 = 0

∂g(u, v)

∂u
= 2u = 0

∂g(u, v)

∂v
= 0 = 0

esS = {0} ×Fp, entoncesS = pZp ×Zp. Además, el número de ceros deu2 enFp es
igual al número#{(u, v) ∈ F2

p : u
2 = 0} = p.

Así,

Z1(s) = p−2(p2 − p) +

∫

pZp×Zp

|u2 − pv3|spdudv

= (1− p−1) + p−1−s

∫

Z2
p

|pu21 − v3|spdu1dv (u = pu1, u1 ∈ Zp)

= (1− p−1) + p−1−sZ2(s).

Por tanto,

Z(s) = (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2s(1− p−1) + p−3−3sZ2(s).
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Para aplicar FFE aZ2(s) hay que observar queE = Z2
p, E = F2

p.
Seag1(u1, v) = pu21 − v3. El conjunto solución de el sistema de ecuaciones

g1(u1, v) = −v3 = 0

∂g1(u1, v)

∂u1
= 0 = 0

∂g1(u1, v)

∂v
= −2v = 0

esS = Fp × {0}, entoncesS = Zp × pZp. Además, el número de ceros de−v3 enFp

es igual al número#{(u, v) ∈ F2
p : −v3 = 0} = p.

Así,

Z2(s) = p−2(p2 − p) +

∫

Zp×pZp

|pu21 − v3|spdu1dv

= (1− p−1) + p−1−s

∫

Z2
p

|u21 − p2v31|spdu1dv1 (v = pv1, v1 ∈ Zp)

= (1− p−1) + p−1−sZ3(s).

Por tanto,

Z(s) = (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2s(1− p−1) + p−3−3s(1− p−1) + p−4−4sZ3(s).

Para aplicar FFE aZ3(s) hay que observar queE = Z2
p, E = F2

p.
Seag2(u1, v1) = u21 − p2v31. El conjunto solución de el sistema de ecuaciones

g2(u1, v1) = u21
∂g2(u1, v1)

∂u1
= 2u1 = 0

∂g1(u1, v1)

∂v1
= 0 = 0

esS = {0} ×Fp, entoncesS = pZp ×Zp. Además, el número de ceros deu21 enFp es
igual al número#{(u, v) ∈ F2

p : u
2 = 0} = p.

Así,

Z3(s) = p−2(p2 − p) +

∫

pZp×Zp

|u21 − p2v31|spdu1dv1

= (1− p−1) + p−1−2s

∫

Z2
p

|u22 − v31|spdu2dv1 (u1 = pu2, u2 ∈ Zp)

= (1− p−1) + p−1−2sZ(s).
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Luego,

Z(s) = (1− p−1)
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2s(1− p−1) + p−3−3s(1− p−1)

+p−4−4s(1− p−1) + p−5−6sZ(s).

Por lo tanto,

Z(s) =
(1− p−1)

1− p−5−6s

(
1− p−2−s

1− p−1−s
+ p−2−2s + p−3−3s + p−4−4s

)

=
1− p−1

(1− p−1−s)(1− p−5−6s)

(
1− p−2−s + p−2−2s − p−5−5s

)
.

Ejemplo 2.5 Se calcula la función zeta local para un polinomio del tipo
f(x, y) = αxn + βym, α, β ∈ Zp, dondem,n > 1 son primos relativos yp no divide
simultáneamente an ym. La serie de Poncaré asociada a este tipo de polinomios fue
calculada en el teorema 1 de [8]. También se caulcula en [1] y [24] usando la fórmula
de la fase estacionaria.
Sin pérdida sustancial de generalidad se puede suponerα ∈ Z×

p .
Sea

A = {(x, y) ∈ Z2
p : vp(x) ≥ m, vp(y) ≥ n}.

EntoncesZ(f, s) se puede expresar como

Z(f, s) =

∫

A

|αxn + βym|spdxdy +
∫

Ac

|αxn + βym|spdxdy,

haciendo el cambio de variablex = pmu, y = pnv conu, v ∈ Zp se tienedx = p−mdu,
dy = p−ndv y f(pmu, pnv) = pmnf(u, v).
La primera integral queda

∫

A

|αxn + βym|spdxdy =

∫

Z2
p

|pmn(αun + βvm)|spp−n−mdudv

= p−mns−n−m

∫

Z2
p

|αun + βvm|spdudv

= p−mns−m−nZ(f, s).

=⇒ Z(f, s) = p−mns−m−nZ(f, s) +

∫

Ac

|αxn + βym|spdxdy.
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Así,

Z(f, s) =
1

1− p−mns−m−n

∫

Ac

|αxn + βym|spdxdy. (2.2)

Para calcular la integral restante hay que observar que el complemento deA con res-
pecto aZ2

p, A
c, es la unión disjunta de los tres conjuntos:

A1 = {(x, y) ∈ Z2
p : vp(x) < m, vp(y) ≥ n},

A2 = {(x, y) ∈ Z2
p : vp(x) < m, vp(y) < n},

A3 = {(x, y) ∈ Z2
p : vp(x) ≥ m, vp(y) < n},

de la ecuación (2.2) se obtiene

Z(f, s) =
1

1− p−mns−m−n
{Z(f, A1, s) + Z(f, A2, s) + Z(f, A3, s)} .

Cálculo deZ(f, A1, s):

Si (x, y) ∈ A1 se tiene

|βym|p = p−mvp(y)−vp(β) ≤ p−nm < |αxn|p = |xn|p
=⇒ |αxn + βym|p = máx{|βym|p, |αxn|p} = |xn|p.

Así,

Z(f, A1, s) =

∫

A1

|αxn + βym|spdxdy

=

m−1∑

k=0

∫

{(x,y)∈A1:vp(x)=k,vp(y)≥n}

|xn|spdxdy

=

m−1∑

k=0

p−kns

∫

{(x,y)∈A1:vp(x)=k,vp(y)≥n}

dxdy

=

m−1∑

k=0

p−kns(p−n(p−k(1− p−1)))

= p−n(1− p−1)

m−1∑

k=0

p−kns−k.

Cálculo deZ(f, A2, s):

SeaL(i, j) := jm − in + vp(β). El conjuntoA2 puede describirse como la unión
disjunta de los tres subconjuntos

67



A2,1 = {(x, y) ∈ A2 : L(vp(x), vp(y)) > 0},
A2,2 = {(x, y) ∈ A2 : L(vp(x), vp(y)) < 0},
A2,3 = {(x, y) ∈ A2 : L(vp(x), vp(y)) = 0}.

Luego,

Z(f, A2, s) = Z(f, A2,1, s) + Z(f, A2,2, s) + Z(f, A2,3, s).

1. Para calcularZ(f, A2,1, s) hay que observar que

L(vp(x), vp(y)) > 0 =⇒ −nvp(x) > −mvp(y)− vp(β) =⇒ |αxn|p > |βyn|p

=⇒ |αxn + βym|p = |αxn|p.

Si i, j satisfacenL(i, j) > 0, 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n, poniendo

I =

∫

{(x,y)∈A2,1:vp(x)=i,vp(y)=j}

|f(x, y)|spdxdy

entonces

I =

∫

{(x,y)∈A2,1:vp(x)=i,vp(y)=j}

|xn|spdxdy

= p−insp−i(1− p−1)p−j(1− p−1)

= (1− p−1)2p−i−j−ins.

Así,

Z(f, A2,1, s) = (1− p−1)2
∑

i,j

p−i−j−ins

dondei, j satisfacenL(i, j) > 0, 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n.

2. Análogamente al caso anterior se obtiene

Z(f, A2,2, s) = (1− p−1)2
∑

i,j

p−i−j−(vp(β)+mj)s

dondei, j satisfacenL(i, j) < 0, 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n.
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3. Por último se tiene

L(vp(x), vp(y)) = 0 =⇒ vp(x) = vp(y) + vp(β).

Si i, j satisfacenL(i, j) = 0, 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n, entonces haciendo los
siguientes cambios de variable

β = tpvp(β) t ∈ Z×
p ,

x = upi u ∈ Z×
p ,

y = vpj v ∈ Z×
p .

y tomando

I =

∫

{(x,y)∈A2,3:vp(x)=i,vp(y)=j}

|f(x, y)|spdxdy

se obtiene

I =

∫

Z
×

p ×Z
×

p

|pin(αun + tvm)|spp−i−jdudv

= p−i−j−ins

∫

Z
×

p ×Z
×

p

|αun + tvm|spdudv.

Usando la fórmula de la fase estacionaria la integral anterior queda

∫

Z
×

p ×Z
×

p

|αun + tvm|spdudv = p2((p− 1)2 −N) +
p−2−s(1− p−1)N

1− p−1−s

puesS = ∅.

Luego,

∫

{(x,y)∈A2,3:vp(x)=i,vp(y)=j}

|f(x, y)|spdxdy

= p−i−j−ins

(
p2((p− 1)2 −N) +

p−2−s(1− p−1)N

1− p−1−s

)

Así,

Z(f, A2,3, s) =

(
p2((p− 1)2 −N) +

p−2−s(1− p−1)N

1− p−1−s

)∑

i,j

p−i−j−ins

dondei, j satisfacenL(i, j) = 0, 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n.

69



Cálculo deZ(f, A3, s):

Por el algoritmo de la división existent, r ∈ Z tales que

vp(β) = tn+ r 0 ≤ r < n.

Sean

A3,1 := {(x, y) ∈ A3 : vp(x) ≥ m+ t+ r, vp(y) < n},
A3,2 := {(x, y) ∈ A3 : vp(x) ≤ m+ t+ r − 1, vp(y) < n}.

EntoncesA3 = A3,1

⊔
A3,2 yZ(f, A3, s) = Z(f, A3,1, s) + Z(f, A3,2, s).

1. Six, y ∈ A3,1 entonces

−vp(x) ≤ −m− t− r y − n < −vp(y)

=⇒ |αxn|p ≤ p−mn−tn−nr

≤ p−mn−vp(β)

< |βym|p.

=⇒ |αxn + βym|p = máx{|αxn|p, |βym|p} = |βym|p.

Así,

Z(f, A3,1, s) =

∫

A3,1

|βym|spdxdy

=

n−1∑

k=0

∫

{(x,y)∈A3,1:vp(x)=m+t+r,vp(y)=k}

|βym|spdxdy

=

n−1∑

k=0

p−kms−vp(β)s

∫

{(x,y)∈A3,1:vp(x)=m+t+r,vp(y)=k}

dxdy

=

n−1∑

k=0

p−kms−vp(β)s
(
p−m−t−rp−k(1− p−1)

)

= (1− p−1)p−m−t−r

n−1∑

k=0

p−kms−vp(β)s−k.

2. El cálculo deZ(f, A3,2, s) es similar al deZ(f, A2, s). El conjuntoA3,2 puede
descomponerse en la unión disjunta de los subconjuntos
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A3,2,1 = {(x, y) ∈ A3,2 : L(vp(x), vp(y)) > 0},
A3,2,2 = {(x, y) ∈ A3,2 : L(vp(x), vp(y)) < 0},
A3,2,3 = {(x, y) ∈ A3,2 : L(vp(x), vp(y)) = 0}.

Luego,Z(f, A3,2, s) = Z(f, A3,2,1, s) + Z(f, A3,2,2, s) + Z(f, A3,2,3, s).

Así,

Z(f, A3,2,1, s) = (1− p−1)2
∑

i,j

p−i−j−ins

dondei, j satisfacenL(i, j) > 0,m ≤ i < m+ t + r, 0 ≤ j < n;

Z(f, A3,2,2, s) = (1− p−1)2
∑

i,j

p−i−j−(vp(β)+mj)s

dondei, j satisfacenL(i, j) < 0,m ≤ i < m+ t + r, 0 ≤ j < n, y

Z(f, A3,2,3, s) =

(
p2((p− 1)2 −N) +

p−2−s(1− p−1)N

1− p−1−s

)∑

i,j

p−i−j−ins

dondei, j satisfacenL(i, j) = 0,m ≤ i < m+ t + r, 0 ≤ j < n.
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III. POLINOMIOS SEMICUASIHOMOGÉNEOS

En este capítulo se prueba que la función zeta local de Igusa asociada a un polinomio
semicuasihomogéneo es racional. La exposición se basa en las referencias [24] y [1].

III.1. Preliminares
Para un anillo conmutativoA y f(x) ∈ A[x], x = (x1, · · · , xn), se denota porVf(A) a
la correspondiente hipersuperficie, es decir

Vf(A) = {x ∈ An : f(x) = 0}
y porSingf(A) al conjunto de puntos singulares deVf(A), es decir

Singf (A) = {x ∈ An : f(x) =
∂f

∂x1
(x) = · · · = ∂f

∂xn
(x) = 0}.

Ejemplo 3.1 Tomandof(x, y) = x2 − y3 ∈ Zp[x, y] conp 6= 2, 3, se tiene que(t3)2 −
(t2)3 = 0 para cualquiert ∈ Zp, luego{(t3, t2) : t ∈ Zp} ⊂ Singf(Zp). Por otro lado,
(0, 0) es la única solución del sistema

f(x, y) = x2 − y3 = 0

∂

∂x
f(x, y) = 2x = 0

∂

∂y
f(x, y) = −3y = 0.

Así,Singf(Zp) = {(0, 0)}.

Se usaráR = {0, 1, · · · , p − 1} ⊂ Zp como un conjunto de representantes del campo
de residuosFp = Z/pZ = {0, 1, · · · , p− 1}.

Definición 3.1 Seanf(x) un polinomio enn variables,P1 = (y1, · · · , yn) ∈ Zn
p y

mP1 = (m1, · · · , mn) ∈ Nn. Un isomorfismoψmP1
: Qn

p → Qn
p es unadilatación, si

satisfaceψmP1
(x) = (z1, · · · , zn), zi = yi + pmixi, para cadai = 1, 2, · · · , n.

La dilatación def(x) enP1 inducida porψmP1
es el polinomio

fP1(x) := p−eP1f(ψmP1
(x)), (3.1)

dondeeP1 es el orden mínimo dep en los coeficientes def(ψmP1
(x)).
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La Qp−hipersuperficieVfP1
(Qp) es llamada ladilatación deVf en P1 inducida por

ψmP1
(x).

El númeroeP1 es llamadola multiplicidad aritmética def(x) enP1 porψmP1
(x).

El conjuntoS(fP1, E) es el subconjunto deRn ⊂ Zn
p que es enviado biyectivamente

por el homomorfismo canónico al conjuntoSingf (Fp).

Ejemplo 3.2 Seaf(x, y) = x2 − y3 ∈ Zp[x, y] conp 6= 2, 3, tomandoP = (p2, p) y
mP = (3, 2), se tiene queψmP

(x, y) = (p2 + p3x, p+ p2y). Luego,

f(p2 + p3x, p + p2y) = p4 + 2p5x+ p6x2 − p3 − 3p4y − 3p5y2 − p6y3.

Entonces, la dilatación def(x, y) enP inducida porψmP
es el polinomio

fP (x, y) = p−3(p4 + 2p5x+ p6x2 − p3 − 3p4y − 3p5y2 − p6y3)

= p + 2p2x+ p3x2 − 1− 3py − 3p2y2 − p3y3

= p3x2 − p3y3 + 2p2x− 3p2y2 − 3py + p− 1.

Dada una sucesión de dilataciones(ψmPk
(x))k, se definen inductivamenteeP1,··· ,Pk

,
fP1,··· ,Pk

(x) y S(fP1,··· ,Pk
) como sigue

fP1,··· ,Pk
(x) =

{
f(x) si k = 0,

p−eP1,··· ,PkfP1,··· ,Pk
(ψmPk

(x)) si k ≥ 1,
(3.2)

dondePk ∈ S(fP1,··· ,Pk−1
) y eP1,··· ,Pk

es el mínimo orden dep en los coeficientes de
fP1,··· ,Pk−1

(ψmPk
)(x), y donde, parak ≥ 1,

Sk(P1) =
⋃

Pk∈Sk−1(P1)

S(fP1,··· ,Pk
)

se llama lak−ésima generación de descendientes deP1, dondeS(fP1,··· ,Pk
) es el sub-

conjunto deRn ⊂ Zn
p que es enviado biyectivamente por el homomorfismo canónico

al conjuntoSingfP1,··· ,Pk

(Fp). Por la0−ésima generación de descendientes deP1 se

entiende a{P1}.

La fórmula de la fase estacionaria de Igusa, se puede reescribir desde el punto de vista
de las dilataciones. Para esto, se fijan losmPk

’s igual a(1, · · · , 1) ∈ Nn en la ecuación
3.1, siguiendo la notación del Capítulo 2 se tiene:
La reducción módulop de un subconjuntoE ⊂ Zn

p será denotado porE ⊂ Fn
p . Si

f(x) ∈ Zp[x1, · · · , xn] \ pZp[x1, · · · , xn] entoncesf denota su reducción módulop.
SiA es un conjunto finito#A denota su número de elementos.

Proposición 3.1 (Fórmula de la fase estacionaria)SeaE ⊂ Fn
p y S(f, E) el sub-

conjunto deRn ⊂ Zn
p que es enviado biyectivamente por el homomorfismo canónico al

conjuntoSingf (Fp) ∩ E, cuandoE = Fn
p se escribe solamenteS(f). SeanS yE las

preimagenes deS(f, E) yE bajoZn
p −→ Fn

p y seaN(f ,E) el número de ceros def(x)

enE, cuandoE = Fn
p se escribe solamenteNf . Entonces
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∫

E

|f(x)|spdnx = p−n(#E −N) +
p−n−s(1− p−1)(N −#S)

1− p−1−s

+
∑

P∈S(f,E)

p−n−eP s

∫

Zn
p

|fP (x)|spdnx,

Demostración En la página 57 se probó la igualdad

∫

E

|f(x)|spdnx = p−n(#E−N(f ,E))+
p−n−s(1− p−1)(N(f ,E) −#S)

1− p−1−s
+

∫

S

|f(x)|spdnx.

Se tiene

∫

S

|f(x)|spdnx =
∑

P∈S(f,E)

∫

P+(pZp)n
|f(x)|spdnx

=
∑

P∈S(f,E)

∫

Zn
p

|f(P + px)|sp|p|npdnx

=
∑

P∈S(f,E)

p−n

∫

Zn
p

|f(P + px)|spdnx

=
∑

P∈S(f,E)

p−n

∫

Zn
p

|peP fP (x)|spdnx

=
∑

P∈S(f,E)

p−n−eP s

∫

Zn
p

|fP (x)|spdnx.

�

Definición 3.2 Se defineIk inductivamente como sigue:

I1 := {P1 : P1 ∈ S(f, E)}
y

Ik := {(P1, · · · , Pk) : (P1, · · · , Pk−1) ∈ Ik−1 y Pk ∈ S(fP1,··· ,Pk−1
)}, k ≥ 2.

Con la notación anterior e iterando la fórmula de la fase estacionaria se obtiene la
siguiente expansión paraZ(f, s):

Z(f, s) = p−n(#E −N(f,E)) +
(1− p−1)p−n−s(N(f ,E) −#S(f, E))

1− p−1p−s

+
∑

k≥1

p−kn




∑

(P1,··· ,Pk)∈Ik

p−n(pn −NfP1,··· ,Pk

)p−E(P1,··· ,Pk)s


 (3.3)
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+L(p−s)
∑

k≥1

p−kn




∑

(P1,··· ,Pk)∈Ik

p−n(NfP1··· ,Pk

−#S(fP1,··· ,Pk
))p−E(P1,··· ,Pk)s




dondeL(p−s) = (1−p−1)p−s

1−p−1p−s y E(P1, · · · , Pk) := eP1 + · · · + eP1,··· ,Pk
. La expansión

(3.3) converge absolutamente sobre el semiplanoRe(s) > 0.

III.2. Polinomios semicuasihomogéneos
Definición 3.3 Seaf(x) un polinomio con coeficientes enQp y Vf la correspondiente
Qp−hipersuperficie. Se dice que un puntoP ∈ Qn

p es unasingularidad aislada de
Vf(Qp), si la única solución del sistema de ecuaciones

f(x) =
∂f

∂x1
(x) = · · · = ∂f

∂xn
(x) = 0,

sobre una clausura algebraica fija deQp es el puntoP .

Definición 3.4 Seanα1, · · · , αn, n enteros positivos y primos relativos. Un polinomio
f(x) ∈ Qp[x] se llamapolinomio cuasihomogéneode pesod y exponentesα1, · · · , αn,
si satisface

f(tα1x1, · · · , tαnxn) = tdf(x), para cadat ∈ Qp

y el origen deQn
p es una singularidad aislada de laQp−hipersuperficieVf .

Ejemplo 3.3 El polinomiof(x, y) = x2−y3 es un polinomio cuasihomogéneo de peso
6 y exponentes3 y 2, pues

f(t3x, t2y) = t6x2 − t6y3 = t6(x2 − y3) = t6f(x, y).

Además, el origen deQn
p es una singularidad aislada de laQp−hipersuperficieVf .

Definición 3.5 Un polinomioF (x) se llamapolinomio semicuasihomogéneosi tiene
la forma f(x) +

∑
biei(x) ∈ Qp[x], dondef(x) es un polinomio cuasihomogéneo,

cada monomioei(x) = xm1
1 · · ·xmn

n satisface
∑n

j=1 αjmj > d y el origen deQn
p es una

singularidad aislada de laQp−hipersuperficieVf . El polinomiof(x) se llama la parte
cuasihomogénea deF (x).

Ejemplo 3.4 Cualquier polinomio cuasihomogéneo es un polinomio semicuasihomo-
géneo.

Definición 3.6 Sea un polinomiof(x) ∈ Zp[x] y un puntoP ∈ Zn
p tal que

P /∈ Singf(Zp). Se define

L(f, P ) := Inf

(
vp(f(P )), vp

(
∂f

∂x1
(P )

)
, · · · , vp

(
∂f

∂xn
(P )

))
.
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Ejemplo 3.5 Seaf(x, y) = x2− y3 ∈ Zp[x, y], conp 6= 2, 3. TomandoP = (p2, p), se
tiene

f(p2, p) = p4 − p3

∂f

∂x
(p2, p) = 2p2

∂f

∂y
(p2, p) = −3p2.

Entonces

L(f, P ) = Inf
(
vp(p

4 − p3), vp(2p
2), vp(−3p2)

)
= Inf(3, 2, 2) = 2.

Observación L(f, P ) = 0 si y sólo si

f(x) = α0 +

n∑

j=1

αj(xj − aj) + (términos de grado≥ 2),

dondeP = (a1, · · · , an), αj ∈ F×
p para algúnj = 0, 1, · · · , n.

Se denota porAr, r = (r1 · · · , rn) ∈ (N \ {0})n, el conjunto

Ar := {x ∈ Zn
p : v(xi) ≥ ri, i = 1, · · · , n}.

Desde un punto de vista geométrico,Ar es un polidisco enZn
p centrado en el origen. El

complemento deAr enZn
p se denota porAc

r.

Proposición 3.2 (Proposition 2.2,[24])Sean un polinomiof(x) ∈ Zp[x], P ∈ Zn
p

una singularidad aislada de la hipersuperficieVf y un subconjuntoD ⊂ Zn
p tal que

D ∩ (P + Ar) = ∅ para algúnr ∈ (N \ {0})n. Entonces

L(f,Q) ≤ C(f,D), para cadaQ ∈ D,

donde la constanteC(f,D) depende solamente def yD.

Demostración Sin pérdida de generalidad se puede suponer que el puntoP es el origen
deQn

p . La hipótesis de que el origen deQn
p es una singularidad aislada y teorema de los

ceros (Nullstellensatz) de Hilbert, ver por ejemplo [6], implican que

pmixtii = Ai,0f(x) +
n∑

j=1

Ai,j(x)
∂f

∂xj
(x), (3.4)

para algunosmi, ti ∈ N, conti 6= 0, y algunos polinomiosAi,j(x) ∈ Zp[x], para cada
i = 1, · · · , n. Ahora, seaQ = (q1, · · · , qn) un punto enD. ComoD ∩ Ar = ∅, existe
una coordenadaj0 tal quevp(qj0) < rj0. De 3.4, coni = j0 y x = Q, se obtiene

mj0 + tj0rj0 ≥ mj0 + tj0v(qj0) ≥ L(f,Q).

Así, es suficiente con tomarC(f,D) ≥máxi{mi + tiri}.
�
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Ejemplo 3.6 Seaf(x, y) = x2 − y3 ∈ Zp[x, y] con p 6= 2, 3, P = (0, 0), D =
pZ×

p × Z×
p yA(2,3) = {(x, y) ∈ Z2

p : vp(x) ≥ 2 y vp(y) ≥ 3} = p2Zp × p3Zp. Se tiene
queD ∩ A(2,3) = ∅.
CualquierQ ∈ D es de la formaQ = (pu1, u2) dondeu1, u2 ∈ Z×

p . Se tiene

f(pu1, u2) = p2u21 − u32
∂f

∂x
(pu1, u2) = 2pu1

∂f

∂y
(pu1, u2) = −3u22.

Entonces

L(f,Q) = Inf
(
vp(p

2u21 − u32), vp(2pu1), vp(−3u22)
)

= Inf(0, 1, 0)

= 0 ≤ 1 ∀Q ∈ D.

Observación La proposición anterior se puede hacer más general, de la siguiente ma-
nera, ver
proposición 2.2, en [25]. SeaD ⊂ Zn

p un subconjunto abierto y compacto, y un po-
linomio f(x) ∈ Zp[x] tal queSingf (Qp) ∩ D = ∅. Entonces existe una constante
C(f,D) ∈ N, que depende solamente def y D, tal que

L(f, P ) ≤ C(f,D), para cadaP ∈ D.

Proposición 3.3 (Proposition 2.3,[24])Sean un polinomiof(x) ∈ Zp[x] y un punto
P = (b1, · · · , bn) ∈ Zn

p tal queP /∈ Singf(Zp). Entonces existe un entero no negativo
y mínimoµ(f, P ) tal que el polinomio

fP (x) = p−eµ,P f(P + pµx),

dondeeµ,P es el menor orden dep en los coeficientes def(P + pµx), satisface

fP (x) = α0 +

n∑

i=1

αixi, αi ∈ F×
p para algúni = 0, 1, · · · , n.

Además,µ(f, P ) ≤ L(f, P ) + 1.

Demostración Se probará por inducción sobreL(f, P ).

CasoL(f, P ) = 0:

En este caso, tomandoµ(f, P ) = 1 se tiene
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fP (x) = p−eP f(P + px)

= p−eP

(
f(P ) +

n∑

i=1

∂f

∂xi
(P )pxi + p2(términos de grado≥ 2)

)
,

dondeeP es el menor orden deπ en los coeficientes def(P + px), comoL(f, P ) = 0
entonceseP = 0 ó eP = 1. Así,

fP (x) = α0 +

n∑

i=1

αixi,

dondeαj ∈ F×
p para algúnj = 0, 1, · · · , n.

Por otro lado, también se cumpleµ(f, P ) ≤ L(f, P ) + 1.

CasoL(f, P ) > 0:

En este caso, se tiene

f(x) = α0 +

n∑

i=1

αi(xi − bi) + (términos de grado≥ 2),

dondeαi ≡ 0 (mód p), parai = 0, 1, · · · , n. Luego,

f(P + px) = p

(
α′
0 +

n∑

i=1

αixi + p(términos de grado≥ 2)

)
.

Se consideran dos casos dependiendo de siα′
0 6≡ 0 (mód p) o no.

α′
0 6≡ 0 (mód p):

En este caso, se tiene

f(P + px) = pfp(x),

donde

fP (x) = α′
0 +

n∑

i=1

αixi + p(términos de grado≥ 2).

Por tanto,fP (x) = α′
0 ∈ F×

p y µ(f, P ) = 1 ≤ L(f, P ).

α′
0 ≡ 0 (mód p):

En este caso, se tiene
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f(P + px) = p2

(
α′′
0 +

n∑

i=1

α′
ixi + (términos de grado≥ 2)

)
= peµ,P fP (x),

dondeeµ,P ≥ 2. Entonces

f(P ) = peµ,P fP (0)

y

∂f

∂xi
(P ) = peµ,P−1∂fP

∂xi
(0), i = 1, · · · , n.

Así, L(fP , 0) ≤ L(f, P ) − 1. Aplicando la hipótesis de inducción afP se tiene que
existe un entero no negativo y mínimoµ(fP , 0) := µ′ tal que el polinomio

fP,0(x) = p−eµ′,0fP (p
µ′

x),

dondeeµ′,0 es el menor orden dep en los coeficientes defP (pµ
′

x), satisface

fP,0(x) = α0 +
n∑

i=1

αixi, αi ∈ F×
p para algúni = 0, 1, · · · , n.

Además,µ(fP , 0) ≤ L(fP , 0) + 1.
Por otro lado, se tiene

fP,0(x) = p−eµ′,0fP (p
µ′

x)

= p−eµ′,0(p−eP f(P + pµ
′+1x))

= p−eµ′,0−eP f(P + pµ
′+1x).

Por tanto,µ(f, P ) = µ(fP , 0) + 1.
Ademásµ(f, P ) = µ(fP , 0) + 1 ≤ L(fP , 0) + 1 + 1 ≤ L(f, P ) + 1.

�

Ejemplo 3.7 Seaf(x, y) = x2 − y3 ∈ Zp[x, y] conp 6= 2, 3, y P = (p2, p). Se tiene
queL(f, P ) = 2, por otro lado

f(p2 + pµx, p+ pµy) = p4 + 2p2+µx+ p2µx2 − p3 − 3p2+µy − 3p2µ+1y2 − p3µy3.

El valor deµ buscado esµ = 2. Se tiene,

f(p2 + p2x, p + p2y) = p4 + 2p4x+ p4x2 − p3 − 3p4y − 3p5y2 − p6y3.

Luego,

fP (x, y) = p−3(p4 + 2p4x+ p4x2 − p3 − 3p4y − 3p5y2 − p6y3)

= p + 2px+ px2 − 1− 3py − 3p2y2 − p3y3.

Así,
fP (x, y) = −1.
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Como una consecuencia de las dos proposiciones anteriores se obtiene el siguiente
lema.

Lema 3.1 (Lemma 2.4,[24])Sea un polinomiof(x) ∈ Zp[x] tal que el origen deQn
p

es una singularidad aislada algebraicamente absoluta. SeaAr un polidisco conr ∈
(N \ {0})n. Entonces existeγ = γ(f, r) ∈ N \ {0}, tal que el polinomio

fQ(x) = p−eQ,γf(Q+ pγx),

satisface la condición de quefQ(x) es una constante no cero o un polinomio lineal con
o sin término constante, para todoQ ∈ Ac

r.

III.3. Racionalidad de la función zeta local de Igusa asociada a
un polinomio semicuasihomogéneo
Lema 3.2 (Lemma 3.1,[24])SeaD ⊂ Zn

p la preimagen bajo el homomorfismo canó-
nico Zp → Zp/pZp de un subconjuntoD ⊂ Fn

p . Sea un polinomiof(x) ∈ Zp[x]
tal que el origen es una singularidad aislada deVf(Qp), si D ∩ Ar = ∅, para al-
gúnr ∈ (N \ {0})n, entonces la integralZ(f,D, s) =

∫
D
|f(x)|sp|dx| es una función

racional dep−s. Más precisamente,

Z(f,D, s) =
L(p−s, D)

1− p−1p−s
. (3.5)

Además, el polinomioL(p−s, D) se puede calcular efectivamente.

Demostración Aplicando la fórmula de la fase estacionariam+ 1 = γ(f, r) veces, se
obtiene

Z(f, s) = p−n(#E −N(f,E)) +
(1− p−1)p−n−s(N(f ,E) −#S(f, E))

1− p−1p−s

+
m∑

k=1

p−kn




∑

(P1,··· ,Pk)∈Ik

p−n(pn −NfP1,··· ,Pk

)p−E(P1,··· ,Pk)s


 (3.6)

+L(p−s)

m∑

k=1

p−kn




∑

(P1,··· ,Pk)∈Ik

p−n(NfP1··· ,Pk

−#S(fP1,··· ,Pk
))p−E(P1,··· ,Pk)s




+
∑

(P1,··· ,Pm+1)∈Im+1

p−(m+1)n−E(P1,··· ,Pm+1)s

∫

Zn
p

|fP1,··· ,Pm+1(x)|spdnx.

DondeL(p−s) = (1−p−1)p−s

1−p−1p−s . Por otro lado, se tiene
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f(P1 + P2p+ · · ·+ Pmp
m+1 + pm+2x) = pE(P1,··· ,Pm)fP1,··· ,Pm

(x), (3.7)

y P1 + P2p + · · · + Pmp
m+1 ∈ Ac

r. Comom + 2 > γ(f, r) se sigue del lema 3.1 y
(3.7) que laFp−hipersuperficie definida porfP1,··· ,Pm

(x) es suave o vacía. Entonces
Im+1 = ∅, y la integralZ(f,D, s) es una función racional de la forma (3.5).

�

Lema 3.3 (Lemma 3.2,[24])Seaf(x) ∈ Zp[x] un polinomio tal que el origen es
una singularidad aislada algebraicamente absoluta deVf(Qp). Entonces la integral
Z(f, Ac

r, s) =
∫
Ac

r
|f |spdnx es una función racional dep−s. Más precisamente,

Z(f, Ac
r, s) =

L(p−s)

1− p−1p−s
. (3.8)

Además, el polinomioL(p−s) puede ser calculado de manera efectiva.

Demostración Se introduce una familiaL de conjuntos definidos de la siguiente ma-
nera: para cada subconjuntoB de {1, · · · , n} y cadaa = (a1, · · · , an) ∈ Nn que
satisface
0 ≤ ai < ri si i ∈ B, se define

D(B, a) :=

{
{x ∈ Ac

r : vp(xi) = ai si i ∈ B}, siB 6= ∅,
∅, siB = ∅. (3.9)

La familiaL es cerrada bajo intersecciones y su unión esAc
r. Se denota porJ el con-

junto de índices{(B, a)} y porP(J)i la familia de subconjuntos deJ coni elementos.
Así,

Z(f, Ac
r, s) =

#{J}∑

i=1

(−1)i−1
∑

T∈P(J)i

∫

D(T )

|f |spdnx, (3.10)

dondeD(T ) := ∩(B,a)∈TD(B, a). De (3.10) y el hecho de que la familiaL es cerra-
da bajo intersecciones, se sigue que para probar el teorema es suficiente probar que
cualquier integral del tipo

∫

D(B,a)

|f |spdnx, B 6= ∅, (3.11)

es una función racional de la formaL(p−s, D(B, a))/(1−p−1p−s), donde el numerador
del polinomio se puede calcular de manera efectiva. Haciendo el siguiente cambio de
variables en (3.11):
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x = ψ(B,a)(y), donde xi =

{
paiyi si i ∈ B,
yi si i /∈ B.

(3.12)

se obtiene

∫

D(B,a)

|f |spdnx = p−e(B,a)s−d(B,a)

∫

D′(B,a)

|fB|spdny,

donded(B,a) =
∑

i∈B ai, fB(y) es la dilatación def inducida por (3.12) y

D′(B, a) =

n∏

i=1

Ri,

dondeRi = Zp si i /∈ B y Ri = Z×
p si i ∈ B.

Por otro lado,ψ(B,a)(y) define unQp−isomorfismo deQn
p → Qn

p , así los puntosQp−
singulares deVf son enviados de manera biyectiva a los puntosQp−singulares deVfB .
Por lo tanto, el polinomiofB y el conjuntoD′(B, a),B 6= ∅, satisfacen las condiciones
de el lema 3.2. Entonces la integral

∫
D′(B,a)

|fB|spdnx es una función racional dep−s y
su numerador puede ser calculado de manera efectiva.

�

Proposición 3.4 (Proposition 3.3,[24])Sea un polinomioF (x) = f(x) + pmg(x) ∈
Zp[x] tal que el origen deQn

p es una singularidad aislada deVF (Qp). SeaD ⊂ Zn
p la

preimagen bajo el homomorfismo canónicoZp → Zp/pZp de un subconjuntoD ⊂ Fn
p ,

yAr un polidisco tal queD ∩ Ar = ∅, r ∈ (N \ {0})n. Existeα(f,D), que se calcula
de manera efectiva, tal que sim ≥ α(f,D) entonces

Z(F,D, s) = Z(f,D, s).

Demostración Por el 3.1 existe unγ0 = γ(F, r) tal que la reducción módulop de el
polinomio

FP1,··· ,Pn
(x) = p−EF (P1,··· ,Pn)F (P1 + pP2 + · · ·+ pnPn + pn+1x) (3.13)

es una constante no cero o un polinomio lineal para cadan ≥ γ0 y cualquierP1+pP2+
· · ·+pnPn ∈ Ac

r. Esto implica queIγ+1 = ∅. Entonces la integral admite una expansión
finita de la forma (3.6). Se tiene

gP1,··· ,Pn
:= p−Eg(P1,··· ,Pn)g(P1 + pP2 + · · ·+ pnPn + pn+1x),

dondeEg(P1, · · · , Pn) es el menor orden dep en los coeficientes de

g(P1 + pP2 + · · ·+ pnPn + pn+1x).

83



Con esta notación, se tiene que

F (P1 + pP2 + · · ·+ pnPn + pn+1x) = p−Ef (P1,··· ,Pn)fP1,··· ,Pn
(x)

+ p−Eg(P1,··· ,Pn)+mgP1,··· ,Pn
(x). (3.14)

Ahora, escogiendo

α(f,D) := máx(P1,··· ,Pγ0 )∈Iγ0
{1 + Ef(P1, · · · , Pγ0)}. (3.15)

Luego, sim ≥ α(f,D), entonces

FP1,··· ,Pk
(x) = fP1,··· ,Pk

(x),

EF (P1, · · · , Pk) = Ef(P1, · · · , Pk), 1 ≤ k ≤ γ0. (3.16)

De 3.16 se sigue que

1. p−n(#D −Nf ) = p−n(#D −NF ) e I1(f) = I1(F ) por quef(x) = F (x).

2. Para cada1 ≤ k ≤ γ0

p−n(#D −NfP1,···Pk

) = p−n(#D −NFP1,··· ,Pk
)

para cada(P1, · · · , Pk) ∈ Ik(f) = Ik(F ).

3. Para cada1 ≤ k ≤ γ0

Ik+1(f) = Ik+1(F ),

por queIk(f) = Ik(F ) y fP1,··· ,Pk
(x) = FP1,··· ,Pk

(x) para cada(P1, · · · , Pk) ∈
Ik(f) = Ik(F ).

Por lo tanto,Iγ0+1(f) = Iγ0+1(F ) = ∅ y Z(f, s,D) admite una expansión finita de la
forma 3.6.
De esto se sigue queZ(F,D, s) = Z(f,D, s).

�

Lema 3.4 (Lemma 3.4, [24])Sea un polinomioF (x) = f(x) + pmg(x) ∈ Zp[x] tal
que el origen deQn

p es una singularidad aislada deVF (Qp). SeaAr un polidisco, con
r ∈ (N\{0})n. Existeα(f, r), que se calcula de manera efectiva, tal que sim ≥ α(f, r)
entonces

Z(F,Ac
r, s) = Z(f, Ac

r, s).
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Demostración Por (3.10) es suficiente probar el lema para integrales del tipo (3.11).
Escogiendoα(f, r) tal que

α(f, r) ≥ máx(B,a){ef,(B,a)}.
Con estas condiciones, es suficiente probar que

∫

D′(B,a)

|FB|spdnx =

∫

D′(B,a)

|fB|spdnx, (3.17)

conD′(B, a) como en (3.13) yFB(x) = fB(x) + pm−ef,(B,a)g(ψ(B,a)(x)).
El resultado se sigue de (3.17) y la proposición 3.4. Finalmente, hay que observar que
α(f, r) esta dada por

α(f, r) = máx(B,a){ef,(B,a) + α(fB, D
′(B, a))}.

�

Teorema 3.1 (Theorem 3.5, [24])Sea un polinomio semicuasihomogéneo
F (x) ∈ Qp[x] tal que la parte cuasihomogéneaf(x) tiene pesod y exponentes
α1, · · · , αn. Entonces la función zeta local de Igusa deF (x) es una función racional
dep−s. Más precisamente,

Z(F, s) =
L(p−s)

(1− p−1p−s)(1− p−|α|p−ds)
(3.18)

dondeα = (α1, · · · , αn) y |α| = α1+ · · ·+αn. Además, el polinomioL(p−s) se puede
calcular de manera efectiva.

Demostración Se puede suponer sin pérdida de generalidad queF (x) ∈ Zp[x]. Des-
componiendoZn

p como la unión disjunta deAα yAc
α, usando queF (x) es un polinomio

semicuasihomogéneo se obtiene

Z(F, s) =

∫

Aα

|F |spdnx+
∫

Ac
α

|F |spdnx

= p−|α|−ds

∫

Zn
p

|F1|spdnx+
∫

Ac
α

|F |spdnx, (3.19)

dondeF1(x) = f(x) + pm1H1(x), conm1 ≥ 1. Iterando la fórmula (3.19)m+1 veces
se obtiene

Z(F, s) = Z(F,Ac
α, s) +

m∑

k=1

pk(−|α|−ds)Z(Fk, A
c
α, s) + p(m+1)(−|α|−ds)Z(Fm+1, s),

(3.20)
dondeFk(x) = f(x) + pmkHk(x) conmk → ∞. Por el lema 3.4, existeγ0 = γ0(f, α),
que se puede calcular de manera efectiva, tal que
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Z(Fk, A
c
α, s) = Z(f, Ac

α, s), para cadamk ≥ γ0.

Luego, de (3.20), se tiene

Z(F, s) = Z(F,Ac
α, s) +

γ0−1∑

k=1

pk(−|α|−ds)Z(Fk, A
c
α, s)

+ Z(f, Ac
α, s)p

(α0+1)(−|α|−ds) 1

1− p−|α|−ds
. (3.21)

Por el lema 3.3 las integralesZ(f, Ac
r, s) y Z(Fk, A

s
α, s) son funciones racionales de la

forma L(p−s)
1−p−1p−s , donde el polinomio del numerador puede calcularse de manera efecti-

va.
�

Ejemplo 3.8 En el ejemplo 2.5 se calculó la función zeta local para un polinomio del
tipo f(x, y) = αxn + βyn, α, β ∈ Zp, dondem,n > 1 son primos relativos yp no
divide simultáneamente an ym. En este ejemplo se evidencian los resultados de esta
sección.

Observación Este teorema también es válido si se considera la función zeta local de
Igusa sobre cualquier campo local no arquimediano, como puede observarse en [24].
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IV. CONCLUSIONES

En el estudio de las funciones zeta locales se mezclan de manera sorprendente
ideas de varias teorías matemáticas, como son la geometría algebraica, la teoría de los
números, la teoría de las singularidades y la lógica. Además, existe una gran cantidad
de conjeturas que relacionan propiedades de las funciones zeta locales con conceptos y
objetos de estas teorías.
La racionalidad deZ(s, f) es un problema abierto en característica positiva. En un
artículo reciente [14], Igusa ha sugerido que un estudio cuidadoso de su fórmula de
la fase estacionaria puede conducir a una nueva demostración de la racionalidad de
las funciones zeta locales en cualquier característica. Wilson A. Zuñiga Galindo ha
empleado exitosamente esta sugerencia para comprobar la validez de la conjetura para
amplias clases de polinomios, [24], [25], [26].
Los cálculos presentados en esta tesis son válidos en cualquier característica, lo cual
hace pensar que la racionalidad deZ(f, s) podrá probarse utilizando la fórmula de la
fase estacionaria.
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