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INTRODUCCION

El campo de los numergs-adicos, donde es un nimero primo fijo, extiende la arit-
mética de los numeros racionales de una manera diferente@lodacen los numeros
reales y los nimeros complejos. Esta extension se obtienaalmterpretacion dife-
rente del concepto de valor absoluto. De manera intuitioa,mdimeros enteros estan
p—adicamente cerca si su diferencia es divisible por una pteatta dep, cuanto mas
grande es la potencia mas cerca estan los nimeros.

Kurt Hensel descubrié los nimerps-adicos alrededor de finales del siglo diecinueve,
estos numeros han aparecido en diferentes areas de la rtiateco@no son: teoria de
nameros, geometria algebraica, topologia algebraicéisen&tc. Recientemente han
surgido modelos nuevos de sistemas fisicos usando numegmicos. Ver por ejem-
plo [5].[4].[22] y [23].

Las funciones zeta locales son funciones relativamenteasuen matematicas, en su
estudio se mezclan ideas de varias teorias matematicas, smma geometria alge-
braica, la teoria de los numeros, la teoria de las singaldesl y la 16gica. Ademas,
existe una gran cantidad de conjeturas que relacionanguages de las funciones
zeta locales con conceptos y objetos de estas teorias.

Las funciones zeta locales se definen mediante integrabesadas a polinomios con
coeficientes en cuerpos locales no arquimedianos. Estgsosuson de dos tipos:

e cuerpogp—adicosK/Q,, dondeQ), es el cuerpo de los numerps-adicos yK
es una extension finit@,; y

e cuerposk/k((T)), dondek((7)) es el cuerpo de las series meromorfas formales
sobre un cuerpo finitd y K es una extension finita de€ (7).

Estas funciones zeta fueron introducidas por André Weibsrafios cincuen-
ta, sus propiedades basicas fueron estudiadas sistematitapor Jun-Ichi Igusa en
los afios setenta. Desde entonces, especialmente duranikinoos25 afios se han
obtenido resultados importantes.

Sobre el tema se puede consultar [15] y [13], que son losdibsaritos por Igusa.
Seag(z) € Qp[z1, ..., z,]) un polinomio no constante, la potengiaadica compleja
lg|5; asociada @ (también llamada la funcion zeta local de IgusgYes la distribucion

(Igl3, ®) = / B(x)|g(x)[3dx], Re(s) > 0,
Qr\g—1(0)

donde|dz| denota una medida de Haar@g normalizada por la condicioviol (7)) =
1,y ®:Q, — C es unafuncion localmente constante y de soporte compacto.
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El teorema basico, debido a Igusa, de la teoria de funciatadacales afirma la exis-
tencia de un conjunto finito de nimeros racionales positigs i < 7'} tal que

Mier (1 — p~ M) (|g[s, @)

es una funcion polinomial de™* para cualquie® € S(Qy).

La conexion entre las funciones zeta locales y la teoriagsladmeros es la siguiente.
Supongamos que(z) € Z[xy, ..., z,| (0 mas generalmente éf),[z4, ..., z,,]), defini-
mos

Ny = #{x € (Z,/pZ,)" : g(x) =0mod p™}, m > 1.

Un problema basico en teoria de los nimeros es el estudi@dglartamiento de los
namerosN,,, cuandom tiende a infinito. Para estudiar este problema se introcace |
siguiente serie de Poincaré:

P(t,g) = P(t) =Y Npup ""t",
m=0

conNy, = 1.
Una conjetura de Borevich-Shafarevich propuesta en los sé®enta afirma que(t)
es una funcion racional deDefinamos ahora

Zs.9)=20)= [ d(lgla)fldal,
Qz\g~1(0)
dondeRe(s) > 0. Entonces, se puede probar que

p(t) = 120

Por el resultado de Igusa antes mencion&de es una funcion racional ge®, luego
P(t) es una funcion racional.

—S

=P

Vale la pena mencionar que la racionalidad de las funciogiesl@acales de Igusa sobre
campos de caracteristica positiva es un problema abierto.

Esta tesis esta dedicada al estudio de los aspectos béasitassfdnciones zeta locales
de Igusa sobr€), via la formula de la fase estacionaria introducida por Igrsgl4].

El punto central de la tesis es el estudio de las funcioneslaetles asociadas a po-
linomios semicuasihomogéneos, estos resultados fueotmagos por Zufiga-Galindo
en [24].

La tesis esta organizada de la siguiente forma. En el cafitsé revisan los aspectos
bésicos del analisis—adico. Este capitulo esta basado en las referencias [GB};[1
[23]. En el capitulo 2 se introducen las funciones zeta &xedk Igusa y la formula de
la fase estacionaria. Usando la féormula de la fase esta@ms®calculan las funciones
zeta locales asociadas a varios polinomios. Esta cap#tddasado en las referencias
[27],[14],[15] y [1]. En el capitulo 3 se estudian las funoés zeta locales asociadas a



polinomios semicuasihomogéneos usando la formula de dagfstaicionaria y algunas
ideas sobre la—desingularizacion de Neron. Este capitulo estad basadarefetencia
[24].
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|. ASPECTOS BASICOS DEL ANALISIS P-ADICO

En este capitulo se presentan los fundamentos del anabisiso necesarios
para el desarrollo de esta tesis.

l.1. Valores absolutos sobre campos

Aqui se presentan algunos hechos bésicos de los valordatalsspbre cam-
pos, para mas detalles se puede consultar [16], [18].

I.1.1 Definiciones basicas

Definicion 1.1 Seak un campo YR* = {z € R : z > 0} el conjunto de los nUmeros
reales no negativos. Uvalor absolutosobrek es una funcion

|-]:k — R"
gue satisface las siguientes condiciones:
i) |xz| = 0siy solo six = 0.
i) |zy| = |z||y| para todox, y € k.
iti) |z +y| < |z| + |y| paratodoz,y € k.

Definicion 1.2 Un valor abosluto sobre un camgoes llamadono arquimedianosi
satisface ademas

|+ y| < méx{[z], |y[}

para todoz, y € k. En otro caso se dice que el valor absolutaeguimediana

Observacion La condicion|z + y| < méax{|z|,|y|} implica la condicioniii) de la
definicion de valor absoluto porque mée/|, |y|} < |x| + |y].

Ejemplo 1.1 Seak = Q, se define un valor absoluto soldtecomo:

r Siz >0.
o] = -
—x Slx < 0.
Este valor absoluto se conoce coralor absoluto usualen esta tesis se denotara por
| - | ¥ €S arquimediano, puessi= y = 1 se tiene

|z +yl = 2> max]|xl, [y|} = 1.



Ejemplo 1.2 Seak un campo, se define un valor absoluto sok@mo:

2] = 0 siz=0.
Sl 1 siz#£0.
Este valor absoluto se conoce conador absoluto trivial

Proposicion 1.1 Sik es un campo de orden finito entonces el Unico valor absolwdo qu
se puede definir sobtees el trivial.

Demostracion Seal - | : k — R™* un valor absoluto sobrk. Para0 se tiene que
|0] = 0 por la definicion de valor absoluto.
Siz € k es tal quer # 0 entonces™ = z, donden € N es el orden dé&. Luego,

2" = |o| = [a]" = |o| = |2 =1 = |a| = 1.

Asi,

- | es el valor absoluto trivial.
U

Definicion 1.3 Seap € Z un namero primo fijo. Laaluacién p—adicasobreZ es la
funcion
v, Z—{0} — R

definida como sigue: Para cada entetoc Z,n # 0, seav,(n) el Gnico entero no
negativo que satisface

n=p»™pn/ dondeptn'.

El dominio de la funcién,(n) se extiende al campo de los numeros racionales de la
siguiente manera: si = ¢ € Q — {0} entonces

vp(7) = vy(a) — v,(D),

con la convencién de qug(0) = +oc.

Observacion El teorema fundamental de la Aritmética garantiza la erisgey unici-
dad de la funcién,(n), Vn € Z, en la definicion anterior.

Observacion La valuaciorp—adica de cualquier € Q — {0} esta determinada por la

formula
a
T = p””(m)g dondea,b € Z y p 1 ab.

Lema 1.1 Sim,n € Z entonces,(mn) = v,(m) + v,(n).
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Demostracion Seanm,n € Z, se tiene

n = p*™n' dondep fn'.

y
m = p™m' dondeptm'.
Luego,
mn = pr™m/pr™n/ dondep t m'n’.
Asi,

mn = p* MMy’ donde p fm'n'.

Por tantop,(mn) = v,(m) + v,(n).

Proposicion 1.2 La valuaciénp—adica cumple las siguientes propiedades:

1. Para cualquierz € Q, el valor dev,(x) no depende de su representacion como
cociente de dos enteros.

2. vy(zy) = vy(z) + v,(y), paratodor, y € Q.
3. vy(z +y) > minfuv,(z),v,(y)}, paratodoz,y € Q.
Con la convencion de que< +oo paratodor € Ry z + oo = +oo.

Demostracion 1. Sear € Q tal quer = ¢ = 5 cona, b, c,d € Z. Se tiene que

ad = be
— vp(ad) = wv,(bc)
— vpla) +op(d) = v,(b) + vp(c)
= vp(a) —up(b) = v,p(c) —vy(d)
- up(3) = v (5) :

Asi, el valor dev,(z) no depende de su representacion como cociente de dos
enteros.

2. Para el caso en el que= 0 o y = 0 la condicion se cumple claramente. Sean
r,y #0yademas = 7 yy = §, setiene

vp(®) +vp(y) = vp(a) —vp(b) + vy(c) — vp(d)
= vp(a) + vy(c) — (vp(b) + vp(d))
= uylac) — uy(bd)

= o (5a)

= vp(zy).

3



3. Para el caso en el qgue= 0 0 y = 0, las condicion se cumple claramente. Sean
r,y #0yademas = 7 yy = 3, por la observacién anterior

a /

/
Up (T U, C

vx—a’/ ) —C/
= pt <p P() ty_l_p P(y) t?)

dondet =min{v,(x),v,(y)}. La tltima igualdad implica que
vp(e +y) = min{v, (), v,(y) }-
U

Definicion 1.4 Para cualquierz € Q, se define evalor absoluto p-adicale x como

2], = pr@) siz #£0,
P10 siz = 0.

Proposicion 1.3 La funcion| - |, definida anteriormente es un valor absoluto no arqui-
mediano sobré).

Demostracion 1. Por definicionz|, = 0 siy solo siz = 0.

2. Sean,y € Q, si alguno de ellos es cero enton¢eg|, = 0 = |x|,|y|,-

Parar,y # 0 se tiene

\xy|p — p—vp(wy) _ p—vp(r)—vp(y) _ p—vp(r)p—vp(y) _ |x\p|y|p.

3. Seanr,y € Q, si alguno de ellos es cero enton¢es- y|, =max{|z|,, |y|,}
Paraz,y # 0, seak :=max{—v,(z), —v,(y)}, luegok = —min{v,(z), v,(y)}.
Por la proposicién anterior

vz +y) > —k
= ko> —up(z+y)
e pk Z p—vp(x-i-y)_

Asi, maxX|z|,, lyl,} > |z + ylp.



[.1.2 Propiedades
Algunas propiedades de los valores absolutos se enunclarsiguiente proposicion.

Proposicion 1.4 ( Proposition 1.6, [16] )Seak un campo y-| un valor absoluto sobre
k, para todozx, y € k se cumple:

1L )1=]-1=1
2. |z|=]—=x|,
3. |z = |yllr < |z £y,

N

o=yl < ol +yl,
5. 7] = % dondey # 0.

| - |[r denota el valor absoluto usual definido Bn

Demostracion 1.
=)D =[1[1]=[1] =1.

Por otro lado,
1=1=[-D)D[=]-1-1=]-1f=]-1 =1

2. [ =zl =[(-1z[ = | = 1[z] = [=].
3. Setiene

yl=ly+ (@ —2) =y +2)+ (o) < |y + 2| +| = 2] = [y + 2| + ||

= —ly+z| <|z[—y[. (1)
Por otro lado,

lz| =z +w—y)|=+y)+ ()| <|z+yl+|-yl=lz+y|+|y|

= [zl =yl < |z +yl. (2)

De (1) y (2) se obtiene
—ly+ [ <lz| =yl < |z +yl = llz| = yllr < [lz +yllr = [z +yl.
De la desigualdad anterior se sigue que
|zl == yllr < |z + (=y)l = [lz] = [yllr < [z —yl.
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4. |z —y| < |z|+ |-yl = |z| + |yl
5.

2]

= ly| =
|y

ol = |20

X
y yl

La siguiente es un caracterizaciéon de los campos no argiames]

Teorema 1.1 SeaA C k la imagen deZ bajo la funcionf : Z — k definida de la
siguiente manera

I1+14+---+1 sin >0
——

(1+1+---+1) sin<0.
Un valor absolutd - | sobrek es no arquimediano siy solo|si| < 1 paratodoa € A.

En particular, un valor absoluto sobi® es no arquimediano siy s6lo [si| < 1 para
todon € Z.

(.

Demostracion Sea| - | un valor absoluto no arquimediano sobre
Se probaré por induccion quig(n)| < 1 para toda: € IN.

Paran = 1 se tiene quef(1)| = |1| = 1, asi la proposicion es valida pata= 1.
Supdngase que la proposicion es valida pares decir, sjf(n)| < 1, entonces para
n + 1 se tiene

lfin+ 1) =]1+14+---+1+1] <md{|f(n)],1} = 1.

n

Asi, |f(n)] <1 paratoda: € IN.

Por la proposicion 1.1.2z| = | — z|, sin € Z'y n < 0 entonces
lfn)=|-Q+1+---+1)]=|1+1+---+1| <L

Paran = 0, se cumple quéf(0)| = 0 < 1. Por tantoja| < 1 para toda: € A.

Inversamente, sda | un valor absoluto sobrk, tal queja| < 1 para toda: € A.
Se probara quer + y| < max{|z|, |y|} para todar, y € k.

Siy = 0 entonces se cumple que+ y| < max{|z|, |y|} para cualquier € k.
Siy # 0 entonces se cumple la siguiente equivalencia

i

, x ,
&+ y| < méx{|a], |y} < b N 1} < max|

6



Asi, basta con probar que + 1| < max{|z|, 1} para todar € k.
Sear € k, param cualquier entero positivo se tiene

m_ — (m k [ (m k
o+ 1" = Z(k)x <> (k) ).
k=0 k=0
Luego,
m m
A= <1
(1) =2 =1(0)]=
— e+ 1" <Y Jaft
k=0
Si |[x] > 1 entoncesz|* < |z|™ para todok = 0,1,---,m Yy si|z| < 1 entonces

|z|* < 1 paratodd: = 0,1,--- ,m. Asi,
D laff < (m+1)max{1, |z}
k=0

= jz+ 1| < Vm+1(max{1, |x|}).
Lo anterior se hizo sin importar el nUumerg es decir, la Gltima desigualdad es valida
vm € IN.
Haciendon — oo y usanddim,,, .., ¥/m + 1 = 1, se obtiene
o + 1] < max{|z], 1},
tal como se queria demostrar.
O

Ahora se puede justificar de alguna manera la diferencia entrvalor absoluto arqui-
mediano y un valor absoluto no arquimediano.

Definicion 1.5 Un valor absoluto earquimedianosi tiene la siguiente propiedad:
Dadosz, y € k, z # 0, existe un entero positivotal que|nz| > |y.

La propiedad anterior es conocida como la propiedad argliana. Esta propiedad

se cumple pard) y R con el valor absoluto usual. Se puede ver que la propiedad

arquimediana es equivalente a

sup{|n| : n € Z} = +o0.

Es decir, hay enteros arbitrariamente “grandes ”. Con estcterizacion, se observa
que un valor absoluto no arquimediano no tiene la propiedadraediana.

7



[.1.3 Métrica inducida por un valor absoluto

Definicion 1.6 Seak un campo Y - | un valor absoluto sobr&, se define lalistancia
d(z,y) entre dos elementas y € k como

d(z,y) = |z —yl.
La funciond(z, y) es llamada lamétrica inducida por el valor absoluto.
El nombre de métrica esta justificado por la siguiente priopns

Proposicion 1.5 Seak un campo Y - | un valor absoluto sobr&, entonces la métrica
inducida por el valor absoluto es efectivamente una métrica

Demostracion Para cualquier valor absoluto solikee cumple:

1.d:k— R".
2.
dlz,y)=lr—y| >0 Va,yek
Ademas,
dlz,y)=lzr—yl=02r—y=0&z=y.
3.
dz,y)=lz—yl=|-(y—2)|=ly—2[=d(y,z) Vryek
4,
d(z,y) = |z —yl
= Jr—y+(z-2)
= |(z—2)+ (2 —y)|
< Jz—zl+ ]z -yl

d(xz,z) +d(z,y) Vz,y,z €k

Del, 2,3y 4 se concluye que la métrica inducida por el valor absolutaesnétrica.

U
Proposicién 1.6 La funcién valor absolutd,- | : k — R* , es continua.
Demostracion Sear € ky e > 0, si|z — y| < € entonces
2] = lylle <z -yl <e
Asi, | - | es continua en.
Comoz € k se tom6 de manera arbitraria se obtiene |guees continua.
O



La siguiente proposicion da una primera consecuencia g dain campo
con una topologia inducida por un valor absoluto.

Proposicion 1.7 Seak un campo con un valor absolute|. Las operaciones de suma,
producto y tomar inversos son funciones continuas.

Demostracion Se tiene,

1. Seamny, yp € k fijos. Para cualquier > 0, tomando) = <, se tiene que Si

5
lzo —x| <6 y |yo—yl<d

entonces

€

2

€
|(xo+yo)—(x+y)l§|l"o—x|+|yo—y|<§+ = €.

Asi, la suma es una funcion continua.

2. Sear, yo € k fijos.

Para cualquiet > 0, tomanda) :min{z( 7 1}, se tiene que si

€ €
lzol+1) 7 2(lyo[+1

lzo —x| <6 y |yo—yl<d

entonces
lyl =1y — yo + yol < |y — ol + |vol <1+ |yl
Asi,
lzoyo — xy| = |Toyo — oy + Toy — Y|
< @ollyo — yl + |yllzo — 7|
<

ol gy T (L el (2(|y0| T 1>)
5

€
2
€.

Por tanto, el producto es una funcién continua.
3. Sear, € K fijo. Para cualquiet > 0, tomandaj = ¢ se obtiene
[t —xo| <d=|—2—(—x0)| = |xo—2| < =¢€
Asi, la operacién de tomar inversos aditivos es continua.
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4. Sear, € k\ {0} fijo. Para cualquier > 0, tomandos —min{ 12l 2o} se

tiene que si
|xg — x| <6
entonces
2] = lwolle < Jo—mo| < L
— ol g — | <
— ol g < B
|| |zo]
Asi,
1 1 | — ¢
Lo T ||| o]

- <|jo|) (|xlo|) (dg;OP)

Por tanto, la operacion de tomar inversos multiplicativesantinua.
O

Proposicién 1.8 Seak un campo y sea- | un valor absoluto no arquimediano sobre
k. Siz,y € ky|z| # |y| entonces

|z 4yl = max{|x], |y[}.
Demostracion Sin pérdida de generalidad sea > |y|. Se tiene que

|z 4yl <[] = max{|z], [y]}. (x)

Por otro lado,

= (v +y)—y=|z] <max{|xr +yl,|yl},

como|z| > |y

= maxX{|z +yl, [y} = [ +y| = |z < |z +yl. (+x)

De (%) y (x*) se obtienex + y| = |z|.
U

Corolario 1.1 En un campo con un valor absoluto no arquimedidnd, todos los
“triangulos”son isosceles.

10



Demostracién Seanx,y y z tres puntos del espacio (los vértices del triangulo). Las
longitudes de los lados del triangulo son las tres distancia

Como(z —y)+ (y —2) = — z.
Si|z — y| = |y — z| el tridngulo ya es isésceles.

Si|z — y| # |y — z| entonces por la proposicion anterior se obtiene

[z =2 = [(z —y) + (y — 2)| = max{|z —y|, |y — z[}.
Asi, todos los triangulos son isosceles.

[.2. NUmeros p-adicos

En esta seccion, se aplica la teoria desarrollada anteitiena la construccion
de los niumerog—adicos. Ademas, se introduce la integracion en el campo gle lo
namerogp-adicos, usando la medida de Haar.

[.2.1 Valores Absolutos sobre )

El objetivo de esta seccion es caracterizar los valoreswbscsobre(y, de
acuerdo a la topologia que generan.

Definicion 1.7 Dos valores absolutds|; y |-|» Sobre un campix se dicerequivalentes
si definen la misma topologia soldke

Lema 1.2 Seak un campo Y - | un valor absoluto definido sobre él. Se tiene que

lim 2" =0 <= |z| < 1.

n—oo

Demostracién Supdngase qukém,,_.., " = 0 entonces para= 1 existe N € NN tal
que
2" = 0] = |2"] = |z[" <1

paran > N.
Luego,|z|Y < 1. Esto implica quéz| < 1.

Reciprocamente, si = 0 no hay nada que probar. Parg“ 0, seas > 0.
Comolz| < 1 entonces,; > 1.

Luego, existér € R conh > 0 tal quegl| =1+h.
Por la desigualdad de Bernoulli se tiene
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1 k
(W) = (1+h)F>1+kh VkeN.

Por la propiedad Arquimediana existee N tal queNh > % — 1, es decir,
14+ Nh>1
Luego,
11 N

— > - = €> :
Asi, paran > N se tiene quéz|” < e.
Por tanto)im,,_,,, " = 0.

0]

Lema 1.3 Sean| - |; y| - |2 valores absolutos sobre un camRoLos siguientes enun-
ciados son equivalentes:

i) |-]1y]|- |2 son valores absolutos equivalentes;
i1) Para cualquierz € k se tiene quér|; < 1 siy solo si|z|, < 1;
i11) Existe un numero real positivo tal que para cada: € k se tiene

|y = |5

Demostracion Para demostrar qug implicaii), seax € k tal que|z|; < 1, por el
lema anterior se tiene quien,, .., " = 0 con| - |;.

Como los valores absolutos son equivalentes entonces toeidcade(k, d|.,) es un
abierto enk, d,.|,).

Asi, lim,,_,., 2™ = 0 con| - |, y por el lema anterior se obtiefe, < 1.

De manera analoga se prueba quesi < 1 entoncesz|; < 1.

Para demostrar que) implicaiii), se distinguen dos casos.|Sj; es el valor absoluto
trivial paraz # 0,1 se tiene que siz|; = 1 entoncesz|, = 1, pues de lo contrario se
obtiene quéx|; # 1 siendo una contradiccion a qlie|; es el valor absoluto trivial.

Si| - |1 no es el valor absoluto trivial entonces exisge# 0, 1 tal que|zg|; < 1.
Luego,|zg|2 < 1. Sea

a = 10g|g,|,|Tol1-

Con estdzg|; = |zolS.

Se tiene quer > 0 pues de lo contario se obtieng|; > 1, lo cual no es posible por
que|zg|; < 1.

Dadozx € k, se tienen los siguientes casos:

Si |xz|; = 1 entoncesz|, = 1 pues de lo contrario se obtiene qué # 1 siendo una
contradiccion. Asilz|; = |z|.

12



Si|z[1 = [zo]1 entoncegz|> = |zols, POr que silz|y < |zo|» entoncesg |, < 1 esto
implica que[--|; < 1y asi|z|i < |z]1, que es una contradiccion a la suposicion
inicial. Analégamente se obtiene una contradiccion al sap|s > |zos.

Asi, x|y = |20l = |05 = [[5.

Si|x|1 # 1Yy |z|1 # |xe|1 entonces sea

m m
S={r="imneNy folf <lnl:}.
Se tiene
m m m m
— eS|z <l|roli = |7|]" <|wo|f = || <1l+=|—| <1
n Ty |1 Lo |2
= |z]] < |xolhy = |z|g < |70lo-

Asi,

m m m m
S={r=""imneNy |l <lnola}={r="":mneNy |l <loh}.

Es decir,

m
S:{TZE:m,nEJNy |z]a < |z

n m n
sr={r= . cmneN y |z < |x0\f}.
Sean

§ = loglxo|1|x‘1 yt= log\xolz‘xb'

Se obtiene,

r

1 1
S:{r:@:m,nE]Nys<—}:{r:m:m,n€]Nyt<—}.
n n T

Sis #Atsetieneque <t0t < s.

Si s < t entonces existp € Q tal ques < p < t, luego se tiene qug € S pues

s < 1 = p. Por otro lado,; ¢ S puest = p < t,luego; € Sy ¢ S con

p - .- 7 Ve . p . - - 7
contradiccion. Analogamente sk s se obtiene una contradiccion, entonges ¢ty
por lo tanto,

|21 = [zoli = (Jz0[3)” = ([20]*)" = |5

Para demostrar que:) implicai), seaB|.|, (z, ) una bola abierta ek, d|.|, ).
Como para cualquier € k se tiene que

|2l = |23

13



cona un namero real positivo.
Luego,

yeEB (z,r)<=lz—yh<r<=|z—yly <r<=|v—yl < r

=y € By,(x, 7).

Asi, toda bola abierta eflk, d|.,) es una bola abierta €ix, d.,). Portanto] - [, y | - |-
son equivalentes.
O

Los siguientes corolarios se obtienen como consecuenuiediata del teorema ante-
rior.

Corolario 1.2 En el campo de los numeros racionales, el valor absoluto lusoi@s
equivalente a ningun valor absolupe-adico.

Corolario 1.3 En el campo de los numeros racionalespsi son primos distintos
entonces - |, ¥ | - |, no son equivalentes.

Lema 1.4 Sea-| un valor absoluto definido sobf®. Si se conocg:| paratodon € IN
entonces se puede determinarpara todox € Q.

Demostracion Por definicion se tien@)| = 0. Paran entero negativo se tiene que
—n € IN, entonce$n| = | — n|. Para cualquien € Z — {0} se tiene quét| = Wl‘ Asi,
si ¢ € Q setiend?| = [a||3] =

la|
o] *
0J

Teorema 1.2 (Ostrowski)Cada valor absoluto no trivial sobr@ es equivalente a uno
de los valores absolutds |,, dondep es un nimero primo p = oo, recordando que
| - | €s el valor absoluto usual.

Demostracion Sea - | un valor absoluto no trivial sobi®, se distinguen dos casos:

1. Si|-| es arquimediano, seg el menor entero positivo para el cugl > 1, existe
tal entero por que de lo contrarjoe | seria no arquimediano. Sea= log,,,|no/,
entoncegny| = ng. Se probara quer| = |z|%, para todor € Q, por el lema
anterior basta con checar esto para IN. Sean € IN escribienda: en base:,
se obtiene

2 k
n = ag+ aiNg + azng + - - - + agnyg

con0 <a;<np—1lparai =1,--- kya #0.
Tomando valores absolutos se obtiene
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In| = l|ag+aing + ang + -+ + agng|
< Jao| + |ar||no| + |az||nol* + - - - + |a||no|*

2 k
= ao| +las|ng + |az[ng™ + - - - + |ak[ng®,
comon, es el entero mas pequefio cuyo valor absoluto es mayor gediene

quela;| < 1parai =1,--- k. Luego,

L4+ng +nd*+ -+ np®

el 4+ ng® +ng 2™ + - +ng**)

o0
ko —ix
L Z”o
i=0
(7
— pke T
0 ng —1

SeaC' = . Se tiene qué&’ > 0. Entoncegn| < Cnk* < Cn®. Esta dltima

ny—1"

- 0 y& & 7 - -
desigualdad es valida para cada IN, puesn se tomo6 de manera arbitraria.

Id

IN

Aplicando la desigualdad a un entero de la formYase obtiene

InV] < OnNY = |n| < VCn?,

haciendo queéV — oo se obtiengn| < n® pueslimy_,., vVC = 1. Esta
desigualdad, es valida para cualquier nUmero natupalr sern arbitrario.

Por otro lado, comal™ > n > nk se tiene

(k+1)a k
g = |ng

|n 4+ nﬁ“ —nl

+1|

< fnl +ngt =7l
=y = g™ =l < fn

= ng V= (T =) < |nl.
Ahora comon > nk se obtiene
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In| > nfU— (kL phye

1 (0%
= plFthe (1 - (1 - n_0> )

> (C'n®,

dondeC’ =1 — (1 — ;-)* > 0y no depende de.

Aplicando la desigualdad&" se obtiene

[n™| > C'nNY = |n| > VC'n?,

haciendo queV — oo se obtiengn| > n® pueslimy_,., VC' = 1. Asi,
|n| = n®. Por tanto|n| = |n|%, paratoda: € N, tal como se queria probar.

2. Si| - | es no arquimediano se tiene qu¢ < 1 para todon € Z. Luego, por ser
| - | distinto del trivial, al menos para un € Z se tiene quém| < 1.

Sean, el menor nimero natural para el qug| < 1, ny €s primo, por que de lo
contrario existen enteras b tales quel < a,b < ng Yy nog = ab, por la eleccion
den, se tiene quéa| = |b| = 1y asi|nyg| = 1, contradiciendo el hecho de que
|7’L0| < 1.

Sea entonces, = p. Se probara qugr| = |z|; para todar € Q, por el lema
anterior basta con checar esto para IN.

Seamn € Ny a = log1 |p|. Sip 1 n entonces = pqg + r dondel < r < p, por
P
la eleccion de se tiene quér| = 1.

Ademas|pq| < 1 pueslp| < 1y |q| < 1. Estoimplicaquen| =max{|pq|, 7|} =
1, esto ultimo es consecuencia de la proposicion 1.8.

Por otro lado, para tal quep|n se tiene que. = pn’ conp { n’. Entonces

il = ] = Dol = (1) = jmle.
p

Por tanto/ - | es quivalente &. |,.
0J

Este teorema dice que si se quiere estufljazon algun valor absoluto no
trivial, esencialmente solo se tienen dos opciones: et adsoluto trivial y algun valor
absolutgp-adico.
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[.2.2 Completaciones

El objetivo de esta subseccién es obtener el campo de losrogmeadicos,
Q,, mediante un proceso de completacion al campo de los numramiosales)).

Definicion 1.8 Seak un campo y seé- | un valor absoluto sobré.

1. Una sucesioén de elementoslde{x,, } , es llamada unaucesion de Cauchgi
para cadac > 0 existeM € NN tal que|x,, — z,,| < e Siempre quer, m > M.

2. El campadk es llamadacompleto con respecto fa | si cada sucesion de Cauchy
de elementos de tiene un limite erk.

Lema 1.5 Una sucesior{z, } de nimeros racionales es una sucesion de Cauchy con
respecto a un valor absoluto no arquimedignad si y solo si se tiene

lim |2, — 2, =0.

n—oo
Demostracion Seae > 0, por ser{z,,} sucesion de Cauchy existé € IN tal que si
m,n > N, entoncesz, — z,,| < e. En particular, sh > N entoncesz, .1 — z,| < €.
Asi,

lim |z,41 — 2z, = 0.

n—oo

Reciprocamente, sea> 0, comolim,,_,., |z,+1 — z,| = 0 existe N € N tal que si
n>N

entoncesz, 1 — z,| < €.

Seam, m > N, sin pérdida de generalidad se considera n, entoncesn = n + r.
Luego,

|xm - xn| = ‘xn—l—r — Tptr—1 + Tntr—1 — Tntr—2 + Lptr—2 — " + LTn+1 — xn|
S mé-x{|xn+r - xn+r—1|7 |xn+r—1 - xn+r—2|7 Tty |xn+1 - xn|}

€.

A\

Asi, {z,} es una sucesion de Cauchy.
0J

Teorema 1.3 El campo@ de nameros racionales no es completo con respecto a cual-
quiera de los valores absolutos no triviales.

Demostracion Por el teorema de Ostrowski (teorema 1.2) es suficiente clesta
para los valores absolutds|,, dondep es un nimero primo p = oo.

Es bien sabido qué no es completo coh- |, entonces solamente se analiza el caso
cuandgp es un numero primo.
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Sea() con el valor absolut¢ - |,, dondep es un namero primo fijo. Considerese la
sucesion

an =1+p+p*+p°+-+p".
Se tiene que la sucesida, ) es de Cauchy, pues

lim |ap11 — anl, = lim |pn+1|p = lim p™" = 0.

n—oo n—oo n—oo

Ademasg,, converge al nimero+p +p? +p3 4+ - +p" + - --.
Sil+p+p?+p3+---+p*+--- €sun nimero racional se tiene que

s=1+p+p°+p*+-+p "+ =14+pl+p+p°+p’+- - +p"+--) = 1+ps.

Es decir,s es igual a un niumero mayor que el, lo que es una contradic&snl + p +
p? +p>+ -+ p" +--- noes un nimero racional.
Por tantoQ) con el valor absoluto- |, no es completo.

0

Definicién 1.9 Sea - | = | - |, un valor absoluto no arquimediano sobie Se denota
por C 0 C,(Q), el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de elementpsah
respecto g - |,, es decir,

C =Cy(Q) = {(zn) : (z,) es una sucesion de Cauchy con respedto|g}.

Proposicion 1.9 Definiendo

(@n) + (n) = (T + n),
(xn) ’ (yn) (xnyn)a
0 = (0)y
1 = (1).

Se tiene qué€ es una anillo conmutativo con unidad.

Demostracion Para ver que la suma es cerradaCesean(x,,), (y,) € Cy e > 0,
existenN;, N, € N tal que sin,m > N; entonceSz, — z,,| < ey Sim,n > N,
entoncesy, — ym| < €. SeaN =max{ N, N»}. Sin,m > N entonces

S méx{|$n_xm‘a‘yn_ym‘}

= e
Asi, (x, +y,) € C.
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Para probar que el producto es cerradoCeprimero se vera que toda sucesion de
Cauchy es acotada. Séa,) una sucesion de Cauchy, para 1 existeN € IN tal que
sin,m > N entonces$z, — x,,| < 1. En particulaiz,, — x| < 1 sin > N, entonces

||5En| - |x|N|R < |5L‘n - ZL’N| <1

Luego,—1 < |z,| — |zn| < 1 sin > N. Esto implica quéz,,| < |xy|+ 1Sin > N.
Seak =max{|zi1|,|z2l, - ,|zn|, |zN| + 1}. Se tiene quer,| < k para todon € IN.
Asi, la sucesioriz,,) esta acotada. Se probara ahora que el producto es cerrado.
Sean(z,), (y,) € Cy e > 0, por lo anterior existe®;, k; € R mayores que cero, tal
que|x,| < k1Y |yn| < k2 para todar € IN.

Seak =max{k,, k,}. Paraj existenN;, N, € IN tal que sin,m > N, entonces
| — x| < £ Y Sim,n > N, entoncesy, — ym| < ¢. SeaN =max{N;, N,}. Si
n,m > N entonces

|xnyn - xmym‘ = |xnyn — TmYn + TmlYn — xmym|
MaxX{ |yn|| T — T, |Zm|[Yn — Yml}
€ €
max{k—, k—
{ k? k}

€.

IN

A\

Asi, (z,y,) € C.
Las propiedades de Anillo se heredan por@aun campo y de la definicion de las
operaciones, también comprobar que el elemento neutfo -es(0) y el elemento
unidad ed = (1) se sigue de la definicion de las operaciones.

O

Lema 1.6 La funcionf : Q — C definida porf(z) = (x) es una inclusion dé) en
C.

Demostracién La funcion estéa bien definida y es inyectiva pues

r=y < (z) =(y) = flz) = fy)
Ademas es un morfismo de anillos, pyés+y) = (x+y) = (2)+(y) = f(x)+ f(y),
f) =@y flzy) = (zy) = (z) - (y) = f(z) - f(y)-

O

Definicién 1.10 Se definéV" ¢ C como el conjunto

N = {(a) 0 = 0} = {() = i |a], = 0}

es decir, el conjunto de sucesiones que convergen a cerespeato al valor
absoluto - |,.
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Proposicién 1.10 V es un ideal ert.

Demostracion Se tiene,
1. (0) € N pueslim,, . |0], = 0.

2. Si(z,), (y,) € N parae > 0 existenN;, N, tal que sin > N; ym > N
entonces
|Tnlp, <€y |zml, <e

SeaN =max{ N, N,}. Paran > N se tiengz,, + y,|, <max{|z,|,, |y.|,} < €
= lim z, +y, = 0.
n—o0
Asi, (z,) + (yn) € N.

3. Sea(y,) € Cy (z,) € N, se tiene(z,)(yn) = (xnyn), lU€go |z, ynl, =
|0 |plynlp, cOMO(y,) € C entonces existé € R tal quely,|, < k para todo
n € IN.

Luego,

i < { = { = .
Jim |z fplynl, < Hm ko), = 0= lm |z,y,[, =0
Asi, (z,)(yn) € N.

O

Lema 1.7 Si(z,) es una sucesion de Cauchy tal que— 0 entonces existen> 0y
N € Ntal que|z,|, > ¢, paran > N.

Demostracion Comoz,, -~ 0 existee > 0 tal que para toda/ € IN se cumple
|zx|, > € para algark > M.

Para este > 0 existe N’ € NN tal que sim,n > N’ entoncesz, — z,,|, < €. Sea
N € Ntal que|zy|, > ey N > N'. Para cualquien > N se tiene

|z, —zn|p <€
= |[za] = |on|[r < 20 —2n], <€
= —e< |zl —|zN|p <€
= |zn]|, — € < |zplp

Ponienda: = |zy|, — € Se cumple quér,|, > ¢ > 0, para todo > N.

Proposicion 1.11 N es un ideal maximal ef.
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Demostracién Seal un ideal deC tal queN C Iy N # I, se probara qué = C.
Comol # N existe(x,) € I tal quez,, - 0, usando ademas qe,) es una sucesion
de Cauchy, por el lema 1.7 existen- 0y N € N tal que sin > N entoncesz,|, > c.

Se defindy,,) como
[ 0, sin<N,
Yn = xin, sin > N.
Se tiene

1 1

\yn+1 - yn‘p = m - CC_n

- |xn - $n+1|p ‘xn - xn—irl‘p
2

para n > N.

p [Tnsilplzaly c

La sucesioriz,,) es de Cauchy y por la proposicion 1.5 se ti&ng, . |z,+1 — =, |, =
0,

Ty — T, ,

= lim |yp11 — Ynlp < lim w =0= lim |ynt1 — Yu|p = 0.
n—o00 n—o00 C n—o00

Entonces por la proposicion 1.5 se obtiene gyg es sucesion de Cauchy.

Luego,(z,)(y,) € I por serl unideal deC.

Por otro lado,

( ) = 0 sin<N
i) =1 sin>N

Entonced — (z,y,) € N, sea(z,) =1 — (z,y,). Luego,l = (z,y.) + (2,) € I pues
(zn), (xnyn) € I. Asi, I = Cy por tanta\ es maximal ert.
U

Definicion 1.11 Se define etampo de los nimeros—adicos como el campo

Observacion La inclusion natural de los nimeros raciondlgenQ,,, Q — Q,, es la
funcion que a cada € Q le asigna la clase de equivalencia de la sucesion constante
(x), esto porque dos sucesiones constantes nunca difieren pamento de\V.

Para extender el valor absoluto al canipg se mostrara primero un hecho de
las sucesiones de Cauchy.

Lema 1.8 Sea(x,,) € C, (z,) ¢ N. La sucesion de nimeros reales es eventualmente
estacionaria, es decir, existe un entévotal que|x,, |, = |z,,|, Sim,n > N.
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Demostracion Como(z,,) es una sucesion de Cauchy que no tiende a cero, por el lema
1.7 existerr > 0y N; € N tal que

n> Ny = |z,|, > c¢>0.
Por otro lado, existé&/; € N tal que

n,m > Ny = |z, — x|, < c.
SeaN =ma&x{ Ny, N»} sin,m > N entonces

T = Tmlp < < Tulp Y (20 — Tmlp < ¢ < [Tmlp

Luego, sin,m > N entoncesz,, — .|, <MaX{|Tnlp, [Tmlp}-
Como todos los triangulos son isésceles (corolario 1.1)bdeme|z,|, = |zmn|, Si
n,m > N.

U

Definicion 1.12 Si\ € Q, y (z,,) es cualquier sucesion de Cauchy representante, de
se define

Alp = nh_g)lo | lp-

Observacion Abusando de notacion, se suele usar el mismo simpolg para repre-
sentar al valor absolute—adico sobré) y Q,, porque después solamente se trabajara
conq@Q,.

Proposicion 1.12 El limite de la definicion anterior esté bien definido.

Demostracion Se tiene,

1. Ellimite existe pues por el lema anterior exiadtec IN tal que

|Znlp = |Tml|p Sim,n > N.ASH M, o0 |T0|p = |25 ]p-

2. El limite no depende de la eleccién de la sucesién repiasende), pues si
() Y (y.) son representantes deentoncesz,,) — (y,) = (z, — yn) € N.

Seac > 0, existeN € NN tal que sin > N entoncesz,, — y,|, < €. De donde

Hxn‘p - |yn|p‘R < |zn — yn|p < €= ||xn|p - ‘yn|p‘R <€

- nh_{go |Znlp = [ynlp = 0= nh_{glo |Tnlp = Jl_glo |Ynlp-
O

Proposicion 1.13La funcién| - |, : Q, — R, definida anteriormente es un valor
absoluto no arquimediano.
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Demostracion Se tiene,

1. Si|A|, = 0 entoncesim,_, |z,|, = 0 para toda sucesion representante de la
clase\. Entoncegz,) € N, es decirA = 0.

Por otro lado, sh = 0 entonces para algun representante de \ se tiene que
lim, 00 |Zn|p, = 0, asi|A|, = 0.

2. Setiene,

|)‘|p|ﬁ|p = JLI&|xn|p1}1_{rolo|yn|p
= Ji_}%|xn|p|yn|p

= nh_{glo |xnyn|p

= |)\5|p-

3. Porellema 1.8 existen natural®s, N, y N; tales quéz,,|, = |zn, |, Sin > Ny,
|yN|p = |yN2|p sin > N2 y |xn + yn|p = |xN3 + yN3|P sin > N3'

SeaN =max{ Ny, N2, N3}, entoncesA+ 53|, = lim,, o0 |20+ Ynlp = |28+ Un]ps

|)‘|p = lim,, 00 |xn|p = |xN|p y |5|p = lim,, |yn|p = |yN|p-

Usando la desigualdady + yn|, <max{|zx|,, [yn|,} se obtiene
A+ Blp <max{|Alp, 5]}

De 1,2y 3 se concluye que- |, es un valor absoluto no arquimediano.
O

Observacion De la definicion se puede observar que laimage@ tjo| - |, es igual
alaimagen d&), bajo| - |,..

Ademas, sic € Q y )\, es su imagen bajo la inclusién, por la definicién se obtiere qu
|[z[, = [ Al

Proposicion 1.14 La imagen dé) bajo la inclusionQ — Q, es un subconjunto denso
enqQ,.

Demostracion Seane > 0y A € Q,. Se construira una sucesion constante que esta
contenida erB( ), e).

Sea(x,) una sucesion de Cauchy representant® gseac’ > 0 tal quee’ < e.

Como(x,) es de Cauchy exist¥ € IN tal que sim,n > N entoncesz,, — x,,| < €.

Seay = x, Se construye la sucesion constapte

Si g € Q, es representada poy), se tiene quel es la imagen dg € Q bajo la
inclusién. Luego) — 3 es representada por la sucesiopn — y) y entonces

(20 — y)|p = nh—>r20 |z — y|p'
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Paran > N se tiendx,, — y| = |z, —an| < €.
Asi,

lim |z, —yl, <€ <e
n—oo

Por tanto 8 € B(\,¢).

Proposicion 1.15(), es completo con respectd a|,,.

Demostracion Sea()\,,) una sucesion de Cauchy de elementog)gle
Por la proposicion anterior, para cada IN existe; que es clase de equivalencia de
una sucesion constante de numeros raciorigl¢y satisface

1
X — Bilp < 5

Seaz; = y; paratoda € IN.

Se tiene quéz;) es una sucesion de numeros racionales, se probara que si®s e
Cauchy.

Seac > 0, existek € N tal que% < ¢, luego por se()\,,) sucesion de Cauchy existe
N € N tal que sin, m > N entonces\, — A, < 1.

SeaN’ =méax{k, N}, usando ques, — 3, es la clase de equivalencia de la sucesion
constantéz, — z,,) = (x;), Sin,m > N’ se obtiene

|Zn_zm|p = tli/)rilo|xt|p
= |Bn_5m|p

< maX{|Bn — Aulps A = Al [N = B}
) {1 1 1}
< Max<{ —, —, —
n' k'm
_ 1
ok
< €.

Asi, (z,,) es sucesion de Cauchy én Seal la clase de equivalencia de,) enQ,, se
probara quéim,, .., A, = A.

Seac > 0, existek € IN tal que; < e. Como(z,) = (y,) es sucesién de Cauchy €n
existeN € IN tal que sim,n > N entoncesy,, — y.|, < 7.

SeaN’ =max{k, N}, sin > N’ se tiene

‘)‘n - )“p = |)‘n - 5n + 5n - )‘|p < méX{P\n - 5n‘p7 |ﬁn - )\|p}
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comon > k se cumpleX,—3,], < = <+, ademass, — |, = im0 |20 —2mlp < 1
pues sim,n > N entoncesy,, — y.|, < ¢. Entonces,

1
|>\n—)\|p<E<e.

Asi, lim,,_,., A, = A. Por tanto(),, es completo.
O

El siguiente teorema es muy importante, pues resume todabealjo relizado.

Teorema 1.4 Para cada primop € Z existe un camp@), con un valor absoluto no
arquimediang - |,, tal que:

1. Existe una inclusiof) — @Q,, y el valor absoluto inducido par- |, sobreQ via
esta inclusién es un valor absolute-adico.

2. Laimagen dé) bajo esta inclusion es densa @) (con respecto al valor abso-
luto | - [,); y

3. @, es completo con respecto al valor absoluta,.

El campoQ), que satisfacé, 2 y 3 es Unico salvo isomorfismos que preservan valores
absolutos.

Demostracién Los incisosl, 2 y 3 fueron probados en las proposiciones previas al
teorema.

Resta ver la unicidad. Sé& un campo que satisface las condiciohgsy 3 del teore-
ma, entonces existe una inclusibme QQ en K tal que la imagen dé) es densa eX
con respecto al valor absolute|,,.

Seay la inclusion del) enQ),, entonces se forma la funcigin: Q, — K de la siguiente
manera: si € @), entonces por la densidad ¢gé) existe una sucesiofx,,) tal que

Zn = AY 2z, = g(z,) dondez!, € Q para toda: € IN.

El valor absoluto se mantiene igual @y eng(Q) entoncesz,,) es sucesion de Cauchy
enQ y luego(h(z!,)) es sucesion de Cauchy &nh pues el valor absoluto se mantiene
igual enK y enh(K).

ComoK es completo existe € K tal quek = lim,,_,», h(z),). Se definef(\) = k. Se
tiene

1. Para velf esta bien definida y es inyectiva: s€ap), (v,,) C ¢(Q) tal que

lim, o0 2, = A = lim,, . ¥, ENtonces:,, = g(2)) Y y» = g(y,,) conz.,y., €
Q. Se tiene

lim z, = A= lim y, <= lim z, — 4, =0
n— 00 n— 00 n—oo

<= lim |g(z) — g(y,)|p =0 <= lim |g(2}) — g(yp)[x =0
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< lim h(z),) — h(y,) =0 <= lim h(z,) = lim h(y,).
n—oo

n—oo n—oo

2. Para probar qué es sobreyectiva, seac K, existe(w,) C h(Q) tal que
lim,, 00 w, = wYy w, = h(w),) dondew!, € Q para todo € IN.
Se tiengw!,) es sucesion de Cauchy @rentoncegg(w’,)) es sucesion de Cau-
chy enQ,. Sea\ € Q, tal quelim,,_,,, g(w},) = A entonces (\) = w.

3. Ahora se probara quées morfismo. Por definicion se tiefiél) = 1* dondel*
es la unidad erk.
Luego, seam,y € Q,, existen(g(«,)), g((y,,)) tal que

lim g(z,) == lim g(y,) = y.

n—oo n—oo
Ademas,
lim h(a}) = f(x) lim h(y,) = f(y)
n—oo n—o0
Se tiene,

F@) + £(y) = lim h(al) + lim h(y}) = lim h(z}) + h(y])

n—oo n—oo

Por otro lado,

lm g(z,) + 9(y,) = & +y = lim h(zy) + h(y,) = f(2) + f(y).

n—o0

Asi, f(x +vy) = f(x) + f(y). Por tanto,f es morfismo.

De manera analoga se obtiefilery) = f(x)f(y).

De 1,2 y 3 se concluye qug es un isomorfismo. Para ver gyepreserva valores
absolutos sea € ), entonces existéz, ) tal quez, — \y z, = g(z,,) dondez;, € Q
para todar € IN. Se tiene

A= 1 [z,], = lim [A(z))]x.

como| - | es continua (proposicion 1.6) entonées,, .. |~ (z))|x = |f(N)|k-
Asi, [Alp = [F (V)]
0J

El teorema anterior permite fijar la atencion solamente gellementos d€),
y considerar &) como un subconjunto dg,, exactamente igual a como se trabaja en
R.
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1.2.3 El campo Q,

En la seccion anterior se construy6 para cada numero priglcampo de los
numerogp—adicos(Q,), a manera de resumen se presentan los siguientes hechos:

1. Hay un valor absoluto no arquimediandg,, sobre), y Q, es completo respecto
a este valor absoluto.

2. Existe una inclusion) — @, cuya imagen es densa &) y la restriccion del
valor absolutd - |, a la imagen dé) coincide con el valor absolutp—adico
definido enQ.

3. El conjunto de valores dg y ), bajo| - |, es el mismo, especificamente,
{reR":z2=|N,, €eQ} = {zeR":z=)\,,)€qQ,}
{p" :n e Z}uU{0}.

4. Como consecuencia del inciso anterior se tiene que pdeuca Q,, x # 0,
existe un entera,(r) tal que|z|, = p~*»@). En otras palabras, la valuacion
p—adica se extiende@,.

En esta seccion se presentan las propiedad€s decesarias para el desarro-
llo de esta tesis.

Definicion 1.13 El anillo de enterogp—adicoses el conjunto

Zy=A{z € Qx| <1}.
Observacion Las unidades dg, son aquéllos elementasc Z, tales qugz|, = 1.
Proposicion 1.16 El anillo Z,, de enterog—adicos es un anillo local cuyo ideal ma-
ximal es el ideal principapZ, = {x € Q, : |z|, < %}. Ademas, cada elemento del
complement&.,, — pZ, es invertible er¥,, siendo los Unicos elementos invertibles en
7.
Demostracion Se tiene,

1. Para probar qué&, es subanillo d€),, hay que observar lo siguiente:

a) Seam,y € Z, entoncesz|, <1y |y|, < 1.
Luego,lz—yl, <max{|zl,, |—yl,} =m&x{|zl,, [yl,} < 1. Asf,z—y € Z,.

b) Seanx,y € Z, entonceszy|, = |z|,|yl, < 1. Asi,zy € Z,.
c) 1€ Z,pues|l,=1<1.

Dea),b) y ¢) se obtiene qué, es subanillo d&€),.
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2. Para probar queZ, es ideal d&Z,, hay que observar lo siguiente:

a) 0 € pZ, pues|0], =0 < _.

b) Sean,y € pZ, entoncesz|, < Ly [y, < ;.
Se tiene quéx — yl, <max{[z(,, [y[,} < %-
Por tanto,pZ, ,+) es subrgrupo déZ,, , +).

c) Seanr € Z, Y x € pZ,. Se tiene

1
|T|p <l= |Tx|p = |T|p|x|p < |x|p < 2_9

Asi,rx € pZ,.
Dea), b) y ¢) se obtiene queZ, es un ideal d&,,,.
3. Seal ideal dez,, se tiene qué C Z,.Si existez € [ tal quez ¢ pZ,, entonces
|2l = 1.

Luego, la igualdadl|, = |z|,|z7!|, implica que|z~!|, = 1 por tenerse que
|z|, = 1. Entonces ™! € Z, y por serl ideal deZ, se obtiend = 227! € I.

Para cualquier € Z, se tiene quédx € I, es decire € I. Luego,Z, C I, es
decir,] = Z,.

Entonces cualquier ideal d&, distinto de’Z, consta de elementos que no son
unidades d&,,, asi esta contenido iZ,.

Por tantopZ, es el unico ideal maximal dé,, es decirZ, es un anillo local.

4. Siz € Z, — pZ, entoncesz|, = 1. Luegoz # 0y z~' € Q,. Se tiene

271, = ﬁ =1

Entoncesc™! € Z, — pZ,. Asi, cada elemento d&, — pZ, es invertible er¥,.

Six € pZ, fuera invertible se tendria que exigte Z, tal quexry = 1, es decir,
|z|,|ly|, = 1, pero esta es una contradiccion plegs|y|, < |z|, < % Asi, los
Unicos elementos invertibles @ son los elementos dé, — pZ,.

O
La proposicion anterior permite establecer la siguientimigedn
Definicion 1.14 El grupo de unidades dg&, es
7, ={v €Zy:|z],=1}.
Definicion 1.15 Se define ldola con centro eru y radio p” al conjunto

B(a,p")={z€Q,: |z —al,<p"}, reZ.
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Observacion Es irrelevante hacer distincion entre la bola abierta y la lserrada,
pues

Bla,p") ={z € Qv —al, <p}={2€Qp: |z —al, <p"'} = Bla,p").
Definicion 1.16 La esfera con centro em y radiop” es el conjunto
Sa.p)={r€Q,:|z—a,=p}, rez
Proposicion 1.17 Se cumple lo siguiente:

1. B(a,p") es un conjunto abierto y cerrado.

2. Sib € B(a,p") entonceB(a,p") = B(b,p").

3. Sia,b € Q, entoncesB(a,p") N B(b,p*) # 0 siy solo si
B(a,p") C B(b,p*) 6 B(b,p*) C B(a,p").

Demostracion Se tiene,

1. El conjuntoB(a,p") es abierto por definicion de abierto en un espacio métrico.
Para probar qué3(a,p”) es un conjunto cerrado, sea¢ B(a,p"), entonces
|c —al, > p". SeaB(c, |c — a|, — p"), para cualquiet € B(c,|c —al, — p") se

tiene
la — 2], <max{|a — c|,, |z — c[,}.

Como todos los tridngulos son isésceles, entonces
la — 2], = maxX{|a — c|,, |z — |, }.

Luego,|a — z|, = |a — ¢|, > p". Asi, B(c, |c — a|, — p") C B(a,p")".

Por tanto,B(a, p") es un conjunto cerrado.
2. Sear € B(a,p") entoncesz — a| < p’.
= |z = bl, = [(x —a) + (a = )|, < max{|z —al,, [b —al,} <p"
=z € B(b,p") = Bl(a,p") C B(b,p").

Anéalogamente se obtier®(b, p") C B(a,p").
Asi, B(a,p”) = B(b,p").
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3. SiB(a,p") N B(b, p*) # () entonces existe e B(a,p") N B(b, p*).
Por1, se tiene qué(c,p”) = B(a,p") y B(c,p®) = B(b, p*).
Sin pérdida de generalidad sga< p*

= B(c,p") C B(c,p®) = B(a,p") C B(b,p*).

Asi, B(a,p”) C B(b,p®).

Reciprocamente, las contenciones implican que la inteiGees distinta del
vacio.

O

Proposicion 1.18 Seana € Q, y n € Z, los conjuntos: + p"Z, son bolas er),, es
decir,a + p"Z, = B(a,p™™").

Demostracion Se tiener € a + p"Z, <=z =a+p'ycony € Z, <= v —a =
Py <= |r—al, <p " <=z € Bla,p").
O

Proposicion 1.19Seaa € Q, y n € Z, los conjuntos: + p"Z, son esferas efy,, es
decir,a + p"Z,; = S(a,p™").

Demostracion Se tiener € a + p"Z) <= =a+p'ycony € Z <=1 —a =
Py <= |r—al,=p " <=z € S(a,p™").
O

Proposicion 1.20Q), es un espacio de Hausdorff totalmente disconexo.

Demostracion Todo espacio métrico es de Hausdorff, @sies un espacio de Haus-
dorff.

SeaS # () un subconjunto d€),,. Six,y € S conz # y, seap” = |r — yl,, entonces
B(z, %) es un conjunto abierto y cerrado que contieneyano contiene .

Luego,Q, — B(z, &) es un conjunto abierto que contieng ano contiene a. Enton-
ces, exist.en dos conjuntos abierfege, %) yQ, — B(z, %) distintos del vacio y cuya
interseccion es vacia, ademas

o~ (sna o)) (ool o)

Asi, S es disconexo, Luego, ningln conjunto con dos 0 mas puntaemer conexo,
es decir, los unicos subconjuntos conexos son de la f§irha
Por tantoQ, es totalmente disconexo.
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Proposicion 1.21 La inclusionZ — Z, tiene una imagen densa. En particular, dado
r€Z,yn > 1existeaw € Z con0 < a < p" — 1, tal que|z — a, < p~". El enteroa
con estas propiedades es Unico.

Para cualquierr € Z, existe una sucesion de Cauchy que converge & con las
siguientes caracteristicas:

(1) a, € Z paratodony0 < a,, < p" — 1.
(i1) Paracadan se tieney,, = a,,_; (méd p™t).
La sucesior{«,,) con estas propiedades es Unica.

Demostracion Se tiene,

1) Por las propiedades de |, basta verificar que cada bola centrada en un entero
p—adico y de radip~" conn € N contiene un entero. Seac Z,y n € N.

a

ComoQ es denso ef),, existe} € Q, con m.c.da,b) = 1, tal quejz — ¢, <
p~" < 1. Ademas,
el <1
blp ‘b p} -
esto implica que 1 b.

Comop 1 b entoncep™ 1 by en consecuencig™,b) = 1. Luego, existen

a
xr — —

b

—T+x

< méx{\x|p,
p

V,c € Ztal quebt + cp™ = 1. Esto implica quéd’ = 1 (mdéd p™). Entonces
a_ ol _ a—abt'| |a(l—0bb)
b p b, b,

usando el hecho de que by p™|1 — bb' se obtiene

a(l —bb)

<
b =

p

1
P

a
— —al

b

)
p

a
a <p"
2 p}_p

Asi, al’ es un entero contenido &z, p~"). Por tanto, la imagen dé es densa
enz,.

Para la segunda parte, seal unico entero que satisfate< o < p" — 1y
a=al (méd p"), se tiene

v —al, < |z —ab +ab —af, <max{|z —ab'|,, |ab’ —al } <p7".
Asi, o es el Gnico entero que satisfatel a < p" — 1y |z —af, <p™".
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2) Seaxr € Z,, usando lo probado eh), se tiene que para todo € IN existe un
anico«,, que satisface

0<a,<p"—1 vy |[z—au|,<p™

Sea(«,) la sucesion descrita. Se tiene
Qg1 — O‘n‘p = |1 —7+ T — an|p < max{|an1 — SL’|p, |z — O‘n‘p} =p"

= lim |ap1 —aplp, < lim p™ = 0= lim |ay41 — anlp, = 0.
n—00 n—00 n—00
Luego, por el lema 1.5 se tiene qle,) es de Cauchy. Por otro lado

lt —aul, <p™ VYneN= lim |z — a,| = 0= lim a,, = z.
n—o0

n—oo

La sucesion(«,,) satisface(i) por como fue escogida. Ademas, por como se
escogio la sucesion se tiene que

|an_an—l|p = |an_x+x_an—1|p < max{|a, _x|pv |x_an—1|p} = p_(n_1)>

esto Ultimo implicax,, = o, (mdéd p™~1).Asi, se satisfacg).
Por Ultimo, la unicidad ef) garantiza la unicidad dey,,).

Corolario 1.4 Sean € IN se tiene
2,/ "7, =7,/p"Z.

Demostracion Paraxr € Z, seaa, € Z el Gnico entero que cumple — o, |, < p™"
y0<a, <p"-—1.Se define

f:72,/p"2, — 7,/p"L.
como

flx+p"Zy) = a, + p"Z.

f esta bien definida:
Siz +p"Z, =y + p"Z, entonces: — y € p"Z,, es decirjz —y|, < p~"

= ‘O‘w_o‘y‘p = ‘O‘x_x‘i‘y_o‘y""x_mp < méx{|am—x|p, ‘y_o‘y‘pv |x_y|p} =p"
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= a,=q, (médp")= a,+p"Z =, +p"Z = flx+p"Z,) = f(y+p"Z).

f es biyeccion:
f es inyectiva pues

fle+p"Zy) = fly+p"2) = o, +p"Z = oy + p"Z = o, = oy  (m6d p").

Luego,

\x—y\p = \x—ozx—l—ozw—ozy—l—ozy—y\p < méx{|x—ozm|p, |O‘z_o‘y|pa ‘O‘y_y‘p} <p"

—=r—yEepl, = c+p"Z,=y+"7Z,
f es sobreyectiva pues para cualquier p"Z se tienef (k + p"Z,) = k + p"Z.

f es homomorfismo:

1. Setiene qug (1 + p"Z,) = 1+ p"Z.

2. Setiene qug(x + p"Z, +y + p"Z,) = flx +y + p"Z,) = yry +P"Z =
Qy + oy +p"Z = f(x+p"Z,) + [y + D"Zyp).

La cadena de igualdades se justifica por lo siguiente

e+ oy —opyly = loe—2+ay—y+r+Y— eyl
< max{|oy — x|y, |y — Ylp, |2+ Y — aupylp}
< p"

= + oy = pyy  (M6d p") = iy +P"Z =y + oy + P L.

3. Setienef((z+p"7Zy)(y+p"Zy)) = f(xy+p"Zy) = Quy+p"Z = oy +p"Z =
f(x+p"Zp) f(y + p"Zy).
La cadena de igualdades se justifica usando

axy _axay|p = |axy—xy+xy—yax+yax _axay|p
< méx{‘awy - :Cy|p, ‘y‘p‘x - O‘m|p= ‘O‘w‘p|y - O‘y|p}
< p"

= 0,0y = 0y (méd p") = ayy + P72 = oy + p .
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Corolario 1.5 Las esferas son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion Por la proposicion 1.16 se tiene qd¢ = Z, — pZ,, €l corolario 1.4
afirma que si € N entonce<,,/p"Z, = 7./ p"Z.

Esto implica que los numerds 1,2, --- ,p™ — 1 son representantes de las clases de
z,,/p"Z,, es decir,

p"—1 p—1
Z,= | |i+p2,=2)=| |i+Z,

=0 i=1

Usando la proposicion 1.19 se obtiene

p—1 p—1
S(a,p") =a+pZy = | |a+ip " +p " V2, = | | Bla+ip™,p "),
i=1 i=1

Asi, S(a,p™) es un conjunto abierto y cerrado, para cada Q, y n € Z, pues las
bolas son conjuntos abiertos y cerrados.
0]

Los siguientes resultados seran de mucha utilidad cuardoesesario intro-
ducir un proceso de integracion €.

Proposicion 1.227Z,, es compacto.

Demostracion ComoZ, = B(0, 1) es un conjunto cerrado y adenfas C ), que es
un conjunto completo entoncés, es completo.
Por otro lado, por el corolario 1.4 sic N entonce<,,p"Z, = 7./ p"Z.

Entonces, los nimereos1, 2, -- - , p" —1 son representantes de las claseZgep™Z,,
es decir,
pt—1 p"—1
Z,=||i+p"2,=2,= | | BG,"),
i=0 i=0

por la proposicion 1.18. Luego, para cualquier 0 existen € IN tal quep™ < ey se
obtiene

p"—1 p"—1
Z,= | | B(i.p") c | BG,e).
=0 =0

Asi, Z, es totalmente acotado.
ComoZ, es completo y totalmente acotado, por el teorema de Heirg Beconcluye
queZ, es compacto.

O

Proposicion 1.23Las esferas y las bolas son conjuntos compactos.
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Demostracion Para cualquien € Zy a € Q, se tiene qués(a,p™) = a + p~"Z,.

Seah : {p™"} x Z, — Q, definida pori((x,y)) = zy.

Se tiene qué es la operacion producto restringida al conjufo”} x Z, y como la
operacion producto es continua se obtienelges continua.

Luego,B(0,p") = h({p™"} xZ,), entoncesB (0, p") es un compacto pues es la imagen
continua de un compacto.

Seag : {a} x p™"Z, — Q, definida poth((z,y)) = = + y.

Se tiene qug es la operacion suma restringida al conjufi¢ x p~"Z, y como la
operacién suma es continua se obtiene gjas continua.

Luego, B(a,p") = g({a} x p~™Z,), entoncesB(a,p") €S un compacto pues es la
imagen continua de un compacto.

Asi, las bolas son conjuntos compactos.

De mamera analoga se prueba que las esferas son conjuntfoaatom

Corolario 1.6 Q, es localmente compacto.

Demostracion Paraa € Q,, basta con tomaB(a, 1) que es un conjunto compacto por
la proposicién anterior.
[

De la misma manera a como se obtuvieron los resultados amet®rse obtie-
nen

Proposicion 1.24 7.5 es compacto.
Proposicion 1.25Q,’ es localmente compacto.

Para finalizar la subseccion, se muestra la forma de repagsgam nimero
p—adico como una serie de potencias, es importante conoeefoesta pues permite
operar con estos numeros.

Proposicion 1.26 Cadax € Z, puede escribirse en la forma

T=by+bip+bop’ + -+ bp"+ -
con0 < b; < p — 1. Ademas, esta representacion es Unica.

Demostracion Seax € Z,, por la proposicion 1.21, existe una sucesion de Cauchy
(av,) que converge a, y satisface

1. o, € Zyademad < a,, < p" — 1.
2. ap =, (moéd ph).

La sucesion con estas propiedades es Unica. Poniendg ks base se obtiene una
serie de la siguiente manera
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1. oy = by donded < b, <p-—1.

2. ag=by+bipcon0 < b, by <p—1y0<a, <p?—1.
0 0

Comoay; = ay (méd p) entonceshp + by = by (méd p), luegoby = by
(méd p).

Esto implica quéy;, = by y asias = by + bip.

3. En general se tiene que si
Qpi1 =y +Vip+bhp*+---+bphcon) <. <p—1y0 <, <p"tt—1
Qi1 =bo+bip+bep?>+---+b, p"tcon0<bh; <p—1y0<a,<p'—1

Comoaw,,;1 = «,, (mdéd p™) entonces

by + Ui+ b5p? + -+ + U p" = bo + bap + bop® + -+ bpp™ ! (méd pn)

= by+bip+bop*+--+bp"t = by +Vp+bpt+-+Up"
— by = b, Vi:l,..,n—1.

Asi, se obtiene

ay = by 0<b<p-—-1

g = by + bip 0<b <p-—-1

a3 = by + bip + bop® 0<b,<p-1
an:b0+blp+62p2+"'+bn—lpn_l Ogbn—lép_]-

Q1 =by+bip+bop* + -+ by 1p" P+ bp" 0<b, <p-—1

Como las sumas parciales de la serie recién construida sop bpue convergen a se
cumple que la serie construida converge Asi, x puede escribirse en la forma

T =0by+bip+bop® + -+ bp" 4

con0 < b; < p — 1. La unicidad se obtiene de la unicidad de la suce&in.

Corolario 1.7 Cadax € Q, puede ser escrito en la forma

=0 pop ™ + b p1p T b Dy DD b = Z bnp"

n>-—ng

con0 <b, <p—1yb_,, # 0. Estarepresentacion es unicay ademgs) = —ny.
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Demostracion Sear € Q.
Six € Z, entonces por la proposicion anterior
T=by+bip+bop’ + -+ bp"+ -

con0 < b; < p — 1y esta representacion es Unica.
Por otro lado, sea;, el menor entero positivo tal qug, # 0 se tiene

n>ny n>ng+1
— |x|p = ‘Znan b"pn‘p
S méx |bnkpnk|pv annk—i-l b"pn‘p}
= |z|, = maxqp™, }annk b”pn}P}
=z, = p™
= () = ny.

Siz ¢ Z,, seany = —v,(z) se tiene quey, € Z, no > 0y ademasp™ € Z,,. Luego,

:L,pno = Z bnpn

n>0

conb, # 0. Entonces
r=p " Z bnp" = Z bnp".
n>0 n>—ng

La unicidad de la representacion se deduce de la unicidag'dey ademas se tiene
vp(z) = —ny.

O
Ejemplo 1.3 Se tiene que
“1=@p-D+@-Dp+{@-1)p"+--
Esto por que tomando sumas parciales se obtiene
) pn+1 -1 )

sn=@-1D+@-p+@-p +--+@-p"=(-1) P =p" -1
Luego,

lim s, = lim p"*™ + lim —1 = —1

n—o00 n—00 n—o0
pues

= T}i_)rilop_"_l =0= lim p"™ =0.

lim |p
n—o0 n—o0
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Ejemplo 1.4 En el ejemplo anterior se obtuvo

—1= (p—l)Zp"-

Esto implica que
1 =

[.2.4 Lema de Hensel

Para decidir si un nimero comg6 pertenece &);, la manera que se tiene
hasta el momento es buscar “a mano”una representacionies dempotencias def6,
es decir, es necesario encontrar una sucesion de digi@dicos:ag, a1, as, - -- con
0 <a; <4,talque

(a0+a15+a252+---)2 = 1—|—l5
Ecuaciones de este tip@;* — 6 = 0), pueden resolverse utilizando un resultado cono-

cido como “lema de Hensel".

Definicion 1.17 Seana, b € Q,, decimos que, b soncongruentes modulgp™ y se
escribea = b (méd p") siy sélo sija —b|, < .

Teorema 1.5 (Lema de HenselSeaF (z) = ¢o+c1x+- - -+ ¢,2™ un polinomio cuyos
coeficientes son enterps-adicos. Sed” (x) = ¢; + 2cox + 3cz32? + -+ + c, 2"t la
derivada formal d&"'(z). Siag es un enterp—adico que satisfacg'(ag) = 0 (méd p)
y F'(ag) # 0 (méd p) entonces existe un entege-adicoa tal queF'(a) =0y a =ag
(méd p).

Demostracién Se prueba por induccién el siguiente enunciado:
s(k): Existe un enterp—adico de la forma

ap =bo+bip+ -+ bp"
conb; € {0,1,---,p— 1} Vi, tal queF(a;) =0 (mdd p**)y ar = ag (méd p).

1. Parak = 0 basta con tomabi, igual al primer digitop—adico deag, luego se
tieneF(ag) =0 (méd p) y agp = ag (mdd p).

2. Asumiendo que se cumplék — 1).

Seaa;, = a;_, + bip”* para algun digitd,,, por determinar. Se tiene
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F(ak) = F(CLk_l + bkpk)

n

= Y cilar—1 + bip")’

=0
= ¢+ Z ci(ap_y + taj_bpp® + p*e)
i=1
= F(ax) + bep"F'(ar—)  (méd pHh).

Por hipétesis de inducciéf(a,_;) = 0 (mdéd p*), entonces

F(ag) = app” + bpp"F'(ap—y)  (méd p*Fth)

para algun entero;, € {0,1,--- ,p — 1}.

Luego, se busca que se cumpla+ by F'(ax_1) = 0 (mdd p), comoay_ = ag
(méd p) entonced” (ax_1) = F'(ag) Z 0 (mdd p).

Entoncesy, + by F'(ax—1) = 0 (mdd p) esto implicab, = Fars (méd p).

Asi, F(a;) =0 (mdd p**+1). Completando el proceso de induccion.

Ahora sear = by + b1p + byp* + - - -, se tiene qué’(a) = 0 pues para todé se
obtieneF(a) = F(ax) =0 (méd pFth).

La unicidad de: se sigue de la unicidad de la sucesiap).
0J

Ejemplo 1.5 Para decidir siz? —6 = 0 tiene solucion e®); se defind”(z) = —6+a2,
entonced”’(z) = 2x. Tomandai, = 1 se obtiene

F1)=1-6=5=0 (méd5) y F'(1)=2#0 (mdd 5).

Entonces existe un entefo-adicoa tal que F(a) = a?> — 6 = 0, es decira? = 6.
Asi,/6 pertenece &);.

Algunas consecuencias del lema de Hensel, son las sigsiente

Proposicion 1.27 Un polinomio con coeficientes enteros tiene una
raiz enZ, siy soélo si tiene una raiz médub para cualquierk > 1.

Demostracion SeaF’(x) un polinomio con coeficientes éh
Supodngase que € Z, es raiz, es decif'(a) = 0.
Luego, existe una sucesidn,, ay, - - - , ay, - - - } donde

ar = by + bip + byp® + - + bp_1p" !
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tal que

a=a, (médph).

Entonces(a;) = F(a) (méd p*)y F(a) = 0.

— Fla;) =0 (méd pb).

Reciprocamente, supéngase quig) = 0 (mdd p*) tiene una solucion,, para cual-
quierk > 1.

Com_oZp s compacto entonces es secuencialmente compacto, luagmesion{ay }
contiene una subsucesiday, } convergente. Sea

a = lim ay,.
1—00

F(z) es una funcion continua pues es un polinomio, entonces

F(a) = lim F(ag,).

1—00
Por otro lado,
F(ax,) =0 (moéd p*).
Asi,
lim F(ag,) =0

y por tanto,F'(a) = 0.
0J

Proposicion 1.28 Un entero racionak no divisible porp tiene una raiz cuadrada en
Z, (p # 2) siy solo sia es un residuo cuadratico moduto

Demostracion SeaP(x) = x? — a, entonces” (z) = 2z.
Por el teorema anterior, #i(z) tiene una raiz e, entonces:? = a (méd p) tiene
solucion, es decig es un residuo cuadratico médulo

Reciprocamente, si a es un residuo cuadratico mggdwdatonces
a=a: (méd p)
para algury, € {1,2,--- ,p — 1}.

= P(a) =0 (mdd p).

ComoP’(a) = 2a £ 0 (méd p) por el Lema de Hensel existg € Z, tal quea? —a =
0, es decira? = a.
0J
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Ejemplo 1.6 El nUmero/—1 pertenece &s por que—1 = 4 — 5 = 2% (méd 5), es
decir, —1 es un residuo cuadraticqmaéd 5).

Sin embargo,/—1 no pertenece &; por que—1 = 2 (mdéd 3) que no es un residuo
cuadratico (mdd 3).

1.2.5 Integracion en Q,

EnQ, existe una medida que es una generalizacion de la medidebésdiee
enR", aqui se presentan los resultados necesarios para elalksde este trabajo,
algunos sin demostracién, un estudio mas profundo de estede puede consultar en
[10].

Teorema 1.6 Sea(G, *) un grupo topoldgico localmente compacto. Existe una medida
regular de Borel, Unica salvo multiplicacion por constampmsitivas, tal que

1. [, dxz > 0 para cada conjunto abierto de Borgl distinto del vacio, y
2. [ .pdx = [, dx para cada conjunto de Borel.
Una prueba de este teorema puede consultarse en [10].

Definicion 1.18 La medidadx descrita en el teorema anterior es uhtedida de Haar
sobred.

Por lo visto en las secciones anteriores se tiene(@ye+) es un grupo topoldgico
abeliano localmente compacto, asi que existe una medidadedld sobre(Q,, +).
Por otro ladoZ, es compacto y por set: una medida regular se obtiene

/ dr < 00.
ZP

Asi, se puede normalizar esta medida por la condicion

/ dr =1

ZP

y entonceslz es Unica.

Los abiertos compactos dg,, e.g.a + p™"Z,, generan lar—algebra de Borel.

La medidadx asigna a cada subconjunto abierto compattm nimero real no nega-
tivo [, dz, que ademas satisface

dr = d
[ =]

n=1

para todos los subconjuntos abiertos compaltosn Q,, que son disjuntos por pare-
jas, tales quesse , U, es igualmente compacto. También cumple,

/ dx:/dx.
zo+U U

La siguiente férmula es de gran utilidad en el proceso dgliateédn pues permite hacer
cambio de variables.
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Proposicion 1.29 Sead(za) definida pord(ax)(U) = dzx(aU), entoncesl(ax) s una
medida de Haary
d(ar) = |al,dr  a€Q,.

/ dx = |a|p/dx
alU U

para cada conjunto de Borél.

Demostracion Sedl, : Q, — Q,, dondel,(z) = ax.

T, esté bien definido y es inyectivo puegz) = T,(y) < ar = ay < x = y.

Siy € Q, entonced,(¥) = y, luegoT, es sobreyectiva.

T, es larestriccion de la operacion producto al conjyatpx Q,,, esto implica qué’,
es continua.

Por la continuidad de la operacion de tomar inversos migéiVos se obtiene quE;
es continua.

Luego, T, es un homeomorfismo d@, en(,; entoncesl(ax) es una medida de Borel
regular sobrd),,.

La invarianza de traslacion dl: implica la invarianza de traslacion déax), esto es,
para cualquiey € Q, se tiene

Es decir,

d(az)(y+U) =dz(a(y + U)) = dz(ay + aU) = dx(alU) = d(ax)(U).

Por tanto/(ax) es una medida de Haar soltjg.

Por el teorema 1.6 existe una constante posifiva) tal que [, dx = C(a) [, dx.
Para calculaC’(a) se puede esocoger cualquier conjunto abierto comgacem este
caso se tom& = Z,,.

Supdngase que € Z,, entoncesal, = p~* conk € IN. Se tiene

pk—1
Z,=||i+0p"z,

=0

pF-1 pF-1
:>1:/dx: / dr = / dx:pk/ dx
7 Z i+kap ZZ:; kaP pkzp

P =0

== / dr =p~" =la,.
P2y

Comolal, = p~* entonces: = p*u conu € ZX, usando qué, = uZ, se obtiene

/ dx:/ dmz/ dx = |alp.
(J,Zp pkuZp kaP
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Asi,
/ dx = C(a)/ de = C(a) = |al,.
aZyp Z

P

El casoa ¢ Z, se trata de manera similar. Por tanto,

d(ar) = |al,dz  a€ Q).

Una consecuencia de la proposicion anterior es

Corolario 1.8 Seaf : U — C, dondeU es un conjunto de Borel, esto porque los
conjuntos borelianos son abiertos y compactos. Entonces

[ rds=tay, [ flay+ by
U a=1U+a"1b
para cualesquiera € Q) yb € Q.

Demostracion Poniendar = ay+b Yy usando la invarianza bajo traslaciones se obtiene
dz = d(ay +b) = d(ay) = |al,dy

[ 1@z =tal, [ play+ by
0J

A continuacion se presentan algunos ejemplos de calculotdgrales que seran de
utilidad en este trabajo.

Ejemplo 1.7 Para calcular

/ de, r e,
B(0,p")

Poniendar = p~"y cony € Z, se obtienelx = d(p~"y) = p"y, luego

/ dmz/ dx:pr/ dr =p".
B(0,p7) P2y Z

P

Ejemplo 1.8 Para cualquierr € Z se tiene

/ dx:/ dx—/ de=p —p'=p(1-ph).
S(0,p7) B(0,p") B(0,pm 1)
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Ejemplo 1.9 Sea
2059) = [ Jelyda
Zyp

dondes € Cy satisfaceRe(s) > —1. Tomando{0,1,2,--- ,p — 1} C Z C Z, como
un sistema de representanteslde~ 7, pZ,, entonces

p—1

Z,=| |k +pZ,
k=0
Luego,

2(f,s) = / el de

P

p—1
= Z/ |g:|;,da:+/ |z [3dz.
k+pZy pZ

k=1 P

Siz € k+7Z,conk =1,2,---,p—1, se cumple que = k + pw dondew € Z,.
De esta manera se tiene que, = |k + pw| < max|k|,, [pw|,} = max1,p~!|w|,},
usando la proposicion 1.8. Esto implica qug, = 1, entonces

p—1
Z(f,s) = Z/sz |x\;,d:c+/pz || da

k=1 P

p—1
= Z/ d:c—i—/ || dx
k+pZ, PZyp

k=1

-1
S / || d.
p PZyp

Con un razonamiento similar se tiene
-1
I
p Zp

p—1
b— 1 / s s
- ——i—g \x|dm—|—/ || dx
p ~ Joktviz, 2T,

p—1
p— 1 / —1\s s
- ——i—g (p )dx—i—/ |z|odx
p 1 Dk+p2Zy w2z,

1 !
S Zp_S/ dx + / || dx
p k=1 pk+p2Zyp P2 Zyp

—1 -1
S i > p_s—l—/ || d.
p p p*Z

P
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Continuando con este proceso se obtiene

Z(f.5) = / 2l da
p—1

p_l—s p_]'—2s

p p? p?

_ L(1+p—s—l+p2(—s—l) F Al
-1 1

=2 [ si Re(s) > —1
p P

Ejemplo 1.10 Seal = Z, — {0}.

Considerando la sucesidip—")> , se tiene quém,, .., p~" = 0 y ademas cualquier
subsucesiorip™+) converge & ¢ U. Asi,U no es secuencialmente compacto y por
tanto no es compacto.

Por otro lado,

{0} = m P"Zyp.

Como cad@"Z, es un conjunto de Borebz, > p*Z, D p*Z, > --- yprp =p !,
entonces

lim dr=lim p™" =0= / dz.
Asi,
/ da::/ dx—/ dr = 1.
Zp—{0} Zyp {0}
Ademas,

U = 7,-{0}
p—1

= || +»z,)| |0z, —{0})

i=1

_ Tj (i +pZy)| | (Tj (ip +p2Zp)> L (°Z, —{0})

i=1 =1

Continuando con este proceso, se observaldes la union contable de subconjuntos
abiertos, compactos y disjuntos. Es deGires un conjunto de Borel.
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Como(Q,, -) es también un grupo topologico localmente compacto exisdenedida
de Haard;.* que se puede normalizar por la condiciéon

/ dp* =1.
z

»
Proposicion 1.30 Se tiene la siguiente relacién entre medidas

1 dx

W S T

Demostracion Sea la medida definida é; como
1 d
ao [t
A l—p7tz],
Parab € Q,, haciendo el cambio de variables= bz, se tiene
/ 1 dx / L |blpdz / 1 dx
pal—palp  Jal—p tbllel,  Jal—p~'aly
Asi, esta medida es invariante bajo la multiplicacion.

Como la medida de Haar esta Univocamente determinada salwa(itiplos positivos,
se tiene que la medida antes definida es un multiplo de la médid Por otro lado,

1 dr 1 / 1
= = 1—p =1
/zgl—p‘lkc\p 1—ptJg 1—p‘1< )

X
D

Entonces¢d.* es igual a la medida antes definida. Por tanto,

1 dx

1 —plaf,

dp*(x)
0

Definicion 1.19 Una funcionk : U — @, dondeU es un subconjunto abierto, se dice
gueh esanalitica sobrelU, si parax € V C U, conV abierto, existe una serie de
potencias convergenfe, a;2" tal queh(z) = >, a;x".

En este casdy'(z) = >, ia;z' " es una serie de potencias convergente.
Definicion 1.20 Una funcionf esbianaliticasi f y f~! son analiticas.

Teorema 1.7 (Cambio de variables (caso general), [23], pa#l) Seank, K; C Q,
subconjuntos abiertos y compactos. $eak; — K una funcion bianalitica tal que
o'(y) # 0 para caday € K;. Si f es una funcion continua sob¥f€ entonces

/K f@yde = [ fe)lo Gy, = o)
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.2.6 El caso n dimensional

Elespacidy, = Q,xQ, x---xQ, consiste de los puntas= (z, x, - - 7,),
conz; € Q, paraj = 1,2,3,---n. Lanorma sobré); es

2], = max<j<alzjly, =€ Q.

La norma recién definida es no arquimediana, la Unica pragdigde no es evidente es
la desigualdad

[z 4 yll, < max{{|z(l,, [v]l,}, 2.y €@,
pero esta se cumple, pues

|z +yll, = MaX<j<nlr; +y;lp < MaX<j<aMaX{| 2y, [Y5]p}
Max{MaX < j<n|7;]p, MA%<j<n|Y;lp}
max{ ||z ||, [[yll,}-

Como las propiedades de ser completo, totalmente disconéxcalmente
compacto se conservan en la topologia producto se obtien@as un espacio me-
trico completo, totalmente disconexo y localmente conpdch bola y la esfera se
definen de manera similar al caso unidimensional, es decir,

Definicion 1.21 Se define ldola con centro erw y radio p” al conjunto
BYa,p) ={zeQ:|e—al,<p}, reZ

Definicion 1.22 La esfera con centro em y radiop” es el conjunto
S"(a,p") ={zr e Qy: |z —al,=p"}, reZ

La bolay la esfera son conjuntos cerrados y abiertd3 grademas si
a = (ay,as,- - ,a,)entoncedB"(a,p") = Blay,p") X B(az,p") X -+ x Blay,,p").

Por otro lado, existe una medida de Hdar sobre; y se puede normalizar por la

condicion
/ d'z = 1.
Z

n
P

Para mas detalles se puede consultar [22].
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ll. FORMULA DE LA FASE ESTACIONARIA

Se introducen las funciones zeta locales de Igusa y la féraellla fase es-
tacionaria que es una técnica que permite calcular dichersdities en muchos casos.
Este capitulo esta basado en [27] y [15].

[1.1. Funciones localmente constantes

Definicion 2.1 Una funciony : @, — C se dice que elcalmente constantei para
cadaz € @, existe un subconjunto abierto y compatttal quex € Uy p(u) = ¢(z)
paratodou € U.

Lema 2.1 Seany una funcién localmente constantedyun conjunto abierto y com-
pacto entonces

t
p(z) = Z <P(56j)1B(xj,pmz‘)($) z € A,
j=1
donder; € Aparai=1,2,--- ,t,m; € Zparacadas = 1,2,--- ,ny

Demostracion Para cada: € A existem, € Z tal que siy € B(x,p™) entonces
o(x) = p(y). SeaC = {B(z,p™) : « € A}, entonces’ es una cubierta abierta dg
por ser compacto existen, =, - - - , r; € Atales que

t

A= U B(z;, p™).

i=1

Ahora, como dos bolas son ajenas 0 una contiene a la otraglidp de generalidad
se puede suponer

Asi,
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Definicion 2.2 El soportede una funcién complejadefinida en un espacio topoldgico
X es la cerradura de el conjunto

{z: f(z) # 0}
Observacion En esta tesis el soporte de una funcfose denotaré porupp f.

Corolario 2.1 Cualquier funcion localmente constante ), — C con soporte com-
pacto puede ser expresada como una combinacion lineal agofues caracteristicas
de bolas de la forma

N

o(z) = Z cnlp(z, piy ()

n=1
dondec, € C, M € Z y{B(z,,p™)}1<.<n cubren el soporte de.
Definicion 2.3 Seayp : Q, — C una funcion localmente constantedyun subconjunto

abierto y compacto d@,. Por el lema anteriot| 4 (z) = 3% ¢;1,(x), conl; abierto
y compacto. Se define

/ap(x)dx:q/ da:+02/ dx+---+ck/ dx.
A U Ua Uy,

Proposicion 2.1Si¢ : Q, — C es una funcion localmente constante entonces es
continua.

Demostracion Seall C C abierto. Para cadac U existe un abiertd/; C Q, tal que

©|u. = s, por queyp es localmente constante, entonces
» () = U
seU

O

Definicion 2.4 Una funcion localmente constante con soporte compact@asefun-
cion de Schwartz-Bruhat

Las funciones de Schwartz-Bruhat forman @ir-espacio vectorial denotado p6t
Ademas, se tiene

Proposicion 2.2 .S es un subespacio denso @g, el espacio de funciones continuas
con soporte compacto.

Una prueba de este resultado se puede consultar en [21].
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Definicion 2.5 Una funciony : @, — C se dice que e®calmente integrabley €
L} | si
/ p(z)dz
K

loc?
Definicién 2.6 (Integral impropia) Una funciény € L}, se dice que eitegrable
enQ, si

existe para cada compacts.

N
lim p(r)dr = lim Z/ o(x)dx
S(0,p7)

N—+o0o B(OJ)N) N—+o0o j:—oo

existe. Si el limite existe, se denota [fgr p(z)dz y se dice que lantegral impropia
existe. ’

Observacion Se tiene que

“+oo
o(z)dr = / o(x)dx.
/‘5213 ];OO S(Ovpj)

[I.2. Funciones zeta locales de Igusa
Definicion 2.7 Seap un namero primo fijo, se define

Ay =207 m e N\ {0}

como elanillo de enteros modulg™.

Recordando que todo entero se puede escribir en forma (omoa ¢

a0+a1p+---+am_1pm_1 &i€{0,1,2,'-',p—1}

entonces se puede identificdy, (como conjuntos), con el conjunto

{ag+ap+ -+ apmp™ ' ia; €{0,1,2,--- . p—1}}.
Seaf(x) € Z[xy,--- ,x,] \ Z se define

N, = { 31‘#({:6 €@/ 2y f(#) =0 (méd pm)}) sim>1
sim = 0.

Un problema basico es estudiar el comportamient&ygeuandom — co.
De manera mas general, tomantle) € Z,[z1, - - - , z,)\ Z, (recordando qu& C Z,
yZ/p"Z ~ Z,/p"Z,) se define
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N — { 71#({37 € (Zo/p"Z,)" : f(2) =0 (méd p™)}) sim 21 [x]
sim = 0.

dondexr = y (mdéd p™) significa quer — y € p™Z,.
Para estudiar la sucesiéV,, } .« se introduce la siguiente serie de Poincaré.

Definicion 2.8 Se define Iaerie de Poincar@sociada a [*] como la serie

“+oo
P(t):=> Nu(pt)",
m=0
dondet € C con|t| < 1.

Observacion Para cadan € N se tieneN,, < p™™, luego

k k

k
S INupmm < S prm ™ =3 g, dondel] < 1.
m=0

Comol|t| < 1 entoncesy . ~_, |t|™ converge. AsiP(t) es absolutamente convergente
por el criterio de comparacion.
Por tanto, la serie de Poincaré converge.

Se espera que las propiedades analiticaB(deproporcionen informacién acerca del
comportamiento asintotico de la suces{éW,, }°°_,. Una pregunta fundamental es

¢P(t) es una funcion racional?.
Observacion Dadoa > 0y s € C se definer® = e* " @,

Definicion 2.9 Seanf(x) € Q,lz1, - -, x,]\ Qp Y ¢ unafuncion localmente constante
con soporte compacto, es decir, un elements'@gy). La funcion zeta localtambién
llamadafuncién zeta local de Iguspasociada & f, ¢) es

Zo(s., ) i= / o@)|f(@)id s, s € C, Re(s) >0,
Qr\f=1(0)

donded"z es la medida de Haar de);, +) normalizada de tal manera que
fzn d"z = 1.

Observacion d"x es la medida producto de las medidas, dz-, - - - , dz,,, dondedz;
es la medida de Haar normalizada (dg,, +). En particular, Sid = A; x --- x A,,
donde cad&l; es medible con respectaia;,

/Ad x:E/Aidxi.

Para mas detalles se puede consultar [10].
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Proposicion 2.3 La integral

Zis D)= [ e@li@ld
Qp\f~1(0)
converge paraie(s) > 0.

Demostracion Se tiene

s/ (@)1 £ ()| dna,

Re(s)

/ (@) (@)
Qr\f=1(0)

como supp ¢ es compacto y las funcionég| y |f(z)|, =’ son continuas, entonces
existeC(s) tal que|p(z)|| f(z)|F*) < C(s) paratodar € supp ¢. Asi,

< [ l@irEid

< C(s)/ d"x
supp ¢

< —+o0.

[ el
Qp\f~1(0)

O

Para estudiar s7,,(s, f) es analitica se introduce un resultado sobre grupos tojgokg
localmente compactos, para mas detalles se puede corfSiiltar

SeanG un grupo topolégico localmente compacto con medida de Haab C C una
region yh : G x D — C una funcién continua tal que:

1. Parar € G fijo, h(x, s) es una funcion analitica dec D.

2. Paras € D fijo, h(z,s) y hs(z,s) son integrables con respectaia, donde
hs(x, s) indica la derivada dé&(x, s) con respecto a.

Se puede entonces definir la funcion

g(s) = / h(z,s)dx paras € D.
€

Definicion 2.10 SeanG, D y h como antes. Sk C D entonces se dice que
Jo h(, s)dzx (2.1)

converge uniformemente ed’ si, dadoe > 0, existe un subconjunto compacto
K = K(¢, F) C G tal que
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<€

/ h(z, s)dz
G\K
paratodos € F.

Se dice que la integral (2.Xpnverge uniformemente en subconjuntos compactos de
D si esta converge uniformemente en todo subconjunto comgdad?.

Proposicion 2.4 (Theorem 8-1-5, [9] )Sean, g, G 'y D como antes. Si

/G \h(z, s)|dx

converge uniformemente en subconjuntos compactds, émtonceg(s) es analitica
enDy

gs(s) = / hs(z, s)dx.
G
Corolario 2.2 La funcionZ,(s, f) es analitica paraRe(s) > 0.

Demostracion TomandoG = Qy, h(z, s) = o(x)Llgm s-10) ()] f(2)]; Y
D ={s e C: Re(s) > 0} setiene

1. parar € G fijo, h(z,s) = @(x)1qm ;10 ()e* ") es una funcién analitica
des € D.

2. paras € D fijo, h(z,s) Y hs(x,s) = @(x)lgp\s-1(0)()In| f(x)]e Inlf(@)l» son
integrables con respectaiaz.

La afirmacion 1 se sigue del hecho que la funciébnz € C, es analitica. Para la
afirmacion 2 hay que observar que

hs(z,8)| < lo()Lgm -1(0) (x)‘f<x)‘§e(s)+1

y esta Ultima funcion es integrable pdta(s) > 0.
Por otro lado, se®(z, p™) tal que|f(z)|, = |f(z0)|, para cada € B(zy,p™)y

@\ B(zopm) = ¢(x0) # 0, €s decir,B(xo, p™) C supp 4.
Seae > 0 dado, comaB(z,, p™) es compacto, para verificar las hipétesis del teorema
anterior es suficiente probar que

Ie [ @il <
B(xzo,p™)
paras perteneciendo a un subconjunto compact@d&ntonces se debe cumplir que

I= ‘@(%)Hf(xoﬂfe(s)p_m <e.

Esto es posible, dado quepertenece a un conjunto compadte,z,)| # 0 | f(zo)| #
0.
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Asi, se tienen las hipotesis de la proposicion anterior yt@io Z,(s, f) es analitica
paraRe(s) > 0.

U
Definicion 2.11 Dado f(z) € Zy[z1,- -, x,] \ Z, Se define

Z(s) = / |f(z)[;d"(x), s€C,Re(s)>0.
Zp\f=1(0)

Proposicion 2.5 Con la notacion anterior

1 —tZ(s)

P(t) = T t=p° para Re(s) >0,

dondeP(t) es la serie de Poincaré definida en (2.8).

Demostracién Se tiene que

+oo
2= [ @@ =Y [ .
Zp\f=1(0) {zeZy:|f(2)lp=p~™}

m=0

Laimagen def|® : Z; — C esta contenida efp™™* : m € Z,m > 0} U {0} C C,
Param € Z conm > 0 la fibra pargp—™¢ esta dada por

(15~ p™™)
={reZy:|f(z)l,=p"}
={reZy: flo)=0 (médp™)}\{z €Zy: f(x)=0 (médp™*)}

= I—lll'EA'nL z _I_ meZ \ USCEAm+1 xr _I_ pm+1ZZ

donded, = {z € (Z,/p"Z,)" : f(z) =0 (méd p*)}.
Luego,

/ dn[lf = Nmp_mn — m+1p_(m+1)n
{zeZp:|f(x)lp=p~™}

para todan € Z conm > 0.
Para un nimero complejocon Re(s) > 0 se tiene
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2(s) = / (@)
n—f=1(0)
—+o0
m=0

{zeZp:|f(@)[p=p~™}

+oo
_ Zp—ms (Nmp—mn . m+1p—(m+1)n)
m=0

+oo +oo
_ Z Nmp—mn—ms _ Z Nm+1p—ms—(m+1)n

m=0 m=0
+o0o

= SN Y N
m=0

= P(p°)-p° Z Nyppap~ Ms=m0n () — i 1)

= Pp°)—-p(P(°) 1)

— Z(s)—p =P )1 -p°)

sy Z(s) —p°
P(p~®) =
= POp7)=— —
P = 1—p=Z(s)
1—p—s
Por lo tanto,
1—-tZ
P(t) - t(s)’ t=p °, paraRe(s) > 0.
([
Teorema 2.1 (Igusa,[15])Seanf(z) un polinomio no constante e, [z, - ,z,] Y

¢ una funcion localmente constante con soporte compactstdEnin niumero finito de
parejas(Ng,vg) € (N \ {0}) x (N \ {0}), £ € T, donde T es un subconjunto finito,
tal que

[ —po=Ye)Z, (s, f)

EeT
es un polinomio ep—* con coeficientes racionales.

Del teorema 2.1y la proposicion 2.5 se obtiene
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Corolario 2.3 P(t) es una funcién racional de

La racionalidad deP(¢) fue conjeturada e los 60s por Borevich y Shafarevich. Igu-
sa probo este resultado a mediados de los 70s. La racioha@la, (s, f) también
permite encontrar cotas para I%,’s.

La prueba del teorema 2.1 dada por Igusa depende de un despittfundo en geome-
tria algebraica conocido como el teorema de resoluciomdgisiridades de Hironaka.
Una prueba de este teorema queda fuera de los interesesadestst pero se puede
consultar en [15].

[1.3. FOormula de la fase estacionaria

Se introduce la formula de la fase estacionaria que es undmé&iemental
para calcular integralgs—adicas del tipaZ,(s, f). lgusa conjeturé que este método
podria conducir a una prueba nueva y elemental de la radedatie 7, (s, f). La
racionalidad de&Z,(s, f). en campos de caracteristica arbitraria es un problemeabie
para mas detalles se puede consultar [3].

Definicion 2.12 Se dice quef(z) = Y. ¢z’ € Q,[[z1,- - ,x,]] €s unaserie de po-
tencias especial restringidaabreviada SRP, sf(0) = 0, es decircy = 0,y ¢; = 0
(moéd pll—1) para cualquieri € IN", i # 0, donde|i| = 4y + - - - + iy,.

Lema 2.2 (Lemma 7.4.3,[15]))Seafi(x) € Z,[[z1, - ,z,)], parai = 1,--- ,n, Si
cada

fi(w) enf(x) = (@), -+, falw)) €5 SRP emy, -+ y det [2] 2 0 (mod p),
entonces la funcion bicontinua &, enZ definida pory = f(x) preserva la medida
de Haar deQ;.

Se identifica al conjunt®’, con{0,1,---,p — 1}. Sea *-" la funcién reduccion mo-
dulo p, es decir, la funcion

Z, — T,

To+p(r) — o
Esta funcion puede extenderséa— I La reduccién modulp de un subconjunto
E C 71 sera denotado pab C F7. Si f(z) € Zylxy, -+ ,x0) \ pZylwy, - -+, 2]
entonces denota su reduccion modugo
Si A es un conjunto finitg¢ A denota su numero de elementos.
Proposicion 2.6 (Férmula de la fase estacionariapeall C I} y se denota pos el
subconjunto de’ que consiste en todos lasc E tales quef(a) = af (@) = 0 para
1 <i < n.SeanSyF las preimagenes dé y £ bajoZ? — F'y seaN el nimero
de ceros def(x) en E. Entonces

p—n 8(1_ _1 N #S /|f |dn

[ @l =y - 0+ 2 IE
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Demostracion Por definicion

x)|id"r = x)|od"x
GRS L+(pzp)n\f( )

acelk

= Z / x)|: d”x+Z/ x)|yd"x
acE\S a+(pZp)™ - a+(pZp)™

= > [ @l [
acE\g ” ot (PZp)" S

S IR |pd"fr+/|f s
acB\5 " %%

= _"Z \fa+pm\d”x+/\f )pd .

GeB\S

Tomandaz € E — S tal quef(a) # 0 se tieng f(a + pz)|, = 1, en este caso

\f(a+pm)\;d"m:/ d"r =1.

Zy

El nimero de estases#E — N. Asi, la contribucion de estasesp ™" (#E — N).

Sea ahorar ¢ E — S tal quef(a) = 0, gj( ) # 0 para alguni, sin pérdida de
generalidad se puede suponer guel.

Se define

flatpz)—f(a) sii=1

p
gi (x) =

T sii > 1.
Se tiene que las funciongs(z), - - - , g.(x) son SRP's emy, - ,x, Y
det[2(0)] = 2£(0) £ 0 (mod p).
Por el lema 2.2(y1,- -+ ,yn) = (91(2), -+, gn(z)) €S Una funcion d&; enZ; que

preserva la medida de Haar. Asi,
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| i@ = [ o fap

Zyp
a
= p‘s/ y1+—f( ) dy
Zyp p p

[l = 2
= D Yilp@r =P 7 -
z, p 1_p—1—s

Esta ultima integral se calculo en el ejemplo 1.9, pag. 44ehero de estos es
N — #5S. Asi, la contribucidn de estases

(- p (N - #5)
1 _p—l s

p
S

Por tanto,

— ns(1—pT ) (N — #85)
[ @le = - vy UL IEE I e

Observacion Tomando

fla+pzx) =p“f(x) con f(x) € Zylxy, -, xn] \ pZLplx1,- -, 2]

Lip=™) =1 =p ) p " (#E = N)) +p " (1 = p")(N — #5).
La férmula de la fase estacionaria, abreviada FFE, puedeastrita como

s L) “m
[ = 0 [

- ALY [ et s

1 - —l-=s n
p acs V25

L p_s —N—=E€agS Yy S mn
L) e 3 / F@)de,
1= p acsS Zy

Se puede aplicar nuevamente FFE a cada una de las integiglévséx)\;d"x.

Igusa conjeturo que aplicando recursivamente FFE es passbdblecer la racionalidad
de integrales del tipg,, | f(x)|3d"z, en el caso en que el polinomjdtiene coeficientes
en un campo completo no arquimediano de caracteristictnaaii
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Observacion Seaf(x) € Z,|xy,- - ,x,] \ pZy[x1,- - - , z,). Si el sistema de ecuacio-
nes

— of
Fla)= o7

no tiene soluciones iy entoncesS = ) y por FFE,

" (1 =p ()
1 _p—l—s ’

@ =0, 1<i<n,

Z(s, f) =p"(#E - N) +

Ejemplo 2.1 Seaf(z,y) = 2" +bx?y*+y* € Z,|x,y] dondeh? # 4 (mdd p)yp # 2.
Para calcular la funcion zeta asociada a este polinomio seede a utilizar la FFE.
Se tienely = IF?, yE = Zf,. Para calcularS se tiene que resolver el sistema

flz,y) = 2*+b*y* +y' =0
I

f(y = 423+ 2by*zr =0
o0x
8?('757 y) 3 7.2
= 4 2b =0
ay Y+ 20x7y

enk,. Una solucion es = y = 0y se cumple: = 0 siy s6loy = 0. Suponiendo que
x,y # 0 entonces

4o + 2by%r = 0 = 20(22° + by?) =0 = 222 + by? = 0
4o 4+ 202y = 0 = 2y(2y* + ba?) = 0 = 2> +b2® =0
— 22 =-2""hy? = —2""ha?
— 2% = -2"'h(—-2""b2?) = 471p%2

-2 . ., ., .
—> 4 =15 con contradiccion a la hipotesis.

Asi,S = {(0,0)} y S = pZ, x pZ,.
Aplicando FFE se obtiene

p (L =p H(N -1)
1 _p—l—s

+ / |zt + ba*y® + y*|Sdady.
PZip XpZp

Z(s,f) = p*(p’—N)+

Haciendo el cambio de variables= pu, y = pv dondeu, v € Z, se obtienelzdy =
p~2dudv y entonces
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p Pl —p (N 1)

Z(s, f) = p*(P®—N)+ =

p

pPP(l-p H(N -1
1 _p—l—s

+/ Ip*ut + bp*uv? + ptot|ip 2 dudv
ZipXZyp

= p(p®—N)+
+p 52 / lu* + buv? + vﬂf,dudv
Lip X2y

PPl —p (N 1)

= p (P’ —N)+ p— +p (s, f).
Por lo tanto,
1 —2/ 2 p 2 (1 —p (N —1)
Z(s,f):m{p (p” = N)+ —pis :

Ejemplo 2.2 Seaf(z,y) = px + 2* — y° € Z, dondep # 2, 3. Con la notacion de la
FFE setienel =F.y E = 7.
Para encontrarS se tiene que resolver el sistema de ecuaciones

Flaw) = o=y =0

of(xy) .
o = 2x=0
87(1’, y) _ 2 __
ay - 3y -

sobrel,. Se tiene

2 =0=x=0
3y =0=y=0.
Asi,S = {(0,0)} y entonces = pZ, x pZ,.

Para encontrarN, hay que resolver? — 4> = 0 enT,. Una solucién esx = 0y

y = 0, ademas se cumple que= 0 si y sélo siy = 0. Por otro lado, seag un
generador de(Z pZ)*, escribiendor = g'yy = g¢* dondet y k pertenecen al
conjunto{1,2,---,p — 1}, la ecuaciénz? — y* = 0 es equivalente a la ecuacion
g% = g% (méd p), que se convierte en la ecuacion sobre los exponedites: 2t
(méd p — 1). Para la Gltima ecuacion se distinguen dos casos:

1. Sim.c.d(3,p—1) = 1 entoncesk = 2t (mdd p — 1) tiene solucién Unica en la
variablek para cadat € {1,2,---,p — 1}. Asi, hayp — 1 soluciones.
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2. Sim.c.d.(3,p — 1) = 3 entonces la ecuaciodk = 2t (mod p) tiene solucion
para k si y solo si2t = 0 (mdéd 3), hay exactamentég—1 valores det que
son multiplos de3. Luego, fijanda: tal que2t = 0 (mdd 3) hay exactamente
m.c.d.(3,2t) = 3 soluciones d8k = 2¢ (mdéd p) — 1 en la variablek. Asi, hay

3(%1) = p — 1 soluciones.

Por tanto, hayp soluciones de? — y* = 0 enF,, es decirN = p.
Aplicando la FFE se obtiene

p21l—p Hp-1)
1 _p—l—s

Z(s,f) = p(0 7 —p)+
+ / lpx + 2 — y* > dady.
DPZLpXpZLp

Haciendo el cambio de variables= pu y y = pv conu, v € Z, en la Ultima integral,
se obtiene

p 2 (1—p Hp—1)

Z(s,f) = p(p*—p)+

1 _p—l—s
+ p? p°u+ p*u® — p*v® [P dudv
z3
—2—s —1
_ p l—p)p—-1
= p 2<p 2 _p)_'_ ( )( )

1— p—l—s
+ p_Z_ZS/ lu+u? — pv*|Sdudv.
z

2
p

Para aplicar la FFE al polinomigy(u, v) = u + u® — pv® se tienell = F2y £ = Z2.
Ahora, el sistema de ecuaciones

g(u,v) = u+u*=0

I
ou

dg(u,v)

5 = 0=0

no tiene soluciones, entoncés= (.

Ademas{(m,n) € F2 : u+u®> = 0} = {(0,n) : n € F,} U{(=1,m) : m € I},
luego el nimero de ceros de+ u? = 0 enF, es2p.

Aplicando la FFE al polinomig se obtiene
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p(1—pH2p

Z(s,9) = / lu + u? — pvg\;dudv =p2(p* —2p) + ] —
72 - P

p

Por tanto,

p? (1l —-p Hp-1)

Z(s,f) = p(*—p)+

1— p—l—s
P 2p (1 —p )
2-2s 22 _ 9 .
+p {p (p* —2p) + [
Ejemplo 2.3 Una forma fuertemente no degeneradss un polinomiof (xy, - - -, xy)
homogéneo tal qué(@) = 22 (@) =0, 1 < i < n, implica quez = 0.
En [7], Jay R. Goldman probé que ${x) € Z,[x1, - - - , x,] €s una forma fuertemente

no degenerada de gradf la serie de Poincaré esta dada por

R(t)
(1 —=pr=it)(1 — prld=Dgd)’

—S

P(t) = =p°,

dondeR(t) es un polinomio de grad@ que se calcula de manera facil y eficaz.

A continuacion se calcula la funcién zeta local de Igusa &stec a este tipo de poli-
nomos.

Seaf(x) € Zylzy, - -, 2] \DZy[21,- - - , z,] una forma fuertemente no degenerada de
gradod, la funcionZ(s, f) se puede calcular usando la FFE de la siguiente manera.
Se tiene

E=7E=1F,S=(pZ,)"yS=1{0},luego

_ —n/ n p—n—s(l _p_l)(N B ]') s n
26.) = v =N+ P PR (s

“n=s(] — p~1)(N — 1

= p N P IS e [y
=31 —p ) (N — 1

= -+ RIS g ),

Por lo tanto,
1 o —n=s(] — p~1)(N — 1
205.8) = g {7 - )+ LG DY



Ejemplo 2.4 Seaf(z,y) = 2> — y*, dondep # 2, 3.

Para usar la formula de la fase estacionaria hay que obsequeer ! = Z]%, E = IFIZ,
S =1{(0,0)}, S = pZ x pZ, y al igual que en el ejemplo 2.2 se tiene que= p.
Aplicando la formula de la fase estacionaria se obtiene

—2—s -1
_ D I—p)p—1 s
Z(s) = p(p°—p + <1_p_13§ )+/(Z . 2% — > dwdy
pLip

__p—2—s

1
ﬁ +/ |£L’2 - y3|;da7dy
-b (PZp)?

Haciendo el cambio de variables= pu, y = pv, u,v € Z,, se tienelzdy = p~2dudv
y asi

= (1-p7)

1— —2—s
Z(s) = (1-— p_l)il — p_1_s +p 2 |u? — pvg\;dudv
p z2
—2—s5

= (1- p_l)ﬁ +p T Z4(s).
Para aplicar la férmula de la fase estacionariaZ (s) hay que observar que = 72,

E =TF2.
p
Seayg(u,v) = u? — pv3. El conjunto solucién de el sistema de ecuaciones

g(u,v) = u*=0

ag(u,v) B
5 = 2u=0

ag(u,v) =
ov — =0

esS = {0} x IF,,, entonces = pZ, x Z,. Ademas, el nimero de ceroswteenT, es
igual al ndmerc#{ (u,v) € F} : u* = 0} = p.

Asi,
Zl(s) = p_z(p2 — p) —+ / ‘u2 — pv3|;dudv
pZip XLy
= (1—-pH+pts /Z2 lpu? — v3|;du1dv (u=puy, u € 7Zy,)
= (1=—p ) 4+p ' 2Zs(s).
Por tanto,
1 pe —92-92s —1 —3-3s
Z(s)=(1-p7) + (1—=p ) +p 77 2Z(s)



Para aplicar FFE aZ,(s) hay que observar que = Z2, E = IF2.
Seag; (u1,v) = pu? — v3. El conjunto solucién de el sistema de ecuaciones

Ji(ug,v) = —0*=0
am(ula 'U) _
8u1 0 o 0
am(ula 'U)
ZII\"L ) 9 =
% v=20

esS =T, x {0}, entoncesS = Z, x pZ,. Ademas, el nimero de cerosde’ enT,
es igual al namerg4{ (u,v) € F : —v® = 0} = p.

Asi,
Zy(s) = p(p® —p) +/ lpu? — v3|f,du1dv
ZipXpZp
= (1—-p H+p ' ] [uf — p*oiSdurdvy (v =puy, v € Z,)
ZP
= (L—p ")+ Zs(s)
Por tanto,

+p T FEA—p ) +p (A —p ) +p T Zs(s).

Para aplicar FFE aZs(s) hay que observar que = Z2, E = IF2.
Seag, (u1,v1) = u? — p?vi. El conjunto solucién de el sistema de ecuaciones

ga(u1,v1) = uj
G2 (u1,v1) — 2u =0
8u1
81}1

esS = {0} x IF,, entonces = pZ, x Z,. Ademas, el nimero de ceroswaeenl, es
igual al namero#{ (u,v) € F2 : u* = 0} = p.
Asi,

Zy(s) = p*(p* —p) +/ |} —p%f\;duldvl
PZipy X Ly

= (1—p H+p > 2 lus — vf|§duzdvl (u1 = pug, us € Z,)
Zp

= (L—p ) +p ' 72Z(s).
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Luego,

W l=pF . _ 5 s _
Z(s) = (1—pl)m+p22(1—p1)+p33(1—p1)

_|_p—4—4s(1 _ p—l) +p_5_68Z(S).

Por lo tanto,

(1—p™) (1—p2* 922 —3-3s 445
2(s) = 1— poo6s 1_p—1—s+p +p +p

_ 1—p! (1= p27s 4 p2-2 — p=5-5)
(1—p1=)(1 — po-69) :

Ejemplo 2.5 Se calcula la funcion zeta local para un polinomio del tipo

f(z,y) = az™ + By™, o, B € Z,, dondem,n > 1 son primos relativos y no divide
simultdneamente a y m. La serie de Poncaré asociada a este tipo de polinomios fue
calculada en el teorema 1 de [8]. También se caulcula en [134][usando la férmula

de la fase estacionaria.

Sin pérdida sustancial de generalidad se puede superetZ .

Sea

A= {(2.y) € Z2: vyla) > m, v,(y) > n}.

EntoncesZ( f, s) se puede expresar como

Z(f,s) = / lax™ + By™ | dxdy + lax™ + By™| dxdy,
A Ac

haciendo el cambio de variable= p™u, y = p"v conu, v € Z, se tienalzx = p~"du,

dy =p"dvy f(p™u,p"v) = p™" f(u,v).
La primera integral queda

/ laz™ + By | drdy = / lp"" (au™ + ™) |)p " " dudv
A 72

z;

— Z(f,5) = L (f ) + | laat + By 3dady.
Ac
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Asi,

Z(f,s) = L /Ac laz™ + By™ | dxdy. (2.2)

1 _ p—mns—m—n

Para calcular la integral restante hay que observar que ehptemento del con res-
pecto aZf, A€, es la unién disjunta de los tres conjuntos:

Ar = {(z,y) € Zy 1 vp(z) <m,vy(y) > n},
Ay = {(z,y) € Z2 : vy(x) < m,vy(y) <n},
A; = {(z,y) € le, tup(z) > myvy(y) < nt,

de la ecuacion (2.2) se obtiene

1

1 _ p—mns—m—n

Z(f,s) = {Z(f, A1 s) + Z(f, Az, 8) + Z(f, As, 5) } -

Calculo deZ(f, Ay, s):

Si(z,y) € A, setiene

1By, = p~ @) < prrm < aa”|, = |2,
= |aa" + 5ym|p = mé){|6ym|p> |axn|p} = |xn|p'
Asi,

Z(f, Ar,s) = laz™ + By™|>dxdy
Aq

m—1
— Z / |x”|;dxdy

k=0 v {(zy)€Ar:vp(z)=Fk,vp(y)2n}

m—1
. —kns
= 2p
k=0
m—1

/ dxdy
{(z.y)€ALvp ()=F,vp(y) >0}

CalculodeZ(f, Ay, s):

Seal(i,j) := jm — in + v,(5). El conjunto A, puede describirse como la unién
disjunta de los tres subconjuntos
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Asn = {(,y) € Ay : L(vp(z),v,(y)) > 0},
Azs = {(z,y) € Ay : L(vp(x), vp(y)) < 0},
Ars = {(z,y) € Ay : L(vp(x),v,(y)) = 0}.

Luego,

Z(.fa A27 S) = Z(f7 A2,la S) + Z(f7 A2,2a S) + Z(f7 A2,3a S)‘
1. ParacalcularZ(f, A2, s) hay que observar que
L(vp(x), vp(y)) > 0 = —nwp(x) > —muy(y) — vp(8) = |az”], > |By"[

= |az" + fy™|, = |ax"|,.

Sii, j satisfacen.(i,j) > 0,0 <i < m, 0 < j < n, poniendo

I=/ | f(z,y)]dzdy
{(z,y)€A2,1:vp(x)=1,vp(y)=5}
entonces
I = / |z" |5 dwdy
{ x,y) €A2 1:0p(2)=4,0p (y) =4}

= p™p (1 —p p T (1—-p7)

— (1 —1)2 —i—j— zns
Asi,

Z(f7 A2,17 3) = (1 — p_1)2 Zp—i—j—ins
Z"j

donde, j satisfacen.(i,j) > 0,0 <i<m,0<j <n.

2. Analogamente al caso anterior se obtiene
Z(f, Az, ) Zp I le(Bema)s

dondei, j satisfacen.(i,j) < 0,0 <i<m,0<j <n.
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3. Por Ultimo se tiene

L(vy(2),vp(y)) = 0 == vp(x) = vp(y) + vp(5).

Si i, j satisfacenL(i,j) = 0,0 < i < m, 0 < j < n, entonces haciendo los
siguientes cambios de variable

ﬁ = tpvp(ﬁ) te Z;’
r = up’ u€ Z,
y = vp) ve Z,.

y tomando

I= / |f(z,y)[;dzdy
{(@:9)€ Az 3105 (2)=i 05 (4)=7)

se obtiene
I = / p™ (au™ + tv™)[2p~" dudv
Zy XZp
= pTins / lau™ 4+ tvm|;dudv.
Zy X7y

Usando la formula de la fase estacionaria la integral anbeiqueda

p P (l—p N

/ lau” + to™[Sdudv = p*((p—1)*— N) +
Zy XZp

1 _ p—l—s

puesS = ().

Luego,

/ |f(z,y)|;dxdy
{(z,y)€A2,3:vp(x)=1,vp(y)=5}
L —2—s 1—p_1)N
— p—i—j—ins 2 _1 2 N p (
prie (- 12 - )+ P O
Asi,

Z(f7 A2’37 8) _ <p2((p . 1)2 _ N) N p—2—3(1 - p—l)N> Zp_i_j_ms

_ p—1-—s
1—0p 7
dondei, j satisfacen.(i,j) = 0,0 <i<m,0<j <n.
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CalculodeZ(f, As, s):

Por el algoritmo de la division existenr € Z tales que

v(B)=tn+r 0<r<n.

Sean

As; = {(z,y) € Az v,(x) >m+t+1r0,(y) <n},
Aso = {(z,y) € Az :v,(x) <m+t+7r—1,0,(y) <n}.

Entonces‘lg = A371 u A372 Yy Z(f, Ag, S) = Z(f, A371, S) + Z(f, A372, S).

1. Siz,y € A3, entonces

—vp() S —m—t—r y —n<-yy)

—mn—tn—nr

p
p~mn=vp(B)

|ﬁym|p'

= lax™,

ANRVANRVAN

= |az" + By™|, max [ax"|,, |By" [} = [BY™p-

Asi,

Z(f, Agys) — / By 3 dedy
A3z 1

n—1
= / |By™ [y dxdy

k=0 * {(z:y) €Az 1:0p () =mtt+r,0p(y)=k}

n—1
= 3 primenlos / dady
= (@)

€A3 1:vp(x)=m+t+rv,(y)=k}

n—1
_ Zp—kms—vp(ﬁ)s (p—m—t—rp—k<1 _ p—l))
k=0

n—1

= (1—pYHp ™t Z pkms=vp(B)s—k.
k=0

2. El célculo deZ(f, A; 2, s) es similar al deZ(f, As, s). El conjuntoA; » puede
descomponerse en la unién disjunta de los subconjuntos
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Azpa = {(z,y) € Azt L(vy(x), vp(y)) > 0},
Aspo2 = {(z,y) € Asa: L(vy(x), vp(y)) < 0},
Azas = {(2,9) € Aza: L(vy(2),0,(y)) = 0}.

Luego,Z(f, As2,s) = Z(f, As21,5) + Z(f, As2z2,5) + Z(f, As23,5).
Asi,

Z(f, As01,8) = (1 —p1)? Zp—i—j—ins
i.j
dondei, j satisfacen.(i, j) > 0,m <i<m-+t+7,0<j < n;
Z(f, Az, s)=(1- p_1)2 Zp_i_j_(vp(ﬁ)+mj)s
i.j

dondei, j satisfacen.(i,j) <O,m <i<m+t+r,0<j<n,y

—2ms 1— ! N —i—j—ins
Z(f7A3,2,3>s) = <p2((p_1)2_N)+p 1(—p—fg—s) ) Zp o
2

dondei, j satisfacen.(i,j) =0,m <i<m+t+r,0<j <n.
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lIl. POLINOMIOS SEMICUASIHOMOGENEOS

En este capitulo se prueba que la funcion zeta local de Igosaaala a un polinomio
semicuasihomogéneo es racional. La exposicion se basa mfdeencias [24] y [1].

[11.1. Preliminares

Para un anillo conmutativad y f(z) € Alz], x = (x1,--- , x,), S€ denota pov;(A) a
la correspondiente hipersuperficie, es decir

Vi(A) = {z € A" : f(x) = 0}

y por Sings(A) al conjunto de puntos singulares g A), es decir

Singf(A) ={z e A" : f(x) = g—xfl(x) == gﬂi (x) = 0}.

Ejemplo 3.1 Tomandof (z,y) = * — y* € Z,[z,y] conp # 2, 3, se tiene quét®)? —
(t*)* = 0 para cualquiert € Z,, luego{(t*,t*) : t € Z,} C Sing;(Z,). Por otro lado,
(0,0) es la nica solucion del sistema

2 fay) =20 = 0
sl =3y = 0
Asi,Sing¢(Z,) = {(0,0)}.
Se usar&k? = {0,1,--- ,p — 1} C Z, como un conjunto de representantes del campo

de residuo¥, = Z/pZ = {0,1,--- ,p — 1}.

Definicion 3.1 Seanf(z) un polinomio em variables,P, = (y1,--- ,yn) € Z'y
mp, = (my,--+ ,m,) € N". Un isomorfismaj,,,, : Q* — Q7 es unadilatacion, si
satisface),,,, (z) = (21, , 2a), 21 = yi + p™x;, paracadai = 1,2,-- -, n.
Ladilatacion def(x) en P, inducida por),,, es el polinomio

fpl(x) = p—8P1f<me1 ('T))v (3.1)

dondeep, es el orden minimo deen los coeficientes d&(¢,,, (z)).
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La Q,—hipersuperficieV, (Q,) es llamada ladilatacion deV; en Py inducida por

U, ().

El nimeroep, es llamadda multiplicidad aritmética def () en P, por ¢y, ().

El conjuntoS(fr,, ) es el subconjunto d&™ C Z; que es enviado biyectivamente
por el homomorfismo canonico al conjurfiong(IF,).

Ejemplo 3.2 Seaf(z,y) = 2> — y* € Z,[z,y] conp # 2,3, tomandoP = (p*,p) y
mp = (3,2), se tiene que,, . (z,y) = (p* + p*=,p + p*y). Luego,
F(0° + PP, p+ pPy) = p* + 20°x + p°a® — p* — 3p'y — 3p°y* — %’
Entonces, la dilatacion d¢(z, y) en P inducida pory,,,, es el polinomio
fr(zy) = p° (" +20°x + p°a® — p* — 3p'y — 3p°y* — p°y?)
= p+2p'x+p’a® — 1= 3py — 3p*y* — p*y’
= p’a® —p’y’ +2p% — 3p”y* — 3py +p — 1.

Dada una sucesion de dilatacionies,,, ())x, se definen inductivamentg, ... p,,
fpi.p.(x)y S(fp,.... p,) COMO sigue

f(x) Sik =0,
[y p () = { p= PP by (Ymp, (7)) ST > 1,

dondeP;, € S(fp,...p._,) Y €p,....r, €S €l minimo orden deen los coeficientes de
fpre Py (Ymp ) (x), y donde, pard > 1,

sp)= U SUe-.n)

PreSk_1(P1)

(3.2)

se llama lak—ésima generacion de descendientes d, dondeS(fp, ... p,) €s el sub-

conjunto deR" C Z; que es enviado biyectivamente por el homomorfismo canénico

al conjuntoSmg?P B (F,). Por la0—ésima generacion de descendientes’dse
Py

entiende { P, }.

La férmula de la fase estacionaria de Igusa, se puede reiestasde el punto de vista
de las dilataciones. Para esto, se fijanitgs's igual a(1,--- , 1) € IN" en la ecuacion
3.1, siguiendo la notacién del Capitulo 2 se tiene:

La reduccién module de un subconjuntd: C Z; sera denotado pak C 7. Si

f(z) € ZyJxy, -+, 2]\ pZylz1,- -+, 2,] entoncesf denota su reduccion médufo
Si A es un conjunto finitg¢ A denota su nimero de elementos.

Proposicion 3.1 (Férmula de la fase estacionariapeaFE C >y S(f, E) el sub-
conjunto dei?" C Z; que es enviado biyectivamente por el homomorfismo canohico a

conjuntoSing;(IF,) N E, cuandoE = I} se escribe solamenty(f). SeanS'y E las
preimagenes dé(f, £) y E bajoZr — FI'y seaN 7 5 el nimero de ceros di&(z)
enkE, cuandol = Ir} se escribe solamentg;. Entonces
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. —n—s -1 N — <
[l = pE -+ LU )
E l—p
+ Z p BPS/n|fP($)‘;dn$7
PeS(f,E) Zy

Demostracion En la pagina 57 se probo la igualdad

s -n( T p_n_s(]‘ _p_l)(
i @lsdre =y BNy )+ L

Se tiene

PeS(f,E)

- > /\fPerfcllp\”d"

PeS(f.E)

= Z / f(P +pz)[;d "

PeS(f.E)

= Z /|P6PfP )pd"x

PeS(f,E)

= Y e [ s
Zy

PeS(f,E)

Definicion 3.2 Se defind, inductivamente como sigue:

I ={P,: P eS(f,E)}

/ @),

Iy ={(P, - b)) : (P, , Poo1) €l y Poe S(fppy)}s k>2

Con la notaciéon anterior e iterando la férmula de la fasecestaria se obtiene la

siguiente expansion pasa f, s):

Z(f,s)=p "(#E — Ngpg) +

(1- p_l)p_n_S(N(?,E) — #5(f, E))

1— p—lp—s

+ Zp—kn Z p—n<pn . N?Pl’m’Pk >p—E(P1,---,Pk

k>1 (P1, ,Pp)El)
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FLET) Y X p g, = #S (e m))p

k>1 (P1,,Pr)€EI},

dondeL(p~) = % y E(Py,---,P;) :=ep +---+ep .. p,.Laexpansion

(3.3) converge absolutamente sobre el semipla#a) > 0.

[1l.2. Polinomios semicuasihomogéneos

Definicion 3.3 Seaf(x) un polinomio con coeficientes €}, y V; la correspondiente
Q,—hipersuperficie. Se dice que un puntoe Q es unasingularidad aislada de
Vi (Q,), si la tnica solucion del sistema de ecuaciones

of of

e 0
fla)=go-e) =+ = () =0,
sobre una clausura algebraica fija dg, es el puntaP.
Definicion 3.4 Seamy, - - - , a,,, n enteros positivos y primos relativos. Un polinomio
f(z) € Q,[z] se llamapolinomio cuasihomogénede pesal y exponentes,, - - - , ay,
si satisface

f(t*xy, - t*w,) =tf(x), paracadat € Q,

y el origen deQ; es una singularidad aislada de @, —hipersuperficié/;.

Ejemplo 3.3 El polinomiof(z,y) = x> —y* es un polinomio cuasihomogéneo de peso
6 y exponenteS8y 2, pues

f(#z, t2y) = t%2% — 15° = %2 — y*) = t5f (=, y).
Ademas, el origen d; es una singularidad aislada de {3, —hipersuperficié/;.

Definicion 3.5 Un polinomioF'(z) se llamapolinomio semicuasihomogénesi tiene

la forma f(z) + > bie;(z) € Q,[z], dondef(z) es un polinomio cuasihomogéneo,
cada monomie;(r) = zy" - - a;' satisfaced _;_, a;m; > d'y el origen de);; es una
singularidad aislada de 1&),—hipersuperficié/;. El polinomiof(x) se llama la parte
cuasihomogénea dé(z).

Ejemplo 3.4 Cualquier polinomio cuasihomogéneo es un polinomio seasibomo-
géneo.

Definicion 3.6 Sea un polinomig (x) € Z,[x] y un puntoP € Z; tal que
P ¢ Sings(Z,). Se define

Lh.2)i=1nf (£ (2 P)) o (5P)))-
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Ejemplo 3.5 Seaf(z,y) = 2* — y* € Z,[z,y], conp # 2,3. Tomanda” = (p?, p), se
tiene

f*p) = p'=p’

0
ai( p) = 2p°
gjyc(p p) = —3p°.

Entonces

L(fv P) = I’flf (Up(p4 - p3)>vp<2p2)>vp<_3p2)) = Inf(37 2, 2) =2
Observacion L(f, P) = 0 siy s6lo si

=+ Z a;(z + (términos de grado> 2),

dondeP = (ay, - - - ,an),aj € Iy paraalgnj =0,1,--- ,n
Se denota poA,,r = (ry---,r,) € (N\ {0})", el conjunto

Ay ={rveZ) v(x;) >r;, i=1---,n}
Desde un punto de vista geométriely,es un polidisco e, centrado en el origen. El
complemento del, enZ; se denota poAs.

Proposicion 3.2 (Proposition 2.2,[24])Sean un polinomigf (z) € Z,[x], P € Z}
una singularidad aislada de la hipersuperfidig¢ y un subconjuntd C 7 tal que
DN (P+ A,) =0 paraalganr € (N \ {0})". Entonces

L(f,Q) < C(f, D), paracadaQ € D,
donde la constanté'( f, D) depende solamente diey D.
Demostracién Sin pérdida de generalidad se puede suponer que el pleg@| origen

deQ;. La hipétesis de que el origen @ es una singularidad aislada y teorema de los
ceros (Nullstellensatz) de Hilbert, ver por ejemplo [6]plroan que

pmzxfl = /4 Of + Z Az j (34)

0xj
para algunosn;, t; € IN, cont; # 0, y algunos polinomios!; ;(z) € Z,[z|, para cada

i=1,---,n.Ahora, sea&) = (¢, - ,¢,) un punto enD. ComoD N A, = (), existe
una coordenadg tal quev,(q;,) < r;,.- De 3.4, con = j, y = = (), se obtiene

Mo + tjorjo > mj, + tjov(%'o) > L(f, Q)
Asi, es suficiente con toméat(f, D) >max{m; + t;r;}.
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Ejemplo 3.6 Seaf(z,y) = 2*> — y* € Z,|z,y] conp # 2,3, P = (0,0), D =
PL; X XY Az = {(z,y) € Z3 : vy(x) > 2y vp(y) > 3} = p°Z, x p°Z,. Se tiene
queD N Apg = 0.

Cualquier@ € D es de la forma&) = (puy, uz) dondeu,, u, € Z. Se tiene

flpur,up) = p*uf —uj
0

8_£(pu1’u2) = 2puy
8—y(PU1,U2) = —3U§-

Entonces

L(f,Q) = Inf (vp(p*ui — u3), vp(2punr), vp(—3u3))
= Inf(0,1,0)
= 0<1 VQeD.
Observacion La proposicion anterior se puede hacer mas general, deustg ma-
nera, ver
proposicion 2.2, en [25]. SeR C Zj; un subconjunto abierto y compacto, y un po-

linomio f(x) € Z,[z] tal queSing;(Q,) N D = (). Entonces existe una constante
C(f, D) € N, que depende solamente flg D, tal que

L(f,P)<C(f,D), paracadd € D.

Proposicion 3.3 (Proposition 2.3,[24])Sean un polinomig(z) € Z,[z] y un punto
P=(by, - ,b,) € Z3 tal queP ¢ Sing;(Z,). Entonces existe un entero no negativo
y minimoy( f, P) tal que el polinomio

fr(z) =p~ " f(P+p'z),

dondee,, » s el menor orden deen los coeficientes d& P + pz), satisface

fr(@) =0+ oz, o €F; paraalgini=0,1,-- n.
=1

Ademasyu(f, P) < L(f, P) + 1.
Demostracion Se probaré por induccion sobkgf, P).

CasoL(f,P)=0:

En este caso, tomandd f, P) = 1 se tiene
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fr(z) = p " f(P +pzx)

— per (f(p) + Z of (P)px; + p*(términos de grado> 2)) ;

i=1 Oz

dondeep es el menor orden deen los coeficientes d& P + px), comoL(f, P) =0
entoncegp = 006ep = 1. Asi,

fp(.l’) = Oy + Z ;5
i=1

dondea; € Iy paraalglnj =0, 1,--- ,n.
Por otro lado, también se cumpléf, P) < L(f, P) + 1.

CasoL(f,P) > 0:

En este caso, se tiene

f(z) =ap+ Z a;(z; — b;) + (términos de grado> 2),
i=1

dondea; =0 (méd p), parai = 0,1, - -+, n. Luego,

f(P+pzx)=p <ag + Z a;x; + p(términos de grado> 2)) :

i=1
Se consideran dos casos dependiendo dg % 0 (mdd p) o no.

af Z0 (méd p):

En este caso, se tiene

f(P+pzx) = pfp(z),
donde

fr(x) =ap+ Z a;z; + p(términos de grado> 2).
=1

Por tanto.fp(z) = of € FX y u(f, P) =1 < L(f, P).

ap =0 (moéd p):

En este caso, se tiene
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f(P + px) ( + Z air; + (términos de grado> 2)) = p»F fp(z),

dondee, p > 2. Entonces

f(P) = pr fp(0)

af o eup_lafP .
axl(P)_p axl (0)7 2_17 7n'

Asi, L(fp,0) < L(f, P) — 1. Aplicando la hipoétesis de induccionfa se tiene que
existe un entero no negativo y minim¢fp, 0) := p’ tal que el polinomio

fro(x) = p~ o fp(p"z),

dondee,, o es el menor orden deen los coeficientes dé-(p* z), satisface

fro(z) = ag + Zam, a; € FX paraalgin = 0,1, ,n.

i=1

Por otro lado, se tiene

fro(z) = p~wofp(p"a)
— pewo (p—epf(p + p“lﬂx))
= o f(P 4 p ),
Por tanto(f, P) = u(fr, 0) +

Ademasu(f, P) = u(fp )+1§L(fp,0)+1+1§L(f,P)+1
U

Ejemplo 3.7 Seaf(z,y) = 2> — y € Z,[x,y] conp # 2,3,y P = (p?,p). Se tiene
queL(f, P) = 2, por otro lado

F@* +pla,p+ply) = p* + 29" e+ pPa® — p® = 3pTThy — 3pTy — py,
El valor deu buscado eg = 2. Se tiene,

f* +p*x,p+py) = p* +2p'x + pla® — p® — 3p'y — 3p°y® — pOyP.

Luego,

fe(z,y) = p 3"+ 2p'z +p'a® — p* — 3p'y — 3p°y* — p°y?)

= p+2px +px2 —1—-3py — 3p2y2 —pgyg.
Asi,

fP(xvy) =—1
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Como una consecuencia de las dos proposiciones antereraistisne el siguiente
lema.

Lema 3.1 (Lemma 2.4,[24])Sea un polinomi¢ (z) € Z,[z] tal que el origen de&);
es una singularidad aislada algebraicamente absoluta. $ean polidisco con €
(N'\ {0})". Entonces existe = v(f,r) € IN \ {0}, tal que el polinomio

folz) =p™* @ f(Q + pa),

satisface la condicion de qug) (=) es una constante no cero o un polinomio lineal con
0 sin término constante, para todp € A°.

l11.3. Racionalidad de la funcion zeta local de Igusa asociada a
un polinomio semicuasihomogéneo

Lema 3.2 (Lemma 3.1,[24])SeaD C Zj la preimagen bajo el homomorfismo cano-
nico Z, — Z,/pZ, de un subconjuntd C F7. Sea un polinomiqf (z) € Z,|x]

tal que el origen es una singularidad aislada Wg(Q,,), si D N A, = 0, para al-
gunr € (IN'\ {0})", entonces la integrak (f, D, s) = [, |f(x)[3|dz| es una funcion
racional dep—°. Mas precisamente,

L(p~°,D
1— p—lp—s
Ademas, el polinomid(p~*, D) se puede calcular efectivamente.

Demostracion Aplicando la formula de la fase estacionaria- 1 = ~( f, r) veces, se
obtiene

— 1 — —1\,,—n—s No~— — 49 ,E
Z(ﬁS):p‘"(#E—N(fE)H( p)p " (Ng g — #5(/, E))

1— p—lp—s
+y D i S (3.6)
k=1 (P1,, P )€l

m

HLE | Y Ny, #S U )lP

k=1 (Pr,+, Py) €l

D DR Al YR )2

n
(P1, Pm41)€lm41 Zy

1 s

DondeL(p~*) = Y=£_)2° por otro lado, se tiene
1-p~'p
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f(PL+ Pop -4 Ppp™ 4 pmt2g) = pPPobm) £ b (1), (3.7)

Yy P + Pp+ -+ P,pmtt € Ac. Comom + 2 > ~(f,r) se sigue del lema 3.1y
(3.7) que lal',—hipersuperficie definida pofp, ... p, () €s suave o vacia. Entonces
I..1 =0,ylaintegralZ(f, D, s) es una funcion racional de la forma (3.5).

0

Lema 3.3 (Lemma 3.2,[24])Sea f(x) € Z,[z] un polinomio tal que el origen es
una singularidad aislada algebraicamente absolutald¢Q),). Entonces la integral
Z(f, A, s) = [,. |f|5d"z es una funcion racional dg~*. Mas precisamente,

L(p~)

Z(f A% s) = ——— L
( ) 1_p—1p—s

(3.8)

Ademaés, el polinomid(p~*) puede ser calculado de manera efectiva.

Demostracion Se introduce una familid de conjuntos definidos de la siguiente ma-
nera: para cada subconjunidde {1,--- ,n} y cadaa = (ay, -+ ,a,) € IN" que
satisface

0<a; <r;sii € B, se define

D(B,a) := { é”’ € Ay vplwi) = a; sii € B, zzg 7 gj (3.9)

La familia £ es cerrada bajo intersecciones y su unionigsSe denota poy el con-
junto de indiceg (B, a)} y porP(J); la familia de subconjuntos déconi elementos.
Asi,

#{J}
201,455 = Y (1)t S0 / flida, (3.10)
i=1 rep(g); ” PT)

dondeD(T') := NpaerD(B,a). De (3.10) y el hecho de que la familiaes cerra-
da bajo intersecciones, se sigue que para probar el teoremafieiente probar que
cualquier integral del tipo

/ |flyd"z, B #0, (3.11)
D(B,a)

es una funcién racional de la forni@p =, D(B, a))/(1—p~'p~*), donde el numerador
del polinomio se puede calcular de manera efectiva. Haoiehdiguiente cambio de
variables en (3.11):
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_ _ | p"y: sii€ B,
T = w(B,a)(y% dond€ xl - { yl Sll ¢ B (312)

se obtiene

/ |flsd" e = pmemes e / |f5lpd"y,
D(B,a) D/(B,a)

donded(g . = > .5 air f(y) €s la dilatacion d¢ inducida por (3.12) y

D'(B,a) =[] R
i=1

dondeR; = Z,sii ¢ BY R; =7, sii € B.
Por otro ladoy) (s q) (y) define unQ,—isomorfismo deQ; — Qj, asi los punto$),—
singulares dé/; son enviados de manera biyectiva a los pufijpssingulares dé’;,,.
Por lo tanto, el polinomig y el conjuntoD’(B, a), B # (), satisfacen las condiciones
de el lema 3.2. Entonces la integfa), Ba) |fB];d"x s una funcion racional de* y
su numerador puede ser calculado de manera efectiva.

O

Proposicion 3.4 (Proposition 3.3,[24])Sea un polinomid”(z) = f(x) + p™g(x) €
Z,[z] tal que el origen d&); es una singularidad aislada dé-(Q,). SeaD C Zj la
preimagen bajo el homomorfismo canéni€p— Z,/pZ.,, de un subconjunt® c F»,
y A, un polidisco tal queD N A, = 0, r € (N \ {0})". Existea(f, D), que se calcula
de manera efectiva, tal quesi > a(f, D) entonces

Z(F,D,s)=Z(f,D,s).

Demostracion Por el 3.1 existe uny, = ~(F, r) tal que la reduccion module de el
polinomio

Fpy. py(x) = p BP0 P P(P 4 pPy 4 4 p" P, + p" ) (3.13)
es una constante no cero o un polinomio lineal para aaday, y cualquierP;, +pP,+
---+p"P, € A¢. Estoimplicaquéd.,,; = (). Entonces la integral admite una expansion
finita de la forma (3.6). Se tiene

Gpr =D PSP P (P pPy o " P, 4 p" ),

dondeE, (P, - -, P,) es el menor orden deen los coeficientes de

g(PL+pPy+ -+ p"P, + p" ).
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Con esta notacion, se tiene que
F(Pi+pPy+ - +p"Po+p" ) = p PPy | p (2)
_l— p_Eg(P17...7P7L)+mgP17"'7P7L (x)' (3'14)

Ahora, escogiendo

Oz(f, D) = mé)(<pl7...7p70)€[70{1 + Ef(Pl, s 7P’YO)}' (315)
Luego, sim > «a(f, D), entonces

Fp,...p(7) = fp .. p,(7),

Ep(Py,-oo, Py) = Ep(Pr, -+, B), 1<k <. (3.16)
De 3.16 se sigue que
1 p™"(#D — Ny) = p"(#D — Ng) e [i(f) = L(F) por quef(z) = F().

2. Paracada < k <

p_n(#ﬁ - N?PL“'PI@) = p_n(#D - NF}Dl’,.,’pk)
paracaddPl, -, P) € I(f) = Ix(F).

3. Paracada < k <

T (f) = I (F),

por quely(f) = I(F) Y fp,,...p(x) = Fp.. p(z) paracadary, -, ) €
Ii(f) = I(F).

Por lo tanto,l, 1 (f) = L,,+1(F) =0y Z(f, s, D) admite una expansion finita de la
forma 3.6.
De esto se sigue qu&(F, D,s) = Z(f, D, s).

U

Lema 3.4 (Lemma 3.4, [24]) Sea un polinomid'(z) = f(z) + p™g(x) € Z,[x] tal
que el origen dé); es una singularidad aislada dé-(Q,). SeaA, un polidisco, con
r € (N\{0})". Existex(f, r), que se calcula de manera efectiva, tal quexsk a(f, )
entonces

Z(F A s)=Z(f, A s).
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Demostracion Por (3.10) es suficiente probar el lema para integrales piel(8.11).
Escogienda( f, r) tal que

Oé(f, T) > mé&B,a){ef,(B,a)}'
Con estas condiciones, es suficiente probar que

/ Falidie = / falidia, (3.17)
D/(B,a) D'(B,a)

conD'(B,a) como en (3.13) ¥z(x) = f(x) + p" =B g(Ypa) ().
El resultado se sigue de (3.17) y la proposicion 3.4. Finatmyéhay que observar que
a(f,r) esta dada por

a(f,r) = méXpaiespa + alfs, D'(Ba)}.

Teorema 3.1 (Theorem 3.5, [24])Sea un polinomio semicuasihomogéneo

F(z) € Q,[z] tal que la parte cuasihomogeéngdz) tiene pesal y exponentes

aq, -+, a,. Entonces la funcidn zeta local de Igusa@ér) es una funcion racional
dep—*. Mas precisamente,

L(p™)
Z(F,s) = 3.18
(£:) (L =p~tp=)(1 — p~lelp=) (3.18)
dondex = (av,- -+ , ) Y|a| = a1 + - - - + a,. Ademas, el polinomid(p~*) se puede

calcular de manera efectiva.

Demostracion Se puede suponer sin pérdida de generalidadrju¢ € Z,[z]. Des-
componiend@.; como la union disjunta dd,, y A;,, usando qué’(z) es un polinomio
semicuasihomogéneo se obtiene

Z(F,s) = /A|F|;d"x+/A |F|;d"x
VA Ag

dondeF(x) = f(z)+p™ H,(z), conm; > 1. Iterando la formula (3.19). + 1 veces
se obtiene

m

Z(F,s) = Z(F, A%, )+ pPClm® Z(F, A, s) 4+ pr =) 2(F, 4 s),

k=1
(3.20)
dondeF(z) = f(x)+ p"™ Hi(x) conm, — oo. Por el lema 3.4, existe, = vo(f, @),
que se puede calcular de manera efectiva, tal que
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Z(Fy, Ay, s) = Z(f, Ay, s),  paracadan, > 7.
Luego, de (3.20), se tiene

Yo—1
Z(F,s) = Z(F, AS,s —i—Zpk( lol=d) 7 (F,, AS, 5)
1
c ao+1l)(—|a|—ds)
+  Z(f, AS, s)ple [yl (3.21)

Por el lema 3.3 las integraleq f, A, s) y Z(Fy, AZ, s) son funciones racionales de la
forma; (,1 =t donde el pollnomlo del numerador puede calcularse de raafecti-
va.

O

Ejemplo 3.8 En el ejemplo 2.5 se calculé la funcion zeta local para unrpmotiio del

tipo f(z,y) = aa” + By", o, B € Z,, dondem,n > 1 son primos relativos y no
divide simultaneamenteray m. En este ejemplo se evidencian los resultados de esta
seccion.

Observacion Este teorema también es valido si se considera la funciénlaedl de
Igusa sobre cualquier campo local no arquimediano, comdepoleservarse en [24].
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IV. CONCLUSIONES

En el estudio de las funciones zeta locales se mezclan deaso@rendente
ideas de varias teorias matematicas, como son la geonlgetaaica, la teoria de los
nameros, la teoria de las singularidades y la l6gica. Adeexdste una gran cantidad
de conjeturas que relacionan propiedades de las funcieteforales con conceptos y
objetos de estas teorias.

La racionalidad deZ(s, f) es un problema abierto en caracteristica positiva. En un
articulo reciente [14], Igusa ha sugerido que un estudidaclaso de su formula de

la fase estacionaria puede conducir a una nueva demostrdeita racionalidad de
las funciones zeta locales en cualquier caracteristiclsOWIA. Zufiiga Galindo ha
empleado exitosamente esta sugerencia para comprobdidiezv@e la conjetura para
amplias clases de polinomios, [24], [25], [26].

Los célculos presentados en esta tesis son validos en @rabquacteristica, lo cual
hace pensar que la racionalidad Z€f, s) podra probarse utilizando la formula de la
fase estacionaria.
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