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Introduccion

Desde 1906 cuando M. Fréchet introdujo el concepto abstracto de métrica,
la teoria de los espacios métricos ha sido ineludible y objeto de exhaustivas in-
vestigaciones, las cuales han manifestado el prodigioso y sorprendente poder
que posee. Su importancia inicial, en parte, fue reconocida como una intere-
sante generalizacion de la teoria de espacios normados, dando como resultado
aplicaciones en el Anélisis Funcional, y, posteriormente, en otras ramas de las
matematicas.

Para el caso de la Topologia General, los espacios métricos tienen cuali-
dades de mucha utilidad; por ejemplo, en cualquier espacio métrico podemos
encontrar las siguientes propiedades: todo subespacio es nuevamente un espa-
cio métrico, el producto de una cantidad numerable es un espacio métrico, la
propiedad de ser compacto equivale a ser numerablemente compacto, y ser se-
parable es equivalente a tener una base numerable. Aunado a las propiedades
mencionadas, los espacios métricos son claramente mds asequibles a nuestra
intuicion geométrica, y, como resultado, los podemos manipular con mayor fa-
cilidad. Por estas razones, o quizd sélo por el gusto de hacer matemaéticas, hallar
condiciones necesarias y suficientes para que un espacio topoldgico sea metri-
zable ha sido un problema fundamental, lo cual, abre brecha a la aparicién de
criterios de metrizabilidad de espacios topoldgicos.

El presente trabajo tiene como objetivo, primeramente, mostrar de la manera
mas clara y precisa los criterios fundamentales de metrizabilidad de espacios
topoldgicos; nos referimos a todos los criterios de metrizabilidad que un estu-
diante de topologia deberia tener en mente. Una vez que se tengan claras las
construcciones y técnicas empleadas en los criterios cldsicos, pasaremos a es-
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tudiar algunas clases de espacios métricos generalizados. Para los espacios mé-
tricos generalizados no hay una definicion precisa, pero entenderemos que son
espacios topoldgicos “parecidos” a un espacio métrico; parecidos en el sentido
de que poseen muchas de las propiedades de utilidad que caracterizan a los es-
pacios métricos. Al presentar algunas clases de espacios métricos generalizados,
nuestro unico fin serd proporcionar condiciones necesarias y suficientes para que
un espacio de este tipo sea metrizable. Para concluir nuestra exposicion, analiza-
remos, como un extra decoroso, todo lo referente a la conjetura planteada por F.
B. Jones en 1937 ;todo espacio normal y de Moore es metrizable? El problema
que se mantuvo abierto cerca de cincuenta afios y cuya solucién es de las mas
inesperadas e intrigantes en Topologia General.
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Capitulo 1

Preliminares

Aqui se encuentran las definiciones y los teoremas de Topologia General y
Teoria de Conjuntos que son la base para poder desarrollar la temética principal;
la mayoria de los resultados no tienen una demostracion salvo aquellos que son
poco comunes. También, se da a conocer la notacion que se empleard a lo largo
del trabajo.

Es fundamental saber que en todos los espacios en que no especifiquemos
qué axioma de separabilidad se estd suponiendo, deberd ser tomado como un
espacio completamente regular. Cuando tenemos un subconjunto de un espacio
topolégico, Y C X, se asume que Y tiene la topologia heredada de X.

En cuestion de la notacion, X € .7; significa que el espacio X satisface el
axioma de separacion .7;.

Se ha dividido en tres partes: la Seccion 1.1 para lo relativo a la Teoria de
Conjuntos, la Seccion 1.2 respecto a Topologia General, y la Seccion 1.3 donde
encontraremos espacios y propiedades que se dan en términos de familias de
cubiertas.

1.1. Nociones de Teoria de conjuntos

Esta breve seccion es con el fin de dejar plasmados aquellos resultados en
teoria de conjuntos que nos serdn de utilidad a lo largo de nuestra exposicion.

1



2 Nociones de Teoria de conjuntos

Como veremos, no daremos demostraciones de lo presentado aqui, pues estamos
seguros que casi en cualquier libro de teoria de conjuntos podria ser consultada
toda propiedad relativa a esta seccion; en nuestro caso, usaremos ampliamente
[7].

Los axiomas especificos con los que trabajaremos son los de Zermelo-Fraen-
kel més el Axioma de Eleccion, denotados por ZFC, cuyos enunciados pueden
ser consultados en el Apéndice A de [7].

A lo largo de la historia del Axioma de Eleccion han surgido varios enuncia-
dos equivalentes a €l; haremos uso de uno de ellos, conocido como el Lema de
Tukey-Teichmiiller.

Definicion 1.1. Sea .% una familia de conjuntos. Se dice que % es una familia
de cardcter finito si para cada conjunto A, se tiene que A € .F si y solo si cada
subconjunto finito de A pertenece a .% .

El siguiente teorema es el Lema de Tukey-Teichmiiller, el cual, es equiva-
lente al Axioma de Eleccion (ver [7], Teorema 8.8).

Teorema 1.2. Toda familia de cardcter finito tiene un elemento C-maximal.

Ahora, queremos enfatizar algunas de las propiedades que tienen que ver
con la cardinalidad de conjuntos, asi como declarar algunas de las notaciones
que emplearemos.

Para todo conjunto A, denotaremos por |A| y H(A) la cardinalidad y el
conjunto potencia de A respectivamente.

Usaremos la letra @ para referirnos a los niimeros naturales. Es comun deno-
tar por R al conjunto de todos los nimeros reales, por sus caracteristicas, dicho
conjunto también es llamado la linea real o el continuo. Resulta que la cardina-

lidad de R es la misma que la de &(), esto puede consultarse en [7], Teorema
7.36.

Teorema 1.3. |R| = |Z(0)| = [2%].

Enunciaremos el célebre teorema de Cantor, la importancia de este, es que

siempre que tengamos un conjunto, ya sea finito o infinito, siempre podremos
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construir otro conjunto de mayor cardinalidad; su demostraciéon puede ser con-
sultada en [7], Teorema 7.26.

Teorema 1.4 (de Cantor). Para todo conjunto A,

Al <|Z(A)].

Lo que resta de esté seccidn es con el fin de introducir los conceptos y resul-
tados que serdn de utilidad en la Seccion 3.4. Lo que se presenta serd a grandes
rasgos y sin su debida formalidad, si se requiere mayor informacién se reco-
mienda consultar [11].

Definicion 1.5. Una teoria (pensemos en ZFC o en ZFC+[2¥0 = X ] etcétera)

es consistente si es libre de contradicciones.

Puesto que la matemadtica que conocemos estd basada en ZFC, es natural
preguntarse sobre la consistencia de los axiomas de ZFC. El matematico K.
Godel, probd que es imposible demostrar la consistencia de ZFC dentro de ZFC.

Por ello siempre diremos, si ZFC es consistente, entonces...

Definicion 1.6. Un enunciado ¢ es independiente de ZFC si se tiene que tanto
ZFC+@ como ZFC+—@ son consistentes.

Resulta que la matemética (ZFC) esta llena de estos enunciados, tanto con-
sistentes como independientes de ZFC. Veamos un ejemplo de ello.

Del Teorema de Cantor y el Teorema 1.3, |o| < |Z?(w)| = |R|. Una pregunta

natural es:
¢Existird un subconjunto de numeros reales P tal que || < |P| < |R|?
Hipétesis del Continuo (CH): No existe un nimero cardinal k tal que
Xo < x <250,

Equivalentemente, CH nos dice que 2¥0 = X . La hipétesis del Continuo fue
formulada por el matematico G. Cantor a finales del siglo XIX, quien dedic6
gran parte de su vida a demostrar CH y muri6 sin haberlo logrado. Fue hasta
el ano de 1939 cuando K. Godel demostré que CH es consistente con ZFC, es
decir, usando los axiomas de Zermelo-Fraenkel y el Axioma de Eleccion, no se
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puede demostrar que CH sea falsa. En 1963, P. Cohen demostré que —CH es
consistente con ZFC, y por lo tanto, resulta que CH independiente de ZFC.

Es momento de hablar del Axioma de Martin; tal enunciado fue introducido
por D. Martin y R. Solovay en el afio 1970. Para poderlo formular son necesarias
algunas definiciones.

Definicion 1.7. Una relacion < en un conjunto P es un orden parcial si es
reflexiva y transitiva. A la pareja (P,<) le llamamos conjunto parcialmente
ordenado.

Para referirnos a un conjunto parcialmente ordenado (IP, <) sélo usaremos
la letra P si no da lugar a confusion. Ahora, dado un conjunto parcialmente
ordenado [P, es comun llamar a los elementos de [P condiciones; ademas, diremos
que una condicién p extiende a una condicién g siempre que p < q.

Definicion 1.8. Sea P un conjunto parcialmente ordenado.
(a) Dos condiciones p,q son compatibles si existe r € P tal que r < pyr<gq.
(b) Dos elementos en P son incompatibles si no son compatibles.

(¢) Diremos que A C P es una anticadena si cualesquiera dos elementos en A

son incompatibles.

(d) Un subconjunto D C P es denso si para cualquier p € P existe d € D tal
que d < p.

Definicion 1.9. Decimos que un conjunto parcialmente ordenado P satisface la

condicion de la cadena contable si toda anticadena en IP es a lo mds numerable.

Es una cuestion histérica por la que hemos llamado condicion de la cadena
contable a una propiedad que realmente tiene que ver con anticadenas. Espera-
mos que en el contexto siempre quede clara la propiedad a la que nos referimos.

Definicion 1.10. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y 2 una familia

de conjuntos densos en P . Decimos que F C IP es un filtro si cumple:

(1) para cualesquierap € Py q € F, si g < p entonces p € F;
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(«) sip,q € F exister € F tal quer < pyr<gq.
Ademds, diremos que F es un filtro &-genérico si DO F # 0 para cada D € 9.

Veamos una consecuencia inmediata de las definiciones que hemos dado. El
Lema de Rasiowa-Sikorski.

Lema 1.11. Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, y 9 es una fa-
milia a lo mds numerable de conjuntos densos en P, entonces existe un filtro

9-genérico en P.

Demostracion. Denotemos & = {Dy,D;,...}. Recursivamente definimos una
sucesion de puntos en P; tomamos po = p (donde p es cualquier condicién) y
para cada n > 0O se elige p, € D, con p, < p,_1. Demostremos que el conjunto

G={xeP|p,<xparaalginn € o}

es un filtro Z-genérico. Para esto es suficiente ver que G satisface las condi-
ciones () y (--) de la Definicion 1.10 ya que claramente G N D,, # ( para cada
n € . (-) es inmediata; ahora, dados x,y € G existen n,m € ® tal que p, <xy
Pm <y (sin pérdida de generalidad supongamos que n < m) entonces p,, < p,,
y con esto, p, < xy pm <, por lo cual G también satisface la condicién (:-).
Se concluye que G es Z-genérico. T

Sin mas preambulo, presentamos el Axioma de Martin.

Axioma de Martin (MA): Si PP es un conjunto parcialmente ordenado que
satisface la condicion de la cadena contable y & es una familia de conjuntos
densos en P con | 2| < 2%0, entonces existe un filtro Z-genérico en P.

Consideremos el siguiente enunciado:

MA(x): Si k es un cardinal infinito y (P, <) es un conjunto parcialmente
ordenado que satisface la condicién de la cadena contable y & es una familia de
conjuntos densos en P con |Z| < k, entonces existe un filtro Z-genérico en P.

Ahora, observemos que por Lema 1.11, ZFC+CH implica MA, en otras pa-
labras, MA es un teorema de ZFC+CH. Por ello, cuando hablemos del Axioma
de Martin, nos conviene suponer -CH ya que de lo contrario no generamos
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nada nuevo. De hecho, nos referiremos a MA como el enunciado: para todo
Xo < k < 2%, MA(x).

Visto lo anterior, nos podriamos preguntar si en ZFC+—CH hay una demos-
tracion, quizd parecida a la del Lema 1.11, para MA. El siguiente teorema nos
muestra que no. Su demostracién pude ser consultada en [16], Teorema 1.

Teorema 1.12. Si ZFC es consistente, entonces ZFC+—CH+MA es consistente.

1.2. Resultados basicos en topologia

En este apartado se dardn los resultados, que por decirlo de algiin modo,
pueden consultarse en cualquier libro de topologia general; es por ello que en su
mayoria no encontraremos las pruebas de lo afirmado. Pero tiene el propdsito
de, por un lado recordar las definiciones y resultados cldsicos de topologia, y
por otro, proporcionar una lectura sin tener que estar consultado un libro de
topologia general. Por supuesto, siempre indicaremos al menos una referencia
donde es posible encontrar una demostracion del resultado en cuestion.

Recordemos que un espacio topolégico X se dice normal, o X € 7, si
X € 7] y para cualesquiera par de conjuntos cerrados y ajenos A y B, es po-
sible encontrar dos conjuntos abiertos y ajenos U y V, talesque ACU yBCV.
Proponemos una condicidn suficiente para que un espacio sea normal, una de-
mostracion puede ser consultada en [4], Lema 1.5.15.

Lema 1.13. Sea X € 9. Si para todo conjunto cerrado F C X y todo con-
junto abierto W C X tal que F C W existe una sucesion {W,},cq de conjuntos
abiertos de X con F C UyeWn y Wi C W, entonces X es normal.

Una condicion necesaria y suficiente para que un espacio sea normal es el fa-

moso Lema de Urysohn. La demostracion puede ser consultada en [4], Teorema
1.5.11.

Teorema 1.14. Sea X un espacio normal. Para cualesquiera A,B, conjuntos

cerrados y ajenos en X, existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal que f(A) C

{0}y f(B) € {1}.
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Enunciamos dos consecuencias del Lema de Urysohn. Antes, dado un espa-
cio topoldgico X, recordemos que G C X es un conjunto Gg en X si existe una
familia numerable {G, },c, de conjuntos abiertos en X tal que G = (¢ G-
Andlogamente, F' es un conjunto F; en X si existe una familia numerable
{F,}ncw de conjuntos cerrados en X tal que F = [J,,c, Fn. Claramente si A es un
conjunto Ggs en X, X \ A es un conjunto Fi; en X.

Corolario 1.15. Un conjunto cerrado F en un espacio normal X es conjunto
Gg siy solo si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que F = f~1({0}).

Demostracion. (=) Escribamos F' = (¢, U,, donde cada U, es un conjunto
abierto en X. Notemos que para cada nimero natural n, del Lema de Urysohn y
dado que F N (X \ U,) = 0, podemos hallar una funcién f, : X — [0, 1] tal que
fnescontinua, f,(F) =0,y f,(X\U,) C {1}. Dado x € X, definimos
0= X s /o)
n=0

Observemos que f es una funcién tal que f : X — [0, 1], ademds, la serie dada
converge uniformemente a f y cada f, es continua, de esto se sigue f es una
funcién continua. Claramente F C f~1({0}), y también f~!({0}) C F pues si
un punto x ¢ F tenemos que f(x) # 0; por lo tanto F = £~ 1({0}).

(<) Sea f: X — [0,1] una funcién continua tal que F = f~'({0}). El con-
junto F es Gg pues

Fraon=r(N0d)= N7 (o).

ncw ncw

T

La prueba del siguiente resultado es totalmente andloga a la del Corolario
1.15.

Corolario 1.16. Un conjunto abierto A de un espacio normal X es un conjunto
Fy siy solo si existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que A = f~1((0,1]).

Un subconjunto D de un espacio topoldgico X se dice denso en X siempre
que D = X. Para la demostracién del siguiente teorema ver el Teorema 3.10.20
en [4].
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Teorema 1.17. Si A es denso en X, entonces para todo conjunto abierto U C X
se tiene que U = U N A.

Un espacio topoldgico se dice separable si contiene un subconjunto denso y
numerable. Por otro lado, un conjunto lo llamamos segundo numerable si tiene
una base numerable.

Decimos que un espacio topoldgico es metrizable siempre que existe una
métrica que genere la topologia del espacio. Cuando digamos un espacio métri-
co, nos referimos a un espacio topologico metrizable.

En cuestion de hablar de espacios metrizables requerimos de los siguientes
resultados.

Teorema 1.18. Para un espacio metrizable X las siguientes condiciones son

equivalentes.
(i) X es segundo numerable.
(ii) X es separable.

La demostracion del teorema anterior la podemos encontrar en [4], como
el Corolario 4.1.16. Otro resultado de importancia es el siguiente teorema, una
prueba puede ser consultada en [18], Teorema 22.3.

Teorema 1.19. El producto de una cantidad a lo mds numerable de espacios

métricos es un espacio metrizable.
La prueba del siguiente teorema se puede consultar en [4], Teorema 4.2.8.

Teorema 1.20. Un espacio compacto es metrizable si y solo si es un espacio

segundo numerable.

La demostracion del siguiente teorema puede ser consultada en [4], Teorema
4.1.10.

Teorema 1.21. Para todo espacio métrico (X,d) y todo A C X, la funcion py :
X — [0,00), donde ps(x) = d(x,A), es continua.
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Serd necesaria la siguiente caracterizacion para funciones continuas. Dados
una funcién f y un conjunto A, se denotard por f|4 a la funcién f restringida al
conjunto A.

Lema 1.22. Una funcion f : X — Y entre espacios topologicos es continua si y
sélo todo x € X tiene una vecindad U tal que f|y es continua.

Una demostracion del lema anterior puede ser consultada en [4], como el
Corolario 2.1.12.

Recordemos que un espacio Hausdorff donde toda cubierta abierta y nume-
rable de €l tiene una subcubierta finita, es llamado espacio numerablemente
compacto. Nos interesa la siguiente propiedad (Teorema 3.10.3 en [4]).

Teorema 1.23. X es un espacio numerablemente compacto si y solo si todo
subconjunto infinito y numerable en X tiene un punto limite.

Un espacio topoldgico X es llamado pseudocompacto si X es Tychonoff y
toda funcién continua f : X — R es acotada. Haremos uso del siguiente resultado
(Teorema 3.10.20 en [4]).

Teorema 1.24. Todo espacio numerablemente compacto y Tychonoff es pseudo-
compacto.

Para concluir este apartado, introducimos la siguiente clase de espacios to-
poldgicos.

Definicion 1.25. Dado un espacio topologico X.

(i) Ladiagonal de X es el conjunto {(x,x) | x € X} C X x X; la denotaremos
por la letra Ay.

(ii) Se dice que X tiene diagonal Gg, si Ax es un subconjunto Gg en X X X.

El siguiente resultado es sencillo, pero serd de mucha utilidad; la demostra-
cion puede ser consultada en [18], Teorema 13.7.

Proposicion 1.26. Dado un espacio topoldgico X, las siguientes afirmaciones

son equivalentes.
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(a) X es Hausdorff.
(b) Ax es un conjunto cerrado en X x X.

La clase de los espacios con diagonal G sera estudiada ampliamente en la
Seccion 3.1.

1.3. Propiedades y definiciones del tipo cubierta

Como el titulo indica, esta seccion sera dedicada a ver todo lo necesario a
espacios que se definen mediante familias de conjuntos de un espacio topolégico
dado; asi como los resultados que se necesitardn para los capitulos siguientes.
Cabe restar que muchas definiciones y consecuencias, especificamente a partir
de la Definicion 1.44, seran usados hasta la Seccion 3.2.

De ahora en adelante usaremos continuamente la siguiente notacién: para
cada coleccién % de subconjuntos de X, sea

Uy ={UNY|U€eu}

Comencemos desde lo mds basico posible. Recordemos las siguientes defi-
niciones.

Definicion 1.27. Sea of = {A;}ses una familia de subconjuntos de un conjunto
X. Laestrella de U C X con respecto de <7, es el conjunto | J{A; € o7 | A;NU #
0} y lo denotamos por st(U, ).

Para el caso de la estrella de un conjunto de la forma {x}, sélo escribiremos
st(x, ).

Definicion 1.28. Sean V' = {Vg}gcp y % = {Ua}aca dos cubiertas para un
conjunto X.

(i) V¥ es un refinamiento de % si para todo B € B, existe o € A tal que
Vg C Uq. En este caso diremos que 'V refina a % .
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(ii) 7 es un refinamiento con estrellas de 7%/ si para todo B € B, existe o € A
tal que st(Vg,7") C Ug.

Introducimos una operacion A entre cubiertas.

Definicion 1.29. Sean % y V' dos cubiertas para un espacio X, definimos la
cubierta % NV para el espacio X como sigue.

UNY ={UNV |UecUyV eV}
La siguiente propiedad es inmediata de la definicion anterior.

Proposicion 1.30. % AV es un refinamiento comiin de % y de V', en otras
palabras, % NV refina tanto a % como a V.

Si ademads suponemos que las familias %/ y 7" son cubiertas abiertas, enton-
ces # NV también es una cubierta abierta.

Note que si existe una sucesion de cubiertas {%},},ce para un conjunto X,
siempre podemos asumir que para cada n, %, refina a %,. Si esto no fuera el
caso, basta tomar una sucesion {%," },c de la siguiente forma

v = U s%n:O,
Ni<n % sin#0.

La operacién definida anteriormente serd usada en los capitulos posteriores.

Definicion 1.31. Una familia {A}ses de subconjuntos de un espacio topoldgico

X es localmente finita si todo punto x € X tiene una vecindad U tal que |{s € S |
UNAs; #0}| < Ro. En caso que [{s € S|UNA; # 0}| < 1 decimos que {As}ses
es una familia discreta.

Note que toda familia discreta es una familia localmente finita. Una de las
propiedades de nuestro interés para familias localmente finitas es la siguiente
(Teorema 1.1.11 en [4]).

Teorema 1.32. Si {A;}ses es una familia localmente finita entonces | JscgAy =
USESAS'
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La siguiente definicién generaliza los conceptos de familia localmente finita
y de familia discreta.

Definicion 1.33. Una familia de subconjuntos de un espacio topologico es lla-
mada c-localmente finita (c-discreta) si puede ser representada como la union

numerable de familias localmente finitas (discretas).

Claramente toda familia que es o-discreta, es una familia o-localmente fini-
ta. También, toda familia localmente finita es una familia o-localmente finita, y
toda familia discreta es una familia o-discreta.

Ahora es posible definir una de las clases de mayor relevancia en topologia
general.

Definicion 1.34. Diremos que X es paracompacto si X € 7, y toda cubierta

abierta de X tiene un refinamiento abierto y localmente finito.

La clase de los espacios metrizables queda contenida en la de los espacios
paracompactos. Ver Teorema 5.1.3 en [4].

Teorema 1.35. Todo espacio metrizable es paracompacto.

Para el caso de espacios normales, hablamos de separar dos conjuntos ce-
rrados y ajenos; una pregunta inmediata es si la normalidad nos garantiza poder
separar una cantidad numerable de conjuntos cerrados. Con rumbo a esta idea,
tenemos la siguiente clase de espacios topoldgicos.

Definicion 1.36. Un espacio topolégico X € 1 se dice normal por colecciones
si para toda familia discreta {F;}scs de conjuntos cerrados en X, existe una
familia discreta {Us}ses de conjuntos abiertos en X tal que para todo s € S,
F; C U,

Si X es normal por colecciones, X es normal. Debido a que si tomamos dos
conjuntos cerrados ajenos, digamos F y G, la familia {F,G} es discreta, asi,
existe una familia discreta de conjuntos abiertos {U,V }, y por lo tanto ajena,
que cumpleque FCUyGCV.

Lo dicho anteriormente puede generalizarse de la siguiente forma, Teorema
5.1.17 en [4].
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Teorema 1.37. X es normal por colecciones siy solo si para toda familia discre-
ta de conjuntos cerrados {F;}scs de X, existe una familia {Uy}scs de conjuntos

abiertos en X, ajenos dos a dos, y tal que F; C Us.

Para especificar de manera mas precisa la ubicacion de los espacios paracom-
pactos y los espacios que son normales por colecciones, tenemos el siguiente
teorema. Una prueba puede ser consultada en [4], Teorema 5.1.18.

Teorema 1.38. Todo espacio paracompacto es normal por colecciones.

Resumimos los resultados enunciados en el siguiente diagrama.

Paracompacto —> Normal por colecciones —> Normal

Pasamos a ver dos tipos de espacios topoldgicos que pertenecen a la clase de
los espacios normales.

Definicion 1.39. Un espacio topologico X se dice perfectamente normal si X

es normal y todo conjunto cerrado en X es un conjunto Gg.

Equivalentemente podemos decir que un espacio topoldgico es perfectamen-
te normal si el espacio es normal y todo conjunto abierto en él es un conjunto
F5. Claramente todo espacio métrico es perfectamente normal pues dado un
conjunto G cerrado en X,

G=({reX|dxF) <7}
new
Definicion 1.40. Un espacio X se dice hereditariamente normal si todo sub-

espacio de X es normal.

También, comtinmente, a los espacios que son hereditariamente normales se
les llaman completamente normal. Veamos una caracterizacion para espacios
hereditariamente normales. Una demostracion de tal hecho puede ser consultada
en [4], Teorema 2.1.7.

Teorema 1.41. Para X € 71 son equivalentes las siguientes afirmaciones.
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(i) X es hereditariamente normal.
(ii) Todo subconjunto abierto Y C X es normal.

(iii) Si A,B C X cumplen que ANB =0y ANB = 0, entonces existen dos
conjuntos abiertos U,V C X con la propiedad de que A CU, BCV y
unv =20.

Como consecuencia del Corolario 1.16 y del inciso (ii) en el Teorema 1.41,
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.42. Todo espacio perfectamente normal es hereditariamente nor-

mal.
Recordemos la siguiente clase de espacios topoldgicos.

Definicion 1.43. Una familia numerable de cubiertas abiertas de un espa-
cio X, {#n}ncw, es llamada un desarrollo para el espacio X, si para todo
x € X y toda vecindad U de x existe un niimero natural i tal que st(x,#;) C U.
Cuando X es un espacio regular y posee un desarrollo, decimos que X es un
espacio de Moore.

En otras palabras, una sucesion {#, },c es un desarrollo para X si el con-
junto {st(x,#,) | n € @} forma una base local de x.

Lo que resta del capitulo es con el fin de revisar algunas propiedades de
espacios topoldgicos que son poco conocidos, tales espacios y propiedades seran
fundamentales para el desarrollo de la Seccion 3.2.

Daremos lugar a algunas clases de espacios que serdn puramente auxiliares,
por ello mismo, algunos de los teoremas, proposiciones y demds no se demos-
traran aqui pues se sale del objetivo de este trabajo.

Definicion 1.44. Sean % y V' dos familias de subconjuntos de X. Decimos que
YV es acolchonada en % si existe una funcion T : V' — U, tal que cualquier
subfamilia W C ¥V cumple que J{W |W e #'} CU{T(W) | W e #}.

V es c-acolchonada en %, si V' =\, cq, Vo, donde cada ¥, es acolchonada
en .
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Enelcasoque Z ={Uy |0 €A}y ¥V ={Vy | a € A}, donde T (Vy) = Uy,
decimos que ¥ es acolchonadaen % si | J{Vy |a € A’} C U{Uqy | ¢ € A’} para
todo A’ C A.

El fin de dar el concepto de cubierta acolchonada es que en los espacios

regulares, la propiedad de paracompacidad queda perfectamente caracterizada
en términos de estas cubiertas, dando como resultado opciones alternas cuando
queramos probar que un espacio topolégico sea paracompacto.

Lema 1.45. Sea X un espacio regular. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

(i) X es paracompacto.
(ii) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento acolchonado.

(iii) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto que es G-acol-
chonado.

La demostracion del lema anterior puede consultarse en el Teorema 2.3 en

[2].
Pasamos a otra clase de espacios topoldgicos que generaliza a los espacios
paracompactos.

Definicion 1.46. Un espacio X es subparacompacto si toda cubierta abierta
de X tiene un refinamiento o-discreto y cerrado.

Demos una caracterizacion para espacios subparacompactos, que ocupare-
mos repetidamente para referirnos a esta clase de espacios. La demostracion la
podemos encontrar en Teorema 3.1, en [2].

Teorema 1.47. Sea X un espacio topologico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes.

(1) X es subparacompacto.

(2) Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento c-acolchonado.
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(3) Para toda cubierta abierta % de X, existe una sucesion {¥,}ncqe de refi-

namientos abiertos de %, tal que para cada x € X existe m € ® de forma
que |{V eV, |xeV} =1

Se observa que del inciso (i1) del Lema 1.45 y el inciso (2) del Teorema 1.47,
todo espacio paracompacto es un espacio subparacompacto.

Pasamos con otra clase de espacios, los espacios submetacompactos. Tales
espacios generalizan a los espacios subparacompactos.

Definicion 1.48. Sea % una cubierta abierta para un espacio topologico X.

(i) Decimos que % tiene un O-refinamiento si existe una sucesion {V,}ncw
de refinamientos abiertos de 7 , con la propiedad de que para cada x € X
existe n € @ tal que |{V, € ¥, | x € V,,}| < Ro. En este caso se dice que la

familia {V},}new es un 0-refinamiento de % .

(ii) Un espacio X es submetacompacto si cada cubierta abierta % de X tiene

un 0-refinamiento.

A veces a los espacios submetacompactos también se les llaman espacios
0-refinables.

De acuerdo con el inciso (iii) del Lema 1.45 y el inciso (3) del Teorema 1.47,
todo espacio subparacompacto es un espacio submetacompacto.

De lo visto anteriormente, se tiene el siguiente diagrama.

Paracompacto —> Subparacompacto —> Submetacompacto

Continuando, la clase de los espacios submetacompactos, al igual que los
espacios compactos, es hereditaria a subconjuntos cerrados.

Teorema 1.49. Sea X un espacio submetacompacto. Si Y C X es un conjunto

cerrado, entonces Y es un espacio submetacompacto.

Demostracion. Demos una cubierta 7y de Y por conjuntos abiertos en Y. Para
cada V € 7y existe un conjunto abierto Uy en X tal que Uy NY =V, formamos la



Preliminares 17

familia ¥ ={Uy |V € %y }.Sea % = 7 U{X \ Y }. Note que % es una cubierta
abierta para X, por lo cual existe {¥#}},ceo un O-refinamiento de % . Fijemos
nuestra atencion en la familia { %, |y } .- Es claro que cada 7|y es una cubierta
abierta de Y y refina a #y. Ahora, dadoy €Y existen € wtalque |[{V € ¥, |y €
VH < Xopero {Ve¥, |yeV}H=|{V ey |ye€V}.Porlotanto { %,y }new
es un O-refinamiento de #y, por lo cual Y es submetacompacto. +

Cambiando de tema, pasemos a analizar otra clase de espacios.

Definicion 1.50. Un espacio topoldgico X tiene diagonal G si existe una su-
cesion {9, }new formada por cubiertas abiertas de X tal que para cada x € X,

{x} = Naew st (x,%n)-

Recordemos que en general para un espacio Hausdorff X, si %, es una base
local de un punto x € X, entonces (\gc , B = {x}. Porlo tanto, si X es un espacio
de Moore, donde {#}},ce es un desarrollo para el espacio X, entonces todo
punto x € X cumple que (), 5t (x, #,) = {x}, es decir, X es un espacio con
diagonal Gy. Por lo tanto todo espacio de Moore tiene diagonal G.

Nuestro objetivo ahora es probar el siguiente hecho: en espacios submeta-
compactos tener diagonal G5 equivale a tener diagonal G. Veamos un posible
camino de como llegar a este resultado.

Lema 1.51. Sea Y un subespacio submetacompacto de un espacio X. Dada
una cubierta % de Y por conjuntos abiertos en X, existe una familia { ¥} }nco

de cubiertas de Y por conjuntos abiertos en X con las siguientes propiedades:

(@) {7y }new es un O-refinamiento de U |y y

(b) siV € Upee ¥ existe U € U conV CU.

Demostracion. Por la regularidad de X, para cada y € Y existe un conjunto
abierto W, en X tal que y € Wy, C Wy, C U para algin U € % . Sea # = {W, |
y € Y} y note que # refina a % . Puesto que Y es submetacompacto, existe
{7’ }new un O-refinamiento de # |y. Tomemos n € @ arbitrario; cada V) € ¥/,
cumple que V,, C Wy para algliny’ € Y, y es posible encontrar un conjunto abier-
to ‘7,1 en X con ‘7;1 NY = V/. Definiendo V,, = \7n MW, formamos la cubierta

¥ = {V,}. Por lo tanto tenemos construida la familia { %} },ce-
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Para cada V,, € ¥, V,NY = (Vn NWy)NY =V, es decir, {4y nco =
{¥" 1w }necw y porlo que { ¥, },cq satisface la condicion (a). Ahora, siV € U,cq ¥ns
entonces V = V,,N W, € Wy C U. Por lo tanto {¥}} e satisface la condicién

(b). +
La siguiente proposicion equivale al Lema 2.12 en [6].

Proposicion 1.52. Sean Y un subespacio submetacompacto de un espacio X y
para cada n € ®, %, una coleccion de conjuntos abiertos en X que cubren aY.
Entonces existe una familia { ¥, }nce de cubiertas de Y por conjuntos abiertos
en X tal que para cada puntoy €Y,

(st ) = () st %) € () st %)

ncw ncw ncw

Demostracion. Primeramente, para cada m € @, construyamos recursivamente
una sucesion { %, | n € o} de cubiertas de Y por conjuntos abiertos en X, con
las siguientes propiedades:

(1) {7mnly }new es un O-refinamiento de cada ¥jjly coni <my j <m,y de
cada %y parak <my

(i) siV € Uymew Ymn» para i, j < m existe W € ¥#; tal que V C W; también,
sik <m,existe U € 2, conV CU.

Dado m € w, supongamos que tenemos construida la familia {7}, |k <myn €
o} tal que cada ¥, cumple las condiciones (i) y (ii). Construyamos la sucesién
{ ¥ }tnew de forma que cumpla (i) y (ii). Para ello definamos %, = Ar<n %\
Ni j<m 7ij. Para la cubierta %', existe una sucesién {7, },c» que satisface las
condiciones (a) y (b) del Lema 1.51. Es claro que {7, } ,c satisface lo requerido
y se tiene hecha la construccion.

Procediendo con la prueba, supongamos x € (); jc wm cony €Y. Fije-
mos i y j, sea m > max{i, j}. De la condicion (i), existe un n € o tal que y esta
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s6lo en una cantidad finita de elementos de 77,,. Se tiene que

(Y, Vo) = U {V lyeVyV e ”I/mn} , de la condicidn (if),
C U{W |y € WeonW € %}
ZSt(ya /'//lj)

Entonces para i, j € , x € st(y, %;;). Por lo tanto

() st %) = () st 7))
i,jJE® i,jE®
Del inciso (ii), es claro que (; jcq 5t(y, %ij) € Nyew t(y, %,). Cambiando
de numeracién a {¥;,, | n,m € ®}, obtenemos la familia de cubiertas {7}, },co
requerida. T

Tenemos todos los elementos necesarios para dar una demostracion del ob-
jetivo planteado anteriormente. La prueba puede ser consultada en [6], Teorema
2.11.

Teorema 1.53. Sea X un espacio submetacompacto. X tiene diagonal Gy si'y
solo si tiene diagonal Gg.

Demostracion. La prueba se sigue inmediatamente de la Proposicion 1.52 en
cuyo enunciado hay que tomar ¥ = X. +

Corolario 1.54. Sea X un espacio subparacompacto. X tiene diagonal G si'y
solo si tiene diagonal Gg.

Demostracion. Usando el Teorema 1.53, el resultado es inmediato del hecho
que todo espacio subparacompacto es submetacompacto. +

La siguiente definicion y el teorema posterior son puramente auxiliares.

Definicion 1.55. Un espacio X se dice débilmente [®,,) -refinable si para
toda cubierta abierta % de X, de cardinalidad regular y no numerable, existe
un refinamiento abierto que puede ser expresado como \J{Yy | @ € A} donde
|A| < |%|, ademds, six € X, existe B € A de modo que 0 < |{G € 9p | x € G}| <
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Teorema 1.56. Si X es numerablemente compacto y débilmente [@;,0)"-refina-
ble, entonces X es compacto.

La demostracion del teorema anterior puede consultarse en [2], Teorema 9.2.

Observemos que si tomamos un espacio submetacompacto X, claramente X
satisface la definicion anterior, es decir, X es débilmente [@;,)"-refinable. Este
hecho y el Teorema 1.56 tienen como consecuencia que:

Corolario 1.57. Si X es numerablemente compacto y submetacompacto, enton-

ces X es compacto.



Capitulo 2

Teoremas clasicos de metrizacion

El propdsito de este capitulo es presentar los criterios cldsicos de metriza-
cidn de espacios topoldgicos, por mencionar algunos, los criterios hechos por
Nagata-Smirnov, Bing, Moore entre otros.

Hemos divido el capitulo en dos partes; la Seccién 2.1 para mostrar algunas
de las propiedades de los espacios metrizables, y la Seccion 2.2 que contiene los
teoremas de metrizacion.

2.1. Definiciones y resultados previos

En este breve apartado se presentardn los preliminares de la siguiente sec-
cion. En general, podemos decir que es con el propdsito de estudiar algunas de
las propiedades que poseen los espacios metrizables, siendo estas un punto de
partida para muchos de los criterios de metrizacion pertenecientes a la siguiente
seccion.

Un resultado primordial en la teoria de metrizacion de espacios topoldgicos,
ahora conocido como El Teorema de Stone, corresponde al Teorema 4.4.1 en
[4]; también, una demostracion detallada puede ser consultada en [15], Teorema
2.1.1.

Teorema 2.1 (de Stone). Toda cubierta abierta de un espacio metrizable tiene

un refinamiento abierto que es localmente finito y G-discreto.

21
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Inmediatamente veremos la riqueza, o bien, las consecuencias del Teorema
de Stone, prueba de ello es el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Todo espacio metrizable tiene una base que es G-discreta.

Demostracion. Sea d una métrica para el espacio metrizable X. Para cadan € o,
demos %, un refinamiento abierto o-discreto de la cubierta {B (x, ﬁ) lxeX },
esto estd garantizado por el Teorema (de Stone) 2.1. Claramente |J,,c, %n €5
un refinamiento abierto o-discreto. Para ver que |J,,c,, % €s una base para X
fijamos B(x, €), entonces existe m € o tal que m+r1 < €. Considerando %y (,4.1;
es posible hallar B € %, ) de forma que x € B C B(y, m) para algin
y € X. La prueba se concluye si mostramos que B C B(x, €), pero, es inmediata

ya que dado z € B se tiene que

d(z,x) <d(z,y)+d(y,x) < 2(m1—|— D + 2(m1—i— 0 < E.

.*.

Inmediatamente de la Definicién 1.33, toda familia o-discreta es o-local-
mente finita; por lo que el Teorema 2.2 asevera el siguiente resultado.

Corolario 2.3. Todo espacio metrizable tiene una base G-localmente finita.

La siguiente proposicién nos suministra una condicion suficiente para que
un espacio sea perfectamente normal.

Proposicion 2.4. Todo espacio regular que posee una base c-localmente finita
es perfectamente normal.

Demostracion. Sea X = U, c, Pn, donde cada %, es una familia localmente
finita, una base para un espacio regular X. Tomemos un conjunto abierto W C X
arbitrario. Puesto que X es regular,

(x) para cada x € X existen i(x) € ® y U(x) € %, tales que x € U(x) C

Ux)CW.
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Para cada n sea W, = U{U(x) | i(x) = n}, tenemos definida una sucesion de
conjuntos abiertos {W,},ce tal que cada W,, C %,. De la afirmacién (%), es
claro que W = J,c, Wn ¥, por el Teorema 1.32, W,, C W. X es normal debido al
Lema 1.13; como W = {J,c, W, se sigue que X es perfectamente normal. +

Recordemos que los espacios metrizables cumplen la siguiente propiedad
(Corolario 4.1.11 en [4]).

Proposicion 2.5. Para todo conjunto A en un espacio métrico (X,d) se cumple
que

A={xeX|d(x,A)=0}.

El siguiente lema nos proporciona condiciones necesarias para que un espa-
cio topoldgico sea metrizable (Lema 4.4.6 en [4]).

Lema 2.6. Sea X € 9. Dada {d,},co una familia de pseudométricas sobre el
conjunto X acotadas por 1, de forma que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) dy es una funcion continua en X x X para cada n € o.

(ii) Para todo x € X y todo conjunto cerrado no vacio A C X tal que x ¢ A,
existe un i € @ con d;i(x,A) > 0.

Entonces el espacio X es metrizable y la funcion d definida por

d(x,y) = ) =di(x,y)

1
12!

HMx

es una métrica que genera la topologia de X.

Demostracion. Verifiquemos que la funcion d es una métrica en X.

() Es inmediato que d(x,x) = 0 para todo x € X. Ahora, afirmamos que si
d(x,y) = 0, entonces x = y. Tomemos x # y, puesto que X € .9 se tiene que
x ¢ {y} oy ¢ {x}, sin pérdida de generalidad supongamos que x ¢ {y}. De la
condicion (ii), existe j € @ tal que d; (x,m) > 0. Note que

dj(x7y) = dj(x7 {y}) > dj(x7{y_}) >0
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de donde d(x,y) > 0. Por lo tanto d(x,y) = 0 si y s6lo si x = y.
(-+) No es dificil observar que d(x,y) = d(y,x) para cualesquiera x,y € X.
(..) Se afirma que d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) para cualesquiera x,y,z € X. La
afirmacion se sigue de las siguientes desigualdades, siempre que x,y,z € X,
- - 1
Z i(x,y) SZ 5 i(x,2) +di(z,y)] = d(x,2) +d(z,y).
i=1 1:1
De (-), () y (.".) obtenemos que d es una métrica en X. Para terminar, se
comprobard que la métrica d genera la topologia de X. Probemos que ambos
espacios tienen los mismos conjuntos cerrados, por la Proposicion 2.5, es sufi-
ciente verificar que

(x) d(x,A) =0siy sélosix € A.

(a) Demostremos que si d(x,A) = 0, entonces x € A. En efecto, tomamos
x ¢ A, por la propiedad (ii), existe j € ® tal que d;(x,A) = r > 0. Para cualquier
a € A se cumple que
|
Lo
es decir, 3; < d(x,A). Por lo tanto d(x,A) > d(x,A) > 0
(b) Supongamos que x € A. De la condicion (i) y del Teorema 1.21, la fun-
cién fy : X — R tal que para todo x € X, f;(x) = d(x,A) define una funcién
continua. Se cumple que si x € A, entonces f;(x) € f;(A) C f4(A) = {0}, es
decir, d(x,A) = 0.
De (a) y (b) se tiene probada la afirmacién (x), y por lo tanto, la conclusién

del lema. T

r
di(x,a) 25,

Recordemos que los espacios de Moore, son espacios regulares que poseen
un desarrollo (Definicién 1.43).

Definicion 2.7. Una sucesion de cubiertas abiertas {#;}ncw de un espacio
topologico X es llamada un desarrollo fuerte para el espacio X, si para todo
x € X y cualquier vecindad U de x, es posible hallar una vecindad V del punto
X y un niimero natural i tal que st(V, #;) C U.
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Sin dificultad alguna, podemos apreciar que todo espacio que tenga un desa-
rrollo fuerte, posee también un desarrollo. Es decir, todo espacio regular que
poseen un desarrollo fuerte es un espacio de Moore.

2.2. Criterios de metrizabilidad

El trabajo previo es suficiente para comenzar con la parte medular de es-
te trabajo, mostrar algunos criterios de metrizabilidad de espacios topolégicos,
también llamados criterios de metrizacion de espacios topolégicos. En este ca-
pitulo sélo se presentardn algunos criterios considerados como clasicos, los que
todo estudiante de topologia debe tener en mente.

Existe mds de una forma para presentar estos teoremas con el fin de optimizar
las demostraciones, en nuestro caso, el sendero a seguir es como se hace en [4].

Damos paso al primer criterio de metrizacion llamado Teorema de Metri-
zacion de Nagata-Smirnov, probado por J. Nagata y por J. Smirnov en 1950 y
1951 respectivamente. La prueba es tomada de [4], Teorema 4.4.7.

Teorema 2.8 (de Metrizacién de Nagata-Smirnov). Un espacio topologico es

metrizable siy solo si es regular y tiene una base que es o-localmente finita.

Demostracion. (=) Si X es un espacio metrizable, el Corolario 2.3 afirma que
X tiene una base o-localmente finita.

(<) Supongamos ahora que X es un espacio regular que tiene una base
B = Upcw Pn, donde A, = {Us}scs, es una familia localmente finita. De la
Proposicién 2.4, X es perfectamente normal, es decir, cada conjunto abierto en
X es un conjunto Fs. Como consecuencia del Corolario 1.16, para cada nime-
ro natural n y cada s € S, existe una funcién continua f; : X — [0, 1] tal que
Us = £:1((0,1]). La familia {W;}cs,, donde W, = (U, x X) U (X x Uy), es lo-
calmente finita en el espacio X x X. Note que si (x,y) ¢ W;, entonces x ¢ Uy y
y ¢ Us, por lo que |fs(x) — fs(y)| = 0; del Lema 1.22, para cada niimero natural

n,

gn(x,y) = Z | fs(x) = ()]

sES,
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define una funcién continua g, : X x X — R. Para cada n € o, la funcién

dy(x,y) =min{1,g,(x,y)}

es una pseudométrica en X acotada por 1. Note que la familia {d, },c satisface
la condicién (i) del Lema 2.6. Afirmamos que (i7) también se cumple. En efecto,
para todo x € X y todo conjunto cerrado no vacio A C X tal que x ¢ A, existe
Us € %; (para algin i y algtn s € S;) de forma que x e U y A C (X \ Us); como
fs(x) >0y fs(A) = {0}, y note que d;(x,a) > f;(x) para cada a € A, tenemos
que d;(x,A) > fs(x) > 0. Con esto se tiene probada la afirmacion. Por lo tanto X
satisface las condiciones (i) y (ii) del Lema 2.6, de donde X es metrizable. —}-

El Teorema de metrizaciéon de Nagata-Smirnov y el Teorema 2.2 nos obse-
quian una demostracion para el siguiente criterio de metrizacion: Teorema de
metrizacion de Bing. Este fue probado por R. Bing en el afio de 1951 de forma
independiente a los trabajos de J. Nagata y J. Smirnov.

Teorema 2.9 (de Metrizacion de Bing). Un espacio topoldgico es metrizable si

y solo si es regular y tiene una base o-discreta.

Es el momento de hablar de otro teorema de metrizacion, al igual que el
Teorema 2.9, probado por R. Bing en el afio de 1951; nos referiremos a este
resultado como Criterio de metrizacion de Bing. La demostracion que presen-
tamos fue obtenida de [4], Teorema 5.4.1.

Teorema 2.10 (Criterio de metrizacion de Bing). Un espacio topoldgico es me-

trizable si y solo si es un espacio de Moore y normal por colecciones.

Demostracion. (=) Si X es un espacio metrizable, X es paracompacto (Teo-
rema 1.35), por ello X es normal por colecciones (Teorema 1.38). Para per-
catarse que X es un espacio de Moore, basta definir {#}},co donde #; =
{B(x,5) | x € X }; es claro que la familia {#} },c es un desarrollo para X.

(<) Sea {#,}ncw un desarrollo para el espacio X. Probemos la siguiente
propiedad:

(%) Toda cubierta abierta para X tiene un refinamiento abierto que es o-local-

mente finito.
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Dada una cubierta abierta de X, digamos {Uj}scs, se elige una relacion <
que bien ordene al conjunto S. Definimos

Fpi=X\ |st(X\ U, #)U | J Uy | CU..
s'<s

{F;i| s € S,i € } es una familia formada por conjuntos cerrados, veamos
que ella cubre al espacio X. Efectivamente, dado cualquier x € X, es suficiente
considerar a s(x) como el elemento mas pequefio en S tal que x € Us(x), ast,
x & Uy<s(x) Uy y un niimero natural i(x) tal que st(x, #j(x)) C Uyx). De este
modo, x & st(X \ Uy(y), #j(x))- Por lo tanto x € Fy(y) j(x)-

Para cada i € @, afirmamos que .%; = {F; ; }scs s una familia discreta. Para
ello, elegimos un punto x € X arbitrario. Consideremos la vecindad del punto
en cuestion, U(x) = Uy, N st(x, #;) donde s(x) es elegido como en el parrafo
anterior. Es claro que sit > s(x), U(x) NF,; =0; y sit < s(x), no es posible que
exista algin z € U(x) N F; ;. Por lo tanto, U (x) intersecta a lo mds un elemento
de la familia .%;, a saber, Fy(,) ;. Se tiene que .%; es una familia discreta.

Puesto que X es normal por colecciones, para cada familia .%; es posible
encontrar una familia discreta y abierta {U ; }scs tal que Fy; C Us; C Us. Por lo
tanto, [J{Us,; | i € @,s € S} es un refinamiento abierto o-localmente finito de
{Uy}ses. Asi, se tiene probada la afirmacion (x).

Ahora, de (%), cada cubierta %, tiene un refinamiento abierto %, que es -
localmente finito. Entonces la familia 2 = | J,,c,, %, (claramente c-localmente
finita) es una base para el espacio X, pues de lo contrario seria posible encontrar
un punto y una vecindad, x € U de forma que si B € 4, entonces BN (X \U) # 0.
Pero siempre existe i € o tal que st(x, #;) C U, que en particular nos dice que
podemos encontrar B; € %; tal que x € B; C U (ya que %; cubre a X), lo cual no
es posible.

Entonces X posee una base o-localmente finita, por lo que del Teorema 2.8
( de Metrizacion de Nagata-Smirnov), X es metrizable. T

Sean X un conjunto, & C #(X), y x € X. Usaremos la siguiente notacion:

st?(x, o) = st(st(x, ), o).



28  Criterios de metrizabilidad

En seguida presentaremos el Criterio de metrizacion de Moore, que tiene
una larga historia. La siguiente formulacién y demostracion fueron publicados
por A. H. Stone en 1960 y por A. V. Arhangel’skii en 1961, quienes introdu-
cen el concepto de desarrollo fuerte (Definicion 2.7). De una forma ligeramente
diferente el Teorema fue demostrado por L. R. Moore en el afio de 1935, y de
forma independiente por Morita en 1951.

Nuestra prueba fue extraida de [6], Teorema 1.4; o bien, otra prueba similar
puede consultarse en [4], Teorema 5.4.2.

Teorema 2.11 (de Metrizacion de Moore). Un espacio X € y es metrizable si
y solo si X tiene un desarrollo fuerte.

Demostracion. (=) Definimos una familia de cubiertas abiertas {#; },ce de
X, donde cada W, € #;, tiene didmetro menor que 1/2". Ahora, tomemos un
punto x € X y U un conjunto abierto en X que tenga a x. Para € > 0, tal que
B(x,€) C U, es posible encontrar ny € @ de forma que 1/2"0 < . Definiendo
V = B(x, 2,,0%), se prueba que st(V, #,+1) CU.

(<=) Supongamos ahora que {#; },ce es un desarrollo fuerte para X. Pode-
mos ademads suponer que #,.| refina a #}, para cada n € ®, debido a que si
esto no ocurre se reemplaza #;, por #"', = {Nic, Wi | W; € #;}. Veamos que la
familia {#}, } 1 satisface que para todo x € X, el conjunto {st*(x, #;) | n € @}
es una base local del punto x. En efecto, tomemos x € U arbitrarios, entonces
existen un conjunto abierto Vp y ng € @ tales que x € Vo y st(Vo, #5,) € U; co-
mo x € Vp, nuevamente es posible encontrar un conjunto abierto V; y n; € @ de
forma que x € Vy y st(Vi, #,,) C Vo. Entonces, si tomamos n = max{ng,n; } se
sigue que s7%(x, #;) C U. Del hecho que st(x, #;,) C st?(x, #;), se obtiene que
X € 71 y es regular, por lo tanto es un espacio de Moore.

Para concluir, verifiquemos que X es normal por colecciones. Suponga que
# es una familia discreta de conjuntos cerrados en X. Paracada F € F# yx € F,
sea n, € o tal que st(x, #;, ) no intersecta ningtn elemento de .% salvo F. En-
tonces si x € Fj y y € F, donde Fy # F», tenemos que st (x, #;,.) Nst(y, V/ny) =0.
Definamos entonces Ur = J,cf t(x, #;,). De lo anterior, F C Up, y la familia
{UFr | F € .7} es ajena por pares; del Teorema 1.37, X es normal por coleccio-
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nes, y asi el Teorema 2.10 (Criterio de metrizacion de Bing) nos garantiza que
X es metrizable. +

El siguiente criterio de metrizacion, histéricamente demostrado por Ale-
xandroff y Urysohn en 1923, es el Teorema de metrizacion de Alexandroff-
Urysohn, cuya demostracion puede consultarse en [6], Teorema 1.5 o en [4],
Teorema 5.4.9. La demostracidon, como veremos, se puede obtener como coro-
lario del Teorema 2.11 (de Metrizacién de Moore); cabe resaltar, que la prueba
de Alexandroff y Urysohn del afio 1923 se hizo de forma independiente.

Teorema 2.12 (de Metrizacién de Alexandroff-Urysohn). X es metrizable si
y s6lo si X € Ty y posee un desarrollo {#y}ncw tal que para cualesquiera
Wi, Wa € W1, con Wi NW, #£ O, se tiene que Wi UW, estd contenida en algiin

elemento de W,.

Demostracion. (=) Si X es metrizable, damos #;, = {B(x,5:) | x € X }. Clara-
mente {#; }nce es un desarrollo, y dados Wi, W, € #;,,1, tal que existe algin
x € W "Wy, se prueba que W) UW, C B(x, 2%), note que B(x, zi,,) EW,.

(<) Si {#,}new satisface las condiciones del Teorema, probaremos que
{#;}new es un desarrollo fuerte para X. Note que st?(x, #,11) C st(x,#},).
Ahora, demos x € U con x € X y U un conjunto abierto; por la hipdtesis, existe
no € o tal que st(x,#,,) C U,y si definimos V = st(x, #p,+1), obtenemos que
st(V, Wpny+1), que es igual a st*(x, #pn,+1), estd contenida en st(x, #y,), y por lo
tanto en U. Asi, del Teorema 2.11 (de Metrizacién de Moore) se sigue que X es
metrizable. T

Para concluir esta seccion y el capitulo, se presenta el dltimo de los que he-
mos llamados Teoremas clasicos de metrizacion. El resultado es llamado por
algunos autores Teorema de Alexandroff-Urysohn; se obtiene como una apli-
cacion del Teorema de metrizacion de Alexandroff-Urysohn.

Corolario 2.13 (Teorema de Alexandroff-Urysohn). X es metrizable si y so-
lo si X € 9 y tiene un desarrollo {#;}ncw tal que para cada n, #; 1 es un

refinamiento con estrellas (ver Definicion 1.28) de #j,.
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Demostracion. (=) Si X es metrizable, la familia %, = {B(x, 2%,) lxeX } cum-
ple lo requerido.

(<=) Supongamos que {#; }n,c» cumple las condiciones del Teorema. Si to-
mamos Wi, W, € #,,.1, con Wi "W, # 0, por la hipétesis existe W € #, tal
que st(Wy, #,+1) C W, entonces W; CW y W, C W, de donde W) UW, C W.
Del Teorema 2.12 (de Metrizacion de Alexandroff-Urysohn) se sigue que X es
metrizable. T



Capitulo 3

Espacios métricos generalizados y la
NMSC de Jones

Los espacios métricos generalizados no tienen una definicién especifica, pe-
ro entiéndase que son espacios topoldgicos que poseen muchas de las propie-
dades que caracterizan a los espacios metrizables; por ejemplo, en cualquier es-
pacio métrico: todo subespacio es nuevamente un espacio métrico, el producto
de una cantidad numerable es un espacio métrico, la propiedad de ser compacto
equivale a ser numerablemente compacto, y ser separable es equivalente a tener
una base numerable.

Estudiaremos a los espacios topoldgicos con diagonal Gg, p-espacios, es-
pacios wA, y espacios estratificados. El unico fin de analizar estas clases, es
encontrar condiciones necesarias y suficientes para que un espacio de este tipo
sea metrizable. Las primeras dos secciones son destinadas para ello.

La Seccion 3.3 es con el propdsito de dar un ejemplo de un espacio pseudo-
compacto con diagonal G5 que no es metrizable.

Para finalizar, el la Seccion 3.4 se expone todo lo referente a la conjetura
planteada por F. B. Jones en el afio 1937

¢ Todo espacio normal de Moore es metrizable?

Problema que se mantuvo abierto cerca de cincuenta afios.

31
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3.1. Espacios con diagonal G5

La primer clase que abordaremos es la de los espacios con diagonal Gg,
introducida en la Seccién 1.2, Definicion 1.25. Todas las caracteristicas que pre-
sentaremos son con la finalidad de obtener condiciones necesarias y suficientes
para que un espacio con diagonal G5 sea metrizable.

El primer criterio de metrizacién de este capitulo fue publicado por Sneider
en el afio de 1945. La prueba que presentamos es como la sugiere el Ejercicio
4.2.B en [4], otra prueba puede hallarse en [8], Corolario 3.4.

Teorema 3.1 (de Metrizacién de Sneider). Sea X un espacio compacto. X es
metrizable si y solo si X tiene diagonal Gg.

Demostracion. (=) Sea X es un espacio metrizable. Por el Teorema 1.19 y la
Proposicion 1.26, se sigue que X x X es un espacio perfectamente normal y que
Ay es un conjunto cerrado en X X X; entonces Ay es un conjunto Gg en X x X,
es decir, X tiene diagonal G.

(<) Supongamos ahora que X tiene diagonal Gg. Por el hecho que X es
un espacio compacto y Hausdorff, tenemos que X X X es un espacio compacto
y Hausdorff, y por lo tanto un espacio normal. Del Corolario 1.15, existe una
funcién continua f: X x X — [0,1] con Ay = f~1({0}). Se define d : X x X —
[0,00) tal que para todo elemento (x,y) € X x X

d(x.y) = sup{|f(x2) = fO:2)[}-

Veamos que (X,d) es un espacio métrico. Sean x,y,w € X, las condiciones
d(x,y) = d(y,x) y d(x,x) = 0 claramente se satisfacen. Ahora, si d(x,y) =0,
entonces para todo punto en X, en particular para y, f(x,y) — f(y,y) = 0; pero
como Ay = f~'({0}), se tiene que f(x,y) = 0, de donde (x,y) € Ax, y por lo
tanto, x = y. Finalmente,

d(x,w) +d(w,y) = ilel)gﬂf(x,Z) —fw,2) |} +sup{|f(w2) = (%, 2) ]}

zeX

> sup{|f(x,2) = f(w.2) |+ [f(w:2) = (32}

zeX

= sup{|f(x.2) + f(2)l} = d(x2).
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La demostracion termina si la topologia generada por la métrica d es igual a la
topologia de partida en X. Para esto tomamos la funcién identidad i : X — (X, d)
y probaremos que es un homeomorfismo.

i es continua. En efecto, para xp € X, consideremos B(xg,€) y demos una
funcién auxiliar py, : X — [0,0) tal que py,(x) = d(xo,x). Del Teorema 1.21,
Px, define una funcién continua. Como i~!(B(xo,€)) = B(xo, €), buscamos que
B(x, €) sea un conjunto abierto en X. Lo cual es cierto debido a que B(xg,€) =
{xeX|d(xp,x) <€} = p);)l([O,e)).

Notamos, puesto que X es un espacio compacto y (X,d) es Hausdorff, que
la funcién i es cerrada, y obviamente, biyectiva. Con lo dicho anteriormente, i
es homeomorfismo, y asi la métrica d genera la topologia inicial en X, por tanto
X es metrizable. +

Veamos algunos aspectos interesantes en torno al Teorema 3.1 (de Metri-
zacién de Sneider). Consideremos a un espacio compacto X tal que X x X es
perfectamente normal, entonces claramente X tiene diagonal Gg, y, por el Teo-
rema 3.1 (de Metrizacién de Sneider), X es metrizable. Expresamos lo anterior
en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea X un espacio compacto. X es metrizable siy solo si X X X es
perfectamente normal.

Recordemos que todo espacio perfectamente normal es hereditariamente nor-
mal (Corolario 1.42), lo cual nos lleva a la siguiente cuestion

¢ Todo espacio compacto X con la propiedad de que X X X hereditariamente
normal es metrizable?

La pregunta anterior es planteada por Katétov en su articulo publicado en
1948 ([10]), donde €l menciona que no sabe la respuesta a la cuestion; sin em-
bargo, en su articulo prueba que en un espacio compacto X, si pedimos que
X x X x X sea hereditariamente normal, queda garantizado que X es metrizable.
Nos ocuparemos de mostrar dicho resultado siguiendo la prueba que él mismo
expone. Antes, es necesario el siguiente lema que corresponde al Teorema 1 en
[10].
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Lema 3.3. Sean X, Y dos espacios topologicos con la propiedad de que X XY
es hereditariamente normal. Se cumple que X es perfectamente normal o todos

los subconjuntos numerables de Y son cerrados.

Demostracion. Hagamos la prueba por contradiccion. Supongamos que existe
un conjunto cerrado G C X que no es Gg y un conjunto N C Y, numerable, tal
que y € N\ N. Definamos,

A=GxNyB=(X\G) x{y}.

ComoA=GxNyB=(X\G)x {y}, tenemos quuANB=0yANB = 0;
del inciso (iii) en el Teorema 1.41, garantizamos la existencia de un conjunto
abierto U talque ACU yUNB = 0.

Si N = {yi}icw, para cada y; definimos el conjunto U; = {x € X | (x,y;) € U}.
Cada U; es un conjunto abierto en X, ademds, G C U;, por lo que G & ;g Ui
Entonces es posible tomar ¢ € ((;c, Ui) \ G; (¢,yi) € U para todo i € @, por lo
tanto (c,y) € GN B, lo cual no es posible. +

Teorema 3.4 (de Metrizacién de Katétov). Sea X un espacio compacto. X es

metrizable siy solo si el producto X X X X X es hereditariamente normal.

Demostracion. (=) Si X es metrizable, también lo es X x X x X (Teorema
1.19), y por ende el producto es hereditariamente normal.

(<) Notemos que el caso interesante es cuando X es infinito (pues todo
conjunto finito es metrizable, Teorema 1.20). Ahora, veamos a X X X X X como
(X xX) x X.Del Lema 3.3, (X x X) es perfectamente normal o todo subconjun-
to numerable de X es cerrado. Lo segundo no puede pasar, ya que si {x, }nce C X
es un conjunto numerable e infinito, podemos encontrar conjuntos abiertos Uy
tal que xx € Uy C X \ {X4 } sk, lo cual no es posible debido a que X es compac-
to (Teorema 1.23). Por lo tanto X x X es perfectamente normal, por lo que el
Teorema 3.1 (de Metrizacién de Sneider) asegura que X es metrizable. +

En cuanto a la pregunta de Katétov, podemos comentar que Nyikos en 1977
([13]), bajo MA+—CH, da un ejemplo de un espacio compacto X con X x X
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hereditariamente normal que no es metrizable. En pocas palabras, Nyikos de-
muestra que dentro de ZFC no es posible probar que todo espacio compacto con
cuadrado hereditariamente normal es metrizable.

El Teorema 3.1 (de Metrizacién de Sneider) nos garantiza que espacios to-
polégicos compactos con diagonal Gg son espacios metrizables

; qué tanto podemos debilitar la condicion de compacidad?

Como primer acercamiento a esta cuestion, podremos garantizar que los es-
pacios topolégicos numerablemente compactos y con diagonal G5 son metriza-
bles. Nos ocuparemos en mostrar a fondo este hecho.

Definicion 3.5. Una coleccion de cubiertas abiertas { %, }nco de un espacio X

es una sucesion diagonal G para X si para cada punto x € X se satisface que

{X} = ﬂnewSt(xv Un).
La prueba del siguiente lema fue elaborada como en el Teorema 2.2 en [6].

Lema 3.6. Un espacio X tiene diagonal Gg si y solo si tiene una sucesion
diagonal Gg.

Demostracion. Partiendo de que X tiene una diagonal G 5. Escribamos entonces
Ax = (N,ew Vn con cada V, un conjunto abierto en X x X. Para cada x € X y
cada n € w, elegimos un conjunto abierto U (x,n) en X de manera que U (x,n) X
U(x,n) CV,. Sea %, = {U(x,n) | x € X}. Afirmamos que para cada x € X,
{x} = Nhew st(x,%,). Supongamos que no, entonces es posible encontrar, para
algin xo € X, y € Nyew 5t (X0, %,) con xo # y. Para cada n € @ elegimos z, tal
que {xo,y} € U(n,z,), lo que implica que para cada n € m, (xo,y) € U(n,z,) X
U(n,z,) CV,, es decir, (x9,y) € Nyee Va, ¥ €sto no es posible.

Si {%,}ncw es una sucesion diagonal Gg para X, definamos para cada n,
Vi =Upez, (U xU). Es claro que Ax € (,ce Vi, y si tomamos un punto (x,y) €
Muew Va» €ntonces para cada n € @ existe U, € %, tal que (x,y) € U, X U,, es
decir, para cada n € , y € st(x,%,), por lo que y € (N, St (x,%,) y entonces
y = x, en otras palabras (x,y) € Ax. Por lo tanto Ay = (,,c, Va- T

Presentamos el siguiente criterio de metrizacion, publicado por Chaber en el
afio de 1976. La demostracion es obtenida como en el Teorema 2.14 en [6].
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Teorema 3.7 (de Metrizacién de Chaber). Sea X un espacio numerablemente

compacto. X es metrizable siy solo si X tiene diagonal Gg.

Demostracion. Si X es metrizable, la afirmacion es obvia. Supongamos que X
tiene diagonal Gg. Del Lema 3.6 podemos dar una sucesion diagonal G para
X, digamos {%}, }ncw- Si X es un espacio de Lindel6f, entonces X es compacto,
y del Teorema 3.1 (de Metrizacién de Sneider) se tendria lo deseado. Suponga-
mos entonces que existe una cubierta abierta 7" de X que no tiene subcubiertas
numerables. Recursivamente, para cada o¢ < @j, se escogen un punto xq € X' y
un nimero entero m(®) € ® con las siguientes propiedades:

(1) Xqg €X \ Uﬁ<a St(xlg,%m(ﬁ));
(2) ¥ no tiene subcubierta numerable para X \ Ug<q 5t (Xg, %) )-

Para @ = 0, escogemos cualquier punto xo € X. Si no existiera m(0) € o tal que
se cumpla la condicién (2), entonces para cada n € @ podriamos encontrar ¥, C
¥ numerable y que cubre a X \ st(xg,%,). La familia |, ., ¥, es numerable y
cubre al conjunto (J,,. (X \ st(x0,%,)). Como

U (X \ st(x0, %)) =X \ ﬂ st(xo, %) = X \ {x0},
n<w n<w
estarfamos encontrando una subcubierta numerable de ¥ para X. Por lo tanto
podemos encontrar m(0) €  que satisfaga la condicion (2).
Supongamos que para 3 < «, tenemos construidos {xg | B < a} y {m(B) |
B < a} que satisfacen las condiciones (1) y (2). Para escoger xo y m(), pri-
mero demostraremos lo siguiente:

(%) ¥ no tiene subcubierta numerable para X \ Ug.q 5t (Xg, %) )-

Supongamos que la afirmacién (x) es falsa, es decir, existe #° C ¥ numerable
y que cubre X \ Ug<q St(xXg, %u(p))- Entonces {st(xg, %yp)) : B < o} U es
una cubierta numerable para X y, puesto que X es numerablemente compacto,
existe una subcubierta finita .% para X. Sea 9§ el ordinal mas grande, menor que
@, tal que st(x5, %nu(s)) € 7, entonces # cubre X \ Ug<s st(xg, %y(p))- Esto
entra en contradiccion con (2), y por lo tanto (%) queda probado.
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Elegimos xo € X \ Up<o 5t(Xg, Zn(p)), si no existiera m(a) € @ que satis-
faga (2), para cada n € @ tomamos una subcubierta numerable %, C 7 para
X\ Up<qst(xg, %,). Note que la familia |, ¥, es numerable y cubre al con-
junto Uy« (X \ Up<q st(xg,%y)). Haciendo los siguientes cdlculos

U <X\ U st(xﬁ,%))

n<m B<a

- Uw (x\ [ U sty U_st(xog,%n)])

= | (X\ U st(xﬁ,?/n)> N lX\ N Sl‘(x(x,%n):|
Ln<w B<a - new

= | U (x\ U stlep. ) | 0\ {ra
Ln<w B<a -

se tiene que U, ¥» debe cubrir a X \ Ug ¢ 5t (x5, %n(p))» €t0 no es posible
debido a la afirmacion (x). Ahora la construccién estd completa.

Para concluir: tenemos construida una funcién m : w; — @, por lo que @, =
Unew™m ' (n) y entonces debe existir ny € @ tal que |m~'(ng)| > X¢. Sea A =
m~1(ng). Notar que el conjunto {xq | @ € A} es no numerable, ademds, de la
condicién (1), para cada U € %, se tiene que |{xq | ¢ €A} NU| < 1, por lo que
{xq | @ € A} es un subconjunto discreto y cerrado en X. Esto contradice a que
X sea numerablemente compacto. +

Al igual que en el Teorema 3.1 (de Metrizacion de Sneider), en el Teorema
3.4 (de Metrizacion de Katétov) podemos debilitar la condicién de compacidad
por la de compacidad numerable.

Corolario 3.8. Sea X numerablemente compacto. X es metrizable si y solo si

X X X X X es hereditariamente normal.

Demostracion. Si X x X x X es hereditariamente normal, X x X es perfecta-
mente normal o todo subconjunto numerable de X es cerrado. Al igual que en el
Teorema 3.4 (de Metrizacion de Katétov), X es finito o es posible construir un
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conjunto numerable que no sea cerrado; por ello X x X es perfectamente normal.
Por el Teorema 3.7 (de Metrizacién de Chaber), X es metrizable. T

3.2. p-espacios, espacios wA y espacios estratificados

Ahora es el turno de hablar de las tres clases de espacios que forman el titulo
de esta seccion. Se abarcaran estas tres clases juntas debido a que los criterios
de metrizacion que mostraremos dependen indispensablemente de cada clase.
Recordamos que en esta parte serdn ocupados ampliamente los resultados que
hemos introducido en la Seccién 1.3.

Comenzamos con un tratado detallado de los espacios estratificados.

Definicion 3.9. Sea .% la familia de todos los subconjuntos cerrados en un
espacio topoldgico (X, 7). Diremos que X es semi-estratificado si existe una

funcion G : @ x % — 7T con las siguientes propiedades:

(a) paratodon € o, HC G(n,H);

(b) H = co Gn, H) ¥

(¢) para cadan € o, HC K implica que G(n,H) C G(n,K).
Si ademads

(d) H=\pece G(n,H), entonces decimos que X es estratificado.

Observemos que en la definicion anterior, podemos adicionar la condicion:
() G(n+1,H) C G(n,H), para cada n € w;

si no fuera el caso, definimos G'(n,H) = (;<, G(i,H), asi, claramente G’
cumple las condiciones (a), (b), (c) y (e). Para la condicién (d), es claro que

H C,ee G (n,H), pero también

(G (nH)C ) (ﬂG(n,H)> = () G(n,H)=H.

new new “i<n new
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De la condicién (b), se obtiene que la clase de los espacios semi-estratifica-
dos esta contenida en la de los espacios perfectamente normales.
También, si (X,d) es un espacio métrico, es suficiente considerar a

G(n,H)={xeX |d(x,H) < 5},

para percatarse que X es un espacio estratificado.

Por dltimo, notemos que todo espacio de Moore es semi-estratificado. En
efecto, si X tiene un desarrollo {%, } ,cw, basta tomar G(n,H) = st(H,%,). Evi-
dentemente G cumple las condiciones (a) y (c¢) de la Definicién 3.9. Para la
condicién (b) se necesita argumentar un poco mas. Si x € (e, G(n,H), pa-
ra todo n tenemos que x € st(H,%,), luego, existe U, € %, tal que x € U,
y existe y, € U, N H; entonces y, € st(x,%,) para cada n € @, puesto que
CH=H.

ncw —

{st(x,%,) | n € @} forma una base para x, se sigue que x € {y,}
Por lo tanto, (e, G(n,H) C H, y G cumple la condicién (b).
Se tiene el siguiente diagrama.

Moore —> Semi-estratificado —> Perfectamente normal

Cuando pensamos en los conjuntos cerrados de un espacio topoldgico, pen-
samos en conjuntos abiertos a la vez. Por ello no es complicado pensar a los
espacios estratificados como sigue.

Proposicion 3.10. Un espacio topolégico (X, ) es estratificado si y sélo existe
una funcion W : @ X T — T que satisface las siguientes condiciones:

(i) paratodon € o, W(n,U) CU;
(i) U=UpeoW(n,U)y
(iii) para cadan € o, U CV implica que W (n,U) C W (n,V).

Demostracion. (=) Sea G una funcién que satisfaga las propiedades (a)-(e) de
la Definici6n 3.9. Para cada (n,U) € @ X 7, denotemos H = X \ U y definamos

W(n,U) =X\ G(n,H). Mostremos que W satisface (i), (if), (iii).
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Condicién (7). Es claro que W (n,U) C X \ G(n,H). Ahora, como G(n,H) es
un conjunto abierto, se tiene que X \ G(n,H) = X \ G(n,H) y, de la condicién

(a), X\ G(n,H) C X \ H, pero note que X \ H = U. Por lo tanto W (n,U) C U.
Condicion (ii). Observemos que

JWLv) = U X\GoH) = x\ () Gl H) ),

ncw ncw ncw
de la condicidn (d), lo anterior es igual a X \ H y que es igual a U. Por lo tanto
U= UnewW(an)'

Condicién (iii). Sea n € ®. Supongamos que U CV, luego X \V C H; de la
condicién (¢), G(n,X \ V) C G(n,H), de donde X \ G(n,H) C X\ G(n,X\ V),
es decir, W(n,U) C W(n,V).

Por lo tanto la funcién W es la requerida; ademds, de la condicion (e), obte-
nemos que W(n,U) CW(n+ 1,U).

(<) Sea W que satisface (i), (ii) y (iii). Para cada n € @ y cada subconjun-
to cerrado H, denotemos U = X \ H y definimos G(n,H) = X \ W(n,U). Es
suficiente ver que G cumple (a), (c) y (d).

Inciso (a). Dado n € ®, de (i), W(n,U) C U, luego H C X \W(n,U), y X \
W(n,U) = G(n,H).

Inciso (c¢). Analogo a la prueba de (iii).

Inciso (d). Es claro que ﬂnewm C ﬂnewm. Para probar que
Muco G(n,H) CNyew X \W(n,U) note que como W (n,U) es un conjunto abier-
to, la contencién se sigue del hecho que

A X\Wn,U)= N X\WnU)=Xx\|JWHU)=X\U.

new necw new

.*.

La Proposicion 3.10 nos da condiciones necesarias y suficientes para que un
espacio sea estratificados. La siguiente proposicidn es una caracterizacion para
espacios semi-estratificados(Teorema 5.8 en [6]).

Proposicion 3.11. Un espacio topolégico (X, T) es semi-estratificado si y sélo

si existe una funcion g : @ X X — T con las siguientes caracteristicas:
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() Micog(n,x) ={x};
(-+) siparatodon € w,y € g(n,x,), entonces x, — y.
Mas aiin, si X es estratificado podemos obtener

(..) siy ¢ H, donde H es un conjunto cerrado, entonces existe no € ® tal que

y ¢ U{g(no,x) | x€ H}.

Demostracion. (=) Para cada (n,x) € o x X, sea g(n,x) = G(n,{x}), donde G
satisface la Definicion 3.9. Mostremos que la funcion g satisface lo requerido.
Por el momento, es claro que g satisface (-).

g satisface (--). Supongamos que y € g(n,x,) para cada n, pero que x, - y.
Entonces existe A C o, infinito, tal que y ¢ m De la condicion (b),
y & G(mo,{x, | n € A}) para algiin my € ®. Escojamos n € A, con n > my. De
la condicién (e), y ¢ G(n,{x, | n €A}); pero y € g(n,x,), g(n,x,) = G(n, {x,})
y, de la condicién (¢), G(n,{x,}) € G(n,{x, | n € A}), lo cual es una contradic-
cion.

Finalmente comprobemos que g cumple (.°.). Asumimos que y no pertenece a
un conjunto cerrado H. De la condicién (d), y ¢ W para algin m € . Pero
de (¢), Uyery G(n,{x}) € G(n,H), lo cual implica que y ¢ U{g(n,x) | x € H}.

(<=) Es natural definir G(n,H) = J,cy g(n,x) para cada n € ® y cada sub-

conjunto cerrado H en X. Veamos que G cumple lo requerido en la Definicién
3.9. Claramente se tienen las condiciones (a) y (c). Para (b), si tomamos un pun-
toy € (e G(n, H), entonces para todo n € @ existe x,, € H tal que y € g(n,x,).
De (-+), x, — y y puesto que H es un conjunto cerrado, se tiene que y € H. Por lo
que (e G(n,H) C H, y es claro que H C (¢, G(n,H). De la condicién (.".),
es inmediato que G cumple (d), y se tiene la prueba completa. +

Como ya habiamos mencionado, todo espacio métrico es un espacio estrati-
ficado. El siguiente teorema muestra que, al igual que en los espacios métricos,
las clases de los espacios estratificados y semi-estratificados son hereditarias y
se conservan bajo productos numerables. (Teorema 5.10 y Teorema 5.7 en [6]
respectivamente).
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Teorema 3.12. Las clases de los espacios estratificados y semi-estratificados

son hereditarias y cerradas bajo productos a lo mds numerables.

Demostracion. Para ver que las clases son hereditarias, basta restringir la fun-
cion g introducida en la Proposicion 3.11 al subespacio en cuestion.

Ahora, demos una coleccidn de espacios topoldgicos estratificados (semi-es-
tratificados) {X; }ice. Denote X = [],c, X- Para cada i € o, es posible encontrar
gi 1 @ X X; — T; que satisface las condiciones de la Proposicién 3.11. Seann € @
y x = {xn} € [Thcw Xn, definimos g : @ x X — T como

g(n,x) = Hg(n,x,-) X HXi'
i<n i>n
Sin problemas g satisface las condiciones (-) y (--) de la Proposicion 3.11. Res-
ta verificar que g satisface (..). Para ello tomemos un conjunto cerrado H en
X yunpuntoy={y,} € H,luegoy € Uy X Up X ... X Uy X [[t=n Xx € X \ H,
donde cada U; es un conjunto abierto en X;. Para cada i € {1,2,...,n} deno-

temos H; = X; \ U;. Como y; ¢ H;, existe m; € o tal que y; ¢ Uyep, 8i(mi,x).
Tomemos m = max{mj,my,...,my,}. No olvidemos que podemos suponer que
g(n+1,x) C g(n,x), por lo que y; & U,ep, &i(m, x). Para cada i € @, denotemos

Vi=X\ | gi(m,x);
X€H;

es inmediato que V; C U;. Entonces V| X Vo X ... X V; X [[}~, Xk €s un conjunto
abierto que tiene a y y cuya interseccion con |J{g(m,x) | x € H} es vacia. +

Se desea ubicar en donde viven los espacios estratificados. El siguiente teo-
rema nos da una parte de la solucién (Teorema 5.7 en [6]).

Teorema 3.13. Todo espacio estratificado es paracompacto.

Demostracion. Sean 7/ una cubierta abierta de un espacio estratificado X y W
una funcién que cumple las condiciones de la Proposicién 3.10. Fijamos n €
y formemos la familia %, = {W(no,U) | U € % }. La coleccién %, tiene la
siguiente caracteristica: cada vez que tomemos %' C % ; para cada U’ € %' se
tiene que W (no,U") C W (no,|J%), entonces

W (0,0 [V € 27}y S W (o, J2),
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pero W(no,U%") C U, por lo tanto se cumple que

Uwmo,u") (U e’y C\ '

Lo anterior significa que .%, es acolchonada en 7. Si .# = |J,,c(, -%n, €n-
tonces es claro que .% es un refinamiento o-acolchonado de %, lo cual, del
Teorema 1.45, equivale a que X sea paracompacto. T

El teorema anterior deja ubicada a la clase de espacios estratificados. Ahora,
hagamos lo mismo para los espacios semi-estratificados. Para ello es el siguiente
teorema (Teorema 5.11 en [6]).

Teorema 3.14. Si X es semi-estratificado, entonces X es subparacompacto y
tiene diagonal G3.

Demostracion. Basta probar que X es subparacompacto pues si X es semi-
estratificado y subparacompacto, del Teorema 3.12 X X X es semi-estratificado,
entonces X X X es perfectamente normal, y asi, X tiene diagonal Gg. Ahora, s1 X
es subparacompacto con diagonal G, entonces X tiene diagonal G5 (Corolario
1.54).

Demostremos que X es un espacio subparacompacto, es decir, se probara
que toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento ¢-discreto y cerrado. Sea
7 una cubierta abierta de X bien ordenada por la relacién <. Puesto que X es
semi-estratificado, tomamos una funcién g que satisface las condiciones (-) y
(-+) de la Proposicioén 3.11. Paracada U € % y n € o, sea

U =0\ (U ez |0 <up) u (UGsen [y 2 U3Y) |-

Denotemos por %, ={U, |U € % }. Sea ¥ = J,,cr, Fn- Veamos que .% cubre
a X. Fijemos x € X y sea U(x) el <-primer elemento de %/ que contiene a x.
Si para cada n € @ existiera y, € X \ U(x) tal que x € g(n,y,), de la condicién
(--), y» — x, lo cual no es posible. Por lo tanto, podemos decir que existe m € @
tal que x ¢ U{g(m,y) | y € X\ U(x)}. Lo dicho anteriormente significa que x €
U (x)m, y por lo tanto .% cubre a X. Ademas, es claro que .% refina a % .
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Completemos la prueba mostrando que cada .%, es una familia discreta. Fije-
mos n'y demos x € X. Sea U (x) como en el parrafo anterior. Si U (x) < U, enton-
ces U(x) NU, = 0. También, siempre que U < U (x), se tiene que g(n,x) U, =
0. Entonces g(n,x) NU (x), vecindad de x, intersecta en a lo mas un elemento de
Fn, a saber, U(x),. Por lo tanto, .%, es una familia discreta. +

Tenemos los siguientes diagramas.

Metrizable —> Estratificado — Paracompacto

Metrizable —- Semi-estratificado —- Subparacompacto

Aqui termina el andlisis de la clase de los espacios estratificados. Ahora,
pasamos a las clases de los espacios wA y p-espacios. Nos interesa ampliamente
mostrar que en todo espacio submetacompacto, las definiciones wA y p-espacios
son equivalentes.

Definicion 3.15. Decimos que un espacio topologico X es un espacio wA si
existe una familia {9, }nco de cubiertas abiertas de X tal que para todo x € X,
si xp € st(x,9,) para cada n € @, entonces la sucesion {x, | n € ®} tiene un

punto limite en X.

El punto limite referido en la definicidn anterior no necesariamente tiene que
ser el mismo x. Analicemos el caso cuando x es el punto limite de la sucesion
{x, | n € w}; entonces el conjunto {st(x,¥,) | n € w} formara una base local
para x (dado cualquier punto x € X y cualquier conjunto abierto U tal que x € U,
no es posible que para todo n € w exista x, € st(x,%,) \ U), lo cual dirfa que la
familia {¥,},c, forma un desarrollo para X.

El parrafo anterior nos dice que los espacios que poseen un desarrollo son
espacios wA. También, todos los espacios numerablemente compactos son es-
pacios wA, basta tomar ¢, = {X} ya que toda sucesién en un espacio numera-
blemente compacto tiene un punto limite (Teorema 1.23).

Se tiene el siguiente diagrama.
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Moore —> espacio wA <= Numerablemente compacto

Lo que nos interesa en esta parte es caracterizar los espacios de Moore en
términos de espacios wA. Para ello es necesario el siguiente resultado, Lema 3.2
en [6].

Lema 3.16. Supongamos que {U,},cq es una sucesion decreciente de conjun-
tos abiertos tal que N, Un = Nyew Un ¥ que siempre que x, € Uy, la sucesion
{xy 1 n € w} tiene un punto limite. Entonces {U,},cq es una base para el con-
Jjunto (,,ce Un, es decir, todo conjunto abierto que contenga a (\,c, Un contiene
algiin U,.

Demostracion. Supongamos que {U, },c satisface las hipétesis del lema pe-
ro no la conclusién. Entonces podemos encontrar un conjunto abierto V que
contenga a (e, Uns y puntos x,, € U, \ V para cada n. Puesto que {U, },cq €8
decreciente, cualquier punto limite de la sucesion {x, : n € @} debe pertenecer
a Nyew Uns 10 cual no es posible ya que (), Un C V. Por lo que la sucesion
{x, : n € ®} no tiene puntos limites, y esto es una contradiccion. T

Con el teorema siguiente, dejamos caracterizados a los espacios de Moore
(Teorema 3.3 en [6]).

Teorema 3.17. X es un espacio de Moore si y solo si es un espacio wA con

diagonal Gy.

Demostracion. Ya hemos mencionado que un espacio que posee un desarrollo
tiene diagonal G5 y ademds es un espacio wA. Ahora, si X es un espacio wA con
diagonal G%, de la Proposicidn 1.30, es posible hallar una sucesion de cubiertas
abiertas { %, }nco que cumple la Definicién 3.15 y la Definicién 1.50. Ademas,
podemos suponer que %, refina a %, para cada n € @.

Dado x € X; la familia {st(x,%},) }nce €s una sucesion decreciente de con-
juntos abiertos, y (g 5 (X, %) = {x}. Del Lema 3.16, {st(x,%,) }nce €s una
base para el conjunto (¢, 5t (X, %) = {x}, es decir, {Z%, }ncw es un desarrollo
para X. T
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Es el turno de los p-espacios, tal clase fue introducida por A. Arhangel’skii
en [1].

Definicion 3.18. Un espacio topologico X es un p-espacio si existe una familia
{ U} new de cubiertas de X por conjuntos abiertos en BX, tal que cada x € X
cumple que (,cq St(xX, %) C X.

La demostracion del siguiente teorema se encuentra detalladamente en [3],
Teorema 3.2.

Teorema 3.19. La clase de los p-espacios contiene a todos los espacios que

son:
(a) métricos y
(b) localmente compactos.

La necesidad de introducir a los p-espacios es que podremos identificarlos
con los espacios wA siempre y cuando el espacio ambiente sea submetacompac-
to. Se demostrara este hecho, la prueba la hemos dividido en las siguientes dos
proposiciones.

Proposicion 3.20. Sea X submetacompacto. Si X es un p-espacio, entonces X

es un espacio wA.

Demostracion. Sea { %, }nce una sucesion que satisface la Definicion 3.18 y
ademas %, refina a %), para cada n € @. De la Proposicién 1.52, existe una
familia { ¥}, },ce de cubiertas de X por conjuntos abiertos en BX tal que si x € X,

implica que ,,cq St (X, 7n) = Nhew 5t (X, ¥n), ademas
st(x,7,) C ﬂ st(x, %,) C X.
ncw
Afirmamos que {%}|x }new cumple la Definicién 3.15. En efecto, denotemos
—_—X
Cy= ﬂ st(x, Ynlx)
ncw

Se tienen las siguientes propiedades.
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(1) Se cumple que:

Cy = ﬂ st(x, )y ﬂ st(x, V) = ﬂ st(x, Vnlx),
ncw necw ncw
y por lo tanto, Cy = (), St (%, ¥n|x). Las igualdades anteriores no presentan
dificultad alguna, basta tener presente que (,cq 57 (X, 7n) C X.

(2) C; es un conjunto compacto en X. Es consecuencia de que el subconjunto
Mucw St (x, %) C X es cerrado en BX.

(3) El conjunto {sz(x,#;|x) | n € ®} es una base para C;. Esto es consecuen-
cia de que, del Lema 3.16, {st(x, %) | n € @} forma una base para el conjunto
Nacw st (x, 7). y del hecho que Mg 5t (X, 72) = Nyew 5t (X, Yalx).

Ahora, sea x, € st(x,¥,|x) para cada n. Si {x, | n € ®} no tuviera puntos
limites, en particular, a cada z € Cy le podemos asociar una vecindad, U, de z tal
que U, N{x, | n € o} \ {z} = 0. Del inciso (2), tenemos que C, C |JiI=k U, con
z; € Cy. Luego, del inciso (3), existe ny € @ con la propiedad de que st (x, #;,) C
Ufi’é U, 1o cual no es posible debido a que st(x,7,,) contiene una cantidad
infinita de puntos del conjunto {x, | n € @}. Por lo tanto la familia {7} |x }ncw
cumple la Definicién 3.15, es decir, X es un espacio wA. T

Proposicion 3.21. Sea X submetacompacto. Si X es un espacio wA, entonces

X es un p-espacio.

Demostracion. Sean X un espacio wA 'y {%),}nceo una sucesion que satisfa-
ce la Definicion 3.15. De la Proposicion 1.52, podemos encontrar una familia
{71 }new de cubiertas abiertas de X tal que si x € X, entonces

ﬂ st(x, V) = ﬂ st(x, V) C ﬂ st(x, %), (3.1)
necw ncw ncw
y ademas, supongamos que ¥, refina a 7. Para cada n € @, denotemos
Cy= ﬂ st(x, 7).
new

Por la Ecuacién 3.1, podemos aplicar el Lema 3.16 a la familia {7} },ce; se
obtiene la siguiente propiedad:
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(-) La familia {st(x,”,) | n € ®} es una base para el conjunto C,.

Por otro lado, de acuerdo con el Teorema 1.49, C, es submetacompacto, y
claramente es numerablemente compacto, por lo tanto, el Corolario 1.57 esta-
blece que:

(-+) Cy es compacto.

Continuando con la prueba, para cada V € %, Wy es un conjunto abierto
en BX tal que Wy NX =V.Sea #,, = {Wy |V € ¥,}. Probemos que la familia
{#} }new satisface la Definicion 3.18. Claramente cada %, cubre al conjunto X.
Resta ver que para cada x € X, (,cq 5t (x, #,) C X, mas atin, demostremos que
para todo x € X

ﬂ st(x, #,)" CCy.
ncw
Supongamos lo contrario, es decir, que podemos encontrar x € X y y € BX tales
——BX
que y € Nyew Stx, %)ﬁ pero y ¢ Cy. Del inciso (-+), C, es un conjunto cerrado
en BX y, puesto que BX es normal, existe un conjunto abierto W en X tal que
yeWy WPX ¢, = 0. Del inciso (-), existe m €  tal que whX Nst(x, V) =0,

de donde W Nist(x, “//m)ﬁx = (. Pero del Teorema 1.17,

—BX

st(x, W) = st(x, W) x> = st(x, “//m)ﬁx,

. ——~PX .y .
lo cual dirfa que y ¢ st(x, %)ﬁ , que es una contradiccién. Lo anterior prueba
- BX .
que (e St (X, %)B C C,. Por lo tanto X es un p-espacio. T

Lo probado en las Proposiciones 3.20 y 3.21 tiene como consecuencia lo
siguiente (Teorema 3.19 en [6]).

Teorema 3.22. Para un espacio submetacompacto X, las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes:
(1) X es un p-espacio;

(2) X es un espacio wA.
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Con el Teorema 3.22 hemos cumplido uno de los principales objetivos plan-
teados. Antes de pasar a los teoremas de metrizacion pertenecientes a esta sec-
cidn, es necesario el siguiente lema.

Lema 3.23. Un espacio topologico X es de Moore si y solo si X es semi-
estratificado y es un espacio wA o un p-espacio.

Demostracion. (=) Si X es de Moore, X es semi-estratificado y es un espacio
WA.

(<) Si X es semi-estratificado, entonces X es subparacompacto y tiene dia-
gonal G (Teorema 3.14), luego X es submetacompacto con diagonal G. En
espacios submetacompactos p-espacio equivale a ser un espacio wA (Teorema
3.22), entonces X es un un espacio wA con diagonal G%, por lo que X es un
espacio de Moore (Teorema 3.17). T

Con lo anterior tenemos todos los elementos necesarios para dar el siguiente

criterio de metrizacién (Corolario 5.12 en [6]).

Teorema 3.24. Un espacio X es metrizable si y solo si X es estratificado y es un
espacio wA o un p-espacio.

Demostracion. La parte “sOlo si” es obvia. Ahora, si X es estratificado y es un
espacio wA o un p-espacio, del Lema 3.23, X es un espacio de Moore y estra-
tificado, entonces X es un espacio de Moore y paracompacto (Teorema 3.13);
por el Teorema 1.38, X es un espacio de Moore y normal por colecciones, por
lo tanto, el Criterio de metrizacion de Bing (Teorema 2.10) asegura que X es
metrizable. +

Veamos la riqueza del Teorema 3.24.

Corolario 3.25. Sea X es un espacio localmente compacto. X es metrizable si

y solo si X es estratificado.

Demostracion. Si X es estratificado y localmente compacto, entonces el Teore-
ma 3.19 dice que X es estratificado y es un p-espacio, por lo que X es metriza-
ble. +
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Corolario 3.26. Sea X es un espacio numerablemente compacto. X es metriza-

ble siy solo si X es estratificado.

Demostracion. Si X es estratificado y numerablemente compacto, entonces X
es un espacio estratificado y wA, luego X es metrizable. +

Es inmediato que

Corolario 3.27. Un espacio X es metrizable siy solo si X es estratificado y un

espacio wA.

Corolario 3.28. Un espacio X es metrizable si 'y sélo si X es estratificado y un
p-espacio.

3.3. Espacio de Mrowka

Como se vio en el Teorema 3.1 (de Metrizacién de Sneider) y en el Teore-
ma 3.7 (de Metrizacion de Chaber), los espacios compactos y los espacios nu-
merablemente compactos que poseen diagonal G5 son metrizables. Queremos
ampliar nuestros horizontes; sabemos que todo espacio numerablemente com-
pacto es pseudocompacto (Teorema 1.24), por ello, deseariamos que un espacio
pseudocompacto con diagonal G5 sea metrizable. Pero no, y para convencernos
daremos un ejemplo de un espacio pseudocompacto con diagonal G5 que no es
metrizable.

Recordemos que para un conjunto A y un nimero cardinal x

[A]*={BCA||B|=x}y[A]"" ={BCA||B] <«}.

Definicién 3.29. Sea o7 C [0]X0. o es casi ajena si < es infinita y para todo
A,B € o diferentes, |[ANB| < X.

(Existirdn estas familias?

Proposicion 3.30. Existe una familia casi ajena y de cardinalidad ¢ (aqui ¢
denota la cardinalidad de los niimeros reales).
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Demostracion. Es suficiente construir la familia o7 en [Q]*0. Para todo nimero
r € R\ Q, escogemos una sucesion inyectiva A, en Q convergente a r. Definamos
la familia & = {A, | r ¢ R\ Q}, & C [Q]¥0, y es claro que &7 es casi ajena. +

Una vez demostrada la existencia de familias casi ajenas, nos preguntamos
si podremos encontrar una familia casi ajena maximal con respecto a la relacion
C.

Teorema 3.31. Toda familia casi ajena estd contenida en una familia casi ajena

maximal.

Demostracion. Sea.F = {% C [@w]¥0| % es una familia casi ajena}. Por la Pro-
posicion 3.30 .# # 0, y es claro que .# es una familia de caracter finito (ver
Definicion 1.1); por el Teorema 1.2, .# tiene un elemento C-maximal. T

Para referirnos a las familias casi ajenas maximales usaremos la sigla MAD
(maximal almost disjoint).

A lo largo de esta seccion usaremos la siguiente notacion: para dos conjuntos
AyF

B(A,F) = {A}U(A\F).

Dada una familia casi ajena <7, definimos el espacio topoldgico W(.<7) como
sigue:
Y (/)= (wU,14), donde 74 es la topologia generada por la base

B={{n)|ncwlU{BA,F)|AcdyF e |o]<¥0.

Vemos algunas propiedades del espacio topoldgico W(.<7), a menudo llama-
do espacio de Mroéwka, debido a su creador S. Mrowka en [12].

Proposicion 3.32. Sea o/ una familia casi ajena. Se tienen las siguientes pro-
piedades:

(a) W() no es segundo numerable y

(b) ® es un subconjunto denso en W(<7), es decir, W (/) es un espacio sepa-

rable.
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Demostracion. Para la parte (a) basta notar que para cada A € o7, B(A,F) es
un conjunto abierto en W(<7) tal que B(A,F)N .o/ = {A}, es decir, &7 es un
subespacio no numerable y discreto en el espacio de Mréwka. La parte (b) se
sigue de que cualquier conjunto abierto en W(.o7) tiene interseccion no vacia con
, en otras palabras, @ es un subconjunto denso en en el espacio de Mréwka.

.*.

Corolario 3.33. Si o/ es una familia casi ajena, entonces ¥(</) no es un
espacio metrizable.

Demostracion. V(<) no puede ser metrizable ya que tal espacio es separable y,
el Teorema 1.18 dirfa entonces que W(.<7) es segundo numerable contradiciendo
lo probado en la Proposicion 3.32. T

Pasemos a ver que W(.«) es un espacio pseudocompacto, lo cual requiere
algunos resultados previos.
La siguiente proposicion caracteriza a las familias casi ajenas maximales.

Proposicién 3.34. La familia o/ es MAD si'y solo si para todo B € (@] X0 existe
A € o tal que |BNA| = Xy

Demostracion. (=) Supongamos que existe B € [@] 0 tal que para todo A € o7,
IBNA| < Xo; entonces la familia o7’ = o7 U{B} es casi ajena y esto contradice
la maximalidad de <7

(<) Supongamos que existe una familia casi ajena ./’ tal que &/ C &',
Tomamos B € 7'\ o7, para tal B existe A € o/ tal que |[BNA| = X, entonces
27’ no es casi ajena. Por lo tanto <7 es MAD. +

Corolario 3.35. Sea <7 una familia MAD. Se cumple que para todo B € [®] 0

existe C C B tal que |C| = R y C forma una sucesion convergente en V(7).

Demostracion. Dado B € (@] Y0, de la Proposicién 3.34, existe A € o7 tal que
|IBNA| = Xy. El conjunto C = BNA satisface lo requerido, de hecho, C converge
aA. .*.

Teorema 3.36. Si <f es una familia MAD, ¥ (<) es pseudocompacto.
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Demostracion. Demos una funcion f : W(«7) — R continua. Queremos probar
que f es acotada, como @ es un subconjunto denso de ¥(<7), basta garantizar
que f|e es acotada.

Suponga que f|, no es acotada; entonces para cada n € @ se puede elegir
a, € ® de modo que |f(a,)| > n. Sea D = {a, | n € ®}. Note que D € [w]°
y, del Corolario 3.35, el conjunto D tiene un punto limite en W¥(.<7), digamos
xo. Puesto que f es continua, existe un conjunto abierto U tal que xo € U y
fU) C [f(x0) —1,f(x0) + 1]; lo cual implica que |U ND| < Xy, que no es
posible ya que xq es punto limite de D. +

Nos ocuparemos ahora en probar que el espacio de Mréwka tiene diagonal
G5, lo cual, necesitard introducir algunos conceptos y resultados.

Definicion 3.37. Decimos que un espacio topologico es Fg-discreto si lo pode-

mos representar como union numerable de conjuntos cerrados y discretos.
Se verificardn dos propiedades particulares que tiene los espacios Fs-discreto.

Proposicion 3.38. Si X, Y son espacios Fs-discretos, entonces el espacio X XY

es nuevamente Fg-discreto.

Demostracion. Sean X y Y como en la hipétesis del teorema. Entonces X =
UncoGn ¥ Y = U,ney Hn donde cada G, y cada H,, son conjuntos cerrados y
discretos en X y Y respectivamente. Si definimos F;, ,, = G, X H,, notemos que
X xY= Un,mean,m y ademds cada F;, ,, es un conjunto cerrado en X x Y, mas
aun, siempre que (x,y) € F, ,, existen dos conjuntos abiertos U y VenX y Y
respectivamente tales que {x} =UNG, y {y} =V NH,. Conesto, (U xV)N
Fym={(x,y)}, asi, cada F;, , es discreto; por lo tanto X x Y es Fs-discreto. ¥

Proposicion 3.39. Dado un espacio Fs-discreto X, para todo A C X, A es un
conjunto Gg.

Demostracion. Basta demostrar que todo conjunto en X es Fi. Sea X = U,co Fn
donde con cada F,, un conjunto cerrado discreto. Tomamos un conjunto arbitra-
rio A C X. Se cumple que
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A= JANF,).

necw
ANF, es un conjunto cerrado en F;, pues F, es un conjunto discreto; y es
cerrado en X, porque F, es cerrado en X. Se sigue que A es un conjunto Fs en

X. _*_

Corolario 3.40. Todo espacio Fs-discreto tiene diagonal Gy.

Demostracion. Sea X un espacio Fg-discreto, entonces, de la Proposicion 3.38
y la Proposicion 3.39, X x X es un espacio Fg-discreto y por ende su diagonal
es un conjunto Gg. +

Con lo anterior se prueba lo siguiente.
Teorema 3.41. El espacio de Mrowka tiene diagonal Gy.

Demostracion. El Corolario 3.40 nos indica que es suficiente verificar que W(.<7)
es un espacio Fs-discreto, lo cual es cierto pues

W(o) = < § {n}> Ut

ncw

donde .27 es un conjunto discreto y cerrado. t

Concluimos que si <7 es una familia MAD, entonces \W'(.<7) es un espacio
pseudocompacto con diagonal G; sin embargo ¥ (.</') no es metrizable.

3.4. La NMSC de Jones

En su articulo del afio 1937 ([9]) F. Jones plantea el siguiente cuestion:

¢ Todo espacio normal de Moore es metrizable?

En esta seccion pretendemos relatar los hechos mas sobresalientes a la pre-
gunta planteada por Jones, que como veremos, tuvieron que pasar mas de 40
afios para llegar a la solucidn. Tal solucién se dio de la manera mds inesperada
y causo6 controversia entre muchos de los matemadticos de la época.
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Como primer acercamiento hacia la solucién, Jones, demuestra que bajo la
hipétesis 250 < 2%1, todo espacio de Moore, normal y separable es metrizable.
Probemos el resultado de Jones.

Definicion 3.42. Dada una familia % de subconjuntos de un espacio X, deci-

mos que:

(1) % preserva cerraduras si cualquier coleccion %' C % cumple que | J %'

=U{Y'|Y' €'}y

(2) % es separable si para cualesquiera dos conjuntos A,B € % diferentes,
existen conjuntos abiertos y ajenos U,V tales que A CU yBCV.

Pasamos al primer resultado que corresponde al Teorema 1.4 en [17].

Teorema 3.43. En un espacio normal, toda familia discreta y numerable es se-
parable.

Demostracion. Escogemos una familia % = {Y,,},,c, discreta. Probemos la si-
guiente afirmacion.

(x) Para cada n € o existen U, y U, conjuntos abiertos y ajenos con Y, C U,

Sea n € @ arbitrario. Puesto que la familia % es discreta, a cadax € Y, le
asignamos una vecindad U, de x tal que Uy NU,y4, Yy = 0, entonces si U =
Uyey Ux se tiene que Y CU y U Ny, Yy = 0; atin més, como el espacio
ambiente es normal, podemos garantizar que ¥ CU 'y U Ny, Y,y = 0 lo cual
prueba (%).

Sea V,, = U, N, U Vemos algunas propiedades de la sucesion {V, }rew-

(-) ¥, CV, paracadan € . Pues Y, C U,, y para cada k < n se tiene que

Y, C |J Yy CU,
n'#£k

es decir, también se cumple que ¥, C (., U;.
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(--) VunV,, =0sin+#m. Yaque si existe z € V,, NV, (sin pérdida de generali-
dad supongamos que n < m) entonces z € U, y z € [y, U/, en particular,
z € U, y z € U}, que contradice la afirmacién ().

De (-) y (-) 1a sucesion {V, },c forma una separacion para la familia %, es
decir, % es una familia separable. —}-

El siguiente teorema es conocido como Lema de Jones, €l cual puede ser
consultado en [17], Teorema 2.1.

Teorema 3.44 (Lema de Jones). 2%0 < 2%t implica que todo espacio normal y
separable no contiene subespacios que sean cerrados, discretos y no numera-
bles.

Demostracion. Sea X un espacio normal y separable. Hagamos la prueba por
contradiccion. Entonces supongamos que X tiene un subespacio S de cardinali-
dad no numerable, cerrado y discreto. Observemos que todo A C S es un con-
junto cerrado en X ya que X \A = (X \ §) UU,es\4 Us, donde Uy es un conjunto
abierto que tiene a x y U, NS = {x}, cuya existencia es garantizada por ser S un
subespacio discreto de X.

Dado que X es separable, es posible encontrar un conjunto denso y numera-
ble D C X. Ahora, puesto que X es normal, para todo conjunto A C S no vacio
existe un conjunto abierto Uy en X tal que A C Uy y Us N (S\A) = 0, asi, con
los conjuntos Uy, definamos la funcion f como sigue:

f:2(8)— Z(D), talque f(A) =UsNDy f(0) = 0.

Probemos que la funcién f es inyectiva. Tomamos A,B € Z(S) tales que
A # By vamos a demostrar que f(A) # f(B). SiA =0 o B =0 la afirmacion es
obvia, por ello, supongamos que A y B no son vacios. Como

0£A\B=AN(S\B) CUsN (X \Uj)

entonces Uy N (X \ Up) es un conjunto abierto y no vacio, de donde Uy N (X \
Up)ND # 0. Seax € UsN (X \Up)ND. Se cumple que x € UsND y x ¢ Ugp,
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es decir, x e UyNDyx ¢ UgND, porlo que x € f(A) y x ¢ f(B) y por tanto
f(A) # f(B).

Ahora, dado que f es inyectiva, obtenemos que | Z(S)| < | (D)|, se sigue
que
28 <[2(5)| <|2(D)| = |2(w)| =27,
que contradice el hecho que 2%0 < 2%1, +

Proposicion 3.45. Bajo 250 < 21 todo espacio normal y separable es normal
por colecciones.

Demostracion. Sean X un espacio normal y separable y .% = {F; };c7 una fami-
lia discreta de conjuntos cerrados en X. Deseamos probar que la familia .# es
separable.

Afirmamos que 7' es un conjunto numerable. En efecto, si suponemos que 7'
no es numerable, eligiendo x; € F; se tiene que cualquier x € X no es punto limite
del conjunto {x;},c7; pues como la familia .# es discreta, existe una vecindad
U de x que a lo mds contiene un punto x;, note que entonces x # x;, y luego, es
posible encontrar una vecindad V conx € Vyx, ¢ V, porloque,xce UNV'y
(UNV)N{xt}rer = 0; por lo tanto x no es punto limite de {x; };c7. Entonces
{xt}ser es un conjunto cerrado, no numerable y discreto (pues la familia % es
discreta), pero esto contradice al Teorema 3.44.

Ahora, de la afirmacién anterior 7 debe ser numerable, y en este caso, la
familia .# es separable por el Teorema 3.43. T

Combinando la Proposicion 3.45 y el Criterio de metrizacion de Bing (Teo-
rema 2.10 ), obtenemos el siguiente resultado que fue probado por Jones en [9],
Teorema 5.

Teorema 3.46. Si 2%0 < 2%\ entonces todo espacio de Moore, normal y sepa-
rable es metrizable.

Jones, en el mismo articulo, menciona que ha intentado, sin éxito, demostrar
que 2¥0 < 2%1 Aunado a esto, escribe que resulta otra pregunta interesante

Todo espacio normal y de Moore es metrizable?
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Para referirnos a la pregunta planteada por Jones usaremos la siguiente sigla

NMSC: Todo espacio de Moore y normal es metrizable.

El motivo de la abreviacion es por las palabras en inglés normal Moore space
conjecture.

Este problema se volvié uno de los més estudiados y controversiales en To-
pologia General, ya que como veremos ~NMSC es consistente con los axiomas
de ZFC, y sin embargo, no es posible demostrar la consistencia de ZFC+NMSC.

En cuanto a la hipétesis 2%0 < 2¥1 ahora sabemos que es un caso particular
de la hipétesis del continuo: Si suponemos CH, 2%0 = ¥, y, por el Teorema de
Cantor 1.4, X; < 2%1 de donde 2¥0 < 2%1_ Con esto, sabemos el porqué Jones
no tuvo éxito en probar la desigualdad.

Con el Teorema 3.46, Jones da solucidn a un caso particular de la NMSC, a
saber, que bajo ZFC+CH todo espacio de Moore, normal y separable es metri-
zable, y por lo tanto, el enunciado: Todo espacio de Moore, normal y separable,
es consistente con ZFC.

Continuando con nuestros propésitos, daremos un ejemplo que resolverd en
parte la NMSC.

Recordemos el siguiente espacio. Dado L = {(x,y) € R? | y > 0}. Denotamos
por Ly larectay=0ysea Ly, =L\L;. Paratodo p € Ly e >0seaB(p,¢)el
conjunto de todos los puntos en L que estdn dentro de la bola con centro en p y
de radio €, y definimos

_ B((X,S),S)U{p} Sip:(x7O)ELl;
U(p,e) = { Bp.e) Gipels (3.2)

El plano de Niemytzki (también algunas veces llamado plano de Moore)
es el conjunto L con la topologia generada por la base {U(p,€) | p € L,e > 0}.

De los Ejemplos 1.3.9, 1.4.5 y 1.5.10 en [4]; el plano de Niemytzki es un
espacio de Tychonoff, separable, L; es un subespacio discreto de L y todo sub-
conjunto de L; es cerrado en L.

Definicién 3.47. Un conjunto X C R se denomina Q-conjunto si todo A C X

es un conjunto Fg en A.
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Claramente, X C R es un Q-conjunto si y s6lo si todo A C X es un conjunto
GgsenA.

Sea B un conjunto no numerable de nimeros reales. M(B), es el plano de
Moore derivado de B, es decir,

M(B) = {(x,y) €R? | y > 0}U{(x,0) | x € B}.

Nunca hay que perder de vista la notacion para referirnos a las vecindades en
el plano de Moore, y por supuesto también cuando hablemos del espacio M(B),
dicha notacion son de acuerdo a la Ecuacion 3.2, y ademas siempre considera-
mos a B no numerable.

Proposicion 3.48. Si M(B) es normal entonces B es un Q-conjunto.

Demostracion. Hagamos la prueba por contradiccion, es decir, supongamos que
M (B) es normal y B no es un Q-conjunto para llegar a una contradiccién. Puesto
que B no es un Q-conjunto, existe A C B tal que A no es Gg. Por la normalidad
de M(B), para los conjuntos A y B\ A, existe un conjunto abierto U en M(B)
talque AC U y UN(B\A) = 0. Para cada n € @ definimos U, = U N{(x,y) €
M(B)|y= n—}rl} y con estos conjuntos definimos A, = 71 (U,) para cada nimero
natural n (aqui 7 representa la funcién proyeccion).

Note que cada A, es un conjunto abierto en R. Tenemos las siguientes pro-
piedades:

() A € (Up>;An) NB para cada j € ®. En efecto. Demos j € ® y a € A

arbitrarios; denotemos ap = (a,0), entonces es posible encontrar ng € @

L
> ng+1

tal que ag € U (ao, ﬁ) C U y ng > j. Entonces (a ) € Uy, v, por lo

tanto, a € A,.
() A# (NjewUn>;An) NB. Esto se debe a que A no es un conjunto Gs.

() Sipo € [(NjewUnsjAn) NB]\ A, entonces pg € U. Si pasara lo contrario,

encontrariamos un conjunto abierto del punto pg tal que U/(py, 'm]ﬁ) N

U = 0; pero como pg € A, para algin n > nq entonces (py, Wll) €Uy y

también se tendria que (po, n]?) € U(po, no]T) lo cual no es posible ya
que U(po,ﬁ) NU =0.
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Por el inciso (.*.) el punto po € U y po € (B\ A) que es una contradiccién por
el hecho de suponer que M(B) era normal. ¥

Nuestro interés, en este momento, es demostrar que si B es un Q-conjunto
no numerable, entonces M (B) resultard un espacio normal; con ese fin introdu-
ciremos los siguientes dos lemas.

Lema 3.49. M(B) es un espacio normal si'y sdlo si para todo conjunto A C B
existe un conjunto abierto U en M(B) tal que AC U yUN(B\A) = 0.

Demostracion. Si M(B) es un espacio normal, la afirmacién es consecuencia
inmediata de que A y B\ A son conjuntos cerrados y ajenos en M(B).

Ahora supongamos que podemos separar cualquier subconjunto de B y de-
mostremos que M(B) es un espacio normal. Para ello damos cualesquiera con-
juntos cerrados, ajenos y no vacios H,G en L. Concentremos nuestra atencion
cuando HNB # 0y GNB # 0, ya que en los demds casos la prueba seria
andloga a demostrar que R? (con su topologia usual) es normal. Dicho lo an-
terior, de nuestra hipotesis, es posible encontrar dos conjuntos abiertos U,V
talesque HNBCU,GNBCV yUNV =0, ademds, UNG=0y VNH = 0.
SiHN(M(B)\U) =00 GN(M(B)\V) = 0 tendriamos lo deseado, asi que
supongamos lo contrario. Ahora, puesto que HN(M(B)\U)y GN(M(B)\V)
son conjuntos cerrados, ajenos y estdn contenidos en M(B) \ B, se encuentran
U1, Vi conjuntos abiertos y ajenos tales que HN(L\U) CU[y GN(L\V) C V.
Es suficiente definir Uy = U N (M(B)\V) y Vi =V/N(M(B)\U) para que los
conjuntos U UU; y V UV separen a los conjuntos H y G. Por lo tanto M(B) es
normal. +

El siguiente lema es extraido de [17], Teorema 1.1.

Lema 3.50. Sea % una familia de subconjuntos de un espacio X. Si U =
Unew % es una cubierta abierta de % tal que cada %, preserva cerraduras,
y la cerradura de cada elemento de 7/ intersecta a lo mds un elemento de %/,

entonces % es separable.
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Demostracion. Paracadan € @y cadaY € %, se definen dos conjuntos:

Urn=\ U % |UNY #£0}y
U{/ﬂ:U{UGgZ/n |UNY' # 0 paraalginY' € % conY’ #Y}.

Entonces, cada Y € % define un conjunto abierto

n
W= Wya\JU,)
new j=0

Veamos que para Y € %, Y C Vy. Siempre que escojamos un punto y € Y,
existe un Uy € % que tiene al punto y, entonces, se tiene que Uy NY # 0 por
lo que y € Uyy. Ahora, siy € U];-:() ﬁK j tenemos que y € ﬁx j para algun j €
{0,1,...,k}, en otras palabras, y e U; € %; tal que U;NY' # 0y Y' #Y (aqui se
hizo uso de que %; preserva cerraduras); entonces U ;NY’ # 0, y como también
Uj NY # 0 (y es un punto comun) se llega a una contradiccion. Por lo tanto
y € Vy y se tiene lo requerido.

Para finalizar mostraremos que si G,H € % con G # H, entonces Vg NVy =
(0. Supongamos que existe un punto z € VM Vy. Es posible encontrar k € @ tal
que z € Ugy, luego, z € U,? con U,? NG # O para algin U,? € Y. Por otro lado,
como z ¢ Uﬁ':o WH’I para algin / € w (sin pérdida de generalidad asumimos
que k < 1) entonces z ¢ Uy para todo Uy € % que cumpla que U, NY # 0 con
Y#H;peroG#HYy U,? NG # 0, lo cual implica que z ¢ U_,? que contradice el
hecho que z € U,?. +

Proposicion 3.51. Si B es un Q-conjunto no numerable, entonces M(B) es un

espacio normal.

Demostracion. Del Lema 3.49, es suficiente verificar que los conjuntos Y C B
y B\ 'Y se pueden separar. Puesto que B es Q-conjunto, existen conjuntos ce-
rrados de nimeros reales {F,}nco ¥ {Gn}nco tales que ¥ = BNU,coFr ¥
B\Y = BNU,ce Gn. Para cada n, dado que Y NG, = 0, hay una distancia po-
sitiva, digamos d,, de cada punto en Y al conjunto G,. Dado € > 0, formamos

la familia {U (p,€) | p € BNG,}. Si se toma §, = € — /€2 +d}, cada elemento
de la familia {U(y,dy) | y € Y'} es ajeno con U (p, €) para cualquier p € BN G,.
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Sea U, =J{U(p,€) | p€ BNG,}. Entonces BNG, C U,y U,NY = 0. Anélo-
gamente, para cada n construimos un conjunto abierto V,, tal que BNF, CV,y
V,N(B\Y) = 0. Note entonces que las familias % = J,,c,, %, donde

Un sl n es par,
%{{ n} p

{V,%l} si n es impar;

y % ={Y,B\Y} cumplen los requisitos del Lema 3.49. Se tiene que % es
una familia separable, lo cual, como habiamos dicho, garantiza que M(B) es un
espacio normal. +

Escribiremos la Proposicion 3.48 y la Proposicion 3.51 en un s6lo enunciado.

Teorema 3.52. M(B) es un espacio normal si y sélo si B es un Q-conjunto no

numerable.

No serd dificil convencernos de que el espacio M(B) es un espacio de Moo-
re; tal espacio es regular (mds atn de Tychonoff, Ejemplo 1.4.5 en [4]), y si
tomamos la sucesion % = {%,}ncew donde %, = {U(p, #) | p € M(B)},
% es un desarrollo para M(B). Ahora, M(B) es un espacio separable (D =
(Q x Q)N M(B) es un subconjunto denso y numerable) y no satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad (pues B se ha tomado no numerable), debido al
Teorema 1.18, M(B) no es un espacio metrizable.

El parrafo anterior nos da una parte hacia la solucién de la NMSC, ya que si
encontramos un Q-conjunto no numerable B, el espacio M(B) es un espacio de
Moore, normal y no metrizable. La conjetura seria falsa.

Respecto a construir un Q-conjunto no numerable, nos enfrentaremos al si-
guiente problema. Notar que todos los subconjuntos F, en un espacio segundo
numerable, son a lo mds 2%0; ahora, si tenemos un Q-conjunto de cardinalidad
K, tal conjunto, tiene 2% subconjuntos, pero como todo subconjunto de un Q-
conjunto es Fy, se tiene que 2¥ < 2%0, Por lo tanto, bajo CH s6lo podemos tener
Q-conjuntos de cardinalidad a lo mas Xy.

Ocupemos el Axioma de Martin, introducido en la Pdgina 5. Una prueba del
siguiente Teorema la podemos encontrar en [16], Teorema 12; el resultado fue
originalmente demostrado por J. Silver.
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Teorema 3.53. Supongamos ZFC+MA+—-CH. Si X CR y |X| < 2%0, entonces

X es un Q-conjunto.

Por lo tanto, en ZFC+MA+—CH cualquier conjunto B C R tal que X <
|B| < 2%0 es un Q-conjunto no numerable. Del Teorema 1.12, concluimos que
—NMSC, y en particular la negacién del enunciado: “Todo espacio de Moo-
re, normal y separable es metrizable”, es consistente con ZFC. Expresaremos
concisamente los resultados obtenidos hasta este punto.

Teorema 3.54. Si ZFC es consistente, entonces ZFC +—-NMSC es consistente.

Teorema 3.55. Sea ¢ la afirmacion “Todo espacio de Moore, normal y separa-
ble es metrizable”. Si ZFC es consistente, entonces ZFC+ ¢ y ZFC + —@ son

consistentes, es decir, ¢ es independiente de ZFC.

Como vemos, el Teorema 3.54 proporciona una parte a la solucién de la
NMSC: no es posible probar NMSC dentro de ZFC. En esta parte comienza
la controversia de la NMSC que en gran parte, como veremos, se debe a lo
publicado por P. Nyikos en [14].

Nyikos utiliza una afirmacion, la cual no escribiremos pues se sale de los
propésitos del trabajo, abreviada por la sigla PMEA (Product Measure Exten-
sion Axiom). La definicion de PMEA puede consultarse en [14], Definicion 4.
El siguiente teorema puede consultarse en [14], Corolario 1.

Teorema 3.56. Bajo PMEA todo espacio de Moore y normal es metrizable.

Gran sorpresa, ya que si PMEA es consistente, entonces NMSC sera consis-
tente, y por lo tanto independiente de ZFC, de acuerdo con el Teorema 3.54 y el
Teorema 3.56. Triste, y desafortunadamente para muchos, para construir un mo-
delo de ZFC+PMEA es necesario suponer la existencia de al menos un nimero
cardinal fuertemente compacto (Teorema 3.4 en [5]). Note que todo cardinal
fuertemente compacto es un cardinal fuertemente inaccesible. Este fue el punto
donde surgieron varias especulaciones sobre la NMSC, ya que la solucion podia
darse de las siguientes formas:

(1) si ZFC es consistente, ZFC+NMSC es consistente,
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(2) en ZFC, dar un ejemplo “real” de un espacio de Moore y normal que no
sea metrizable.

La solucién esperada era la opcion (1), sin embargo, la gran sorpresa se da
con W. G. Fleissner en el afio de 1982, quién da la inesperada solucién. El prueba
lo siguiente.

Teorema 3.57. NMSC implica la existencia de un modelo interno de ZFC con

un cardinal medible.

Una demostracion del Teorema 3.57 puede ser consultada en [5], Teorema
8.2. Dar la definicion de modelo interno y de cardinal medible queda fuera de
tema de nuestro trabajo, pero nos quedamos con las consecuencias que trajo
el Teorema de Fleissner; por el Segundo Teorema de Incompletitud de Godel,
no podemos demostrar la existencia de modelo interno de ZFC, por lo que la
consistencia ZFC+NMSC no se puede demostrar.



Conclusiones

La presente tesis estd desarrollada en el area de Topologia General, particu-
larmente, tiene el fin de proporcionar condiciones necesarias y suficientes para
que un espacio topoldgico sea metrizable, lo que se le llama criterios de metri-
zabilidad de espacios topologicos.

Se presentaron las pruebas de los teoremas clasicos de metrizacion; como
lo son los criterios de: Nagata-Smirnov (Teorema 2.8), Bing (Teorema 2.10 y
Teorema 2.9), Moore (Teorema 2.11), y Alexandroff-Urysohn (Teorema 2.12 y
Teorema 2.13).

Se estudiaron las siguientes clases de espacios métricos generalizados: los
espacios con diagonal G, espacios wA, p-espacios, y los espacios estratificados.
En estas clases se logro dar los criterios de metrizacion que corresponden a los
Teoremas 3.1, 3.4, 3.7, 3.8, y 3.24.

Finalmente, hemos dado un esquema sobre la solucién de la conjetura plan-
teada por F. Jones ;todo espacio normal de Moore es metrizable? cuyo proble-
ma se mantuvo abierto cerca de cincuenta afnos.

Resta decir que se han escrito detalladamente todas las demostraciones pre-
sentadas, siendo este un medio mas accesible a los criterios de metrizacion de

espacios topoldgicos.
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