
Benemérita Universidad
Autónoma de Puebla

Facultad de Ciencias F́ısico-Matemáticas
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Introducción

Sean X un espacio de Banach y T ∈ B(X). El operador T es
hiperćıclico si existe un vector x0 cuya órbita bajo el operador es
denso en el espacio. El vector x0 se llama vector hiperćıclico para el
operador T .

El primer ejemplo de operador hiperćıclico (y el más famoso) fue
dado por Stefan Rolewicz en 1969: el corrimiento en lp multiplicado
por un número complejo de módulo mayor que 1 y 1 ≤ p <∞.

En 1982, Carol Kitai dió un criterio con condiciones suficientes
para que un operador sea hiperćıclico en su tesis doctoral.

Este criterio fue “redescubierto”por Robert M. Gethner y Joel H.
Shapiro en 1987. Bés escribió la versión más conocida y actual de
este teorema a la que se le llama criterio de hiperciclicidad.

El criterio de Kitai concluye que el operador es mezclante1 y el
criterio de hiperciclicidad que el operador es débilmente mezclante.
Si un operador es mezclante entonces es débilmente mezclante2. Si
un operador es débilmente mezclante es hiperćıclico.

Por otro lado en 1999 Bés y Peris demostraron en [6] que T es un
operador débilmente mezclante si y sólo si el operador T cumple las

1Véase Definición 2.1.2.
2Véase Definición2.1.3.

i
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condiciones del criterio de hiperciclicidad.

Se abrió aśı una pregunta: ¿el criterio de hiperciclicidad es equivalente
a la hiperciclicidad?

Por muchos años se quedó abierta la pregunta hasta que en el año
2009 Manuel de la Rosa y Charles Read demostraron que existen
operadores hiperćıclicos que no son débilmente mezclantes.

El interés en operadores hiperćıclicos surge del problema del subespacio
invariante. Una solución a este problema en espacios de Banach la
publicó C. Read en los años ochenta en [23] y [24]. Read demostró
que existe un operador T ∈ B(`1) tal que cada vector distinto
del cero en `1 es hiperćıclico, lo cual equivale a que no existe un
subespacio no trivial de X que sea T−invariante.

Este tema es de actualidad y el concepto ha sido generalizado en
varias direcciones.

Considerando la topoloǵıa débil en lugar de la topoloǵıa inducida
por la norma, se puede leer sobre hiperciclicidad débil en el art́ıculo
de C. Chan del año 2014 titulado “A weakly hypercyclic operator
that is not norm hypercyclic”[9].

Cuantificando la frecuencia con la que la órbita intersecta a cualquier
conjunto abierto no vaćıo U deX, se puede leer sobre la hiperciclicidad
frecuente en el art́ıculo “Ergodic theory and dynamical systems”de
Bonilla y Grosse Erdman de 2007 [7] y en el trabajo más reciente de
Grosse Erdman titulado “Frequently hypercyclic bilateral shifts”publicado
en el año 2019 [14].

También se pueden estudiar operadores hiperćıclicos que admiten
un conjunto denso de puntos periódicos (a los cuales se les llama
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operadores caóticos) en el libro “Chaos Lineal”de Grosse Erdman3.

La intención de este trabajo es condensar la teoŕıa de operadores
hiperćıclicos y particularmente de los operadores M−hiperćıclicos
que son en śı mismos operadores hiperćıclicos en un subespacio M .
La tesis esta organizada de la siguiente manera:

El caṕıtulo 1 esta formado por definiciones y algunos resultados
de la teoŕıa de espacios de Banach necesarios en el desarrollo de los
siguientes dos caṕıtulos.

En el caṕıtulo 2 se tratan los espacios que admiten el fenómeno
de hiperciclicidad, algunos criterios para la verificación del mismo, el
problema del operador débilmente mezclante y una respuesta parcial
al problema de subespacio invariante.

En el caṕıtulo 3 se desarrolla la teoŕıa concerniente a los operadores
M−hiperćıclicos, los espacios donde existen y los subespacios M que
son candidatos para que un operador sea M−hiperćıclico. También
se hará énfasis en el desarrollo de los criterios para laM−hiperciclicidad.

3Sea x ∈ X, x es un punto periódico si existe n ∈ N tal que Tnx = x (véase [12, pág. 10]).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Operadores en espacios de Banach

En este caṕıtulo se incluyen algunas propiedades de los
operadores en espacios vectoriales de Banach y Hilbert. También se
recordarán algunas propiedades de espacios espećıficos de este tipo
que nos serán útiles en la teoŕıa de los caṕıtulos siguientes.

Para iniciar se habla de espacios en los que se define una función
llamada norma, estos sirven para definir los espacios de Banach. En
adelante K representa R o C.

Definición 1.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. La función
‖ · ‖ : X → R se llama norma en X si para cada x, y ∈ X y para
cualquier t ∈ K se cumplen las siguientes propiedades:

(N1) ‖ x ‖> 0,

(N2) ‖ x ‖= 0 ⇐⇒ x=0 ,

(N3) ‖ tx ‖=| t | ‖ x ‖,

(N4) ‖ x+ y ‖≤ ‖ x ‖+ ‖ y ‖.
Si ‖ · ‖ es una norma en X, el par (X, ‖ · ‖) se llama espacio

normado o espacio vectorial normado.

Con (X, ‖·‖1) y (Y, ‖·‖2) se denotan dos espacios normados pero
se omite esta notación (a menos que sea necesaria) y se escribe
simplemente X y Y .

1



1.1 Operadores en espacios de Banach 2

Ejemplo 1.1.1. Los espacios Rn y Cn son normados, con la norma

‖ x ‖=

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

=
√
|x1|2 + ...+ |xn|2.

Definición 1.1.2. Un subespacio A de un espacio normado X es un
subespacio vectorial de X considerándolo como un espacio vectorial
con la norma restringida a A.

Definición 1.1.3. Sea X un espacio normado. Una sucesión en X
es una función f : N→ X tal que xi = f(i). Se escribe como {xi}i∈N
a una sucesión en X, donde cada xi ∈ X. Se denota al espacio
vectorial de sucesiones en X por S. Para cada {xi}i∈N, {yi}i∈N ∈ S
y α ∈ K:

1. {xi}i∈N + {yi}i∈N = {xi + yi}i∈N.

2. α{xi}i∈N = {αxi}i∈N

Definición 1.1.4. Sea {xi}i∈N una sucesión en (X, ‖ · ‖) y x ∈ X.
Se dirá que la sucesión {xi}i∈N converge a x, si para todo ε >0 existe
k ∈ N de tal forma que para cada n ≥ k se cumple que ‖xn − x‖< ε.
En tal caso se escribe ĺım

n→∞
xn = x0.

Ejemplo 1.1.2. Sea 1 ≤ p < ∞, `p es el espacio de todas las
sucesiones y = {yi}i∈N con yi ∈ X tales que

∞∑
i=1

|yi|p <∞,

un espacio normado con la norma

||y|| =

( ∞∑
i=1

|yi|p
) 1

p

.

Ejemplo 1.1.3. Se define `∞ como el espacio de sucesiones acotadas,
es decir, cada x = {xi}i∈N ∈ S cumple que |xi| ≤ c para algún c ∈ R.
Con la norma ||x|| = sup

i∈N
|xi|.
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A continuación se recordarán algunas estructuras topológicas.

Definición 1.1.5. Sean x ∈ X y r ∈ R+.

a) La bola abierta con centro en x y radio r es el conjunto:
B(x, r) := {y ∈ X : ‖x− y‖ < r}.

b) La bola cerrada con centro en x y radio r es el conjunto:
B(x, r) := {y ∈ X : ‖x− y‖ ≤ r}.

Definición 1.1.6. Un subconjunto A de un espacio normado X es
un subconjunto abierto si A es subconjunto de X y para cada x ∈ A
existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ A.

Definición 1.1.7. Un subconjunto A de un espacio normado X es
un subespacio abierto si A es un subespacio de X y es un subconjunto
abierto.

Definición 1.1.8. Un subconjunto B de un espacio normado X es
un subconjunto cerrado si el conjunto X\B = Bc = {x ∈ X : x /∈ B}
es un conjunto abierto.

Teorema 1.1.1. Sea A ⊆ X, entonces se cumple:

1. A = ∩{F ⊂ X : F es cerrado en X y A ⊆ F}.

2. El conjunto A es cerrado. Además, A es el conjunto cerrado
más pequeño que contiene a A.

3. A es cerrado si y sólo si A = A.

Dentro de los espacios normados se definen funciones especiales.

Definición 1.1.9. Sean X y Y espacios normados. Una función
T : X → Y es un operador lineal si para cada α ∈ K y para cada
x1, x2 ∈ X se cumple: T (αx1 + x2) = αT (x1) + T (x2).

Al conjunto de operadores lineales de X a Y se le denota
por L(X, Y ), cuando X = Y se escribe L(X). Con el propósito
de mejorar la comprensión de las sucesiones se usará la notación
{xi}i∈N = (x1, x2, x3, ...) cada vez que sea necesario.
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Definición 1.1.10. El operador desplazamiento izquierdo de S en
S se define como: S(x1, x2, x3, ...) = (x2, x3, x4, ...).

Definición 1.1.11. El operador desplazamiento derecho de S en S
se define como: S

′
(x1, x2, x3, ...) = (0, x2, x3, x4, ...).

Dos espacios importantes relacionados con los operadores son los
siguientes:

Definición 1.1.12. Sea T ∈ L(X). El Kernel de T o espacio nulo
de T se define como el conjunto

Ker (T ) = {x ∈ X : T (x) = 0}.

Se puede observar que KerT 0 = {0} ⊆ KerT 1 ⊆ KerT 2 ⊆ ...

Definición 1.1.13. Sea T ∈ L(X), el kernel (núcleo) generalizado
de T se define como:

Ker∗ (T ) :=
∞⋃
m=1

Ker (Tm).

Definición 1.1.14. Sea T ∈ L(X, Y ). La imagen de T o espacio
nulo de T se define como el conjunto

Img (T ) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X,T (x) = y}.

A continuación se definen los conceptos de operador continuo y
operador acotado.

Definición 1.1.15. Sean (X, ‖·‖1), (Y, ‖·‖2) espacios normados,
T ∈ L(X, Y ) y x0 ∈ X. El operador es continuo en el punto
x0 si se cumple la siguiente condición: para cada ε > 0 existe
δ = δ(ε, x0) > 0 tal que si x ∈ X y ‖x − x0‖1< δ, entonces
‖T (x)− T (x0)‖2< ε.
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Definición 1.1.16. Sea A ⊆ X. Se dice que un operador T : X → Y
es continuo en A si T es continuo en cada punto de A. Si A = X,
se dice que T es continuo en X.

Definición 1.1.17. Sean T ∈ L(X, Y ) y x0 ∈ X. Se dice que el
operador es continuo por sucesiones en el punto x0 si T cumple la
siguiente condición: para cada sucesión {xi}i∈N ⊆ X si ĺım

n→∞
xn = x0,

entonces ĺım
n→∞

T (xn) = T (x0).

Teorema 1.1.2. [21, pág. 65,67] Sean T ∈ L(X, Y ) y x0 ∈ X. Son
equivalentes:

1. T es continuo en x0.

2. T es continuo en x0 por sucesiones.

3. Para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que T (B(x0, δ) ⊆ B(T (x0), ε).

Definición 1.1.18. Sean (X, ‖·‖1), (Y, ‖·‖2) y T ∈ L(X, Y ).

1. T es uniformemente continuo si para cada ε > 0 existe δ > 0
tal que para cualesquiera x, y ∈ X que cumplen ‖ x− y ‖1< δ,
entonces ‖ T (x)− T (y) ‖2< ε.

2. T es acotado si existe r >0 tal que para todo x ∈ X,
‖ T (x) ‖2≤ r ‖ x ‖1.

Se debe tomar en cuenta que la definición de operador acotado
no es la misma que usamos en cálculo. 1

Teorema 1.1.3. [15, pág. 97] Sea T ∈ L(X, Y ), entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. T es continuo en X.

2. T es acotado.
1Una función f es acotada si existe M > 0 tal que ‖f(x)‖ ≤ M para cada x en el dominio

de f .
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Definición 1.1.19. El conjunto de operadores acotados de X a Y
se denota por:

B(X, Y ) := {T ∈ L(X, Y ) | T es acotado }.

Por el Teorema 1.1.3 B(X, Y ) = {T ∈ L(X, Y ) | T es continuo}.
Cuando X = Y se escribe simplemente B(X).

Definición 1.1.20. Sea T ∈ B(X, Y ), se define la norma de T por:
‖T‖ := ı́nf{r ≥ 0 : ‖T (x)‖ ≤ r‖x‖, ∀x ∈ X}.

Teorema 1.1.4. Si T ∈ B(X, Y ), entonces son equivalentes:

‖T‖ := ı́nf{r ≥ 0 : ‖T (x)‖ ≤ r‖x‖, ∀x ∈ X}.

‖T‖ := sup{‖T (x)‖ : ||x|| ≤ 1} = sup
||x||≤1

||A(x)||.

‖T‖ := sup{‖T (x)‖ : ||x|| = 1} = sup
||x||=1

||A(x)||.

Teorema 1.1.5. Sea X un espacio normado. El espacio vectorial
B(X) es un espacio normado con la norma definida anteriormente.

Definición 1.1.21. Sean X un espacio normado y {xi}i∈N una
sucesión en X; la sucesión {xi}i∈N es de Cauchy si para todo ε >0
existe k ∈ N de tal forma que para cada m,n ≥ k se cumple que
‖xm − xn‖ < ε.

Definición 1.1.22. Un espacio normado es completo si toda
sucesión de Cauchy converge.

Definición 1.1.23. Un espacio de Banach es un espacio normado
completo.

A continuación se muestran ejemplos de espacios de Banach.

Los espacios Rn y Cn con n ∈ N.

Los espacios `p para 1 ≤ p <∞ .

El espacio `∞.
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Proposición 1.1.1. Sean x ∈ X y M un subespacio cerrado
no trivial de X. Si existen {xk}k∈N ⊆ X y {rk}k∈N ⊆ {n}n∈N
tales que para cada k ∈ N T rkx ∈ M , {xk : k ∈ N}= M y
ĺım
k→∞
||T rkx− xk|| = 0, entonces {T rkx : k ∈ N}= M .

Demostración. Sea y ∈ {T rkx : k ∈ N}, luego existe {T rksx}s∈N ⊆M
tal que T rksx→ y. Lo que implica que y ∈M .
Por el otro lado, sea m ∈ M , luego existe {xks}s∈N ⊆ {xk}k∈N tal
que xks −→ m. Para ε > 0 existe p ∈ N tal que si s ≥ p, entonces

||T rksx−m|| = ||T rksx− xrks + xrks −m||
≤ ||T rksx− xrks ||+ ||xrks −m||
≤ ε.

Por lo tanto T rksx −→ m, es decir, m ∈ {T rkx : k ∈ N}.

Proposición 1.1.2. Sea M ⊆ X subespacio cerrado distinto del
{0}. Si {T rkx : k ∈ N} = M , entonces {T nx : n ≥ 1} ∩M = M .

Demostración. Por hipótesis para cada k ∈ N se cumple que T rkx ∈
M , luego {T rkx : k ∈ N} ⊆ {T nx : n ≥ 1} ∩M en consecuencia
M ⊆ {T nx : n ≥ 1} ∩M .
Por el otro lado, {T nx : n ≥ 1} ∩M ⊆M aśı {T nx : n ≥ 1} ∩M ⊆
M = M .

Definición 1.1.24. Sea X un normado sobre K. Al conjunto X
′
=

L(X,K) se le llama conjugado algebráico de X o dual algebráico de
X. Los elementos de X

′
se llaman funcionales.

Definición 1.1.25. Sea X un espacio normado. El conjunto X∗ =
{T ∈ X ′

: T es continuo } se le llama conjugado topológico de X o
dual topológico de X. Se puede observar que X∗ = B(X,K).

Definición 1.1.26. Sean X, Y espacios de Banach y T ∈ B(X, Y ).
El operador adjunto de T es el operador T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) tal que para
cada y∗ ∈ Y ∗ y x ∈ X se cumple que:

T ∗(y∗)(x) = y∗(T (x)).



1.1 Operadores en espacios de Banach 8

Definición 1.1.27. Sean (X, ‖·‖1), (Y, ‖·‖2) dos espacios normados
y ψ : X −→ Y una función. Diremos que ψ es una isometŕıa de X
en Y si para cada x1, x2 ∈ X:

‖(ψ(x1)− ψ(x2)‖ = ‖x1 − x2‖.

Definición 1.1.28. Un subconjunto A de un espacio normado X es
denso en X si A = X.

Definición 1.1.29. El espacio normado X es separable si X
contiene un subconjunto contable denso en X.

Teorema 1.1.6. Sean X un espacio de Banach y A un subespacio
de X, entonces

A es completo si y sólo si A es cerrado.

Si A de dimensión finita, entonces A es completo.

Si X es separable, entonces A es separable.

1.1.1. Espacios de Hilbert

La siguiente estructura está dotada de una función < ·, · >,
llamada producto escalar, producto interno (p.i.) o producto interior
sobre X.

Definición 1.1.30. Sea X un espacio vectorial sobre K y
< ·, · >: X ×X → K una función tal que para cualesquiera x, y, z
∈ X y α ∈ K se satisfacen:
(P1) < x, x >≥0,
(P2) < x, x >= 0⇐⇒ x = 0,
(P3) < αx+ y, z >= α < x, z > + < y, z >,
(P4) < x, y >= < y, x >.
Se dice que X es un espacio con producto interior o que X es
un espacio prehilbert. Al espacio (X,<>) se le llama espacio con
producto interior.

Todo espacio con producto interior es un espacio normado.
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Teorema 1.1.7. Sea (X,<>) un espacio con producto interior,
entonces ‖ · ‖ : X → R, definida por ‖x‖ =

√
< x, x > para cada

x ∈ X, es una norma en x.

La norma en el Teorema 1.1.7 se llama norma asociada con el
producto interior de X o norma inducida por el producto interior de
X.

Definición 1.1.31. Un espacio con producto interior completo se
denomina espacio de Hilbert y se denota por H.

Los siguientes son ejemplos de espacios de Hilbert.

Los espacios Rn y Cn con n ∈ N.

El espacio `2.

Queda claro que cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach.
Los espacios de Hilbert son más ricos que los espacios de Banach
en el sentido que cuenta con propiedades que no necesariamente se
cumplen en los espacios de Banach:

1. Representación de H como la suma directa de un espacio
cerrado con su complemento ortogonal.

2. Conjuntos y sucesiones ortonormales.

Teorema 1.1.8. [16, pág. 313] Una norma es inducida por un
producto interior si y sólo si cumple la ley del paralelogramo. Es
decir si satisface

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Definición 1.1.32. Sea X un espacio con producto interior y A ⊆
X.

Se dice que los vectores x, y ∈ X son ortogonales si < x, y >= 0
y se denota con x ⊥ y.

El conjunto A⊥ = {x ∈ X : ∀a ∈ A : x ⊥ a} se llama conjunto
ortogonal A.
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Se puede observar que para cada x ∈ X, 0 ⊥ x.

Proposición 1.1.3. Si A ⊆ X, entonces A⊥ es un subespacio
cerrado en X.

Teorema 1.1.9. [15, pág. 146] Sea A un subespacio completo de H,
entonces H = A⊕ A⊥.

1.2. Bases en espacios normados

A partir de aqúı X será un espacio normado. La mayoŕıa de los
resultados aqúı presentados son conocidos en espacios vectoriales y
X los cumple ya que es en particular un espacio vectorial.

Definición 1.2.1. Sea A un subconjunto no vaćıo de X y x ∈ X.
Entonces x es una combinación lineal de A si existen n ∈ N,
x1, ..., xn ∈ A y α1,...,αn ∈ K tales que

x =
n∑
i=1

αixi.

Definición 1.2.2. Sea A un subconjunto no vaćıo de X. El conjunto
generado por A y denotado por genA es el conjunto de todas las
combinaciones lineales de A.

El conjunto generado por un único elemento w, se escribirá
gen {w}. Si A = {x, y, ...}, el conjunto generado por A se expresa
como genA o también gen {x, y, ...} . Cuando A = ∅, definimos
genA := {0}.
Teorema 1.2.1. [10, pág. 30] El conjunto genA es un subespacio
de X.

Definición 1.2.3. El conjunto A genera a X si todo elemento de X
puede escribirse como una combinación lineal de elementos de A.

Definición 1.2.4. Dado un conjunto S = {x1, ..., xn} ⊆ X (con
n ∈ N). Se dice que es linealmente dependiente si existen escalares
α1, ..., αn no todos ceros, tales que:

n∑
i=1

αixi = 0.
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Definición 1.2.5. El conjunto S es linealmente independiente si no
es linealmente dependiente.

Definición 1.2.6. Una base del espacio X es un subconjunto finito
linealmente independiente de X tal que cada vector en X es una
combinación lineal de elementos del sistema.

Definición 1.2.7. Una base ordenada para X es una base
establecida con orden espećıfico.

Ejemplo 1.2.1. Sea X tal que tenga a {x1, x2, x3} como base
ordenada. Entonces {x2, x1, x3} también es una base ordenada de
X pero son distintas como bases ordenadas.

Definición 1.2.8. Sea {xn : n ∈ N} = A ⊆ X. Entonces

I) El conjunto A es linealmente independiente si para todo
subconjunto finito S = {xi, ..., xj} de A es linealmente
independiente.

II) El conjunto A es linealmente dependiente si no es linealmente
independiente.

Observación 1.2.1. Cualquier subconjunto de un conjunto
linealmente independiente es linealmente independiente.

Definición 1.2.9. Sea X un espacio normado. Una base de Hamel
B, es un subconjunto de X linealmente independiente que genera a
X.

A la base de Hamel se le suele llamar simplemente base pero en
este texto no se le llamará aśı para evitar confusiones con la base
antes definida, pues la primera śı es una base de Hamel pero una
base de Hamel no es necesariamente finita.

Teorema 1.2.2. [15, p.211] Todo espacio normado distinto de {0}
tiene una base de Hamel.

Proposición 1.2.1. Si B es una base de Hamel para X. Entonces
todo vector distinto de cero en X tiene una única representación
como combinación lineal (finita) de B con escalares distintos de cero
como coeficientes.



1.2 Bases en espacios normados 12

Teorema 1.2.3. Dos bases de Hamel cualesquiera de un espacio
normado tienen el mismo número cardinal.

Corolario 1.2.1. Cualesquiera dos bases finitas de un espacio
normado tienen el mismo número de elementos.

La dimensión de un espacio X se define de la siguiente forma:

Definición 1.2.10. Se denota la dimensión de X por dim X, la
cual está definida por:

I) dim X = 0, si X = {0},

II) dim X < ∞ (de dimensión finita) si dim X = 0 o existe una
base con n elementos con n ∈ N (en tal caso, dim X = n),

III) X tiene dimensión infinita si no tiene dimensión finita.

El siguiente ejemplo muestra que la dimensión de un espacio
normado depende de su campo.

Ejemplo 1.2.2. Sea C (espacio vectorial de los complejos),

I) sobre el campo de los complejos, dim C = 1 (una base es {1});

II) sobre el campo de los reales (o visto como R2) , dim C = 2
(una base es {1, i}).

Teorema 1.2.4. [10, pág. 50] Sea X un espacio normado
n-dimensional y W un subespacio de X. Entonces dim W ≤ n.
Además si dimW = n, entonces X = W.

Definición 1.2.11. Sea X en espacio de Banach. La sucesión
{xn}n∈N ⊆ X es una base de Schauder de X si para cada x ∈ X
existe una única sucesión {αn}n∈N ⊆ K tal que x =

∑∞
n=1 αnxn (la

representación de X es única en esta forma).

Observaciones:

1. Un espacio X con una base de Schauder {xn}n∈N puede ser
considerado como un espacio de sucesiones identificando cada
x =

∑∞
n=1 αnxn con la única (solución) sucesión de coeficientes

{αn}n∈N.
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2. Para describir una base de Schauder hay que definir los vectores
de la base no sólo como conjunto sino como una sucesión
ordenada.

Ejemplo 1.2.3. Sea 1 ≤ p < ∞, el espacio `p tiene una base de
Schauder. A saber {en}n∈N donde en = (0, 0, ..., 1n, 0, ...).

Ejemplo 1.2.4. El espacio `p con 1 ≤ p < ∞ es separable donde
el conjunto contable denso es el conjunto de todas las sucesiones
x, de la forma x = (z1, z2, ..., zm, 0, ...) donde m ∈ N y para cada
i ∈ {1, ...,m},zi ∈ Q.

Ejemplo 1.2.5. El espacio `∞ no es separable.

Teorema 1.2.5. Si un espacio normado X tiene una base de
Schauder, entonces X es separable.

Como `∞ no es separable, `∞ no tiene una base de Schauder. En
sentido rećıproco, ¿cada espacio de Banach separable tiene una
base de Schauder? Esta es una famosa pregunta hecha por el mismo
Banach y contestada negativamente por P. Enflo en 1973 en el
art́ıculo “A counter example to the approximation property in
Banach spaces”.

Como no todos los espacios de Banach separables admiten una
base de Schauder es necesario conocer conceptos similares que nos
ayudarán en el desarrollo de este tema.

Definición 1.2.12. Sea X un espacio de Banach y {en}n∈N ⊆ X.
Se llamará a {en}n∈N una sucesión base de X si es una base de
Schauder para gen {en : n ≥ 1}.

El siguiente teorema es conocido y se puede encontrar en libros
como [12, pág. 268].

Teorema 1.2.6. (Mazur) Cada espacio de Banach de dimensión
infinita contiene una sucesión base.

Ahora se hablará de otras bases relacionadas con la topoloǵıa
generada por las bolas abiertas del espacio normado X.
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Definición 1.2.13. Sea β una colección de conjuntos abiertos de
un espacio normado X, β es una base topológica para X si cada
conjunto abierto de X es la unión de una subcolección de β.

Teorema 1.2.7. [16, pág. 126] Un espacio normado X es separable
si y sólo si X tiene una base contable topológica.

Proposición 1.2.2. Sean X un espacio normado separable y
Y
′
,M ⊆ X un subespacio de X. Si Y

′
es denso en M , entonces

existe Y = {yn}n∈N tal que yn ∈ Y
′

y Y es denso en M .

Demostración. Por el Teorema 1.1.6 Y ′ es separable. Aśı existe Y =

{yn}n∈N tal que Y = Y
′
. Luego Y = Y = M

Teorema 1.2.8. [8, pág. 58] Sea E ⊆ X es denso en X si y sólo si
cada conjunto abierto A distinto del conjunto vaćıo satisface A∩E 6=
∅.

Teorema 1.2.9. [16, pág. 148] (Teorema de Categoŕıa de Baire)
Para cada colección {Uk}k∈N de abiertos densos en X se tiene que
si X es un espacio de Banach, entonces

∞⋂
j=1

Uk = X.

Teorema 1.2.10. [20](Ovsepian-Pelzynski) Sean X un espacio de
Banach separable y M un subespacio de X. Existen {xn}n∈N ⊆M y
{x∗n}n∈N ⊆M ∗ tales que

1. x∗i (xj) = δij,

2. gen{xn : n ≥ 1} = X,

3. si x ∈M es tal que x∗n(x) = 0 para n ≥ 1, entonces x = 0,

4. ||xn|| = 1 para cada n ≥ 1 y sup||x∗n|| = C <∞.
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Espacios normados de dimensión finita

Definición 1.2.14. Sean T ∈ B(X) y x ∈ X \ {0}. El vector x es
un vector propio de T si existe λ ∈ K tal que T (x) = λx. El escalar
λ ∈ K es llamado valor propio correspondiente a x.

Definición 1.2.15. El espacio propio de T correspondiente al valor
propio λ es Eλ = Ker(T − λI).

Teorema 1.2.11. [4, pág. 174] Sean X normado de dimensión
finita, T ∈ L(X) y λ1, ..., λn distintos valores propios de T . Entonces
existen p1, ..., pn ∈ N tales que

X = Ker(T − λ1)
p1 ⊕ ....⊕Ker(T − λn)pn.

Teorema 1.2.12. [15, pág. 74] Cada subespacio Y de dimensión
finita de un espacio normado X es cerrado en X.

Definición 1.2.16. Sea X un espacio normado. Una norma || · ||
en X es equivalente a la norma || · ||0 en X si existen dos números
a, b > 0 tal que para cada x ∈ X se tiene que

a||x||0 ≤ ||x|| ≤ b||x||0.

Teorema 1.2.13. [15, pág. 90] En un espacio normado de
dimensión finita, cualesquiera dos normas son equivalentes.

Proposición 1.2.3. Sea n ∈ N, entonces Rn cumple la ley del
paralelogramo.

Demostración. Se inicia probando que la norma euclidiana Rn

cumple la ley del paralelogramo. Sean x = (x1, ..., xn), y =
(y1, ..., yn) ∈ Rn. Se cumple:

‖x+ y‖2 = (x1 + y1)
2 + ...+ (xn + yn)

2

=
(
x2

1 + 2x1y1 + y2
1

)
+ ...+

(
x2
n + 2xnyn + y2

n

)
y

‖x− y‖2 = (x1 − y1)
2 + ...+ (xn − yn)2

=
(
x2

1 − 2x1y1 + y2
1

)
+ ...+

(
x2
n − 2xnyn + y2

n

)
.
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Aśı

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(x2
1 + ...+ x2

n + y2
1 + ...+ y2

n)

= 2(||x||2 + ||y||2).

Sea || · ||0 otra norma en Rn por el Teorema 1.2.13 existen a, b > 0
tales que a‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤ b‖x‖. Def́ınase a′ := min

{
a, 1

b

}
> 0, luego

a′‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤ b‖x‖. Se sigue que

2
(
‖x‖2

0 + ‖y‖2
0

)
≤ b2

(
2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

))
= b2

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
≤ b2

(
a
′
)2 (
‖x+ y‖2

0 + ‖x− y‖2
0

)
≤ ‖x+ y‖2

0 + ‖x− y‖2
0.

Por otro lado

‖x+ y‖2
0 + ‖x− y‖2

0 ≤ b2
(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

)
≤ b2

(
2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

))
≤ b2 (a′)

2 (‖x+ y‖2
0 + ‖x− y‖2

0

)
≤ 2

(
‖x‖2

0 + ‖y‖2
0

)
.

Por lo tanto ‖x+ y‖2
0 + ‖x− y‖2

0 = 2
(
‖x‖2

0 + ‖y‖2
0

)
.

Rn cumple la ley del paralelogramo con cualquier norma.

Teorema 1.2.14. Sea X un espacio normado de dimensión finita
n, entonces existe alguna norma sobre Rn, tal que X es isométrico
a Rn con esa norma.

Corolario 1.2.2. Todo espacio de Banach de dimensión finita n,
X, es un espacio de Hilbert.



Caṕıtulo 2

Resultados de operadores
hiperćıclicos

En este caṕıtulo se exponen los resultados más importantes que
necesitamos sobre los operadores hiperćıclicos.

Definición 2.0.1. Sea X un espacio de Banach y T ∈ B(X).
El operador T es hiperćıclico si existe x ∈ X tal que la órbita
Orb(T, x) = {T nx : n ≥ 1} es densa en X. Al vector x se llama
vector hiperćıclico de T . Si no hay confusión sólo vector hiperćıclico
de T .

Observación 2.0.1. Sea I el operador identidad. Como la
Orb(I, x) = {x}, entonces I no es un operador hiperćıclico.

El siguiente ejemplo fue planteado por S. Rolewicz en 1969, por
su importancia al ser el primer ejemplo conocido se expone el vector
hiperćıclico como lo hizo Rolewicz en [27].

Ejemplo 2.0.1. Sean X = `p con 1 ≤ p < ∞ y λ ∈ C tal que
|λ| > 1, entonces existe A ∈ B(X) operador hiperćıclico.

Sean S y S
′

los operadores desplazamiento izquierdo y derecho
respectivamente. Se definen A := λS y B := 1

λS
′
. Se obtiene

inmediatamente que AB = I. A continuación se probará:
||B|| = | 1λ |, ||A|| = |λ|.
En efecto, para cada x ∈ X es cierto que ||B(x)|| = || 1λS

′
(x)|| =

| 1λ | ||S
′
(x)|| = | 1λ | ||S

′
(x)|| = | 1λ | ||x||. Lo que implica que ||B|| ≤ | 1λ |.

Sea y = (y1, y2, ...) ∈ X tal que ||y|| = 1, como ||B|| = sup
||x||=1

||B(x)||

17
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y ||B(y)|| = | 1λ | ||y|| = |
1
λ | se tiene que | 1λ | ≤ ||B||.

Por otro lado ||A(x)|| = ||λS(x)|| = |λ| ||S(x)|| ≤ |λ| ||x||
aśı ||A|| ≤ |λ|, sea y = (y1, y2, ...) ∈ X tal que ||y|| = 1
y definamos y = (0, y1, y2, ...), como ||A|| = sup

||x||=1

||A(x)|| y

||A(y)|| = |λ| ||y|| = |λ| se tiene que |λ| ≤ ||A||.

Sea {xn}n∈N una sucesión densa en X con la propiedad: para
cada n ∈ N existen m ∈ N y z1, z2, ..., zm ∈ R con zm 6= 0 tales
que xn = (z1, ..., zm, 0, ...), es decir, los elementos de la sucesión
tienen un número finito de coordenas distintas del cero1. Denótese
por k(n) = m para cada xn.
Sea {r(n)} una sucesión de naturales tales que r(n) > máx {k(i) :
1 ≤ i ≤ n} y

||Br(n)xn|| <
1

2n
. (2.1)

Se define

p(n) =
n∑
i=1

r(i)

y se escribe

x0 =
∞∑
n=1

Bp(n)xn. (2.2)

Obsérvese que
Ar(n)xi = 0, i < n. (2.3)

Por la Fórmula 2.1, la serie 2.2 es convergente. Luego

Ap(n)x0 = Ap(n)(
∞∑
m=1

Bp(m)xm) =
∞∑
m=1

Ap(n)Bp(m)xm

=
n−1∑
m=1

Ap(n)−p(m)xm + xn +
∞∑

m=n+1

Bp(m)−p(n)xm por 2.3.

= xn +
∞∑

m=n+1

Bp(m)−p(n)xm.

1Véase Ejemplo 1.2.4.
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Pero

||
∞∑

m=n+1

Bp(m)−p(n)xm|| ≤
∞∑

m=n+1

||Br(m)xm|| ≤
∞∑

m=n+1

1

2m
=

1

2n
. (2.4)

Por lo tanto

||Ap(n)x0 − xn|| ≤
1

2n
. (2.5)

Sea x ∈ X y ε > 0, como {xn}n∈N es densa en X existe una
subsucesión {xnk}k∈N convergente a x. De modo que existe k1 ∈ N
tal que si k ≥ k1, entonces ||xnk − x|| < ε.
Sean m ∈ N tal que 1

2m < ε y t ≥ máx{k1,m}, luego

||Ap(t)x0 − x|| ≤ ||Ap(t)x0 − xt||+ ||xt − x|| ≤
1

2t
+ ε < 2ε.

Notación 2.0.1. Se denota por HC(T ) al conjunto de vectores
hiperćıclicos de T .

La hiperciclicidad no es fenómeno que ocurra en los espacios de
dimensión finita, como se vera a continuación.

Teorema 2.0.1. No existen operadores hiperćıclicos en KN con N ∈
N.

Demostración. Supóngase que existe T ∈ L(X) = B(X) un
operador hiperćıclico.
Sea x ∈ HC(T ). Se afirma que {x, T (x), T 2(x), ..., TN−1(x)} es
linealmente independiente. Supóngase lo contrario, es decir, existe
i0 ∈ {0, 1, ..., N − 1} tal que T i0(x) es una combinación lineal de los
N − 1 elementos restantes. Sin perder generalidad supongamos

TN−1(x) =
N−2∑
i=0

aiT
i(x).
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Luego

TN(x) = T (TN−1(x))

= T (
N−2∑
i=0

aiT
i(x))

=
N−2∑
i=0

aiT
i+1(x)

=
N−2∑
i=1

ai−1T
i(x) + aN−2T

N−1(x).

En consecuencia

TN(x) ∈ gen{x, T (x), ..., TN−2(x)}.

Similarmente se obtiene TN+r(x) ∈ gen {x, T (x), ...., TN−2(x)} para
cada r ≥ 1.
En consecuencia

Orb(T, x) ⊆ gen {x, T (x), ...., TN−2(x)},

y aśı
gen Orb(T, x) ⊆ gen {x, T (x), ...., TN−2(x)}.

Luego gen Orb(T, x) = gen {x, T (x), ...., TN−2(x)}.
Por consiguiente dim(gen Orb(T, x)) =
dim(gen {x, T (x), ...., TN−2(x)}) < N y por el Teorema 1.2.12
el subespacio gen {x, T (x), ...., TN−2} es cerrado. Lo que implica
que la Orb(T, x) no es densa en X, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto los vectores son linealmente independientes.

Sea α ∈ R+, como x es un vector hiperćıclico de T existe
{nk}k∈N tal que T nk(x) converge a αx. Se puede observar que

ĺım
k→∞

T nk(T i(x)) = ĺım
k→∞

T i(T nk(x))

= T i( ĺım
k→∞

T nk(x))

= T i(αx)

= αT i(x).
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Sea z ∈ X, como {x, T (x), ...., TN−1(x)} es una base para X se sigue

que z =
N−1∑
i=0

cjT
i(x). Luego

ĺım
k→∞

T nk(z) = ĺım
k→∞

T nk(
N−1∑
i=0

cjT
i(x))

=
N−1∑
i=0

cj ĺım
k→∞

T nk(T i(x))

=
N−1∑
i=0

cjαT
i(x)

= αz.

Aśı T nk converge a αI. Luego det(T nk) converge a α. Sea det(T ) = a,
para cada α ∈ R+ ∪ {0} existe una sucesión {n}k∈N tal que ank

converge a α. Finalmente {an}n∈N es denso en R+ ∪ {0} lo cual es
una contradicción.

Debido a que cada espacio de Banach de dimensión finita es
isomorfo a algún KN se tiene:

Corolario 2.0.1. No existen operadores hiperćıclicos en espacios de
dimensión finita.

Es claro que un espacio de Banach que admite un operador
hiperćıclico es de dimensión infinita y separable. La pregunta
que surge a continuación es: ¿Todo espacio de Banach de
dimensión infinita admite un operador hiperćıclico? Bernal y Ansari
demostraron que:

Teorema 2.0.2. Todo espacio de Banach de dimensión infinita y
separable admite un operador continuo hiperćıclico.

A continuación se verá que si la órbita de cada elemento de un
espacio de Banach bajo un operador T es acotada o no contiene al
0, el operador T no tiene vectores hiperćıclicos.

Teorema 2.0.3. Sea X un espacio de Banach y T ∈ B(X).
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1. Si ||T || ≤ 1 (T es contractivo), entonces T no es hiperćıclico.

2. Si ||Tx|| ≥ ||x|| (T es expansivo), entonces T no es hiperćıclico.

Demostración. 1. Supóngase que ||T || ≤ 1, entonces la órbita de
cada elemento es un conjunto acotado. Sean x0 ∈ X − {0} y
z ∈ Orb(T, x0). Luego z = T kx0 para algún k ∈ N.
||z|| = ||T kx0|| ≤ ||T ||k||x0|| ≤ ||x0||.
Se define y = mx0 con m > 1 y se elije 0 < ε < (m − 1)||x0||.
Luego para cada n ∈ N ∪ {0} se cumple:

||T nx0 − y|| = ||mx0 − T nx0||
≥ m||x0|| − ||T nx0||
≥ m||x0|| − ||x0||
= (m− 1)||x0|| > ε.

Por lo que ninguna sucesión en la Orb(T, x0) converge a y.

2. Si ||Tx0|| ≥ ||x0||. Se puede observar que 0 /∈ Orb(T, x0). Sea
0 < ε < ||x0||. Para cada n ∈ N ∪ {0} se cumple: ||T nx0|| ≥
||x0||, por lo que la Orb(T, x0) no es densa en X.

Observación 2.0.2. En el Ejemplo 2.0.1 si ocurre que |λ| ≤ 1 en
el operador λS, se obtiene que ||λSx|| ≤ ||x||, luego el operador λS
es contractivo y por el Teorema 2.0.3 no es un operador hiperćıclico
cuando |λ| ≤ 1.

Si se conoce un operador hiperćıclico es posible encontrar más
operadores hiperćıclicos con el resultado de Shamim I. Ansari en el
art́ıculo “Hypercyclic and cyclic vectors”.

Teorema 2.0.4. [1, pág. 1] Si T es un operador hiperćıclico y X no
tiene puntos aislados, entonces para cada n ∈ N, se cumple que T n

es hiperćıclico, más aún HC(T ) = HC(T n).

Las siguientes definiciones sirven para dar un ejemplo más de un
operador hiperćıclico.
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Definición 2.0.2. Sea S el espacio de sucesiones y w = {wk}k∈N
una sucesión. Se define al operador desplazamiento izquierdo con
peso como

Sw(x1, x2, ...) := (w1x2, w2x3, ...).

Definición 2.0.3. Sea w = {wk}k∈N ∈ S. Se dice que w es una
sucesión de pesos positivos si w = {wk}k∈N ∈ S es una sucesión de
números positivos.

Ejemplo 2.0.2. [12, pág. 217] Sean X = `p con 1 ≤ p < ∞ y w =
{wk}k∈N una sucesión de pesos positivos tal que supn∈N|wk| < ∞.
Entonces el operador T = I + Sw es hiperćıclico.

2.1. Criterios de hiperciclicidad

Esta sección esta dedicada a concentrar las condiciones para que
un operador sea hiperćıclico. A continuación X denota un espacio
de Banach y T ∈ B(X), a menos que se especifique algo más.

Definición 2.1.1. Sea T ∈ B(X). El operador T es transitivo si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vaćıos U, V ⊆ X existe
un n ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V 6= ∅.

Proposición 2.1.1. Sean n ∈ N0 y U, V abiertos no vaćıos de X.
Entonces T n(U) ∩ V 6= ∅ si y sólo si U ∩ T−n(V ) 6= ∅.

Demostración.

T n(U) ∩ V 6= ∅ ⇔ ∃x ∈ U : T n(x) = y ∈ V
⇔ ∃x ∈ U ∩ T−n(V )

⇔ U ∩ T−n(V ) 6= ∅.

El siguiente resultado es una caracterización de la hiperciclicidad.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Birkoff) Sea X un espacio de Banach
separable y T ∈ B(X). El operador T es hiperćıclico si y sólo si T
es transitivo.
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Sin embargo, no suele ser conveniente al momento de
investigar si un operador es hiperćıclico directamente, pero con
su ayuda podemos dar criterios que son mejores verificadores de
hiperciclicidad.

Definición 2.1.2. Sea T ∈ B(X). El operador T es mezclante, si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vaćıos U, V ⊆ X existe
un N ∈ N0 tal que si n ≥ N se cumple que T n(U) ∩ V 6= ∅.

Teorema 2.1.2. [12, pág. 41] Sean S ∈ B(X) y T ∈ B(Y ). Si S⊕T
es hiperćıclico, entonces S y T son hiperćıclicos.

De este resultado se define:

Definición 2.1.3. Sea T ∈ B(X), el operador T es débilmente
mezclante si T ⊕ T es un operador transitivo.

Con el teorema siguiente y el teorema de Birkoff se deduce la
hiperciclicidad en cada uno de los casos.

Teorema 2.1.3. [12, pág. 18] Todo operador mezclante es
débilmente mezclante. Todo operador débilmente mezclante es
transitivo.

Los siguientes tres criterios tienen sus inicios en la teoŕıa de
vectores universales.

Definición 2.1.4. Sean X y Y espacios de Banach, Ti : X → Y
(i ∈ I) operadores continuos y x0 ∈ X. Se llamará a x0 vector
universal para la familia {Ti}I si {Tix0 : i ∈ I} = Y .

Se puede observar que un vector hiperćıclico es un caso particular
de vector universal, donde la familia que se está considerando es la
familia de iterados del operador T .

Observación 2.1.1. Si un operador T es mezclante ⇒ T es un
operador débilmente mezclante ⇒ T es un operador transitivo ⇔
T es hiperćıclico ⇒ existe un vector x universal para la familia de
iterados de T .

En 1978 I. Joó demuestra:



2.1 Criterios de hiperciclicidad 25

Teorema 2.1.4. [13, Teorema 2] Sea X un espacio de Banach y y
Tn : X → Y para cada n ∈ N. Si existen dos subconjuntos densos
D1, D2 ⊂ X y una sucesión de funciones Sn : D2 → X tal que

Para x ∈ D1, Tnkx −→ 0 para alguna subsucesión {nk}.

Para cada z ∈ D2 se cumple que Snz es convergente.

Para cada z ∈ D2, TnSnz −→ z.

Entonces {Tn}n∈N tiene un subconjunto de vectores universales.

En 1982 Kitai presentó en su tesis doctoral:

Teorema 2.1.5. [12, pág. 71] Sean X un espacio de Banach
separable y T ∈ B(X). Si existen dos subconjuntos densos D1, D2 ⊂
X y una función S : D2 −→ D2 que cumplen:

Para cada x ∈ D1 se cumple T n(x)→ 0.

Para cada y ∈ D2 se cumple Sn(y)→ 0.

T ◦ S = ID2
.

Entonces T es mezclante, en particular T es hiperćıclico.

Se puede observar que S no necesariamente debe ser lineal ni
continua. Lo mismo se aplicará en los teoremas siguientes.

Cinco años después, R. Gethner y J. Shapiro demostraron
independientemente de Kitai:

Teorema 2.1.6. [12, pág. 73] Sean X un espacio de Banach
separable y T ∈ B(X). Si existe una sucesión creciente de números
{nk}k∈N ⊆ N y dos subconjuntos densos D1, D2 ⊂ X, que cumplen:

Para cada x ∈ D1 se cumple T nk(x)→ 0.

Para cada y ∈ D2 existe una sucesión {vk}k∈N ⊆ X tal que
vk −→ 0 y T nkvk → y.

Entonces T es débilmente mezclante, es decir T es hiperćıclico.
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En este criterio se reemplaza la sucesión de naturales {n}n∈N por
una sucesión cualquiera de naturales {nk}k∈N.
En [12, Ejemplo 3.11] se muestra un ejemplo de un operador que
satisface el criterio de Gethner y Shapiro pero no el de Kitai.

El criterio de Bés es el que usualmente se suele llamar “Criterio de
hiperciclicidad”:

Teorema 2.1.7. Sean X un espacio de Banach separable y T ∈
B(X). Si existen dos subconjuntos densos D1, D2 ⊂ X y una
sucesión creciente {nk}k∈N tales que

Para x ∈ D1, T nkx −→ 0.

Existen funciones Snk : D2 −→ X, tales que para cada z ∈ D2

se cumple que Snkz −→ 0.

Para cada z ∈ D2, T nkSnkz −→ z.

Entonces T es débilmente mezclante. En consecuencia T es un
operador hiperćıclico.

Teorema 2.1.8. [12, pág. 81] Un operador satisface el Criterio de
hiperciclicidad (Teorema 2.1.7) si y sólo si satisface el criterio de
Gethner y Shapiro (Teorema 2.1.6).

El otro criterio fue dado por Godefroy y Shapiro, aqúı se dará la
idea de la prueba hecha por Razei en [25].

Definición 2.1.5. Sea X un espacio de Banach separable de
dimensión infinita definimos

N+(T ) := gen{ ∪
|λ|>1

Ker(T − λI)}

y
N−(T ) := gen{ ∪

|λ|<1
Ker(T − λI)}.

Teorema 2.1.9. Sea T ∈ B(X). Si N−(T ) y son N+(T ) subespacios
densos de X, entonces T satisface el criterio de hiperciclicidad. Por
lo tanto, T es un operador hiperćıclico.
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Demostración. Sea {xi}i∈I una base de Hamel de N−(T ) tal que para
cada i ∈ I existe un valor propio λi con |λi| < 1, tal que Txi = λixi.
Cada x ∈ N−(T ) se puede escribir como la suma finita

x =
n∑
i=1

aixi

y para cada k ∈ N se cumple

T kx =
n∑
i=1

aiT
kxi

=
n∑
i=1

aiλ
k
i xi.

Luego T kx converge a cero cuando k converge a ∞. También
podemos elegir {yj}j∈J una base de Hamel de N+(T ) tal que para
cada j ∈ J existe un valor propio βi con |βi| > 1, tal que
Tyj = βjyj. Se define la sucesión de funciones {Sk}k∈N en N+(T )

por Sk(yj) =
(

1
βj

)k
yj. Debido a que cada y ∈ N+(T ) se escribe

como

y =
m∑
j=1

bjyj.

Entonces Sky −→ 0 y

T kSky = T kSk

m∑
j=1

bjyj

= T k
m∑
j=1

bjSkyj

= T k
m∑
j=1

bj
βk
yj

=
m∑
j=1

bj
βk
βkyj

= y.
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El inconveniente de este criterio tiene que ver con el hecho de
que se debe garantizar la existencia de al menos dos valores propios
distintos del 1 para su uso.

El criterio de Kitai es más fuerte que el de Godefroy y Shapiro
debido a que no se pide que existan valores propios. En [12, Ejemplo
3.9] se puede encontrar un ejemplo de un operador que no tiene
valores propios pero que cumple el criterio de Kitai y por tanto es
hiperćıclico.

El siguiente ejemplo ya se revisó anteriormente y por ello sólo
se darán las ideas básicas para usar los criterios de hiperciclicidad.

Ejemplo 2.1.1. Sean A y X como en el Ejemplo 2.0.1. Se puede
verificar que A es un operador hiperćıclico donde:

D1 = {{ak} ∈ `p : para algún s ∈ N tal que si k ≥ s, ak = 0}.

D2 = `p.

S = B (para Teorema 2.1.5), haciendo vk = Snk(y) (para
Teorema 2.1.6), con Snk(y) = Snk(y) (para Teorema 2.1.7).

De este ejemplo se intuye que el Teorema 2.1.5 implica a los
Teoremas 2.1.6 y 2.1.7. Sin embargo, el teorema de Kitai (Teorema
2.1.5) es más fuerte ya que implica que el operador es mezclante, lo
cual es una condición más fuerte que ser débilmente mezclante.

2.2. El problema del operador débilmente

mezclante

Se sabe que no todo operador hiperćıclico es mezclante (véase
[13, Ejemplo 1.43]), pero que sucede con el fenómeno de débilmente
mezclante.

En 1992 Herrero se preguntó: ¿Cada operador hiperćıclico es
débilmente mezclante? Lo cual equivale a la pregunta: ¿El criterio
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de hiperciclicidad es equivalente a la hiperciclicidad?

Se conocen resultados que dan condiciones para que un operador
hiperćıclico sea débilmente mezclante (véase [12, págs. 49-51]).
Como:

Teorema 2.2.1. Un operador hiperćıclico con kernel generalizado
denso es débilmente mezclante.

Pero tales condiciones no responden la pregunta de Herrero. Un
acercamiento a esta cuestión fue dada en 1999 Bés y Peris.

Teorema 2.2.2. [12, pág. 76] Un operador T cumple el criterio de
hiperciclicidad si y sólo si es débil mezclante.

La pregunta de Herrero quedó abierta hasta que en el año 2009
de la Rosa y Read demostraron:

Teorema 2.2.3. Existen operadores hiperćıclicos en espacios de
Banach que no son débilmente mezclantes.

De modo que no cumplen el criterio de hiperciclicidad y con esto
se respondió a la pregunta.

2.3. El problema del subespacio invariante

Los operadores hiperćıclicos fueron inicialmente estudiados
motivándose en el problema del subespacio invariante, en esta
sección se observará como se puede resolver una parte de este
problema.

El problema del subespacio invariante es uno de los más conocidos
y discutidos en las matemáticas, especialmente en el área de análisis
funcional. El problema lo planteó John Von Neumann en los años
30 del siglo pasado y desde entonces sólo se tienen respuestas
parciales en los espacios de Hilbert, aunque muchos matemáticos
han trabajado en su solución (entre ellos el mismo Neumann).
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En esta tesis se llaman a los subespacios (conjuntos) invariantes
cerrados no triviales simplemente subespacios (conjuntos)
invariantes.

Una caracterización de los subespacios invariantes es:

Proposición 2.3.1. [18, Proposición 4.1] Sean T ∈ B(X),
cada subespacio cerrado no trivial M de X no es un subespacio
T−invariante si y sólo si todo vector x ∈ X \ {0} es ćıclico para
T .

Un resultado similar se da en términos de vectores hiperćıclicos:

Proposición 2.3.2. Sea T ∈ B(X), cada conjunto F cerrado no
trivial de X no es un conjunto T−invariante si y sólo si todo vector
x ∈ X \ {0} es hiperćıclico para T .

Demostración. ⇒] Sea x ∈ X \ {0}, ya que la Orb (T, x) es un
conjunto invariante distinto de {0}. Se sigue que Orb (T, x) = X.
⇐] Si existe un conjunto F cerrado no trivial invariante, se puede
elegir x ∈ F \ {0}, aśı Orb (T, x) ⊆ F , más aún Orb (T, x) ⊆ F . Por
lo tanto, F = X lo cual es una contradicción.

Corolario 2.3.1. Sea T ∈ B(X). Si todo vector x ∈ X \ {0} es
hiperćıclico para T , entonces no existe M subespacio T−invariante.

En 1984 C. Read construyó un operador continuo en `1(N) tal que
todo vector no nulo es hiperćıclico en [23]. A continuación usando el
Corolario 2.3.1 se tiene:

Teorema 2.3.1. Existen un espacio de Banach X y T ∈ B(X),
tales que X no tiene algún subespacio invariante con respecto a T .

En el 1988 Read generaliza su resultado en [24].

Proposición 2.3.3. Cada espacio de Banach X = `1 ⊕W (donde
W es separable) admite un operador continuo que no tiene algún
subespacio invariante.

En conclusión el problema esta resuelto en espacios de Banach.
Sin embargo, en el caso de los espacios de Hilbert aún no se tiene
una respuesta al problema.



Caṕıtulo 3

Operadores hiperćıclicos en
subespacios

El fenómeno de hiperciclicidad sucede en espacios de dimensión
infinita separables y está conectado con el problema del subespacio
invariante (como se vió anteriormente) y sistemas dinámicos. En
este trabajo se desarrollará la teoŕıa relacionada con los operadores
M−hiperćıclicos definidos en el año 2011 por Madore y Mart́ınez
Avendaño en [19]. No se deben confundir con los subespacios
hiperćıclicos definidos en el caṕıtulo 10 llamados “Hypercyclic
subspaces”del libro “Chaos Lineal”[12] los cuales son propiamente
subespacios cuyos elementos son vectores hiperćıclicos.

3.1. Operadores M−hiperćıclicos

En esta sección se considera la densidad de la órbita en un
subespacio no trivial de M de un espacio de Banach en lugar de
todo el espacio, a estos operadores se les llama M−hiperćıclicos.

Definición 3.1.1. Sean T ∈ B(X) y M un subespacio cerrado de
X distinto de {0}. T es un operador M-hiperćıclico si existe x ∈ X
tal que Orb(T, x)∩M es denso en M . Al vector x se le llama vector
M-hiperćıclico.

Observación 3.1.1. Si M = X la definición anterior coincide con
la de operador hiperćıclico.

31
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Definición 3.1.2. Se denota al conjunto de vectores M-hiperćıclicos
por:
HC(T,M) := {x ∈ X : Orb(T, x) ∩M = M}.

Ejemplo 3.1.1. Sean T un operador hiperćıclico en X con vector
hiperćıclico x, C ∈ B(X) un operador distinto del cero y M un
subespacio cerrado tal que C(X) = M . Si A ∈ B(X) satisface la
ecuación AC = CT , entonces A es un operador M−hiperćıclico.

Obsérvese que

Orb(A,Cx) = {ACx,A2Cx, ...}
= {CTx,CT 2x, ...}.

Como Orb(A,Cx) ⊆ C(T (X)) ⊆ M , se obtiene que
Orb(A,Cx) ∩ M = Orb(A,Cx). Sea m ∈ M , por hipótesis
existe y ∈ X tal que Cy = m. En razón de que x ∈ HC(T ) existe
{T nkx}k∈N → y, lo que implica que {CT nkx}k∈N → m. Por lo tanto
Orb(A,Cx) = M .

Observación 3.1.2. Ya que A(M) = AC(X) = C(T (X)) el
subespacio M es A−invariante 1.

Ejemplo 3.1.2. Sea T un operador hiperćıclico en X con vector
hiperćıclico x. Entonces el operador T ⊕ I : X ⊕X → X ⊕X es un
operador M -hiperćıclico donde M = X⊕{0}, el cual no es operador
hiperćıclico.

Como M es T ⊕ I-invariante se tiene que

Orb(T ⊕ I, x⊕ 0) ∩M = Orb(T ⊕ I, x⊕ 0).

Ya que x es un vector hiperćıclico se sigue que Orb(T ⊕ I, x⊕ 0) =
M .
Sin embargo Orb(T ⊕ I, x⊕ 0) 6= X⊕X ya que I no es hiperćıclico.

Ejemplo 3.1.3. Sean X = `p con 1 ≤ p < ∞ y T = λS ∈ B(X)
con |λ| > 1 como en el Ejemplo 2.0.1. Aśı el operador λS ⊕ I es
(`p ⊕ {0})-hiperćıclico pero no es hiperćıclico en el espacio `p ⊕ `p.

1Un subespacio M es invariante bajo T o T−invariante si T (M) ⊆M .
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En el Ejemplo 3.1.3 se encuentra un operador M−hiperćıclico
que no es hiperćıclico. En el año 2016 Bamerni, Kadets y Kilicman
probaron que dado un conjunto denso A en X existe un subespacio
no trivial M de X tal que A ∩M = M . En particular se mostró:

Teorema 3.1.1. [5] Sea T operador hiperćıclico en un espacio de
Banach. Entonces existe un subespacio no trivial M tal que T es un
operador M-hiperćıclico.

El siguiente resultado caracteriza los vectores M−hiperćıclicos.

Teorema 3.1.2. [19] Sean X un espacio de Banach separable,
T ∈ B(X), M un subespacio de distinto del {0} y {Bj} una base
topológica relativa de M contable, entonces

HC(T,M) =
∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

T−n (Bj) .

Demostración.

x ∈
∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

T−n (Bj)⇔ ∀j ∈ N ∃n ∈ N0 : T nx ∈ Bj

⇔ ∀j ∈ N : Bj ∩ (Orb(T, x) ∩M) 6= ∅
⇔ Orb(T, x) ∩M = M.

3.2. Dimensión y operadores M−hiperćıclicos

Un matemático es una persona que
encuentra analoǵıas entre teoremas;

es mejor matemático el que puede ver
analoǵıas entre demostraciones y

el más grande matemático es aquel
que percibe analoǵıas entre teoŕıas.

Podemos imaginar que el estado sublime
para un matemático seŕıa ver analoǵıas

entre analoǵıas.
Stefan Banach ([22]).
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Como se vió en el caṕıtulo anterior, la hiperciclicidad es un fenómeno
que no sucede en espacios de dimensión finita. A continuación
se desarrollara la teoŕıa necesaria para entender que sucede en el
fenómeno de la M−hiperciclicidad.

Proposición 3.2.1. [19] Sea X un espacio de Banach dimensión
finita. Si T ∈ B(X) es un operador M−hiperćıclico. Entonces para
cada λ ∈ C y p ∈ N se cumple

ker (T ∗ − λI)p ⊆M⊥.

.

Teorema 3.2.1. [19] Sea X un espacio de Banach dimensión finita.
Si T ∈ B(X), entonces T no es un operador M−hiperćıclico para
cualquier subespacio M de X.

Demostración. Dado que X es de dimensión finita se tiene que X es
un espacio de Hilbert y T ∗ ∈ B(X), por el Teorema 1.2.11 existen
λ1, λ2, ..., λs escalares y p1, p2, ..., ps ∈ N tales que X es la suma
directa de los espacios:

ker (T ∗ − λ1I)p1 , ker (T ∗ − λ2I)p2 , ..., ker (T ∗ − λsI)ps

Supongamos que T es M−hiperćıclico, por la Proposición 3.2.1 para
cada j tenemos

ker (T ∗ − λjI)pj ⊆M⊥.

Por lo tanto X ⊆M⊥, aśı M = {0}, lo cual es una contradicción.

Cuando se busque un subespacio M tal que el operador T sea
M−hiperćıclico no se debe buscar en los subespacios de dimensión
finita como se verá a continuación.

Teorema 3.2.2. [19] Sea T ∈ B(X). Si T es un operador
M−hiperćıclico, entonces M no es de dimensión finita.

La siguiente teoŕıa nos da las condiciones necesarias para
demostrar que la M−hiperciclicidad no ocurre en espacios de
dimensión finita.
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Definición 3.2.1. Sean X y Y espacios de Banach, T ∈ B(X) y
R ∈ B(Y ). Decimos que T es cuasiconjugado de R (mediante Φ) si
existe Φ ∈ B(X, Y ) con rango denso, tal que Φ ◦ T = R ◦ Φ.

Proposición 3.2.2. [17] Si T es hiperćıclico y cuasiconjugado de
R, entonces R es hiperćıclico.

Demostración. Sea x0 ∈ HC(T ). Obsérvese que

Orb(R,Φ(x0)) = {Φ(x0), RΦ(x0), R
2Φ(x), R3Φ(x), ...}

= {Φ(x0),ΦT (x0),ΦT
2(x0),ΦT

3(x0), ...}.

Si u ∈ Φ(X) existe v ∈ X tal que Φ(v) = u, luego existe
T nsx0 −→ v. En consecuencia ΦT ns(x0) −→ Φ(v). Por lo tanto
Φ(X) ⊆ Orb(R,Φ(x0)). Más aún Y = Φ(X) ⊆ Orb(R,Φ(x0)).

Teorema 3.2.3. [3] Sea X un espacio separable y M ⊂ X

un subespacio cerrado de dimensión infinita. Entonces existe un
operador T ∈ B(X) tal que es M−hiperćıclico.

Demostración. Por el Teorema de Bernal y Ansari (Teorema 2.0.2),
existe T1 ∈ B(X) tal que T1 es hiperćıclico. Por el Teorema de
Subrahmonian Moothatu existe un operador invertibleR ∈ B(X) tal
que T1 es R(M)−hiperćıclico. Sea z ∈ HC(T1, R(M)). Consideremos
x = R−1(z) y T = R−1 ◦ T1 ◦R.
Se puede observar que

R−1 (Orb (T1, z)) = R−1
(
{z, T1z, T

2
1 z, ...}

)
= R−1

(
{Rx, T1Rx, T

2
1Rx, ...}

)
=
(
{x,R−1T1Rx,R

−1T 2
1Rx, ...}

)
= Orb (T, x) .

Aśı
R−1 (Orb (T1, z)) = Orb (T, x) . (3.1)

Se puede notar que

y ∈ (R−1(Orb(T1, z)) ∩M)⇔ R(y) ∈ (Orb(T1, z)) ∩R(M)

⇔ y ∈ R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)).

Por lo tanto

R−1(Orb(T1, z)) ∩M = R−1(Orb(T1.z) ∩R(M)). (3.2)
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Como R−1 es continua se afirma que

R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)) = R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)). (3.3)

Ya que

x ∈ R−1(Orb(T1, z) ∩R(M))⇔ ∃{R−1(yk)}k∈N ⊆ R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)) :

R−1(yk)→ x⇔ ∃{yk}k∈N ⊆ (Orb(T1, z) ∩R(M)) : {yk}k∈N → R(x)

⇔ R(x) ∈ Orb(T1, z) ∩R(M)⇔ x ∈ R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)).

Luego

Orb(T, x) ∩M = R−1(Orb(T1, z)) ∩M (Por Ecuación 3.1).

= R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)) (Por Ecuación 3.2)

= R−1(Orb(T1, z) ∩R(M)) (Por Ecuación 3.3)

= R−1(R(M)) = M.

Teorema 3.2.4. [3] Para cada espacio de Banach de dimensión
infinita existen un subespacio M y un operador T que es
M-hiperćıclico.

Demostración. Sea X un espacio de Banach no separable de
dimensión infinita por el resultado de Mazur (Teorema 1.2.6) existe
una sucesión base para X, digamos {en}n∈N. Definamos M :=
gen {en : n ≥ 1}. Observemos que M ⊂ X es un subespacio cerrado
separable de dimensión infinita de X.
Usando el Teorema de Ovsepian y Pelcynkski (Teorema 1.2.10) se
obtienen dos sucesiones {xn}n∈N ⊆M y {x∗n}n∈N ⊆M ∗ tales que

1. x∗i (xj) = δij.

2. gen{xn : n ≥ 1} = M .

3. Si x ∈M es tal que x∗n(x) = 0 para n ≥ 1, entonces x = 0.

4. ||xn|| = 1 para cada n ≥ 1 y el sup||x∗n|| = C <∞.
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Usando el Teorema de Hahn-Banach, se puede extender cada x∗n a
X. Las extensiones se denotarán por x

′

n.
Se define T : X −→ X como

Tx = x+
∞∑
n=1

2−nx
′

n+1(x)xn.

Se probará que T es acotado. Para ello obsérvese que:∥∥∥ ∞∑
n=1

2−nx
′

n+1 (x)xn

∥∥∥ ≤ ∞∑
n=1

‖2−nx′n+1 (x)xn‖ =
∞∑
n=1

2−n | x′n+1 (x) | ‖xn‖

≤
∞∑
n=1

2−n‖x′n+1‖‖x‖ ≤
∞∑
n=1

2−nC‖x‖ = C||x||.

Luego

||Tx|| ≤ ||x||+ ||
∞∑
n=1

2−nx
′

n+1(x)xn||

≤ ||x||+ C||x|| = (1 + C)||x||.
Se mostrará que T es M -invariante. Sea m ∈ M . Como
gen{xn : n ≥ 1} = M , existe una sucesión {yn}n∈N ⊆ gen{xn : n ≥
1} tal que yn −→ m. Sea n ∈ N fijo, luego yn =

∑k
j=1 λjxnj , se

cumple que:

∞∑
n=1

2−nx
′

n+1 (yn)xn =
∞∑
n=1

2−nx
′

n+1

(
k∑
j=1

λjxnj

)
xn

=
∞∑
n=1

k∑
j=1

2−nλjx
′

n+1

(
xnj
)
xn

=
k∑
j=1

2−(nj−1)λjxnj−1.

Es claro que
k∑
j=1

2nj−1λjxnj−1 ∈ gen{xn : n ≥ 1} ⊆M . Luego

Tyn = yn +
∞∑
n=1

2−nx
′

n+1(yn)xn ∈M.
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Como T es un operador continuo y M es cerrado se tiene que T (m) ∈
M .
Por otro lado, sea T1 : `1 → `1 definida por

T1({αn}n∈N) = (α1 +
1

2
α2, α2 +

1

22
α3, α3 +

1

23
α4, ...).

Por el Ejemplo 2.0.2 T1 es hiperćıclico. Se define Φ : `1 →M como

Φ({αn}n∈N) =
∞∑
n=1

αnxn.

Luego Φ es acotada ya que

||Φ({αn}n∈N)|| = ||
∞∑
n=1

αnxn||

≤
∞∑
n=1

|αn|||xn||

≤
∞∑
n=1

|αn| <∞.

Se probará que Φ(`1) = M . Sea
r∑

k=1

αnkxnk ∈ gen{xn : n ≥ 1}. Como

Φ({bk}k∈N) =
∑∞

k=1 αnkxnk donde bk = αnk para k ≤ r y bk = 0 si
k > r, se sigue que gen{xn : n ≥ 1} ⊆ Φ(`1), con lo cual se obtiene
el resultado deseado. Obsérvese que

Txn = xn +
∞∑
k=1

2−kx
′

n+1(xn)xk

= xn + 2−(n−1)xn−1.
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Luego

T |M ◦ Φ ({αn}n∈N) = T |M

( ∞∑
n=1

αnxn

)
=

∞∑
n=1

αnT |M (xn)

=
∞∑
n=1

αn

(
xn +

∞∑
m=1

2−mx
′

m+1(xn)xm

)

= α1x1 +
∞∑
n=2

(
αnxn + αn2

−(n−1)xn−1

)
= α1x1 +

∞∑
n=2

αnxn +
∞∑
n=2

αn2
−(n−1)xn−1

=
∞∑
n=1

αnxn +
∞∑
n=1

αn+12
−nxn

= Φ ({αn}n∈N) + Φ
(
{2−nαn+1}n∈N

)
= Φ

(
{αn + 2−nαn+1}n∈N

)
= Φ ◦ T1 ({αn}n∈N) .

Por lo tanto T |M ◦ Φ = Φ ◦ T1. Por la proposición anterior, T es
M−hiperćıclico. Además en el caso que X es separable se usa el
Teorema 3.2.3.

Nótese que si se da un subespacio cerrado y separable M no es
necesario usar el teorema de Mazur.

Teorema 3.2.5. [3] Sea M ⊂ X un subespacio cerrado, separable
y de dimensión infinita. Entonces existe T ∈ B(X) tal que es
M−hiperćıclico.

3.3. Criterios para los operadores hiperćıclicos

en subespacios

En esta sección se tratan criterios para verificar la
M−hiperciclicidad.

Definición 3.3.1. Sea M un subespacio de X distinto de {0} y
T ∈ B(X). El operador T es M−transitivo si para cualesquiera dos
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abiertos relativos no vaćıos U, V ⊆ M , existe un n ∈ N0 tal que
T−n(U) ∩ V contiene un subconjunto abierto relativo de M .

Teorema 3.3.1. [19] Sean M un subespacio de X distinto de {0} y
T ∈ B(X). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El operador T es M−transitivo.

2. Para cualesquiera dos abiertos relativos no vaćıos U, V ⊆ M
existe un n ∈ N0 tal que T−n(U)∩V es un conjunto no vaćıo y
T n(M) ⊆M .

3. Para cualesquiera dos abiertos relativos no vaćıos U, V ⊆ M

existe un n ∈ N0 tal que T−n(U) ∩ V es un subconjunto no
vaćıo abierto relativo de M .

Demostración. 1 ⇒ 2]Sean T un operador M−transitivo y
U, V ⊆ M abiertos relativos no vaćıos, por la Definición 3.3.1
existe un n ∈ N0 tal que T−n(U) ∩ V contiene un subconjunto no
vaćıo abierto relativo de M , digamos W . Por lo tanto T−n(U) ∩ V
es no vaćıo. Sea x ∈ M , en razón de que W ⊆ T−n(U) se tiene
que T n(W ) ⊆ M . Sea x0 ∈ W , luego existe r > 0 tal que
x0 + rx ∈ W . Aśı T n(x0 + rx) = T n(x0) + rT n(x) ∈M de modo que
T n(x) = 1

r(T
n(x0 + rx)− T n(x0)) ∈M .

2 ⇒ 3] Dado que T |M ∈ B(M) y U es abierto relativo de M
se obtiene que T−n(U) es abierto relativo de M .

3 ⇒ 1] Es claro que el conjunto abierto relativo que contiene
T−n(U) ∩ V es el mismo.

Al igual que en la transitividad se prueba que:

Proposición 3.3.1. Sean T ∈ B(X), M un subespacio de X
distinto del cero, n ∈ N0 y U, V conjuntos abiertos no vaćıos de X.
Entonces T n(U∩M)∩V ∩M 6= ∅ si y sólo si (U∩M)∩T−n(V ∩M) 6=
∅.
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Demostración.

T n(U ∩M) ∩ (V ∩M) 6= ∅ ⇔ ∃x ∈ (U ∩M) : T n(x) = y ∈ (V ∩M)

⇔ ∃x ∈ (U ∩M) ∩ T−n(V ∩M)

⇔ (U ∩M) ∩ T−n(V ∩M) 6= ∅.

Considerando el inciso 2 del Teorema 3.3.1 y la Proposición 3.3.1
se consigue:

Proposición 3.3.2. El operador T es M−transitivo si para
cualesquiera dos abiertos relativos no vaćıos U, V ⊆ M existe un
n ∈ N0 tal que T n(U) ∩ V es un conjunto abierto relativo de M no
vaćıo.

La teoŕıa que se tratara a continuación conducira al hecho de que
la M−transitividad implica M−hiperciclicidad.

Teorema 3.3.2. [19] Sean M un subespacio de X distinto de {0}
y T ∈ B(X). Si T es M−transitivo y {Bj} es una base contable
topológica de M , entonces

∞⋂
j=1

∞⋃
n=0

T−n (Bj) ∩M = M.

Demostración. Por el Teorema 3.3.1 para cada j, k ∈ N natural
existe nj,k ∈ N tal que el conjunto T−nj,k(Bj) ∩ Bk es no vaćıo y
relativamente abierto en M . Luego el conjunto

Aj :=
∞⋃
k=1

T−nj,k (Bj) ∩Bk

es relativamente abierto en M . Debido que cada Aj intersecta a cada
Bk por el Teorema 1.2.8 se obtiene que para cada j ∈ N el conjunto
Aj es denso en M . Por el Teorema de la categoŕıa de Baire se tiene
que

∞⋂
j=1

Aj =
∞⋂
j=1

∞⋃
k=1

T−nj,k (Bj) ∩Bk = M.
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Como cada nj,k = n para algún n ∈ N:

∞⋃
k=1

T−nj,k (Bj) ⊆
∞⋃
n=1

T−n (Bj) .

En razón de lo anterior y de que Bk ⊆M se obtiene

∞⋂
j=1

∞⋃
k=1

T−nj,k (Bj) ∩Bk ⊆
∞⋂
j=1

∞⋃
n=1

T−n (Bj) ∩M.

Aśı

M ⊆
∞⋂
j=1

∞⋃
n=1

T−n (Bj) ∩M ⊆M.

En conclusión el teorema anterior implica que HC(T,M) 6= ∅ y
por ello T es M−hiperćıclico es decir:

Teorema 3.3.3. [19] Sean M un subespacio de X distinto de {0} y
T ∈ B(X). Si T es M−transitivo, entonces T es M-hiperćıclico.

En [19] se puede encontrar un ejemplo de operador
M−hiperćıclico que no es M -transitivo.
El primer criterio fue deducido por Madore y Mart́ınez Avendaño
en 2011 motivados por su homólogo, el criterio de hiperciclicidad
(versión Teorema 2.1.6).

Teorema 3.3.4. [19](Criterio de Madore y Mart́ınez) Sea X un
espacio de Banach separable, M un subespacio de X distinto de {0}
y T ∈ B(X). Si existen dos subconjuntos densos D1, D2 ⊂M y una
sucesión creciente {nk}k∈N tal que

Para y ∈ D1, T nky −→ 0.

Para cada z ∈ D2 existe xnk ⊆ M , tal que xnk −→ 0 y
T nkxnk −→ z.

Para cada k ∈ N tenemos que M es un subespacio
T nk-invariante.
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Entonces T es M− transitivo, por lo tanto, T es M-hiperćıclico.

Demostración. Sean U y V conjuntos no vaćıos abiertos relativos
de M . Dado que D1 y D2 son densos en M existen v ∈ D1 ∩ V y
u ∈ D2 ∩ U . Como V y U son abiertos relativos de M existe ε > 0
tal que B(v, ε) ⊆ V y B(u, ε) ⊆ U . Teniendo en cuenta que v ∈ D1

y u ∈ D2 existe una sucesión {xnk}k∈N ∈M tal que

‖T nkv‖ < ε

2
, ‖xnk‖ < ε y ‖T nkxnk−u‖ <

ε

2
para k suficientemente grande.

Se verá que v+xnk ∈ V . Como v, xnk ∈M , se tiene que v+xnk ∈M
y

‖ (v + xnk)− v‖ = ‖xnk‖ < ε,

de esa manera v + xnk ∈ B(v, ε).
Ahora se verá que T nk (v + xnk) ∈ U . Como v, xnk ∈M , se tiene que
T nk (v + xnk) ∈M (ya que M es invariante bajo T nk) y

‖T nk (v + xnk)− u‖ 6 ‖T nkv‖+ ‖T nkxnk − u‖ <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı T nk (v + xk) ∈ B(u, ε) ⊆ U . Finalmente, v + xk ∈ T−nk(U) ∩
V .

Los autores se preguntan si se puede omitir el inciso iii) del
criterio, ya que el criterio de Gether y Shapiro (Teorema 2.1.6) sólo
cuenta con las dos primeras condiciones. La respuesta es negativa y
la da Can Minh Le, al mostrar que el operador 2S (S es el operador
desplazamiento a la izquierda) cumple las dos primeras propiedades
pero no es M−hiperćıclico para ningún subespacio M .
Le da una tercera condición más débil (una condición implica la
otra) a la planteada por Madore y Mart́ınez.

Proposición 3.3.3. Sea M un subespacio de X distinto de {0} y
T ∈ B(X). Si existen dos subconjuntos D1, D2 ⊂ M con D2 = M y
una sucesión creciente {nk}k∈N tal que para cada k ∈ N tenemos que
M es un subespacio T nk-invariante. Entonces D1 ⊂

⋂∞
k=1 T

−nk(M).

Demostración. Sea d ∈ D1 ⊆ M . Por hipótesis se tiene que para
cada k ∈ N, T nk(d) ∈M , luego para cada k ∈ N, d ∈ T−nk(M). Aśı
d ∈

⋂∞
k=1 T

−nk(M).
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Teorema 3.3.5. [17] Sean X un espacio de Banach separable, M
un subespacio de X distinto de {0} y T ∈ B(X). Si existen dos
subconjuntos D1, D2 ⊂ M tal que D2 = M y una sucesión creciente
{nk}k∈N tal que

1. Para y ∈ D1, T nky −→ 0.

2. Para cada z ∈ D2 existe xnk ⊆ D1, tal que xnk −→ 0 y
T nkxnk −→ z.

3. D1 ⊂
⋂∞
k=1 T

−nk(M).

Entonces T es M-hiperćıclico.

Demostración. Sea {εj}j∈N una sucesión de enteros positivos2 tal
que

ĺım
j→∞

(
jεj +

∞∑
i=j+1

εi

)
= 0.

Dado que X es separable, por la Proposición 1.2.2 se puede asumir
que D2 = {yn}n∈N. Por la hipótesis 2 para y1 existe {z1k}k∈N ⊆ D1 de
modo que z1k → 0 y T nkz1k −→ y1. En consecuencia para ε1 existe
L1 ∈ N tal que si k > L1, entonces ‖z1k‖ < ε1

2 y ‖T nkz1k − y1‖ < ε1
2 .

Def́ınase x1 := z1L1
y nk1 := nL1

. Luego

‖x1‖+ ‖T nk1x1 − y1‖ < ε1.

Por inducción sobre j se probará que existen una sucesión
{xj}j∈N ⊆ D1 y una subsucesión creciente {nkj}j∈N ⊆ {nk}k∈N
tales que para cada j ≥ 2 e i ∈ {1, ..., j − 1} se cumple que
‖xj‖+ ‖T nkjxi‖+ ‖T nkixj‖+ ‖T nkjxj − yj‖ < εj.
Caso j = 2.
Como T ∈ B(X) entonces T nk1 ∈ B(X). Por lo cual existe δ > 0 tal
que ||x− 0|| < δ implica ||T nk1x|| = ||T nk1x− T nk10‖ < ε2

4 .

Por la hipótesis 1 existe N2 ∈ N tal que k > N2, entonces
‖T nkx1‖ < ε2

4 .

2A saber εj = 1
2j .
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Por la hipótesis 2 para y2 existe {z2k}k∈N ⊆ D1 tal que z2k → 0 y
T nkz2k −→ y2. Por ello para ε = mı́n{ε24 , δ} existe L2 ∈ N tal que
k > L2, entonces ‖z2k‖ < ε y ‖T nkz2k − y1‖ < ε.

Para nk2 = N = máx{nk1+1, N2, L2} y x2 = z2N se cumple:

‖x2‖+ ‖T nk2x1‖+ ‖T nk1x2‖+ ‖T nk2x2 − y2‖ < ε2.

Caso j + 1.
Supóngase que la propiedad se cumple para algún j ∈ N, se verá que
la propiedad se cumple para j + 1.
Como T ∈ B(X) entonces T nki ∈ B(X) para i ∈ {1, ..., j}. Por lo
cual existen δ1, ..., δj tales que ||x− 0|| < δi, implica

||T nkix|| = ||T nkix− T nki0‖ < εj+1

4
.

Para δ = mı́n{δ1, ..., δj} se cumple que ||x − 0|| < δ, implica que
para i ∈ {1, ..., j} se cumple que ||T nkix|| = ||T nkix− T nki0‖ < εj+1

4 .

Por la hipótesis 1 existe Nj+1 ∈ N tal que si k > Nj+1, entonces
para cada i ∈ {1, ..., j} se cumple que ‖T nkxi‖ < εj+1

4 .

Por otra parte por la hipótesis 2 para yj+1 existe {z(j+1)k}k∈N ⊆ D1

tal que z(j+1)k → 0 y T nkz(j+1)k −→ yj+1. Luego para
ε = mı́n{εj+1

4 , δ} existe Lj+1 ∈ N tal que k > Lj+1, entonces
‖z(j+1)k‖ < ε y ‖T nkz(j+1)k − yj+1‖ < ε.

Para nkj+1
= N = máx{nkj+1, Nj+1, Lj+1}, xj+1 = z(j+1)N e

i < j se cumple:

‖xj+1‖+ ‖T nkj+1xi‖+ ‖T nkixj+1‖+ ‖T nkj+1xj+1 − yj+1‖ < εj+1.

Def́ınase x :=
∑∞

i=1 xi. Teniendo en cuenta que

∞∑
i=1

||xi|| ≤
∞∑
i=1

εi, (3.4)
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se afirma que x esta bien definido. Puesto que para cada j, T nkjx ∈
M se cumple que

‖T nkjx− yj‖ =
∥∥∥T nkjxj − yj +

j−1∑
i=1

T nkjxi +
∞∑

i=j+1

T nkjxi

∥∥∥
≤ ‖T nkjxj − yj‖+

j−1∑
i=1

‖T nkjxi‖+
∞∑

i=j+1

‖T nkjxi‖

≤ jεj +
∞∑

i=j+1

εi.

Por lo tanto ĺım
j→∞
||T nkjx− yn|| = 0 y por la Proposición 1.1.1

{T nkjx : j ∈ N} = M . Por la Proposición 1.1.2 T es M−hiperćıclico.

Obsérvese que D1 no necesita ser denso en M a diferencia del
criterio de Madore y Mart́ınez. Para que el criterio anterior sirva
para espacios no separables es suficiente cambiar una condición del
teorema:

Teorema 3.3.6. [17] Sean X un espacio de Banach separable, M
un subespacio de X distinto de {0} y T ∈ B(X). Si existen dos
subconjuntos D1, D2 ⊂ M tal que D2 = {yn}n∈N y una sucesión
creciente {nk}k∈N tal que

1. Para y ∈ D1, T nky −→ 0.

2. Para cada z ∈ D2 existe xnk ⊆ D1, tal que xnk −→ 0 y
T nkxnk −→ z.

3. D1 ⊂
⋂∞
k=1 T

−nk(M).

Entonces T es M-hiperćıclico.

Le continuó su estudio de la M−hiperciclicidad por medio del
Kernel generalizado:

Teorema 3.3.7. (Criterio de Le)[17] Sean X un espacio de Banach
separable y T ∈ B(X) tal que Ker∗(T ) = X. Si existe un operador
A : Ker∗(T )→ Ker∗(T ) que satisface:
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Para cada x ∈ Ker∗(T ) se cumple Amkx→ 0.

Para cada TA = I ∈ Ker∗(T ).

Entonces T es M−hiperćıclico para cada espacio codimensional M .

Para el 2019 Augusto y Pellegrini deciden tomar el mismo camino
de Le:

Teorema 3.3.8. [3] Sea T ∈ B(X). Si existen un subespacio M
cerrado, separable y de dimensión infinita tal que Ker∗(T ) ∩M =
M , un operador A : Ker∗(T ) → Ker∗(T ) y una sucesión creciente
{mk}k∈N ⊆ N tales que:

i) Para cada x ∈ Ker∗(T ) ∩M se cumple Amkx→ 0.

ii) Para cada x ∈ Ker∗(T )∩M se cumple Amkx ∈ Ker∗(T )∩M .

iii) Para todo i < j, mj −mi ∈ {mk}k∈N.

iv) Para cada x ∈ Ker∗(T ) ∩M se cumple (T ◦ A)x = x.

Entonces T es M−hiperćıclico.

Demostración. Sea {xk}k∈N ⊆ Ker∗(T ) ∩M una sucesión densa de
M . 1.- Existe una sucesión {mjk}k∈N ⊆ {mk}k∈N tal que

a) Para cada k ≥ 1, ||Amjkxk|| < 1
2k

.

b) Para cada i ≥ 1 y k ≥ 1, ||Amjk+ixk+1|| < 1
2k+1 .

c) Para cada k ≥ 1, Tmjkxk = 0.

d) Para cada k ≥ 1, mjk+1
≥ 2mjk.

En efecto, sean k = 1 y ε = 1
2 por la condición i) existenmk1,mk∗1 ∈ N

tales que para cada j ≥ mk1,mk∗1 se cumple ||Amjx1|| < 1
2 y

||Amjx2|| < 1
22 . Como x1 ∈ Ker∗(T ) existe p1 ∈ N tal que

x1 ∈ Ker(T p1). Eĺıjase mj1 ≥ máx {mk1,mk∗1 , p1}. Luego para mj1

se cumplen las tres primeras propiedades requeridas.
Sean k = 2 y ε = 1

22 . Por la condición i) existen mk2,mk∗2 ∈ N tales
que para cada j ≥ mk2,mk∗2 se cumple ||Amjx2|| < 1

22 y ||Amjx3|| <
1
23 . Como x2 ∈ Ker∗(T ) existe p2 ∈ N tal que x2 ∈ Ker(T p2). Eĺıjase
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mj2 ≥ máx {mk2,mk∗2 , p2,, 2mj1}. Luego se cumplen para mj2 las
cuatro propiedades mencionadas.
En general, sea k = t y ε = 1

2t por i existen mkt,mk∗t ∈ N tales que
para cada j ≥ mkt,mk∗t se cumple ||Amjxt|| < 1

2t y ||Amjxt+1|| < 1
2t+1 .

Como xt ∈ Ker∗(T ) existe pt ∈ N tal que xt ∈ Ker(T pt). Eĺıjase
mjt ≥ máx {mkt,mk∗t , pt, 2mjt−1}. Por ello para mjt se cumplen las
cuatro propiedades mencionadas.
Ya que para cada k ≥ 1 se cumple que ||Amjkxk|| < 1

2k
, se tiene que

x =
∑∞

k=1A
mjkxk es absolutamente convergente.

2.- Se probara que Tmjkx ∈M .

Tmjkx = Tmjk

∞∑
i=1

Amjixi

=
k−1∑
i=1

TmjkAmjixi + xk +
∞∑

i=k+1

TmjkAmjixi

=
k−1∑
i=1

Tmjk
−mjixi + xk +

∞∑
i=k+1

Amji
−mjkxi.

Si 1 ≤ i ≤ k − 1, entonces mjk − mji ≥ mji ya que mjk+1
≥ 2mjk.

Por lo tanto Tmjk
−mjixi = 0 y, en consecuencia

k−1∑
i=1

Tmjk
−mjixi = 0. (3.5)

Si i ≥ k + 1, ocurre que mji −mik ∈ {mk}k∈N por la condición iii).
Debido a la condición ii) se cumple que Amji

−mikxi ∈ Ker∗(T )∩M .
Luego

∞∑
i=k+1

Amji
−mjkxi ∈ Ker∗(T ) ∩M = M. (3.6)

De esta forma

Tmjkx = xk +
∞∑

i=k+1

Amji
−mjkxi ∈M. (3.7)

3.- Se verificará que {Tmjkx : k ≥ 1} = M . Para ello es suficiente
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probar que ‖Tmjkx− xk‖ < 1
2k

(usando la Proposición 1.1.1).∥∥∥Tmjkx− xk‖ = ‖
∞∑

i=k+1

Amji
−mjkxi

∥∥∥
≤

∞∑
i=k+1

‖Amji
−mjkxi‖.

(3.8)

Para i > k se cumple que mji > mji−1 ≥ mjk y aśı −mjk ≥ −mji−1.
Por lo que se probó en el inciso d) mji −mji−1 ≥ mji−1. Luego

mji −mjk ≥ mji −mji−1 ≥ mji−1.

Por la condición (iii) se cumple que (mji − mjk) ∈ {mk}k∈N. Se
denota con ml a mji −mjk y se obtiene que ml > mji−1. Sea ai ≥ 1
tal que l = ji−1 + ai se sigue que

‖Amji
−mjkxi‖ = ‖Amlxi‖

= ‖Amji−1+aixi‖

<
1

2i
, por lo demostrado en el inciso b).

Finalmente

‖Tmjkx− xk‖ ≤
∞∑

i=k+1

‖Amji
−mjkxi‖

≤
∞∑

i=k+1

‖Amji−1+aixi‖

≤
∞∑

i=k+1

2−i =
1

2k
.

(3.9)

Por la Proposición 1.1.2, T es M−hiperćıclico.
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3.4. Conclusiones

Los operadores M−hiperćıclicos fueron inicialmente estudiados
en espacios de Banach de dimensión infinita separables.

1. Dado que un operador es hiperćıclico si y sólo si es
transitivo, se buscó la relación entre la M−hiperciclicidad y la
M−transitividad. Sin embargo, sólo se cumple que un operador
M−transitivo es M−hiperćıclico. Un ejemplo de un operador
M−hiperćıclico que no es M−transitivo se encuentra el art́ıculo
“On subpace hypercyclic operators”de Le.

2. Madore y Mart́ınez Avendaño crean un criterio que implica la
M−hiperciclicidad a través de la M−transitividad.

3. Le escribe dos criterios que implican la M−hiperciclicidad. El
primero es una generalización del criterio de Madore-Mart́ınez,
pero en esta generalización se pierde que el operador sea
M−transitivo. El segundo centra su resultado en el kernel
generalizado del operador.

Sin embargo, la M−hiperciclicidad también ocurre en espacios de
Banach de dimensión infinita no separables como lo demostraron
Augusto y Pellegrini en el año 2019 en [3].

1. Sea T ∈ B(X). Si T es un operador M−hiperćıclico, entonces
M es de dimensión infinita.

2. Augusto y Pellegrini crean su propio criterio de
M−hiperciclicidad para espacios de Banach de dimensión
infinita, basandolo en el kernel generalizado del operador y es
aplicable a espacios de Banach de dimensión infinita que no
son separables.

3. El criterio de Mart́ınez y Madore no puede ser generalizado a
espacios de Banach no separables porque su demostración se
basa en la existencia de una base topológica contable.

4. El primer criterio de Le se puede generalizar al agregar la
condición de que D2 sea contable.
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5. Los operadores hiperćıclicos son un caso particular de los
operadores M−hiperćıclicos cuando M = X.



Referencias

[1] Ansari, S. I. Hypercyclic and cyclic vectors. Journal of
Functional Analysis 128, 2 (1995), 374–383.

[2] Aron, Richard y Bés, J. Hypercyclic differentiation
operators. Contemporary Mathematics 232 (1999), 39–46.

[3] Augusto, A. y Pellegrini, L. Some new results on
subspace-hypercyclic operators. Versión preliminar (2019).

[4] Axler, S. J. Linear algebra done right, vol. 2. Springer, 1997.

[5] Bamerni, N., and Kadets, Vladimir y Kılıçman, A.
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hiperćıclico, 17
mezclante, 24
mezclante débil, 24
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