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Introduccion

Sean X un espacio de Banach y T' € B(X). El operador T es
hiperciclico si existe un vector xy cuya orbita bajo el operador es
denso en el espacio. El vector x( se llama vector hiperciclico para el
operador 7.

El primer ejemplo de operador hiperciclico (y el més famoso) fue
dado por Stefan Rolewicz en 1969: el corrimiento en (P multiplicado
por un nuimero complejo de modulo mayor que 1 y 1 < p < oo.

En 1982, Carol Kitai di6é un criterio con condiciones suficientes
para que un operador sea hiperciclico en su tesis doctoral.

Este criterio fue “redescubierto” por Robert M. Gethner y Joel H.
Shapiro en 1987. Bés escribid la version maés conocida y actual de
este teorema a la que se le llama criterio de hiperciclicidad.

El criterio de Kitai concluye que el operador es mezclantd!] y el
criterio de hiperciclicidad que el operador es débilmente mezclante.
Si un operador es mezclante entonces es débilmente mezclantef] Si
un operador es débilmente mezclante es hiperciclico.

Por otro lado en 1999 Bés y Peris demostraron en [6] que 7" es un
operador débilmente mezclante si y sélo si el operador T' cumple las

1yéase Definicién
2Véase Definicié
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condiciones del criterio de hiperciclicidad.

Se abri6 asi una pregunta: jel criterio de hiperciclicidad es equivalente
a la hiperciclicidad?

Por muchos anos se quedo abierta la pregunta hasta que en el ano
2009 Manuel de la Rosa y Charles Read demostraron que existen
operadores hiperciclicos que no son débilmente mezclantes.

El interés en operadores hiperciclicos surge del problema del subespacio
invariante. Una solucién a este problema en espacios de Banach la
publicé C. Read en los anos ochenta en [23] y [24]. Read demostré
que existe un operador T € B({') tal que cada vector distinto
del cero en ¢! es hiperciclico, lo cual equivale a que no existe un
subespacio no trivial de X que sea T'—invariante.

Este tema es de actualidad y el concepto ha sido generalizado en
varias direcciones.

Considerando la topologia débil en lugar de la topologia inducida
por la norma, se puede leer sobre hiperciclicidad débil en el articulo
de C. Chan del ano 2014 titulado “A weakly hypercyclic operator
that is not norm hypercyclic”[9].

Cuantificando la frecuencia con la que la 6rbita intersecta a cualquier
conjunto abierto no vacio U de X, se puede leer sobre la hiperciclicidad
frecuente en el articulo “Ergodic theory and dynamical systems”de
Bonilla y Grosse Erdman de 2007 [7] y en el trabajo més reciente de
Grosse Erdman titulado “Frequently hypercyclic bilateral shifts” publicado
en el ano 2019 [14].

También se pueden estudiar operadores hiperciclicos que admiten
un conjunto denso de puntos periddicos (a los cuales se les llama
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operadores cadticos) en el libro “Chaos Lineal”de Grosse Erdmanf

La intencion de este trabajo es condensar la teoria de operadores
hiperciclicos y particularmente de los operadores M —hiperciclicos
que son en si mismos operadores hiperciclicos en un subespacio M.
La tesis esta organizada de la siguiente manera:

El capitulo 1 esta formado por definiciones y algunos resultados
de la teoria de espacios de Banach necesarios en el desarrollo de los
siguientes dos capitulos.

En el capitulo 2 se tratan los espacios que admiten el fenémeno
de hiperciclicidad, algunos criterios para la verificacién del mismo, el
problema del operador débilmente mezclante y una respuesta parcial
al problema de subespacio invariante.

En el capitulo 3 se desarrolla la teoria concerniente a los operadores
M —hiperciclicos, los espacios donde existen y los subespacios M que
son candidatos para que un operador sea M —hiperciclico. También
se hara énfasis en el desarrollo de los criterios para la M —hiperciclicidad.

3Sea x € X, z es un punto periédico si existe n € N tal que T"z = z (véase [12] pag. 10]).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Operadores en espacios de Banach

En este capitulo se incluyen algunas propiedades de los
operadores en espacios vectoriales de Banach y Hilbert. También se
recordaran algunas propiedades de espacios especificos de este tipo
que nos seran utiles en la teoria de los capitulos siguientes.

Para iniciar se habla de espacios en los que se define una funcion
llamada norma, estos sirven para definir los espacios de Banach. En
adelante K representa R o C.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio vectorial sobre K. La funcion
|- |l -+ X = R se llama norma en X si para cada z,y € X y para
cualquier t € K se cumplen las siguientes propiedades:

(N1) ||z ||= 0,

(N2) || z ||=0 <= z=0,
(N3) ||tz [|=]t ] ||z [,

(N lz+ylI<al+ |yl

Si || - || es una norma en X, el par (X, | - ||) se llama espacio
normado o espacio vectorial normado.

Con (X, |||[1) ¥ (Y, ]]-]|2) se denotan dos espacios normados pero
se omite esta notacién (a menos que sea necesaria) y se escribe
simplemente X y Y.
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Ejemplo 1.1.1. Los espacios R" y C" son normados, con la norma,

1
n 2

|z [|= <Z I:rz-|2> = Vw12 + o+ e
=1

Definiciéon 1.1.2. Un subespacio A de un espacio normado X es un
subespacio vectorial de X considerdndolo como un espacio vectorial
con la norma restringida a A.

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio normado. Una sucesion en X
es una funcion f : N — X tal que x; = f(i). Se escribe como {x;}ien
a una sucesion en X, donde cada x; € X. Se denota al espacio
vectorial de sucesiones en X por S. Para cada {z;}ien, {yitien € S
yae K:

1. {xi}ien + {vyi tien = {2 + yi}ien.

2. oz }ieny = {ax;}ien

Definicién 1.1.4. Sea {x;}ieny una sucesion en (X, || -||) vz € X,
Se dird que la sucesion {x;}ien converge a x, si para todo € >0 existe
k € N de tal forma que para cada n > k se cumple que ||x, — z||< €.

En tal caso se escribe lim x,, = xy.
n—oo

Ejemplo 1.1.2. Sea 1 < p < oo, 7 es el espacio de todas las
sucesiones y = {y; }ien con y; € X tales que

00
Z |y2‘p < oo,
=1

un espacio normado con la norma

0 z
lyll = (Z yz-lp> :
=1

Ejemplo 1.1.3. Se define £*° como el espacio de sucesiones acotadas,
es decir, cada x = {x;}ieny € S cumple que |z;| < ¢ para algun ¢ € R.

Con la norma ||z|| = sup |x;|.
1€N
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A continuacién se recordaran algunas estructuras topoldgicas.
Definicién 1.1.5. Sean z € X y r € RT.

a) La bola abierta con centro en x y radio r es el conjunto:
B(z,r) ={ye X ||z —y| <r}.

b) La bola cerrada con centro en x y radio r es el conjunto:
B(z,r):={ye X[z -yl <r}

Definicion 1.1.6. Un subconjunto A de un espacio normado X es
un subconjunto abierto si A es subconjunto de X y para cada x € A
existe v > 0 tal que B(z,r) C A.

Definicion 1.1.7. Un subconjunto A de un espacio normado X es
un subespacio abierto si A es un subespacio de X y es un subconjunto
abierto.

Definicién 1.1.8. Un subconjunto B de un espacio normado X es
un subconjunto cerrado si el conjunto X\B = B ={x € X : x ¢ B}
es un conjunto abierto.

Teorema 1.1.1. Sea A C X, entonces se cumple:

1.A=n{F C X :F escerrado en X y A C F}.

2. El conjunto A es cerrado. Ademds, A es el conjunto cerrado
mas pequeno que contiene a A.

3. A es cerrado si y solo si A = A.
Dentro de los espacios normados se definen funciones especiales.

Definiciéon 1.1.9. Sean X y Y espacios normados. Una funcion
T : X — Y es un operador lineal si para cada o € K y para cada
x1, Ty € X se cumple: T'(axy + x9) = T (x1) + T'(x2).

Al conjunto de operadores lineales de X a Y se le denota
por L(X,Y), cuando X = Y se escribe L(X). Con el propdsito
de mejorar la comprensién de las sucesiones se usara la notacion
{z;}ien = (21, 22, 73, ...) cada vez que sea necesario.
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Definicién 1.1.10. El operador desplazamiento izquierdo de S en
S se define como: S(xy, %9, x3,...) = (T2, T3, X4, ...).

Definiciéon 1.1.11. El operador desplazamiento derecho de S en S
se define como: S (1,29, 23, ...) = (0,29, 23, 24, ...).

Dos espacios importantes relacionados con los operadores son los
siguientes:

Definicién 1.1.12. Sea T' € L(X). El Kernel de T o espacio nulo
de T se define como el conjunto

Ker (T)={zxe€ X :T(z) =0}.

Se puede observar que KerT" = {0} C KerT! C KerT? C

Definicién 1.1.13. Sea T' € L(X), el kernel (nicleo) generalizado
de T se define como:

Ker* GK@T ).

Definicién 1.1.14. Sea T € L(X,Y). La imagen de T o espacio
nulo de T' se define como el conjunto

Img(T)={yeY  :qx e X, T(z) =y}

A continuacion se definen los conceptos de operador continuo y
operador acotado.

Definicién 1.1.15. Sean (X, ||]1), (Y,||||2) espacios normados,
T € LIX,)Y) y xg € X. El operador es continuo en el punto
xo St se cumple la siguiente condicion: para cada € > 0 existe
d = 0(e,xg) > 0 tal que si x € X y ||z — x|1< 0, entonces
() — Tao) o< .
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Definicién 1.1.16. Sea A C X. Se dice que un operadorT : X — Y
es continuo en A siT' es continuo en cada punto de A. Si A = X,
se dice que T' es continuo en X.

Definicién 1.1.17. Sean T € L(X,Y) y zy € X. Se dice que el
operador es continuo por sucesiones en el punto xy st T cumple la

siguiente condicion: para cada sucesion {x;}ien € X si lim x, = x,
n—oo

entonces 1lim T'(z,,) = T (o).
n—oo

Teorema 1.1.2. [21, pdg. 65,67 Sean T € L(X,Y) yxo € X. Son
equivalentes:

1. T es continuo en xy.

2. T es continuo en xy por sucesiones.

3. Para cada € > 0 eziste 6 > 0 tal que T(B(xy,d) C B(T(x),¢).
Definicién 1.1.18. Sean (X, ||-]1), (Y, |]']2) y T € L(X,Y).

1. T es uniformemente continuo si para cada € > 0 existe 0 > 0
tal que para cualesquiera x,y € X que cumplen || x —y 1<,
entonces || T'(x) — T(y) ||2< €.

2. T es acotado si existe r >0 tal que para todo x € X,
| T(x) [2< 7 [ 2 |1

Se debe tomar en cuenta que la definicion de operador acotado
no es la misma que usamos en calculo. [[]

Teorema 1.1.3. [15, pdg. 97] Sea T € L(X,Y), entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. T es continuo en X.

2. T es acotado.

1Una funcién f es acotada si existe M > 0 tal que ||f(x)| < M para cada z en el dominio
de f.
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Definicién 1.1.19. El conjunto de operadores acotados de X a'Y
se denota por:

B(X,Y):={T € L(X,Y) | T es acotado }.

Por el Teorema, B(X,Y)={T € L(X,Y) | T es continuo}.
Cuando X =Y se escribe simplemente B(X).

Definicién 1.1.20. Sea T' € B(X,Y), se define la norma de T por:
|T|| :=f{r >0: ||T(x)| <r|z|, Ve € X}.

Teorema 1.1.4. Si T € B(X,Y), entonces son equivalentes:
e T = in{r > 0 [IT(@) | < rllall, v € X}
o |7} = sup{[[T(@)[ - [|=]| < 1} = sup [[A(z)]].

[|=[]<1

o |7} := sup{[[T ()] - |2l = 1} = sup [[A(z)]].

[|[[=1

Teorema 1.1.5. Sea X un espacio normado. El espacio vectorial
B(X) es un espacio normado con la norma definida anteriormente.

Definicién 1.1.21. Sean X wun espacio normado y {z;}ien una
sucesion en X; la sucesion {x;}ien es de Cauchy si para todo € >0
eriste k € N de tal forma que para cada m,n > k se cumple que
|Tm — 2| < €.

Definiciéon 1.1.22. Un espacio normado es completo si toda
sucesion de Cauchy converge.

Definicion 1.1.23. Un espacio de Banach es un espacio normado
completo.

A continuacién se muestran ejemplos de espacios de Banach.
= Los espacios R” y C" con n € N.
= Los espacios /F para 1 < p < o0 .

= El espacio /.
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Proposicion 1.1.1. Sean * € X y M wun subespacio cerrado
no trivial de X. Si existen {xp}tren C X y {ritren € {n}pen
tales que para cada k € N Tax € M, {xp:keN}= M y
kh—{goHTT% — xzi|| = 0, entonces {T™x : k € N} =M .

Demostracion. Seay € {T"x : k € N}, luego existe {T"x}eny C M
tal que T"*x — y. Lo que implica que y € M.

Por el otro lado, sea m € M, luego existe {xy, }sen € {k}ren tal
que xp, —» m. Para € > 0 existe p € N tal que si s > p, entonces

T2 —ml| = [T 2 = 2 + 2, —m]
< HTrksx = Ty || T mes o mH
<e.
Por lo tanto T"tx — m, es decir, m € {T"x : k € N}. O

Proposicion 1.1.2. Sea M C X subespacio cerrado distinto del
{0}. Si {Tmx: ke N} =M, entonces {T"x :n>1yNM = M.

Demostracion. Por hipotesis para cada k € N se cumple que Tz €
M, luego {T™x : k € N} C {T"x : n > 1} N M en consecuencia
MC{Trz:n>1}NM.

Por el otro lado, {T"x :n > 1} N M C M asi {T"x:n>1}NM C
M =M. O

Definicién 1.1.24. Sea X un normado sobre K. Al conjunto X =
L(X, K) se le llama conjugado algebrdico de X o dual algebrdico de
X. Los elementos de X se llaman funcionales.

Definicion 1.1.25. Sea X un espacio normado. El conjunto X* =
{T € X' T es continuo } se le llama conjugado topoldgico de X o
dual topoldgico de X. Se puede observar que X* = B(X, K).

Definicion 1.1.26. Sean X, Y espacios de Banach yT € B(X,Y).
El operador adjunto de T es el operador T* € B(Y™*, X*) tal que para
cada y* € Y* yx € X se cumple que:

T (y")(x) =y (T(x)).
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Definicién 1.1.27. Sean (X, ||-][1), (Y, ||-||2) dos espacios normados
yv: X — Y una funcion. Diremos que v es una isometria de X
en Y sipara cada xr1,19 € X:

(@ (x1) = ¥(x2)]] = |21 — 2.

Definicion 1.1.28. Un subconjunto A de un espacio normado X es
denso en X si A= X.

Definicion 1.1.29. El espacio normado X es separable si X
contiene un subconjunto contable denso en X.

Teorema 1.1.6. Sean X un espacio de Banach y A un subespacio
de X, entonces

m A es completo si y solo si A es cerrado.
w 51 A de dimension finita, entonces A es completo.

n 51 X es separable, entonces A es separable.

1.1.1. Espacios de Hilbert

La siguiente estructura estda dotada de una funcién < -, - >,

llamada producto escalar, producto interno (p.i.) o producto interior
sobre X.

Definicién 1.1.30. Sea X wun espacio wvectorial sobre K vy
<> X x X = K una funcion tal que para cualesquiera x, 1y, z
€ X ya e K se satisfacen:

(P1) < x,x >>0,

(P2) < x,x >=0<=2=0,

(P3) <ar+y,z>=a<x,z>+<yz>,

(P}) <y >=ZGT>.

Se dice que X es un espacio con producto interior o que X es
un espacio prehilbert. Al espacio (X, <>) se le llama espacio con
producto interior.

Todo espacio con producto interior es un espacio normado.
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Teorema 1.1.7. Sea (X,<>) un espacio con producto interior,
entonces || - || : X — R, definida por ||z|| = /< z,x > para cada
xr € X, es una norma en x.

La norma en el Teorema [I.1.7] se llama norma asociada con el

producto interior de X o norma inducida por el producto interior de
X.

Definicién 1.1.31. Un espacio con producto interior completo se
denomina espacio de Hilbert y se denota por H.

Los siguientes son ejemplos de espacios de Hilbert.
» Los espacios R" y C" con n € N.
» El espacio ¢2.

Queda claro que cada espacio de Hilbert es un espacio de Banach.
Los espacios de Hilbert son mas ricos que los espacios de Banach
en el sentido que cuenta con propiedades que no necesariamente se
cumplen en los espacios de Banach:

1. Representacién de H como la suma directa de un espacio
cerrado con su complemento ortogonal.

2. Conjuntos y sucesiones ortonormales.

Teorema 1.1.8. [16, pdg. 313] Una norma es inducida por un
producto interior si y solo si cumple la ley del paralelogramo. Es
decir si satisface

Iz +ylI* + 2 = ylI* = 2(ll= (" + ).

Definicién 1.1.32. Sea X un espacio con producto interior y A C
X.

» Se dice que los vectores x, y € X son ortogonales si < x,y >= 0
y se denota con x 1 y.

= El conjunto At ={x € X :Va € A:z 1 a} se llama conjunto
ortogonal A.
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Se puede observar que para cada x € X, 0 L x.

Proposicién 1.1.3. Si A C X, entonces At es un subespacio
cerrado en X.

Teorema 1.1.9. [15, pdg. 146] Sea A un subespacio completo de H,
entonces H =A@ A+,

1.2. Bases en espacios normados

A partir de aqui X serd un espacio normado. La mayoria de los
resultados aqui presentados son conocidos en espacios vectoriales y
X los cumple ya que es en particular un espacio vectorial.

Definicién 1.2.1. Sea A un subconjunto no vacio de X yx € X.
Entonces x© es una combinacion lineal de A si existen n € N,
X1y, p € Ay aq,...,a, € K tales que

n
Tr = E ;5.
1=1

Definicion 1.2.2. Sea A un subconjunto no vacio de X. El conjunto
generado por A y denotado por gen A es el conjunto de todas las
combinaciones lineales de A.

El conjunto generado por un unico elemento w, se escribira
gen {w}. Si A = {z,y,...}, el conjunto generado por A se expresa
como gen A o también gen{x,y,...} . Cuando A = (), definimos

gen A := {0}.

Teorema 1.2.1. [10, pdg. 30] El conjunto gen A es un subespacio
de X.

Definicién 1.2.3. El conjunto A genera a X st todo elemento de X
puede escribirse como una combinacion lineal de elementos de A.

Definicién 1.2.4. Dado un conjunto S = {x1,...,x,} C X (con
n € N). Se dice que es linealmente dependiente si existen escalares
Qq, ..., no todos ceros, tales que:

n
E o; = 0.
1=1
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Definiciéon 1.2.5. El conjunto S es linealmente independiente si no
es linealmente dependiente.

Definicién 1.2.6. Una base del espacio X es un subconjunto finito
linealmente independiente de X tal que cada vector en X es una
combinacion lineal de elementos del sistema.

Definicién 1.2.7. Una base ordenada para X es una base
establecida con orden especifico.

Ejemplo 1.2.1. Sea X tal que tenga a {rj,x2, 73} como base
ordenada. Entonces {xs, 1,23} también es una base ordenada de
X pero son distintas como bases ordenadas.

Definicién 1.2.8. Sea {z, : n € N} = A C X. Entonces

I) El conjunto A es linealmente independiente si para todo
subconjunto finito S = {w;,..,x;} de A es linealmente
independiente.

II) El conjunto A es linealmente dependiente si no es linealmente
independiente.

Observacion 1.2.1. Cualquier subconjunto de un conjunto
linealmente independiente es linealmente independiente.

Definicién 1.2.9. Sea X un espacto normado. Una base de Hamel

B, es un subconjunto de X linealmente independiente que genera a
X.

A la base de Hamel se le suele llamar simplemente base pero en
este texto no se le llamara asi para evitar confusiones con la base
antes definida, pues la primera si es una base de Hamel pero una
base de Hamel no es necesariamente finita.

Teorema 1.2.2. [15, p.211] Todo espacio normado distinto de {0}
tiene una base de Hamel.

Proposicion 1.2.1. 5t B es una base de Hamel para X. Entonces
todo wvector distinto de cero en X tiene una unica representacion
como combinacion lineal (finita) de B con escalares distintos de cero
como coeficientes.
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Teorema 1.2.3. Dos bases de Hamel cualesquiera de un espacto
normado tienen el mismo numero cardinal.

Corolario 1.2.1. Cualesquiera dos bases finitas de un espacio
normado tienen el mismo numero de elementos.

La dimension de un espacio X se define de la siguiente forma:

Definicién 1.2.10. Se denota la dimension de X por dim X, la
cual estd definida por:

I) dim X =0, si X = {0},

II) dim X < oo (de dimension finita) si dim X = 0 o existe una
base con n elementos con n € N (en tal caso, dim X = n),

III) X tiene dimension infinita si no tiene dimension finita.

El siguiente ejemplo muestra que la dimensién de un espacio
normado depende de su campo.

Ejemplo 1.2.2. Sea C (espacio vectorial de los complejos),
I) sobre el campo de los complejos, dim C = 1 (una base es {1});

I1) sobre el campo de los reales (o visto como R?) | dim C = 2
(una base es {1,1}).

Teorema 1.2.4. [10, pdg. 50] Sea X wun espacio normado
n-dimensional y W un subespacio de X. Entonces dim W < n.
Ademas si dimW = n, entonces X = W.

Definicién 1.2.11. Sea X en espacio de Banach. La sucesion
{z,}nen € X es una base de Schauder de X si para cada x € X
existe una unica sucesion {ontneny C K tal que x =3 7 apxy (la
representacion de X es unica en esta forma).

Observaciones:

1. Un espacio X con una base de Schauder {z,},en puede ser
considerado como un espacio de sucesiones identificando cada
(0.¢) , . [y Ly .
r =), apT, con la inica (solucién) sucesién de coeficientes
{Qn}neN-
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2. Para describir una base de Schauder hay que definir los vectores
de la base no sélo como conjunto sino como una sucesion
ordenada.

Ejemplo 1.2.3. Sea 1 < p < o0, el espacio ¢ tiene una base de
Schauder. A saber {e, },en donde e, = (0,0,...,1,,0, ...).

Ejemplo 1.2.4. El espacio /# con 1 < p < oo es separable donde
el conjunto contable denso es el conjunto de todas las sucesiones
x, de la forma =z = (21, 29,..., 2, 0,...) donde m € N y para cada
ied{l,...,m}z €Q.

Ejemplo 1.2.5. El espacio £*° no es separable.

Teorema 1.2.5. 57 un espacio normado X tiene una base de
Schauder, entonces X es separable.

Como (% no es separable, /> no tiene una base de Schauder. En
sentido reciproco, jcada espacio de Banach separable tiene una
base de Schauder? Esta es una famosa pregunta hecha por el mismo
Banach y contestada negativamente por P. Enflo en 1973 en el
articulo “A counter example to the approximation property in
Banach spaces”.

Como no todos los espacios de Banach separables admiten una
base de Schauder es necesario conocer conceptos similares que nos
ayudaran en el desarrollo de este tema.

Definicién 1.2.12. Sea X un espacio de Banach y {e,}neny C X.
Se llamard a {e,}nen una sucesion base de X si es una base de
Schauder para gen {e, : n > 1}.

El siguiente teorema es conocido y se puede encontrar en libros
como [12] pag. 268|.

Teorema 1.2.6. (Mazur) Cada espacio de Banach de dimension
infinita contiene una sucesion base.

Ahora se hablara de otras bases relacionadas con la topologia
generada por las bolas abiertas del espacio normado X.
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Definicién 1.2.13. Sea [ una coleccion de conjuntos abiertos de
un espacio normado X, 3 es una base topologica para X si cada
conjunto abierto de X es la union de una subcoleccion de 3.

Teorema 1.2.7. [16, pdg. 126] Un espacio normado X es separable
st y solo st X tiene una base contable topoldgica.

Proposicion 1.2.2. Sean X wun espacio normado separable 1y
Y, M C X un subespacio de X. Si' Y es denso en M, entonces
existe Y = {yn hnen tal que y, €Y' yY es denso en M.

Demostracion. Por el Teorema Y es separable. Asi existe Y =
{yn nen tal que Y =Y. Luego Y=Y=M ]

Teorema 1.2.8. [§, pdg. 58] Sea E C X es denso en X si y sdlo si
cada conjunto abierto A distinto del conjunto vacio satisface ANE #

0.

Teorema 1.2.9. [16, pdg. 148] (Teorema de Categoria de Baire)
Para cada coleccion {Uy}tren de abiertos densos en X se tiene que
st X es un espacio de Banach, entonces

Ao x
j=1

Teorema 1.2.10. [20/(Ovsepian-Pelzynski) Sean X un espacio de
Banach separable y M un subespacio de X . Existen {x,}neny € M y
{2 }hen © M* tales que

1. aj(zj) = o,

2. gen{z, :n>1} =X,
3. six € M es tal que x(z) =0 para n > 1, entonces x = 0,

4. ||znll = 1 para cada n > 1 y sup||zi|| = C < oc.
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Espacios normados de dimensién finita

Definiciéon 1.2.14. Sean T € B(X) y x € X \ {0}. El vector x es
un vector propio de T si existe A € K tal que T'(x) = Ax. El escalar
A € K es llamado valor propio correspondiente a x.

Definicion 1.2.15. El espacio propio de T correspondiente al valor
propio X es B\ = Ker(T — \I).

Teorema 1.2.11. [/, pdg. 174] Sean X normado de dimension
finita, T € L(X) y A1, ..., A, distintos valores propios de T'. Entonces
existen pi,...,pn € N tales que

X=Ker(T—M)"®@.. & Ker(T—\,)".

Teorema 1.2.12. [15, pdg. 74] Cada subespacio Y de dimension
finita de un espacio normado X es cerrado en X.

Definicién 1.2.16. Sea X un espacio normado. Una norma || - ||
en X es equivalente a la norma || - ||o en X si existen dos nimeros
a,b > 0 tal que para cada x € X se tiene que

allzllo < [|z[| < blfz{lo.

Teorema 1.2.13. [15, pdg. 90] En wun espacio normado de
dimension finita, cualesquiera dos normas son equivalentes.

Proposicion 1.2.3. Sea n € N, entonces R" cumple la ley del
paralelogramo.

Demostracion. Se inicia probando que la norma euclidiana R”
cumple la ley del paralelogramo. Sean = = (x1,...,x,),y =
(yl; 7yn) e R". Se Cumple:

lz+ylI* = (21 +1)" + - + (@0 +yn)’
= (a3 + 200y + 4}) + o + (22 + 225y, + 42

lz—yl* = (21 — 1) + oo+ (@0 — Yn)’
= (I‘% —2x1y1 + yf) + ...+ (-’15721 — 22Ty + y?z) .
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Asi

2@t + A2yl 4+ yl)
2(||* + 1lyl*).

Sea || - ||o otra norma en R" por el Teorema |1.2.13| existen a,b > 0
tales que al|z|| < ||lz]lo < b]|z|. Definase a’ := min {a, §} > 0, luego
dllz]] < lzllo < b||z]|. Se sigue que

lz +yl* + |l — ylI?

2 ([l=ll5 + 1y 115) < &% (2 (lell” + llyl?)) = 6* (llz + yl* + ll= = yII*)

, 2
<v* () (Il + gl + Il = y})
<z +yl§+ llz = ylls-
Por otro lado
lz +yll5+ lz = yllg <0 (lz+ ylI? + |l —yl]?) <2 (] + [lyl]*))
2
<v*(d) (Jlz +yl§ + llz = yll3)
<2 (||=13 + llyll3) -

Por lo tanto ||z + y|§ + [z — ylI§ = 2 ([l=1§ + [lyI[5)-
R"™ cumple la ley del paralelogramo con cualquier norma. ]

Teorema 1.2.14. Sea X un espacio normado de dimension finita
n, entonces existe alguna norma sobre R"™, tal que X es isométrico
a R™ con esa norma.

Corolario 1.2.2. Todo espacio de Banach de dimension finita n,
X, es un espacto de Hilbert.



Capitulo 2

Resultados de operadores
hiperciclicos

En este capitulo se exponen los resultados més importantes que
necesitamos sobre los operadores hiperciclicos.

Definicién 2.0.1. Sea X wun espacio de Banach y T € B(X).
El operador T es hiperciclico si existe x € X tal que la orbita
Orb(T,x) = {T"x : n > 1} es densa en X. Al vector x se llama

vector hiperciclico de T'. Si no hay confusion solo vector hiperciclico
de T'.

Observacion 2.0.1. Sea [ el operador identidad. Como la
Orb(I,z) = {z}, entonces I no es un operador hiperciclico.

El siguiente ejemplo fue planteado por S. Rolewicz en 1969, por
su importancia al ser el primer ejemplo conocido se expone el vector
hiperciclico como lo hizo Rolewicz en [27].

Ejemplo 2.0.1. Sean X = # con 1 < p < ooy A € C tal que
|A| > 1, entonces existe A € B(X) operador hiperciclico.

Sean S v S’ los operadores desplazamiento izquierdo y derecho
respectivamente. Se definen A = AS y B := %S/. Se obtiene
inmediatamente que AB = I. A continuacién se probara:
1Bl = 2], 14]| = Al |
En efecto, para cada z € X es cierto que ||B(z)|| = |[35 ()| =
SIS @) = 15118 (@)]] = [5]]z]]- Lo que implica que ||B|| < |5].

|
Sea y = (y1,¥2,...) € X tal que ||y|| = 1, como ||B|| = HSﬁtp | B(z)|]
x||l=1

17
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v 1B =I5l llyll = I5| se tiene que 5| < [|B]|.

Por otro lado [[A(z)||] = [[AS(z)[] = [Al|[S@)|] < [A[]]=]]
asi [|[A]] < [N, sea vy = (y1,92,...) € X tal que |[[y|] = 1
y definamos ¥ = (0,y1,¥2,...), como [[A|| = sup [[A(z)[| ¥

1A@)I| = [A[ [yl = [A] se tiene que A < || A]].

Sea {x,}neny una sucesién densa en X con la propiedad: para
cada n € N existen m € Ny 21,29,...,2;, € R con z, # 0 tales
que x, = (z1,...,2m,0,...), es decir, los elementos de la sucesién
tienen un ndmero finito de coordenas distintas del cerdl. Denétese
por k(n) = m para cada z,.

Sea {r(n)} una sucesiéon de naturales tales que r(n) > max {k(i) :
1<i<n}y )

1Bl < o 2.1)
Se define .
p(n) = (i)
i=1
y se escribe N
ro =Y Bz, (2.2)
n=1
Obsérvese que
A Mg =0, i < n. (2.3)

Por la Férmula [2.1], la serie 2.2] es convergente. Luego

1Véase Ejemplo
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Pero
%) 00 00 1 1
Brm-pn) 11 < g 1) < LY
1y wll < 30 IB Ml < Y = (24)
m=n+1 m=n+1 m=n+1
Por lo tanto 1

1472 — ]| < o
Sea v € X y e > 0, como {z,}nen es densa en X existe una
subsucesion {z,, }ren convergente a x. De modo que existe k; € N
tal que si k > ky, entonces ||z, — || <e.

1

Sean m € N tal que 5 < eyt > max{k;, m}, luego

(2.5)

1
HAp(t)xo —z|| < HAp(t)xo — a:tH + th —z|| < o + e < 2¢.

Notacién 2.0.1. Se denota por HC(T') al conjunto de vectores
hiperciclicos de T'.

La hiperciclicidad no es fenémeno que ocurra en los espacios de
dimensién finita, como se vera a continuacion.

Teorema 2.0.1. No ezisten operadores hiperciclicos en K con N €

N.

Demostracion. Supéngase que existe T € L(X) = B(X) un
operador hiperciclico.

Sea x € HC(T). Se afirma que {z,T(x),T*(x),...,TV"1(x)} es
linealmente independiente. Supongase lo contrario, es decir, existe
iop € {0,1,..., N — 1} tal que T%(x) es una combinacién lineal de los
N — 1 elementos restantes. Sin perder generalidad supongamos

N-2

TV N 2) =) aT'(x).

1=0
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Luego

T (x) = T(T"(2))
N-2

(Y aT'(2))

=0
N—
_E: 2—1—1

N—
= Z a1 T (x) + ay_oT™ " (x).

En consecuencia
TV (x) € gen{x, T(z),...,T" *(x)}.

Similarmente se obtiene TV (x) € gen {z,T(z),....,T""*(z)} para
cada r > 1.
En consecuencia

Orb(T, z) C gen {z,T(x), ....,TN_2(1')},

y asi
gen Orb(T,z) C gen {z,T(x),.... T" *(x)}.

Luego gen Orb(T,z) = gen {z,T(x), ..., TV 2(x)}.

Por consiguiente dim(gen Orb(T, z)) =
dim(gen {z,T(x),.....,T"2(x)}) < N y por el Teorema [1.2.12
el subespacio gen {x,T(x),.....,T" "%} es cerrado. Lo que implica

que la Orb(T,x) no es densa en X, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto los vectores son linealmente independientes.

Sea o € RT, como z es un vector hiperciclico de T existe
{ni}ren tal que T™(x) converge a aux. Se puede observar que

Jlim T"(T"(z)) = Jim T'(T™(2))
= Ti(l}ggo T™(x))
= T"(ax)
= aT"(x).
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Sea z € X, como {x,T(z),....,T""1(x)} es una base para X se sigue
N—1
que z = Y ¢;T"(x). Luego
i=0
N-1
g s — 4 s . 7
lim T (2) = lim T (2 ¢;T'(x))

ch lim T (T"(z))

k—o0

= Z c;aT"(z)

= z.

Asi T™ converge a al. Luego det(T™) converge a a. Sea det(T') = a,
para cada a € R* U {0} existe una sucesién {n}ren tal que a™
converge a «. Finalmente {a"},en es denso en RT U {0} lo cual es
una contradiccion. O

Debido a que cada espacio de Banach de dimension finita es
isomorfo a algin K% se tiene:

Corolario 2.0.1. No existen operadores hiperciclicos en espacios de
dimension finita.

Es claro que un espacio de Banach que admite un operador
hiperciclico es de dimension infinita y separable. La pregunta
que surge a continuacion es: ;jTodo espacio de Banach de
dimension infinita admite un operador hiperciclico? Bernal y Ansari
demostraron que:

Teorema 2.0.2. Todo espacio de Banach de dimension infinita y
separable admaite un operador continuo hiperciclico.

A continuacion se vera que si la orbita de cada elemento de un
espacio de Banach bajo un operador T es acotada o no contiene al
0, el operador T no tiene vectores hiperciclicos.

Teorema 2.0.3. Sea X un espacio de Banach yT € B(X).
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1. Si||T|| <1 (T es contractivo), entonces T no es hiperciclico.
2. Si||Tx|| > ||x|| (T es expansivo), entonces T no es hiperciclico.

Demostracion. 1. Supdéngase que ||T'|| < 1, entonces la orbita de
cada elemento es un conjunto acotado. Sean xy € X — {0} y
z € Orb(T, xy). Luego z = T"x para algin k € N,
121l = [T*o|| < IT1|*]|ol| < [|ol|-
Se define y = maxy con m > 1y se elije 0 < € < (m — 1)]||zol|.
Luego para cada n € NU {0} se cumple:

|1 T"x0 — yl| = [lmao — T"w0|
= m|zol| — |[T" 20|
> m||zo|| — ||

= (m — D)l|zo|| > €.
Por lo que ninguna sucesion en la Orb(T), xy) converge a y.

2. Si ||Txol| > ||xo||- Se puede observar que 0 ¢ Orb(T, xy). Sea
0 < e < ||zg||. Para cada n € N U {0} se cumple: ||[T"xo|| >

||zol], por lo que la Orb(T, xy) no es densa en X.
[

Observaciéon 2.0.2. En el Ejemplo si ocurre que |A| < 1 en
el operador AS, se obtiene que ||[ASz|| < ||z||, luego el operador AS
es contractivo y por el Teorema [2.0.3|no es un operador hiperciclico
cuando |A| < 1.

Si se conoce un operador hiperciclico es posible encontrar mas
operadores hiperciclicos con el resultado de Shamim I. Ansari en el
articulo “Hypercyclic and cyclic vectors”.

Teorema 2.0.4. [1, pdg. 1] Si T es un operador hiperciclico y X no
tiene puntos aislados, entonces para cada n € N, se cumple que T"
es hiperciclico, mas aun HC(T) = HC(T™).

Las siguientes definiciones sirven para dar un ejemplo mas de un
operador hiperciclico.
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Definicién 2.0.2. Sea S el espacio de sucesiones y w = {wy }ren
una sucesion. Se define al operador desplazamiento izquierdo con
PeESo como

Sw(ll?l,l'g, ) = (wlxg, Woxs3, )

Definicién 2.0.3. Sea w = {wi}lren € S. Se dice que w es una
sucesion de pesos positivos si w = {wytreny € S €s una sucesion de
niumeros positivos.

Ejemplo 2.0.2. [12] pig. 217] Sean X = con 1 <p < ooy w =

{wi }ren una sucesion de pesos positivos tal que suppen|wi| < oo.
Entonces el operador T'= I + S, es hiperciclico.

2.1. Criterios de hiperciclicidad

Esta seccién esta dedicada a concentrar las condiciones para que
un operador sea hiperciclico. A continuacién X denota un espacio
de Banach y T' € B(X), a menos que se especifique algo mas.

Definicion 2.1.1. Sea T € B(X). El operador T es transitivo si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacios U,V C X existe
un n € Ny tal que T"(U)NV £ 0.

Proposicion 2.1.1. Sean n € Ny y U,V abiertos no vacios de X.
Entonces T"(U) NV #£ 0 si y solo si UNT (V) #£ 0.
Demostracion.

T"O)NV A0 el T (x)=yeV
SdreUnNT (V)
sUNT™V)#0.

]

El siguiente resultado es una caracterizacion de la hiperciclicidad.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Birkoff) Sea X un espacio de Banach
separable y T € B(X). El operador T es hiperciclico si y solo si T
es transitivo.
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Sin embargo, no suele ser conveniente al momento de
investigar si un operador es hiperciclico directamente, pero con
su ayuda podemos dar criterios que son mejores verificadores de
hiperciclicidad.

Definicion 2.1.2. Sea T' € B(X). El operador T es mezclante, si
para cualesquiera dos conjuntos abiertos no vacios U,V C X existe
un N € Ny tal que sin > N se cumple que T"(U) NV # ().

Teorema 2.1.2. [12, pdg. 41] Sean S € B(X) yT € B(Y). Si S®T
es hiperciclico, entonces S y T son hiperciclicos.

De este resultado se define:

Definicién 2.1.3. Sea T € B(X), el operador T es débilmente
mezclante st T'® T es un operador transitivo.

Con el teorema siguiente y el teorema de Birkoff se deduce la
hiperciclicidad en cada uno de los casos.

Teorema 2.1.3. [12, pdg. 18] Todo operador mezclante es
débilmente mezclante. Todo operador débilmente mezclante es
transitivo.

Los siguientes tres criterios tienen sus inicios en la teoria de
vectores universales.

Definicién 2.1.4. Sean X y Y espacios de Banach, T; : X —'Y
(i € 1) operadores continuos y o € X. Se llamard a xy vector
universal para la familia {T;}; si {Tixg:i€ 1} =Y.

Se puede observar que un vector hiperciclico es un caso particular
de vector universal, donde la familia que se esta considerando es la
familia de iterados del operador T'.

Observacion 2.1.1. Si un operador T es mezclante = T es un
operador débilmente mezclante = T es un operador transitivo <
T es hiperciclico = existe un vector x universal para la familia de
iterados de T'.

En 1978 1. Jo6 demuestra:
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Teorema 2.1.4. [15, Teorema 2] Sea X un espacio de Banach y y
T, : X — Y para cada n € N. Si existen dos subconjuntos densos
Dy, Dy C X y una sucesion de funciones S, : Dy — X tal que

» Para x € Dy, T,,,x — 0 para alguna subsucesion {ny}.
» Para cada z € Dy se cumple que S,z es convergente.
» Para cada z € Dy, T,,5,z — z.
Entonces {T, }nen tiene un subconjunto de vectores universales.
En 1982 Kitai presenté en su tesis doctoral:

Teorema 2.1.5. [12, pdg. 71] Sean X un espacio de Banach
separable y T € B(X). Si existen dos subconjuntos densos Dy, Dy C
X y una funcion S : Dy — Dy que cumplen:

» Para cada x € Dy se cumple T"(z) — 0.
» Para cada y € Dy se cumple S"(y) — 0.
m T'oS=1Ip,.
Entonces T es mezclante, en particular T es hiperciclico.

Se puede observar que S no necesariamente debe ser lineal ni
continua. Lo mismo se aplicard en los teoremas siguientes.
Cinco anos después, R. Gethner y J. Shapiro demostraron

independientemente de Kitai:

Teorema 2.1.6. [12, pdg. 73] Sean X wun espacio de Banach
separable y T € B(X). Si existe una sucesion creciente de numeros
{ni}reny € N y dos subconjuntos densos D1, Dy C X, que cumplen:

» Para cada x € Dy se cumple T" (x) — 0.

» Para cada y € Dy eziste una sucesion {vitren C X tal que
vy — 0y T v, — y.

Entonces T es débilmente mezclante, es decir T' es hiperciclico.
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En este criterio se reemplaza la sucesién de naturales {n},cn por
una sucesién cualquiera de naturales {ny}ren.
En [12, Ejemplo 3.11] se muestra un ejemplo de un operador que
satisface el criterio de Gethner y Shapiro pero no el de Kitai.

El criterio de Bés es el que usualmente se suele llamar “Criterio de
hiperciclicidad”:

Teorema 2.1.7. Sean X un espacio de Banach separable y T €
B(X). Si existen dos subconjuntos densos Di,Dy C X y una
sucesion creciente {ny}ren tales que

» Para x € Dy, Tz — 0.

» Eristen funciones Sy, : Do — X, tales que para cada z € Dy
se cumple que Sy, z — 0.

» Para cada z € Dy, TS, 2 — 2.

Entonces T es débilmente mezclante. En consecuencia T es un
operador hiperciclico.

Teorema 2.1.8. [12, pag. 81] Un operador satisface el Criterio de
hiperciclicidad (Teorema si y solo si satisface el criterio de

Gethner y Shapiro (Teorema[2.1.6]).

El otro criterio fue dado por Godefroy y Shapiro, aqui se dara la
idea de la prueba hecha por Razei en [25].

Definicion 2.1.5. Sea X wun espacio de Banach separable de
dimension infinita definimos

N (T) := gen{|)\L|J>1Ke7°(T — )}

N_(T) := gen{|/\L|J<1Ker(T — )}

Teorema 2.1.9. Sea T € B(X). Si N_(T) y son N.(T) subespacios
densos de X, entonces T' satisface el criterio de hiperciclicidad. Por
lo tanto, T es un operador hiperciclico.
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Demostracion. Sea {x;};c;r una base de Hamel de N_(T') tal que para
cada i € [ existe un valor propio A; con |\;| < 1, tal que T'z; = \;z;.
Cada x € N_(T) se puede escribir como la suma finita

n

Ir = E a;T;

i=1
y para cada k € N se cumple

n

Thy = E aiTkx,'
i=1

n
=1

Luego T*x converge a cero cuando k converge a oo. También
podemos elegir {y;};e; una base de Hamel de N, (7T') tal que para
cada j € J existe un valor propio f; con |G > 1, tal que
Ty; = Bjy;. Se define la sucesién de funciones {Si}reny en N4 (T)

k
por Sk(y;) = (i> y;. Debido a que cada y € Ny (T') se escribe

Bj
m
y=> by
j=1

como

Entonces Sy — 0 y
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El inconveniente de este criterio tiene que ver con el hecho de
que se debe garantizar la existencia de al menos dos valores propios
distintos del 1 para su uso.

El criterio de Kitai es mas fuerte que el de Godefroy y Shapiro
debido a que no se pide que existan valores propios. En [12, Ejemplo
3.9] se puede encontrar un ejemplo de un operador que no tiene
valores propios pero que cumple el criterio de Kitai y por tanto es
hiperciclico.

El siguiente ejemplo ya se revisé anteriormente y por ello sélo
se daran las ideas basicas para usar los criterios de hiperciclicidad.

Ejemplo 2.1.1. Sean A y X como en el Ejemplo [2.0.1. Se puede
verificar que A es un operador hiperciclico donde:

» Dy ={{ax} € P : para algin s € Ntalquesik > s, a;, = 0}.
L Dgzgp.

» S = B (para Teorema [2.1.5)), haciendo vy = S™(y) (para
Teorema [2.1.6)), con S, (y) = S™(y) (para Teorema [2.1.7)).

De este ejemplo se intuye que el Teorema [2.1.5 implica a los
Teoremas [2.1.6| y [2.1.7] Sin embargo, el teorema de Kitai (Teorema
es mas fuerte ya que implica que el operador es mezclante, lo
cual es una condicién mas fuerte que ser débilmente mezclante.

2.2. El problema del operador débilmente
mezclante

Se sabe que no todo operador hiperciclico es mezclante (véase
[13, Ejemplo 1.43]), pero que sucede con el fenémeno de débilmente
mezclante.

En 1992 Herrero se pregunté: ;Cada operador hiperciclico es
débilmente mezclante? Lo cual equivale a la pregunta: ;El criterio



2.3 El problema del subespacio invariante 29

de hiperciclicidad es equivalente a la hiperciclicidad?

Se conocen resultados que dan condiciones para que un operador
hiperciclico sea débilmente mezclante (véase [12, pédgs. 49-51)).
Como:

Teorema 2.2.1. Un operador hiperciclico con kernel generalizado
denso es débilmente mezclante.

Pero tales condiciones no responden la pregunta de Herrero. Un
acercamiento a esta cuestion fue dada en 1999 Bés y Peris.

Teorema 2.2.2. [12, pag. 76] Un operador T cumple el criterio de
hiperciclicidad si y solo si es débil mezclante.

La pregunta de Herrero quedo6 abierta hasta que en el ano 2009
de la Rosa y Read demostraron:

Teorema 2.2.3. Existen operadores hiperciclicos en espacios de
Banach que no son débilmente mezclantes.

De modo que no cumplen el criterio de hiperciclicidad y con esto
se respondio a la pregunta.

2.3. El problema del subespacio invariante

Los operadores hiperciclicos fueron inicialmente estudiados
motivandose en el problema del subespacio invariante, en esta
seccion se observara como se puede resolver una parte de este
problema.

El problema del subespacio invariante es uno de los mas conocidos
y discutidos en las matematicas, especialmente en el area de analisis
funcional. El problema lo planteé John Von Neumann en los anos
30 del siglo pasado y desde entonces solo se tienen respuestas
parciales en los espacios de Hilbert, aunque muchos matematicos
han trabajado en su solucién (entre ellos el mismo Neumann).
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En esta tesis se llaman a los subespacios (conjuntos) invariantes
cerrados no triviales simplemente subespacios (conjuntos)
invariantes.

Una caracterizacién de los subespacios invariantes es:

Proposiciéon 2.3.1. [iI8, Proposicion 4.1] Sean T € B(X),
cada subespacio cerrado no trivial M de X no es un subespacio

T—invariante si y solo si todo vector x € X \ {0} es ciclico para
T.

Un resultado similar se da en términos de vectores hiperciclicos:

Proposiciéon 2.3.2. Sea T' € B(X), cada conjunto F cerrado no
trivial de X no es un conjunto T'—invariante si y solo si todo vector
x € X \ {0} es hiperciclico para T.

Demostracion. =] Sea x € X \ {0}, ya que la Orb(T,z) es un
conjunto invariante distinto de {0}. Se sigue que Orb (T, z) = X.

<] Si existe un conjunto F' cerrado no trivial invariante, se puede
elegir x € F'\ {0}, asi Orb (T, z) C F, méas ain Orb (T, x) C F. Por
lo tanto, F' = X lo cual es una contradiccién. [

Corolario 2.3.1. Sea T € B(X). Si todo vector x € X \ {0} es
hiperciclico para T', entonces no existe M subespacio T'—invariante.

En 1984 C. Read construyé un operador continuo en £}(N) tal que
todo vector no nulo es hiperciclico en [23]. A continuacién usando el
Corolario 2.3.1] se tiene:

Teorema 2.3.1. Ezxisten un espacio de Banach X y T € B(X),
tales que X no tiene algun subespacio invariante con respecto a T.

En el 1988 Read generaliza su resultado en [24].

Proposicién 2.3.3. Cada espacio de Banach X = (* @ W (donde
W es separable) admite un operador continuo que no tiene algun
subespacio invariante.

En conclusion el problema esta resuelto en espacios de Banach.
Sin embargo, en el caso de los espacios de Hilbert atin no se tiene
una respuesta al problema.



Capitulo 3

Operadores hiperciclicos en
subespacios

El fenémeno de hiperciclicidad sucede en espacios de dimension
infinita separables y esta conectado con el problema del subespacio
invariante (como se vid anteriormente) y sistemas dindmicos. En
este trabajo se desarrollard la teoria relacionada con los operadores
M —hiperciclicos definidos en el ano 2011 por Madore y Martinez
Avendano en [19]. No se deben confundir con los subespacios
hiperciclicos definidos en el capitulo 10 llamados “Hypercyclic
subspaces”del libro “Chaos Lineal”[12] los cuales son propiamente
subespacios cuyos elementos son vectores hiperciclicos.

3.1. Operadores M —hiperciclicos

En esta seccién se considera la densidad de la oérbita en un
subespacio no trivial de M de un espacio de Banach en lugar de
todo el espacio, a estos operadores se les llama M —hiperciclicos.

Definicién 3.1.1. Sean T € B(X) y M un subespacio cerrado de
X distinto de {0}. T' es un operador M -hiperciclico si existe x € X
tal que Orb(T,x) N M es denso en M. Al vector x se le llama vector
M -hiperciclico.

Observacion 3.1.1. Si M = X la definicién anterior coincide con
la de operador hiperciclico.

31
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Definicién 3.1.2. Se denota al conjunto de vectores M -hiperciclicos
por:
HC(T,M):={xe X :0rb(T,x)" M = M}.

Ejemplo 3.1.1. Sean T" un operador hiperciclico en X con vector
hiperciclico z, C' € B(X) un operador distinto del cero y M un
subespacio cerrado tal que C(X) = M. Si A € B(X) satisface la
ecuacién AC' = C'T, entonces A es un operador M —hiperciclico.

Obsérvese que

Orb(A,Cx) = {ACz, A*Cx, ...}

= {CTx, OT?x,...}.
Como Orb(A,Czx) C C(I'(X)) < M, se obtiene que
Orb(A,Cz) N M = Orb(A,Cz). Sea m € M, por hipdtesis
existe y € X tal que C'y = m. En razén de que v € HC(T) existe

{T™x}ren — v, lo que implica que {CT™x}reny — m. Por lo tanto
Orb(A,Cz) = M.

Observaciéon 3.1.2. Ya que A(M) = AC(X) = C(T(X)) el
subespacio M es A—invariante []

Ejemplo 3.1.2. Sea T" un operador hiperciclico en X con vector
hiperciclico . Entonces el operador T I : X & X — X & X es un
operador M-hiperciclico donde M = X & {0}, el cual no es operador
hiperciclico.

Como M es T @ I-invariante se tiene que

Orb(T® [,z 0)NM=0rb(T &I,z 0).

Ya que x es un vector hiperciclico se sigue que Orb(T @ I, x @ 0) =
M.
Sin embargo Orb(T & I,z ® 0) # X @ X ya que I no es hiperciclico.

Ejemplo 3.1.3. Sean X = con 1 <p<ooy T = A5 € B(X)
con |[A| > 1 como en el Ejemplo [2.0.1] Asi el operador AS & I es
(/7 @ {0})-hiperciclico pero no es hiperciclico en el espacio 7 @ (P.

1'Un subespacio M es invariante bajo T o T—invariante si (M) C M.
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En el Ejemplo [3.1.3] se encuentra un operador M —hiperciclico
que no es hiperciclico. En el ano 2016 Bamerni, Kadets y Kilicman
probaron que dado un conjunto denso A en X existe un subespacio
no trivial M de X tal que AN M = M. En particular se mostro:

Teorema 3.1.1. [J] Sea T operador hiperciclico en un espacio de
Banach. Entonces existe un subespacio no trivial M tal que T es un
operador M -hiperciclico.

El siguiente resultado caracteriza los vectores M —hiperciclicos.

Teorema 3.1.2. [19] Sean X un espacio de Banach separable,
T € B(X), M un subespacio de distinto del {0} y {B;} una base
topologica relativa de M contable, entonces

HC(T, M) = ﬁ G T (B,).

71=1n=0
Demostracion.
re(VJT"(B)«VieNIneN,: T"z € B,
7=1n=0
& VjeN: BN (Orb(T,z) N M) # ()
< Orb(T,z) N M = M.

3.2. Dimension y operadores M —hiperciclicos

Un matemadtico es una persona que
encuentra analogias entre teoremas;
es mejor matemdtico el que puede ver
analogias entre demostraciones y
el mds grande matemdtico es aquel
que percibe analogias entre teorias.
Podemos imaginar que el estado sublime
para un matemdtico seria ver analogias

entre analogias.
Stefan Banach ([22]).
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Como se vi6 en el capitulo anterior, la hiperciclicidad es un fenémeno
que no sucede en espacios de dimension finita. A continuacion
se desarrollara la teoria necesaria para entender que sucede en el
fenémeno de la M —hiperciclicidad.

Proposicion 3.2.1. [19] Sea X un espacio de Banach dimension
finita. Si T € B(X) es un operador M —hiperciclico. Entonces para
cada A € C yp € N se cumple

ker (T* — X))’ C M+,

Teorema 3.2.1. [19] Sea X un espacio de Banach dimension finita.
Si T € B(X), entonces T no es un operador M —hiperciclico para
cualquier subespacio M de X.

Demostracion. Dado que X es de dimensién finita se tiene que X es
un espacio de Hilbert y T* € B(X), por el Teorema existen
A1, Ao, ..., Ag escalares y pi,po,...,ps € N tales que X es la suma
directa de los espacios:

ker (T — M) ker (T — Mo D) | .. ker (T — N\ I)™

Supongamos que 1" es M —hiperciclico, por la Proposicion para
cada j tenemos
ker (T* — X\, )" C M*.

Por lo tanto X C M+, asf M = {0}, lo cual es una contradiccién. [
Cuando se busque un subespacio M tal que el operador T sea

M —hiperciclico no se debe buscar en los subespacios de dimension
finita como se vera a continuacién.

Teorema 3.2.2. [19] Sea T € B(X). Si T es un operador
M —hiperciclico, entonces M no es de dimension finita.

La siguiente teoria nos da las condiciones necesarias para
demostrar que la M —hiperciclicidad no ocurre en espacios de
dimensién finita.
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Definicién 3.2.1. Sean X y Y espacios de Banach, T € B(X) y
R € B(Y). Decimos que T es cuasiconjugado de R (mediante ) si
existe ® € B(X,Y) con rango denso, tal que PoT = Ro .

Proposicién 3.2.2. [17] Si T es hiperciclico y cuasiconjugado de
R, entonces R es hiperciclico.

Demostracion. Sea xyp € HC(T'). Obsérvese que
Orb(R, ®(x)) = {®(z0), R®(20), R?*®(2), R*®(x), ...}
= {®(x), PT (o), PT*(x), PT?(x0), ...}.

Si u € P(X) existe v € X tal que ®(v) = wu, luego existe
T"xy — v. En consecuencia ®T":(xy) — ®(v). Por lo tanto
O(X) C Orb(R,P(xp)). Mas atin Y = &(X) C Orb(R, P(zp)). O

Teorema 3.2.3. [3]/ Sea X wun espacio separable y M C X
un subespacio cerrado de dimension infinita. Entonces existe un
operador T € B(X) tal que es M —hiperciclico.

Demostracion. Por el Teorema de Bernal y Ansari (Teorema [2.0.2),
existe 71 € B(X) tal que 77 es hiperciclico. Por el Teorema de
Subrahmonian Moothatu existe un operador invertible R € B(X) tal
que 17 es R(M)—hiperciclico. Sea z € HC(Ty, R(M)). Consideremos
r=RY2)yT=R'oTioR.
Se puede observar que
R (Orb(Th,2)) = R ({2, T12,T{z,..}) = R' ({Rz, T\ Rz, T{ Rz, ...})
= ({#, R"'T1Rz, R"'T{ Rz, ...}) = Orb (T, x).

Asi

R (Orb(Ty, 2)) = Orb (T, x) . (3.1)

Se puede notar que

y € (R™HOrb(Ty,2)) N M) < R(y) € (Orb(T,2)) N R(M)
sy e RYOrb(Ty, 2) N R(M)).

Por lo tanto

RYOrb(Ty, 2)) N M = RY(Orb(T1.2) N R(M)).  (3.2)
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Como R~! es continua se afirma que

R(Orb(Th, 2) N R(M)) = RN Orb(T1, 2) N R(M)).  (3.3)

Ya que

z € RV (Orb(T1,2) N R(M)) < 3{R ;) }ren € RHOrb(Ty, z) N R(M)
R~ (y) = = < Hyrthen S (Orb(Th, 2) N R(M)) = {yx}ren — R(
& R(z) € Orb(Ty, 2) N R(M) & x € R™Y(Orb(Ty, z) N R(M)).

) :

z)

Luego
Orb(T,z) N M = R~YOrb(T1, z)) N M (Por Ecuacién [3.1)).
= R~1(Orb(11,z) N R(M)) (Por Ecuacion 3.2)
= R Y(Orb(Ty, 2) N R(M)) (Por Ecuacién
=R (R(M)) =M

[]

Teorema 3.2.4. [3] Para cada espacio de Banach de dimensidn
infinita existen un subespacio M y un operador T que es
M -hiperciclico.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach no separable de
dimensién infinita por el resultado de Mazur (Teorema existe
una sucesion base para X, digamos {e,}n,en. Definamos M =
gen {e, : n > 1}. Observemos que M C X es un subespacio cerrado
separable de dimensién infinita de X.

Usando el Teorema de Ovsepian y Pelcynkski (Teorema se
obtienen dos sucesiones {x;, }neny € M y {x} },en € M* tales que

2. gen{z, :n>1} =M.
3. Six € M es tal que () = 0 para n > 1, entonces z = 0.

= (C < 0.

4. ||zn|| = 1 para cada n > 1y el supl||z;
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Usando el Teorema de Hahn-Banach, se puede extender cada x a

X. Las extensiones se denotaran por z,,.
Se define 7' : X — X como

Tr =x+ Z 27"z ().

n=1

Se probara que 1" es acotado. Para ello obsérvese que:

(o) (o) o0
| > 2 e[ < 01270y @)l = 3027 [l (@) |
n=1 n=1

n=

00 00
<> 2zl <) 27Clx]| = Cfl.
n=1 n=1

Luego

1Tl < ll2ll +11 Y 27"y 0 (@)l

n=1

< [lz]] + Clla| = (1 + C)|]].

Se mostrara que T es M-invariante. Sea m € M. Como
gen{x, :n > 1} = M, existe una sucesién {y, }nen C gen{z, : n >
1} tal que y, — m. Sea n € N fijo, luego y, = Z?Zl AjTn,, S€
cumple que:

n=1 n=1 j=1
oo k
= 27"\ (20,) 20
n=1 j=1
k
— Z 2~ () N,
j=1
k
Es claro que ) 2" \jx, , € gen{x, :n > 1} C M. Luego
j=1

Ty, =y, + Z 2_”x;l+1(yn)xn e M.

n=1
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Como T es un operador continuo y M es cerrado se tiene que T'(m) €
M.
Por otro lado, sea T} : ¢* — ¢! definida por

1 1 1

Ti({antnen) = (a1 + 5 %2, 02 + 5293: A3 + 53 3 )

Por el Ejemplo T es hiperciclico. Se define ® : ¢! — M como

{Ofn}nEN Z QpLy,.

Luego ® es acotada ya que

o0
@ ({anfnen)l| = || Zanmnl‘
n=1
o
<D lalllzl|
n=1
(0]
< Z la,| < o0.
n=1

Se probara que ®(¢') = M. Sea ) ay,x,, € gen{x, : n > 1}. Como
k=1
O({bi}hen) = D peq Qnyy, donde by = o, para k < 7y by = 0 si

k > r, se sigue que gen{z, : n > 1} C ®(¢!), con lo cual se obtiene
el resultado deseado. Obsérvese que

Tz, =x, + Z 27 x ()
k=1

— g, +2 Vg
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Luego

T|M od ({an}neN) - T‘JV[ <Z Odnxn> — ZanT|M (xn)

— Z ay, (a:n + Z me;lﬂ(xn)xm)
n=1

m=1

= 11 + Z <oznzvn + ozn2_(”_1>:cn1)

n=2
= 121 + Z apxy + Z a2 Yy
n=2 n=2
= Z Ty + Z pi12 Ty
n=1 n=1
= ({an}neN) + o ({2_n05n+1}n€N)
= ({an =+ 2_nan+1}n€N> =doTh ({Ofn}nEN) .

Por lo tanto T'|p; o ® = ® o T}. Por la proposicién anterior, T' es
M —hiperciclico. Ademas en el caso que X es separable se usa el

Teorema [3.2.3] ]

Notese que si se da un subespacio cerrado y separable M no es
necesario usar el teorema de Mazur.

Teorema 3.2.5. [3] Sea M C X un subespacio cerrado, separable
y de dimension infinita. Entonces existe T € B(X) tal que es
M — haperciclico.

3.3. Criterios para los operadores hiperciclicos
en subespacios

En esta seccibn se tratan criterios para verificar la
M —hiperciclicidad.

Definicién 3.3.1. Sea M wun subespacio de X distinto de {0} y
T € B(X). El operador T es M—transitivo si para cualesquiera dos
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abiertos relativos no vacios U,V C M, existe un n € Ny tal que
T=(U)NV contiene un subconjunto abierto relativo de M.

Teorema 3.3.1. [19] Sean M un subespacio de X distinto de {0} y
T € B(X). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El operador T es M —transitivo.

2. Para cualesquiera dos abiertos relativos mo vacios U,V C M

existe un n € Ny tal que T~ (U)NV es un conjunto no vacio y
T (M) C M.

3. Para cualesquiera dos abiertos relativos no vacios U,V C M
existe un n € Ny tal que T™"(U) NV es un subconjunto no
vacto abierto relativo de M.

Demostracion. = [JSean T un operador M —transitivo y
UV C M abiertos relativos no vacios, por la Definicion
existe un n € Ny tal que T7"(U) NV contiene un subconjunto no
vacio abierto relativo de M, digamos W. Por lo tanto T7"(U) NV
es no vacfo. Sea x € M, en razén de que W C T "(U) se tiene
que T"(W) C M. Sea xy € W, luego existe r > 0 tal que
xo+re € W. Asi T"(xg+rx) = T"(x) + rT"(x) € M de modo que
T"(z) = +(T" (o + ra) — T™(x)) € M.

= [3] Dado que T|yy € B(M) y U es abierto relativo de M
se obtiene que T7"(U) es abierto relativo de M.

= Es claro que el conjunto abierto relativo que contiene
T="(U) NV es el mismo. O

Al igual que en la transitividad se prueba que:

Proposicién 3.3.1. Sean T € B(X), M wun subespacio de X
distinto del cero, n € Ny y U,V conjuntos abiertos no vacios de X.
Entonces T"(UNM)NV M # 0 siy sélo st (UNM)NT " (VNM) #
0.
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Demostracion.

T"UNMN(VNM)#0) < Fxe(UNM): T (z) =y (VNM)
Sdre UnNM)NT™(VNM)
S UnNMYNT™(VNM)#0.

]

Considerando el inciso [2] del Teorema y la Proposiciéon
se consigue:

Proposicion 3.3.2. El operador T es M—transitivo si para
cualesquiera dos abiertos relativos no vacios U,V C M existe un
n € Ny tal que T"(U) NV es un conjunto abierto relativo de M no
vacio.

La teoria que se tratara a continuacién conducira al hecho de que
la M —transitividad implica M —hiperciclicidad.

Teorema 3.3.2. [19] Sean M wun subespacio de X distinto de {0}
yT € B(X). Si T es M—transitivo y {B;} es una base contable
topologica de M, entonces

A -
j=1n=0

Demostracion. Por el Teorema para cada j,k € N natural
existe n;; € N tal que el conjunto T7"*(B;) N By, es no vacio y
relativamente abierto en M. Luego el conjunto

UT”M ﬂBk

es relativamente abierto en M. Debido que cada A; intersecta a cada
By por el Teorema [1.2.8 se obtiene que para cada j € N el conjunto
Aj es denso en M. Por el Teorema de la categoria de Baire se tiene
que

= YU ()= ar

j=1 j=1k=1
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Como cada njj = n para algin n € N:
Jr (BT (B).
k=1 n=1

En razén de lo anterior y de que By C M se obtiene

ﬁ G T4 (B;) N By C ﬁ [j T (B;) N M.

j=1k=1 j=1n=1

Asi

]

En conclusion el teorema anterior implica que HC(T, M) # 0 y
por ello T" es M —hiperciclico es decir:

Teorema 3.3.3. [19] Sean M un subespacio de X distinto de {0} y
T € B(X). Si T es M—transitivo, entonces T es M -hiperciclico.

En [19] se puede encontrar un ejemplo de operador
M —hiperciclico que no es M-transitivo.
El primer criterio fue deducido por Madore y Martinez Avendano
en 2011 motivados por su homologo, el criterio de hiperciclicidad
(version Teorema [2.1.6)).

Teorema 3.3.4. [19/(Criterio de Madore y Martinez) Sea X un
espacio de Banach separable, M un subespacio de X distinto de {0}
yT € B(X). Si existen dos subconjuntos densos Dy, Dy C M y una
sucesion creciente {ny}ren tal que

» Paray e Dy, Ty — 0.

» Para cada z € Dy existe x,, < M, tal que z,, — 0 y
T, — 2.

» Para cada k € N tenemos que M es un subespacio
T -invariante.
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Entonces T' es M — transitivo, por lo tanto, T' es M -hiperciclico.

Demostracion. Sean U y V' conjuntos no vacios abiertos relativos
de M. Dado que Dy y Dy son densos en M existen v € DiNV y
u € DyNU. Como V y U son abiertos relativos de M existe € > 0
tal que B(v,e) CV y B(u,e) C U. Teniendo en cuenta que v € Dy
y u € Dy existe una sucesién {z,, }reny € M tal que

| T || < %, |xn || < ey || Tz, —ul| < % para k suficientemente grande.

Se verd que v+x,, € V. Como v, z,, € M, se tiene que v+z,, € M
y

[ (v +2n,) = vl = llzn || <e,
de esa manera v + z,, € B(v,¢).
Ahora se vera que T™ (v + x,,,) € U. Como v, z,, € M, se tiene que
T (v + x,,) € M (ya que M es invariante bajo T") y

9 £
7™ (v + 2,) = ul] < T0) + T 20, —ul < 5+ 5 =e

Asi T™ (v 4 x) € B(u,e) C U. Finalmente, v + a3 € T7™(U) N
V. []

Los autores se preguntan si se puede omitir el inciso iii) del
criterio, ya que el criterio de Gether y Shapiro (Teorema sélo
cuenta con las dos primeras condiciones. La respuesta es negativa y
la da Can Minh Le, al mostrar que el operador 2S (S es el operador
desplazamiento a la izquierda) cumple las dos primeras propiedades
pero no es M —hiperciclico para ningtin subespacio M.

Le da una tercera condicién méas débil (una condicién implica la
otra) a la planteada por Madore y Martinez.

Proposicién 3.3.3. Sea M un subespacio de X distinto de {0} y
T € B(X). Si existen dos subconjuntos Dy, Dy C M con Dy = M y
una sucesion creciente {ny}ren tal que para cada k € N tenemos que
M es un subespacio T -invariante. Entonces Dy C (pey T (M).

Demostracion. Sea d € Dy C M. Por hipdtesis se tiene que para
cada k € N, T"(d) € M, luego para cada k € N, d € T~ (M). Asi
d e Ny T7™(M). O
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Teorema 3.3.5. [17] Sean X un espacio de Banach separable, M
un subespacio de X distinto de {0} y T € B(X). Si existen dos
subconjuntos Dy, Dy C M tal que Dy = M y una sucesion creciente

{ny}ren tal que
1. Paray € Dy, T™y — 0.

2. Para cada z € Dy existe x,, C D;, tal que x,, — 0 y
T, — Z.

8. Dy C ey T (M).
Entonces T' es M -hiperciclico.

Demostracion. Sea {c;}jeny una sucesién de enteros positivoﬂ tal

que
o0
ik o N
jirglo (]5] + Z €Z> 0
1=j+1

Dado que X es separable, por la Proposicién se puede asumir
que Dy = {yn fnen. Por la hipdtesis[2 para y; existe {21, }reny € Dy de
modo que z;, — 0y 7™z, — y;. En consecuencia para ¢; existe
Ly € N tal que si k > Ly, entonces ||z, || < F y [Tz, — w1l < F-
Definase ;1 := 21,y ng, = nr,. Luego

o[ + [[T" 12y =y ]| < en.

Por induccion sobre j se probara que existen una sucesion
{7j}jen € D; y una subsucesién creciente {ng }jen S {n}ren
tales que para cada j > 2 e i € {l,...,j — 1} se cumple que
5]l T 5] + Ty ||+ [T — 5| < g5

Caso j = 2.
Como T' € B(X) entonces T € B(X). Por lo cual existe § > 0 tal
que ||z — 0] < 0 implica ||[T™ x| = ||T™x — T™ 0] < 2.

Por la hipédtesis [I| existe Ny € N tal que & > N,, entonces
| T2y ]| < .

2A saber g = 2%
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Por la hipdtesis [2] para y» existe {22, ey € D1 tal que 25, — 0y
Tz, — yo. Por ello para ¢ = min{%,d} existe Ly € N tal que
k > Lo, entonces ||zo,|| < ey [[T™ 2, —y1|| <e.

Para ny, = N = max{ny, 41, Na, L2} y 29 = 25, se cumple:

||x2|| + ||Tn’“2$1H + HT”’“%QH + HTnkaQ — ygl\ < €9.

Caso j + 1.

Supdngase que la propiedad se cumple para algin j € N, se vera que
la propiedad se cumple para j + 1.

Como T € B(X) entonces T € B(X) para i € {1,...,j}. Por lo
cual existen i, ..., d; tales que ||z — 0|| < d;, implica

| = || T — T < 222

T
T -

Para 6 = min{éi,...,0;} se cumple que ||z — 0]| < J, implica que
para i € {1,...,j} se cumple que [|T™z|| = |[|T™ iz — T™0| < <.

Por la hipétesis (I} existe N;j;1 € N tal que si k& > N;;q, entonces

para cada i € {1,..., j} se cumple que ||[T"z;]| < 2.

Por otra parte por la hipétesis [2| para y;41 existe {2(j41), tren € D1
tal que 241, — 0y T"™2441), — yjr1- Luego para
e = min{=*, 0} existe Lj;; € N tal que & > Lj;q, entonces
[2G+1ell <€y [T 211y, — yjll <e.

Para ny.,, = N = max{ni41, Nji1, Lis1}, 751 = 241, ©

1 < j se cumple:
[zl + (1T ] + [Tz |+ 1T+ 200 = yiaall < gjea.

’ o .
Definase x := ).~ x;. Teniendo en cuenta que

Sl <3 e (3.4)
=1 =1
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se afirma que x esta bien definido. Puesto que para cada j, T"ix €
M se cumple que

j—1 00
HTnij . y]” — HTnijj — Y + ZTnkjgji + Z T"iji

i=1 i=j+1

7—1 00

STy = yill + Y NT ™5l + Y T

i=1 i=j+1
oo

< jg;+ E E;.
i=j+1

Por lo tanto lim||7T™ix —y,||=0 y por la Proposicién [I.1.1

j—00
{T™ix : j € N} = M. Por la Proposicién [1.1.2 T es M —hiperciclico.
]

Obsérvese que D; no necesita ser denso en M a diferencia del
criterio de Madore y Martinez. Para que el criterio anterior sirva
para espacios no separables es suficiente cambiar una condicion del
teorema:

Teorema 3.3.6. [17] Sean X un espacio de Banach separable, M
un subespacio de X distinto de {0} y T € B(X). Si existen dos
subconjuntos Dy, Dy C M tal que Dy = {yn}nen ¥ una sucesion
creciente {ny}ren tal que

1. Para y € Dy, T™y — 0.

2. Para cada z € Dy emiste x,, C D;, tal que x,, — 0 y
T, — 2.

8. Dy C (e T (M).
Entonces T es M -hiperciclico.

Le continué su estudio de la M —hiperciclicidad por medio del
Kernel generalizado:

Teorema 3.3.7. (Criterio de Le)[17] Sean X un espacio de Banach
separable y T € B(X) tal que Ker*(T) = X. Si existe un operador
A: Ker*(T) — Ker*(T) que satisface:
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» Para cada v € Ker*(T) se cumple A™x — 0.
» Para cada TA=1 € Ker*(T).
Entonces T es M —hiperciclico para cada espacio codimensional M.

Para el 2019 Augusto y Pellegrini deciden tomar el mismo camino
de Le:

Teorema 3.3.8. [3] Sea T € B(X). Si existen un subespacio M
cerrado, separable y de dimension infinita tal que Ker*(T)NM =
M, un operador A : Ker*(T) — Ker*(T) y una sucesion creciente
{my}ren C N tales que:

1) Para cada x € Ker*(T) N M se cumple A™x — 0.

11) Para cada x € Ker*(T)NM se cumple Az € Ker*(T)N M.
111) Para todo i < j, mj —m; € {my}ren.
V) Para cada x € Ker*(T) N M se cumple (T o A)x = z.
Entonces T' es M —hiperciclico.

Demostracion. Sea {xi}reny € Ker*(T) N M una sucesién densa de
M. 1.- Existe una sucesion {m;, }ren € {my}ren tal que

a) Para cada k > 1, ||A™rxy]| < 5.

b) Para cadai > 1y k > 1, [|[A™+ x| < 5.
c) Para cada k > 1, T™kxy = 0.

d) Para cada k > 1, mj,,, > 2m;,.

En efecto,seank =1ye = % por la condicién existen myg,, myr € N
tales que para cada j > my,,my: se cumple |[A™ix|| < % y
|AMizs|| < 5. Como z1 € Ker*(T) existe py € N tal que
x1 € Ker(T"). Elijase mj, > méax {my,, my:, p1}. Luego para mj,
se cumplen las tres primeras propiedades requeridas.

Sean k =2y e = 2—12 Por la condicion 1) existen my,, my: € N tales
que para cada j > my,, myy se cumple ||[A™xo|| < 5 y |[AMxs)| <

2—13. Como x9 € Ker*(T) existe py € N tal que z5 € Ker(T"?). Elijase
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mj, > max {mp,, My, p2,2m;, }. Luego se cumplen para mj, las
cuatro propiedades mencionadas.

En general, sea k =ty e = % por || existen my,, my: € N tales que
para cada j > my,, my: se cumple [|[A™zy|| < &y |[|[A™ x| < 541
Como z; € Ker*(T) existe p; € N tal que z; € Ker(T?). Elijase
m;, > MAax {my,, My, P, 2my;, . }. Por ello para m;, se cumplen las
cuatro propiedades mencionadas.

Ya que para cada k > 1 se cumple que |[A™rx|| < 2%, se tiene que
x =" o AMrxy es absolutamente convergente.

2.- Se probara que T"™xx € M.

00
m; m; 2 : m;,
T" kg = Tk A g,

=1

k—1 s}

_ ZijkAmjiﬂfi + xp + Z Tk AMi g
=1 1=k+1
k-1 00

= Z T~ 4+ xp, + Z AT kg
1=1 i=k+1

Sil <4< k-1, entonces m;, —mj, > my, ya que mj,,, > 2m;,.
Por lo tanto 7" ™ix; = 0 y, en consecuencia

k-1

> T = 0. (3.5)

1=1

Sii > k+ 1, ocurre que mj, — m;, € {my}tren por la condicién [i).
Debido a la condicién [t1) se cumple que A™i Mg, € Ker*(T) N M.
Luego

> Ay € Kers(T) N M = M. (3.6)
i=k+1
De esta forma
Ty = x3, + Z A" e, € M. (3.7)

1=k+1

3.- Se verificarda que {T™x : k > 1} = M. Para ello es suficiente
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probar que || 7™z — x|l < 5 (usando la Proposicién [1.1.1)).

00
Hijkgj — gij = H Z Amji_mjkxi

i=k+1

o0
< 3 flAm .

1=k+1

(3.8)

Para @ > k se cumple que mj, > mj, , > m;, y asit —m;, > —m;, ,.
Por lo que se probd en el inciso [d)) m;, —m;,_, > m;,_,. Luego
My, = My 2 My — My 2> My

Por la condicién se cumple que (mj, —m;j,) € {my}ren. Se
denota con m; a m;, —m;, y se obtiene que m; > m;, ,. Sea a; > 1
tal que [ = j;,_1 + a; se sigue que

[ AT i || = [ A™ ]

= A |
1 o
< o por lo demostrado en el inciso H>

Finalmente

o0
T — ] < Y [ A™ |

i=k+1

< A (3.9)
i=k+1

< " gi L

<2 2=
i=k+1

Por la Proposicion [1.1.2) T" es M —hiperciclico. []
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3.4.

Conclusiones

Los operadores M —hiperciclicos fueron inicialmente estudiados
en espacios de Banach de dimensién infinita separables.

1.

Dado que un operador es hiperciclico si y sélo si es
transitivo, se buscé la relacion entre la M —hiperciclicidad y la
M —transitividad. Sin embargo, sélo se cumple que un operador
M —transitivo es M —hiperciclico. Un ejemplo de un operador
M —hiperciclico que no es M —transitivo se encuentra el articulo
“On subpace hypercyclic operators”de Le.

. Madore y Martinez Avendano crean un criterio que implica la

M —hiperciclicidad a través de la M —transitividad.

. Le escribe dos criterios que implican la M —hiperciclicidad. El

primero es una generalizacién del criterio de Madore-Martinez,
pero en esta generalizacion se pierde que el operador sea
M —transitivo. El segundo centra su resultado en el kernel
generalizado del operador.

Sin embargo, la M —hiperciclicidad también ocurre en espacios de
Banach de dimension infinita no separables como lo demostraron
Augusto y Pellegrini en el ano 2019 en [3].

1.

Sea T' € B(X). Si T es un operador M —hiperciclico, entonces
M es de dimensién infinita.

. Augusto 'y Pellegrini crean su propio criterio de

M —hiperciclicidad para espacios de Banach de dimensién
infinita, basandolo en el kernel generalizado del operador y es
aplicable a espacios de Banach de dimension infinita que no
son separables.

El criterio de Martinez y Madore no puede ser generalizado a
espacios de Banach no separables porque su demostracion se
basa en la existencia de una base topoldgica contable.

. El primer criterio de Le se puede generalizar al agregar la

condicion de que D sea contable.
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5. Los operadores hiperciclicos son un caso particular de los
operadores M —hiperciclicos cuando M = X.
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