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Estudio de las propiedades espectrales,
de autoestados y de transporte de
sistemas desordenados

Resumen

En esta Tesis estudiamos las propiedades espectrales, de autoestados y de trans-
porte de dos modelos de sistemas desordenados: una generalizacién del modelo de Lloyd
unidimensional y redes aleatorias de tipo Erdds-Rényi.

En la primer parte de esta Tesis realizamos un estudio numérico de la conductan-
cia G a través de alambres unidimensionales (1D) de tipo enlace fuerte con desorden de
sitio. Las configuraciones del desorden de las energias de los sitios se caracterizan por una
distribucién de probabilidad con colas que decaen lentamente como una ley de potencias:
para e grande, P(e) ~ 1/e!7® con a € (0,2). Este modelo es una generalizacién del mode-
lo de Lloyd 1D, que corresponde a @ = 1. Para comenzar, verificamos que el promedio
(—InG) (tomado sobre realizaciones de desorden) es proporcional a la longitud del alambre
L para todos los valores de «; esto nos proporciona la longitud de localizacién o, por medio
de la expresién (—InG) = 2L/l,,. Entonces, mostramos que la distribucién de probabi-
lidad P(G) estd completamente determinada por el exponente o y (—InG). En contraste
con alambres 1D con desorden de tipo ruido blanco, nuestro modelo exhibe distribuciones
de conductancia bimodales con picos en G = 0 y 1. Ademds, mostramos que P(InG) es
proporcional a G#, cuando G — 0, con 8 < /2.

En la segunda parte de este trabajo mostramos que la distribucién de probabi-
lidad de los espaciamientos entre energias consecutivas P(s) y la longitud de localizacién
entrépica de las matrices de adyacencia que corresponden a redes completamente desor-
denadas de tipo Erdés-Rényi (ER) son universales para un grado promedio £ = pN fijo
(p y N son la conectividad promedio de la red y el nimero de vértices que la forman,
respectivamente). También demostramos que la distribucién de Brody caracteriza a P(s)
en la transicion de p = 0, cuando los vértices de la red estan aislados, a p = 1, cuando la
red estd completamente conectada. Ademds, exploramos la validez de nuestros hallazgos
cuando relajamos el grado de desorden en nuestro modelo de redes y mostramos que, en
contraste con redes de tipo ER estdndar, las redes de tipo ER con desorden diagonal también
muestran universalidad. Adicionalmente, también estudiamos las propiedades espectrales
y de autoestados de redes de mundo pequeno. También estudiamos numéricamente las
propiedades de dispersion y transporte de redes de ER desordenadas de tipo enlace fuerte.
Nos concentramos en el caso de un nimero pequeno de terminales acopladas. Observamos
una transicién suave desde el régimen aislante al régimen metalico en el promedio de los
elementos de la matriz de dispersiéon (|D,,|?), la distribucién de probabilidad de la con-
ductancia w(T"), la conductancia promedio (T") y el factor de dispersién eldstica F' al variar
p de pequena (p — 0) a grande (p — 1). También mostramos que todas estas cantidades
son invariantes para un valor fijo de £ = pN. Ademads, proponemos una relacion universal
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entre (| Dy |?), (T) y el pardmetro €.



Study of spectral, eigenfunction
and transport properties of
disordered systems

Abstract

In this Thesis work we study spectral, eigenfunction, and transport properties
of two disordered models: A generalization of the one-dimensional 1D Lloyd’s model and
random networks of the Erdds-Rényi type.

On the one hand, we perform a detailed numerical study of the conductance G
through one-dimensional (1D) tight-binding wires with on-site disorder. The random con-
figurations of the on-site energies of the tight-binding Hamiltonian are characterized by
long-tailed distributions: For large €, P(e) ~ 1/e!T@ with o € (0,2). Our model serves as
a generalization of 1D Lloyd’s model, which corresponds to @ = 1. First, we verify that
the ensemble average (—In@G) is proportional to the length of the wire L for all values
of «, providing the localization length ¢ from (—InG) = 2L/¢. Then, we show that the
probability distribution function P(G) is fully determined by the exponent o and (—InG).
In contrast to 1D wires with the standard white-noise disorder, our wire model exhibits
bimodal distributions of the conductance with peaks at G = 0 and 1. In addition, we show
that P(In G) is proportional to G#, for G — 0, with § < /2.

On the other hand, by the use of extensive numerical simulations we show that the
nearest-neighbor energy level spacing distribution P(s) and the entropic eigenfunction lo-
calization length of the adjacency matrices of Erdés-Rényi (ER) fully random networks are
universal for fixed average degree £ = pN (p and N being the average network connectivity
and the network size, respectively). We also demonstrate that Brody distribution charac-
terizes well P(s) in the transition from p = 0, when the vertices in the network are isolated,
to p = 1, when the network is fully connected. Moreover, we explore the validity of our
findings when relaxing the randomness of our network model and show that, in contrast to
standard ER networks, ER networks with diagonal disorder also show universality. Finally,
we also discuss the spectral and eigenfunction properties of small-world networks. We also
study scattering and transport statistical properties of tight-binding random networks of
the ER type. We use a scattering approach to electronic transport and concentrate on the
case of a small number of single-channel attached leads. We observe a smooth crossover
from insulating to metallic behavior in the average scattering matrix elements (|Dyu,[?),
the conductance probability distribution w(7T"), the average conductance (T'), and the elas-
tic enhancement factor F' by varying p from small (p — 0) to large (p — 1) values. We
also show that all these quantities are invariant for fixed £ = pIN. Moreover, we proposes a
heuristic and universal relation between (| Dy,,|?), (T), and the disorder parameter &.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes y motivacion

1.1.1 Generalizacién del modelo de Lloyd unidimensional

El estudio de las propiedades de sistemas desordenados ha sido un tema de in-
vestigacién muy activo por mds de cincuenta anos [1]. Uno de los resultados mas rele-
vantes [2-5] muestra que en sistema desordenados infinitos bidimensionales no se permite
la propagacion de ondas y sus autoestados son exponencialmente localizados si el desorden
es suficientemente fuerte. En el caso unidimensional cualquier cantidad de desorden pro-
duce localizacién. En particular en el modelo de Anderson unidimensional (IDAM), modelo
de enlace fuerte compuesto por sitios conectados con primeros vecinos con acoplamientos
constantes y potenciales de sitio aleatorios, todos los autoestados son exponencialmente
localizados. Localizacién exponencial significa que la envolvente del autoestado ¥ (n) esté
centrada alrededor de algin sitio con posicién ng con colas que decaen aproximadamente
de manera exponencial con la distancia desde ng:

(W (n)| ~ exp(—[n —nol/lc)

donde I es la longitud de localizacién de la autofunciéon. Para el 1DAM con desorden
débil, Thouless obtuvo una expresion para la longitud de localizacién

I (B) = 0?/(8(1 — E?/4))
en términos de la varianza o2 de los potenciales de sitio y la energia E del sistema [6]. En
general, para el modelo de Anderson, en una o méas dimensiones, los potenciales de sitio €,
se escogen como numeros aleatorios obtenidos de una distribucién uniforme.

Aunque la féormula de Thouless, proporciona la longitud de localizacién para el
1DAM de longitud infinita, ésta ecuacion es de gran importancia cuando se consideran
muestras con un nimero finito de sitios L. Esto es porque las propiedades de dispersion
de muestras de tamario finito estan determinadas por la razén L/l. Esto se conoce en la
literatura como escalamiento de un sdlo pardmetro [7].

Ahora, si consideramos al 1IDAM de longitud L con dos terminales unimodales
acopladas de manera perfecta a los dos sitios extremos del sistema, en el caso de transmision
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(o conductacia adimensional ) exponencialmente pequena, el promedio del logaritmo de
G se relaciona con la razén L/l como [8]:

(~InG) = 2L/l . (1.1)

Esta expresion es vélida para cualquier razén L/lw. Adicionalmente, se sabe que [10] la
distribucién de la conductancia P(G) para el IDAM también depende solamente de la razén
L/lw. Es importante notar que la longitud de localizacién /o, depende explicitamente de
o2, la varianza de la distribucién uniforme de los potenciales de sitio €,. De hecho, si la
distribucién no es uniforme pero Gaussiana, por ejemplo, dicha expresion sigue siendo valida
para encontrar ... Ahora, una de las preguntas que nos hicimos al abordar este trabajo fué:
. Cuéles son las propiedades de los autoestados y de transporte del 1DAM si los potenciales
€, son numeros aleatorios obtenidos de una distribucién sin varianza definida?

La implementacion, que recientemente se realizo, de los llamados vidrios de Lévy
[11] asi como de las “gufas de ondas de Lévy” [12], ha revivido el interés en el estudio
de sistemas caracterizados por desorden de tipo Lévy (ver por ejemplo las refs. [13, 14]).
Desorden de tipo Lévy se refiere a desorden generado por variables aleatorias {e} cuya
distribucién de probabilidad tiene colas que decaen lentamente:

1

~
6l—i-oz )

P(e) (1.2)
para € grande, con 0 < a < 2. De hecho, el estudio de esta clase de sistemas desordenados
tiene sus origenes en los trabajos de Lloyd [15] quien estudié analiticamente las propiedades
espectrales de una red tridimensional (3D), descrita por el Hamiltoniano de enlace fuerte 3D,
con potenciales de sitio caracterizados por una distribucién de Cauchy [lo que corresponde
al valor &« = 1 en la ec. (1.2)]. Desde entonces, un nimero considerable de trabajos han
sido dedicados al estudio de las propiedades espectrales, de autofunciones y de transporte
del modelo de Lloyd en su configuracién 3D original [16-26] pero también en versiones de
dimensiones menores [25-43].

En particular, es interesante la comparacién entre el modelo de Anderson 1D
(IDAM) y el modelo de Lloyd 1D, ya que el primero es el modelo de alambres desordenados
mas popular [1]. De hecho, ambos modelos estan descritos por el Hamiltoniano 1D de enlace
fuerte:

L
H = 3 len|n)n|
n=1
“Vnmt1 [ n)(n+ 1] —vnno1 [n)(n—1[]; (1.3)

donde L es la longitud del alambre dada como el niimero total de sitios n que lo componen,
€n, son potenciales de sitio y v, ,,, son las integrales de acoplamiento entre sitios consecutivos
(que se fijan en un valor constante v, ,+1 = v). Sin embargo, mientras que para el IDAM
estandar (con potenciales de sitio tales que (€,€,) = dpm ¥ (€,) = 0) los potenciales de
sitio estén caracterizados por una varianza o2 = (¢2) (donde la distribucién de probabilidad
P(¢) se elige como plana o normal), en el modelo de Lloyd la varianza o2 de las energias e,
diverge.
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Es también relevante mencionar que ya han sido reportados algunos estudios de
cantidades de transporte en alambres con desorden de tipo Lévy, pero diferentes al modelo
de Lloyd en 1D. Por ejemplo, en las refs. [13,14,47,48] se estudiaron alambres con disper-
sores espaciados aleatoriamente (a lo largo del mismo alambre) donde los espaciamientos
son caracterizados por una distribuciéon de probabilidad de tipo Lévy. Un resultado impor-
tante de dichos estudios es que la distribucién de la conductancia P(G) esta completamente
determinada por el exponente « (que caracteriza el decaimiento en forma de ley de potencia
de las colas de la distribucién de tipo Lévy) y el promedio (sobre realizaciones del desorden)
(—InG) [47,48]; es decir, todos los demds detalles del desorden son irrelevantes. En este
sentido, P(G) muestra universalidad. Ademas, este resultado ha sido verificado experimen-
talmente en guias de ondas de microondas [12] y validado numéricamente para el modelo de
enlace fuerte de la ec. (1.3) con ¢, = 0 y desorden no diagonal de tipo Lévy [49] (es decir,
con vy, de la ec. (1.3) caracterizados por una distribucién de probabilidad de tipo Lévy).

Adicionalmente se ha realizado un estudio sobre propiedades de localizacién de
electrones en sistemas desordenados usando el método de Grupo de Renormalizacién (RG)
en el espacio-posicién [50]. En este estudio se encuentra un borde de localizacién en
tres dimensiones, con un punto fijo en el centro de la banda (E = 0) y desorden critico
0. = 7.0. Adems4s, en la vecindad del punto fijo la longitud de localizacién L diverge como
L ~ (o — o.+%)7". Los ingredientes bésicos de un procedimiento sistematico de RG puede
ser resumido de la siguiente manera: Comenzando con un sistema con un gran ntimero
(N) de grados de libertad, caracterizado por un Hamiltoniano H. La propiedad que se
quiere calcular esta relacionado a un nuevo sistema, con N’ = Nb% < N grados de libertad.
El nuevo sistema esté caracterizado por un nuevo Hamiltoniano H’, adicionalmente todas
las longitudes L asociadas con el problema original son rescaladas por b, el factor de es-
calamiento espacial, es decir, L' = L/b. El mapeo H — H' constituye una transformacién
RG o relacién de recursién.

Es importante enfatizar que alambres 1D de tipo enlace fuerte con potenciales
de sitio caracterizados por distribuciones de probabilidad que siguen leyes de potencias,
con potencias diferentes de o = 1 (que corresponde al modelo de Lloyd 1D), han sido
estudiados muy poco (como excepcién ver [41]). Entonces, en esta Tesis nos damos a
la tarea de estudiar numéricamente la conductancia de alambres desordenados definidos
como una generalizaciéon del modelo de Lloyd en 1D. Es decir, estudiaremos alambres 1D
descritos por el Hamiltoniano de la ec. (1.3) con integrales de acoplamiento constantes,
Unn+1 = V = 1, y potenciales de sitio €, aleatorios caracterizados por una distribucién de
probabilidad de tipo Lévy, como en la ec. (1.2) con 0 < o < 2. Nosotros llamamos a este
modelo el 1IDAM con desorden de tipo Lévy.

Por lo tanto, en la Parte I de esta Tesis mostraremos que (i) la distribucién de
la conductancia P(G) estd completamente determinada por el exponente « y el promedio
(—InG); (ii) para @ < 1y (—InG) ~ 1, P(G) muestra una forma bimodal con picos en
G ~ 0y G ~ 1, lo que indica la coexsistencia de los regimenes aislante y metélico; y (iii)
la distribucién de probabilidad P(InG) es proporcional a G?, cuando G tiende a cero, con
B < a/2.
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1.1.2 Redes aleatorias de tipo Erd6s-Rényi

Los modelos de redes han sido utilizados para representar sistemas complejos tales
como redes sociales, Internet y ecosistemas [62,63]. Dependiendo de la aplicacién, los
vértices y aristas de una red pueden tener diferentes significados [62,64]. Por ejemplo, en
fisica de la materia condensada los vértices y aristas de la red ordenada conocida como mo-
delo de enlace fuerte de Anderson son los sitios y las integrales de acoplamiento entre sitios
consecutivos, respectivamente [2]. Las redes pueden ser deterministas, fractales o desorde-
nadas [65]. Las redes deterministas y fractales se construyen siguiendo reglas especificas,
mientras que las redes desordenadas estan caracterizadas por un conjunto de parametros
que toman valores fijos pero la red misma presenta una estructura desordenada. En éste
ultimo caso, no tiene relevancia el estudio de una sola red, en cambio se requiere de un
andlisis estadisticos de un ensamble de redes con las mismas propiedades en promedio. En
la literatura se reportan varios modelos de redes desordenadas [64,66], entre los mas po-
pulares podemos mencionar: los grafos aleatorios de Erdés-Rényi (ER), las redes de escala
libre de Barabasi y Albert y las redes de mundo pequeno de Watts y Strogatz. Se dice que
estos modelos reproducen propiedades de redes del mundo real tales como la Internet, redes
eléctricas de potencia y redes sociales y biolégicas [62,64,66]. Aun cuando los grafos aleato-
rios no logran predecir algunas propiedades observadas en redes del mundo real, éste es un
modelo que se ha podido estudiar ampliamente de forma tedrica [67] por lo que algunas de
las propiedades de redes de tipo ER se conocen analiticamente [64,67].

En este trabajo consideramos al modelo de grafos aleatorios de ER, que fué
introducido por Solomonoff y Rapoport [68] y estudiado después a fondo por Erdés y
Rényi [69,70]. Este modelo también se conoce como el modelo de grafos descorrelacionados.
Las redes de ER se construyen de la siguiente manera: partiendo de N vértices aislados,
cada par de vértices se conecta mediante una arista con probabilidad p.

Independientemente del campo, clasificacién o aplicacién, la representacién mate-
matica generalmente aceptada de una red es la matriz de adyacencia. La matriz de adya-
cencia A de una red simple, es decir, una red sin aristas multiples o aristas que conectan al
mismo vértice definird mas adelante. La conectividad de A se cuantifica con el pardametro
p que es la fraccidon de elementos no diagonales diferentes de cero. Asi, los vértices de la
red estan aislados cuando p = 0, mientras que la red esta completamente conectada cuando
p = 1. Una vez que la matriz de adyacencia de una red se construye, es natural tratar de
obtener sus propiedades espectrales y de autoestados; lo cual es el objetivo principal de este
trabajo. En adelante, como es costumbre en la literatura especializada, nos referimos a las
propiedades espectrales y de autoestados de la matriz de adyacencia como a las propiedades
espectrales y de autoestados de la red correspondiente.

Ademas, vale la pena anadir que existe una correspondencia uno a uno entre la
matriz de adyacencia A y la matriz Hamiltoniana H de un sélido en £ dimensiones descrito
por el modelo de enlace fuerte de Anderson [2] con potenciales de sitio iguales a cero
(Hij; = 0) e integrales de acoplamiento constantes (H;; = 1). Aqui, { es proporcional al
nimero promedio de elementos no diagonales diferentes de cero por renglén de la matriz
de adyacencia y, por lo tanto, puede ser considerada como la dimensién efectiva de la
red representada por A; como se discutié en [71] desde el punto de vista de la Teoria
de Matrices Aleatorias (RMT por sus siglas en inglés). Esta correspondencia permite la
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aplicacién directa de resultados originalmente motivados en sistemas fiscos, representados
por matrices Hamiltonianas aleatorias y dispersas, al problema de las redes complejas. En
la literatura especializada, £ se conoce como el grado promedio de una red, dado por

E=pxN. (1.4)

Desde un punto de vista fisico-matematico, y en el marco de la RMT, en 1988 Rodgers y
Bray [72] propusieron un ensamble de matrices aleatorias dispersas caracterizadas por la
conectividad £. Desde entonces, varios trabajos han sido dedicados al estudio analitico y
numérico de matrices aleatorias simétricas dispersas (ver por ejemplo [71-87]).

Entre los resultados mas relevantes de dichos estudios podemos nombrar los si-
guientes: (i) en el limite muy escaso, & — 1, se encontré que la densidad de estados se desvia
significativamente del semicirculo de Wigner al aparecer singularidades cerca del centro de
la banda y en las orillas de la regién delimitada por el semicirculo [72-81]; (ii) se encontré la
transicién a un régimen delocalizado en £ &~ 1.4 [74-76,82]; (iii) se observ6 que la forma de la
distribucién de probabilidad del espaciamiento entre energias consecutivas P(s) evoluciona
de Poisson a la prediccién que corresponde al Ensamble Gausiano Ortogonal (GOE por
sus siglas en inglés) al incrementar £ [71,74,76] (la misma transicién fué reportada para
otras cantidades espectrales [71]). Mds recientemente, el problema del primer autovalor (y
primera autofuncién) fué atacado en la ref. [83]. También, matrices dispersas no Hermitianas
fueron estudiadas en las refs. [85].

Es relevante enfatizar que el modelo de matrices dispersas aleatorias introducido
por Rodgers y Bray [72] es equivalente a matrices de adyacencia de redes de tipo ER. De
hecho, motivados por ésta equivalencia y con base en el modelo de ER, en este trabajo
estudiamos propiedades espectrales y de autoestados del siguiente modelo de redes aleato-
rias: Comenzando con el modelo de redes de ER estdndar, anadimos auto aristas (autoco-
nexiones) y ademés consideramos pesos aleatorios para todas las aristas.! Hemos nombrado
a éste modelo el modelo de redes completamente desordenadas de tipo ER. Entonces, como
en el modelo de redes de ER estdndar, el modelo de redes completamente desordenadas
de tipo ER esta caracterizado solamente por los pardmetros N y p. Sin embargo, las ma-
trices de adyacencia correspondientes forman un ensamble de matrices dispersas reales y
simétricas de tamafio N X N cuyos elementos diferentes de cero son variables aleatorias es-
tadisticamente independientes caracterizadas por una distribuciéon de probabilidad normal
con media cero (A;;) = 0 y varianza (|A;j|?) = (1 + d;;)/2. De acuerdo con esta definicién
se obtiene una matriz aleatoria diagonal cuando p = 0 (caso de Poisson), mientras que el
GOE corresponde a p = 1.

Nuestra motivacion en el estudio de las propiedades espectrales y de autoestados
de redes completamente desordenadas de tipo ER redes se puede dividir en dos partes. Por
un lado, Jackson y colaboradores [71] mostraron que el pardmetro £ fija algunas propiedades
espectrales de matrices aleatorias dispersas equivalentes a las matrices de adyacencia del
modelo de redes completamente desordenadas de tipo ER que definimos arriba. Ademas,
también se sabe que el grado promedio £ fija algunas de las propiedades espectrales de grafos
aletorios [88]. Por otro lado, existe un nimero grande de articulos que reportan propiedades

! Justificamos el uso de variables aleatorias como magnitudes de las aristas al reconocer que en las redes
del mundo real las conexiones y/o interacciones entre elementos no son en general constantes.
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espectrales y de autoestados de redes complejas [89-121]. Sin embargo, la mayoria de ellos
se especializan en combinaciones especificas de N y p. Por ejemplo, en las refs. [94-99,
112] se investigan modelos de redes desordenadas con valores fijos de N y « utilizando
conceptos de RMT, atn cuando se incorporan propiedades topolégicas adicionales tales
como el coeficiente de agrupamiento de vértices [94] y estructura modular [98]. También,
Palla y Vallay [89] investigaron las propiedades espectrales del modelo de ER estdndar cerca
del punto critico de percolacién, por lo que restringieron el andlisis a los valores 1 < £ < 2.4.

Entonces, nos dimos cuenta que la universalidad (en el sentido de identificar los
parametros relevantes de la red) de las propiedades espectrales y de autoestados de redes
desordenadas de tipo ER no ha sido explorada a detalle. Por ello, en esta tesis nos damos
a la tarea de realizar dicho estudio utilizando como referencia predicciones de la RMT.
Ademsds, nuestro estudio generaliza resultados reportados previamente y no se restringe a
una combinacién especifica de pardmetros.

Por lo tanto en la Parte IT de esta Tesis analizamos P(s), es decir, la distribucién de
probabilidad de espaciamientos entre energias consecutivas, la entropia de Shannon prome-
dio (S) de autoestados y la longitud de localizacién entrépica de autoestados £ del modelo
de redes completamente desordenadas de tipo ER como funcién de la conectividad p. Es
bien sabido que P(s) juega un papel fundamental en la descripcién y andlisis de sistemas
desordenados y cadticos cuantizados [122,123]. Nosotros mostraremos que P(s), (S) y {n
son cantidades invariantes para un valor fijo del grado promedio £. Adicionalmente, de-
mostraremos que la distribucién de Brody describe bien a P(s) en la transicién de vértices
aislados a redes completamente conectadas. Después verificaremos nuestros hallazgos al
relajar el grado de desorden de nuestro modelo de redes. De este modo mostramos que el
modelo de redes de tipo ER con desorden diagonal (es decir, el modelo ER que incluye auto
aristas con pesos aleatorios) también exhibe universalidad para ¢ fijo. Finalmente aplicamos
nuestra metodologia a un modelo de redes de mundo pequeno.

Ademds, es relevante anadir que en contraste con la gran cantidad de trabajos que
se pueden encontrar en la literatura dedicados al estudio de las propiedades espectrales y
de autoestados de redes complejas, solo unos cuantos se enfocan en sus propiedades de dis-
persién y/o transporte [65,110,148,153-159]. Por ello, en la Parte II de esta Tesis, también
estudiamos algunas propiedades de la matriz de dispersion y del transporte electrénico a
través de redes desordenadas de tipo enlace fuerte que se describen por medio de matri-
ces reales y simétricas dispersas. Enfatizamos que utilizaremos el enfoque de dispersién al
problema del transporte; ver por ejemplo [160]. Adicionalmente nos concentraremos en el
caso de un numero pequeno de terminales acopladas, donde cada una de ellas soporta un
modo abierto. Analizamos el promedio de los elementos de la matriz de dispersion (| Dy, [?),
la distribucién de probabilidad de la conductancia w(T'), la conductancia promedio (T'), y
el factor F' (que sera definido mas adelante) como funcién de N y p para redes de tipo
enlace fuerte. Mostraremos que todas las cantidades de dispersién y transporte son invari-
antes para ¢ fijo. Ademds, propondremos una relacién universal entre (|Dy,|?), (T) v el
parametro & que cuantifica el grado de desorden de la red.
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Capitulo 2

Modelo de Anderson

unidimensional

En este capitulo se introducen conceptos generales sobre el modelo de Ander-
son unidimensional, también la metodologia que se utiliza para calcular sus propiedades
de transporte. Ademads se incluyen resultados numeéricos, los cuales se comparan con las
correspondientes predicciones tedricas.

2.1 Modelo de Anderson unidimensional

Un simple modelo que es usado frecuentemente para describir la propagacién de
electrones en arreglos periddicos es el modelo de enlace fuerte. En una dimension (1D), el
Hamiltoniano de enlace fuerte con interacciéon con los primeros vecinos estd representado
por, ver la ec. (1.3)

L
H =7 eln)(n] — vani1ln)(n+ 1] = vpp-1ln)(n = 1] ,

n

donde L es la longitud del alambre dada como el niimero total de sitios que lo componen n,
€, son potenciales de sitio y v, ,,, son las integrales de acoplamiento entre sitios consecutivos.

De esta manera, el Hamiltoniano de enlace fuerte que estamos considerando puede
ser representado por una matriz tridiagonal con elementos

(m|H|n) = Hpmp = €n9mn — V(0mnt1 + Omn—1) - (2.1)

Para una red cristalina perfecta €, = ¢ = cte. Si los potenciales de sitio €, no son
constantes y en su lugar siguen una secuencia aleatoria, entonces se dice que tiene desorden
diagonal. El modelo de Anderson unidimensional (1IDAM) consiste en elegir €, de manera
aleatoria.

En el 1IDAM estdandar, los potenciales de sitio €, son nimeros aleatorios con un
promedio y una varianza definido, en muchos casos la correspondiente distribucién P(e,,)
es una distribuciéon uniforme o gausiana. ElI 1DAM puede ser representado de manera
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Figura 2.1: Alambre unidimensional infinito compuesto por sitios €,, donde v, ,+1 son las
integrales de acoplamiento entre sitios consecutivos.

esquematica como un alambre unidimensional infinito compuesto por sitios €,, donde vy, 41
son las integrales de acoplamiento entre sitios consecutivos, ver la Fig. 2.1.

Por otro lado, recordando que para el IDAM con desorden débil, Thouless obtuvo
una expresiéon para la longitud de localizacién I, en términos de la varianza o2 de los
potenciales de sitio [6]

0.2

8(1— E2/4)

donde FE es la energia del sistema y desorden débil significa ¢ < 1. En general, como
ya se menciond, para el modelo de Anderson, los potenciales de sitio €, se escogen como
numeros aleatorios obtenidos de una distribucién de probabilidad en particular, en éste
capitulo utilizaremos una distribucién rectangular (uniforme) entre [—w/2,w/2], donde w
es el ancho de la distribucién. De modo que la varianza 0% = (e2) = w?/12. Sin embargo,
hay una pequena correcciéon a este valor debido a una falla de la teoria de perturbacién
estdndar en F = 0, por tal motivo, el valor correcto es [44-46]

IME) =

o0

(2.2)

(2.3)

2.1.1 Matriz de dispersion

Ahora, si consideramos el 1DAM de longitud L con dos terminales unimodales
acopladas de manera perfecta (7 = 1) a los dos sitios extremos del sistema (sitios ny y np),
ver la Fig. 2.2, éste se convierte en un sistema dispersivo. Para el estudio de las propiedades
de transporte en el 1IDAM utilizamos la matriz de dispersién D.

Usando métodos estandarizados [51,52,55] escribimos la matriz D de la siguiente
forma [53,54]

r t/ .. T 1
D(FE) = < P ) =1—2isin(k)W mw , (2.4)
donde r y r’ son las matrices de reflexién y ¢ y ¢’ son las matrices de transmisién, todas
de tamanio M x M. Donde M representa el niimero de terminales acopladas al sistema, en
éste caso M = 1. 1 es una matriz unitaria de tamano 2M x 2M, k = arccos(E/2) es el
vector de onda en las terminales y H.y es un Hamiltoniano efectivo no hermitico dado por

Hey=H —e*ww?. (2.5)

Aqui, H es el Hamiltoniano de enlace fuerte del sistema, W es una matriz de tamano
L x 2M que especifica la posicién de las terminales acopladas a la muestra. La matriz W
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L

— 00000000 0—
Figura 2.2: Modelo de Anderson unidimensional con dos terminales acopladas en los lados

opuestos del alambre. La longitud del alambre es de L = 9, es decir, esta compuesto por 9
sitios.

tiene elementos que son iguales a cero o -y, donde v es la magnitud del acoplamiento entre
el sistema y las terminales.

Una vez que la matriz de dispersién D es conocida, se pueden calcular cantidades
de transporte. En esta seccién nos enfocamos en la conductancia, definida de la siguiente
forma

G = Tr(tth) (2.6)

donde t es el coeficiente de transmisién en la matriz D, ec. (2.4).

2.2 Conductancia del modelo de Anderson unidimensional

A continuacién mostraremos resultados numéricos ya conocidos sobre la conduc-
tancia adimensional G y del escalamiento de un sélo pardmetro L/l para el IDAM.

En la Fig. 2.3 mostramos el promedio del logaritmo de la conductancia, (—InG),
como una funcién del tamano del alambre L, para el 1IDAM (simbolos). Podemos ver
claramente que (—InG) o L para todos los casos mostrados en la figura, por lo tanto, se
verifica la ec. (1.1), Capitulo 1. En esta figura se han utilizado diferentes valores de energia:
E =0,0.1,0.25 y 1. El desorden en los potenciales de sitio, para cada muestra estan dados
a través de la longitud de localizacion, ec. (2.2), para diferentes valores en la longitud de
localizacién lo = 10, 100 y 1000. La linea punteada se obtuvo usando la ec. (1.1) con los
correspondientes valores de .

Por otro lado, se conoce que la distribucién de la conductancia, P(G), para alam-
bres unidimensionales desordenados estd completamente determinada una vez que la razén
L/l es fija. Debemos notar, una vez que fijamos el valor para L/l, también lo estamos
haciendo para el promedio del logaritmo de la conductancia, (—In G), ver ec. (1.1).

En la Fig. 2.4 se muestran las distribuciones de probabilidad de la conductancia
P(G) para el 1IDAM (histogramas). Cada panel corresponde a un valor para el prome-
dio del logaritmo de la conductancia, (—InG), fijo. Muchas combinaciones de L y E han
sido usadas. También se incluyen las predicciones teéricas de Pyy(G) correspondientes a
cada valor del promedio del logaritmo de la conductancia (—InG), en cada panel (lineas
punteadas).! En la figura podemos observar excelente correspondencia en los resultados

!Utilizando los resultados de la ref. [57], en particular la ec. (2) de dicho trabajo, Pwn(G) estd dada por

7 acosh (1/\/@) 1 5 1
Pyn(G)=C Wexp [—sacosh (@)} , (2.7)
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Figura 2.3: Promedio del logaritmo de la conductancia (—InG) como funcién de L para
1DAM (simbolos). Cuatro energias son usadas: E = 0, 0.1, 0.25 y 1. La amplitud del
desorden estén dados en la longitud de localizacién I, = 10, 100, y 1000, ver ec. (2.2). Las
lineas punteadas se obtuvieron usando la ec. (1.1) con los correspondientes valores de lo.
Cada simbolo fue calculado usando 10° realizaciones del desorden.

numéricos con la teorfa para 1/5 < (—InG) < 2 para todos los valores de L y E consid-
erados. Para valores intermedios del promedio del logaritmo de la conductancia (—InG),
podemos observar ligeras desviaciones para alambres cortos L < 100. Podemos ver también
que para L > 100 nosotros esperamos total correspondencia entre los resultados numéricos
y la teoria.

Hasta ahora, se ha dado una introduccién sobre conceptos generales y resultados
sobre el modelo de Anderson unidimensional (1IDAM), los cuales nos van a servir como
referencia en estudios posteriores. Un resultado importante que se mencioné en la seccién
anterior, fue que para el 1IDAM con desorden débil, Thouless obtuvo una expresién para la
longitud de localizacién I, €l cual depende de la varianza o2 de los potenciales de sitio,
ver ec. (2.2). En particular los potenciales de sitio €, se escogen como numeros aleatorios
obtenidos de una distribucién uniforme. De hecho, si la distribucién no es uniforme pero
Gausiana, por ejemplo, la ec. (2.2) sigue siendo valida para encontrar la longitud de loca-
lizacién I, lo tinico que se debe hacer es substituir en o2, la varianza de la distribucién
Gausiana.

donde C' es una constante de normalizacién y s = L/¢; aqui £ es el camino libre medio. El pardmetro s se
puede obtener numéricamente del promedio (InG) = L/¢
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Figura 2.4: Distribucién de probabilidad de la conductancia P(G) para el IDAM (histogra-
mas). Cada panel corresponde a una razon fija L/l.. Diferentes combinaciones de L y E
han sido usados. Cada histograma fue calculado usando 10° realizaciones del desorden. Las
lineas puntedas son las predicciones teéricas de P(G) correspondiente a la razén L/l de

cada panel.






Capitulo 3

Modelo de Anderson
unidimensional con desorden tipo
Lévy

En este capitulo realizamos un estudio numérico de la conductancia G para alam-
bres unidimensionales (1D) de tipo enlace fuerte con desorden de sitio. Las configuraciones
del desorden de las energias de los sitios se caracterizan por una distribucion de probabilidad
con colas que decaen lentamente como una ley de potencias: para e grande, P(e) ~ 1/e!*
con a € (0,2). Este modelo es una generalizacién del modelo de Lloyd 1D, que corresponde
a o = 1. Para comenzar, verificamos que el promedio (—InG) (tomado sobre realizaciones
de desorden) es proporcional a la longitud del alambre L para todos los valores de «; esto
nos proporciona la longitud de localizacién I, por medio de la expresion (—InG) = 2L/l .
Entonces, mostramos que la distribucién de probabilidad P(G) estd completamente deter-
minada por el exponente a y (—InG). En contraste con alambres 1D con desorden de
tipo ruido blanco, es decir, (€,€,) = Opm v () = 0, nuestro modelo exhibe distribuciones
de conductancia bimodales con picos en G = 0 y 1. Ademds, mostramos que P(InG) es
proporcional a G#, cuando G — 0, con 8 < /2.

3.1 Distribucién de probabilidad de tipo Lévy

Como ya se menciond, para el modelo de Anderson unidimensional, los potenciales
de sitio €, se escogen como numeros aleatorios obtenidos de una distribucién rectangular
(uniforme) entre [—w/2,w/2], con varianza o2 definida. Ahora, si los potenciales de sitio €,
se consideran numeros aleatorios obtenidos de una distribucion de probabilidad tipo Lévy,
es decir, de una distribucién sin varianza definida, entonces podremos abordar la pregunta
que se menciond en el capitulo anterior (;Cudles son las propiedades de los autoestados y
de transporte del 1IDAM si los potenciales €, son nimeros aleatorios obtenidos de una dis-
tribucién sin varianza definida?). Nosotros llamamos a este modelo el 1IDAM con desorden
de tipo Lévy. Recordemos que cuando o = 1 nuestro modelo reproduce el modelo de Lloyd
1D.

15
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A continuacién se indica la forma de obtener los potenciales de sitio €, los cuales
siguen una distribucién de tipo Lévy [9]:

sin(a®) rcos((a—1)0)q(1-a)/a o
L eyl . (3.1)
tan(O,,) a=1,

donde © y V¥ son variables aleatorias independientes. © se obtiene de una distribucién
plana en un intervalo (—7/2,7/2) y ¥ esta exponencialmente distribuido con promedio 1,
y a € (0,2).

Es importante mencionar que los nimeros aleatorios €, obtenidos de la ec. (3.1),
estan caracterizados por una distribucién de probabilidad con colas que decaen lentamente
como una ley de potencias!, ver la ec. (1.2):

P(e) ~ 1/,

con 0 < a < 2. También, una propiedad de la distribucién de Lévy, es que los niimeros
aleatorios obtenidos de la ec. (3.1) son muy grandes, como ejemplo, para o = 1/4 los
niimeros aleatorios pueden llegar a ser del orden de 10°. Por tal motivo no es muy préctico
construir P(e) para probar las validez de la ec. (1.2). Para esto, se usa un cambio de variable
e — Ine, las distribuciones P(e) y P(lne€), para todo valor de e, se relacionan de la siguiente
manera

|P(e)dIne| = |P(e)de| , (3.2)

es decir,
Pine) = P(e)|-% (3.3)

= el '
y como
de
p— .4
dine <’ (34
nos conduce a lo siguiente

P(Ine) = €P(e) . (3.5)

En la Fig. 3.1 graficamos la distribucién de probabilidad P(Ine€) de los nimeros aleatorios
obtenidos por la ec. (3.1), para cuatro valores representativos (histogramas) con o = 1/4,
1/2, 1, y 3/2. La direccién de la flecha indica el valor creciente de «. Las lineas rojas
punteadas son proporcionales a e~%. Por lo tanto, de la Fig. 3.1 y de la ec. (3.5) podemos
verificar el decaimiento que se espera en las colas de la distribucién, ver ec. (1.2).

!Este tipo de distribuciones de probabilidad, son conocidos el la literatura como distribuciones a-estables.
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Figura 3.1: Distribucién P(In€) de los niimeros aleatorios construidos por la ec. (3.1), para
a = 1/4,1/2, 1, y 3/2. La direccién de la flecha indica el valor creciente de a. Las
lineas rojas punteadas son proporcionales a ¢~®. Cada histograma fue calculado usando 10°
nimeros aleatorios.

3.2 Modelo de Anderson unidimensional con desorden tipo
Lévy

Recordando que el Hamiltoniano unidimiensional de enlace fuerte estd dado por
la ec. (1.3):

L
H=23 [ealn)(n| —vant1 [n)(n+1] —vnn|n){n—11;
n=1

donde L es la longitud del alambre dado como el niimero total de sitios n, ¢, son potenciales
de sitio, obtenidos de la ec. (3.1), y vy son las integrales de acoplamiento entre sitios
consecutivos. Sin embargo, mientras que para el IDAM estandar (con potenciales de sitio
tales que (€n€m) = dnm ¥ (€n) = 0) los potenciales de sitio estdn caracterizados por una
varianza finita 02 = (€2), en el modelo de Lloyd la varianza o2 de las energfas ¢, diverge.

Ademss, recordando que para desorden débil (02 < 1), el tinico pardmetro re-
levante para el 1IDAM finito es la razén L/l, conocido como escalamiento de un solo
pardametro. Particularmente, se ha mostrado que la ec. (1.1) es también vélida para el mo-
delo de Lloyd 1D [37,38,41].

Ya que estamos interesados en las caracteristicas de la conductancia del 1DAM
con desorden tipo Lévy, comenzaremos definiendo el arreglo dispersivo que utilizaremos.
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Figura 3.2: (a) Promedio del logaritmo de la conductancia (—In G) como funcién de L para
el IDAM con desorden de tipo Lévy (simbolos). Las lineas discontinuas son los ajustes de los
datos con la ec. (1.1), que se utilizan para extraer ls. (b) ({(—InG)?)) como funcién de L
(sfmbolos). Las lineas discontinuas son los ajustes de los datos con la funcién (((—In G)?)) =
4coL, ver la ec. (3.7). En ambos péaneles o = 1/10, 1/5, 1/2, 1y 3/2 (de arriba hacia abajo).
Cada punto se calculé utilizando 10* realizaciones del desorden. Se utilizé E = 0.

Abrimos los alambres, definidos por el 1IDAM con desorden tipo Lévy, acoplando dos ter-
minales unimodades a los sitios extremos del mismo. Cada terminal esta descrita por un
Hamiltoniano de un alambre 1D semi infinito de tipo enlace fuerte. Entonces, utilizando
el método del Hamiltoniano efectivo [51,52] obtenemos la transmisién a través del alambre
usando la siguiente expresion, ver ec.(2.4),

t=—2isin(k) WT(E — Hy)"'W | (3.6)

donde k = arccos(E/2) es el vector de onda de la onda incidente que se propaga por las
terminales y Hef es un Hamiltoniano efectivo no hermitiano dado por Hey = H — e *WW T,
W es un vector de tamano L x 1 que especifica los sitios del alambre en donde se conectan
las terminales. En nuestro arreglo dispersivo, todos los elementos de W son cero excepto
W11y W1 que se igualan a uno (esto quiere decir que las amplitudes de acoplamiento
de las terminales con el alambre son iguales a las amplitudes de acoplamiento entre sitios
v = 1). También, hemos elegido que la energia de la onda incidente sea igual a cero E =0
en todos nuestros calculos, aunque hemos verificado que nuestras conclusiones son vélidas
para cualquier £ # 0. Asi, aplicando el enfoque dispersivo al problema del transporte,
calculamos la conductancia adimensional como [56,58-60] G' = |t|2, ver ec. (2.6).

En la Fig. 3.2 (a) presentamos el promedio (—InG) como funcién de L para el
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Figura 3.3: Distribucién de probabilidad de la conductancia P(G) para el IDAM con des-
orden de tipo Lévy (histogramas). Cada panel corresponde a un valor fijo de (—InG). Se
utilizé £ = 0. Cada histograma fué construido a partir de 10° realizaciones de desorden.
Las lineas rojas discontinuas son las predicciones tedricas para P(G) en el caso del 1IDAM
con desorden tipo ruido blanco Pyy(G) que corresponden al valor particular de (—InG) de
cada panel.

1DAM con desorden de tipo Lévy para varios valores de a.. Se puede ver claramente en esta
figura que (—InG) o L para todos los valores de o que hemos considerado. Por lo tanto
podemos extraer la longitud de localizacién [, mediante ajustes de las curvas (—InG) vs. L
con la ec. (1.1); ver las lineas discontinuas en la Fig. 3.2 (a). Este comportamiento se debe
contrastar con el caso de alambres 1D con desorden no diagonal de tipo Lévy 2 en donde
(=InG) o< L'Y/? cuando v = 1/2 y E = 0 [49]. Por lo tanto, para poder extraer la longitud
de localizacién I se ajustan las curvas (—InG) con respecto de L con la ec. (1.1); ver las
lineas punteadas en la Fig. 3.2 (a).

También, hemos confirmado que los momentos de la variable —In G obedecen la

2Es pertinente mencionar que la dependencia (—InG) o< L*/?, con a = 1/2 y E = 0, reportada en [49]
para alambres 1D con desorden no diagonal de tipo Lévy fué observada cuando la longitud del alambre L se
define como la suma total de las integrales de acoplamiento L = Zn Vi n+1-
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Figura 3.4: Distribucién de probabilidad de la conductancia P(G) para el IDAM con des-
orden de tipo Lévy (histogramas). Cada panel corresponde a un valor fijo de (—InG). Se
utiliz6 F = 0. En cada panel se incluyen histogramas para o = 1/4, 1/2, 3/4 y 1; donde «
crece en la direccién de la flecha. Ademads, para cada valor de « se presentan histogramas
que corresponden a dos distribuciones de probabilidad de tipo Lévy diferentes: p;(€) en ne-
gro y pa2(€) en rojo; ver ecs. (3.9) y (3.10), respectivamente. Cada histograma fué construido
a partir de 10° realizaciones de desorden.

relacién [41]
lim L~ 1({(—InG)k)) = 2%¢,, | (3.7)
L—oo
donde los coeficientes c, con ¢; = I}, representa al exponente de Lyapunov de un alambre
1D genérico con desorden de sitio. Debemos notar que para el caso cuando k£ = 1, tenemos
el primer momento de la variable —In G, es decir, (—In G), ver la Fig. 3.2 (a). El segundo
momento de la variable — In GG se obtiene cuando k = 2 y corresponde a la varianza :

Var(~InG) = ({(~InG)?) = (- InG)?) — {(~InG))*.

Como ejemplo, en la Fig. 3.2 (b) presentamos ({(—In G)?)) como funcién de L para varios
valores de «. Las lineas discontinuas son los ajustes de los datos numéricos (simbolos) con
la funcién ({(—InG)?)) = 4coL, ver la ec. (3.7), de donde se puede extraer el coeficiente c;.

Ahora, en la Fig. 3.3 mostramos mostramos distribuciones de probabilidad de
conductancia P(G) para el IDAM con desorden de tipo Lévy para valores fijos de (— In G);
note que (—InG) fijo también significa que la razén L/l esta fija. Varios valores de
a se reportan en cada panel. En esta figura se puede observar que, para (—InG) fijo,
al incrementar el valor de « la distribucién de la conductancia evoluciona hacia la P(G)
que corresponde a la del 1IDAM con desorden de tipo ruido blanco, Pyy(G), como es de
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esperarse. Las curvas para Pyx(G) se incluyen como referencia en todos los paneles de la
Fig. 3.3 como lineas rojas discontinuas. De hecho, P(G) corresponde a Py (G) una vez que
a=2.

En este punto vale la pena recordar que, para alambres de tipo enlace fuerte 1D
con desorden no diagonal de tipo Lévy, la forma de P(G) estd completamente determinada
por el exponente « y el promedio (—In G) [49]. Es, por lo tanto, pertinente preguntarnos si
esta propiedad también es vélida en el caso de desorden diagonal de tipo Lévy. Entonces,
en la Fig. 3.4 mostramos distribuciones de probabilidad de la conductancia P(G) para el
1DAM con desorden tipo Lévy para varios valores de «, donde cada panel corresponde a un
valor de (—InG) fijo. Para cada combinacién de (—InG) y o mostramos dos histogramas
(en negro y rojo), que corresponden a alambres con potenciales de sitio {e,} caracterizados
por dos distribuciones de probabilidad diferentes, ver las ecs. (3.9) y (3.10), respectivamente,
pero con el mismo exponente. Como puede verse de la Fig. 3.4, para cada valor de a los
histogramas en rojo y negro caen justamente unos sobre el otro, lo cual es evidencia de que
P(G) para el IDAM con desorden de tipo Lévy-type es invariante una vez que a y (—In G)
estdn fijos; es decir, P(G) muestra una estadistica universal.

Ademds, queremos enfatizar la coexistencia del régimen aislante y el régimen
metalico caracterizados, respectivamente, por los picos de P(G) en G =0y G = 1. Este
comportamiento, que es mas evidente para (—InG) ~ 1y a < 1 (ver las Figs. 3.3 y 3.4),
nunca se observa en alambres 1D con desorden de tipo ruido blanco (ver por ejemplo las
curvas rojas discontinuas en la Fig. 3.3). Esta coexistencia de regimenes de transporte o-
puestos ya ha sido reportada en los siguientes sistemas con estados anémalamente localiza-
dos: alambres 1D con obstaculos espaciados aleatoriamente de acuerdo con una distribucion
de tipo Lévy [47,49] y en el modelo de Dirac con masas aleatorias [61].

3.2.1 Otras distribuciones tipo Lévy

Adicionalmente su utilizan otras dos distribuciones de probabilidad tipo Lévy,
decimos tipo Lévy ya que cumplen con la propiedad de que las colas de la distribucién
decaen como ley de potencia. Estas dos distribuciones de probabilidad p; y p2, son las
siguientes:

flz;a,C) = If(j:)x_(o‘ﬂ) exp (—i) (3.8)

donde C' es el pardmetro de escala. Para C' = 1/2, tenemos

pi(e) = F(la) (;)ae(‘”” exp <—21€) : (3.9)

La primera distribucién de probabilidad p;(¢) estd dada por la ec. (3.9). Utilizando
calculos numéricos, se construyeron nimeros aleatorios que siguen la distribucién de pro-
babilidad pi(e). En la Fig. 3.6 (a) se muestran los histogramas de los nimeros aleatorios
para diferentes valores de «, en esta figura podemos observar buena correspondencia entre
los histogramas y las curvas tedricas (lineas punteadas), ec. (3.9). Ademds, en la Fig. 3.6 (b)
se verificé la propiedad P(e) ~ 1/e'T® para tres casos representativos de «, donde las lineas
punteadas muestran el decaimiento caracterizado por el exponente .
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Figura 3.5: (Histogramas) (a) Distribucién de probabilidad pi(e). Las lineas punteadas
corresponden a la ec. (3.9) para diferentes valores de a. (b) Distribucién de probabilidad
p1(Ine€). En ambos paneles se usaron 105 ntimeros aleatorios.

La segunda distribucién de probabilidad pa(€) es la siguiente:

pale) = (uﬁﬁ . (3.10)

Utilizando el método de transformacién inversa, se construyeron nimeros aleato-
rios con una distribucién de probabilidad ec. (3.10). En la Fig. 3.6 (a) se muestran los
histogramas de los ntimeros aleatorios para diferentes valores de «, los cuales tienen buena
correspondencia con las curvas tedricas (lineas punteadas), ec. (3.10). Ademads se verificé la
propiedad P(e) ~ 1/€'*® para tres casos representativos de «, ver la Fig. 3.6 (b). Debemos
notar que pa(Ine) = eP(e).

Finalmente estudiamos el comportamiento de las colas de las distribuciones de
probabilidad P(InG). Entonces, utilizando los mismos datos de la Fig. 3.4, en la Fig. 3.7
mostramos P(InG). Como es de esperarse, como la forma de P(G) estd completamente
determinada por o y (—InG), podemos ver que P(InG) es invariante una vez que esas dos
cantidades (o y (—In G)) estd fijas (los histogramas en negro y rojo caen uno sobre el otro).
Ademas, de la Fig. 3.7 podemos deducir el siguiente comportamiento:

P(lnG) x G? (3.11)

para G — 0 cuando a < 2. Cuando a = 2, P(In G) muestra colas que decaen exponen-
cialmente (lo cual no se muestra aqui), como en el caso de sistemas 1D en presencia de
localizacién de Anderson. De hecho, el comportamiento (3.11) fué predicho en [41] como
P(G) ~ G~ 2N/2 para G — 0 con A < «; lo que en nuestro estudio se traduce como
P(InG) < G*? (dado que P(InG) = GP(G)) con \/2 = B < /2. También hemos vali-
dado ésta ultima desigualdad en la Fig. 3.8 donde reportamos al exponente 8 que se obtiene
de ajustes de leyes de potencias en las colas de los histogramas de P(In G). Adicionalmente,
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Figura 3.6: (Histogramas) (a) Distribucién de probabilidad pa(e). Las lineas punteadas
corresponden a la ec. (3.10) para diferentes valores de a. (b) Distribucién de probabilidad
P(In¢). En ambos paneles se usaron 10° niimeros aleatorios.

hemos observado que el valor de  depende del valor particular de (—In G) caracteristico de
cada histograma P(InG). Por lo tanto, de la Fig. 3.8 vemos que § ~ a/2 cuando el valor
de (—InG) decrece.
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Figura 3.7: Distribuciones de probabilidad P(InG) para el 1IDAM con dersorden de tipo
Lévy. Se utilizaron los mismos parametros que en la Fig. 3.4. Recordamos que en cada
panel se incluyen histogramas para o = 1/4, 1/2, 3/4 y 1. Aqui, « crece en la direccién de
la flecha.
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Figura 3.8: El exponente 3, ver la ec. (3.11), como funcién de « para (—InG) = 1/10,
1 y 10. La linea discontinua corresponde a § = «/2. El exponente [ fué obtenido de
ajustes de tipo ley de potencia a las colas de los histogramas de P(InG) en el intervalo
P(InG) € [1075,1073].
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Capitulo 4

Modelo de redes desordenadas

En este capitulo introducimos conceptos generales de redes y su clasificaion. Ade-
més analizamos P(s), es decir, la distribucién de probabilidad de espaciamientos entre
energias consecutivas, la entropia de Shannon promedio (S) de autoestados y la longitud de
localizacién entrépica de autoestados £ del modelo de redes completamente desordenadas
de tipo ER como funcién de la conectividad p. Es bien sabido que P(s) juega un papel
fundamental en la descripcion y analisis de sistemas desordenados y cadticos cuantizados
[122]. Nosotros mostraremos que P(s), (S) y ¢x son cantidades invariantes para un valor
fijo del grado promedio £. Adicionalmente, demostraremos que la distribucién de Brody
describe bien a P(s) en la transicién de vértices aislados a redes completamente conectadas.
Después verificaremos nuestros hallazgos al relajar el grado de desorden de nuestro modelo
de redes. De este modo mostramos que el modelo de redes de tipo ER con desorden
diagonal (es decir, el modelo ER que incluye auto aristas con pesos aleatorios) también
exhibe universalidad para £ fijo. Finalmente aplicamos nuestra metodologifa a un modelo
de redes de mundo pequeno.

4.1 Conceptos generales de redes

Las redes pueden ser derterministas, fractales o desordenadas. Las redes deter-
ministas y fractales se construyen siguiendo reglas especificas, mientras que las redes desor-
denadas estan caracterizadas por un conjunto de parametros que toman valores fijos pero la
red en si presenta una estructura desordenada. En éste tltimo caso, no tiene relevancia el
estudio de una sola red, en cambio se requiere de un andlisis estadistico de un ensamble de
redes con las mismas propiedades en promedio. Algunos ejemplos mas conocidos y estudi-
ados [65] (i) redes deterministas: cuadradas, tipo-estrella, dendrimeros y arbol-Cayley; (ii)
redes fractales: red dual del tridAngulo de Sierpinski, en contraste con redes deterministas,
las redes fractales tienen en general dimensiones no enteras; (iii) redes desordenadas: redes
de mundo pequeno, redes de tipo Erdés-Rényi y escala libre. En la Fig. 4.1 se muestran
algunos ejemplos de cada tipo de red, (a) red cuadrada 2d (determinista) con una longitud
N, y con un ntimero de vértices (nodos) N2. (b) red dual del tridngulo de Sierpinski (frac-
tal), con el nimero de vértices N = 39, con g = 3. (c¢) red de mundo pequeno (aleatoria), en
éste caso no hay autoaristas, el nimero de vértices es N = 16 y con 11 aristas adicionales.

27
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Figura 4.1: (a) Red cuadrada 2d (determinista) con una longitud N, y con un ntmero de
vértices N2, (b) red dual del tridngulo de Sierpinski (fractal) con el nimero de vértices
N =39, con g = 3. (c) red de mundo pequeno (red desordenada), el niimero de vértices es
N =16 y con 11 aristas adicionales. Estas figuras se obtuvieron de la ref. [65].

Muchos modelos sobre redes aleatorias han sido interesantes para su estudio [64,
66], incluyendo, el modelo grafos aleatorios de Erdés y Rényi (ER), el modelo de redes
de escala libre de Barabasi y Albert y las redes de mundo pequenio de Watts y Strogatz.
Estos modelos son considerados relevantes porque reproducen la organizacion de redes de
mundo real, tales como Internet, redes eléctricas, redes sociales y bioldgicas [62, 64, 66].
Aqui nosotros consideramos el modelo de grafos aleatorios ER el cual fue introducido por
Solomonoff y Rapoport [68] y estudiado posteriormente de manera detallada por Erdds y
Rényi [69,70].

Es importante también mencionar que los grafos pueden ser dirigidos y no dirigidos.
Los grafos dirigidos (que no estudiaremos aqui) son grafos en los cuales se ha anadido una
orientacion a las aristas, representada graficamente por una flecha. Los grafos no dirigidos
(que utilizaremos) no cuentan con una orientacién preferencial en las aristas. Como ejemplo
de un grafo no dirigido, ver la Fig. 4.2.

4.2 Modelo de redes de tipo Erdos-Rényi estandar

Aqui consideramos el modelo de grafos aleatorios ER. Este modelo también se
conoce como el modelo de grafos descorrelacionados. Las redes de ER se construyen de la
siguiente manera: partiendo de N vértices aislados, cada par de vértices se conecta mediante
una arista con probabilidad p.

La matriz de adyacencia A de una red simple, es una matriz con elementos A;;
definidos [64]

0 de otro modo. (4.1)

A — { 1 si hay una conexién entre los vértices i y 7,
/A
Esta definicién produce matrices dispersas reales y simétricas de tamano N x N con ele-
mentos iguales a cero en la diagonal principal, donde N es el nimero de vértices que forman
la red. Dedemos recordar que la conectividad de A se cuantifica con el parametro p.
Continuando con el ejemplo de grafo en la Fig. 4.2, para construir su correspondi-
ente matriz de adyacencia A, nos fijamos en las aristas: ({1,2},{1,5},{2,3},{2,5}), por lo
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5

Figura 4.2: Tlustraciéon de un grafo con N = 5 vértices y 4 conexiones. Esta figura se obtuvo
de la ref. [65].

tanto, los elementos de la matriz A: {A4; 2, A1 5, A2 3, Aa 5} son iguales a 1 y como la matriz
es simétrica y no hay aristas que conecten al mismo vértice, tenemos:

0100 1
10101

A=|0100 0 (4.2)
00000
11000

Ahora, si queremos calcular el pardmetro p para la ec. (4.2), el nimero de vértices
N = b con cuatro aristas, ya que los grafos son no dirigidos tenemos 8 conexiones y el
nimero de elementos no diagonales es N(N — 1), entonces, p = 8/20 = 0.4.

4.3 Redes completamente desordenadas de tipo Erdos-Rényi

A continuacién utilizamos diagonalizaciéon numérica exacta para obtener los auto-
valores E™ y las autofunciones U™ (m = 1... N) de las matrices de adyacencia de ensambles
de redes desordenadas caracterizadas por los parametros N y p.

4.3.1 Distribucién de probabilidad de espaciamientos entre energias conse-
cutivas

La Fig. 4.3 muestra la distribucién de probabilidad de espaciamientos entre ener-
gias consecutivas P(s) para las matrices de adyacencia de redes completamente desorde-
nadas de tipo ER formadas por N = 1000 vértices con diferentes valores de conectivi-
dad p. Los histogramas fueron construidos con 500 espaciamientos desdoblados [122],
Sm = (E™TL — E™)/A, alrededor del centro de la banda de 103 matrices de adyacen-
cia. Aqui, A es el espaciamiento promedio calculado para cada espectro como la pendiente
de la curva E™ vs. m al centro de la banda. Para redes de otros tamanos siempre constru-
imos P(s) utilizando la mitad del total de los autovalores al centro de la banda, donde la
densidad de estados es practicamente constante.
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Cuando p = 0, es decir, cuando los vértices de la red estan aislados, la matriz de
adyacencia correspondiente es una matriz aleatoria diagonal y la P(s) sigue una distribucién
exponencial,

P(s) = exp(—s) , (4.3)

mejor conocida en RMT como distribucién de Poisson de espaciamientos entre niveles aleato-
rios [122]. En el limite opuesto, p = 1, cuando la red estd completamente conectada, la
matriz de adyacencia se convierte en un miembro del GOE (matrices aleatorias reales y
simétricas sin elementos nulos) y la P(s) es muy cercana a la distribucién de Wigner-
Dyson! [122],
P(s) = gs exp (—ZSQ> . (4.4)
Por lo tanto, al incrementar p desde cero hasta uno, la forma de la P(s) debe evolucionar de
la distribucién de Poisson a la distribuciéon de Wigner-Dyson. Esta transicion, parcialmente
observada para el modelo de redes desordenadas en las refs. [71,74] desde un punto de vista
de la RMT, se muestra en la Fig. 4.3, donde también incluimos a las ecs. (4.3) y (4.4)
como referencia. De hecho, es relevante apuntar que aun para valores de p relativamente
pequenos, ya se observa la estadistica del GOE. La transicién de Poisson a Wigner-Dyson
en la estadistica espectral se ha reportado para matrices de adyacencia de otros modelos de
redes desordenadas, ver por ejemplo las refs. [91-98].
En este trabajo, para caracterizar la forma de la P(s) de nuestro modelo de redes
desordenadas, utilizamos la distribucién de Brody [124,125] que fué derivada originalmente
para contar con una interpolacién para P(s) en la transicién de Poisson a Wigner-Dyson

mediante la propuesta P(s) = c15°%exp (—czsﬂH) (donde ¢;,2 dependen de ). Una vez
normalizada, la distribucién de Brody tiene la forma [124,125]

P(s) = (B + 1)ags” exp (—a536+1) , (4.5)

donde ag = [['(8+2/8+1)]°*1, I'(*) es la funcién gama y 3, que se conoce como el pardmetro
de Brody, toma valores en el rango [0,1]. 8 = 0y 8 = 1 reproducen las distribuciones
de Poisson y Wigner-Dyson, respectivamente. En todo caso, vale la pena recordar que
aunque la distribucién de Brody ha sido utilizada de manera frecuente para caracterizar la
P(s) [126], ésta ha sido obtenida de una manera puramente fenomenolégica y el significado
fisico del pardmetro de Brody no ha sido establecido 2, sin embargo proporciona una medida
del grado de mezcla entre los régimenes caracterizados por las estadisticas de Poisson y la del
GOE. En particular, como se mostrard mas adelante, el parametro de Brody nos permitira
identificar los puntos de transicién a los regimenes delocalizado y del GOE en nuestro
modelo de redes desordenadas.

!Es interesante mencionar que la ec. (4.4) fué derivada por Wigner para matrices del GOE de tamaifio
N = 2, sin embargo, dicha expresién proporciona una excelente aproximacién para la P(s) de matrices del
GOE con N > 2

*De hecho, en J. Sakhr and J. M. Nieminen, Phys. Rev. E 72, 045204(R) (2005) se mostré que la dis-
tribucién de probabilidad de espaciamientos entre distancias mas cercanas de puntos aleatorios distribuidos
de manera uniforme sobre un fractal auto similar se ajusta muy bien a la distribucién de Brody, donde el
pardmetro de Brody corresponde a la dimension fractal.
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Figura 4.3: Distribucién de probabilidad de espaciamientos entre energias consecutivas
P(s) para las matrices de adyacencia de redes completamente desordenadas de tipo ER
formadas por N = 1000 vértices con diferentes valores de conectividad p (histogramas en
rojo). Las lineas azules corresponden a las distribuciones de Poisson y de Wigner-Dyson
de las ecs. (4.3) y (4.4), respectivamente. Las lineas negras discontinuas son ajustes a los
histogramas con la distribucién de Brody de la ec. (4.5), donde los valores de 8 que se
obtienen de dichos ajustes se reportan en cada panel. Los histogramas se construyeron con
5 x 10° espaciamientos desdoblados.

Las lineas negras discontinuas en la Fig. 4.3 representan los ajustes de los histogra-
mas de P(s) con la ec. (4.5). Los valores de 8 que se obtienen de los ajustes se muestran en
los paneles correspondientes. Esta figura muestra que la distribucién de Brody proporciona
muy buenos ajustes a la P(s) de las matrices de adyacencia del modelo de redes comple-
tamente desordenadas de tipo ER. De hecho, se ha mostrado que la distribucién de Brody
también funciona bién para otros modelos de redes desordenadas [95-99).

Ahora construimos histogramas de la P(s) para varios valores de la conectividad
p para poder extraer el pardametro de Brody de forma sistemética. Asi, en la Fig. 4.4 (a)
reportamos [ como funcién de p para ensambles de redes de cinco tamanos diferentes.
Notamos que en los cinco casos el comportamiento de § es similar: S muestra una transicién
suave desde cero (régimen de Poisson) a uno (régimen de Wigner-Dyson o régimen del
GOE) cuando p se incrementa desde p < 1 (vértices mayoritariamente aislados) a uno
(redes completamente conectadas). Notamos tambien que entre mas grande es la red, mas
pequeno es el valor de p necesario para que la red se encuentre en el régimen del GOE. Esta
es, de hecho, la razén por la cual en la Fig. 4.3 observamos que forma de la P(s) es muy
cercana a la distribucién de Wigner-Dyson atin para p = 0.00426 < 1.

Recordemos que el pardmetro £ (ver ec. (1.4)) fija la forma de la densidad de
estados de matrices aleatorias dispersas [71] equivalentes a las matrices de adyacencia de
nuestro modelo de redes desordenadas. Ademas, £ se identificé como la dimesién efectiva de
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Figura 4.4: Pardmetro de Brody 8 como funcién de (a) la conectividad p y (b) el grado
promedio & = pN para redes completamente desordenadas de tipo ER con tamanos que
van desde N = 250 a 4000. Las lineas discontinuas verticales en £ = 1 y £ = 7 indican los
puntos de transicién a los regimenes delocalizado y del GOE, respectivamente. Las barras
de error no se muestran debido a que son mas pequenas que el tamafio del simbolo.

tal modelo de matrices aleatorias [71]. Por lo tanto, tiene sentido explorar la dependencia
del pardmetro 8 en funcién del grado promedio &; de hecho, en la Fig. 4.4 (b) mostramos
tal dependencia. Observamos que las curvas § vs. £ para ensambles de redes de tamaifios
diferentes caen todas sobre una curva universal. Esto significa que una vez que ¢ esta fijo, sin
importar el tamano de la red, la forma de la P(s) queda determinada. También observamos
que la transicién en la forma de la P(s) tiene lugar en el intervalo 1 < £ < 7; ya que cuando
£€<1(£>7),la P(s) tiene la forma de la distribucién de Poisson (Wigner-Dyson).

Por lo tanto, verificamos la invarianza de la forma de la P(s) para un grado
promedio fijo £ de la siguiente manera (i) primero elegimos cuatro valores representativos de
B (0.25, 0.5, 0.75 y 0.98 ~ 1); (ii) despues extraemos los valores de £ correspondientes de la
curva universal de la Fig. 4.4 (b); y (iii) construimos histogramas de la P(s) para ensambles
de redes de varios tamainos para cada uno de los valores de £ elegidos. Finalmente en la
Fig. 4.5 se muestra que una vez que ¢ tiene un valor dado, la forma de la P(s) es invariante.
Ademsds, en cada panel se incluye la distribucién de Brody correspondiente.

También notamos que la Fig. 4.4 (b) proporciona una forma de predecir la forma de
la P(s) para redes completamente desordenadas de tipo ER una vez que el grado promedio
se conoce: Cuando & < 1, P(s) tiene la forma que corresponde a la distribucién de Poisson.
Cuando € > 7, P(s) estd practicamente dada por la distribucién de Wigner-Dyson. Mientras
que cuando 1 < ¢ < 7, la P(s) se describe por distribuciones de Brody caracterizadas por
0 < B < 1. Por los tanto, £ =1y £ = 7 indican los puntos de transicién a los regimenes de
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Figura 4.5: Distribucién de probabilidad de espaciamientos entre energias consecutivas
P(s) para las matrices de adyacencia de redes completamente desordenadas de tipo ER
con tamafos que van desde N = 250 hasta 4000 para varios valores del grado promedio &
(histogramas). Las lineas negras discontinuas son la distribucién de Brody, ec. (4.5). Cada
histograma fué construido con 5 x 10° espaciamientos desdoblados.

delocalizacion y del GOE, respectivamente.

4.3.2 Longitud de localizacion entrépica de las autofunciones

Con el objetivo de caracterizar de forma cuantitativa la complejidad de las auto-
funciones de matrices aleatorias (y de Hamiltonianos de sistemas desordenados y cadticos
cuantizados) se utilizan principalmente dos cantidades: (i) la entropia de informacién o
entropia de Shannon y (ii) los niimeros de participacién. Estas cantidades proporcionan el
numero de componentes principales de una autofuncién en una base dada. De hecho, ambas
cantidades han sido utilizadas para caracterizar las autofunciones de matrices de adyacencia
de redes complejas (ver algunos ejemplos es las refs. [92,97,100,103,110,116-121,128-131}).

En esta Tesis utilizaremos la entropia de Shannon, que para la autofuncion ¥
esta dada por

N
S==> (V) In(¥)")? . (4.6)
n=1
S nos permite calcular la llamada longitud de localizacién entrépica de la autofuncién [132]:

donde Sgor = In(IN/2.07) es la entropia de una autofuncién aleatoria con amplitudes carac-
terizadas por una distribucién de probabilidad normal. Nosotros calcularemos el promedio
en la ec. (4.7) sobre todas las autofunciones de un ensamble de matrices de adyacencia de
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Figura 4.6: Entropia de Shannon promedio (S) normalizada con Sgor como funcién de (a)
la connectividad p y (b) el grado promedio £ para para los autovectores de las matrices de
adyacencia de redes completamente desordenadas de tipo ER con tamafios que van desde
N = 500 hasta 4000. Cada punto fué calculado al promediar sobre 10% autofunciones.

tamafio® N. Con esta definicién, ec. (4.6), cuando p = 0, como las autofunciones de una
matriz de adyacencia diagonal tienen sélo una componente diferente de cero y magnitud
uno, (S) =0y ¢x =~ 2.07. En el otro caso, cuando p = 1, (S) = Sgor y las autofunciones
se extienden sobre toda la base disponible de tamafio N, es decir, /5 ~ N.

Las Figs. 4.6 (a) y 4.7 (a) muestran (S)/Scor ¥ {n/N, respectivamente, como
funcién de la conectividad p para matrices de adyacencia de redes completamente desorde-
nadas de tamanos N = 500, 1000, 2000 y 4000. Observamos que las curvas de (S)/Scor ¥
¢n /N tienen una forma similar como funcién de p [note que tal comportamiento tambén fué
observado para 3 en la Fig. 4.4 (a)]. También es claro que las curvas de (S)/Scor ¥ {n/N
se desplazan a la izquierda al incrementarse N. Ademds, al graficar (S)/Scor ¥y n/N como
funcién del grado promedio £ observamos que todas las curvas caen sobre curvas univer-
sales (ver las Figs. 4.6 (b) y 4.7 (b)). Adicionalmente, note que el punto en el que cada red
completamente desordenada de tipo ER se conecta de manera global (en el sentido de que
no exiten mas vértices aislados), p = (InN)/N [88], ocurre cuando {ny/N =~ 1/2 (ver las
lineas discontinuas verticales en la Fig. 4.7 (a)).

3Hemos verificado que nuestras observaciones no se modifican si restringimos los promedios a autofun-
ciones de la parte central del espectro.
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Figura 4.7: Longitud de localizacién entrépica de autofunciones ¢y normalizada a N como
funcién de (a) la conectividad p y (b) el grado promedio £ para redes completamente desor-
denadas de tipo ER con tamanos que van desde N = 500 hasta 4000. Las lineas discontinuas
verticales en (a) indican el valor p = (In N)/N en el que las redes se vuelven globalmente
conectadas [88]. Las lineas discontias verticales en (b) en £ =2 y £ = 200 indican el punto
de transicién al régimen de delocalizacién y al régimen del GOE, respectivamente. Cada
punto fue calculado al promediar sobre 10% autofunciones.

4.4 Otras redes desordenadas de tipo Erdos-Rényi

Es importante subrayar que la definiciéon del modelo de redes desordenadas que
dimos arriba considera el caso de desorden m&aximo, ya que al promediar sobre elemen-
tos de ensamble se promedia sobre realizaciones de conectividad y pero también sobre las
amplitudes de las aristas. Al promediar de esta forma eliminamos cualquier caracteristica
individual de las redes que componen el ensamble (tales como cicatrices [133], que pueden
producir resonancias topoldgicas [134]) que pueden causar desviaciones de las predicciones
de las RMT que utilizamos como referencia (ver también [135]). Especificamente, hemos
elegido ese modelo de redes ya que en los limites apropiados reproduce matrices de adyacen-
cia aleatorias conocidas y ampliamente estudiadas. Recordemos que se obtiene una matriz
aleatoria diagonal para p = 0, cuando los vértices estdn aislados, mientras que se el modelo
reproduce el GOE para p = 1, cuando la red estd completamente conectada.

Sin embargo, es relevante recordar que el desorden maximo que consideramos en
nuestro modelo no es necesario para que un modelo de redes o grafos exhiba el compor-
tamiento universal que predice la RMT. De hecho, (i) Es bien sabido que la red ciibica de tipo
enlace fuerte con desorden de sitio (conocida como modelo de Anderson tridimensional [2]),
que forma redes con conectividad predeterminada y estd descrita por matrices Hamiltoni-
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anas bastante diluidas, muestra comportamiento de tipo RMT en el régimen metdlico (ver
por ejemplo las refs. [136-139]). (ii) Se ha demostrado, tanto numérica como tedricamente,
que los grafos con conectividad predeterminada muestran propiedades espectrales [140-145]
y de dispersién [146-148] que corresponden a las predicciones de la RMT, donde el desorden
se introduce ya sea al introducir aristas con longitudes aleatorias [140,146-148] (que es un
pardmetro no considerado en nuestro modelo de redes) o al considerar matrices de disperién
aleatorias en los vértices [145] (ésto, de algiin modo, es equivalente a considerar potenciales
de sitio aleatorios). Ademds, algunas de las propiedades universales (desde el punto de vista
de la RMT) de grafos cudnticos han sido verificadas experimentalmente mediante el uso de
ensambles de redes de microondas con conectividad predeterminada [149-151]. (iii) Redes
complejas con propiedades topoldgicas especificas (tales como redes de mundo pequeno o
redes de escala libre, entre otras), donde el desorden solo aparece en la conectividad, mues-
tran caracteristicas de comportamiento del tipo RMT en sus propiedades espectrales y de
autoestados [95-97,99,110].

Por lo tanto, a continuacién analizamos las propiedades de escalamiento de redes
desordenadas de tipo ER cuando la condiciéon de desorden maximo se relaja.

4.4.1 Redes desordenadas de Erdés-Rényi estandar

En el modelo estandar de redes desordenadas de Erdds-Rényi [68-70], las matrices
de adyacencia son matrices aleatorias con ceros en la diagonal principal y con elementos
no diagonales diferentes de cero iguales a uno; es decir, en éstas matrices de adyacencia los
vértices y aristas estdn representados por ceros y unos, respectivamente (ver la ec. (4.1)).
Atdn cuando ha sido demostrado que la forma de la P(s) del modelo estandar de redes
desordenadas de ER es muy cercana a la distribucién Wigner-Dyson cuando la conectividad
es grande (p — 1) [95,96,99], note que la P(s) no puede mostrar la transicién de Poisson
a Wigner-Dyson ya que en el limite de conectividad nula (p = 0) la matriz de adyacencia
correspondiente es la matriz nula.

La Fig. 4.8 muestra la P(s) para el modelo estandar de redes desordenadas de
FErdés-Rényi de tamanio N = 1000. Observamos que cuando £ es suficientemente grande la
P(s) adquiere la forma de la distribucién de Wigner-Dyson, como se espera. Sin embargo,
para valores de & pequenos, la P(s) desarrolla dos componentes: (i) un pico importante
en s = 0 y (ii) una parte ancha con méximo local en s > 0. La presencia de estas dos
componentes no permite el uso de la distribucién de Brody para describir la forma de la
P(s) en la transicién del régimen de vértices aislados al régimen de redes completamente
conectadas. Este mismo panorama se observa para cualquier otro valor de N.

Con respecto a la entropia de Shannon y la longitud de localizaciéon entrépica de
las autofunciones para este modelo de redes, hemos observado que tanto (S)/Scor como
/N /N tienden a cero cuando p — 0, mientras que ambas cantidades tienden a uno cuando
p — 1. Por lo tanto, la transicion a la delocalizacién en el modelo estandar de redes
desordenadas de Erdés-Rényi puede ser caracterizada por (S) o fy. Sin embargo, no se
observa el escalamiento universal de (S)/Sgor ni de £y /N cuando se grafican como funcién
de &.
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Figura 4.8: Distribucién de probabilidad de espaciamientos entre energias consecutivas
P(s) para modelo estandar de redes desordenadas de ER formadas por N = 1000 vértices
con diferentes valores del grado promedio { (histogramas). La linea discontinua negra
corresponde a la distribucién de Wigner-Dyson de la ec. (4.4). La flecha indica la direccién
en la que ¢ crece. Cada histograma se construyé con 5 x 10° espaciamientos desdoblados.

4.4.2 Redes de tipo Erd6s-Rényi con desorden diagonal

Ahora proponemos un modelo de redes de tipo ER con desorden diagonal que con-
siste en anadir auto aristas con amplitudes aleatorias al modelo estandar de ER, de modo
que las matrices de adyacencia correspondientes cuentan con variables independientes y
aleatorias (caracterizadas por una distribucién de probabilidad normal con media cero y
varianza uno) en la diagonal principal?. Con esta construccién, observamos un transicién
clara de Poisson a Wigner-Dyson en la forma de P(s) cuando p pasa de cero a uno. Ademsds,
la P(s) puede ser ajustada de manera efectiva por la distribucién de Brody a lo largo de
toda la transicién. Asi, en la Fig. 4.9 (a) presentamos el pardametro de Brody S como
funcién del grado promedio £ para redes de tipo ER con desorden diagonal. Al igual que
en el caso de redes completamente desordenadas de tipo ER, para este modelo observamos
que las curvas 8 vs. £ para diferentes tamanos de red N caen sobre una sola curva univer-
sal. Adicionalmente, también observamos un comportamiento universal para la longitud de
localizacién entrépica de las autofunciones ¢, normalizada con N, como funcién de £ (ver
la Fig. 4.9 (b)).

Es relevante anadir que aunque hemos observamos el colapso de las curvas 3 vs. &
y {n/N vs. £ para redes de tipo ER con desorden diagonal de diferentes tamanos, dichas
curvas universales estan ligeramente desplazadas a la izquierda en comparacién a las curvas
universales del modelo de redes completamente desordenadas de tipo ER que estudiamos
en la seccién anterior. Especificamente, concluimos que tanto el punto de la transicion
a la delocalizacién como el punto de transicion al régimen del GOE ocurren para valores
mas pequenos de £ en el caso de redes de tipo ER con desorden diagonal. Ver las lineas
discontinuas en la Fig. 4.9 (que se incluyen con el propédsito de comparar) que corresponden
al modelo de redes completamente desordenadas de tipo ER.

‘Este modelo de redes desordenadas corresponde a un modelo de de redes de tipo enlace fuerte con
potenciales de sitio aleatorios e integrales de acoplamiento entre sitios consecutivos constantes (normalizadas
a uno)
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Figura 4.9: (a) Pardmetro de Brody 8 y (b) longitud de localizacién entrépica ¢y (nor-
malizada con N) como funcién del grado promedio £ para redes de tipo ER con desorden
diangonal de tamanos que van desde N = 500 hasta 4000. Las lineas rojas discontinuas
verticales, mostradas como referencia, ubicadasen { =1y { =Ten (a) [ =2y & =200 en
(b)] indican los puntos de transicién al los regimenes de delocalizacién y del GOE, respec-
tivamente, del modelo de redes completamente desordenadas de tipo ER; ver la Fig. 4.4(b)
[ver la Fig. 4.7(b)]. Las curvas rojas corresponden a redes completamente desordenadas de
tipo ER y tamano N = 4000 y se incluyen como referencia.

4.5 Redes de mundo pequeno

Una vez que hemos analizado las propiedades universales de redes desordenadas
de tipo ER, vale la pena explorar otro modelo de redes y verificar si también muestra
universalidad. Para llevar a cabo esta tarea consideramos redes de mundo pequeno (SW
por sus siglas en inglés) [152]. Una red de SW, como fué definida en 1998 por Watts
y Strogatz [152], se construye al reconectar de manera aleatoria los vértices de una red
regular en forma de anillo que consiste de N vértices conectados con sus k/2 primeros
vecinos (k > 2 debe ser un nimero par)®. Entonces, para cada vértice, el vértice mas
cercano a la derecha se reconecta con probabilidad p a algin otro vértice que se elige al
azar. En el modelo de red de SW estdndar las conecciones multiples y las autoconecciones
no se permiten. Note que cuando p = 0 la red de SW se convierte en un anillo regular;
mientras que cuando p = 1, se obtiene una red desordenada en donde cada vértice tiene un
grado minimo de k/2

Note también que: (i) El pardmetro k es equivalente al grado promedio £, dado
en (1.4), que fija las propiedades espectrales y de autoestados de redes completamente
desordenadas de tipo ER y de redes de tipo ER con desorden diagonal. Sin embargo,

5Note que cuando k = 2, el anillo corresponde a un anillo unidimensional de tipo enlace fuerte.
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a diferencia de &, k debe ser un numero entero que ademds no puede ser menor a dos.
También, k no es una cantidad promedio. (ii) La probabilidad de reconexién p es un
parametro, independiente de k, que transforma la red de SW de regular a desordenada.
También, como en el caso de redes de ER estandar, las matrices de adyacencia de redes de
SW estandar tienen ceros en la diagonal principal. Esto prohibe el uso de la distribucion
de Brody en la descripcién de la P(s) de cuando p y k son ambas pequenas. Sin embargo,
para valores de p y k grandes, la forma de la P(s) es muy cercana a la distribucién de
Wigner-Dyson, ver por ejemplo las refs. [95,97,99,112].

Entonces, asi como lo hicimos en la secciéon anterior para las redes de tipo ER,
consideraremos redes de SW con desorden diagonal. Esto es, incluiremos autoaristas cuyas
amplitudes son variables aleatorias (caracterizadas por una distribucién de probabilidad
normal con promedio cero y varianza uno), de modo que las matrices de adyacencia corre-
spondientes exhiban variables aleatorias en la diagonal principal, mientras que las aristas
que unen pares de vértices ain tendran una amplitud constante igual a uno. De este modo
garantizamos que la P(s) tendra la forma de la distribucién de Poisson cuando p y k sean
ambas pequenas.

En la Fig. 4.10 se muestra el pardmetro de Brody 8 como funcién de p (para varios
valores de k) y k (para varios valores de p) para redes de SW con desorden diagonal de
tamafio N = 1000. Excepto cuando k = 2, donde la forma de la P(s) es muy cercana a la
distribucién de Poissonian para cualquier p (ya que 8 =~ 0), la forma de la P(s) muestra
la transicién de Poisson a Wigner-Dyson como funcién de p (ver la Fig. 4.10(a)). De esta
figura se puede ver que entre mas grande es el valor de k, mas pequeno es el valor de p
necesario para que [ se aproxime a uno. Note, por ejemplo, que para k = 20 el valor
p = 0.001 <« 1 hace que 8 ~ 1. Claramente, la transicion de Poisson a Wigner-Dyson en la
forma de la P(s) también se observa como funcién de k para p fijo (ver las Fig. 4.10 (b)).

También, en la ref. [95] el pardmetro de Brody fué reportado como funcién de p
pero para redes de SW estandar con N = 2000 y k = 40 fijos. El objetivo de ese trabajo
fué mostra que existe una correlacion entre 5 y otros dos parametros relevantes en modelos
de redes: la longitud caracteristica entre vértices y el coeficiente de aglomeracion; dichas
cantidades estan fuera de los abjetivos planteados en la presente Tesis. En todo caso, la
transicion a la delocalizacién fué mostrada de manera clara como funcién de p (con curvas
andlogas a las mostradas en la Fig. 4.10 (a) para redes de SW con desorden diagonal).

Tenemos que enfatizar que, en contraste con el modelo de redes de tipo ER con
desorden diagonal donde el grado promedio fija las propiedades espectrales y de autoestados,
el grado k no fija las propiedades del modelo de redes de SW con desorden diagonal. Este
hecho se puede ver claramente en la Fig. 4.11, donde mostramos ¢ /N como funcién de p
para redes de SW con cuatro tamanos diferentes. Cada panel corresponde a un valor fijo
del grado k donde las curvas convergen a una misma funcién sélo cuando p > 0.1.

Finalmente, tenemos que mencionar que en analogia el modelo de redes comple-
tamente desordenadas de tipo ER que estudiamos arriba, aqui también consideramos un
modelo de redes completamente desordenadas de SW; es decir, donde todos los elementos
diferentes de cero en las matrices de adyacencia correspondientes, incluyendo los de la diag-
onal principal, son variables aleatorias (de hecho, este caso ya fué estudiado en la ref. [91]
donde se reporté la transicién de Poisson a Wigner-Dyson en la forma de la P(s) como
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Figura 4.10: Pardmetro de Brody /8 como funcién de (a) la probabilidad de reconexién p y
(b) el grado k para redes de SW con desorden diagonal de tamano N = 1000.

funcién de p para redes con los pardmetros fijos N = 1600 y k£ = 8). Sin embargo, no ob-
servamos una diferencia importante con los resultados que ya reportamos en las Figs. 4.10
y 4.11 para redes de SW con desorden diagonal.
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Capitulo 5

Tansporte en redes aleatorias

En este capitulo estudiamos numéricamente las propiedades de dispersién y trans-
porte de redes desordenadas, de tipo enlace fuerte, caracterizadas por el nimero de vértices
N y la conectividad promedio p. Nos concentramos en el caso de un nimero pequeno de
terminales acopladas. Observamos una transiciéon suave desde el régimen aislante al régimen
metélico en el promedio de los elementos de la matriz de dispersion (| Dy, |?), la distribucién
de probabilidad de la conductancia w(T"), la conductancia promedio (T') y el factor F' al
variar p de pequena (p — 0) a grande (p — 1). También mostramos que todas estas can-
tidades son invariantes para un valor fijo de & = p/N. Ademads, proponemos una relacion
universal entre (|Dy,,|?), (T) y el pardmetro €.

5.1 Redes desordenadas de tipo enlace fuerte

El modelo de redes desordenadas de tipo enlace fuerte que estudiaremos estd de-
scrito por el Hamiltoniano de enlace fuerte

N N N
H =3 haln) (0] + 32 b () (] + [m) (n]) (5.1)
n=1

n=1m=1

donde N es el nimero de nodos o vértices de la red, h,, son potenciales de sitio y hnm,
son las integrales de acoplamiento entre los sitios n y m. Elegimos que H sea un elemento
del ensamble de matrices reales y simétricas dispersas de tamano N X N cuyos elementos
diferentes de cero son variables aleatorias independientes caracterizadas por una distribucién
normal con promedio cero (h,,) = 0y varianza {|hym|?) = (1 + d,m)/2. Al igual que en
las refs. [71,161], aqui definimos p, como la fraccién de los elementos no diagonales que
son diferentes de cero. Es decir, p es la conectividad promedio de la red. Asi, nuestro
modelo de redes desordenadas corresponde a un ensamble de matrices de adyacencia de
grafos aleatorios de tipo Erdds-Rényi [69, 88].

Es importante notar que nuestro modelo de redes presenta desorden mdzimo ya
que el promediar sobre el ensamble de redes implica promediar sobre conectividad y sobre
potenciales de sitio e integrales de acoplamiento. Con esta forma de promediar eliminamos
caracteristicas individuales de elementos del ensamble que pueden dar lugar a diferencias

43
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Figura 5.1: Ejemplo de una matriz real y simétrica dispersa H. Los puntos negros son los
elementos diferentes de cero. El ntimero de nodos N = 500 y conectividad promedio de la
red p = 0.0046.

con respecto a las predicciones de la Teoria de Matrices Aleatorias (RMT por sus siglas en
inglés), que utilizaremos como referencia. Es decir, elegimos este modelo de redes desorde-
nadas para reproducir matrices aleatorias conocidas en los limites apropiados: obtenemos
una matriz diagonal con p = 0, cuando los nodos de la red estan aislados, mientras que
obtenemos un elemento del Ensamble Gausiano Ortogonal (GOE por sus siglas en inglés)
para p = 1, cuando la red esta completamente conectada.

En la Fig. 5.1 se muestra un ejemplo de una matriz real y simétrica dispersa con
N =500 y p = 0.0046, para nuestro modelo de redes desordenadas.

5.2 Predicciones de la teoria de matrices aleatorias

Construimos el arreglo dispersivo conectando 2M terminales unimodales en 2M
vértices de las redes desordenadas definidas arriba. Cada terminal estd descrita por el
Hamiltoniano unidimensional de tipo enlace fuerte

i = 3 (In)n + 1] + I+ 1)(n]) . (5.2)

n=1

Utilizando el formalismo del Hamiltoniano efectivo, escribimos la matriz de dispersién (ma-
triz D), ver ec. (2.4), en la forma

r t

D(E) = ( A ) =1 2isin(k) WT(E — Hy)"'W |

donde t, t', r y r’ son matrices de transmisién y reflexién de tamano M x M; 1 es la matriz
unitaria de 2M x 2M, k = arccos(E/2) es el vector de onda de las ondas que se propagan
por las terminales y Her es un Hamiltoniano efectivo no hermitico dado por la ec. (2.5),
donde W es una matriz de tamano N x 2M en donde se especifican los vértices sobre los que
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se conectan las terminales. Sin embargo, como en nuestro modelo de redes desordenadas
todos los vértices son equivalentes, conectamos las 2M terminales a 2M vértices elegidos al
azar. Los elementos de W son iguales a cero o v, donde v es la magnitud del acoplamiento.
Ademads, suponiendo que el vector de onda k no cambia de manera significativa en el centro
de la banda, fijamos E = 0 y despreciamos la dependencia de Her v D con la energia.
Como en el limite p = 1 nuestro modelo de redes reproduce el GOE, en tal limite
esperamos que las propiedades estadistica de la matriz de dispersién, Ec. (2.4), sean de-
terminadas por el Ensamble Circular Ortogonal (COE por sus siglas en inglés) que es el
ensamble de matrices de dispersién que corresponde a sistemas internos con simetria de
reversibilidad temporal. Entonces, a continuacién, repasamos las predicciones de la RMT
para la matriz D y las cantidades de transporte que estudiaremos en las siguientes secciones,
suponiendo la simetria ortogonal. En todos los casos, consideramos la ausencia de procesos
directos (también conocida como condicién de acoplamiento perfecto), es decir, (D) = 0.
Comenzamos con el promedio de los elementos de la matriz D. Se sabe que

1+6mn

<|Dmn|2>COE = m )

(5.3)

donde (-) significa el promedio sobre el COE.
Aplicando el enfoque de dispersién al problema de transporte electrénico, una vez
que conocemos la matriz de dispersién, calculamos la conductancia adimensional como [56]

T = Tr(ttT) = Z Z |tmn|2

y su distribucién de probabilidad w(7T"). Cuando M = 1, es decir, considerando dos termi-
nales unimodades acopladas a la red, w(7T') esta dada por

(5.4)

mientras que cuando M = 2,

3T/2 , 0<T<1
w(T)COE:{ 3(T—2\/T—1) /2, 1<T<2 ° (5-5)

Para M arbitraria, la prediccién para el promedio de T es

M M

<T>COE = 7 —m .

Vea, por ejemplo, la ref. [160] para la derivacién de las expresiones anteriores.
Otra cantidad de dispersién de interés que mide las fluctuaciones de secciones de

dispersion es el factor! [162,163]

{| Dy |*)

(|Dmnl?)

1En fisica nuclear el cuadrado de los elementos de matriz de dispersién también se le conoce como seccién
transversal

F= (5.7)
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que en el limite de la RMT tiene el valor
FCOE — 2 . (58)

En la siguiente seccién nos enfocamos en el andlisis de {|Dp,|?), (T) y F para
nuestro modelo de redes desordenadas de tipo enlace fuerte.

5.3 Cantidades de transporte

En todos los casos siguientes consideramos una magnitud de acoplamiento v tal
que

(D)= =—> [{(Dn)| (5.9)

es aproximadamente cero, de modo que podamos comparar nuestros resultados, en el limite
p — 1, con las predicciones de la RMT dadas en las ecuaciones (5.3-5.6) y (5.8). Para ubicar
la condicién de acoplamiento perfecto graficamos (D) vs. v para N y p fijas y buscamos el
minimo absoluto. Como ejemplo, en la Fig. 5.2 graficamos (D) vs. y para redes desordenadas
con N =50y p =02 044y 0.99. Note que: para v = 0, (D) = 1; es decir, como no
hay acoplamiento entre la red y las terminales, por lo tanto hay reflexion total de las ondas
provenientes de las terminales. Mientras que para cualquier v > 0 las ondas interaccionan
con la red desordenada y (D) < 1.

Es claro que las curvas (D) vs. 7y de la Fig. 5.2 se comportan de forma similar. De
hecho, podemos identificar dos regimenes: cuando 0 < v < 79, (D) decrece con ~y; mientras
que cuando v > g, (D) crece con 7. Como 7 es la amplitud de acoplamiento tal que
(S) =~ 0, fijamos v = 70 para obtener la condicién de acoplamiento perfecto.

Adicionalmente, al igual que en estudios previos [164-166], aqui encontramos que
las curvas (D) vs. v se describen razonablemente bien con la expresién

Co

D)y=—F——+ —C 5.10
< > 1+ (017)i02 35 ( )
donde C; son pardametros de ajuste y los signos de (+) y (—) corresponden a las regiones
0<~v <9 vy 7 > ", respectivamente. Con la ayuda de la ec. (5.10) podemos encontrar
7o con un nimero de datos relativamente pequeno. Ademds, encontramos heuristicamente
que

Yo~ (p- N)V*. (5.11)

En lo subsiguiente, todas las cantidades e histogramas se calculan utilizando 10°
realizaciones de redes desordenadas para cada combinacion de N y p.

5.3.1 Promedio de los elementos de matriz

Primero consideramos el caso M = 1, cuando la matriz D es de tamano 2 x 2.
En la Fig. 5.3 (a) graficamos el promedio de los elementos |D11|? (reflexién promedio) y
| D12|? (transmisién promedio) como funcién de la conectividad p para redes de tres tamafios
diferentes. El limite, dado en la ec. (5.3), que se espera para p — 1 también se grafica como
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Figura 5.2: Promedio de la matriz D, como se define en la ec. (5.9), para redes desordenadas
de tipo enlace fuerte con N = 50 vértices como funcién de la magnitud de acoplamiento
v. Encontramos vy ~ 1.76, 2.15 y 2.63 para p = 0.2, 0.44 y 0.99, respectivamente. Las
lineas discontinuas corresponden a ajustes con la ec. (5.10). Cada punto fué calculado al
promediar sobre 10° realizaciones.

referencia (lineas discontinuas horizontales). Note que el comportamiento para las tres
tamanos de redes es similar: existe una fuerte dependencia del promedio de los elementos
de la matriz de dispersion en el parametro p que lleva a la red desordenada de un régimen
localizado o aislante [(|D11|?) =~ 1y (| D12|?) = 0; es decir, cuando la conductancia promedio
es aproximadamente cero] para p — 0, a un régimen delocalizado o metélico [(|D11]?) ~ 2/3
y (|D12|?) = 1/3; es decir, cuando los resultados de la RMT son alcanzados| para p — 1.
Ademss, las curvas (|Dy,n|?) vs. p se desplazan sobre el eje p: entre mas grande sea el
tamano de la red N mas pequeno es el valor de p necesario para alcanzar el limite del COE.

Es relevante recordar que se ha mostrado que el pardmetro &, ec. (1.4), Capitulo

E=px N

fija (i) propiedades espectrales de matrices aleatorias dispersas [71], (ii) la transicién de
percolacién de grafos aleatorios de tipo Erdés-Rényi, ver por ejemplo [88], donde £ se conoce
como el grado promedio del grafo; y (iii) la distribucién de probabilidad de espaciamientos
entre niveles consecutivos y la localizacién entrépica de autofunciones de redes aleatorias
[161]. Por ello, tiene sentido explorar la dependencia de (|D,,|?) como funcién de &.
Entonces, en la Fig. 3.3 (b) graficamos nuevamente (|D11]?) v (|D12|?) pero ahora como
funcién de £. Observamos que las curvas para diferentes valores de N ahora caen sobre una
curva universal.

Ademsés, hemos encontrado que el comportamiento universal de (| D11|?) y (| D12|?),
como funcién de &, se puede describir mediante las expresiones

(IDul*) = 1= (Dl , (5.12)
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Figura 5.3: Promedio de los elementos de la matriz D, (|D11]?) y (|D12|?), como funcién
de (a) p and (b) & para redes desordenadas de tipo enlace fuerte formadas por N vértices.
M = 1. Las lineas horizontales discontinuas corresponden a 2/3 and 1/3; las predicciones de
la RMT para (|D11|?) y (| D12|?), respectivamente, ver ec. (5.3). Las lineas rojas discontinuas
en (b) son las ecs. (5.12) y (5.13) con 6 ~ 0.198. Ni en esta ni en las figuras siguientes se
muestran barras de error ya que son mucho mas pequenas que el tamano de los simbolos.

(ID12?) = ! } (5.13)

1
3 [1 + (6¢)~2

donde 0 es un pardmetro de ajuste. La ec. (5.12) es consecuencia de la unitariedad de la
matriz de dispersién, DDT = 1, mientras que el factor 1/3 en la ec. (5.13) se obtiene de la
ec. (5.3) con M = 1. Enla Fig. 5.3 (b) también incluimos las ecs. (5.12) y (5.13) (lineas rojas
discontinuas) y observamos que reproducen muy bien los datos numéricos correspondientes.
De hecho, es relevante mencionar que las ecs. (5.12) y (5.13) también funcionan de forma
satisfactoria en modelos de matrices aleatorias que presentan la transiciéon metal-aislante
[165].

Cuando M > 1 observamos el mismo panorama que se describié arriba para M = 1:
todos los elementos de la matriz D sufren una transicion localizaciéon-delocalizacién como
funcién de £. Ver la Fig. 5.4 donde mostramos algunos de los elementos de la matriz D
para M = 2 y 3. Ademads, hemos sido capaces de generalizar las ecs. (5.12) y (5.13) para
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Figura 5.4: Promedio de los elementos de la matriz D, (|Dym|?) [con mm = 11, 22, 33
y 44] ¥ {|Din|?) [con mn = 12, 23, 34 y 41] como funcién de & con (a) M = 2 y (b)
M = 3 para redes desordenadas de tipo enlace fuerte formadas por N = 200 vértices. Las
lineas horizontales discontinuas corresponden las predicciones de la RMT para (| Dym|?) v
Y Dn|?); ver ec. (5.3). Las lineas rojas discontinuas son las ecs. (5.14) y (5.15) con (a)
5~ 0.237 y (b) & ~ 0.242.

culaquier M:

(| Drml?) = 1~ (2M = 1)(| D) (5.14)
<’Dmn’2> = <|Dmn’2>COE {1_1_(155)2} . (5.15)

Entonces, en la Fig. 5.4 también graficamos las ecs. (5.14) y (5.15) y observamos una muy
buena correspondencia con los datos numéricos. También notamos que el parametro de
ajuste 0 depende poco de M.

Finalmente sobre (| Dy, |2) queremos afiadir que el limite de la RMT, que se espera
cuando p — 1 0 £ — N, ya se observa para £ > 30.
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Figura 5.5: Distribucién de probabilidad de la conductancia w(7T') para redes desordenadas
de tipo enlace fuerte formadas por N vértices, cuando M = 1, para algunos valores de &.
Las lineas discontinuas son w(7T)cor; la prediccién de la RMT para w(T') de la Ec. (5.4).

5.3.2 Conductancia

Ahora pasamos a la estadistica de la conductancia. En las Figs. 5.5 y 5.6 pre-
sentamos distribuciones de probabilidad de la conductancia w(T") para M =1y M = 2,
respectivamente. En ambos casos incluimos las predicciones de la RMT correspondientes.
En estas figuras mostramos histogramas para cuatro valores de £ y tres tamafios de redes.
De estas figuras se puede concluir que w(T') es invariante una vez que £ esta fijo; es decir,
una vez que £ se fija en un valor dado, w(7T) no depende del tamano de la red. Tambiém
recordamos que, en el limite p — 1, se espera que w(T') adquiera la forma que la RMT
predice y que se reporta en las ecs. (5.4) y (5.5). Si embargo, observamos que w(7T) ya se
describe bastante bien por w(7T)cor una vez que £ > 30. Hemos observado un escenario
equivalente para w(T") cuando M > 2.

Ahora incrementamos atin maés el nimero de terminales acopladas. Entonces, en
la Fig. 5.7 (a) graficamos la conductancia promedio (T") para redes aleatorias de tipo enlace
fuerte formadas por N = 200 vértices, para varios valores de £ con M € [1,5] (recordamos
que M = 5 significa que hemos acoplado diez terminales unimodales a la red). De esta
grafica es claro que al aumentar el valor de £ de pequeno (§ < 1) a grande (£ > 1) se
produce una transicién de localizacion a delocalizacién en las propiedades de transporte de
las redes desordenadas. Esto es, (i) cuando £ < 0.5, (T') = 0; y (ii) cuando £ > 30 y (T)
estdn dados por la prediccién de la RMT correspondientes (ver la ec. (5.6) ).

También, hemos observado que (T") como funcién de £ se comporta de muy manera
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Figura 5.6: Distribucién de probabilidad de la conductancia w(7") para redes desordenadas
de tipo enlace fuerte formadas por N vértices, cuando M = 2, para algunos valores de &.
Las lineas discontinuas son w(7")cor; la prediccion de la RMT para w(T) de la Ec. (5.5).

similar (para toda M) a (|Dpy,|?). Es decir, esta cantidad muestra un comportamiento
universal como funcién de d¢ que puede ser descrito por

1
X&) =X —_— |, 5.16
(©) = Xeon | 757572 (5.16)
donde X representa (T) y d en un pardmetro de ajuste. Entonces, en la Fig. 5.7 (b)
se reporta (T'), normalizado al valor del COE correspondiente, como funcién de 6§ para
M € [1,5]. Es importante resaltar que todas las curvas, para valores de M diferentes, caen
sobre la curva universal dada en la ec. (5.16).

5.3.3 Factor de dispersion elastica

Finalmente en la Fig. 5.8 graficamos el factor de dispersién eléstica F' como funcién
de & para redes desordenadas formadas por N = 50 vértices para M = 1, 2 y 4. De esta
figura observamos que, para cualquier M (y también para cualquier N, aunque esto no se
muestra aqui), F' decrece como funcién de £ y se aproxima suavemente, para £ grande (£ —
N), al valor limite que predice la RMT: Fror = 2. También notamos que cuando £ < 1,
F o £72; lo que parece ser una caracteristica de nuestro modelo de redes desordenadas.

Para tener un soporte analitico a las observaciones descritas arriba, sustituimos
las ecs. (5.14) y (5.15) en la ec. (5.7) para obtener la siguiente estimacién de F:

Fr(2M +1)(66)72+2. (5.17)
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Figura 5.7: (a) Conductancia promedio (T") como funcién de M para redes desordenadas de
tipo enlace fuerte formadas por N = 200 vértices para varios valores de £. (b) (T")/(T")cor
como funcién de §¢ para M € [1,5]. Recuadro: 0 vs. M. 0 se obtiene del ajuste de las
curvas (T) vs. £ con la ec. (5.16). Las lineas gruesas corresponden a (17') = 0. Las lineas

discontinuas son (a) la prediccién de la RMT para (T'), dada en la ec. (5.6); y (b) uno. La
linea roja discontinua en (b) es la ec. (5.16).

Notamos que la ec. (5.17) reproduce apropiadamente el comportamiento de F' para &
pequeiia y grande: F oc £72 y F — 2, respectivamente. Desafortunadamente, la ec. (5.17)
no describe cualitativamente las curvas de la Fig. 5.8, ver por ejemplo la linea negra en
esta figura que corresponde a la ec. (5.17) con M = 1. La razén de esta discrepancia, que
encontramos después de un anélisis detallado, es que la ec. (5.15) sobrestima la magnitud
de (| Dpmn|?) cuando € < 1y como consecuancia la ec. (5.17) subestima la magnitud de F
para dichos valores de €.

Para solucionar esto, analizamos el caso mas sencillo de manera analitica para F'.
Tomando en cuenta el factor F' en términos del promedio de la conductancia, tenemos

1-(T)
F = . (5.18)
(T)
Para el caso cuando £ > 1y M = 1, usando la ec. (5.13) tenemos lo siguiente:
1 1
D) =(T)~ 5 | ——=— 5.19
(D) =T~ 3 | 588 (5.19)
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Figura 5.8: Factor F' como funcién de & para redes desordenadas de tipo enlace fuerte
formadas por N = 50 vértices para M = 1, 2 y 4. La linea negra continua es la ec. (5.17)
con M =1y é = 0.198. Las lineas rojas discontinuas con ajusted con la ec. (5.18) con
C = 205, 138 y 106 para M = 1, 2 y 4, respectivamente. La linea discontinua horizontal
corresponde al valor limite Fror = 2 de la RMT.

posteriormente con la aproximacién (1 +z)" ~1+4+nz V x obtenemos
(T) ~ %(1 —8(6)7?) . (5.20)
Ahora sustituyendo la ec. (5.20) en la ec. (5.18) y tomando el limite £ — oo finalmente
Fr2. (5.21)
Por otro lado, para el caso cuando £ < 1, de la ec. (5.13) tenemos
(ID1P)e = (T) ~ 5262 (522)
sustituyendo la ec. (5.22) en la ec. (5.18) y tomando el limite cuando £ — 0 tenemos
F 30672, (5.23)
Por lo tanto, de forma general con los dos limites podemos decir que
F=0¢2%42, (5.24)

donde C es una constante de ajuste. De la ec. (5.24) cuando & < 1, F o €72 y cuando
&> 1, F — 2, como se esperaba. En la Fig. 5.8 mostramos la ec. (5.24) el cual se ajusta
de manera razonable a los datos numéricos.






Capitulo 6

Conclusiones

En esta Tesis estudiamos las propiedades espectrales, de autoestados y de trans-
porte de dos modelos de sistemas desordenados: una generalizacién del modelo de Lloyd
unidimensional y redes aleatorias de tipo Erdds-Rényi.

6.1 Partel

En la primera parte de esta Tesis, hemos estudiado la conductancia G de una ge-
neralizacién del modelo de Lloyd unidimensional (1D): hemos considerado alambres 1D de
tipo enlace fuerte con desorden de sitio caracterizado por distribuciones de probabilidad de
tipo Lévy, ver la ec. (1.2), con colas que decaen como una ley de potencia con exponente o.!
Hemos verificado que los momentos de la variable In G decrecen linealmente al aumentar
la longitud L de los alambres. En particular, hemos extraido la longitud de localizacion
de las autofunciones ¢ mediante el uso de la relacién (—InG) = 2L/¢. Entonces, hemos
mostrado que la distribucién de probabilidad P(G) es invariante, es decir, estd completa-
mente determinada, una vez que a y (—InG) toman valores fijos; ésto en buen acuerdo
con otros modelos de alambres con desorden de tipo Lévy [12,47-49].2 También hemos
reportado la coexistencia de los regimenes aislante y metdlico, que se visualiza como los
picos de P(G) en G = 0 y G = 1; estos picos son mas evidentes cuando (—InG) ~ 1y
a < 1. Adicionalmente hemos mostrado que P(InG) presenta colas que decaen como ley
de potencias para G — 0, caracterizadas por el exponente § (también invariante para «
y (—InG) fijos) que estd acotado desde arriba por el valor a/2. Este limite superior de [
implica que entre mas pequeno sea el valor de a mas grande serd la probabilidad de observar
valores de conductancia despreciables en alambres con desorden de tipo Lévy.3

6.2 Parte I1

En la segunda parte de este trabajo, hemos estudiado algunas propiedades espec-
trales y de autoestados de redes desordenadas de tipo Erdés-Rényi (ER) poniendo atencién

LCapitulo 3.
2Seccién 3.2.
3Seccién 3.2.

95
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en la universalidad.

En particular, hemos mostrado para las redes completamente desordenadas de tipo
ER (donde todos los elementos diferentes de cero de las matrices de adyacencia son variables
aleatorias caracterizadas por una distribucién de probabilidad normal con promedio cero
y varianza uno) y para las redes de tipo ER con desorden diagonal (donde los elementos
de la diagonal principal de la matriz de adyacencia son variables aleatorias mientras que
el resto de los elemntos diferentes de cero son constantes e iguales a uno) que: (i) La
distribucién de probabilidad de espaciamientos entre energias consecutivas® P(s), la entropia
de Shannon promedio de las autofunciones (S) y la longitud de localizacién entrépica de
las autofunciones® £y son universales para un grado promedio ¢ = pN fijo (donde p y N
son la conectividad de la red y el nimero de vértices que la forman, respectivamente); (ii)
La distribucién de Brody describe de manera aceptable la P(s) en la transicién de Poisson
(p = 0; vértices aislados) a Wigner-Dyson (p = 1; red completamente conectada); y (iii) El
parametro de Brody S8 como funcién de £ muestra una curva invariante.

Nuestro andlisis proporciona una forma de predecir la forma de la P(s) de redes
desordenadas de tipo ER una vez que el pardmetro £ se conoce.

Especificamente, para las redes de tipo completamente desordenadas y para las
redes de tipo ER con desorden diagonal encontramos que cuando 0 < & < 1, la forma de la
P(s) es muy cercana a la distribucién de Poisson.” Este rango de valores de £ coincide con
el régimen donde una red de tipo ER estd compuesta mayoritariamente por clusters aislados
[88]. Hemos localizado el punto de transicién al régimen de autofunciones delocalizadas en
¢ ~ 1, valor que coincide con el £ ~ 1.4 reportado en las refs. [74-76,82]. También notamos
que £ = 3.5, conocido como el valor del grado promedio para el cual el didmetro del cluster
principal en una red de tipo ER es del orden del propio tamano de la red [88], se localiza a la
mitad de la regién de transicion de Poisson a Wigner-Dyson. Ademds observamos que para
que la P(s) obtenga la forma de la distribucién de Wigner-Dyson se requiere que £ > 7.

Sin embargo, determinamos que no existe un escalamiento universal de (S)/Scox
ni de ¢ /N como funcién de € para el modelo de ER estandar ni para redes de SW; ain
cuando ambas cantidades muestran claramente la transicién a la delocalizacién.® Final-
mente, podemos afirmar que el desorden diagonal es necesario para que un modelo de redes
desordenadas muestre la transicién de Poisson a Wigner-Dyson en la forma de la P(s).

También, estudiamos las propiedades de dispersion y transporte de redes desorde-
nadas de tipo enlace fuerte caracterizadas por el nimero de vértices N y la conectividad
promedio p.?

Observamos una transicién suave del régimen localizado al régimen delocalizado
en el comportamiento de las propiedades de dispersién y transporte de redes desordenadas
al variar p de valores pequeiios (p — 0) a valores grandes (p — 1).1° Mostramos que todas
las propiedades de dispersién y transporte estudiadas en este trabajo son independientes

4Capitulo 4.
5Seccién 4.3.1.
6Seccién 4.3.2.
"Seccién 4.4.
8Seccién 4.5.
9Capitulo 5.
10Geccion 5.3.
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de N una vez que £ = pN esta fijo. Ademads, hemos propuesto una expresién heuristica
pero universal entre el promedio de los elementos de la matriz de dispersién (|Dy,|?) v la
conductancia promedio (T) con el pardmetro £ que cuantifica el desorden de la red. Ver
la ec. (5.16). Como consecuencia, observamos que la transicién localizacién-delocalizacion
tiene lugar en 6§ ~ 0.1; es decir, cuando ¢ < 0.1 las redes estan en el régimen aislante.
Mientras que la transicién al régimen de la RMT se ubica en §§ = 10; esto es, cuando
0& > 10 las redes se encuentran en el régimen metalico difusivo. También, el punto de la
transicién metal-aislante esté claramente localizado en € ~ 1; ver la curva roja discontinua
en la Fig. 5.7 (b). Ademds, ¢ € [0.2,0.4] es un pardmetro que depende poco del nimero de
terminales acopladas a la red, ver el recuadro en la Fig. 5.7 (b).}!

Como nuestro modelo de redes esta representado por un ensamble de matrices
dispersas reales y simétricas, esperamos que nuestros resultados sean también aplicables a
sistemas fisicos caracterizados por matrices Hamiltonianas dispersas tales como sistemas
cadticos cuantizados y sistemas de muchos cuerpos en interaccion.

HGeccion 5.3.
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