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Resumen

Proponemos un esquema novedoso para describir la evolucion temporal hacia el
equilibrio de gases diluidos clasicos y cuanticos considerando explicitamente inho-
mogeneidades espaciales. Dicho de manera breve, dividimos el sistema en pequenas
celdas y consideramos que se cumple la hipotesis de equilibrio local en cada una de
ellas. Subsecuentemente, definimos una funcional global que es la suma de funcionales
H de las celdas (anélogas a la funcional H(t) de Boltzmann). Cada funcional de las
celdas recobra en el equilibrio las funciones de distribucién de Maxwell-Boltzmann,
Fermi-Dirac o Bose-Einstein, dependiendo de la naturaleza clasica o cuantica del
gas. Mostramos que la evolucion temporal del sistema se determina por la relacion
dH/dt < 0, y la igualdad se cumple cuando el sistema alcanza el estado de equili-
brio. Por medio del método variacional, probamos esta relacién para gases clasicos
y cuanticos, la cual representa una extension del teorema H para sistemas inhomo-
géneos. Ademas, las funcionales H que proponemos son consistentes con el principio
de correspondencia. Discutimos como en diferentes condiciones las funcionales H se
pueden identificar con la entropia del sistema. También proponemos un esquema que
permite describir los procesos de relajacion en sistemas con espectro discreto fuera
de equilibrio. Finalmente, determinamos una posible forma para la funciéon de distri-
buciéon durante el proceso de relajacion, y numéricamente analizamos la relajacion de
un gas de bosones usando esta forma de la funciéon de distribuciéon para comprobar

su consistencia fisica.



Abstract

We propose a novel scheme to describe the temporal evolution towards equili-
brium of classical and quantum diluted gases considering spatially non homogeneo-
us. Briefly described, we divide the system into small cells and consider that the
local equilibrium hypothesis is fulfilled in each of the cells. Subsequently, we define a
global functional that is the sum of the H functionals of the cells (analogous to Bol-
tzmann’s H (¢) functional). Each cell functional recovers in equilibrium the Maxwell-
Boltzmann, Fermi-Dirac or Bose-Einstein distribution functions, depending on the
classical or quantum nature of the gas. We show that the temporal evolution of the
system is determined by the relation dH/dt < 0, and the equality is fulfilled when
the system reaches the equilibrium state. By means of the variational method, we
prove the previous relation for classical and quantum gases, which is an extension
of the theorem H for inhomogeneous systems. Furthermore, the H functionals are
consistent with the correspondence principle. We discuss how in different conditions
the functional H can be identified with the entropy of the system. We also propose
a scheme that allows us to describe relaxation processes in systems with a discrete
spectrum out of equilibrium. Finally, we determine a possible shape for the distribu-
tion function during the relaxation process, and numerically analyze the relaxation
of a bosons gas using this shape of the distribution function to check its physical

consistency.
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Introduccion

La Termodinamica Clasica y la Mecénica Estadistica constituyen una base solida

mediante la cual es posible describir e investigar las propiedades fisicas de siste-
mas en equilibrio desde el punto de vista fenomenolégico y desde el punto de vista
teorico. Esto es un hecho comtiinmente aceptado en la comunidad de la Fisica. En
contraste, para sistemas fuera de equilibrio no existe un esquema fenomenologico y
tampoco una teoria que permita describir con generalidad en situaciones fuera de
equilibrio arbitrarias las propiedades fisicas de dichos sistemas. Por supuesto existen
formulaciones y esquemas de trabajo perfectamente establecidas para, bajo ciertas
restricciones, describir sistemas fuera de equilibrio. Un ejemplo de estos esquemas
de trabajo es la Termodinamica Lineal, cuya descripcion se basa en la validez tanto
de la hipotesis de equilibrio local como de la ecuaciéon de Gibbs cuando el sistema se
encuentra cerca del equilibrio. Esto permite describir el incremento de la entropia de
sistemas cerrados por medio de flujos termodinamicos y la fuerzas generalizadas que
los provocan. Bajo este esquema, se pueden obtener las relaciones de reciprocidad de
Onsager, que desde un punto de vista fisico, engloba la conservacion de la energia
que rige el comportamiento de los flujos presentes en el sistema.
Por otro lado, la Termodindmica extendida se basa en usar los flujos presentes en el
sistema como variables termodinamicas y, construyendo una ecuaciéon de estado a la
que se le conoce como “ecuacion de estado del no equilibrio”, se obtiene la ecuaciéon
de balance para la entropia, dando la posibilidad de describir la evolucion al equi-
librio de sistemas que se encuentran lejos del equilibrio sin recurrir a la validez de
la hipotesis de equilibrio local. Sin embargo, el grado de aplicabilidad para ambas
teorias es relativamente restringido. Los sistemas que tienen un tiempo de relajacion
extremadamente grande son un ejemplo de ello, tales como los vidrios.

En los fundamentos de la Fisica Estadistica de sistemas fuera de equilibrio exis-
ten algunas dificultades e inconsistencias méas puntuales y concretas, por ejemplo,
en la famosa teoria cinética de gases, creada por Boltzmann, el comportamiento de

un gas diluido se describe por medio de la ecuacion de transporte de [1] y partiendo



de una condicién fuera de equilibrio, su evoluciéon temporal hacia el equilibrio esta
asegurada por el teorema H de Boltzmann.

Sin embargo, para sistemas cuanticos fuera de equilibrio, la construccion de un
esquema cinético con el mismo nivel de validez y universalidad que la version cla-
sica, todavia presenta retos fundamentales. Por ejemplo, una tarea interesante en
este contexto es demostrar que satisface el principio de correspondencia entre la me-
cénica clasica y la mecanica cuantica, esto requiere establecer de manera precisa la
forma de los andlogos cuanticos de la funcional H y de la ecuacion de transporte de
Boltzmann. Respecto a este punto, Tolman fue uno de los pioneros en tratar de es-
tablecer un anélogo cuéntico del teorema H [2]. Su enfoque consiste en usar la teoria
de perturbaciones dependientes del tiempo de la Mecanica Cuéntica, para describir
la evolucion temporal del sistema y mediante la introduccion de la hipotesis de fases
aleatorias introduce estocasticidad en el sistema. La funciéon H es definida en este
caso en términos de una funcién de distribucion espacialmente homogénea.Ademas,
también propuso el analogo a la ecuacion de transporte en términos del namero de
ocupaciéon.Se han hecho intentos de describir los fenémenos de transporte cuéntico
bajo el formalismo de operadores por medio del hamiltoniano del sistema y la ecua-
cion maestra (que en este contexto, representa el anélogo a la ecuacion de transporte
de Boltzmann) [3-7]. Sin embargo, estas aproximaciones no son consistentes con el
principio de correspondencia clasico-cuantico.

De manera similar, algunos autores, con el propdsito de obtener el analogo cuan-
tico del teorema H, han propuesto diversas formas para las funcionales H. [8-16].
Algunos de estos autores toman como punto de partida una funcién de distribuciéon
que describe un sistema espacialmente homogéneo. Otros autores no lo hacen asi de
manera explicita y en algunos casos, esto conduce a ambigiiedades. Tampoco se ana-
liza en estas propuestas si estos esquemas son consistentes con el principio de corres-
pondencia. A partir del trabajo de Tolman, han surgido discusiones sobre la validez
general del teorema H cuéntico, algunas violaciones a la segunda ley de la termodiné-
mica y discusiones sobre la interpretacion de la entropia cuantica [10,12-14L|{16H21].

Existen esquemas de trabajo y teorias aplicables bajo ciertas restricciones, pero
perfectamente bien establecidos en el caso clasico para describir la evolucion temporal
de sistemas fuera de equilibrio, tal como la formulacion de Onsager (Termodinami-
ca lineal) |22,23|, que ha podido describir de manera exitosa los fenémenos fisicos
y quimicos irreversibles. En el contexto de la teoria cinética, el teorema H cierta-
mente representa un punto de partida para describir los procesos de relajacion de

sistemas fuera de equilibrio, pero todavia requiere de aclarar algunos puntos finos.



Por otro lado, algunos fenémenos concretos como la lenta evoluciéon al equilibrio de
los vidrios [24] y la determinacion de la “entropia” fuera de equilibrio [25,126] aun
presentan retos dentro del contexto de la Termodinamica lineal.

El propio teorema H clasico y la funcional H de Boltzmann requieren ser re-
visados en detalle para su mutua consistencia en situaciones fisicas arbitrarias. Un
ejemplo es la modificacion del teorema H para incluir a los sistemas espacialmente
inhomogéneos [27], los fenémenos de frenado que provienen de las trayectorias esto-
casticas, las violaciones a la segunda ley de la termodinamica, la relacion entre la
medida de informacién de Shannon y la entropia de Boltzmann, el calculo de canti-
dades termodinamicas y la termalizacion de sistemas especificos [8,26,[28H30].

Es en este contexto que se encuentra la contribucién fundamental de esta tesis,
pretendemos contribuir a una formulaciéon mas consistente del teorema H clésico y
cuantico que tome en cuenta de manera explicita inhomogeneidades espaciales en
los sistemas, y que permita apreciar de manera clara la validez del principio de
correspondencia cuéantico-clasica |31]. Mostraremos que esta formulacion permiti-
ré considerar funciones de distribucién de sistemas espacialmente inhomogéneos en
las funcionales H y, por supuesto, incluir explicitamente la suposicion de sistemas
espacialemnte inhomogéneos en la prueba de los teoremas H. Ademés, mostrare-
mos que nuestras funcionales H satisfacen el principio de correspondencia, pero mas
importante ain, estas funcionales describen la evolucién temporal de sistemas espa-
cialmente inhomogéneos hacia el equilibrio. También numéricamente corroboramos
que nuestro esquema teoérico es fisicamente consistente.

Cabe mencionar que el objetivo de desarrollar este esquema, en el caso clasico,
no pretende repetir la formulacion del teorema H clasico que de alguna manera ya
ha sido propuesto |27 (este tratamiento se puede encontrar de manera resumida en
el apéndice . El objetivo de nuestro esquema es el hacer mas consistente con el
principio de correspondencia la formulacién del teorema H.

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma:

En el capitulo [T] presentamos una de las versiones méas convencionales de la teoria
cinética de gases, la desarrollada por Boltzmann [1]. En el capitulo |2 presentamos
de manera mas detallada la propuesta de Tolman para el teorema H cuéntico [2].
En el capitulo [3] desarrollamos nuestro esquema para describir los sistemas clasicos y
cuanticos espacialmente inhomogéneos respectivamente. Especificamente, propone-
mos un método alternativo para obtener las distribuciones de Maxwell-Boltzmann
para el caso cléasico y las de Bose-Einstein y Fermi-Dirac para el caso cuéntico, usan-

do el método variacional. También proponemos nuestras funcionales H (clasica y



cuéntica) y, tomando éstas como base, la demostracion de los respectivos teoremas
H. En el capitulo 4] analizamos el principio de correspondencia entre las funcionales
H clasica y cuantica, exploramos cémo los procesos de relajacion ocurren en un gas
ideal cuantico, y basados en lo que llamamos entropia variacional, proponemos una
ecuacion de evolucion temporal para la funcional H en términos de la derivada tem-
poral de la funcién de distribucién. En ese mismo capitulo proponemos una forma
funcional para la funcién de distribucién que sea consistente con las restricciones de
un sistema aislado que se relaja al equilibrio partiendo de una condicién inicial es-
pacialmente inhomogénea. También explicamos, de manera breve, el procedimiento
numérico para describir la evoluciéon temporal de un gas de bosones espacialmente
inhomogéneo al equilibrio utilizando la forma funcional para la funcién de distribu-
cion, establecida en este mismo capitulo , y finalmente mostramos algunos resultados
numéricos que ilustran los procesos de relajaciéon que nuestro esquema predice. En
el capitulo |5 discutimos la consistencia de nuestro esquema y comentamos sobre

posibles fenémenos susceptibles de investigarse mediante este esquema de trabajo.



Capitulo 1

(ases clasicos

En esta seccion, tomando como base el tratamiento de Huang [1], haremos un re-
sumen sobre la obtenciéon de la ecuaciéon de transporte de Boltzmann, y remarcamos
la relevancia que tiene en este contexto la bien conocida hipotesis de caos molecular,
que es la manera en que Boltzmann introduce la estocasticidad en el sistema. Tam-
bién veremos de manera resumida la demostracion del teorema H de Boltzmann,
la obtencion de la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann haciendo uso de
la ecuacion de transporte de Boltzmann, y el analisis del significado e importancia

fisica del teorema H.

1.1. Fundamentos de la teoria cinética de gases

Consideremos un sistema conformado por un gas clasico formado de N particulas,
tal que N es un ntimero muy grande (N =~ 10?%), encerrado en un volumen V', a una
temperatura 7. Recordemos que para que tengamos un gas clasico, la longitud de

onda de Broglie de una molécula debe ser mas pequena que la separaciéon promedio

h N
— | = <1, 1.1.0.1
2mkT (V) ( )

donde A es la constante de Planck, k la constante de Boltzmann, 71" la temperatura,

entre particulas, esto es

=

m la masa, V' el volumen y N el nimero de particulas.

Al tratarse de un gas clasico, debemos considerar que las particulas que confor-
man al gas seran distinguibles una de la otra. También debemos agregar que, tal
como el anélisis que hacen en [1], solo se considerara que el gas estd compuesto de
un solo tipo de particulas.

Podemos pensar que a partir de las ecuaciones de movimiento de cada particula



podemos predecir el comportamiento del sistema. Sin embargo, al tener un ntimero
muy grande de particulas, digamos N ~ 10?3, tendriamos que resolver en el caso
del formalismo lagrangiano 10* ecuaciones de movimiento y en el caso hamiltoniano
2 x 10?3 ecuaciones, lo que es imposible. Por esta razon, el sistema no se estudiara
mediante sus componentes (las particulas) sino como un todo, es decir, nos interesa-

remos por la funcion de distribucion del sistema f(r,v,t) definida como
f(r, v, t)d*rd3. (1.1.0.2)

La funcion de distribucién se define como el niimero de particulas que estdn en un
elemento de volumen d®rd3v al tiempo ¢, donde r es la posiciéon y v la velocidad.

El espacio conformado por d®rd3v es conocido como espacio ,uEl También el elemento
de volumen serd considerado como un volumen finito tal que las particulas dentro
del elemento de volumen son practicamente puntos. Bajo estos criterios, la funciéon
de distribucién se puede interpretar como una densidad de particulas en el espacio
1 al tiempo t.

Si consideramos que esta densidad de puntos no varia rapidamente en la vecindad
de cada elemento y, ademas, el tamano de cada elemento es tal que cada uno de ellos
contienen un nimero muy grande de particulas, entonces f(r, v,t) puede ser tratada
como una funcién continua en sus argumentos. Si cubrimos el espacio p con todos

estos elementos, podemos hacer la siguiente aproximacion

Zf(r,v,t)d3rd3v A /f(r,v,t)d3rd3v, (1.1.0.3)

donde la suma del lado izquierdo se extiende sobre todo los centros de los elementos
de volumen. Si sumamos todos los elementos de volumen, obtenemos el nimero total

de particulas
/f(r,v, t)d*rd®v = N. (1.1.0.4)

Si ademés, las moléculas estdn uniformemente distribuidas en el espacio tal que f es

independiente de r, entonces

, N
/f(v,t)d V=3 (1.1.0.5)

Debemos considerar también que la funcion de distribucion f(r, v, ¢) cuando t — oo,

contendra todas las propiedades de equilibrio del sistema. Con estas consideraciones,

INo confundir con el espacio de configuracién del formalismo lagrangiano.



estamos interesados en encontrar una expresion para la funciéon de distribuciéon del
sistema. Con este objetivo en mente, es necesario encontrar una ecuaciéon de movi-
miento para la funciéon de distribucion.

En un gas diluido podemos despreciar las interacciones entre las particulas, enton-
ces una molécula con las coordenadas (r,v) en el instante ¢ tendra las coordenadas
(r 4+ vdt,v + (F/m)dt) en el instante ¢ + 6t. Por tanto, en ausencia de colisiones,

tenemos la siguiente igualdad
F 3,.13 3,133,/
flr+vdt,v+ —ot,t+ 6t | d’rd’v = f(r,v,t)d°r'd°v’, (1.1.0.6)
m
que se reduce a la siguiente igualdad
F
f (r+v5t,v+ —(51&,75—1—575) = f(r,v,t), (1.1.0.7)
m

debido a que d3rd3v = d3r'd3v’. Esto se puede ver como una consecuencia del teorema
de Liouville. También suponemos que la fuerza externa F depende solo de la posicién.
Ademas, cuando hay colisiones, la seccién diferencial de dispersion o # 0, la igualdad
se debe modificar.

Para hacer esta modificacion, agregamos un término a la ecuaciéon tal

como aparece a continuacion

f (r + vot,v + E575,15 + (5t> = f(r,v,t) + (M> ot, (1.1.0.8)

m ot coll
donde (Of/0t)qou describe el flujo de particulas hacia dentro de y hacia afuera del
elemento de volumen en el espacio i en cuestion al que, por supuesto, hay que
darle una forma funcional explicita. Expandiendo el lado izquierdo de la ecuaciéon
a primer orden en dt, obtenemos la ecuacién de movimiento para la funcién

de distribuciéon
o F ([ Of(r,v,1)
(E—FV'VT‘FE Vv) f(I‘,V,t) - ( ot )Coua (1‘1‘0'9)

donde V,., V, son los operadores gradientes con respecto a r y v respectivamente.

El término de colisiones (Of/0t).ou puede ser expresado comoﬂ

(8f(ré:1,t)>w” _ /d3v2/an(Q,V)|V1 —Vol(fLfs = fifo), (1.1.0.10)

2Los detalles para obtener esta forma se pueden encontrar en |1].

7



donde (€2, v) es la seccion diferencial de dispersion para colisiones binarias. También

fi = f(r,vi,t),
fo = f(r,va,t),
fi = flxvi),
fo = [f(r,vi,t), (1.1.0.11)

los subindices 1 y 2 denotan la funcién de distribucion para particulas con velocidades
V1Y Va, Vv es la velocidad antes de la colision y v’ es la velocidad después de la colision.
En este esquema, el término de colisiones binarias solo es valido para colisiones
elasticas. Por otro lado, la hipotesis de caos molecular establece que las velocidades
de las particulas en colision son estadisticamente independientes y no dependen de
la posicién. Y ademaés, se supone valida para obtener la forma para el
término de colisiones binarias. Las consecuencias de esta hipotesis seran analizadas
en la seccion . Por tanto, sustituyendo ([1.1.0.10f) en ([1.1.0.9)) obtenemos la ecuacion

de transporte de Boltzmann

9, F
(a +v-V,+ o Vv) fi= /d3vg/an(Q,V)|v1 —vo|(fofi— fof1). (1.1.0.12)

Podemos observar que esta es una ecuacion no lineal integro-diferencial para f. Por
supuesto obtener una solucién analitica general es préacticamente imposible. Sin em-
bargo, no es necesario encontrar una solucién exacta de esta ecuaciéon para poder

predecir la evolucion de este sistema hacia el equilibrio, que es el objetivo central de

[L2F

1.2. El teorema H de Boltzmann

Antes de citar el teorema H de Boltzmann, debemos definir el significado de una
funcion de distribucién en equilibrio. Definimos a la funcién de distribucion de equi-
librio como aquella funcién independiente del tiempo que es solucion de la ecuaciéon
de transporte de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas. Por tanto, podemos
notar que la funcién de distribucion de equilibrio es espacialmente homogénea, es

decir, es independiente de r y, por tanto, se denotara como fy(v).

3De la ecuacion de transporte se pueden obtener las ecuaciones de fluidos y de Navier-Stokes.



Acorde con la ecuacion (|1.1.0.12)), fo(v) satisface la ecuacion integral

0— /d%Q/an Ve = villfo (W) fo¥)) = fo(va) fovi)l,  (1.2.0.1)

donde vy y vy son velocidades dadas.
Una condicion suficiente fo(v) para que se satisfaga ((1.2.0.1)) es

fo(v3) fo(V1) = fo(va) fo(v1) =0, (1.2.0.2)

donde {vi,va} — {v],vi} es una posible colision, es decir, una con una seccién
de dispersion diferente de cero. También se puede demostrar que esta condiciéon es
ademas necesaria.

Para mostrar la necesidad de ((1.2.0.2)), definimos la funcional de Boltzmann como

H(t) = / o f(v,t)In f(v, 1), (1.2.0.3)

donde f(v,t) es la funcion de distribucion de un sistema espacialmente homogéneo,

evaluada al tiempo t que satisface

Of (v,t)
f A /dSyg/an e — vi|(fof] — faf1)- (1.2.0.4)
Diferenciando , obtenemos
dH(t) [ 5 0f(v,1)
7_/d LD () (1.2.0.5)

Por tanto 0f/0t = 0 implica que dH/dt = 0. Esto significa que una condicién
necesaria para 0f /0t = 0 es dH/dt = 0. Entonces hemos demostrado que
dH

o 1.2.0.6
=0 ( )

es la misma que (|1.2.0.2)) y, por tanto, es una condicién necesaria para la soluciéon
de (|1.2.0.1]). Con todo lo anterior, citamos ahora el teorema H de Boltzmann, cuya

prueba es extraida de |1].

EL TEOREMA H DE BOLTZMANN. Si la funcion de distribucion es-
pacialmente homogénea f(v,t) satisface la ecuacion de transporte de Boltzmann en

ausencia de fuerzas externas, entonces el sistema evoluciona en el tiempo de forma



que

<0. (1.2.0.7)

Demostracion. Sustituyendo ([1.2.0.4]) en el integrando de (|1.2.0.5)) tenemosﬁ

dH

dt d3v1/d3vg/d90 Q v |V2 —V1|(f2f1 fgfl)(]_ +lnf1) (1208)

Intercambiando v; y vy en este integrando deja la integral invariante debido a que
o(£2) es invariante bajo tal intercambio. Haciendo este cambio de variables de integra-
cion y tomando la mitad de la suma de la nueva expresion y de ([1.2.0.8)), obtenemos

- %/dgvl/d%/dQU(QaV)le —vi|(fafl = fofD) 2+ In(fif2)]. (1.2.0.9)

Esta integral es invariante bajo el intercambio de {vq,vo} v {v],v5} debido a que,
para toda colision, hay una colisién inversa con la misma seccion diferencial. Por

tanto
- %/d%i/dg”é/dﬁff’(Q,V)IV’z—V’ll(féf{ — fof )2+ In(f1f5)]. (1.2.0.10)

Note que d3vjd®v} = d3vd3vy, |V — V]| = [va—vi| y 0/(Q,v) = 0(, v). Si tomamos
la mitad de la suma de (|1.2.0.9) y (1.2.0.10]), obtenemos

= [ @ [ @ [a0@ v - vil(if; - Rf)n(hs) - ()
(1.2.0.11)
El integrando de la integral (f5f] — fof1)[In(fife) — In(f]f})] en nunca es

positivo y, por tanto,
dH

. 1.2.0.12
dt =0 (120.12)

]

También se puede probar que, a partir de (1.2.0.11)), dH/dt = 0 si y solo si el
integrando de ([1.2.0.11)) es idénticamente cero. Esto prueba que ([1.2.0.6)) es idéntica
a ((1.2.0.2)).

4Note que el uso de ([1.2.0.4) presupone que el estado del sistema esta bajo la suposicién de caos
molecular.
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En el esquema de Boltzmann, se requiere que la funcién de distribucion sea espa-
cialmente homogénea para demostrar el teorema H. Sin embargo, desde el punto de
vista fisico esta suposicion limita su validez. Se puede mostrar que, en general, no se
requiere que la funcion de distribucion sea espacialmente homogénea para demostrar
el teorema H de Boltzmann. En este contexto, presentamos dos analisis, uno en el

Apéndice B |27 y desarrollamos nuestra propuesta en el capitulo 3.

1.3. La distribuciéon de Maxwell-Boltzmann

Se mostr6 en la seccién que la funcién de distribucion de equilibrio fy(v)
es solucion de ((1.2.0.2)). Esta distribucion se le llama la distribucion de Maxwell-
Boltzmann. El siguiente paso en este desarrollo es encontrar la forma explicita de la

funciéon de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Para ello, tomemos el logaritmo en

ambos lados de ((1.2.0.2)):
In fo(vy) +1n fo(ve) = In fo(v]) + In fo(v5). (1.3.0.1)

Note que los conjuntos {vi,va} v {v],Vv5} son respectivamente la velocidad inicial
y final de cualquier colision posible y, ademas, tiene la forma de una ley
de conservacion. Ahora consideremos una cantidad asociada con una molécula con
velocidad v llamada (v), tal que v(vy) + 7(v2) es una cantidad conservada en
la colision entre las moléculas con velocidades v; y va. Entonces, una solucién de

(11.3.0.1)) es
In fo(v) = y(v). (1.3.0.2)

La soluciéon més general de (|1.3.0.1)) es
I fo(v) =n(v) +7((v)+- - (1.3.0.3)

donde la lista de 71,72, - - corre sobre todas las cantidades conservadas de mane-
ra independiente. Para este tratamiento, consideraremos particulas sin estructura,
donde no serad necesario considerar el momento angular de las particulas. Dado que

la energia cinética del sistema es una cantidad conservada, entonces In f sera una
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combinacion lineal de masa, momento lineal y energia cinética:

Info(v) = —A(v—ve)?+InC
folv) = Ce A0’ (1.3.0.4)

donde C, A y las tres componentes de v son cinco constantes arbitrarias. Estas
constantes se pueden determinar en términos de las propiedades observadas del sis-
tema.

Aplicando la condicién (|1.1.0.5)) y escribiendo la densidad de particulas n como

N
= — 1.3.0.5
= (1.3.05)
tenemos que
2 2 ™ 5
n = C’/d3veA(VV0) = /dgveA” =C <Z)2’ (1.3.0.6)

con lo cual llegamos a que A > 0 y, por tanto

C = (é)gn. (1.3.0.7)

™

Definamos la velocidad promedio (v) de una particula del gas como

[ dPuvfo(v)
Entonces
(v) = %/dfivveA(VVO)Q - %/d?’v(v + Vo)e"%2 = vy. (1.3.0.9)

Por tanto, debemos tomar vy = 0 si el gas no tiene un movimiento traslacional como
un todo.
El siguiente paso es calcular la energia cinética promedio € de una molécula, que

esté definida como
[ BPoimu? fo(v)
f d3v fo(v)

€=

(1.3.0.10)
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Por tanto, la energia cinética promedio tiene la siguiente forma, considerando que

vo = 0:

mC 3 2 _A2 271'777,0/00 _A2 3m
= vt = V= ——, 1.3.0.11
€ 2n/dvve A dvv’e 1A (1.3.0.11)

De lo anterior, podemos encontrar que la constante A esta relacionada con la energia

promedio por la siguiente relacion:

_3m

A=T—. (1.3.0.12)

Sustituyendo ([1.3.0.12]) en ([1.3.0.7)) encontramos la expresion para la constante C"

3/2
C=n (3—m> . (1.3.0.13)

4re

Sin embargo, necesitamos encontrar una relacion entre la energia cinética promedio

s Disk of unit area

Figura 1.1: Imagen para el calculo de la presion. Esta imagen fue extraida de [1].

y otra cantidad medible. Para ello, obtendremos la fuerza promedio por unidad de
area ejercida por el gas sobre una cara plana perfectamente reflectante expuesta al
gas. Imaginemos que el disco mostrado en la figura[l.1|representa una unidad de area
y, ademaés, llamemos el eje axial normal a éste como el eje x. Suponga que tenemos
una molécula que puede chocar con el disco solo si la componente x de su velocidad,
es decir v,, es positiva. Por tanto, la molécula pierde una cantidad de momento 2muv,
en el momento de la reflexiéon. El ntimero de moléculas reflejadas por el disco por
segundo seréd el nimero de moléculas contenidas en el cilindro que se muestra en la

ﬁgura con v, > 0. Este ntimero es v, fo(v)d®v, donde v, > 0. Por tanto, para un
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gas con una velocidad promedio nula, la presion es:

P = /vz>0(2mvx)vmfo(v)d3v

& 2 & 2 & 2
= 2mC/ dvxvie“h’w/ dvyeA”y/ dv,e AV
0 —00 —00

1
= mC/dsvvie_A”2 = ng’/d?’vae_A”27 (1.3.0.14)
donde se supuso que la funcién de distribucion de equilibrio fy(v) depende solo de
|v|, de tal forma que los valores promedio de v2, 11; y v? al ser sumados son iguales
a un tercio del promedio de v? = v2 + U; + v2. Finalmente encontramos que:

2

3 1
P = §C/d?’v§mvze‘41’2 = 3ne. (1.3.0.15)

Experimentalmente, la temperatura T esté definida por la ecuacion de estado P =
nkT', donde k es la constante de Boltzmann y n por (|1.3.0.5)). Por tanto

= ;kT. (1.3.0.16)

Hasta ahora tenemos todas las contantes expresadas en términos de cantidades me-
dibles. Con lo anterior, podemos encontrar la forma explicita de la funcién de distri-
bucién de Maxwell-Boltzmann en términos de la velocidad promedio v, la densidad

de particulas n y la temperatura T, cuya forma es:

3/2 )
fov)=n (27:Z;T> g~mVV0)/2UT (1.3.0.17)

Esta es la conocida distribucion de Maxwell-Boltzmann, que es la probabilidad de
encontrar una molécula con velocidad v en el gas, bajo condiciones de equilibrio.
En general, el término de colisiones binarias es idénticamente cero si la funciéon de

distribucion de Maxwell-Boltzmann tiene la siguiente forma

f(r,v,t) = n(r,t) (%;’t))w exp {—@[v —u(r, t)]2} , (1.3.0.18)

donde n(r,t), 5(r,t) y u(r,t) son funciones suaves de la posicion r y del tiempo t.
Ahora consideremos un gas diluido en presencia de una fuerza externa conserva-
tiva dada por:

F =—V¢(r). (1.3.0.19)
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Queremos probar ahora que la funcion de distribuciéon en equilibrio se puede escribir

CO1mo.

f(r,v) = fo(v)e ¢W/T (1.3.0.20)

donde fy(v) esta dada por ((1.3.0.17). Para mostrar esto, primero mostremos que
(11.3.0.20)) satisface la ecuacion de transporte de Boltzmann. Inmediatamente, obte-
nemos que Jf /0t = 0 debido a que ([1.3.0.20)) es independiente del tiempo. Ademas,

(O0f /Ot)con = 0 como consecuencia de que ¢(r) es independiente de v:

<88_{> = e2¢(r)/kT/dgvz/dQU(Q,V)|V1—V2|(fo(Vlz)f0<V/1)_fO(V2)f0(V1)) = 0.
ol (1.3.0.21)

Por tanto, solo es necesario verificar que la siguiente relacion se cumple:
F
v-Ve+— V| f(r,v) =0. (1.3.0.22)
m

Por simplicidad, podemos absorber el factor e=®/*T" de (1.3.0.20) en la densidad n y

escribimos:

m 3/2 —m(v—v,
Pl = (o) (o) e T, (1.3.0.23)
donde
n(r) = / d*vf(r,v) = ne ?WMHT, (1.3.0.24)

Por otro lado, la energia interna es definida como

U(T) = Ne = gNkT, (1.3.0.25)

donde se puede notar que solamente es funciéon de la temperatura. Ademas, el trabajo
hecho por el gas cuando su volumen se incrementa en una cantidad dV es PdV .
Con estas cantidades, el analogo a la primera ley de la termodinamica ahora toma

la forma de una definiciéon de calor absorbido por el sistema

§Q = dU + PaV. (1.3.0.26)

De ([1.3.0.26)) y (1.3.0.25|) obtenemos la expresion para la capacidad calorifica a vo-

lumen constante

3
cv = 5Nk (1.3.0.27)

El teorema H hace congruente la descripciéon cinética de un gas con la segunda

ley de la termodinédmica. Por ello, podemos interpretar a H como el negativo de la
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entropia por unidad de volumen dividida por la constante de Boltzmann:

H=-2 (1.3.0.28)

donde la entropia es una funcién de estado cuya variaciéon en un proceso reversible

entre dos estados, sea 1 y 2, es

2

. dT’

donde 0(Q) es la cantidad de calor absorbida por el sistema.

Por tanto, el teorema H establece que para un gas aislado, la entropia nunca decrece.
Esta aseveracion es congruente con la segunda ley de la termodindmica. Esta analogia
muestra la importancia del teorema H de Boltzmann. Cabe remarcar que la entropia,
asi como todos los potenciales termodinamicos, esta definida solo para estados de
equilibrio, a diferencia de la funcién H, donde no se le pide esta condicion. Ademas,
la funcional H se reduce a una densidad de entropia en un estado de equilibrio como
consecuencia de . Por tanto, la funcional H puede ser usada como una
variable termodinamica para describir sistemas fuera de equilibrio.

Para justificar (|1.3.0.28)) calculamos H en equilibrio:

H, = /d3vf0 Info=n {ln {n <27:2T>3/2] — g} ) (1.3.0.30)

Usando la ecuacioén de estado ([1.3.0.15) en ([1.3.0.30]) se obtiene que

—kVHy = ;Nk: In(PV®/3) 4 constante. (1.3.0.31)

Podemos identificar que el lado derecho de ((1.3.0.31)) es la entropia de un gas ideal.
También se puede obtener de las ecuaciones (|1.3.0.31)), (1.3.0.28) y (1.3.0.26)), la ex-
presion para la entropia dS = 6Q/T.
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1.4. Consecuencias del teorema H

Ahora vamos a discutir las implicaciones fisicas del teorema H de Boltzmann.

Primeramente, la funcional H esta definida como

H(t) = /d%f(v,t) In f(v,t), (1.4.0.1)

donde f(v) es la funciéon de distribucion espacialmente homogénea que satisface la
ecuacion de transporte de Boltzmann. Cabe mencionar que esta funcion de distribu-
cion satisface la ecuacion de transporte de Boltzmann cuando es valida la hipotesis
de caos molecular. También, la evolucién temporal de la funcional H de Boltzmann
estd determinada por la evoluciéon temporal de la funcién de distribucién espacial-
mente homogénea f(v).

El teorema H establece que si en un instante de tiempo t el estado del gas es
tal que satisface la hipotesis de caos molecular, entonces en el instante de tiempo

t + €(e — 0), se cumple que

(a) 4 <0,

(b) 4L =0 siy solo sf f(v) es la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann.

Notar que esto no significa que la ecuacion de transporte de Boltzmann sea vélida
en intervalos de tiempo del orden del tiempo de las colisiones. Los procesos de in-
tegracion implicados en la ecuacion de transporte de Boltzmann determinan que su
validez es para tiempos mucho mayores, aquellos tiempos en los que las colisiones se
ven como un cambio instantaneo en las velicidades.

La hipotesis de caos molecular en la prueba del teorema H sera la base para
empezar a desarrollar las implicaciones fisicas de este teorema.

La hipotesis de caos molecular establece lo siguiente: Si f(v,t) es la probabilidad
de encontrar una molécula con velocidad v al tiempo t, la probabilidad stmultdnea de
encontrar una molécula con velocidad v y una molécula con velocidad v’ al tiempo t es
f(v,t)f(v',t), esto es vdlido si las velocidades son estadisticamente independientes.
Ademés, la funcién de distribucion puede no satisfacer la hipotesis de caos molecular
antes o después del instante de tiempo ¢ en el momento en que la colisiéon ocurre.
Por simplicidad llamaremos a un estado del gas como estado de “caos molecular” si
éste satisface la hipotesis de caos molecular.

Ahora pensemos en un gas diluido en ausencia de fuerzas externas y que, ademés,
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su seccion diferencial de dispersion es invariante bajo inversion temporalEl También
consideremos que las condiciones antes mencionadas estan en el instante de tiempo
t = 0 y en este tiempo, el gas esta en el estado de “caos molecular” y su funcién de
distribucién no es la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Como conse-
cuencia del teorema H, dH/dt < 0 al tiempo ¢t = 0T, donde el indice + indica un
instante de tiempo inmediato posterior al estado de “caos molecular”. Por otro lado,
consideremos otro gas diluido bajo las mismas condiciones mencionadas en el primer
gas diluido, pero en el que todas las velocidades moleculares estan invertidas en di-
reccion. Si el gas estd en el estado de “caos molecular”, entonces, como consecuencia
del teorema H, dH/dt < 0 al instante de tiempo ¢ = 0. Sin embargo, acorde con
la invarianza de las ecuaciones de movimiento bajo inversion temporal, el futuro del
gas es el pasado del original. Si hacemos esta inversion temporal, encontramos que

dH/dt > 0 al instante de tiempo ¢ = 0~ y, por tanto, tenemos que

dH

— <0 at t=0"%,

dt

dH

— >0 at t=0" 1.4.0.2

donde el superindice — indica un instante de tiempo anterior al estado de “caos
molecular”.

Por tanto, H esta en un pico local en el punto b, tal como se muestra en la figura
1.2

AN

0

Figura 1.2: H esté en un pico local cuando el gas esté en el estado de “caos molecular.”
Esta imagen fue extraida de [1].

Los puntos a y ¢ corresponden respectivamente a cuando el sistema esta un ins-
tante antes y después del estado de “caos molecular”. Ademas, el estado de “caos

molecular” solo puede suceder cuando ocurre una colision. En consecuencia, las co-

5Esta caracteristica se introduce para evitar complicaciones que pudieran salir de las propiedades
de inversion temporal de las fuerzas externas y los agentes que preparan al sistema.
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lisiones moleculares crean el estado de “caos molecular” cuando las colisiones toman
lugar y destruye este estado una vez efectuadas las colisiones.

Es importante notar que dH /dt no es necesariamente una funcion continua en el
tiempo, puede cambiar abruptamente por las colisiones moleculares. Esto nos pue-
de llevar de manera errénea y superficial a la conclusion de que el teorema H es
inconsistente con la invariancia bajo inversion temporal. Una forma de enunciar el
teorema H que manifieste la invariancia de inversion temporal es la siguiente: Si el
gas estd en el estado de “caos molecular” ahora, entonces dH/dt < 0 un instante
posterior. Si en un instante posterior habrd un estado de “caos molecular”, entonces
dH/dt > 0 en este momento.

Ahora discutimos el comportamiento general de H como funciéon del tiempo. La

discusion se centra en las siguientes premisas:

(a) H estda en su valor més pequeno posible cuando la funcién de distribucion
es estrictamente la de Maxwell-Boltzmann. Esto se puede ver facilmente de
(1.4.0.1)), v es independiente de la hipotesis de caos molecular.

(b) Las colisiones moleculares suceden de manera aleatoria, es decir, la secuencia
temporal de los estados del gas es una secuencia de estados aleatorios que

satisfacen condiciones macroscopicas.

A partir de estas premisas se sigue que la funcién de distribucién del gas més pro-
bable es la de Maxwell-Boltzmann, es decir, una distribucién que contiene un pico
muy marcado en esa condiciéon. La curva de H como funcién del tiempo consiste
mayormente de fluctuaciones macroscopicas sobre el valor minimo. Entre dos puntos
en el cual H esta en el valor minimo habra probablemente un pequeno pico.

Si en cualquier instante de tiempo el gas tiene una funciéon de distribucion apre-
ciablemente diferente de la de Maxwell-Boltzmann, entonces H es apreciablemente
mas grande que su valor minimo. Como se asumi6é que las colisiones ocurren de
manera aleatoria, es abrumadoramente mas probable que en la siguiente colision la
funciéon de distribucion seré esencialmente la de Maxwell-Boltzmann y el valor de H
decrecera hasta su valor minimo esencialmente. Por tanto, es mucho mas probable
que H esté en un pico cuando el gas esta en un estado improbable.

La duracion de las fluctuaciones, sean grandes o pequenas, deberian ser del orden
del tiempo entre dos colisiones consecutivas de una molécula, es decir, 10~ segun-
dos para un gas bajo condiciones ordinarias. Las grandes fluctuaciones casi nunca
ocurren espontaneamente. Es claro que podemos preparar el gas en un estado impro-

bable, poniendo de ejemplo un gas dentro de un contenedor donde espontaneamente
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removemos una pared del contenedor. Esto implica que H esta inicialmente en un

pico, pero es mucho més probable que en unas cuantas colisiones la funcién de dis-

tribucién se reduciréd a la de Maxwell-Boltzmann.

La mayor parte del tiempo el valor de H fluctiia en un pequeno rango sobre el

H

Figura 1.3: H como funcién del tiempo. El rango de valores de H esta entre las dos

lineas horizontales. Esta zona es llamada “rango de ruido.” Esta imagen fue extraida
de [1].

valor minimo. Este rango, encerrado por las lineas punteadas de la figura|l.3] corres-

ponde a estados del gas donde la funcién de distribucion del gas es esencialmente la

de Maxwell-Boltzmann. Todas estas caracteristicas de la curva de H se han deduci-

do tnicamente de argumentos plausibles, pero que estan acorde con la experiencia.

Podemos resumir todo lo anterior como sigue:

(a)

Para propositos practicos, H nunca fluctia espontaneamente sobre el rango de
ruido. Esto corresponde con el hecho de que un sistema en equilibrio termodi-

namico nunca se sale espontaneamente del estado de equilibrio.

Si en un instante, H tiene un valor sobre el rango de ruido, entonces, para
propositos practicos, H siempre decrecerd después de ese instante. Después
de unas cuantas colisiones, su valor minimo estara en el rango de ruido. Esto
corresponde con el hecho de que si un sistema esté inicialmente en un estado
de no equilibrio (que puede ser preparado aplicando fuerzas externas) siempre
tendera a evolucionar al estado de equilibrio. Esta caracteristica, junto con (a),

son la esencia de lo que afirma la segunda ley de la termodinamica.

La mayor parte del tiempo, el valor de H fluctia en el rango de ruido, donde
dH /dt puede ser positiva o negativa. (Esto no es una contradiccion al teore-
ma H debido a que éste requiere solamente que, cuando el sistema esta en

el estado de “caos molecular”, entonces dH/dt < 0 en el siguiente instante.)
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Estas pequenas fluctuaciones producen cambios no observables en las variables
involucradas en la ecuacion de estado y en otras cantidades termodinédmicas.
Cuando H esta en el rango de ruido, entonces, el sistema estd en el estado
de equilibrio termodinamico. Sin embargo, estas fluctuaciones, a través de co-
rrelaciones, nos conducen a efectos observables tales como las fluctuaciones de

dispersion de luz que observamos en el azul del cielo.

t

Figura 1.4: La curva s6lida es H como funcion del tiempo para un gas inicialmente en
un estado improbable. Los puntos negros son puntos en los cuales el sistema esté en
el estado de “caos molecular.” La curva punteada es la curva que predice la ecuaciéon
de transporte de Boltzmann. Esta figura fue extraida de [1].

Hemos argumentado que donde sea que la funciéon de distribuciéon no es estricta-
mente la distribucion de Maxwell-Boltzmann, H probablemente estara en un pico
local. Por otro lado, se mostré que en el estado de “caos molecular”, H esta en un
pico local. Por tanto, consideraremos un estado de “caos molecular” como un modelo
matemaético conveniente para un estado cuya funcién de distribucién no es estricta-
mente la de Maxwell-Boltzmann. Entonces, la ecuacion de transporte de Boltzmann
se puede tomar como valida en un sentido estadistico. Para ilustrar esto, imaginemos
que preparamos un gas en un estado inicial improbable. La curva de H como funcién
del tiempo se vera como la curva sélida de la figura Ahora marquemos con un
punto oscuro, un punto sobre la curva en el cual el sistema estd en un estado de
“caos molecular”. Todos esos puntos negros deben estar en picos locales de H (pero
no todos los picos estan marcados con puntos negros). Asumiendo la aleatoriedad de

la secuencia de los estados, estaran bien distribuidos en el tiempo. La distribucién
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de puntos negros se vera como en la figura[[.4] Una solucion a la ecuacion de trans-
porte de Boltzmann nos lleva a una curva suave con pendiente negativa que intenta
ajustar todos los puntos negros, como se muestra en la figura [I.4] En este sentido,
la ecuacion de transporte de Boltzmann nos provee de una descripciéon aproximada
al equilibrio.

Resumiendo entonces el significado fisico de la hipotesis de caos molecular po-
demos decir lo siguiente; En cualquier momento la funciéon de distribucién no es
estrictamente la funcién de distribuciéon de Maxwell-Boltzmann, debido a que H es
més probable que esté en un pico local. Por otro lado, se probd que, si el gas esta en
un estado de “caos molecular”, entonces H esta en un pico local. Esto nos permite
ver el estado de “caos molecular” como un modelo matemético conveniente para un
estado cuya funcion de distribuciéon no es estrictamente la funcion de distribucion de

Maxwell-Boltzmann.
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Capitulo 2
(zases cuanticos

En este capitulo veremos como tratar las colisiones para gases ideales cuanticos (el
gas de Bose-Einstein y Fermi Dirac). Deduciremos la ecuacion de evoluciéon temporal
para el nimero de particulas, que en este contexto es el andlogo cuantico de la
ecuacion de transporte de Boltzmann, y brevemente recordaremos la demostracion
del teorema H cuantico para sistemas espacialmente homogéneos. Lo anterior que
constituye la formulacion del teorema H cuantico desarrollada por Tolman [2] la
tomaremos mas adelante para una nueva formulacion del teorema H cuantico que
considera de manera explicita inhomogeneidades espaciales en el sistema fuera de

equilibrio.

2.1. Teoria de perturbaciones dependientes del tiem-
po

Para analizar la evolucion temporal de un gas ideal cuantico fuera de equilibrio,

vamos a escribir el operador hamiltoniano H del gas en dos partes
H=H"+V, (2.1.0.1)

donde H? es el hamiltoniano asociado al sistema no perturbado, que corresponde a
la dinamica de las particulas sin considerar sus interacciones y V denota el operador
de perturbacién que corresponde a la interacciéon entre ellas. Las ecuaciones de la

forma
HOUk(QD q2, 7Qn) = E]gUk<q17 q2, - 7qn)7 (2102)
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donde ¢ - - - ¢,,, que representan las coordenadas de las particulas, determinarén las
eigenfunciones no perturbadas Uy y los eigenvalores no perturbados de energia E}

para los diferentes eigenestados k. También las ecuaciones de la forma
Vnk = /Un*Vdeq, (2.1.0.3)

determinaran los elementos de la matriz de perturbacion que describen las interac-
ciones entre las particulas.

Sera necesario obtener primeramente las expresiones especificas para la matriz de
perturbacion, cuyo calculo se haréd de manera separada para los casos de Fermi-Dirac
y Bose-Einstein. Empezaremos con el caso de Fermi-Dirac, que es el més simple de

los dos.

(a) Matriz de perturbacién para el gas de Fermi-Dirac.
Las eigenfunciones para un gas de Fermi-Dirac, que estd compuesto por n

particulas idénticas en un contenedor, tendré la siguiente forma

Ualgr--qn) = A PEFDur(q)u(g)um(gs) - ur(gn)

= A (FP, [ [ uelan), (2.1.0.4)

donde esta implicita la antisimetria ante permutaciones de Fermiones en las
eigenfunciones. La segunda forma de es una representacion abreviada.
La cantidad A que aparece en (2.1.0.4)) es un factor de normalizacion, los sim-
bolos uy,--- ,u, representan las eigenfunciones individuales por particula en
el contenedor en cuestion, los simbolos ¢1, - - - , ¢, son las coordenadas de las n
particulas y, ademas, el formalismo indica que debemos efectuar la suma sobre
todas las permutaciones P de los indices de particula a = 1,--- ,n, usando los
signos negativo y positivo si la permutacion es impar o par, respectivamente.
Por tanto, la suma expresada por (2.1.0.4)) contendra n! términos, todos dife-
rentes entre si.

Debemos determinar la magnitud del factor de normalizaciéon A, tal que una

eigenfuncion U, del sistema como un todo, esté propiamente normalizada a la
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unidad. Para asegurar esto, hacemos el siguiente calculo

1 = /"'/Uo*z(cha"' 7Qn)Ua<QIa"' aQn)dQI"'dQn
= w4 [ [ S ER TS FOP [ unladar -+ da

k Py k
(2.1.0.5)

Para calcular este valor de A, considere un término en particular, sea este
término

wk(q)ui(g2)um(g3) - - ur(gn), (2.1.0.6)

de los n! términos diferentes de la seqgunda suma que aparece en ([2.1.0.5)). Por

tanto, es evidente que solo habra uno y solo un término de la primer suma,

que sera
k(@) (q2) Uy (g3) - - - 7 (qn)- (2.1.0.7)
En consecuencia, haciendo uso de la ortogonalidad de las eigenfunciones in-
dividuales wuy, - ,u,, podemos concluir que el factor de normalizacién sera
. 1 1
A"A=— o |A| = <. (2.1.0.8)
n! (n!)z

Con lo anterior, ya estamos listos para calcular los elementos de la matriz
de perturbacion, que corresponde a la transicion de un eigenestado del sistema
como un todo a otro. Para hacer este calculo, por simplicidad, tomaremos aque-
llos sistemas que tengan una perturbacion aditiva por pares e independiente del
tiempo, que corresponde a la energia mutua de las interacciones entre parejas
de particulas. Es decir, asumimos que el operador de perturbaciéon tendré la
siguiente forma

Vig - q) = % S V(g a0), (2.1.0.9)

B#Y

donde V' (gg, ¢,)la interaccion mutua entre dos particulas como funcién de sus
coordenadas y es invariante ante la permutacion entre gs y ¢,. Tomamos la
suma sobre todos los pares de particulas para contemplar todas las contribu-
ciones de las interacciones entre pares de particulas del sistema.

Haciendo uso del operador de perturbacion (2.1.0.9)), encontramos la siguiente
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expresion para el elemento de la matriz de perturbacion

1 *
‘/a/a = 5//Ua(q1q”>zv(qﬂ7q’}/)Ua(qlQH)dQqun

B#y
= At [ [ SR T uie) X Viasa)
Pa k By
< > (F1)P, [ [ ur(ge)dqr - - dgs, (2.1.0.10)

que esté asociada a un elemento de la matriz cuya transicion lleva al sistema de
un eigenestado U, a otro diferente U, . Para evaluar esta expresion, debemos
notar que, como resultado de la ortogonalidad de las eigenfunciones individua-
les, la expresion se reducira a cero si més de dos de las eigenfunciones uy (q)
que aparecen en U, difieren de alguna otra eigenfuncion ug(q) en U,. Dos ei-
genfunciones en U, se pueden reemplazar por otras diferentes en U, , sin que
esto lleve a obtener un resultado nulo, donde asignaremos las coordenadas gz y
¢ que aparecen en V' (gg, ¢,). También consideraremos que uy(q) y w(q) en U,

se pueden reemplazar por u,,(q) y u,(q) en U, . Por tanto, podemos escribir

(2.1.0.10)) de forma explicita como

Vonsa = A0 oo [ P i)

XY Vg qy) Y (FUPu(qn)w(go)uo(qs) - - tr(gn)dgy - - - dgn,
BF#Yy P
(2.1.0.11)

donde las eigenfunciones individuales u,,--- ,u, que pertenecen a las eigen-

funciones totales U, coinciden respectivamente con su complejo conjugado

*

uo,-.

* *
~Luren Ul

Para continuar con esta evaluacion, consideremos un término en particular, sea

ur(q1)w(g2)uo(gs) - - - ur(gn), (2.1.0.12)

de los diferentes términos que aparecen en la segunda suma sobre las diferentes
permutaciones de los indices de las particulas en (2.1.0.11)). Hay en total n! tér-
minos. Habiendo escogido este término, consideremos ahora valores especificos

para 3y 7y, sean
B=1, ~=2 (2.1.0.13)
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para que no obtengamos un resultado nulo en la integracion. Hay dos asigna-
ciones (=1, v =2)y (8 =2, v = 2) tal que nos lleva al mismo resultado
final.

Habiendo hecho esta asignacion, escojamos los términos en la primera suma so-
bre las permutaciones de los indices de particulas que nos llevan a un resultado

no nulo. Estos son

Ftty, (@) (42)ug(gs) - - - uy(qn), (2.1.0.14)

— Uy, (G2)ty (q1)ug(gs) - - -y (gn).- (2.1.0.15)

Tomando en cuenta el niimero de posibilidades dadas por las diferentes opciones
tomadas arriba, que nos llevan a un resultado final de la misma magnitud vy,

haciendo uso de la normalizaciéon de las eiguenfunciones individuales u,, - - - , u,,

vemos que (|2.1.0.11)) se reduce a

1
Vi = A A2 [ [0, ) a2) i a)s (a0)
xV(q1, g2)ur(q1)w(g2)dqidgs. (2.1.0.16)

Usando [ para denotar la llamada “integral directa”

I = //u;(ql)uZ(qz)v(ql,q2)uk(q1)ul(q2)dq1dq2, (2.1.0.17)

y I, para la llamada “integral de cambio”

I, = //U:n((h)u;(%)v(qhC]2)“k(Q1)Ul(Q2)dQ1dQ2, (2.1.0.18)

obtenemos la siguiente expresion para el caso general

Viniil® = 11 — L*ngni(1 — ny) (1 — ny). (2.1.0.19)

Matriz de perturbacion para el gas de Bose-Einstein.

Ahora vamos a determinar los elementos de la matriz de perturbacion analoga
a para el gas de Bose-Einstein. El calculo es algo més complicado,
pero es un procedimiento similar al que seguimos para el gas de Fermi-Dirac.

Las eigenfunciones simétricas para un gas de Bose-Einstein compuesto por n
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particulas idénticas se puede expresar de la forma

US(Q) = A Z Puk(q1> T uk(an>ul(an+1) e ul<an+nl) T uT(Qﬂ)

= A P Jlux@)™, (2.1.0.20)

donde la segunda forma de seré la manera de abreviar la expresion.
La cantidad A, que aparece en , representa nuevamente un factor de
normalizacion, los simbolos wuy, - -+ ,u, representan eigenfunciones individua-
les para una sola particula. Como senalamos en el tratamiento para el gas de
Fermi-Dirac, el formalismo nos dice que debemos efectuar la suma sobre to-
das las permutaciones P de los indices de particulas 1,--- ,n. Ahora debemos

nuevamente determinar el valor especifico del factor de normalizacion, que sera

1 = //U:(Qh 7qn)Us(q1’... 7Qn)dq1"'d%
= w4 [ [ S PTTwitr 3P Jlu(@)da - dan.

(2.1.0.21)

Para calcular este valor, consideremos un término particular, sea

ur(qr) -+ (G )t (g 11) - (Gngeny) - e ()

de los n! términos sucesivos que aparecen en la sequnda suma de la integral
previamente mostrada. Es evidente que, si multiplicamos el término anterior

por un término similar, sea

UZ(ql) o 'UZ(an)u?(an—l) o 'UZk(CInKer) o u:(QH)a

obtenemos la propiedad de ortogonalidad. Ademas, es evidente que podemos
considerar ng!n;! - - -n,! permutaciones en el indice de particula en este ultimo
término, antes de que lleguemos a la situacién donde la ortogonalidad de las
eigenfunciones individuales nos dé como resultado cero. Por tanto, como hay

en total n! términos sucesivos en la segunda suma sobre las permutaciones P,

vemos que la normalizacion (2.1.0.21]) es

A"A = : ;oor [A] = !

nlngng! - n,!

. (2.1.0.22)
(nlng!ng!---n,!l)z
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Ahora estamos listos para proceder con el célculo de los elementos de la matriz
de perturbacion correspondientes a la transicion de una eigenfuncion Uy del
sistema como un todo a otra Uy. En el presente caso estos elementos estaran

dados por

1 *
Ves = 5/"'/US’(QI"'Qn)zv<QB7qW)Us(ql"'Qn)dQI"'dQn

BF#y
= sata [ [P X Vigsa)
P k' B#Y
< Y P [ Jlu(q))™dg - - gy, (2.1.0.23)

donde nuevamente hemos tomado % > Bty V' (gs,qy) como una expresion apro-
piada para el operador de perturbacion.

Para tener una forma méas compacta de haremos uso de la ortogo-
nalidad de las eigenfunciones individuales tales que el resultado sea distinto de
cero. Esto nos permite reemplazar dos eigenfunciones individuales, sean u(q),
a otras ug (¢q) cuando pasamos del estado Uy al estado Uy, tal como se hizo en
el analisis de Fermi-Dirac. Haciendo uso de este cambio, la transicion de Uj a

Uy puede ser descrita como

—ng—1 n, = n,+1,
T e L T T T (2.1.0.24)
n—mny—1 n, —n,+1

Con lo anterior, podemos escribir los elementos de la matriz de perturbacion

en la manera mas explicita como

Vst = g4 [ > Pl (@) @)

X g ()] un (@)™ ug (@] -+~ [ ()]™

<Y Vigs,a0) > Plur(q)]™ [w(q)]™

B#y P
X [ (@)]"™ [n (@)™ [to(q)]" - - - [ur(q)]""dqy - - - dga,

(2.1.0.25)

donde las eigenfunciones individuales de o a r coinciden par a par en la expre-

sion para Uy y Uj,. Para continuar con la evaluacion, consideremos un término
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particular, sea

uk(Ql) e uk(an)Ul(an+1) e ul(an—Fnl)uo(an—i—m—H) Ut Ur(Qn)a (21026)

de los términos sucesivos que aparecen en la sequnda suma sobre las diferentes
permutaciones del indice de particulas en (2.1.0.25)). Podemos encontrar n!
términos sucesivos, por tanto, algunos de ellos puede ser igual a otro.
Habiendo escogido este término, consideremos una asignaciéon particular de los
valores de 3 y 7, sean

=1 ~v=ni+1, (2.1.0.27)

cuyo valor sera diferente de cero en el integrando. Hay, evidentemente, 2n;n,
asignaciones, donde [ puede tomarse en el rango de 1, --- ,ng con 7y en el rango
de ng +1,--- ,ni + n; o viceversa. Habiendo hecho esta asignacion, contemos
el nimero de términos que aparecen en la primera suma sobre las diferentes
permutaciones del indice de particulas en , que nos lleva a un resultado

diferente de cero en el integrando. Evidentemente, habré
(ne — D)(ny — D (np + D0 + D)Ing! -+, (2.1.0.28)

de tales términos, en los cuales ¢; aparece en u),(q) con ¢, +1 en ul(q) y el
mismo niimero con ¢; en ' (q) y gn,+1 €n u;,(q). Por tanto, tomando en cuenta
el namero de posibilidades mencionadas arriba para las diferentes opciones a
escoger que nos llevan a un resultado de la misma magnitud, y haciendo uso
de la normalizacion de las eigenfunciones individuales, vemos que se

reduce a

1.
an,kl = §A *An'annl(nk — 1)'(%[ — 1)'(nm + 1)'(7”Ln + 1)'no' ce nT!

x / / (g0 )t (g2) + (g (@0)]V (g1, o) (g1 r(g2) A .
(2.1.0.29)

Introduciendo las magnitudes de A" v A como se presento en ([2.1.0.22)) y usando

los simbolos previos I; y I para la “integral directa” e “integral de cambio”,
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(2.1.0.17) y (2.1.0.18)) nos da la siguiente expresion

[n! ngng(ng — D (np, + D (np + Ding! -0 12 1+ L)

an 2 = )
[Vinn.t (nD2(ng — DIy — Dl(ngn + D! (g + DInglngngnn (ng)2 - - (n,1)2
(2.1.0.30)
que se reduce a la expresion final
Vinwi> = 111 + L*rgni(1+ 1) (1 + ny,). (2.1.0.31)

Esta es la cantidad que determinara, en el caso del gas de Bose-Einstein, la
probabilidad de transiciéon en la cual un par de particulas dejan el estado k y

[ para ir a los estados m y n. Comparando ([2.1.0.31) con (2.1.0.19)), se puede

ver que ambas férmulas se pueden expresar de forma combinada como
Vinwa|? = |11 & L*Pngn (1 £ n,,) (1 £n,), (2.1.0.32)

donde el signo superior corresponde al caso de Bose-Einstein y el signo inferior
al caso de Fermi-Dirac, y los pares de simbolos ny, n; y n.,, n, denotan el
numero de particulas presentes originalmente en los estados iniciales y finales
donde la transicion ocurre. En el caso de Bose-Einstein, cualquier estado puede
tener un numero ilimitado de particulas, pero en el caso de Fermi-Dirac, los
valores posibles estaran limitados al 0 o al 1. En ambos casos, la probabilidad
de transicion sera proporcional al ntiimero de particulas en los estados donde

ocurre la transicion.

Probabilidad de las colisiones dependiente del tiempo.

Habiendo encontrado la forma especifica para los elementos de la matriz de
perturbacion, ahora podemos estudiar las probabilidades para los diferentes
tipos de colisiones en los gases de Bose-Einstein o Fermi-Dirac. Por ello, des-
cribiremos las colisiones con la teoria de perturbaciéon dependiente del tiempo.
Primero pondremos atencion al hecho de que, la eigenfuncion individual ug(q)
para una sola particula en un contenedor de algiin tamano considerable co-
rresponderia (excepto para los estados més bajos de energia) préacticamente a
un espectro continuo de energias no perturbadas ¢;. Por tanto, en un tiem-
po finito de observacion 7, no podemos especificar los eigenestados especificos

ocupados por las moléculas, tal como lo estipula el principio de incertidumbre
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de energia-tiempo de Mandelstam-Tamm
7A€ > h. (2.1.0.33)

Por esta razén, no podemos tampoco especificar de manera precisa los estados
energéticos k, [ y m, n que estaran presentes durante la transicion.
Con esta consideracion, procederemos a tratar el espectro continuo de estados
para una sola particula como un espectro dividido en grupos de estados, cuyo
rango de energia serd el mismo para todos, sea Ae, tal que cumpla con la
relacion de incertidumbre de Mandelstam-Tamm 7 para un tiempo
de observacion. Usaremos las letras griegas x, A, u, v, --- para designar los
diferentes grupos de estados en vez de las letras latinas, que denotan los estados
precisos y tomaré el namero preciso de estados k, [, m, n, --- en los diferentes
grupos de energia de ancho Ae designado por los simbolos gy, g, gu, G, -
La condicién del sistema ahora se puede especificar correspondientemente con
las posibilidades observacionales dando el ntimero de particulas n,, ny, n,,
n,, -+ en los diferentes grupos de estados, y los diferentes tipos de colisiones
se pueden especificar declarando los grupos de estados, sean x, A y u, v, que
estan involucrados en la transicion.
Ahora procederemos a hacer el calculo de las probabilidades de transicion.
Tomaremos la condiciéon inicial del gas al tiempo ¢ = 0 como uno en el cual
hay n,, nx, n,, n, particulas en los grupos de estados indicados. También
tomaremos la transiciéon como se especifica

Ne —> N, — 1 n, —n, +1,

(2.1.0.34)
ny —ny—1 n, —>n, + 1.

El namero de particulas presentes al tiempo ¢ = 0 en los estados correspon-
dientes a los grupos k, A, 1 y v no necesitan especificarse mientras no estén
involucrados en el célculo. El método de variaciéon de constantes se debe apli-
car para calcular la probabilidad de encontrar a un tiempo posterior ¢t = t'
que la transicion (2.1.0.34)) se efectuo. Para aplicar el método de variacion de
contantes, desde y hacia estados bien definidos, usaremos las letras ¢ y f para
designar estados bien definidos del gas que estan acorde respectivamente a las

condiciones inicial y final del gas, los cuales fueron burdamente especificados
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anteriormente con los nimeros de Ocupacién
(nli7n>\7n,u7nl/) y (nm_lunk_lanu+1vnu+1)v

de los grupos de eigenestados de las particulas de interés. Empleando los sim-
bolos ¢;(t) y ¢s(t) para los correspondientes coeficientes de probabilidad, toma-

remos la siguiente expresion al tiempo t = 0,

)

E:WMDZE:quﬂD:L (2.1.0.35)

que corresponde a la probabilidad de encontrar al sistema en algin estado i-
ésimo, que a su vez, corresponde con la condicion inicial especificada para el
sistema, cuyo valor es la unidad al sumar sobre todos los estados. De la misma

manera la probabilidad cero sera
cr(0) =0, (2.1.0.36)

la correspondiente a encontrar al sistema en algtin estado f correspondiente a
la condicion final de interés.

Ahora encontraremos los coeficientes ¢ para un estado particular f al tiempo
t. Haciendo uso de la integraciéon aproximada de la ecuaciéon de Schrodinger

podemos escribir

2mi (E9—EQ)t 1

e r
cf(t)zz:vﬁ oy ¢(0), (2.1.0.37)

donde V¥; es el elemento de la matriz de perturbacion en la transicién entre los

estados 7 y f. Ademas, podemos escribir el complejo conjugado como

BB _

* * e k
i/ E’LI - Ef

Sumando sobre f encontramos una expresion para la probabilidad de encontrar
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al sistema en la condicién inicial a un tiempo ¢

STWrt) = ) ct)er(t)
f f
FHEY-ENt _ q o~ EG-ENE _

DN e e UL O}
foo i v {

(2.1.0.39)

Si queremos encontrar un valor para , necesitamos una forma espe-
cifica de las funciones ¢;(0) y ¢#(0). Por tanto, usaremos los métodos de la
Mecénica Estadistica para obtener los respectivos promedios estadisticos que
asociarfamos con las mediciones. Para hacer esto, analizaremos el comporta-
miento del operador Matriz Densidad, para un sistema descrito por el conjun-
to representativo o ensamble microcanoénico, es decir, ensamble representativo
apropiado acorde con la hipotesis de igualdad de probabilidades a priori y la hi-
potesis de fases aleatorias. Consecuentemente, la matriz de densidad al tiempo

t = 0 toma la siguiente forma

0)ct = { G%(Si’i (estado i que esté en el grupo G;) (2.1.0.40)

0 (estado i que no esté en el grupo G;),

donde G; es el namero total de estados precisos que corresponde a nuestra

condicion inicial especificada. Aplicando (2.1.0.40) a (2.1.0.39) obtenemos

27r<E0 EO)

ZWf = ZZI Vil oy (2.1.0.41)

Ahora introduciremos el ntimero de particulas ng, n;, n,,, n, en cada una de
las gi, gx, gu, gv de los estados individuales k, [, m, n que caracterizaran los
grupos de interés. Sera necesario especificar los estados particulares k, [, m, n
que estan en la transicion para cualquier estado final f asociado con los estados
iniciales. De esta manera, la suma sobre f serd una suma sobre cada uno de
los estados particulares k, [, m, n, que es una suma cuadruple. Usando esta

notacion sobre |Vj;|?, EY — E} obtenemos

sin? Hem ten—ep—e)t
(Em + €En — € — El)2

(2.1.0.42)

P(t) = —Z > L & Py (1 £ 0y ) (1 £ ny,)

i kilmmn
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Introduciremos algunas aproximaciones a continuaciéon. Consideremos primera-
mente que [; y I son practicamente iguales para cualquier conjunto de estados
individuales escogidos de los grupos x, A, i, v. También asignaremos para cada
nimero de particulas n el valor medio de sus respectivos grupos, que es
Ny ny ny, n,
ng=-—, MW=, Ny=— N,=—; (2.1.0.43)
9k ax M 9v
y finalmente, podemos ver que la suma sobre los estados iniciales ¢ se cancela

por el factor 1/G; y, por tanto, obtendremos

2m

K v sin o+ €n — € — €)1
Pot) = AL+ nP2m (el (12 22) 302 Hem t e —a—a)t
s I I v (Em + €, — € — 6[)2

k,l,mmn

(2.1.0.44)

Podemos aproximar la primera suma como una integral introduciendo la si-

guiente densidad de estados de energia

v
= ——de,. 2.1.04
dn Aeden (2.1.0.45)

Con esta cantidad, la suma se puede reemplazar por la siguiente expresion
2T
Z sin® T (em + €, — ex — )t _
(€m + €n — €k — €)2

k,l,m,n

e+A€ 302 T
y sin” = (€, + €, — € — €)t
Iv 4 / i k) A[(€m + €0 — € — €)1].

:A_E P (6m+€n—€k—61)2t2

ybm

(2.1.0.46)

En la ecuacion (2.1.0.46)), €, sera tratada como variable y las siguientes canti-
dades €,,, €, €, y t seran tratadas como parametros.
Es importante remarcar que para valores suficientemente grandes de t, habra

contribuciones notables a la integral cuando tenemos la siguiente relacion
€n R €L+ € — €, (2.1.0.47)

dado que

2T
sin® > (€, + €, — € — €)t
i S e a)t 0, (2.1.0.48)
tooo (€ + €, — € — €)%t2
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se satisface cuando €, + €, — €, — € es muy grande.

Con lo anterior, podemos considerar los siguientes casos:

En primer lugar, se puede restringir las posibilidades para transiciones apre-
ciables a casos donde las energias para el grupo de estados k, A, u, v satisface

la ecuacién de conservacién
€, + €, =€+ €. (2.1.0.49)

Y en segundo lugar, podemos reemplazar la integral por el valor 72/h. Esto

solo si los limites de integracion van de menos infinito hasta infinito. Por tanto,

la ecuacion ([2.1.0.46)) se transforma en

. 472 ’[1 + 12‘2

Py(t) A

e (g, £ 1) (g0 £ )t (2.1.0.50)
Si definimos la siguiente expresion

Znw = Axwnenin (9 £ 1) (g0 £ 1), (2.1.0.51)

donde A,y ., se introdujo como una abreviacion para los factores dentro de las

integrales I1 y I,. Podemos observar que entonces
A,u,l/,f;)\ — A,Lg)\“uy- (21052)

Esta relacion es la que usa Tolman para probar el teorema H cuantico para
sistemas espacialmente homogéneos, el cual analizaremos de manera breve a

continuacion.

2.2. La formulacién de Tolman para el teorema H

Primeramente, definiremos la funcional H para sistemas cuanticos como
H=—-InG, (2.2.0.1)

donde G denota el niimero de estados cuanticos del gas que corresponden con su
condicién inicial. Si consideramos un gas de n particulas similares encerrado en un

volumen V', el nimero de estados cuanticos G serd, en el caso de un gas de Bose-
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Einstein

(nf@ — Ok — 1)'
G = 2.2.0.2
nn!(g:‘i - 1)' 7 ( )
y en el caso de un gas de Fermi-Dirac
gx!
G = _ 2.2.0.3
1;[ N (g — Nie)! ( )

Tomando el logaritmo y la aproximacion de Stirling sobre (2.2.0.2)) y (2.2.0.3)), en-

contramos la siguiente expresion reuniéndolas en una sola forma
H= Z[n,{ Inn, — (n, + g.) In(gx £ 1) £ g In gy, (2.2.0.4)

donde los signos superiores corresponden al caso de Bose-Einstein y los signos infe-
riores al caso de Fermi-Dirac. Para probar la propuesta de Tolman del teorema H
cuantico, necesitamos analizar el cambio de H con respecto al tiempo, cuya expre-
sion, que se puede deducir de , toma la siguiente forma

dH dn,,
— = Z[ln N, — In(ge £ ny)|—— (2.2.0.5)

dt -

K

Note que para conocer el comportamiento de dH/dt, es necesario conocer el compor-
tamiento de dn,/dt. Andlogamente al procedimiento usado en el tratamiento clasico,
el altimo término debe poderse extraer de la ecuacion de evolucion temporal para el
nimero medio de ocupacion de los estados cuanticos. Dicha ecuacion hasta la fecha
no ha sido desarrollada de manera general en términos de la funcién de distribucion
del sistema. Sin embargo, existen diferentes ecuaciones en la literatura que toman
el rol de la ecuacion de transporte cuantica (usado como variable principal alguna

otra cantidad). En la propuesta de Tolman, la ecuacién que juega el rol de la ecua-

cion cuéntica de transporte se obtiene haciendo uso de las simetrias del tensor Z
(2.1.0.51)), cuya expresion es

dn,,
dt = - Z Axywnsna(gu £ nu)(gv +n,)
A (pv)
+ Z A,uzz,n)\nunu(gm + nl@)(gk + n)\)- (2206)
A ()
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De (2.2.0.6|), efectuando algunas operaciones algebraicas, la derivada temporal de la

funcional H toma la siguiente forma

dH 1
E - _5 Z Aﬁk,uu[nnn)\(gu =+ nu)(gu + nl/) - n,u,nl/(gn + nl‘i)(g>\ + TL)\)]

(KA, ()

+ y En,
« In {”“m(g“ ) (9 & 1) (2.2.0.7)
nun (g & 1) (93 £ 1)
Note que la ecuacion (2.2.0.7)) tiene la forma
x
Az —y)In—, (2.2.0.8)
)

donde A, z, y son cantidades positivas. Tal como ocurre en el caso clésico, esta

forma funcional es positivo definida. Por tanto, tomando en cuenta el signo global

de (2.2.0.7)), podemos concluir que

dH
o <0. (2.2.0.9)
En este capitulo hemos analizado el teorema H cuantico propuesto por Tol-
man que, hasta nuestros dias, es considerado valido por la comunidad cientifica. Sin
embargo, esta propuesta carece de la generalidad que tiene su contraparte clésica.
En este contexto, la falta del principio de correspondencia entre la ecuacion de trans-
porte y la hipotesis de caos molecular, y la no aplicabilidad a sistemas inhomogéneos
son ejemplos de esto. Es importante mencionar que el principio de correspondencia
entre las funcionales H cléasico y cuéntico, es esencial debido a que, por construcciéon
de la Mecanica Cuantica, todos los fenémenos clasicos se deben reproducir bajo una
aproximacion adecuada.

Con el objetivo de alcanzar la generalidad y validez del teorema H cuantico para
poder describir sistemas reales fuera de equilibrio, desarrollamos en este trabajo de
tesis las bases de un método alternativo. Este método busca describir la evolucion al
equilibrio de sistemas espacialmente inhomogéneos, teniendo en cuenta el principio
de correspondencia entre las funcionales H clasica y cuéntica. Ademés, este método
se basa en el uso del procedimiento variacional, inspirado del principio de Hamil-
ton, y la division del volumen total en celdas de igual volumen. Para darle validez
a esta propuesta, iniciaremos con el caso clasico en el siguiente capitulo. Esto con el

proposito de recobrar algunos resultados obtenidos por Boltzmann.
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Capitulo 3

Resultados: Sistemas espacialmente

inhomogéneos

En los capitulos [1] y [2| se hizo una revisién resumida de la teoria, tanto clasica
como cuantica, que se necesita para demostrar y entender el teorema H. Sin embar-
go, la formulacion del teorema H propuesto por Tolman solo aplica para sistemas
espacialmente homogéneos. Por ello, en este capitulo, desarrollamos un esquema ba-
sado en celdas para describir a un sistema, ya sea clésico o cuantico, espacialmente
inhomogéneo, suponiendo que en cada celda es valida la hipotesis de equilibrio local.
Esta hipotesis considera que existe una relacion entre las variables termodinédmicas y
la temperatura, en cada celda, es decir, la ecuacion de estado. De esta forma podemos
definir las variables termodinamicas, tales como la presion, el potencial quimico, la
temperatura, entre otras.

En la seccion |3.1.1] aplicamos el esquema de celdas a los sistemas cléasicos para
poder reproducir algunos resultados de la mecanica estadistica y asi darle mayor
validez a este esquema. En la seccion [3.1.2] demostramos el teorema H. En la seccion
[B.1.3lobtenemos la ecuacion de razon de cambio de Boltzmann utilizando la funcional
H y el método variacional.

A partir de la seccion [B.2] utilizamos el esquema de celdas aplicado a sistemas
cuéanticos. En la seccion obtenemos las funciones de distribucion para los gases
diluidos cuanticos via el método variacional y una expresion para la entropia en gases

cuéanticos y, finalmente, en la seccion [3.2.2] demostramos el teorema H.
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3.1. Sistemas clasicos

3.1.1. Forma de la funcional H para sistemas en equilibrio

En la demostracion de Boltzmann del teorema H, se parte de la suposicion de
que la funciéon de distribucion es espacialmente homogénea. Para introducir las in-
homogeneidades espaciales, debido a que Boltzmann pretendia encontrar la forma
de la funcién de distribuciéon de gases en equilibrio. Sin embargo, el analisis de la
evolucion del tiempo en las inhomogeneidades no se realiza explicitamente. En esta
seccion hacemos un analisis detallado de la evolucion de las inhomogeneidades al
equilibrio considerando un sistema de volumen V' dividido en celdas, cuya funcional

H la definimos como

H (1) = Z/fM(ﬁ,t)lnfM(U,t)d%. (3.1.1.1)

Esta situacion fue analizada también por Kesting [27] con un enfoque diferente (ver
apéndice B.)
La funcional H’ describe a un sistema con una energia global E, un nimero global
de particulas clasicas libres N, un volumen global V' y una temperatura global 7.
Ademas, se considera que el sistema en cuestion estéd conformado por un conjunto de
K celdas pequenas con un volumen constante oV, cuya funciéon de distribucion local
es fa (¥, t). La funcion de distribucion dependera de la posicion de la celda (denotada
por el subindice M), la velocidad ¥ y el tiempo ¢. Sin pérdida de generalidad, se
escoge que todas las celdas tengan el mismo volumen (§Vy, = V/K,¥M). Cada
celda tendra su potencial quimico local pys, su funcional H' local H},, su nimero
local de particulas N}, y su energia local £},.

En términos de la funcién de distribucion local y el espectro de energia continuo

de cada celda €(v), Hy,, N}, v €}, estan dadas por

H, - / Fat(5.4) In Far (5, £) %, (3.1.1.2)
Ny = /fM(ﬁ,t)d?’v y
&y = /fM(U,t)e(U)d%. (3.1.1.3)
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Cuando el sistema alcanza el estado de equilibrio, el nimero local de particulas

y la energia local no dependen de la celda y todas alcanzan un mismo valor, esto es
Ny=N=N'; &,=¢E=€&. (3.1.1.4)

Las particulas, como se dijo anteriormente, son consideradas libres, es decir, que las
particulas no interaccionan entre si. Ademés, se supone que el sistema en cuestion
es un sistema aislado, esto implica que el nimero de particulas global y la energia

global se conservan. Por tanto, el sistema debe satisfacer las siguientes restricciones

}:/jmaw&w:m }:/ﬁmam@m%:E, (3.1.1.5)

donde la primera restriccion es la conservacion del niimero de particulas global y la
segunda corresponde a la conservacion de la energia global.

Note que la funcional modificada contiene la funcién de distribucién es-
pacialmente inhomogénea de las celdas, pero guarda la misma forma que la funcional
H clasica.

Inspirados por el principio de Hamilton, se maximiza H’ con las restricciones
(3.1.1.5) para obtener la funcién de distribucién en equilibrio para un gas clasico
usando el método de los multiplicadores de Lagrange, obteniendo asi la siguiente

relacién
SH 5 5@
S Z/ch @) O I fael@ ”_Z v | Shm

5fM
ZIBM/E 0fs(v ﬁ’

= Inf;(?)+1—a;—B,e(0) =0. (3.1.1.6)

Despejando la funciéon de distribucion se obtiene

Infy(7) =y + Bre(@) =1 = fi(¥) = eHtore@)-1
= CeaJ-FﬂJe(U’)’ (3117)

donde C' es una constante de normalizacion.
Cuando el sistema alcanza el equilibrio, el sistema se vuelve homogéneo. Esto

implica que las funciones de distribucién y los multiplicadores de Lagrange de cada
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celda son las mismas. Por tanto, es logico que los multiplicadores de Lagrange y las

funciones de distribuciéon no dependeran del subindice J, esto es
f(0) = Ce®tP = f(1), (3.1.1.8)

donde o« = —pu/(kT), f = 1/(kT), k es la constante de Boltzmann y T la temperatura
del sistema. Ademas, la suma a + [¢(¥) es positiva. Esta propiedad se usara en la
seccion 3. 1.2l

Por otro lado, podemos reescribir (3.1.1.1) como

= / Z[f(ﬁ, t)In f(7,t)]d%v = K/f(ﬁ, t)In f(v,t)d* = KH(t), (3.1.1.9)

donde
= /f(z?, t)In f(¥, t)dv. (3.1.1.10)

Por otro lado, se sabe de las condiciones iniciales del gas que el ntimero de particulas
en el espacio p (f(¥,t)) es muy grande comparado con el namero de celdas P. Por

tanto, de la siguiente expresion

/ K £(5.6) In[K f(7,1)]d% / (K W K)f(@5,0) + Kf(5,0) In £ 6))d?
(3.1.1.11)

el primer término del miembro derecho de la ecuacion (3.1.1.11)) puede desaparecer

y, consecuentemente, se concluye que

/f t)In f'(7,t)d% = K/f v,t)In f(0,t)d>;  f(0,t) = Kf(v,t). (3.1.1.12)

Por medio de la ecuacion [3.1.1.12] se puede notar que el esquema propuesto en este
trabajo reproduce la propiedad aditiva de la entropiaEl cuando el sistema alcanza el

equilibrio global.

3.1.2. Prueba del teorema H

Para probar el teorema H (usando (3.1.1.1)) como funcional), se supondra que
la funcion de distribucion fy,(¥,t) debe satisfacer lo siguiente: Todas las celdas sa-

tisfacen la hipoétesis de equilibrio local y cada celda tiene asociada una funcién de

'Para mayor detalle, puede consultar la referencia [32].

42



distribuciéon. Cada celda, cuando alcance el equilibrio global, tendra un nimero de

particulas A y una energia £ definidas como

/\_/':/f(ﬁ)d%; Ez/f(ﬁ)e(ﬁ)d%, (3.1.2.1)

que es la misma para todas las celdas. Ademaés, se supone que la funcién de distri-
bucién de cada celda se puede describir como una desviacién respecto de su ntmero

de particulas N y su energia € de la siguiente forma

/fM(?T,t>d3U = N‘f‘ AM(t),

/fM(U,t)E(ﬁ)d?’v = &+ ou(t), (3.1.2.2)

donde Aj(t), dps(t) representan una desviacion con respecto al nimero de particulas
N y la energia &€ respectivamente, con Ay (t) < Ny dy(t) < &, tomando en cuenta
que Ap(t),0p(t) son suficientemente grandes para no ser consideradas como fluc-
tuaciones del sistema. Estas condiciones describen a un sistema fuera del equilibrio,
pero no muy lejos de su estado de equilibrio. Esto corresponde a un sistema pertur-
bado que sufrird un proceso de relajacion El Por otro lado, las ecuaciones
corresponden a las ecuaciones de balance del sistema, es decir, son analogas a la
funcion de transporte de Boltzmann, la cual es una ecuacién de balance.

Si desarrollamos la derivada temporal de (3.1.1.1]) se obtiene lo siguiente

dH' & .
= [1+In fr (T,)] far (T, t)dP0. (3.1.2.3)

Tal como en el caso clasico, donde usamos la ecuacion de transporte de Boltzmann
para demostrar el teorema H clasico, podriamos usar este mismo paso. Sin embargo,
en su lugar se propone un método alternativo para probar el teorema H clasico que
no requiere utilizar la ecuacién de transporte de Boltzmann o alguna ecuaciéon de
evoluciéon temporal explicita de la funcion de distribucion.

Supondremos que la funciéon de distribucion puede escribirse de la siguiente forma

fu(@,8) = FO) 1+ gu (V1) = F(@) > F(0)lgu (7,1, (3.1.2.4)

donde f(¥)gar (¥, ) serd la perturbacion a la funcién de distribucion f(%). A la funcion

g (U, t) se denotara, de aqui en adelante, como desviacion.

2La evolucién temporal de un sistema perturbado a su estado de equilibrio.
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La aproximacion [3.1.2.4] se justifica reconociendo que la funcién de distribucion
fr(U,t) se puede escribir como una perturbacion de la funcion de distribucion de
Maxwell—Boltzmanrﬂ En este sentido, si g,y = 0 entonces, la funciéon de distribucion

toma la forma de la funcién de distribucion del equilibrio.

Usando la aproximacion (3.1.2.4)), la ecuacion (3.1.2.3)) se transforma en

dH'

=y /f(U) [1+In{f(D)+ f(D)gm (T, 1) }] (T, t)d%0. (3.1.2.5)

Aproximamos el término logaritmico de la ecuaciéon (3.1.2.5)) a primer orden en su

serie de Taylor alrededor de f,,(¥) g, (7,t) = 0 como

In[f(8) + F(@)gar (3. 0] = W{F(@)] + gar(&,0). (3.1.2.6)

Con la aproximacion (3.1.2.6)), (3.1.2.5)) obtiene la siguiente forma

df, Z /f [1+ I f(&) + gur(0,1)] gue(0, )P0, (3.1.2.7)

y utilizando (3.1.1.8)) en la ecuaciéon anterior, obtenemos

dH’

Z/f [+ Be( )]gM(U,t)d3v+Z/f(ﬁ)gM(U,t)gM(ﬁ,t)dSU
) (3.1.2.8)

Se sabe que la funcién de distribucion f () es positiva y, como se mencion6 en la

seccion [3.1.1] la suma o + Be(0) es positiva. Por tanto, de la ecuacion (3.1.2.8)) solo

resta analizar el signo de gy v g, cuyo comportamiento es atn desconocido. Para

que el teorema H se cumpla, se requiere que gy < 0y gargar < 0.
Las restricciones (3.1.2.2]) se pueden escribir como

/ F(@gu(@. )&% = Au(t) = / F(@)ine (7, )0 = Ang (t),

/f(U)gM(ﬁ, e(@)d®v = oy (t) = /f ) g (T, 1) e(0)d?v = SM(t),
(3.1.2.9)

3Esta aproximacion también es conocida como la aproximaciéon de primer orden. Para maés
detalle, consultar la referencia |[1].
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y como consecuencia de la siguiente propiedad

S Au) =D dult) =0, (3.1.2.10)

se encuentra que

K K
D Ayt = oult)=0. (3.1.2.11)
M=1 M=1
Si se reemplaza (3.1.2.11)) en (3.1.2.8)), se encuentra que

dH/ Z/f ) g (T, 6)gar (T, 1) dP0 (3.1.2.12)

donde se observa que (|3.1.2.8]) se redujo a causa de las restricciones del sistema. De
la misma forma, para que el teorema H se cumpla, debe cumplirse que gygy <
0. A continuaciéon mostramos que esta condicién se cumple mediante el siguiente

tratamiento. La suma sobre M en (3.1.2.12)) se puede expresar en dos sumas como

dH' Z/f vtd3v+2/f 995 (@, 4)37 (5, )d%.  (3.1.2.13)

donde L+ P = K. La celdas del grupo L corresponden a aquellas que tienen una des-
viacién positiva (¢g}) mientras que las del grupo P corresponden a aquellas celdas con
desviacién negativa (g;). Se va a relacionar aquellas celdas con desviacién positiva
con un exceso de particulas y de energia, mientras que aquellas celdas con desviacion
negativa las relacionaremos con un faltante de particulas y energia. Siguiendo esta
idea, la funcion gy/(t), para las celdas que contienen un exceso, ya sea de particulas
o de energia, debe decrecer hasta llegar a cero. De manera similar, la funcion gy, (),
para las celdas que tienen un faltante, ya sea de energia o de particulas, debe ir
aumentando hasta llegar a cero. Esto se puede escribir en las siguientes condiciones

para la desviacion y su derivada temporal como

g =+lgrl; af =—lgl,
97 =—lgsl; 97 =+g;| (3.1.2.14)
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Con las relaciones expresadas en (3.1.2.14]), podemos escribir (3.1.2.13]) como

/
@ - [Z/f g (@)1 (7 Id3v+Z/f (g (7 0)]135 (7, D] ]
(3.1.2.15)
Se puede observar que todas las cantidades presentes en (3.1.2.15)) son positivas,
por lo que se concluye de que dH'/dt < 0. Por otro lado, si el sistema
se encuentra en el estado de equilibrio, entonces gy; = 0 y gy = 0 para todas las
celdas, anulando asi . Por tanto, se puede concluir que, si el sistema global

se encuentra en el estado de equilibrio, entonces dH'/dt = 0.

Es claro que esta prueba del teorema H requiere de alguna forma funcional ex-
plicita de g para poder describir a cualquier sistema fuera de equilibrio con inhomo-

geneidades. Se hablara de una posible forma funcional en el capitulo ]

3.1.3. La ecuacién de razén de cambio de Boltzmann y la
funcional H
En esta seccion, buscamos recuperar la ecuacion de razéon de cambio de Boltzmann

en el régimen de sistemas no degenerados, a partir de la funcional H’ definida en la

seccion 3.1.1. Es decir, partiendo de:

K
=Y / Far (5,6 In fag (7, £)d%, (3.1.3.1)
M=1
obtendremos la ecuacion ([1.1.0.9)), la cual es
0 F Of (r,v,t)
)= ——F——" . 1.3.2
(at+v V, + -V )f(r,v, ) ( T )cou (3.1.3.2)

Para ello, tomaremos el limite cuando las celdas son infinitesimalmente pequenas,
y ademas supondremos que sigue siendo valida la hipotesis de equilibrio local en
cada elemento diferencial. De esta forma, la suma sobre los elementos de volumen M
se transforma en una integral y la funciéon de distribucion tendra una dependencia
explicita de la posicion. Por tanto, se transforma en

://f(F,U,t)lnf(F,U,t)d?’vdgr. (3.1.3.3)
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Tal como se mencion6 en la seccion la funcional H’ corresponde en el equilibrio
global a una densidad de entropia y, ademas, de acuerdo con la segunda ley de la
termodinamica, la entropia alcanza el valor maximo cuando el sistema alcanza el

equilibrio. Asi, la siguiente relacion se debe satisfacer
OH' = 0. (3.1.3.4)

Si se asume que 7= 7(t) y U = 9(t), entonces (3.1.3.4]) se transforma en

P . .
0=(1+1Inf) (a—{+F'Vf+?7'v17f). (3.1.3.5)
La ecuacion (3.1.3.5) se cumple siempre que (1+1In f) = 0 0 (Of /Ot +7-V f+0-Vgf) =
0.
Si se cumple que (1+1n f) = 0, entonces f es una constante y, por consecuencia,
(8f /0t +7 -V f+0-Vzf) = 0. Por otro lado, si f no es una constante, entonces se

cumple que
of
ot

La ecuacién (3.1.3.6]) solamente es valida cuando el sistema alcanza el equilibrio. Si

+7-Vf+7-Vaf =0. (3.1.3.6)

el sistema se encuentra fuera del equilibrio, la variacion de la funcional H' debera
ser distinta de cero, en especifico, debe ser menor que cero, como consecuencia del
teorema H. Por esta razon, es necesario incluir un término extra en tal que
pueda compensar que la variacién sea menor que cero. Este término corresponde al
término de colisiones descrito en [1]. Por tanto, la ecuacion de razéon de cambio de

Boltzmann toma la forma

of

ot

+ Vf+— Vif = (ZZ) (3.1.3.7)
coll

donde F es la fuerza externa y m es la masa de las particulas.

Durante esta seccion, se mostro que el esquema desarrollado en este trabajo es con-
sistente con algunos resultados de la mecénica estadistica para los sistemas clasicos.
Bajo esta premisa, se aplicara este esquema a los gases diluidos cuéanticos, que se

desarrollara en la siguiente seccion.
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3.2. Sistemas cuanticos

El teorema H es considerado todavia un pilar donde se sustenta la fisica estadis-
tica clasica. Desafortunadamente, a pesar de miltiples intentos, la generalidad del
teorema H clésico no tiene un anéalogo cuantico lo suficientemente bueno, tal como
hemos expuesto al principio de este trabajo. En esta seccion, se propone y se analiza
un teorema H cuéantico alternativo usando el método variacional, tal como se hizo

en la seccion Bl

3.2.1. Forma de la funcional H para sistemas en equilibrio

Considere un gas diluido aislado perfectamente en un contenedor de volumen V,
con una energia total F, un namero total de particulas N, que pueden ser bosones
o fermiones libres. Para el proposito de este trabajo de tesis, se divide el volumen V'
en K celdas pequenas con un volumen constante 0V = V/K(M = 1,..., K) igual
para todas, temperatura Ty, energia £, nimero de particulas Ny, y una funcion

de distribucion { f,a/(t)}. De aqui en adelante se usara la siguiente notacion:
Jare(t) = (P, €0, 1), (3.2.1.1)

donde 7 es el radio vector que apunta al centro de la celda M-ésima. f,5/(t) repre-
senta el nimero de particulas contenidas en la celda M-ésima que ocupan el nivel de
energia €, al tiempo t. Dado que se ha considerado que las particulas son libres, los
niveles de energia no dependen de las propiedades de las celdas, es decir, el espectro
de energias, {€,}, es el mismo para todas las celdas y, por tanto, no es necesario
agregar al espectro ¢, el indice M.

Se propone la siguiente funcional como una funciéon H alternativa para gases

diluidos cuénticos espacialmente inhomogéneog’}

HE) = 30 [faral®) 0 farn(®) £ (LF Srn(®) I(LF frrn(0) Vi
o (3.2.1.2)

Aqui, el signo superior e inferior corresponde a fermiones y bosones respectivamente.

Ademas, cada celda tiene asociados un potencial quimico u local y una funcional H,

4La funcional # definida en (3.2.1.2) fue inspirada en la forma de la funcional H ([2.2.0.4)
obtenida por Tolman.
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esta ultima esta definida como

Hr

Z[an(t) In an<t>

S(UF furnl0) (1 F frra(t))]Ver

Por tanto, Ny v €y como funciones del tiempo estan dadas por

> Fan(t)6Var,

5M = Z an(t)6n6VM>

(3.2.1.3)

(3.2.1.4)

(3.2.1.5)

que estan restringidas para el sistema global por las restricciones micro-candnicas

K K

> Zan m] =Y " Nu=N,
M=1 M=1

K K
M=1L n M=1

(3.2.1.6)

Aplicando el método variacional a H y usando los multiplicadores de Lagrange {ay, }

y {Bu} obtenemos lo siguiente

5 = %j 2 5y v Fun 2 (LF frsa) (LT frn)]den = %jaM 25
- Z Bm Z 61\471?;_1ﬂ
M n
> [ln Fatng g+ 5 o () (R Juan) 52 () () 7 ] b
- Z Qv Z Orr10nk — Z Bu Z EMnOMIOnk
M n M n
M n
= In an — 111(1 F an) — Q) — BMEMn = 0, (3217)
por tanto
1F an(t) _ _
In (fM—n(t)) = —ap(t) — Bu(t)e, (3.2.1.8)
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Resolviendo para f,n/(t) obtenemos

1

han) = e 11

(3.2.1.9)

Asi, en la aproximacion de orden cero, la forma de la funcién de distribuciéon en el
equilibrio se conserva.

Si el sistema esta en equilibrio, la temperatura se vuelve homogénea en todo el
sistema, asi como el namero local de particulas, la energia local y los multiplicadores
de Lagrange, cuyas expresiones no dependeran del niimero de celda. Esto se describe

de la siguiente forma

Nu(t —o00) = N=N/K, (3.2.1.10)
Eu(t - o0) = E=FE/K, (3.2.1.11)
ay(t —o00) = a, VM, (3.2.1.12)
Byt —o00) = B, VM. (3.2.1.13)

Al sustituir (3.2.1.12) y (3.2.1.13]) en la ecuacion (3.2.1.9) se obtiene que

- 1
n=fon=———"— VM. 3.2.1.14
Jar / e—a—Ben 4 1 ( )
Usando la ecuacion ([3.2.1.14]) podemos recobrar las funciones de distribucién y la en-
tropia de un gas cuéntico diluido en equilibrio como se muestra. Si fijamos & = /KT
y B = —1/KT, se obtiene que la ecuacién (3.2.1.14) corresponde a las funciones de
distribuciéon de Fermi-Dirac para el signo superior, y de Bose-Einstein para el signo

inferior
_ 1

e =T
Si sustituimos (3.2.1.14]) en la ecuaciéon (3.2.1.2)), obtenemos la entropia de un gas

ideal cuantico

(3.2.1.15)

Vs (3.2.1.16)

1
H(leﬂ—il)

Esta cantidad es a la que nos referimos como “entropia variacional” y su nombre se

M=1

refleja del hecho de que fue obtenida por medio del método variacional.
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3.2.2. Prueba del teorema H

Para sistemas cuanticos de muchas particulas, aceptamos como vélida la hipotesis
de equilibrio local para cada una de las celdas. Esto permite definir un sistema espa-
cialmente inhomogéneo, donde las cantidades termodinamicas estan bien definidas

en cada celdas. En términos de las propiedades del equilibrio se tiene que

Nur(t) = fun(t) = N+ Ay (t) (3.2.2.1)

Ev(t) = enfam(t) =€+ ou(t). (3.2.2.2)

n

En las ecuaciones (3.2.2.1) v (3.2.2.2)), An(#) v 6a(¢) son desviaciones de Ny &
respectivamente, con Ay (t) < Ny dp(t) < &, pero Ap(t) v dp(t) son suficiente-

mente grandes para no ser consideradas como fluctuaciones del sistema. Por tanto,

frn(t) puede reescribirse como

Farn (@) = (L4 gamn (@), 1> |gam(t)]. (3.2.2.3)

Ademas, si se sustituye (3.2.2.3) en (3.2.2.1) y (3.2.2.2)), entonces Ay (t) v dpr(t)

satisfacen

An(t) =D Fugain(t) (3.2.2.4)

Oar(t) = Fengarn(t). (3.2.2.5)

Para los gases de Fermi, es necesaria una consideracion adicional. Para estos sistemas

se debe cumplir que f, < 1, y, por tanto

- 1

1= fo= fagun 20 = 7 > 1+ garn- (3.2.2.6)
n

f. = 1 se satisface si la temperatura es cero. En este estado, todos los niveles de

energia mayores o iguales al nivel de Fermi estan ocupados. De esta forma, el sistema

serd necesariamente homogéneo y consecuentemente g,y = 0. En este trabajo de

tesis se omitira este caso y solo nos enfocaremos en temperaturas diferentes del cero

absoluto.
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Para probar el teorema H cuantico, se empieza por tomar la derivada temporal

de la ecuacion (3.2.1.2)):

d d d
" %;{%{anlnan}iE{(lenmlnammﬂ Vi

D3 S I for) & 00T Fan) ¥ foar 1 foan)| V0

= S e [ s 1 L I ) = (o

= 3% fuuln { Jna } Vs (3.2.2.7)
Subsecuentemente, se sustituye la ecuacion (3.2.2.3) en la ecuacion (3.2.2.7)) para
obtener
K

- ZA; 2 Lq:fn<1+gnM>}g”M‘WM’

N

= Z N Fo Al + Fagurdldurs — W1 F Fu F Fagundlur } 0Var.
P

(3.2.2.8)

Usando la aproximacion en serie de Taylor a primer orden de los términos logaritmi-

cos alrededor de f,gum = 0, se encuentra que

I[fo + fagnae] = [ fa] + gnns (3.2.2.9)

Il F fo F fagou] = I[1F fu] T Gt (3.2.2.10)

_fa_
15 fu
respectivamente. La ecuacion es valida porque, para gases de Fermi que
no estén extremadamente degenerados, 1 — f, > fulgam| v la ecuacion (3.2.2.9) es

valida debido a que, para los gases de Bose, 1+ f, > f,|gam| cuando f,, > folgaml.
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Si combinamos las ecuaciones de la (3.2.2.8) a la (3.2.2.10f), obtenemos que

K
g 5232 T o i} Vi
n M=

Ziﬁ{(ln AL { ffnlgnM)gnM}avM,

n =1
(3.2.2.11)
y al sustituir la ecuacion (3.2.1.14)) en la ecuacion ((3.2.2.11)), tenemos
dH a—l—ﬁen
T Z Z fn{ (@ + Ben)dnrs + gnu <1ie )gnM}(WM
=1
(3.2.2.12)

Para sistemas donde no se conservan el nimero total de particulas ni su energia total,
se requiere que gy dnm < 0y gy < 0 para t > 0, de tal forma que el teorema H se

cumpla. Por tanto

K
dd_t[ = Z Z f_n {(d + B€n>gnM + 9nM (1 + e&JrBen) gnM} (5VM S 0.
n M=1
(3.2.2.13)

Si se considera a los sistemas donde se conservan el ntimero total de particulas y la
energia total, se sigue de las ecuaciones (3.2.1.4), (3.2.1.5)), (3.2.2.1) y (3.2.2.2)) que

Z NydViy = Z > FabnnVar = Z A (t)6Var =0 (3.2.2.14)

M=1 n

K
Z EnidVay = Z > FabngundVar = on(t)Viy = 0. (3.2.2.15)

M=1 n M=1

Si se sustituye las ecuaciones ([3.2.2.14)) y (3.2.2.15)) en la ecuacion ([3.2.2.12f) obtene-

mos que

dH

- = > e N goniGuasdVar < 0. QED. (3.2.2.16)
n M
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De la misma forma que en el caso clasico, para obtener la desigualdad, se us6 la
relacion gymgnm < 0 parat > 0. Esta tltima relacion se puede probar argumentando
que, en el estado inicial, si la celda es descrita por g, (to) > 0 entonces gy, (t) > 0y
Irn(t) <0,y si gun(to) < 0, entonces garn(t) < 0y gun(t) > 0. Aqui se ha explotado
el hecho de que el sistema en equilibrio global es homogéneo y que, aceptando la
hipotesis de equilibrio local, ga,(t) es una funcion monétona tal que g, (t) — 0
cuando t — oo siempre y cuando el sistema se aproxime al equilibrio global. Otra
aproximacion que se hizo para probar fue el hecho de dividir el conjunto
de celdas en dos conjuntos, tal como se hizo en la ecuacion de la seccion
5. 1.2

Resumiendo lo mostrado en esta seccion, si se considera un gas ideal cuantico
diluido inmerso en un contenedor de volumen V (dividido en K celdas pequenas) con
energia total ' y N particulas libres cuanticas, las cuales se encuentran inicialmente
fuera de equilibrio (pero de tal manera que la hipotesis de equilibrio local en las

celdas es valida) la funcional

M) = D03 [fan®) 0 farn(®) £ ((LF Fara(8)) (1 F Fara(8))] 6V

(3.2.2.17)

donde fys, es la M-ésima funcién de distribuciéon de celda, evoluciona en el tiempo
tal que dH/dt < 0y la igualdad se cumple cuando el sistema alcanza el estado de
equilibrio global. El enunciado anterior se puede considerar como un enunciado del

teorema H para gases cuanticos ideales diluidos inhomogéneos.
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Capitulo 4

Resultados: Consistencia y

consecuencias del método variacional

4.1. Correspondencia clasico-cuantico

En las secciones v [3:2] se vio que el método variacional se puede aplicar
a las funcionales H, las cuales describen correctamente el comportamiento de los

gases diluidos clasicos y cuanticos, con su respectiva evolucién temporal. También

se vio que a partir de las ecuaciones (3.1.1.1)) y (3.2.1.2) se pueden obtener las

conocidas funciones de distribucion, la de Maxwell-Boltzmann para el caso clésico, y

las de Bose-Einstein y Fermi-Dirac para el caso cuantico. Sin embargo, las funcionales

(3.1.1.1) y (3.2.1.2)) son ligeramente diferentes una de la otra, por lo que en esta

seccion, se demostrara que existe un principio de correspondencia que relaciona estas
dos funcionales.

Comenzamos argumentando que, en el equilibrio global, es directo demostrar que
la ecuaciéon se reduce a la ecuacion tomando el limite donde el
pardametro de degeneracion & = exp(—(e — p)/(kgT)) > 1. De manera alterna, el
principio de correspondencia, de manera general, consiste en analizar coémo es que
la funcional H se reduce a la funcional H’ en el limite apropiado. Para el caso que
se va a tratar aqui, este limite es f,y; = 0 por varias razonesﬂ. En sistemas que se
encuentran a temperaturas muy altas, las particulas ocupan casi exclusivamente los
niveles de energia altos. Ademas, el espectro de energia se aproxima a un espectro
continuo (lo que se espera al tomar el limite i — 0 en el formalismo de mecéanica

cuantica) y el nimero de particulas por nivel de energia se aproxima a cero.

Los sistemas a muy bajas temperaturas, donde los efectos cuénticos no se pueden ignorar, seran
excluidos de este anélisis.
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Partiendo de la funcional H

Ht) = iz[anu)lnan(wi(mena)) In(LF fuun($))] 8V,

(4.1.0.1)

si se sustituye f,n =~ 0 en (4.1.0.1]), el segundo término desaparece y el espectro de

energia discreto se vuelve un espectro continuo, quedando asi la siguiente expresion

H=> > [farr@OMFarr(O)IVar = > D " [Fur(ens t) In(far(en, 1))]5Var-

M=1 n M=1 n
(4.1.0.2)

Finalmente, la suma sobre n se puede reemplazar por una integral sobre las velocida-
des invocando el hecho de que, para particulas libres, el espectro de energia continuo
se puede escribir como una funciéon de la velocidad. Por tanto, la funcional H se

transforma, en el limite clasico, en

K
H=>) / C' frr (T, 4) In[C’ frr (7, 1)]d7, (4.1.0.3)
M=1

donde C’ contiene las constantes apropiadas que aparecen al reescribir el espectro de
energias continuo como funciéon de v. Si definimos C’fy,(U,t) = f},(¥,t) se obtiene

que .
H(t) = Z/f&(ﬁ,t)lnf}w(ﬁ,t)d%. (4.1.0.4)
M=1

La forma de la ecuacion (4.1.0.4) corresponde a la forma de la ecuacion (3.1.1.1f). De

esta forma, hemos obtenido la funcional H’ a partir de H en el limite f,5; ~ 0.

4.2. Procesos de relajacién en gases cuanticos dege-

nerados

Es claro que bajo el método variacional, suponiendo que la funciéon de distribu-
cion depende del nimero local de particulas por celda en un nivel energético dado,

denotado por N};(t) y del tiempo ¢, y definiendo f = f(N}},t), se puede obtener
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que, en el equilibrio, se cumple la siguiente ecuacion

X ,
0=2.2 [1:|:an:| [ o oNg 6tJ] ' (42.0.1)

M=1 n

De la misma forma que se hizo en la seccion [3.1.3] agregamos un término tal que

podamos balancear la ecuacion, obteniendo asi

K .
Jnnt Ofart | Ofars ONG
Mzﬂgln L :anM:| [ ot t 8/\/5 ot ] ) (4.2.0.2)

donde G(t) es el término que se agregd para balancear la ecuacion. La ecuacion

(4.2.0.2)) es la ecuacion de razon de cambio para el caso cuantico. Sin embargo, la
interpretacion de G(t) no es sencilla de tratar y requiere un analisis profundo. Dado
lo anterior, la interpretacion de este término sera omitido en este trabajo.

Si bien sigue siendo dificil encontrar una ecuaciéon de transporte cuantica analoga
a la de Boltzmann, si se puede encontrar una ecuacién de evoluciéon temporal para la
funcional H. Empezamos por evaluar AH = H(ty) — H(t1), donde nuestra funcional
H, dada por (3.2.1.2)), se evaltia a dos tiempos diferentes t; y to, con ty > t;. Esto

nos lleva a la siguiente expresion

K
Z Z v I fony — fane I fr
( F L) A F ) F(F foa) (L F fra)]0Va, (4.2.0.3)

donde la notacion foa(te) = fy v fam(t1) = fly, se usara hasta el final de esta
seccion. De la misma manera, en la ecuacion (4.2.0.3)), se reemplazan las funciones
de distribucién primadas por sus desviaciones del equilibrio, dadas por (3.2.2.3)),

obteniendo asi

Z Z[fn(l + ) {1+ ghar}) = Fu(L+ ga) I(Fu{1 + grar})

(1% Fo{1+ g D (L F FufL + ghnr})
FAF fu{l+ g0 ) In(1 F fu{l + gia })]6Var. (4.2.0.4)
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De manera subsecuente, se expanden los términos logaritmicos a primer orden en

g Y 9o, v ordenando los términos se encuentra que

AH =" [l )]l = Fu{(F f) F 1 (Goar — Gon)Var. (42.0.5)

M=1 n

Finalmente, se divide la ecuacion (4.2.0.5) entre At = t, — t1, y tomando el limite

At — 0 se obtiene la siguiente expresion

% - Z Z[fn(l + lnfn)] - fn{ln(l + fn) + 1}] <dgnM> 5VM (4'2'0'6)

dt
M=1 n

Es claro que, para poder determinar la evolucion de la funcional H expresada en
(4.2.0.6)), es necesario tener la forma funcional de la derivada temporal de g,. En
la seccion [4.3] se propone una forma funcional para g,5; y, mediante un programa
hecho en C++ (que sera presentado en la seccion se ve si, dadas las condiciones
de este esquema, la forma funcional es consistente para describir un gas ideal diluido

cuantico.

4.3. Forma funcional de la desviacion del equilibrio

Como se ha senalado en el capitulo anterior, para un sistema donde se conserva su
namero de particulas y energia, g,/(t) debe cumplir ciertas restricciones, las cuales

presentamos a continuacion:

1. La tendencia al equilibrio para valores de tiempo muy grandes

tlgglo G (t) = 0. (4.3.0.1)

2. La conservacion del nimero de particulas del sistema

S Faganr(t)6Vas = 0. (4.3.0.2)

M=1 n

3. La conservacion de la energia total del sistema

Z Z fngnM<t)€n(5VM = 0. (4303)

M=1 n
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4. El comportamiento mondtono de la desviacion y su derivada temporal

si gom(t) <0 entonces gnp(t) >0,
si gnm(t) >0 entonces gnum(t) <O0. (4.3.0.4)

5. La restriccion de primer orden

|gnae ()] < 1. (4.3.0.5)

Si el sistema, no conserva el nimero de particulas ni energfa, entonces podemos eli-
minar las restricciones 2 y 3.

Para los fines de este trabajo de tesis, consideramos solo sistemas donde se con-
servan el nimero de particulas y energia. Ademés, por simplicidad, suponemos que

la desviaciéon no depende del nimero cuantico principal. En consecuencia, las restric-

ciones (4.3.0.2)) y (4.3.0.3]) se transforman en

N> gu(t)sVi =0, (4.3.0.6)

EY  gu(t)dVi =0. (4.3.0.7)

Si consideramos las restricciones (4.3.0.1) y (4.3.0.4), se puede intuir que una forma

funcional para g,5; puede ser una funciéon exponencial de la forma
gu(t) = £Aye W = £ A, ()b (4.3.0.8)

donde tg, Aps v by son constantes y, ademas, la funcion a(t) se define como una funcion
positiva de la forma a(t) = (t—to)b por simplicidad. Note que, con respecto al estado
de equilibrio, el signo positivo corresponde a las celdas que contienen un exceso de
particulas o energia, mientras que el signo negativo corresponde a las celdas que les
falten particulas o energia. La constante by se debe determinar para cada sistema y
deberia ser diferente para cada sistema que se analice. La constante A,; representa
la condicién inicial de la celda M-ésima. Por otro lado, se puede encontrar valores
aproximados para la constante ¢y de la ecuacion .

En la siguiente seccién presentamos un programa hecho en C++ donde se verifica
que, dado un sistema conformado por un gas ideal cuantico de bosones bajo ciertas

condiciones iniciales, la forma funcional (4.3.0.8|) es consistente con las restricciones
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del sistema (ecuaciones (4.3.0.6) y (4.3.0.7)) vy, ademés, Ay/(t) y das(t) tienden a cero

para tiempos muy grandes.

4.4. Verificacion de la forma funcional de ¢(t)

Antes de comenzar con el resumen del programa en C+-, definimos por conve-
niencia algunas variables.

A la constante by se le asigna el siguiente valor El

bo

= KTT(,LE—(S') = ;([L—E), (4.4.0.1)
donde fi, €, T son el potencial quimico, la energia y la temperatura respectivamente
cuando el sistema esta en equilibrio global; K es la constante de Boltzmann; 7 es
una constante con unidades de tiempo y ji = 7(%, £ = KLT son el potencial quimico
y la energia adimensionales, respectivamente.

Dados estos cambios de variable, se procede a darle valores numéricos a las con-
diciones iniciales del sistema. Primeramente, el volumen donde esta contenido el gas,
se divide en 27 celdas, formando una malla ctbica tridimensional. Ademas, el nimero
de particulas en el sistema se fija a N = 27 x 107 y la temperatura a 7' = 300K, que
es la temperatura ambiente. Por conveniencia, restringimos el anélisis a sistemas que

tienen disponible dos niveles energéticos {e,} = {e1,e2} = {1leV,2eV}. Con estos

valores, la energia del sistema estara entre
27 x 107eV < E < 54 x 107eV. (4.4.0.2)

Al azar, escogemos que la energia del sistema sea E = 36.45 x 107eV. Esto per-
mite determinar que cada celda, cuando llegue al estado de equilibrio global, ten-
dra N/ = 1 x 107 particulas y una energia de £ = 1.35 x 107eV. Con los valores

mencionados anteriormente, determinamos los valores adimensionales de la energia

~

(€ = 522223511.7) y de los niveles energéticos (€, = 38.68174172, é; = 77.36348343),

donde
s = 1 (4.4.0.3)
€ = KTEn' 4.0.

2Este valor puede no coincidir con los experimentos. Esta forma se obtuvo usando el parametro
de degeneracion que aparece en la funcién de distribucién de equilibrio. Se justifica su uso porque
este parametro es propio del estado de equilibrio del sistema.
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Por otro lado, el potencial quimico se calcula con la siguiente expresion

- 1
= —_—. 4.4.04
N nZ:; et (fi—en) _ (44.04)

El valor del potencial quimico adimensional en el equilibrio obtenido de (4.4.0.4) es
fi = 38.68174162. También fijamos 7 = 107%s por conveniencia para poder ver el

comportamiento de la desviacion.

De las ecuaciones ([3.2.2.4)) y (3.2.2.5)), podemos relacionar Ay, (t) y dar (%) con las

constantes A,; como sigue

Apy(t) = £NApe W, (4.4.0.5)

op(t) = £EAye @, (4.4.0.6)

Como se conocen los valores de Ay (t = 0) y 0p(t = 0) para cada celda, se puede
calcular los valores de Ay;.

Con todas las constantes determinadas, podemos encontrar los valores de Aj;(t)
y dn(t) para t > 0y graficarlos. A su vez, graficaremos las restricciones del sistema
para corroborar que el numero de particulas y la energia se conservan.

En la tabla 1] listamos las condiciones iniciales de cada celda del sistema. Note
que en la primera columna se enumera cada celda de la malla, la segunda columna
contiene el nimero de particulas de su respectiva celda, la tercera columna el valor
de su energfa en unidades de Electronvoltio (eV) y la tltima columna su temperatura
medida en Kelvin (K).

Cada celda tiene asociada un vector que indica su posicion espacial, la desviacion
dada por al tiempo t = 0 y sus condiciones iniciales. Con esta informacion
calculamos la constante Aj,; por medio de la ecuacion . Hecho esto, evaluamos
las ecuaciones (4.4.0.5) y (4.4.0.6) para diferentes valores de tiempo. Especificamente,
parat =0,1,2,...,120 s.

Para ver el comportamiento de Ay (t) y dar(t), elegimos por simplicidad ¢y =

—10s para satisfacer la condiciéon (4.3.0.5]).

Lo anterior corresponde a un gas de bosones a temperatura ambiente, conformado

por 27 x 107 particulas (un niimero pequeiio comparado con el niimero de particulas
que podemos encontrar en un material, que es alrededor de 10%° particulas), con una
energia total de 36.45 x 107eV (una energia muy baja si consideramos que el sistema

se encuentra a energia ambiente), en una condicién inicial fuera de equilibrio donde
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Namero de celda Numero de particulas | Energia (X 107 eV) Temperatura (K)
(x 107)
1 1.00003 1.35004 301
2 1.00007 1.35009 303
3 0.99995 1.34993 296
4 0.99992 1.34998 297
5 1.00002 1.35002 303
6 0.99996 1.34994 298
7 0.99991 1.34998 299
8 1.00008 1.35001 306
9 0.99999 1.34996 299
10 1.00003 1.35004 303
11 1.00002 1.35002 302
12 0.99998 1.34997 298
13 0.99990 1.34995 290
14 0.99997 1.34996 297
15 1.00009 1.35001 305
16 0.99994 1.34991 294
17 1.00012 1.35001 309
18 1.00003 1.35004 303
19 1.00006 1.35008 305
20 1.00002 1.35002 304
21 0.99992 1.34997 297
22 0.99993 1.34999 299
23 1.00004 1.35005 302
24 1.00005 1.35006 301
25 0.99996 1.34994 299
26 0.99997 1.34998 298
27 1.00004 1.35005 305
Figura 4.1: Tabla de las condiciones iniciales de las celdas.
1000 40000

500 §§ 20000
0 ——

-500 /”'f
1000 -20000

-1500 -40000
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

time t time t
(a) (b)

Figura 4.2: (a) Desviacion del niimero de particulas, Ay, (t), como funcién del tiempo
para todas las celdas en el sistema. Cada curva representa como cambia la desviacion
del equilibrio del niimero de particulas de una celda con respecto al tiempo.

(b) Desviacion de la energia, dy,(t), como funciéon del tiempo para todas las celdas
en el sistema. Cada curva representa como cambia la desviacion del equilibrio de la
energia de una celda con respecto al tiempo.

An(®)
dm()
(@)

cada celda contiene un exceso o faltante, tanto de particulas como de energia, con

respecto al estado de equilibrio global del sistema. Por medio de g(t), pretendemos
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describir el proceso de relajacion del sistema, que debe ser fisicamente consistente
con el esquema desarrollado en este trabajo.

Con todo lo mencionado anteriormente, obtenemos las graficas del namero de
particulas y energia de cada celda (gréﬁcasy respectivamente) y las graficas
de las restricciones del sistema (4.3aly . Cada curva en y representa
el comportamiento de la desviaciéon del ntimero de particulas y de la energia del
equilibrio global como funcién del tiempo respectivamente de una celda del sistema.
En estas graficas, se retine el comportamiento de estas cantidades de todas las celdas

para poder compararlas entre ellas.

2 0.1
1.5
0.08
1
= 05 F = 0.6
= 0 =
< [2<)
] 05 W 0.04
1 0.02
-15
2 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
time t time t

(a) (b)

Figura 4.3: Restricciones de (a) la conservacion del ntimero de particulas, > Ay, v
(b) de la energia, »_ dys, como funciones del tiempo.

Se puede observar de las graficas (4.2a)) y (4.2b]) que el sistema llega al equilibrio
global aproximadamente en 100 unidades de 7. Por tanto, al sistema le toma un

tiempo de 10785 llegar a este estado. Este tiempo lo llamamos el tiempo de relaja-
cién del sistema 7.

Note que de la grafica , el nimero de particulas no se conserva. De hecho,
su valor oscila entre £2. Sin embargo, si comparamos estas fluctuaciones con el valor
del nimero total de particulas (27 x 107), el valor de las fluctuaciones es desprecia-
ble, por lo que se puede considerar que el ntmero de particulas se conserva. Para el
caso de la energia (grafica , si se compara la escala de la gréfica (entre 107! y
1072) con el valor adimensional de la energfa (é = 522223511.7), entonces se puede
tomar el valor de la restriccion de la energia como cero y se obtiene que la energia

del sistema se conserva.
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4.5. Analisis de resultados

Basados en los resultados previamente discutidos, se puede considerar el esquema
de trabajo desarrollado en esta tesis como una alternativa para describir sistemas que
se relajan al equilibrio. Un sistema de fonones fuera de equilibrio, como el estudiado
en [33,134], es un buen ejemplo. Estos fonones se crean al incidir dos laseres perpen-
dicularmente polarizados sobre un semiconductor. En la referencia [33] los autores
determinan el nimero de ocupaciéon de fonones por medio de las intensidades de los
rayos dispersados y el tiempo de relajacion de los fonones mediante el decaimiento de
la senal de los rayos dispersados. De este proceso, los autores encuentran un tiempo
de relajacion de 7 £ 1 ps.

Para el sistema de bosones que se reporta en [33|, el teorema H se cumple, ecua-
cién , si su desviacion g,y satisface que gunrGnnr < 0y gy < 0, tomando
en cuenta que los fonones no tienen masa, u = 0, y que no cumplen las restricciones
de conservacion del sistema, ecuacion . Por otro lado, si se utiliza la funcién
exponencial definida en como propuesta para describir g,,s, sera necesario
conocer el orden de magnitud de la constante b, para obtener el orden de magnitud
del tiempo de relajacion reportado en [33]. Como se mencioné al principio de la sec-
cion , la expresion (4.4.0.1) no es necesariamente correcta para ajustar el tiempo
de relajacion de este sistema. Sin embargo, se ve que en este caso podemos definir la
constante by como

Qo =

= (A=), (4.5.0.1)

donde ay es una constante de proporcionalidad que dependera de la naturaleza de

bo

cada sistema similar a éste.
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Capitulo 5
Comentarios y conclusiones

El enunciado del teorema H para gases no degenerados se puede resumir en el

siguiente enunciado “la evolucion temporal del sistema es tal que dH/dt < 0”. Tra-
tando de entender la forma de la funcién de distribuciéon del equilibrio, Boltzmann,
en su demostracion supone que la funciéon de distribucion que describe a un gas fue-
ra de equilibrio es espacialmente homogénea. En contraste con la version presentada
por Kesting en el apéndice B y la nuestra discutida en el capitulo 3, donde partimos
de una funciéon de distribuciéon explicitamente inhomogénea.
Por otro lado, en la demostracion del teorema H en su version cuéntica desarrolla-
da por Tolman, también se supone que la funciéon de distribuciéon es espacialmente
homogénea. En este contexto, la descripcion cuéntica no seria valida para estudiar
la evolucion hacia el equilibrio de sistemas con inhomogeneidades espaciales. Con el
objetivo de incluir a los sistemas espacialmente inhomogéneos en la demostracion del
teorema H cuantico, desarrollamos un esquema simple basado en celdas y mostramos
que puede ser util para describir los procesos de relajacion al equilibrio de gases de-
generados descritos mediante funciones de distribuciéon explicitamente dependientes
de la posicion. De esta forma introdujimos de manera simple las inhomogeneidades
explicitamente en H' y en H. Asi entonces, uno de los resultados importantes de
este trabajo ha sido el demotrar la validez del teorema H para sistemas clasicos y
cuanticos considerando explicitamente funciones de distribucion espacialmente inho-
mogéneas. Los sistemas que satisfacen las condiciones anteriormente mencionadas,
evolucionaran al equilibrio, y la evolucion sera tal que dH'/dt < 0, ecuaciéon
y dH/dt < 0, ecuacion , para gases clasicos y cuanticos diluidos respectiva-
mente.

Claramente hemos mostrado que las funcionales H clasica y cuantica que aqui

proponemos satisfacen el principio de correspondencia y permiten recobrar de mane-
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ra correcta las funciones de distribuciéon més probables en estados fuera de equilibrio
(localmente) y por supuesto cuando el sistema global alcanza el estado de equi-
librio. El haber considerado explicitamente inhomogeneidades en las funciones de
distribuciéon nos permitié formular un esquema simple para describir los procesos de
relajacion al equilibrio mediante funciones monétonas decrecientes para sistemas con
espectro discreto.

Es claro que, para describir el proceso de relajacion de un sistema en concreto, es
necesario conocer, al menos aproximadamente, las formas especificas de las funciones
monotonas g, ¥ gna para los sistemas clasicos y cuanticos. Mostramos que la forma
exponencial, como primera aproximaciéon para las funciones monotonas para un gas
diluido de bosones, es consistente con la conservacién del ntiimero de particulas y
de la energia totales del sistema. Sin embargo, para poder definir estas funciones
en forma univoca para describir a las celdas, los flujos, tanto de particulas como
de energia entre las celdas, deben ser tales que, las celdas con mayor concentraciéon
deben ceder, ya sea particulas o energia, a las celdas con menor concentracion.
Para describir los procesos de relajacion mediante el esquema desarrollado en esta
tesis, solo se requiere de la validez de la hipotesis de equilibrio local en las celdas.
De esta manera, introdujimos de manera simple las inhomogeneidades espaciales en
las funciones de distribucion y las funcionales H, sin recurrir a la definicién de las
fuerzas generalizadas.

Un aspecto importante del esquema propuesto en esta tesis se relaciona con la
“entropia’ de sistemas fuera de equilibrio. Como las funcionales H' y H se pueden re-
lacionar con una densidad de “entropia” de gases diluidos, ya sea clasicos o cuanticos,
el hecho de que estas funcionales estén definidas sobre un sistema dividido en celdas
nos permite su uso para definir la entropia de cada celda en un sistemas fuera de
equilibrio y que globalmente nos describiria una cantidad dependiente de la posicion
en el sistema total. Especificamente, y derivado de los trabajos previos [35,36], las
funcionales H' y H se podrian usar para describir tanto la entropia como la gene-
racion de entropia que ocurre en el crecimiento de sistemas complejos, tales como
los fractales. Posiblemente, estudiar este tipo de sistemas podria darnos la forma
correcta de las funciones ¢4, v gnas-

También se puede aplicar este esquema a sistemas fermionicos que presentan
procesos de relajacion. Por ejemplo, un sistema de electrones calientes, como los
descritos en las referencias [37139]. Este sistema se puede crear de la siguiente ma-
nera: Cuando se irradia un metal con luz, una parte de la energia absorbida se usa

para transferir electrones desde la banda de valencia a la banda de conduccién, la
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otra parte es absorbida por electrones de conduccion. Los electrones excitados en la
banda de conduccién se equilibran réapidamente a través de la dispersion electrén-
electron para crear una distribucion de electrones en cuasi-equilibrio conocido como
un sistema de electrones calientes. (Este término fue acunado por L. Landau en la
primera mitad del siglo XX.) La distribucion de electrones calientes luego se relaja a
través de la dispersion de electrones y fonones en una escala de tiempo de unos pocos
picosegundos. Durante este tiempo, los electrones calientes, a los que se les puede
describir mediante una temperatura efectiva mucho mayor que la temperatura de la
red, se relajan hasta alcanzar el equilibrio. Este tiempo de relajacion de la red de
electrones calientes se podria obtener usando el esquema mostrado en este trabajo
de la misma manera que se explico para el caso del sistema de fonones utilizando la
forma funcional y redefiniendo la constante by como .

Otro tipo de sistemas que se podrian describir con este esquema de trabajo son
aquellos sistemas que se generan mediante crecimiento estocéstico |35436,40-43|. Di-
chos sistemas crecen con el tiempo por medio de diferentes procesos de agregacion
estocastica y mediante diferentes dindmicas como: crecimiento balistico, agregacion
limitada por difusion (DLA), entre otros, donde las particulas se van agregando a un
cumulo central de tal forma que se crean estructuras complejas, generalmente con
caracteristicas multifractales. Durante la etapa de crecimiento, cuando una particula
se agrega al fractal, esta particula busca una posicién tal que la energia total del
sistema sea minima, mientras que su entropia sea maxima. Esto nos lleva a buscar
una relacion para la generacion de entropia por unidad de éarea (si el sistema es
bidimensional) del sistema. Esta relacion nos permitiria, por medio de la entropia
variacional encontrada en , predecir las caracteristicas del fractal tal que
alcance su estado de equilibrio donde maximiza su entropia. Este fenémeno ha sido
investigado en varios contextos diferentes y con diferentes objetivos.

El analisis profundo de estos sistemas bajo el esquema mostrado en este trabajo
de tesis es materia de trabajo futuro y actualmente en progreso.

Recordemos también que nuestro modelo de procesos de relajacion es aplicable
cuando los sistemas se encuentran no muy lejos del estado de equilibrio.

En resumen, se propuso un procedimiento variacional para demostrar los teore-
mas H clasico y cuéntico considerando explicitamente inhomogeneidades espaciales,
los cuales nos permiten describir, desde un punto de vista mesoscopico (escala celu-

lar), la evolucion temporal al esquilibrio de un sistema espacialmente inhomogéneo.
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Apéndice A

Calculo de la entropia variacional

para energias discretas.
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Apéndice B

Demostracion del teorema H clasico
con dependencia continua en la

posicion

Iniciaremos tomando un sistema que satisfaga la ecuacion de transporte de Bol-
tzmann sin la influencia de fuerzas externas. Por tanto, la ecuacién de transporte

toma la forma

(% + v VT) fl = /d3U2/dQU(Q)|V1 — V2|<féf{ — f2f1>. (BOOl)

Ahora, definimos la funcional H de Boltzman para sistemas espacialmente inhomo-

géneos como

H(r,t) = —k/f(r,vl,t) In f(r,vy,t)dv;. (B.0.0.2)

Para encontrar una ecuacion diferencial para H, multiplicamos la ecuaciéon ([B.0.0.1))

por 1 +1In f y la integramos sobre todas las velocidades. De esta manera obtenemos

OH(r,t)
5 + V-S(r,t)
=k [avi [ dva [ a00(@lvi = val(1 4 n £ (158 - S
(B.0.0.3)
donde
S(r,t) = —k/vlfln fdvy, (B.0.0.4)
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98, 95, 0S.
VoS =t (B.0.0.5)

El vector S es la integral de H multiplicado por su velocidad v, que representa el

flujo local de la cantidad H. Consecuentemente, el miembro izquierdo de la ecuacion
(IB.0.0.3|) se vuelve idéntico a

ds 8m :
— = B.0.0.
gt aE = (B.0.0.6)

(6" > 0 para procesos irreversibles y ¢’ = 0 para procesos reversibles o cuando el
sistema esté en equilibrio, donde ¢’ = Sy — S), donde

. qi

M = %, (B.0.0.7)
denota el vector de flujo de entropia y ¢; el vector de campo de flujo de calor. La
cantidad ¢’ representa la razéon de cambio de la produccion de entropia volumétrica
total, el cual debe ser positiva durante un proceso irreversible y cuyo valor es cero
en el equilibrio. Por tanto, solo falta demostrar que la ecuaciéon de transporte de
Boltzmann es compatible con la segunda parte de la segunda ley, es decir, probar

que el miembro derecho de la ecuacion ([B.0.0.3|) no es negativo. Intercambiando las

variables de integracion v; y v, en la integral del miembro derecho de la ecuacion

(IB.0.0.3)), obtenemos la identidad

Javi fave [ae o@p = val(+ G - £
= /dVQ/dV1 /an(Q)|V1 —vol(1+1In fo)(fo f1 — faf1)-
(B.0.0.8)
Por consecuencia, (B.0.0.3)) se puede escribir como

OH (r,t)

T V - S(r,t)

= —g/dvl/dVQ/dQU(Q)|V1—V2|(2+lnfl+lnf2)(féf{_f2f1)-
(B.0.0.9)
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Si ahora insertamos las siguientes relaciones
[v|b=|V'|V, (B.0.0.10)
donde b representa el parametro de impacto y
dvy dvy = dv] dvy, (B.0.0.11)

(la relacion ([B.0.0.10)) corresponde la conservacion del momento angular en la co-
lision y la relacion (B.0.0.11f) denota que el Jacobiano de la transformacion de las

velocidades durante la colision es idénticamente igual a la unidad.) obtenemos que

/dVQ/dvl/dQ a(Q)|vi — vol (1 +1In fi o) (fof1 — fof1)

_ / &, / av, / A (Y, —V4I(1+ I fi fo) (fof) — faf).
(B.0.0.12)

Intercambiando las partes de v; y vy por un lado, y v} y v}, por otro lado, podemos

escribir

/de/dvl/dQ a(Q)|vi — vo|(1 +1In fifo) (fof1 — fof1)

- / dv, / avy / ()1 — val (1 + In S Fofl — fofh).
(B.0.0.13)

para las llamadas restituting collisz’onsﬂ Finalmente, combinando las ecuaciones
(B.0.0.9) y (B.0.0.13)) obtenemos

OH (r,t)

5 + V-S(r,t)

= _g/dvl/dVQ/dQJ(Q)\vl — vo|In (;}2) (f2f1 = f2f1).
(B.0.0.14)

'Este tipo de colisiones se puede obtener permitiendo que las moléculas con velocidades vh y v}
colisionen con el negativo del mismo angulo de dispersién como en una colision directa. Ver 27|
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De (B.0.0.14]), podemos notar que

In (f 1f2) (fifs - f1f2>{ VS I (B.0.0.15)

fifs < 0 cualquier caso.

Esto prueba que
, OH

o = e +V-S>0, (B.0.0.16)
tal como requiere la segunda ley.

Ahora nos centraremos en la manera en la cual el sistema se aproxima al equili-
brio. Si en el instante t = 0 el sistema estuviera rodeado por una frontera rigida y
adiabatica, el flujo S de H a través de la frontera cesaria a consecuencia de que la
velocidad v desapareceria sobre la superficie de la frontera. Por tanto, independien-
temente de la distribucion f(r,v,0) en ese mismo instante, H cambiaria solamente

a través de las colisiones internas, satisfaciendo la relaciéon

dH
—_— > B.0.0.1
7 >0, (B.0.0.17)
con
H:/H(r,t)dr. (B.0.0.18)
v
Podemos ver inmediatamente que
dH O0H (r,t)
— = ——=d B.0.0.1
= /V o (B.0.0.19)

en presencia de una frontera rigida que encierra un volumen fijo, y que el dltimo
integrando no es negativo en vista de la ecuacion . Se puede demostrar
también que H(¢) alcanzara el méximo para una sola forma de la funcion de distri-
bucién, la cual corresponde ala funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann.

Como H(t) es monoétona, el sistema alcanza su maximo a través de una trayecto-
ria a lo largo de la cual H(t) crece mondtonamente con el tiempo.

Finalmente, una vez que alcanza su méaximo, no habré cambios sobre el valor de
H(t) debido a que el integrando de las colisiones desaparece causando que f perma-
nezca constante.

Podemos notar que el argumento anterior cuidadosamente evade el hecho de que
H(t) o H(t) representa la entropia del gas, exceptuando el caso limite cuando se
alcanza el equilibrio. Sin embargo, H sirve al propoésito de que la segunda parte de

la segunda ley de la Termodinamica requiere de una entropia fuera de equilibrio.

7
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Esta discrimina entre estados fuera de equilibrio los cuales son accesibles por un
estado fuera de equilibrio dado y aquellos que no son accesibles, en el transcurso de

la evolucién del sistema hacia su estado de equilibrio.
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