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Resumen

En este trabajo de tesis, se calculan las eigen-funciones y eigen-valores de la energia para la
molécula del agua considerando un campo magnético constante como una perturbacion.

La interacciéon de un campo magnético con la molécula del agua ha sido de gran importancia
en el campo de la fisica y més ain en la medicina. Desde la observacién del efecto Zeeman, se pudo
notar que habia cierto comportamiento anémalo de los nticleos atémicos en presencia de un campo
magnético. Los equipos actuales de imagen por resonancia magnética se basan en el principio de
la resonancia magnética nuclear en la molécula del agua.

En el capitulo 1 se estudian algunos conceptos importantes para poder realizar los célculos,
tales como el espin y el momento dipolar debido al espin. Se revisa la imagen por resonancia
magnética donde se expone la importancia de la interacciéon de un campo magnético constante y la
molécula del agua. Se revisa la estructura de la molécula del agua, su forma geométrica, asi como
la distribucion de la carga, debido a que sus propiedades dependen de su estructura. Se revisa la
funcién de onda y niveles de energia de la molécula del agua, se estudia el modelo utilizado y los
resultados obtenidos en un trabajo precedente. Ademas se expone la teoria de perturbaciones que
seré utilizada para realizar el trabajo presente.

En el capitulo 2 se hace uso de la teoria de perturbaciones para calcular la funcién de onda
y niveles de energia de la molécula de agua, considerando un campo magnético constante como
una perturbacion, calculando las correcciones para la funcién de onda y las correcciones para la
energia. Se considera la correcciéon debido al acoplamiento érbita-espin, la correccién relativista, la
estructura fina y la interaccién del campo magnético constante con los momentos dipolares mag-
néticos de los protones pertenecientes a los nicleos de los &tomos de hidrégeno pertenecientes a la
molécula del agua. Ademaés se construye la funciéon de onda siguiendo el postulado de simetrizacion
para sistemas con particulas idénticas.

En el capitulo 3 se interpretan los resultados obtenidos, dando un anélisis acerca del compor-
tamiento de la funcién de onda y de los valores de la energia para la molécula del agua, se muestra
un rompimiento para la degeneraciéon en los niveles de energia al considerar la interaccién con un
campo magnético constante. Se muestran algunas funciones de onda y los valores numéricos para
los primeros niveles de la energia.

Palabras clave: Molécula del agua, Espin, Campo magnético constante, Protones, Perturba-
cion.
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Introduccion

El estudio de la molécula del agua ha sido de gran interés desde hace varios anos. Las propieda-
des que tiene la molécula del agua se han estudiado y siguen siendo estudiadas en diversas ramas
del conocimiento. Esta cumple un papel importante dentro de la biologia debido a las propiedades
fisicoquimicas tan inusuales de la molécula, las cuales causaron gran interés y controversias. El
cuerpo humano de un adulto es aproximadamente 60 % agua de su peso corporal, distribuido en
agua intracelular, el agua extracelular (como lo es el plasma sanguineo) y el agua intercelular. Por
lo tanto conocer la estructura de la molécula del agua se vuelve un asunto de gran importancia,
y debido a que se habla de la estructura a nivel molecular, es fundamental utilizar la mecéanica
cuantica para estudiar esta molécula.

En particular en la fisica médica las propiedades del agua son de gran interés, debido a esta
abundancia de moléculas del agua en el cuerpo humano. La interaccién de la molécula del agua con
un campo magnético es de gran importancia, ya que la técnica de resonancia magnética nuclear se
basa en este principio, en especifico, el fenémeno de la resonancia magnética nuclear en la molécula
del agua es utilizado para realizar imagenes por resonancia magnética del cuerpo humano, utiles
en el diagnoéstico médico.

P. Zeeman describié que ciertos niicleos atémicos tenian un comportamiento extrano cuando
eran sometidos a un campo magnético externo de gran magnitud, se observan un espectro de emi-
sién atémica de lineas miiltiples, esto le mereci6 el nobel en 1902 junto a H. Lorentz. Poco después
Wolfgang Pauli propuso considerar un momento angular de espin asociado al nicleo atémico para
poder explicar las lineas espectrales que se observaban en el efecto Zeeman. En 1925 Pauli formul6
el Principio de Exclusion, que, entre otras implicaciones, tenia la consideracién de un niimero cuan-
tico adicional para explicar la multiplicidad espectroscopica. Goudsmit y Unhlenbeck demostraron
que al incluir el momento magnético de espin al electrén se explicaban la existencia de algunas de
estas lineas de emision espectral, y desarrollaron la teoria detras de este nuevo nimero cuantico
asociado al espin.

En 1927 David Denisson demostré la existencia del momento magnético del espin asociado al
ntcleo y asi se pudo explicar el efecto Zeeman. A finales de 1945, Félix Bloch utilizé el método
de induccién nuclear, desarrollado por su equipo, donde se utilizaba el efecto Zeeman nuclear,
para estudiar las propiedades magnéticas de los protones presentes en la molécula del agua. Con
esto, Bloch pudo observar que la frecuencia de Larmor a la que precedian los ntucleos atéomicos
de los hidrogenos, dependia de la magnitud del campo magnético aplicado y asi se logré medir
su constante giromagnética, asi como el momento magnético de los ntucleos. Este principio de
induccion nuclear después fue utilizado para poder realizar resonancias magnéticas nucleares.

Recientemente en 2022, se publicé un articulo desarrollado por integrantes de la Facultad de
Ciencias Fisico Matematicas de BUAP, C. H. Zepeda Fernandez, J. L. Aguilar Cuevas y E. Moreno
Barbosa, donde se calcul6 la funcién de onda de los protones de la molécula del agua, y se muestra
el rompimiento en la degeneracién de los niveles de energia al considerar un campo magnético
perteneciente a un equipo de imagen por resonancia magnética.
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Capitulo 1

Elementos basicos

1.1. Espin

El concepto de espin es demasiado abstracto y dificil de entender debido a que es propio de la
mecanica cuantica, es decir, no cuenta con una contraparte clasica. El espin fue introducido debido
a que la experimentacién apuntaba hacia ello. El espin es una forma de momento angular, sin
embargo, éste no es producido debido a una rotacién, es una propiedad intrinseca de las particulas.

En 1922 Stern y Gerlach llevaron a cabo un experimento utilizando dtomos de plata (Ag), el
cual confirmaria experimentalmente la existencia del espin. El experimento consistia en hacer pasar
un haz de dtomos de plata a través de un campo magnético no uniforme y observar la distribucion
de los atomos en la pantalla donde incidian. El 4&tomo de plata tiene 47 electrones, los cuales
debido a la configuracién electrénica 46 electrones se distribuyen de manera simétrica y el ultimo
electréon se situa en la capa 5s. Las capas s se caracterizan por que el numero cuantico orbital
es I = 0 (momento angular orbital cero). Antes de que se introdujera el concepto del espin, de
la mecanica cuantica se esperaria que debido al momento angular, el haz se dividiera en 2[ + 1
(que esta asociado con el numero cuantico magnético m). Por lo tanto, lo que se esperaba en el
experimento era observar en la pantalla un solo lugar de incidencia. Contrario a lo que se esperaba,
se observo que el haz se dividia en dos como se muestra en la Figura 1.1.

- Spin up

TS gpin down

Magnet

Figura 1.1: El aparato Stern-Gerlach (cita el Griffiths)

Para explicar este y otros fenémenos fisicos (tales como el efecto Zeeman) se postulé que
se deberia agregar un ntimero cudntico ademas de los tres ya existentes. En 1925 Goudsmith y
Uhlenbeck postularon que el electréon posee un momento angular adicional al momento angular
orbital, el cual se asocia con un grado de libertad adicional al electrén. En un inicio se pensé que
el momento angular adicional podria ser debido a una rotacién del electrén sobre su propio eje, de
ahi se tomd el nombre espin (spin en inglés), sin embargo, al trabajar bajo esta hipotesis se llego
a grandes contradicciones y se tuvo que rechazar.



Elementos basicos
1.1 Espin

El momento angular de espin es una propiedad mecanica cudntica, que no posee un analogo
en la mecénica clasica y por lo tanto no puede ser descrito mediante un operador diferencial.
El momento angular orbital se describe mediante dos nimeros cuanticos, el nimero orbital [ y
el nimero magnético m, donde el nimero magnético tiene 2/ + 1 posibles valores m = —I, - +
1,...,0,...,1 — 1,1, y se relaciona con cémo se divide un haz de &tomos al interactuar con un
campo magnético. De manera analoga, se describe el momento angular de espin por dos ntimeros
cuanticos, denotados por s el espin y m; la proyeccion del espin. Para el electron, debido a que el
haz en el experimento de Stern-Gerlach se divide en dos, se cumple que 2s + 1 = 2. Por lo tanto
para el electron sus ntimeros cuénticos son s = 1/2, ms; = £1/2.

La existencia de un espin semi-entero trajo muchos problemas para los fisicos entre los anos
1920 y 1930. Esto debido a que se puede demostrar que el espin semi-entero no puede venir de una
rotacién, y en aquel entonces no se podia imaginar otra forma de momento angular. La existencia
de un espin semi-entero fue aceptado gracias a la evidencia experimental y a la derivaciéon por
parte de Dirac del espin 1/2 para el electron desde la mecanica cuéntica relativista. El espin se
establecié por lo tanto como un momento angular intrinseco que posee el electrén y que después
se extendié a deméas particulas.

El algebra para el espin es el mismo que se sigue para el momento angular orbital. El espin se
representa por el vector S cuyas componentes SI, Sy y S, cumplen con las relaciones fundamentales:

[8:.8,] = ins., (3. 8:] = inS., (5.8, = inS,. (1.1)

Por lo tanto los operadores 52 y S, comparten el mismo set de eigen-vectores y cumplen que:

§2|3,m8> = h?s(s +1)|s,my), S.|s,ms) = himg|s, ms). (1.2)

Sils,ms) = hiy/s(s + 1) — mg(mg £ 1)|s,my £ 1), (1.3)

donde Sy = S, + ZSy Ademés de que los estados o eigen-vectores del espin, forman una base
completa y ortonormal:

S

<5/>m;|5am5> = 65’86m;m57 Z |8, ms) (s, ms| =1, (1.4)

mg=—s

con [ la matriz unitaria. A diferencia del momento angular orbital, los eigen-vectores no son
las funciones especiales de armoénicos esféricos y no estan relacionados con coordenadas espaciales.
Por lo tanto no hay alguna razén para no incluir espines semi-enteros de s y my:

1
s=0,-,1,

N w

. mg=—8—-s+1,...,0,...,s—1,s. (1.5)

[\)

En la naturaleza, las particulas elementales poseen un valor de espin el cual es especifico y esta
fijo. Las particulas se pueden clasificar debido a su valor de espin en fermiones y bosones, y siguen
distinta estadistica dependiendo de ello. Las particulas con espin semi-entero son llamadas fermio-
nes (quarks, electrones, protones, neutrones, etc.). Las particulas con espin entero son llamadas
bosones (piones, fotones, gravitones, etc.). Una particula por lo tanto, posee dos tipos de momento
angular: el primero ,que proviene del movimiento de la particula (como el momento angular orbital
del electrén) y el segundo, que es intrinseco, el cual no proviene de algin lado y es parte de la
naturaleza de las particulas.




Elementos basicos
1.1 Espin

Clasicamente, el momento dipolar magnético orbital se produce debido al movimiento orbital
de una particula con carga ¢, y se relaciona con el momento angular orbital:

fir= oI (1.6)

con m la masa de la particula y ¢ la velocidad de la luz en el vacio. Sin embargo, para el
momento dipolar magnético del espin no se puede hacer una derivacion clasica debido a que no
existe una contraparte clasica del espin. Por lo tanto se postuld, por analogia con el momento
dipolar magnético orbital, que el momento dipolar magnético del espin es:
- q9 g
Hs = gs 2mcS (1.7)
donde g, es llamado el factor de Landé. La funcién de onda total se representa por un producto
de dos partes: la parte espacial y la parte del espin:

(W) = [¢)]s, ms) (1.8)

en donde este producto no es usual, es un producto tensorial. El operador del espin, dado a que
no depende de coordenadas espaciales, no actta sobre la parte espacial de la funcién de onda total.
Del mismo modo, los operadores espaciales (como el momento angular, el momento, la posicion,
etc.) no actiian sobre la parte del espin y tnicamente actian sobre la parte espacial de la funcién
de onda total. Para una particula orbitando un potencial central se requieren por lo tanto cuatro
nimeros cudnticos para describir su funcién de onda o estado, n,l, m;, ms:

\Ijnlmlms (F) = wnlml |Sa ms> (19)

1.1.1. El espin 1/2

El caso mas importante del espin es para s = 1/2, debido a que las particulas que dan lugar a la
materia poseen este espin (electrones, protones, neutrones), asi como otras particulas fundamentales
como los quarks y los leptones. Para las particulas con espin s = 1/2 el nimero cuantico m; solo
puede tomar dos posibles valores m, = £1/2. Por lo tanto solo existen dos estados: |s, ms) = |5, 1),
el cual cominmente es llamado spin up, y |s,ms) = |%, —%>, llamado spin down. Estos estados se
pueden usar como vectores base, los cuales son matrices columna de dos elementos conocidos como
espinores, los denotamos:

(). D=, aw

por lo tanto el estado general del espin de una particula con espin 1/2 se puede expresar como
una combinacién lineal de estos espinores:

Se verifica que cumplen las condiciones para ser una base completa y ortonormal ecuacién 1.4:

1111 1
<2722’2>—(1 O)‘<0)_1
1 1.1 1 0
<2’2'2’2>(0 1. <1) =1
N TE S S (R TE S
2°2'27 2/ " \2' 2'272/




Elementos basicos
1.1 Espin

1/2

2.

mg=—1/2

(il =)o v () o= )

De este modo, los operadores para el espin se convierten en matrices 2 x 2. Estas matrices para
los operadores se pueden obtener de las ecuaciones que deben de seguir a partir del algebra de los
operadores de spin. De la ecuacién 1.2 se sigue que

2, 3 2, 3 N h N h
Sy = WXy, S*x- = WX, SoXt = 35X+ Sex- = —5X-, (1.12)
4 4 2 2
y de la ecuaciéon 1.3 se obtiene que
Six- = hxy, S_x4 =hx_, Six+=S_x-=0. (1.13)

Se tiene que Sy =8+ iS‘y, de donde se puede despejar los operadores S, y S’y obteniendo que

So=5 (84 +5-), 8y =-5(5+ - 8-) (1.14)
por lo tanto se obtiene que
SeX+ = 5X—» SeX— = 5X+ SyX+ = & X— SyX— = —5 X+ (1.15)

2 2 2

De estas relaciones encontradas, se obtiene por lo tanto que

% 3.,(1 0 - 0 1 - 00
2 _ 9.2 —
§2=1h (0 1), S+_h<0 0), 5__h(1 0), (1.16)

mientras que

. h(0 1 . R (0 —i . h(l 0
51_2(1 o)’ Sy_2<z' 0)’ 52_2(0 —1)’ (1.17)

de donde se puede ver que estas son las matrices de Pauli, por lo tanto el operador de espin
se puede escribir como S = (h/2)d con las componentes de ¢ igual a las matrices de Pauli de

manera correspondiente. Las matrices Sy, Sy, S,, S? son matrices hermitianas por lo tanto pueden
representar observables. Por el contrario, las matrices Sy, S_ no son hermitianas y no pueden
representar observables.

Es evidente que los eigen-vectores para los operadores 52, S. son los espinores spin up y spin
down, ya que estos operadores comparten eigen-vectores, con sus correspondientes eigen-valores
siguiendo las relaciones 1.12. Para los operadores 5}, S’y se pueden expresar sus eigen-vectores en
términos de los espinores de la siguiente manera:

) + (X+ £ x-), (1.18)

[y)+ = —= (x4 T ix-) (1.19)

Sl =Sl

S



Elementos basicos

1.1 Espin
y por lo tanto las ecuaciones para los eigenvalores son
N h
Sulin)s = %510} (1.20
N h
Sylda)e = £ |v0)+ (1.21)

Geometricamente se puede obtener una representacién del espin, como se muestra en la Figu-
ra 1.2

—h/2

Figura 1.2: Representacion grafica del espin 1/2

es un vector con norma |S| = v/3%/2, donde el dngulo 6 es igual a 54,73°,

0 = cos™! (%) =cos * (%) = cos ! (%) = 54,73° (1.22)

donde se tiene que la proyeccion del spin en el eje z tiene solamente los valores de +h/2 que
corresponden a los valores para el spin up y spin down correspondientemente.

Por lo tanto para particulas con espin s = 1/2, la funcion se onda total se representa en términos
de los espinores, dependiendo de si es spin up o spin down:

e (7) = Yt () <é> - (”’”"gl @) (1.23)

Wi, 1 (F) = nim, (7) <(1)) = (WTS[ m) (1.24)
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Elementos basicos
1.1 Espin

1.1.2. El espin electrénico

En el estudio de las propiedades de los a&tomos y moléculas, es comtn hacer la distincion del
espin electrénico y el espin nuclear. El espin electronico es el espin del electrén que orbita el niicleo
y es una propiedad intrinseca del electréon con valor s = 1/2. En un 4tomo cada electron esté
caracterizado por su funcién de onda y esta depende de cuatro ntmeros cuanticos. Tres de estos
numeros cuanticos describen la espacialidad del electrén, se relacionan con el volumen en el cual
existe la probabilidad de encontrar a dicho electrén, llamado orbital. También describen la energia
del electron. El cuarto ntimero cuantico, es el niimero del espin mg, el cudl solo puede tomar dos
valores posibles mg = +1/2, spin up o down. Por el principio de exclusion de Pauli, dos electrones
en un atomo no pueden tener los mismos cuatro ntimeros cuanticos. Por lo tanto, en un mismo
orbital solo pueden existir dos electrones los cuales tengan sus espines pareados (diferente signo).

Asociado con el espin, el electron también posee un momento dipolar magnético debido al espin.
Este momento dipolar magnético del espin se expresa regularmente en términos de una constante
denominada pp el magnetén de Bohr. El momento dipolar magnético del espin para el electrén es:

€ —

lc = —q, 1.25
us gs IMec ( )
por lo tanto la componente en z del momento dipolar magnético de espin es,
eh
HS, = —0s ms = _2,UJBms = :l:,LLB (126)
2mec
donde
eh
= 1.27
1B 2mec ( )

es el magneton de Bohr y g; = 2,0023 = 2 es el factor de Landé para el electrén. Este factor fue
predicho por la mecanica cuantica relativista de Dirac y posteriormente medido en el experimento
de Lamb. El magnetén de Bohr, en unidades CGS como se ha escrito anteriormente, tiene un valor
pup = 9,2740100783 x 1072 Erg/G [16].

El momento dipolar magnético de espin del electréon es de suma importancia ya que da lugar al
estudio del acoplamiento érbita-espin que da lugar a divisiones en los niveles de energia atémica,
y que tiene como resultado la estructura fina en los espectros de emision de los atomos. Este
momento dipolar magnético del espin del electron es también el responsable del efecto Zeeman en
la interaccién de los &tomos con un campo magnético externo.

Los dos posibles valores para el momento dipolar magnético del espin, tiene que ver con las
dos posibles orientaciones que puede tomar el vector del momento magnético en presencia de un
campo magnético externo: spin up, en la misma direccién que el campo magnético, y spin down,
con la direccién opuesta con el campo magnético. Existe una degeneracion para los estados del
espin en ausencia de un campo magnético exterior, debido a que la energia no depende del niimero
cuéntico del espin m.

Cuando en un &tomo, todos los electrones estan pareados, todos los espines up se anulan
con todos los espines down, dando como resultado que todo el d4tomo tenga un momento dipolar
magnético del espin igual a cero. Cuando un atomo que posee electrones que no estan pareados se
sittia en presencia de un campo magnético, existe un rompimiento de esta degeneracién. Debido a la
carga del electron, se tiene que un electréon que se orienta en direccion opuesta al campo magnético
estd en un estado de energia menor, pero con una mayor estabilidad, y un electréon que se orienta en
la misma direccién que el campo magnético esta en un estado de energia mayor y menor estabilidad,
respecto uno del otro. El estudio de estos estados del espin electrénico y sus conversiones ha sido
de gran importancia para el desarrollo de una técnica conocida como espectroscopia de resonancia
paramagnética electronica.
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1.1.3. El espin nuclear

Comunmente se representa el momento angular total del nicleo de un atomo con el simbolo
I y se le llama espin nuclear. A diferencia de los electrones, que se hace la distincién del espin
electronico y del momento angular orbital, en el caso de los nticleos en los 4&tomos, se considera a los
nicleos como un ente individual con un momento angular intrinseco /. Los protones y neutrones
individuales tienen un espin nuclear I = 1/2 y por lo tanto tienen un tratamiento igual al espin del
electréon. Esto quiere decir, que tanto el protén como el neutrén, tienen dos posibles orientaciones
en presencia de un campo magnético. En ocasiones se suele denotar de manera diferente al nimero
cuantico para el espin nuclear, como m; o solamente m. Debido a la carga del protén, el nicleo
que se alinea con un campo magnético externo (my = 1/2) tiene un estado de menor energia.

Un ntcleo atémico estd compuesto por protones y neutrones, los cuales son conocidos en con-
junto como nucleones. El espin de un nucleo por lo tanto estd conformado por la combinacién de
los espines de los protones y neutrones que lo conforman. El ejemplo mas sencillo es el ntcleo de
2H, el cual esta formado por un protén y un neutrén, la combinacién de sus espines puede darse
de dos formas: de manera paralela, dando como resultado un espin nuclear I = 1, o de manera
antiparalela, con un espin nuclear / = 0. En la Figura 1.3 se muestra una esquema para estas com-
binaciones de espines. Estos estados tienen una diferencia energética de ~ 10'* kJ/mol. El estado
con menor valor en energia es llamado estado base de espin nuclear. Debido a la gran diferencia de
energia entre estos estados, se puede omitir el estado excitado en la gran mayoria de los casos.

E

— @O o

P n

A

H

— @ "

P n

Figura 1.3: Niveles de energfa para el niicleo 2H

El estado base para atomos con mayor masa atomica A, se puede obtener con diferentes combi-
naciones de los espines de sus protones y neutrones, sin embargo, no hay manera de saber cudl de
los diferentes estados del espin, es el estado base en general. En la practica el estado base de espin
nuclear, se considera como una propiedad que se obtiene experimentalmente para cada isétopo.

Debido a la forma en que se pueden parear los espines, los is6topos pueden dividirse en tres
grupos dependiendo de la suma de los espines de los protones y neutrones que conforman un nicleo.
Un espin de un protén solo puede parearse con un espin de otro protén con signo contrario, no se
puede parear con el espin de un neutrén, y los mismo ocurre al revés. Por lo tanto, se sigue que
solamente is6topos con un nimero impar de protones (Z impar) y/o nimero impar de neutrones
(n = A — Z) poseen un espin nuclear diferente de cero I # 0.

El primer grupo es el caso de nucleos donde tanto protones como neutrones son par (A par y
Z par). En estos nicleos, los espines de los protones y neutrones estan pareado y por lo tanto el
nicleo tiene un espin nuclear igual a cero I = 0. El segundo grupo, son ntcleos con protones y
neutrones ambos impares (A par y Z impar). Este grupo tiene un ntimero impar de protones que
no estan pareados con I = 1/2, y de manera similar un namero impar de neutrones no pareados
con I = 1/2, por lo tanto el espin nuclear debe ser un entero, I = 1,2,3,.... El dltimo grupo
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es por lo tanto para los nicleos con niimero de protones par y nimero de neutrones impar, o en
viceversa, (A impar). Este grupo tiene por lo tanto un ntimero par de protones pareados, y un
namero impar de neutrones sin parearse con I = 1/2, o viceversa; por lo tanto los nicleos tendran
un espin nuclear no entero I =1/2,3/2,5/2,....

Sabemos que una particula individual puede solo obtener dos posibles estados en presencia de
un campo magnético, sin embargo, un nicleo atémico es mas complejo y por lo tanto puede tener
mas estados. Estos estados estaran relacionados con el nimero cuantico del espin nuclear my, el
cual sigue las mismas reglas que en el caso del espin general, teniendo 27 + 1 valores posibles. Esto
se puede observar en el efecto Zeeman para los niicleos atémicos como se muestra en la Figura 1.4.

m=-1/2 m=-1

AE

t t |
E 04 AE E O —
m=0

AE
m=+12 m=+1

o B, — 0 B, —
(a) (b)

Figura 1.4: Efecto zeeman nuclear. Para nucleos con (a) I =1/2y (b) I =1

De manera similar al espin electrénico, se asocia un momento dipolar magnético de espin al
espin nuclear. Este momento magnético tiene la siguiente expresion:

=

0= 1.28
A= 95m (1.28)
donde la componente en z del momento magnético esta dada por
Mo = g5 —mi = guNmi (1.29)
myc

P

donde g es el factor de Landé pero esta vez asociado al ntucleo, y uny es una constante fisica
llamada magnetén nuclear,

_eh
© 2mye

que tiene un valor, en unidades CGS, uy = 5,0507837461 x 10~2* Erg/G [16]. El momento
dipolar magnético debido al espin nuclear, es un concepto de gran importancia, ya que es la base
para la técnica conocida como Resonancia Magnético Nuclear RMN, que es la base para el estudio
de materiales a través de la espectroscopia por resonancia magnética nuclear o en areas de la salud
como la obtencién de imégenes por resonancia magnética nuclear. En la Tabla 1.1 se muestran
algunos elementos y sus propiedades magnéticas.

N (1.30)

1Estado base del espin nuclear

2Momento magnético en términos del magnetén nuclear up
3Razon giromagnética 107 rad T—1 s~1

4Frecuencia RMN con un campo 11.74 T (w®/27)/MHz
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Tabla 1.1: Propiedades magnéticas de algunos elementos seleccionados

Elemento I' u? ~3 vt
TH 1/2  4.837353570  26.7522128 - 500.000
H 1 1.21260077  4.10662791  -76.753
3SH 1/2  5.159714367 28.5349779  -533.320
1B 3 2.0792055  2.8746786  -53.718
up 3/2 34710308  8.5847044  -160.420
120 0
e 1/2 1.216613 6.728284  -125.725
N 1 0.57100428  1.9337792  -36.132
15N 1/2  -0.49049746 -2.71261804  +50.684
160 0
170 5/2  -2.24077 -3.62808 +67.782

1.2. La imagen por resonancia magnética

La imagen por resonancia magnética (IRM o MRI, por sus siglas en inglés) es una técnica no
invasiva de diagnéstico médico que utiliza campos magnéticos y ondas de radiofrecuencia para
producir imégenes detalladas de los tejidos blandos y érganos internos del cuerpo humano. La
técnica se basa en la propiedad de los niicleos atémicos con espin nuclear de alinearse con un
campo magnético externo y responder a ondas de radiofrecuencia.

En una IRM, el paciente se coloca en un gran imén que crea un campo magnético uniforme y se
le aplica un impulso de radiofrecuencia. Esto hace que los niicleos de hidrégeno en el cuerpo emitan
senales de radiofrecuencia que son recogidas por un receptor y procesadas por una computadora
para producir una imagen detallada del area en cuestion. Los distintos tejidos del cuerpo humano,
como el hueso, el musculo, el tejido graso y el liquido cefalorraquideo, tienen diferentes propiedades
magnéticas y emiten senales de radiofrecuencia distintas, lo que permite que la IRM cree imagenes
en alta resoluciéon de los érganos y tejidos internos del cuerpo.

La IRM se utiliza en una amplia gama de aplicaciones médicas, incluyendo el diagnéstico de
enfermedades cerebrales, cancer, trastornos musculoesqueléticos, enfermedades del corazon y en-
fermedades gastrointestinales. Es especialmente ttil para diagnosticar problemas que no se pueden
ver con otras técnicas de imagen, como las radiografias y la tomografia computarizada (TC).

Aunque la IRM es una técnica no invasiva y no emite radiacién ionizante, no es adecuada para
todas las personas. Las personas con dispositivos médicos implantados, como marcapasos cardiacos
o implantes cocleares, pueden no ser elegibles para la IRM debido al riesgo de interferencia con el
dispositivo. Ademas, la IRM puede ser costosa y puede requerir un tiempo de escaneo prolongado.

La técnica de IRM se basa en la técnica de Resonancia Magnética Nuclear (RMN), que tiene
como base fisica el fenémeno de la resonancia y relajaciéon de los nucleos de los &tomos que confor-
man un material, debido a un campo magnético. Para la IRM se tiene interés el niicleo del atomo
de hidrégeno debido a la abundancia de la molécula del agua en el cuerpo humano, asi como otras
moléculas donde se encuentra presente. La IRM provee un mapa espacial de los niicleos de los
hidrégenos en tejidos del cuerpo humano, donde la intensidad de la imagen esta relacionada con
la ubicacién espacial del nucleo de hidrogeno asi como de las propiedades del tejido en cuestion.

La IRM se basa principalmente en la aplicacién de tres distintos campos magnéticos principales.
El principal campo magnético constante By, el cudl causa la precesiéon de los niicleos de hidrégeno
con una frecuencia proporcional a la magnitud del campo, lo cual es conocido como frecuencia
de resonancia. Tres gradientes de campo magnético que son usados para hacer que la frecuencia
de resonancia dependa de la posicion espacial del nucleo y asi obtener informacion espacial que
se utiliza para la formacion la imagen. Y pulsos de radiofrecuencia RF que transmiten energia al
cuerpo. En la Figura 1.5 se muestran ejemplos de resonancias magnéticas obtenidas del cerebro un




Elementos basicos
1.3 Modelo de la molécula del agua

paciente.

Figura 1.5: Imagenes obtenidas mediante resonancia magnética. Se muestran cortes coronal, sagital
y axial del cerebro.

En general, se toma en cuenta la interaccién de estos campos magnéticos con la molécula del
agua, debido a que, en el cuerpo humano, estd presente en abundancia. Cuando estos campos
magnéticos interaccionan con la molécula del agua, crean cambios en la energia de esta, y al
entrar en relajacion, se emite esta energia en forma de ondas de radiofrecuencia que se pueden ser
detectadas y a través de esta informacion es como se crea la imagen. Esto es lo que proporciona la
informacién para reconstruir la imagen, por ello es importante conocer como interactiia un campo
magnético con la molécula del agua.

1.3. Modelo de la molécula del agua

El estudio de la estructura del agua ha sido de interés desde hace ya un gran tiempo. El hecho
de que el agua es una sustancia tnica ha sido notorio desde el tiempo de los grandes fil6sofos
griegos, quienes le daban un papel importante para la vida a ésta. El comportamiento del agua en
cualquiera de sus fases depende en iltima instancia de la estructura y propiedades de la molécula
del agua aislada [1]. Actualmente el modelo de la molécula del agua que es usado se tiene gracias
a la Teoria de Orbitales Moleculares, sin embargo, esta teoria sigue siendo en parte sumamente
experimental. Debido a que es una forma de aproximarse a las soluciones para la ecuacion de Schro-
dinger para moléculas que son sumamente complicadas, éstas aproximaciones deben compararse
con la evidencia experimental.

La molécula del agua estd compuesta por dos adtomos de hidrégeno y un atomo de oxigeno
unidos mediante un enlace covalente. Ambos hidrogenos se encuentran de un mismo lado, dandole
a la molécula una forma de V. La estructura de la molécula del agua se obtiene a partir de la
teoria orbital molecular. Para entender el enlace covalente y la geometria de la molécula del agua,
se debe recurrir al concepto de hibridaciéon de orbitales atémicos. Un orbital atémico es el campo
electromagnético que tiene probabilidad de tener un maximo de un par de electrones con spin
opuesto. La mezcla de orbitales atémicos que intervienen en un enlace se conoce como orbital
hibrido y es la suma de probabilidades de cada orbital que interviene en la hibridacion.

Para formar una molécula de agua, dos d&tomos de hidrogeno se aproximan a los dos orbitales de
enlace sp® del oxigeno y forman dos enlaces sigma (o) covalentes (40 % de caracter i6nico parcial),
cada uno de los cuales tiene una energia de disociacion de 4,6 x 10? kJ/mol (110 keal/mol) [2]. En
la hibridacién de la molécula del agua (sp®) se mezclan tres orbitales p (P, P, P,) con un orbital
s del 4tomo de hidrégeno dando como resultado 4 orbitales hibridos. Estos orbitales hibridos se
distribuyen en el espacio con geometria tetraédrica como consecuencia de la combinacién de las

10
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nubes de probabilidades del orbital atémico s con los tres orbitales p,, py y p.. En la Figura 1.6
se puede observar el modelo geométrico de la molécula del agua.

(b)

Figura 1.6: Modelo esquemético molecular de una molécula HOH simple: (a) configuracién sp3 y
(b) radios de van der Waals de una molécula de HOH en estado de vapor [2]

La distancia entre los ntcleos de los 4tomos de hidrégeno y el del dtomo del oxigeno es de
rao = 0,9575Ay el angulo formado por la molécula es de 104,5° (valor cercano al tetraédrico
perfecto de 109°28’). Debido a que el oxigeno es mas electronegativo que el hidrogeno, tiene una
mayor capacidad de situar a los electrones de los enlaces O-H cerca de si. Los dtomos de hidrégeno
por lo tanto quedan con una carga positiva al "perder"su electron. Debido a esto y a la configuracion
sp3 podemos considerar que la molécula del agua tiene dos cargas positivas y dos negativas situadas
en los vértices del tetraedro formado. La separacion espacial de la carga en la molécula del agua la
vuelve una molécula polar. La simplificacion de cémo se situia la carga es util para entender varias
propiedades de ésta molécula.

1.4. Funcién de onda de los protones en la molécula del agua

La molécula del agua es un sistema de muchas particulas que interacttian (MIP), para los cua-
les es muy dificil encontrar una solucién analitica, sin embargo, puede encontrarse una solucién
haciendo algunas simplificaciones. Debido a la estructura de la molécula de agua (su forma geo-
meétrica y la distribucion espacial de la carga), el problema se reduce a considerar el movimiento
del sistema de dos protones alrededor de un centro cargado con una carga @ = —2e [14] (el dtomo
del oxigeno). Estos protones se mueven considerando una distancia constante entre si d,, ~ 151,05
pm y una distancia constante al nicleo del oxigeno d, ~ 95,60 pm.

El hamiltoniano para el sistema tomando el origen en el niicleo del 4tomo de oxigeno y consi-
derando los protones como distinguibles es

)
fly = -2

EQ
+ 2

- V(d,,d 1.31
2md2  2md? +V( ») (1.31)

con m la masa del protén. El potencial V(do, d,) es el potencial debido a las interacciones eléc-
tricas entre el centro cargado y los protones (un potencial de coulomb) que dependen tnicamente
de las cargas y la distancia entre ellas. Las distancias intermoleculares d,, d,, son consideradas cons-
tantes, por lo tanto el potencial f/(do7 d,) es constante. Este potencial tiene un valor V- = —23,4
eV. Dado que se tiene un estado estacionario, se tiene la solucion para la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo a la cual después se puede agregar la dependencia del tiempo. Debido a
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las consideraciones y simplificaciones del problema se obtienen dos ecuaciones separadas, una para
cada protén.

72
[ Ly + Vi | 0i(6s,03) = €bi (0, ), i =1,2 (1.32)

2md?

Las soluciones para estas ecuaciones son los conocidos arménicos esféricos Y ., (6, ¢), por lo
tanto la funcion de onda para el sistema total es

Wiy myilams (01, 01302, 92) = Vi, m, (01, 01) Y, ms, (02, 2) (1.33)
v la energia total del sistema E = €; + €5 esta dada por
72 2
E o, = Wd%ll(ll +1)+ ng(lg +1)4+V (1.34)

1.5. Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

La teoria perturbativa o teoria de perturbaciones, es un método de aproximaciéon que es util
para obtener soluciones aproximadas para un problema en el cual no se puede obtener una solucién
exacta a la ecuacion de Schrédinger. Este método se basa en suponer que el problema a resolver es
ligeramente distinto a un problema del cual se tiene una solucién exacta conocida (caso impertur-
bado). Entonces a este caso imperturbado se le agrega una pequefa perturbaciéon al hamiltoniano
y se encuentran correcciones para la funciéon de onda y para la energia.

Supongamos que tenemos la solucién para la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo
para un potencial cualquiera

Holp®) = L |{") (1.35)

en las cuales se obtienen un conjunto de eigen-funciones ortonormales

WO D) = Gm (1.36)

con sus correspondientes eigen-valores Ey(,,o). Entonces el problema al que se quiere encontrar

solucion (que se considera no muy diferente del imperturbado) H se puede considerar como la
suma de dos términos

H = Hy + \H, (1.37)

en donde ﬁp es la parte del hamiltoniano correspondiente a la perturbacion. Ademas se asume
que H, es muy pequefia en comparacion con Hy (A < 1). Por lo tanto resolver el problema, es
ahora resolver el problema de eigen-valores para la ecuacién

(Ho + M) |¢0n) = Eplibn) (1.38)

Para esto resolver este problema se consideran dos casos en general, el caso donde los estados
no son degenerados y el caso donde son degenerados.

1.5.1. Caso no degenerado

Para este caso se considera que el hamiltoniano Hy es no degenerado, por lo tanto para cada
eigenvalor de la energia B existe un solo estado |¢7(10)>. Haciendo la expansion de |¢,) y E, en
series del pardmetro A\, podemos escribirlos de la siguiente manera

) = [0D) + M) + N2 [P) + - (1.39)

12
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E,=E® £ \EMD £ \2EP 4 ... (1.40)
en donde los términos |¢§Lk')> y E,(lk) son las k-ésimas correcciones para las eigen-energias y las

eigen-funciones. El problema entonces se reduce a calcular estas correcciones. Estas series pueden
no converger en algunas situaciones, sin embargo, debido a que tenemos un paradmetro A muy
pequeno, en la practica basta con tomar la primer o segunda correcciéon y asi obtener buenos
resultados. Sustituyendo las expresiones 1.39 y 1.40 en la ecuacién 1.38 obtenemos

(Ho + M) [[60) + Mg 0) + N Jp) + -] =
(ED +2BD + RED + - ) [[50) + M) + X[p) + -

Multiplicando miembro a miembro y agrupando en las potencias de A\ tenemos

Holw®) + A (Holw D) + Hplw®)) + 2 (Holws®) + HyluiD)) + -+ =
BP0 + A (EL D) + L)) + 42 (ED D) + EDW D) + B ) +- -

para que esta ecuacién sea valida, los valores agrupados por las potencias de A deben ser iguales.
Por lo tanto, tomando las primera potencias de A obtenemos

HolpMy = EQ ) (para \°) (1.41)
HolpV) + Hy|p?) = EQOp®) + ED[p®)  (para ) (1.42)
HolpP) + Hylp V) = EL [Py + EDwM) + EQ ) (para A?) (1.43)

La ecuacién 1.41 que se obtuvo, es igual a la ecuacién 1.35 que es la ecuacién del caso sin

perturbacion de la cual se conocen las soluciones. Si se toma el producto punto de la ecuacion 1.42

pre-multiplicando por 7(10)|

WO Hol(M) + (80| Hp [y = EQ (D 9Dy + B (0] 0)

donde debido a que el operador Hy es hermitiano, se obtiene <w£°)\ﬁfo|¢,(}’> =Y <w£0)|¢§11)>
y debido a la condicién de ortonormalidad ecuacién 1.36, entonces

ED = (w0 | Hyl”) (1.44)

La ecuacién 1.44 es entonces la correccién a primer orden de la energia, ésta ecuacion nos dice
que la correccién a primer orden la energia es el valor esperado para el operador de la perturbacion
en el estado sin perturbacioén.

Consideramos que las funciones de onda [i),,) son similares a las funciones de onda |w,(LO)> del
caso imperturbado; esto porque el hamiltoniano contiene una pequena perturbaciéon contribuyendo

en pequenas correcciones a la funciéon de onda y las energias. Por lo tanto (wﬁlo) |tn) = 1, y norma-
lizando los estados |1;,), entonces el producto punto con los estados sin perturbacion sera igual a
1, esto es

(WP ln) =1 (1.45)
donde si se toma la expansion en series de |¢,,) ecuacién 1.39, y debido a la condicién de
ortonormalidad de los estados |w7(,0)> ecuacion 1.36 se obtiene que
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M) + RO WP) + -+ =0

por lo tanto todos los coeficientes para las potencias del parametro A deben de ser cero,

@My = @Oy = =0 (1.46)

Los estados sin perturbacién forman una base completa y ortonormal, por lo tanto podemos

expresar W;g )> (asi como cualquier otra funcién) en términos de esa base, usando la condicion de
completez

Dol =1

n=1

obtenemos,

Dy = (ZW °>|> [Py =Y W) (1.47)

m#n

en donde debido a la ecuacion 1.46 se ha eliminado en la suma el término en el cual m = n. Si
pre-multiplicamos la ecuacién 1.42 por <1/J7(,?)| se obtiene

WO HolpV) + (S| H, [0 ) = B (9D [p) + ED (D)

donde se puede operar y despejar el término <¢n?)|¢n ), obteniendo

(W [ Hp )

(0) (DY —
<'(/)m ‘wn > - E7(10) _ ET(S) (148)
sustituyendo este resultado en la ecuacion 1.47
O) f1 1p(©
iy = 3 W Hpl¥n )0y (1.49)

la ecuacion 1.49 es entonces la correciéon a primer orden para la funciéon de onda. Si pre-
multiplicamos la ecuacion 1.43 por <’(/J£LO)| se sigue

WO Holv@) + (O H,[p D) = EQ (9O 192y + ED (D) + ER (0 ]p0)

donde operando, utilzando que el operador Hy es hermitiano y la condicién dada por la ecua-
cion 1.46, se obtiene que

E® = (| HylpM) (1.50)

sustituyendo la ecuacién 1.49 en ecuacién 1.50 se obtiene

(0) ‘H W}(O)

Z)Z’

2 B9 _gD

(1.51)

este resultado es entonces, la correccién a segundo orden para los valores de la energia. Por lo
tanto, si nos quedamos solamente con las dos primeras correcciones para la energia y la primera
correcciéon para la funcién de onda podemos escribir la funcién de onda y la energia para el caso
con perturbacién como
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Elementos basicos
1.5 Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

(0)
[hn) = +mz¢n O E<0> g0 (1.52)
2
@18, w8y

Ey,=EP + (0P Hy [y ) + Y

(1.53)
2 B9 gD

Se pueden calcular correcciones de mayor orden, tanto para la funcién de onda como para la
energia, sin embargo, estas primeras correcciones son suficientes y proporcionan buenos resultados.
La condicién entonces que se pide para que sea valida la teoria de perturbaciones es que

() [Hp )

2O _ 5O <1 (m #n) (1.54)

se puede observar que esta condicién se cumple solo para niveles de energia no degenerados, ya
que si existieran dos estados en donde sus energias fueran iguales, la ecuacion 1.54 se romperia.

1.5.2. Caso degenerado

Para el caso donde se tienen niveles de energia en los que existe degeneracion, se tiene que
utilizar otro método para encontrar las correcciones para las funciones de onda y para las energias.
Iniciamos con la ecuacién 1.38 donde por hipdtesis ahora sabemos, que el hamiltoniano H, tiene
niveles de energia degenerados. El que un nivel de energia sea degenerado, quiere decir que para un

determinado eigenvalor de energia E,(lo) existen diferentes estados |1/J7(10)> que satisfacen la ecuacion
de Schrédinger independiente del tiempo. Si denotamos estos diferentes estados para una valor

determinado Ey(lo) con un subindice «, en donde « puede tomar los valores 1,2,...,f con f el

namero de estados que poseen la misma energia. Entonces tenemos

Ho[p ) = EP W)y (a=1,2,....f) (1.55)

Nosotros podemos aproximar la eigen-funcion |4,,) como una combinacion lineal de las funciones

|1/J7La >

) = Za W) (1.56)

Debido a que los estados en el caso sin perturbacién son estados ortonormales ecuacién 1.36,
ademas si pedimos que las funciones |¢,,) esten normalizados, entonces

(thn ) = Za 3005 = Z laa|? = (1.57)

utilizando las ecuaciones 1.55 y 1.56 en la ecuacion del problema de eigenvalores para el hamil-
toniano perturbado ecuacion 1.38 (con A = 1) tenemos

> (Ho+ 1y) aalv®) = En Y- aaltl?)

por lo tanto podemos reescribir la ecuacion como

7 [BOWD) + B, [0) = Blwl)] aa = 0

(o3

donde si pre-multiplicamos por <z/17(33)|, y reacomodando los términos, tenemos
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Elementos basicos
1.5 Teoria de perturbaciones independiente del tiempo

S (WO D) — (Bn — E)80,5] a0 =0

donde si tomamos la energia con correccién hasta el primer orden, tenemos que la energia se
puede escribir como FE, = E,SO) + E,(ll), por lo tanto la correccién para la energia a primer orden es
E,(Ll) =F, — E,(LO), por lo tanto podemos escribir

0)[ ] 0
> [@OD) ~ EDdas] a0 =0 (1.58)
(03
de donde se puede ver, que se encuentra ahora un problema de eigenvalores y eigen-vectores de
una matriz f X f, que denotaremos como H, matriz perturbada, cuyos elementos en cada entrada

seran los H,, = (1#5,(2) |I§Tp|¢,(£3> y se cumplird que entonces la ecuacion 1.58 denota que los valores

PBa
E,(LD seran los eigenvalores de la matriz perturbada y por lo tanto obtendremos los eigen-vectores
G-

Para encontrar las correcciones para las funciones de onda y para las correspondientes energias
necesitamos construir la matriz perturbada H,

I:Ipn I:Iplz e I:Imf
Hy=| """ " e (1.59)
prl pr2 prf

. . 1 . .
obtener sus correspondientes eigen-valores EY con sus correspondientes eigen-vectores

[¢2%}
[2%]
ag = 1| . (1.60)
aaf
y por lo tanto tenemos que las energias seran
E,,=E® +EY (1.61)

y las funciones de onda, por la ecuaciéon 1.56, seran entonces

f
¥na) =D aasltl)) (1.62)
=1

donde los elementos ang son los elementos del eigen-vector ecuacién 1.60.
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Capitulo 2

Calculo de la funcién de onda para
los protones de los hidrégenos en la
molécula del agua en presencia de un
campo magnético constante B

Conociendo la funcién de onda para los protones de los nicleos de los hidrégenos presentes
en la molécula del agua, se puede calcular la funcién de onda para estos protones en presencia
de un campo magnético haciendo uso de la teoria de perturbaciones. La funcién de onda para los
protones de los hidrégenos en la molécula del agua, haciendo uso de la notacién de Dirac, es:

0
8 st ma) = Yioma (01, 61)Yigm, (62, 62) (2.1)

donde Y} ,,, (0, ¢) son los armonicos estéricos.
La energia para cada estado esta dada por:

(0) §
Iidy — 2 5!
L2 2myds 2my,ds

Donde V = —23,4eV. La energia para un estado de los protones por lo tanto solo depende de los
niimeros cuanticos asociados a cada protén. Por lo tanto existe una degeneracion en la energia para
dados I y lo, igual a (2{; +1) x (2l +2). El tnico nivel de energia en el que no existe degeneracion
esparaly =0y ls =0.

Esta funcién de onda solo contiene parte espacial. Se puede agregar la parte del espin conside-
rando el producto por los espinores correspondientes, sabiendo que los protones poseen un espin
s =1/2, con lo cual se necesitaran de dos ntmeros cuanticos mg; y mso para describir la funcion
de onda total:

Ll +1)+ 2la+1)+V (2.2)

0 1 1
| sy it n.n) = Yo (01, 01) Yiama (02, 62) | 5, man) | 5omsa) (23)

donde mg; = +1/2 para i = 1,2. Por lo tanto la energia ahora tendra una degeneracion de
4 x (2l + 1) x (2lz + 1). Para los calculos donde solo interviene la parte espacial de la funcion
de onda, podemos prescindir de la funcién de onda con espin utilizando la funcién de onda sin la
parte de espin, debido a que los operadores espaciales solo actiian sobre la parte espacial.

Para calcular la funcién de onda para los protones en presencia de un campo magnético, se
deben de tomar en cuenta dos correcciones: la estructura fina y el efecto Zeeman. La estructura
fina estd dada por dos efectos separados: el acoplamiento orbita-espin y la correccion relativista.
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.1 Acoplamiento érbita-espin.

2.1. Acoplamiento 6rbita-espin.

El acoplamiento 6rbita-espin para los protones de los nicleos de los hidrégenos en la molécula
del agua surge de la interaccién entre el momento magnético de espin de los protones, jis =
gseg/(Qmpc) donde gs = 5,5856946893 [16] el factor de landé para el proton, y el campo magnético
B debido al centro cargado (4&tomo de oxigeno). La energia de interaccion entre el momento dipolar
magnético de espin y el campo magnético debido al ntcleo cargado es:

Hso = —jis - B (2.4)

El origen del campo magnético experimentado por los protones moviéndose con una velocidad
en una orbita circular alrededor del centro cargado, puede ser explicado cldsicamente de la siguiente
forma: los protones, cada uno en su propio marco de referencia en reposo, veran el centro cargado
moviéndose a una velocidad —¢ en una o6rbita circular. De la electrodinamica clasica, el campo
magnético experimentado por los protones es

- 1 = 1 = 1 =
B=—tUxFE=—-———pxE=—FEXp, (2.5)
¢ mpC myc

donde E es el campo eléctrico (campo de Coulomb) generado por el centro cargado Q = —2e.
Para un problema més general donde un proton se mueve en un potencial central de Coulomb de

un centro cargado con Q = —2e, V(r) = 2e¢(r), el campo eléctrico es

. - 1= 1 7dV
E(r)=-V =——VV(r)=——-— 2.6
(1) = ~Vo(r) = —5 V() = —5- - (26)

sin embargo, para los protones de los ntcleos de los hidrégenos en la molécula del agua, debido
a la estructura de la molécula, se toma que los protones estan a una distancia fija del dtomo de
oxigeno. Por lo tanto, el potencial debido al centro cargado, que experimentan los protones, es
constante,

v

- =0 (2.7)

por lo tanto el campo magnético es cero B = 0 y la energia de interaccion —jis- B = 0. Entonces
no existe correccién para el acoplamiento 6rbita-espin.

EY) =0 (2.8)

2.2. Correccion relativista.
La energfa cinética relativista de un protén ests dada por 7' = ,/p2c® + mzct — mpc?, donde
myc? es la energia de la masa en reposo del protén; mediante una expansion de tiene que,
~9 4

R ~ P p
\/ PP+ m2ct — me® = oy, Smic2 (2.9)
P

Por lo tanto se puede calcular la correccion relativista, considerando entonces el hamiltoniano:

H=Hy- 2 P2 (2.10)

donde estos dos ultimos términos, se pueden tratar como una perturbacién al hamiltoniano
original de los protones en la molécula del agua ecuaciéon 1.31. Por lo tanto, el hamiltoniano debido
a la perturbacion se escribe:
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.2 Correccién relativista.

8m3c?  8m3c? 8m3c2dy  8micid;
donde se ha usado que L = dop, con d, = 95,60 pm. Usando la teoria de perturbacio-

nes, se puede construir la matriz perturbada H,. Cada nivel de energia tiene una degenera-
cion (213 + 1) x (2l + 1), por lo tanto la matriz perturbada serd una matriz cuadrada de
[(201 +1) x (2la +1)] x [(201 + 1) x (2l3 + 1)]. Para tener una notacién més simplificada, se de-
notaran dos estados cualesquiera de la funcién de onda de los protones de la molécula del agua en
el caso sin perturbar como

| 0O = j, k1, jo, ka) |0 = ti,ma, o, mo) (2.12)

y sus energias E((XO), Eéo) de manera correspondiente. Los elementos de la matriz perturbada,

seran por lo tanto los H, , = ( O \I;Tp|@/1/(30)>. Operando primero sobre un estado, se tiene que:

74 74

Ly L
3024 3c2g4
8micid,  8myjcidy

-HR ‘ l17m17l2:m2> = < ) | l17m1a127m2> (213)

El operador del momento angular L2, sabemos que tiene por eigen-estados los armoénicos esfé-
ricos, y eigenvalores [(I + 1)h2. El operador L? actuara tnicamente sobre la parte de la funcién de
onda correspondiente con los ntimeros cuénticos con subindice 1, y viceversa. La funcién de onda
de los protones en la molécula del agua se compone por la multiplicacién de armonicos esféricos.
Por lo tanto, podemos reescribir de la siguiente manera

]:]R | ll,ml,lg,m2> = [A/%IA/% | ll,m1> | lg,m2> + igi% | ll,m1> | lg,m2>] (2.14)

a 8m3c2d;
utilizando que

L2 1,m) =1L+ 1)h% | I,m) (2.15)
por lo tanto:

h4

ZSIR | ll7m13127m2> - *m [l%(ll + 1)2 + l%(lg + 1)2] | ll,ml,lg,m2> (216)
D o
Si se pre-multiplica por el estado <w&0)|,
. h4
W | Hr | 05") = — gy [0+ 17 + B2 + 1% 0 [ 05”) (2.17)
D o

donde dado que los estados son ortonormales, se obtiene que

WO | Fg | o) = [0+ 1) + Bl + 1)?] 8ap (2.18)

a 8m3c2d]
Para estados no degenerados (el estado base), la correccion para la energia es
Efl. = 1(0,0,0,0 | Hz|0,0,0,0) =0 (2.19)

y la correcciéon para la funcion de onda
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.3 Estructura fina.

| fg 10,0,0,0
|w070’0’0> :| 0’0,070>+ Z < | R| s Uy Uy >

=(0,0,0,0) (2.20)
0 0
g0 EQ - B

el estado base no tiene correccién para la funcién de onda, ni para la energia debido a la correc-
cion relativista. Para estados degenerados, se necesita contruir la matriz perturbada de elementos

Hy, , = <’(/J((yo) | Hp | w(ﬁo)>. Dado que ya vimos como es ese producto con dos estados cualesquie-
ra, se tendrd una matriz diagonal para cualquier nivel de energia. Para una matriz diagonal, se
cumple que los elementos en la diagonal son sus eigen-valores, y sus eigen-vectores son los vectores
canénicos. Por lo tanto sus eigen-valores y las correcciones para la energia seran

4
0 _ h 2 2 72 2
By, = “Smicd [l 4+ 1)* + 1512 + 1)?] (2.21)

y las entonces las funciones de onda seguiran siendo las mismas, debido que en la suma

f
Vo) =Y aaslt”) (2.22)
B=1

solo habrd un elemento para cada eigenvector a, de onda en la perturbacion. La funcion de
onda para los protones en la molécula del agua con la correccién relativista es

0
| wllvml,l27m2> :‘ ’(/}l(l,)ml,b,m2> (2'23)

Entonces no existe correcciéon para las funciones de onda, y solamente existe correccién para la
energia debido a la correccién relativista. Lo cuél se puede resumir como:
h4

g _ M
R 8m3c2d}

(Bl + 1) +15(l+1)%] (2.24)

2.3. Estructura fina.

La correcién de estructura fina se obtiene considerando las correcciones para el acoplamiento
orbita-espin y la correccién relativista. Por lo tanto:

Hps = Hso + Hp (2.25)

dado que el término para el acoplamiento érbita-espin es igual a cero, y sabiendo que solo existe
correccién en la energia en el caso relativista, se obtiene,

EQ =BG+ EY) = — o [B(l +1)? + 13(l2 + 1)?] (2.26)
8myc?dg
y las funciones de onda permanecen iguales
0
| wl17m1,l2,m2> :‘ ’(/}l(l-,)m1>l2,m2> (2-27)

2.4. El efecto Zeeman en la molécula del agua.

Se considera a la molécula de agua situada en un campo magnético externo uniforme B. La
interaccién del campo magnético con los momentos dipolares magnéticos, orbital y de espin, de los
protones de hidrogeno, iy y jig, dan lugar a dos términos de energia de interaccion, —jiy, - B y
—fis - g, cuya suma es llamada la energia Zeeman:
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.4 FEl efecto Zeeman en la molécula del agua.

Hy = —jiv, - B jir, - B — fis, - B — fis, - B (2.28)
donde fi; = eE/(Zmpc) y [s = gs€ _'/(Qmpc), por lo tanto:
~ % N — gse JaN A —
Hy=— (L1 + L2) B (51 + 52) B (2.29)
2mpe 2myc

Se puede tomar el campo en la direccién del eje z, por simplicidad, por lo tanto, B = Bz,
entonces el producto nos da como resultado:

- eB
Hy; = ~3

p (Lzl + i’z2) - gseB (Szl + §z2) (2.30)

2myc
Cuando la molécula de agua se situa en un campo magnético externo, su hamiltoniano esta
dado por:

ﬁ:ﬁo+ﬁps+ﬁz (2.31)

Dado que la correccién debido a Hy es pequena comparada con f[o, puede ser tratada con
teoria perturbartiva. En el caso donde el hamiltoniano contiene varias perturbaciones, se pueden
tratar individualmente empezando por la mas dominante, luego la siguiente y asi. En este caso
solamente falta tratar la perturbacion debido a la interaccién con el campo magnético, el término
debido al efecto Zeeman.

Debido a que la interaccién incluye la interaccién con el espin, se considera ahora la funcion
de onda con la parte del espin. Entonces todos los niveles de energia estan degenerados con una
degeneracion 4 x (2l; + 1) x (2ly + 2) por lo tanto se aplica la teoria perturbativa para el caso
degenerado. De manera similar a lo hecho anteriormente, se denotan dos estados cualesquiera en
el caso sin perturbacién como:

. . 0
|7/1&0)> :|]17klak517]27k2;k52> ‘wé)> :‘ llam17m51712am27m32>~ (232)
Los operadores espaciales, como en este caso lo es el momento angular ﬁz, no acttan sobre la
parte del espin y unicamente actia sobre la parte espacial de la funcién de onda. Del mismo modo
el operador del espin S, no actiia sobre la parte espacial de la funcién de onda. Los operadores del
momento angular cumplen las siguientes relaciones

L. | l,m) =mh|l,m) S, | s,ms) = mgh | s,my) (2.33)

Por lo tanto el operador H al acttar sobre un estado cualquiera, da como resultado:

3 oy_ | eB /s : ) gseB /g . 0)
Hz 1957) = [ 2my,c (LZl + Lﬂ) 2my,c (SZI + 322)] | ¥57) (2:34)
- ehB
7 | 9") = =5 [m1 + ma + go(me1 +me2)] | 5”) (2.35)
P
Pre-multiplicando por (1/)&0) |
- ehB
WO | Hy | 97) = = 5= [m1 + ma + gu(ma1 +m.2)] da s (2:36)
P

Por lo tanto al hacer la matriz perturbada con elementos H,_, = <¢&0) | Hy | zbéo)), tendra
Ginicamente elementos en su diagonal. Por lo tanto, los eigenvalores de la matriz perturbada son
los elementos de la diagonal, y las correcciones para la energia son:
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.5 Simetrizacion de la funcién de onda

hB
E(l) = — € S s s 2.
P Sme [m1 + ma + gs(ms1 + mg2)] (2.37)

usando que pun = eh/(2myc) es el conocido magnetén nuclear, que tiene un valor de puny =
5,0507837461 x 10727 J/T = 3,15245125844 x 10~ eV/T, entonces la correcciéon para la energia
debido al efecto Zeeman se puede escribir como:

EY = —punBmi +ma + gs(mar +mas)] (2.38)

Dado que la matriz perturbada es una matriz diagonal, entonces los eigen-vectores son los
vectores canénicos, no existe por lo tanto correcciéon en la funcién de onda y las funciones de onda
para el caso perturbado son las mismas para el caso sin perturbacion.

Por lo tanto la molecula del agua en presencia de un campo magnético, tiene el hamiltoniano:

~ Li L4 eB /- R
H=Ho— —557 — =557 — (Lz LZ)
0 8m3c2dy  8micidy  2mye 1 e (2.39)
seB /4 A '
- J (Szl + SZZ)
2mpce

Por lo tanto, tomando en cuenta las correcciones para la energia debido a la estructura fina y
el efecto Zeeman, la correccion en la energia debido a la presencia de un campo magnético externo
es:

4

(1) _ h 2 2, 72 2
Ell,m17m51,l27m2,m52 - _Sm%CQdﬁ [ll (ll + 1) + ZQ(ZQ + 1) :|

(2.40)
7HJNB [ml + ma + gs (msl + msQ)]

entonces la funcién de onda y su energia correspondiente, para los protones en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético es:

|\Ijl1,m1 ,msl;lg,mg,msg) = }/llml (917 ¢1)Yl2m2 (92a ¢2)

1 1
27m51> ‘27ms2> (241)

4
E E(O) h 2 2 2 2
l1,m1,ms13l2,m2,ms2 11,12 Smgcgdg [ 1( 1+ ) + 2( 2+ ) ]

—unDB [m1 +my + gs(ms1 + msQ)]

(2.42)

2.5. Simetrizacion de la funcién de onda

Hasta el momento se habia estado trabajando con los protones como distinguibles, sin embargo,
estos son particulas identicas por lo tanto se debe hacer el analisis de la funcion de onda para parti-
culas insdistinguibles. La funcién de onda para un sistema de N particulas identicas es totalmente
simétrica o antisimétrica bajo el intercambio de cualquier par de particulas.

Debido a que tenemos un sistema con dos protones para los cuales s = 1/2 (fermiones), la parte
espacial de la funcion de onda la podemos construir de la siguiente manera:

1
¢ll’ml§l2:m2 = ﬁ

donde el signo positivo es para construir una funciéon de onda espacial simétrica y el signo
negativo para la antisimétrica. Debido a que el sistema es de dos fermiones con espin s = 1/2 la

D/llml (917 ¢1)Sfl2m2 (927 ¢2) + }/lzmz (917 QSI)}/llml (927 ¢2)] (243)
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Calculo de la funcién de onda para los protones de los hidrégenos en la molécula del
agua en presencia de un campo magnético constante B
2.5 Simetrizacion de la funcién de onda

funcién de onda del sistema debe ser totalmente antisimétrica, por lo tanto la parte del espin debe
corresponder para cumplirlo. Esto es:

1 [}/ilml (917 ¢1)}/l2m2 (923 ¢2) - }/22m2 (017 ¢1)Y21m1 (92, ¢2)] Xs (gla §2) )

V2 Yiim, (01, 81)Yiom, (02, 92) + Yigm, (01, $1)Yi,m, (02, $2)] Xa <§1, §2) :
(2.44)
Donde debido a la adicién del momento angular, existen tres estados los cuales son simétricos
xs(S1,52), lo que se conoce como triplete:
11
33),

11
2'2/,
+ = 1 /1 1\ |1 1 11
e (51:%2) =3 75 (’2’2>1 2’_2>2+‘2’_2>1
1
27

LA
2/,12° 2/,

y un estado asimétrico x, (§1, §2) conocido como singulete

= = 1 /|1 1\ |1 1 1 1
singulete S,S):i -, = -, == — =, —=
Xsingulet ( 1,02 \/i(‘Q 2>1 2 2>2 ‘2 2>1

\Ijll7m1;msl§127m2;m52 =

%, ;>2) (2.46)
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Capitulo 3

Resultados y discusion

3.1. La funcién de onda

La funcién de onda de los protones de los nicleos de los hidrogenos presentes en la molécula
del agua, en presencia de un campo magnético constante B, es la multiplicacién de dos arménicos
estéricos cada uno correspondiente a un protén. Los armoénicos esféricos estan dados por

Yim (0, 0) = (1)7"\/(214—; 1> mplm(cos 6)e'm? (3.1)

con lo cual se pueden calcular los armoénicos esféricos para dados [,m. En la Tabla 3.1 se
muestran algunos armonicos esféricos expresados en coordenadas esféricas.

Tabla 3.1: Armoénicos esféricos

Yim (0, ¢)
Yoo (0, ®) \/%
Y10(6, ¢) % cos

Yi11(0,9) | F1/ et sing
Ya0(0, ¢) \/ 1= (3cos?6 — 1)

Ya11(0,9) | F1/22e*™ sinfcosd

Yai2(0,0) | \/z=et??sin* 0

Por lo tanto para la funcién de onda de los protones en la molécula del agua, en presencia de un
campo magnético, se puede calcular la funcién de onda teniendo los Iy, mq,l2, mo. En la Tabla 3.2
se muestra la funcion de onda de los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
magnético para algunos valores de [y, m1,l2, ma.

La funcién de onda total se obtiene al multiplicar estas funciones de onda mostradas por la
parte del espin (espinores), sin embargo para analizar su comportamiento en el espacio solo se
utiliza la parte espacial. De acuerdo con la interpretacion probabilistica de la funcién de onda por
parte de la mecanica cuantica, el cuadrado de la funcién de onda [(7)|? se asocia con la densidad
de probabilidad de encontrar la particula en una posicién 7 determinada.

El cuadrado de la funcién de onda de los protones de la molécula del agua en presencia de
un campo magnético constante |Y7,m,1,m.|° = Y i lymy Yiamalam, dependerd anicamente de los
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Tabla 3.2: Funcién de onda para los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
magnético.

Y0, mitoms (01, 01,02, ¢2)

Yo000(01, ¢1, 02, $2) i
Yo010(01, 01,02, ¢2) %—E cos o
Y1010(01, 01,02, ¢2) 1 cos 01 cos 0y

Yoo1+1(01, @1, 02, d2) F\/5zeT %2 sin 6,

Yi01+1(01, 01,02, ¢2) F \/%ﬂ cos 01 e+ sin 6,

3 ; . y .
Yit1,141(01, 61,02, 02) | o=e*% sinbre*92 sin 6,

angulos 61, 0. Se puede graficar por lo tanto el cuadrado de la funcién de onda, en funcion de estos
dos angulos.

De la Figura 3.1 a la Figura 3.4 se muestran distintas funciones de onda en funcién de los
angulos 601, 0,. Las graficas muestran una vista en tres dimensiones donde dos ejes corresponden a
la dependencia de los dangulos que van desde 0° hasta 360°, y el tercer eje representa el cuadrado
de la funcién de onda para los dados 61, 65. También se muestra un mapa de colores representando
la misma funciéon donde se puede ver la intensidad, esto ayuda a visualizar de mejor manera la
funcién de onda.
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/] """"l't’"'ll_lln

L) L

Vo LG HALLTTTE 't" LT
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(a) Funcion de onda Yyooo (b) Funcién de onda Yiooo

Figura 3.1: Funciones de onda de los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
B

En la Figura 3.1a se puede observar como el valor del cuadrado de la funcién de onda se mantiene
constante, debido a que la funcién de onda es una constante. Esto quiere decir que para la funcion
de onda Yy (61, ¢1,02, ¢=2) existe igual probabilidad para todos los angulos, existe una simetria
esférica. En la Figura 3.1b podemos ver como el cuadrado de la funcién de onda oscila sobre 6 y se
mantiene constante sobre s, esto debido a que la funcién de onda es la multiplicacién de dos armé-
nicos esféricos, y en el caso de la funcion se tiene que Y1000(01, &1, 02, d2) = Y10(01, ¢1)Yo0 (02, d2)
donde un arménico esférico es constante.

De la Figura 3.2a a la Figura 3.4b se puede observar un comportamiento similar, en las figuras
se logra ver que las funciones oscilan sobre ambos angulos 61, 602. Se logra observar la existencia
de "picos"donde la funcion de onda obtiene su maximo valor, donde el numero de picos depende
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Figura 3.2: Funciones de onda de los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
B
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Figura 3.3: Funciones de onda de los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
B

del nimero de picos que tengan por separado los arménicos esféricos. Por ejemplo, observando la
Figura 3.3a, se puede notar que sobre #; existen tres valores donde la funcién obtiene un maximo,
asi como dos maximos locales; y sobre 65 solamente hay tres valores donde la funcién tiene sus
maximos. Esto se puede observar de mejor manera en el mapa de colores, donde los puntos en rojos
representan estos méximos y los puntos con azul en tono mas claro representan estos maximos
locales para la funcién de onda.
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Figura 3.4: Funciones de onda de los protones en la molécula del agua en presencia de un campo
B

3.2. Niveles de energia

La energia para los protones de los ntcleos de los hidrégenos pertenecientes a la molécula del
agua, en presencia de un campo magnético constante B, esta dada por la expresion:

2 2

El17m11msl;l27m27m52 = mll(ll + 1) + 212(12 + 1) +V

mpds

n (3.2)
“Smiadl (B +1)* +13(12 + 1)%]

—,U,NB [m1 —+ mo + gs(msl + ms?)]

con V = —234eV, d, = 95,6pm, m, = 938,272/c*MeV la masa del proton, uy = 3,152 x
8¢V T~! el magnetéon nuclear, gs = 5,58569 el factor de Landé para el protén. Se puede
observar que la energia depende de seis ntimeros cuanticos (l1,m1,ms1, l2, M2, Mg2) a comparacion
de la energia para la molécula del agua sin campo magnético presente, que dependia de solo dos
(I1,12). Debido a las limitaciones para representar graficamente funciones de méas de dos variables,
podemos fijar cuatro valores para estos ntmeros cuénticos y observar el comportamiento de la
funcién dependiendo de dos valores. En la Figura 3.5 se muestra una grafica para la energia para
un campo magnético constante de magnitud B = 77, fijando los valores my = 0, ms = 1/2,
mso = 0, msa = 1/2 y haciendo variar los valores para l1,ls desde 0 hasta 10.
Se puede observar en la Figura 3.5 como esta crece para mayores nimeros de l1, l2, esto debido
a que hay una dependencia cuadratica de la energia para los valores de l; y l. Si bien la energia
parece aumentar se puede observar como la magnitud o valor absoluto de la energia en realidad
estd decreciendo para mayores valores de l1,l5. En la Figura 3.6 se muestra una grafica para la
energia (para el mismo campo magnético), fijando los valores Iy =5, 1o = 4, mg = 1/2, mg = 1/2.
Para esta gréfica se variaron los valores de my, mo dentro de los valores permitidos siguiendo que
m; = —ljy...,0,...,l; parai=1,2.
Se observa que para esta grafica se tiene un plano, debido a que existe una dependencia lineal
de la energia respecto de los valores de my,mo. Se puede observar como la energia decrece para
valores positivos de mj, mq, sin embargo, la magnitud de la energia es creciente para estos. Para
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Energia (I1,I2) paraB=7T

Figura 3.5: Energia para los protones de la molécula del agua, en presencia de un campo magnético
constante, dependiente de los ntimeros cuanticos 1, l5.

Energia (m1,m2) paraB=7T

Figura 3.6: Energia para los protones de la molécula del agua, en presencia de un campo magnético
constante, dependiente de los ntimeros cuénticos my, ms.

este caso, se tiene que los valores de la energia varfan en menor proporcién que con respecto con
los valores de I1,l5. Las variaciones para la energia son del orden de 10~7eV con respecto a los
valores de mq, mo.

Con las graficas mostradas en las figuras 3.5 y 3.6, se puede entender mejor el comportamiento
de la energia con respecto de los niimeros cuénticos ly,ls,m1, my. Para terminar de entender el
comportamiento de la energia, se analiza como se comporta la energia dependiendo de los valores
para mgs1, ms2. Debido a que el proton posee un espin s = 1/2 los posibles valores para mg; y ms2
seran solo dos +1/2. Debido a esto, el término dependiente de los valores de mj,mso solo tendra
tres posibles contribuciones: (i) aumentar la energia para el caso mgy; = mgy = —1/2, (ii) disminuir
la energia para mgs = mg = 1/2, o (iii) no contribuir cuando mg; y mso son distintos y por lo
tanto se anulan.

También se puede analizar la energia, comparandola con la energia de la molécula del agua
cuando no existe un campo magnético. Para la energia de los protones de la molécula del agua
cuando no existe un campo magnético, existe una degeneracion de 4 x (21; + 1) x (2l + 1). Para
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la energia de los protones de la molécula del agua en presencia de un campo magnético constante
se tiene un rompimiento de la degeneraciéon que se tenia anteriormente. Sin embargo, debido a que
tenemos una simetria ante el intercambio de particulas, existe una degeneracion la cual se conoce
como .®*change degeneration.® degeneracién de intercambio. En las Tablas 3.4 y 3.3 se muestran
los primeros niveles de energia para los protones de la molécula del agua en presencia de un campo
magnético constante para magnitudes de campo de 47" y 7T correspondientemente.

Tabla 3.3: Niveles de energia para el estado base y primer estado de los protones de la molécula
del agua, en presencia de un campo magnético constante de magnitud 47'.

Estado (I1, m1, mg1,lo, Mo, My2) Energia (eV)
(0,0-1/2,0,0,-1/2) 223.39999929565479
Base  (0,0,1/2,0,0,-1/2) = (0,0,-1/2,0,0,1/2) 234
(0,0,1/2,0,0,1/2) -23.40000070434521
(1,-1,1/2,0,0,1/2) = (0,0,-1/2,1,-1,-1/2) -23.39545212192881
(1,0-1/2,0,0,,1/2) = (0,0,-1/2,1,0-1/2)  -23.39545224802686
(1,1,-1/2,0,0,1/2) = (0,0,-1/2,1,1,-1/2)  -23.39545237412491
(1,1,-1/2,0,0,1/2) = (1,-1,1/2,0,0,-1/2)
(00.1/2.1.11/2) — (00.1/2.0.1.1/7) ~23:30545282627402
Primer  (L0r1/20,0,1/2) = (1,0,1/2,00,-1/2) o a9545095037907

(

(1,1-1/2,0,0,1/2
(0,0-1/2,1,1,1/2
(1,-1,1/2,0,0,1/2
(1,0,1/2,0,0,1/2

) =
) =
) =
B
0,0,-1/2,1,0,1/2) =
) =
) =
;
(]‘7171/270707]‘/2)

)
1,1,1/2,0,0,-1/2)
0,0,1/2,1,1-1/2)
0,0,1/2,1,-1,1/2)
0,0,1/2,1,0,1/2)

(
(
(1,
E
(0,0,1/2,1,0,-1/2
(
(
E
(0,0,1/2,1,1,1/2)

-23.39545307847012

-23.39545353061923
-23.39545365671728
-23.39545378281533

Tabla 3.4: Niveles de energia para el estado base y primer estado de los protones de la molécula

del agua, en presencia de un campo magnético constante de magnitud 77'.

Estado (l1, m1, ms1, la, ma, my2) Energia (V)
(0,0,-1/2,0,0,-1/2) -23.399998767395882
Base (0,0,1/2,0,0,-1/2) = (0,0,-1/2,0,0,1/2) 23.4
(0,0,1/2,0,0,1/2) -93.400001232604115
(1,1,1/2,0,0,1/2) = (0,0,1/2,1,1,1/2) -23.395525801831095
1 0 -1/2,0,0,-1/2) = (0,0,-1/2,1 0,—1/2) -23.395526022502683
1-1/2,0,0,-1/2) = (0,0,-1/2,1,1,-1/2)  -23.39552624317427
1 11/2,0,0,1/2) = (1-1,1/2,0,0,-1/2)
0.0,1/21,1,1/2) = (0.0,1/2,1,-1.-1/2) -23.39552703443521
. (1,0-1/2,0,0,1/2) = (1,0,1/2,0,0-1/2)
Primer 0" 01)2) — (00.1/2.0.0.1/2) 93.3955272551068
(1,1,-1/2,0,0,1/2) = (1,1,1/2,0,0,-1/2)
00-1/211.1/2) — (00.1/2111/2) 23-3955274T5TT8387
(1,-1,1/2,0,0,1/2) = (0,0,1/2,1,-1,1/2) -23.395528267039328
(1,0,1/2,0,0,1/2) = (0,0,1/2,1,0,1/2) -23.395528487710916
) =(

(1,1,1/2,0,0,1/2

0,0,1/2,1,1,1/2)

-23.395528708382503

Como se puede observar en la Tablas 3.4 y 3.3 los niveles de energia que para B = 0 estén
degenerados, para un campo magnético constante se rompe la degeneracion, aunque aun existe una
degeneracion, la cual seguira existiendo debido a la simetria del sistema con respecto a el intercam-
bio de particulas. Como se puede observar ahora la degeneracién existe solamente para los estados
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donde la suma de mi + mso y mgs1 + mso es la misma. Se puede apreciar en la tabla, el comporta-
miento de la energia que anteriormente se habia descrito con respecto a los numeros cuanticos. En
el estado base se puede ver, el comportamiento de la energia con respecto a los ntimeros mgy, mgo
tal como se habia descrito anteriormente (se observan los tres casos mencionados).

Si tomamos en cuenta la diferencia de energia entre estos estados, vemos que la diferencia de
energia est4 en el orden de 1076 ~ 10~7 eV. Esta diferencia en la energia es la necesaria para pasar
de un nivel de energia a otro nivel de energia o la liberada al momento de dejar de interactuar
con el campo magnético constante externo, por lo cual es importante analizar el orden en que se
encuentra. Esta diferencia de energia puede ser liberada en forma de onda electromagnética (fotén).
El rango de ésta diferencia de energia se encuentra en el orden de las radiofrecuencias, en la parte
de las frecuencias de onda corta.
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Conclusi6n

Se lograron calcular las funciones de onda y niveles de energia para los protones de los ntcleos
de los hidrégenos pertenecientes a la molécula del agua, considerando la molécula del agua en
presencia de un campo magnético constante. Para las funciones de onda, se encontré6 que las
funciones de onda seguian siendo las mismas que para los protones de la molécula del agua. Esto
se encontr6 utilizando la teoria de perturbaciones, sin embargo, era facil observar que la parte del
hamiltoniano perturbado, dependia de los operadores de momento angular, que conmutan con el
operador hamiltoniano de la molécula del agua y por lo tanto comparten el mismo set de eigen-
funciones.

Para los niveles de energia se encontré que existe un rompimiento en la degeneracién, conside-
rando la interacciéon de un campo magnético constante. La interaccién del campo magnético con
los protones produce un cambio en la energia, que depende de los nimeros cuanticos m y mg. La
interaccion del campo magnético con el momento angular orbital de los protones produce un mayor
cambio en la energia, en comparacién con la interaccién con el momento angular debido al espin.

La diferencia de energia entre los estados en la interaccién con un campo magnético constante,
se logré ver que entran dentro del espectro de las radiofrecuencias. Esto es importante debido a
que pueden ser medidas por equipos sensibles a radiofrencuencias como los presentes en equipos
de resonancia magnética nuclear. En mi estudio utilice para los calculos una magnitud de campo
magnético de 47 y 7T, dado que la energia como se vié depende de la magnitud del campo
magnético, para campos mas pequenos se tendra una diferencia en la energia menor, con lo cual
longitudes de onda mayores dentro del espectro de las radiofrecuencias. Esto se puede observar al
comparar la diferencia de energia para los dos casos mostrados, en los cuales para un campo de 47
los niveles de energia tenian una diferencia menor.

Al existir el rompimiento en la degeneraciéon como se vio, igual da paso a que exista un nivel
de energia preferido, como se sabe el de menor energia. Es importante considerarlo debido a que
da paso a que cuando se estudie casos con muchas moléculas de agua interactuando con un campo
magnético constante, dard paso a las conocidas poblaciones de estados.

Se consideraron la correccién debido al acoplamiento orbita-espin y la correccién relativista.
Debido al modelo utilizado para la obtenciéon de las funciones de onda de la molécula del agua,
donde se tiene un potencial eléctrico constante, no existe un acoplamiento 6rbita-espin. La correc-
cion relativista se obtuvo gracias al modelo de la molécula del agua utilizado, debido a que su
hamiltoniano depende solo de los operadores de momento angular orbital.

Estas correcciones en los niveles de energia de la molécula del agua, debidas a la interaccién de
la molécula del agua con un campo magnético, se sugiere que pueden ser de utilidad en la obtenciéon
de im4agenes por resonancia magnética y obtener mejor calidad de imagen considerando los niveles
de energia obtenidos.
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