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Abstract

EL objetivo primordial de ésta tesis se centra en una exploracion de la gestion de
carteras a través de la Teoria Moderna de Carteras (MPT, por sus siglas en
inglés) y la prediccion dindmica de comportamientos de precios. La seccion prelimi-
nar profundiza en los aspectos fundamentales de la teoria de carteras, destacando la
importancia del enfoque de Mean-Variance.

Los capitulos subsiguientes navegan por las complejidades del problema de la
Teoria Moderna de Carteras, desglosando el Mean-Variance uniperiodo en tiempo
discreto, perfiles de inversionistas, carteras de minima varianza, carteras de maximo
rendimiento, fronteras eficientes y la formulaciéon matemética de Mean-Variance.

Centrandose en modelos dinamicos para predecir comportamientos de precios, la
tesis introduce la simulacion Montecarlo como una herramienta poderosa. Un ejemplo
practico ilustra su aplicacion. Posteriormente, la exploraciéon se extiende a la simula-
cion del Movimiento Browniano Geométrico (GBM), brindando informacion sobre su
implementaciéon practica.

Este manuscrito no solo contribuye al avance de las técnicas de gestion de carteras,
sino que también destaca la importancia de adaptarse a la dindmica siempre cambiante
del panorama financiero. La combinacién del anéalisis tradicional de Mean-Variance
con métodos de prediccion representa una evoluciéon innovadora capaz de navegar por
las complejidades de un entorno financiero en constante cambio.
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Introducciéon

LA gestion de carteras es esencial para los inversionistas que buscan optimizar
sus rendimientos mientras gestionan el riesgo asociado Salamah (2023). En este
contexto, la Teoria moderna de carteras se presenta como un marco teérico funda-
mental que ha revolucionado la toma de decisiones en inversiones ya que proporciona
una inmersiéon profunda en conceptos esenciales, desde los principios béasicos de la
Teoria de Portafolios hasta la formulaciéon matematica de la Mean-Variance Optimi-
zation (MVO) Markowitz y Todd (2000). En este sentido, la comprension de la Teoria
Moderna de Carteras (TMC) se convierte en un componente clave para la toma de
decisiones informada en un mercado financiero cada vez més complejo y dinamico.
En primera instancia se busca proporcionar al lector una comprension sélida de los
principios que guian la construccion y gestion de carteras, sirviendo como plataforma

esencial para las exploraciones mas avanzadas que se desarrollaran posteriormente.

En éste trabajo se hara hincapié mas alla de los fundamentos tedricos explorados ,
adentrandose en cuestiones especificas y métodos aplicados en la gestion de carteras.
El enfoque crucial se centra en el analisis del problema de la TMC en el contexto
de un tiempo discreto, con énfasis en la Uniperiodo de Mean-Variance Optimization
(MVO),donde se abordan aspectos valiosos, como la formulacion matemética y la
aplicacion de estrategias de gestion de carteras en un horizonte de tiempo discreto.
Se examinaran perfiles de inversionistas y se exploraran los portafolios de Minima
Varianza y de Maximo Rendimiento, asi como la Frontera Eficiente, que representa
la combinaciéon 6ptima de riesgo y retorno, donde se integraran modelos dinamicos
para una comprensiéon méas completa y realista de los comportamientos de precios en

los mercados financieros Dodd (1951).

Finalmente, se enviciara la necesidad de una exploraciéon profunda de modelos
dindmicos aplicados a la prediccion de comportamientos de precios en los mercados
financieros. Se iniciara con la Simulacion Montecarlo Yang (2020), la cual es una he-

rramienta fundamental para la generacion de escenarios futuros basados en miltiples
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trayectorias aleatorias. Se presenta un ejemplo practico que ilustra la aplicacion de
esta técnica para evaluar y comprender la variabilidad en los rendimientos de activos
financieros. Posteriormente se usara la Simulacion del Browniano Geométrico (GBM)
Markowitz (1991), un modelo estocéstico que captura de manera efectiva la dinamica
de los precios de activos financieros. A través de un ejemplo practico de simulacion
GBM, se demuestra como este enfoque puede ofrecer una vision maéas realista de los
comportamientos de precios en comparacion con la simulacion Montecarlo. Para asi
destacar las consideraciones relevantes al utilizar modelos dindmicos, desde la se-
lecciéon de pardmetros hasta la interpretacion de resultados. Estos modelos no solo
enriquecen la prediccion de comportamientos de precios, sino que también sientan las
bases para la aplicacion innovadoras de técnicas en la gestion de carteras. La integra-
cién de modelos dindmicos representa una evolucion significativa en la comprension

y optimizacion de portafolios en un entorno financiero en constante cambio.
Metodologia

En este manuscrito la metodologia se estructur6 en tres capitulos fundamentales.
En el Capitulo 1 se establecieron las bases tedricas de la investigacion, sumergién-
dose en los fundamentos de la Teoria Moderna de Carteras. Explorando conceptos
esenciales como la Teoria de Portafolios, se proporcion6 una comprension sélida de
los principios que orientan la gestion de inversiones, estableciendo asi el terreno para
futuras aplicaciones. En el Capitulo 2 se introdujo la Teoria Moderna de Carteras
abordando de manera profunda el niicleo del problema, enfocandose en el analisis de
Mean-Variance en un contexto de tiempo discreto. Se examinaron aspectos clave, des-
de el perfil del inversionista hasta la formulacién matematica de Mean-Variance, con
ejemplos practicos que ilustraron la construccion de carteras y la comprension de la
Frontera Eficiente. Este Capitulo no solo proporcioné conocimientos teéricos solidos
sino que también discutié consideraciones cruciales para la aplicacion efectiva de la
Teoria Moderna de Carteras. El Capitulo 3: Modelos Dinamicos en la Prediccion de
Comportamientos de Precios se centrd en la aplicaciéon de modelos dinamicos para
anticipar comportamientos de precios. Desde la Simulaciéon Montecarlo hasta el uso

del Movimiento Browniano Geométrico (GBM), se exploraron técnicas avanzadas con
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ejemplos practicos. Este Capitulo evaluo la efectividad y limitaciones de los modelos
dinamicos, consolidando asi una metodologia que integra la Teorfa Moderna de Car-
teras con enfoques innovadores para la gestion de carteras en un entorno financiero

dindmico y complejo. La figura 1 esclarece lo anterior mencionado.

Cap.2 Teoria P Teoria de
Moderna de |™ Portafolios Perfil del
Carteras Inverionista
oy Construccion
| de Diversos
Mean-Varaince Portafolios
Formulacion Simulacion
uniperiodo GBMY
Montecarfo

Figura 1: Diagrama de la Metodologia.
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Capitulo 1

Preliminares

D Esde las primeras interacciones comerciales, las inversiones han perdurado como
una constante en el entramado de la economia y las finanzas. Se sumergen profunda-
mente en la esencia misma de la actividad econémica, ejerciendo una influencia tan
poderosa que ha dejado su huella en la formacién de civilizaciones, el auge de imperios
y la configuracion de sociedades Lindelwa (2020). De ésta forma, las inversiones no son
simplemente transacciones financieras, son compromisos con el crecimiento, la inno-
vacion y la creacion de riqueza, encapsulando la esperanza de un rendimiento futuro,
ya sea en forma de beneficios econémicos, desarrollo personal o avances tecnologicos.
Por éstas razones, y de manera informal se pueden considerar a las inversiones como

un acto de fe en el potencial de crecimiento y mejora Ferguson (2008).

No obstante, en el mundo de las inversiones, la toma de decisiones es un arte
intrincado que equilibra el riesgo y el rendimiento. Cada decisién implica una evalua-
cion cuidadosa de las posibles recompensas en relacion con los riesgos asociados. La
volatilidad inherente a los mercados financieros y las incertidumbres globales aniaden
capas de complejidad a esta ecuacion. Cabe mencionar que no siempre fue asi, tal y
como se vera posteriormente, ya que a lo largo de la historia tomar malas decisiones
financieras sin buscar un balance entre riesgo y rendimiento han propiciado la ruina

individual y colectiva Rose y Spiegel (2012) .
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En este sentido, el reto méas grande que puede existir al momento de invertir es
buscar el retorno maximo posible con el nivel de riesgo mas bajo, y de ésta forma
optimizar la toma de decisiones, estas ideas seran detalladas en los capitulos subse-
cuentes, por ahora, es importante mencionar que la teoria de portafolios o teoria de

carteras es la piedra angular que da respuesta a dichas interrogantes.

1.1. Teoria de Portafolios

A finales del siglo XIX y principios del XX, la gestion de inversiones se basaba en
gran medida en la intuicién y el anéalisis individual de activos, es decir, se basaba en
la idea primitiva de que invertir era equivalente a jugar un juego de azar, y aunque
intrinsecamente un juego de azar contempla la idea de un posible riesgo, los inversio-
nistas no contemplaban dicha posibilidad para poder cuantificarla y posteriormente
mitigarla Dodd (1951). Ademaés se consideraban los activos de manera individual y no
colectiva. No obstante, a la postre se hicieron varias contribuciones pertinentes, tal y
como considerar los activos ya no de manera individual sino colectiva y la diversifica-
cion, la cual consiste en no invertir todo el capital en un activo y escoger los activos
de distintos mercados, para tener un portafolio equilibrado Guerard (2023). Poste-
riormente, no sélo se consideraba la idea de la diversificacion, si no una idea concisa
de como medirla, fue asi que se empez6 a analizar las correlaciones entre activos, para
priorizar la construccion de carteras con activos muy poco correlacionados entre si y

de ésta forma protegerse si un evento desfavorable ocurria Lintner (1975).

La idea formal de escoger las correlaciones entre activos subyace en la teoria es-
tadistica la caul estipula que la correlacion (r) entre dos variables X e Y se define

COINo:

L X X))
V(X=X Y (Vi —Y)?

donde:
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s X, e Y, son los valores individuales de las dos variables.
» X y Y son las medias de X e Y, respectivamente.
La correlacion de Pearson produce un valor r que varia entre -1 y 1.

» Un r cercano a 1 indica una correlacion positiva perfecta (las variables se mueven

juntas en la misma direccion).

» Un 7 cercano a -1 indica una correlacion negativa perfecta (las variables se

mueven en direcciones opuestas).
= Un 7 cercano a 0 sugiere una relacion débil o nula.

Cabe mencionar que la correlacion no implica causalidad y asume una relacion
lineal. Si el lector esté interesado en ahondar mas en teorias estadisticas para medir

relaciones entre variables se le recomienda el siguiente material Lindgren (2017)
Ejemplo Tedrico de Correlaciéon entre Activos

Consideremos que queremos invertir en activos de compafias de ropa, donde te-
nemos la compania A que tiene articulos de primavera, la compania B que tiene
articulos de verano, la compania C que tiene articulos de otono y la compania D que
tiene articulos de invierno, es claro que dependiendo la época del ano, el valor de las
acciones que se compraron fluctuard de manera distinta, asi cuando sea invierno la
ropa de primavera y verano no serd tan requerida como la de otono e invierno, por lo
que ante las descompensaciones propias de las estaciones habra compensaciones, y de
ésta forma el portafolio de inversion quedara protegido. Esta es la manera informal
en que se debe pensar la correlacion de activos en la construccion de portafolios, es
decir, escoger activos propios de mercados diferentes o que correspondan a cambios

en temporadas o estaciones, como en el ejemplo anterior.

Siguiendo las ideas previas, en 1950 Harry Markowitz cambi¢ la forma de concebir
el estudio de las carteras Quintero (2002). Su enfoque revolucionario incorporé con-

ceptos mateméticos y estadisticos para abordar la gestion de riesgos y rendimientos
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en carteras de inversiones. Markowitz no solo propuso un método sistematico para
construir carteras eficientes, sino que también introdujo el concepto de diversificacion
estratégica la cual es una estrategia de gestion de inversiones que busca optimizar la
relacion entre riesgo y rendimiento al construir una cartera que incluya una variedad
de activos con diferentes caracteristicas de rendimiento y riesgo Markowitz y Todd
(2000). A diferencia de la simple diversificacion, que implica la distribucion de activos
de manera uniforme, la diversificacion estratégica implica la seleccion especifica de
activos que tienen correlaciones bajas o negativas entre si. La idea fundamental de-
tras de la diversificacion estratégica es reducir la volatilidad y el riesgo general de una
cartera al incorporar activos que no se mueven en la misma direcciéon o que no estan
altamente correlacionados. En otras palabras, cuando algunos activos en la cartera
experimentan pérdidas, otros pueden tener un rendimiento positivo o ser menos afec-
tados, ayudando a mitigar las fluctuaciones extremas y a suavizar el perfil de riesgo de

la carteras, esto se pudo constatar con la idea del ejemplo teérico que se proporciond.

Aunado a esto, Markowitz destaco la relevancia de la diversificacién como un me-
dio para reducir el riesgo total de una cartera. Argumentd que no solo es importante
la eleccion individual de activos, sino también céomo interactiian estos activos dentro
de una cartera Markowitz (2010). Ademas, Markowitz introdujo el concepto de efi-
ciencia de la cartera, senalando que una cartera es eficiente si no se puede mejorar su
rendimiento sin aumentar su riesgo o reducir su riesgo sin disminuir su rendimiento.
Esta idea sent6 las bases para la construccion de carteras que buscan maximizar el
rendimiento para un nivel de riesgo dado o minimizar el riesgo para un nivel de ren-
dimiento objetivo Markowitz (1999). En el Capitulo siguiente se abordaran a detalle

dichas contribuciones de Markowitz en la teoria moderna de carteras.



Capitulo 2

Problema de Teoria Moderna de

Carteras

LA teoria moderna de carteras, emerge como una problematica central que aborda
la compleja relacion entre riesgo y rendimiento. Este enfoque, presentado por Harry
Markowitz en la Teoria Moderna de Portafolios, plantea la cuestion fundamental de
c6mo los inversores pueden optimizar sus carteras para alcanzar un equilibrio eficiente

entre el rendimiento esperado y el riesgo asumido Ghavamzadeh (2022).

La esencia de la Teoria Moderna de Carteras reside en la busqueda de carteras
eficientes que ofrezcan el méximo rendimiento esperado para un nivel dado de riesgo
o, inversamente, el minimo riesgo para un rendimiento esperado especifico Markowitz
(1999). La problematica fundamental de esta teorfa reside en la formulacion del pro-
blema Mean-Variance, que propone que los inversores pueden optimizar sus carteras al
considerar no solo el rendimiento promedio esperado (la "Media") de los activos, sino
también la variabilidad de esos rendimientos (la "desviacion estandar") Fernandez
(2021). El problema Mean-Variance invita a los inversores a enfrentar la dualidad de
riesgo y rendimiento. La diversificacion se convierte en la piedra angular, permitiendo
la construccion de carteras que equilibran el deseo de rendimientos atractivos con la
necesidad de mitigar el riesgo. La optimizacion implica seleccionar la combinacion

de activos que maximiza la media y minimiza la varianza, generando asi la llamada
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frontera eficiente Cardoso y Argolo (2022), de la cual se hablara posteriormente.

En este sentido, la Teoria Moderna de Carteras ha dejado una marca indeleble en la
gestion de inversiones. Modelos de asignacion de activos, estrategias de diversificacion
y enfoques basados en riesgo han derivado directamente de sus principios. En la era
contemporanea, la tecnologia y enfoques mas avanzados, como la inclusion de factores
y estrategias de inversion sostenible, han ampliado la aplicacion préactica de estos
principios Wolf (2023). A pesar de su impacto revolucionario, la Teoria Moderna de
Carteras y el problema Mean-Variance no estan exentos de desafios. Las suposiciones
de distribuciones normales de rendimientos y aversion constante al riesgo pueden
simplificar en exceso la realidad. Eventos extremos y cambios en las preferencias
de los inversores han llevado a adaptaciones y a la consideracion de modelos mas

sofisticados.

En el siglo XXI, el problema Mean-Variance se enfrenta a un terreno méas complejo.
La crisis financiera de 2008 y la pandemia de COVID-19 desafiaron las suposiciones
tradicionales, llevando a una reevaluacion de estrategias de optimizacion Ghavamza-
deh (2022). Los inversores buscan no solo rendimientos ajustados al riesgo, sino tam-
bién consideraciones éticas y sostenibles, dando lugar a enfoques méas modernos. La
tecnologia también ha jugado un papel crucial, la disponibilidad de grandes conjuntos
de datos y el auge de la inteligencia artificial han permitido enfoques mas sofistica-
dos en la gestion de carteras. Estrategias que incorporan modelos predictivos Kalayci
(2019), aprendizaje automatico y optimizacion avanzada estan redefiniendo el pano-
rama y ampliando la conversacion mas alla de la simplicidad de la Mean-Variance.La
Teoria Moderna de Carteras, encabezada por el problema Mean-Variance, ha tras-
cendido décadas y sigue siendo un faro en la gestiéon de inversiones. Su capacidad
para proporcionar un marco conceptual solido que equilibra riesgo y rendimiento ha
influido profundamente en cémo los inversores comprenden y abordan la complejidad
de los mercados financieros. Aunque enfrenta desafios y adaptaciones en un entorno
financiero dindmico, su legado perdura, recordandonos que la eficiencia y el equilibrio

son pilares esenciales en la construccion de carteras solidas y resilientes Markowitz
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(2010).

2.1. Mean Variance Uniperiodo en Tiempo Discreto

El problema de carteras en un periodo, es altamente estudiado por los investiga-
dores e inversionistas, principalmente por su sencillez al momento de formularse y por
los resultados cuantitativos y cualitativos que se obtienen, éste enfoque se centra en
una composicion de n activos en la cartera, la cual se busca optimizar en un horizonte
de un periodo Tokat y Wicas (2007), se puede inferir que sera en el periodo siguien-
te, tal y como sera ejemplificado al final de éste capitulo. La toma de decisiones en
un tnico periodo en tiempo discreto, demanda estrategias meticulosas y decisiones
fundamentadas, ya que, primeramente se deben construir las carteras de acuerdo al
perfil del inversionista, y de acuerdo a las metas que éste tenga. En este sentido, se

esbozaré lo anteriormente mencionado.

2.2. Perfil del Inversionista

La segmentacion de los inversionistas de acuerdo a su perfil es una practica esen-
cial en el mundo de las finanzas, y su relevancia se manifiesta en multiples facetas
que van mas alla de la mera clasificacion. La diversidad en las preferencias y toleran-
cias al riesgo entre los inversionistas es innegable. Al segmentarlos segiin su perfil, se
abre la puerta a la alineacion perfecta entre sus estrategias de inversion y sus pro-
pias caracteristicas. Un inversionista conservador, por ejemplo, puede centrarse en la
preservacion del capital, mientras que uno agresivo puede explorar oportunidades de
alto rendimiento. Esta alineacion estratégica asegura que cada inversionista siga un
camino que se ajuste a sus metas y aversiones al riesgo especificas Macias (2012). Al
segmentar a los inversionistas, se facilita la comunicacion clara y transparente sobre
las perspectivas de rendimiento y volatilidad Lu y Zhang (2012). Esto contribuye a
evitar sorpresas desagradables y a establecer expectativas realistas, fortaleciendo la

confianza y la relacion a largo plazo entre ambas partes. De igual manera, los inversio-
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nistas atraviesan diferentes etapas en sus vidas, y sus objetivos financieros evolucionan
con el tiempo. La segmentacion facilita la gestion del ciclo de vida al permitir ajus-
tes en las estrategias de inversion a medida que cambian las circunstancias y metas
Markowitz (1999). Un inversionista puede comenzar siendo agresivo en la juventud
para luego adoptar un enfoque mas conservador en la jubilaciéon, adaptando asi sus
inversiones a sus necesidades cambiantes. A continuaciéon se muestran los tres perfiles

maéas comunes en el mundo de las inversiones.
Perfil Agresivo

El inversionista agresivo se caracteriza por su elevada tolerancia al riesgo y su bius-
queda activa de rendimientos significativos, mostrando disposiciéon para asumir vola-
tilidad en su cartera. Orientado hacia oportunidades de crecimiento a largo plazo, este
perfil tiende a enfocarse en inversiones que prometen alto potencial de crecimiento
y estan dispuesto a explorar opciones alternativas y de mayor riesgo. Las inversio-
nes tipicas incluyen acciones con potencial de crecimiento robusto y alternativas de
inversion de riesgo. Los objetivos primordiales de este inversionista son lograr un cre-
cimiento sustancial del capital y capitalizar oportunidades de inversion que ofrezcan

rendimientos excepcionales.
Perfil Moderado

El inversionista moderado exhibe una tolerancia al riesgo de nivel intermedio, bus-
cando un equilibrio entre seguridad y crecimiento en su cartera. Este perfil demuestra
disposicion a asumir cierta volatilidad con el objetivo de obtener rendimientos mode-
rados. Sus inversiones tipicas incluyen una mezcla diversificada de acciones y bonos,
asi como la preferencia por fondos de inversion equilibrados. El objetivo principal del
inversionista moderado es lograr un crecimiento moderado del capital, acompanado
de una preocupacion por la proteccién contra la inflacion, lo que refleja su enfoque
equilibrado entre la generacion de rendimientos y la preservacion del capital en un

entorno financiero dinamico.

Perfil Conservador
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El inversionista conservador se caracteriza por una baja tolerancia al riesgo y una
priorizacion clara de la preservacion del capital sobre la obtencién de rendimientos
maés altos. Con un enfoque cauteloso, busca estabilidad y seguridad en sus inversio-
nes. Las inversiones tipicas de este perfil incluyen bonos y deuda de bajo riesgo, asi
como cuentas de ahorro que ofrecen mayor seguridad. Los objetivos fundamentales
del inversionista conservador son proteger el capital contra pérdidas significativas y
generar ingresos estables y predecibles, reflejando su preferencia por estrategias que

minimicen el riesgo y prioricen la seguridad financiera a largo plazo.

Si el lector esta interesado en cual es su perfil, se le recomienda exhaustivamente
el material Macias (2012).

Es fundamental recordar que, aunque la elecciéon de un portafolio esta estrecha-
mente ligada al perfil del inversionista y se puede conformar la combinacién mas
adecuada a sus preferencias, existen dos tipos de portafolios cruciales para el analisis
de carteras: el portafolio de varianza minima y el portafolio de maximo rendimiento.
Estos portafolios son sumamente valiosos al establecer limites para delinear la frontera

eficiente.

2.3. Portafolio de Minima Varianza y Portafolio de

Maximo Rendimiento.

El portafolio de maximo rendimiento y el portafolio de minima varianza son con-
ceptos clave en la teoria moderna de carteras, éstos portafolios desempenan un papel
crucial al proporcionar un marco sélido para la construcciéon de carteras eficientes que

buscan optimizar el equilibrio entre riesgo y rendimiento.

El portafolio de maximo rendimiento representa la combinacion 6ptima de activos
que ofrece el rendimiento esperado mas alto para un nivel de riesgo determinado.
En un entorno financiero donde los inversionistas buscan maximizar sus retornos, es-

te portafolio senala la ruta més eficiente para lograr rendimientos significativos sin
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sacrificar de manera desproporcionada la estabilidad. El portafolio de méximo rendi-
miento es util para los inversionistas que desean identificar la cartera que maximiza

sus ganancias potenciales dentro de su nivel de aversion al riesgo Coffin (2007).

Por otro lado, el portafolio de minima varianza representa la combinaciéon de
activos que proporciona la menor variabilidad o volatilidad en los rendimientos de
la inversion. Este portafolio es esencial para aquellos inversionistas que priorizan la
reduccion del riesgo en sus carteras. Al minimizar la varianza, el inversionista puede
buscar una mayor estabilidad en los rendimientos, lo que es especialmente valioso
en periodos de incertidumbre econémica Kalayci (2019). El portafolio de minima
varianza permite construir carteras defensivas que buscan proteger el capital ante
posibles fluctuaciones del mercado. La importancia de estos portafolios radica en
que ambos contribuyen a la formacion de la llamada frontera eficiente. Esta frontera
representa todas las combinaciones posibles de activos que maximizan el rendimiento
para un nivel dado de riesgo Li y Zhang (2023). Al seleccionar entre el portafolio de
méaximo rendimiento y el de minima varianza, los inversionistas pueden personalizar
sus estrategias segin sus objetivos, tolerancias al riesgo y preferencias individuales.
La conjuncion de estos portafolios en la frontera eficiente brinda a los inversionistas
una guia valiosa para la construccion de carteras que optimizan sus metas financieras

en un entorno dindmico y cambiante.

2.4. Frontera Eficiente

La frontera eficiente representa todas las combinaciones posibles de activos o por-
tafolios que ofrecen el maximo rendimiento esperado para un nivel dado de riesgo o la
minima varianza (o desviacion estdndar) para un nivel dado de rendimiento Bodnar
y Schmid (2009). En otras palabras, la frontera eficiente ilustra las combinaciones
o6ptimas de activos que permiten a los inversionistas alcanzar el mayor rendimiento
posible para un nivel determinado de riesgo o, alternativamente, asumir el menor

riesgo posible para un nivel dado de rendimiento. La eficiencia se logra porque los
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inversores pueden diversificar sus inversiones, aprovechando la relacion entre activos

con diferentes niveles de riesgo y rendimiento.

La frontera eficiente se representa tipicamente en un grafico donde el eje x repre-
senta la volatilidad (o riesgo) y el eje y representa el rendimiento esperado. La curva
de la frontera eficiente conecta los portafolios que ofrecen las mejores combinaciones
de riesgo y rendimiento.

Es importante destacar que la frontera eficiente se construye considerando activos
individuales y como se combinan en una cartera diversificada. La inclusion de un
activo libre de riesgo y la combinacion de activos con alta volatilidad a lo largo de la
frontera eficiente permite a los inversionistas elegir la cartera que mejor se ajuste a

sus preferencias de riesgo y rendimiento.

0.400
0.350
0.300
0.250
0.200
0.150
0.100

0.050

Retorno Esperado del Portafolio

0.000
0.00800 0.00850 000200 0.00950 0.01000 0.01050 0.01100 0.01150 0.01200

Varianza del Portafolio

Figura 2.1: Frontera Eficiente.

La Figura 2.1 muestra las mejores combinaciones de riesgo y rendimiento dis-
ponibles para un inversor al diversificar su cartera. Facilita la comprension de las
compensaciones entre riesgo y rendimiento, ayudando a los inversores a encontrar
carteras que ofrezcan el maximo rendimiento ajustado al riesgo. Ademas, guia a los
inversores en la eleccién de la cartera adecuada segin sus perfiles de riesgo y metas

de inversion.
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2.5. Formulacion Matematica de Mean-Variance

La parte més importante del problema de carteras es como se puede tratar un
problema de naturaleza estocéstico financiero, a un problema meramente de optimi-
zacion. En este sentido esbocemos las ideas necesarias para plantear el problema y

luego dar una prueba intuitiva.

Consideremos que queremos construir un portafolio, y para esto, invertimos nues-
tro capital en G activos diferentes (gi,g2,....9¢) donde cada activo tiene asocia-
do un rendimiento (Ry,Rs,....Rg). Es importante mencionar que cada rendimien-
to de cada activo lo podemos obtener en funcién los precios de ese activo, es decir:

Sg(1)—S4(0
R, = 250 (25).

Por otro lado, consideremos el vector W = (wy,ws, ...wg)?" como la proporciéon
de capital invertido en el G-ésimo activo, y a su vez consideremos el vector u =

(R1,Rs, ... Rg) el cual describe el vector de los rendimientos de los G activos,

donde M1 = E[Rl] = Rl NS E[RQ] = R_Q e Y Mg = E[Rg] = Rg.
De ésta forma el rendimiento esperado de toda la cartera puede expresarse como:

pp = E[Ry| = 25:1 ElwyRy| = Zngl Wollg -

y de forma anéloga la varianza de todo el portafolio puede expresarse como :

02 = Var[R,) = Y0 Y5 wiw;Cov(Ri, Ry) = Y007, Y50 wioijw;.
R, = 22:1 wy .

Formulacién del Problema
Como se mencion6 previamente, la gran contribuciéon es expresar el problema esto-

castico en uno de optimizacion, de ésta forma, el objetivo es:
... 1 G G
Minimizar § > ;" >0 wiojw;

. G G
sujeto a: ju, = > . will; y D i Wi =
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La solucién es encontrar los w; 6ptimos que minimicen Jf) dado un rendimiento
[tp, cabe mencionar que ese rendimiento lo fija el inversor y esto es en consecuencia
de su perfil de inversionista, es decir, un inversionista arriesgado, seguramente optara
por un mayor rendimiento y esto propiciard un mayor riesgo en su portafolio y de
forma viceversa.

Solucion

Para resolver el problema de optimizacion planteado, se usaran multiplicadores de

Lagrange, donde el Lagrangiano queda expresado de la siguiente forma:

donde:
= )\ es el multiplicador de Lagrange para la restriccion de rendimiento esperado.
= 7 es el multiplicador de Lagrange para la restriccion de la suma de pesos.

Notese que se introdujo un multiplicador de Lagrange por cada restriccion, para
tener en cuenta las limitaciones del problema.

Para encontrar la solucién de los multiplicadores, tomamos las derivadas parciales
de L con respecto a w;, A, and 7, y las igualamos a cero:
a

= OijW; — )\/LZ —n= 0.
j=1

oL
8wl~

oL G
a—ﬂp_;wi/ﬁi—o‘

oL &
a_nzzwi_lzo'

=1
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Haciendo el algebra minuciosamente se encuentran los valores de A y n , poste-

riormente se sustituyen en las expresiones de arriba y se obtiene:

ZG’ . 0_ —1 G’ . O_kjl
w; = : or Hi = Z H e ! :
Zk 1 Zg 19 Zl 1 Z

Una vez hallado los pesos 6ptimos w; se puede sustituir en la expresion de la

varianza de todo el portafolio, la cual queda de la siguiente forma:

y N G ZGlo_k]1
e Z“kZG ZG 1] (2'1>

Es posible observar que la solucién es compleja e involucra algebra avanzada. Por
esa razon para clarificar la idea, se presentard un ejemplo numérico para entender
como es que funciona dicho algoritmo. No obstante, si el lector quiere ver una prueba
alternativa se le recomienda el siguiente material Cousin, Lelong, y Picard (2023) en
el cual resuelven el problema de minimizaciéon usando algebra matricial, aunque usan

supuestos extra como la invertibilidad de la matriz de varianza y covarianza.

2.6. Ejemplo Practico de Mean Variance

En la seccion 2.5 fue notable la mayor contribuciéon de Markowitz en la Teoria
Moderna de Portafolios. No obstante, la formulaciéon mateméatica puede parecer con-
fusa, por lo que se proporcionaré un caso practico donde se pueda apreciar a detalle

las bondades del algoritmo.

Para dicho proposito, es importante hablar de los datos que se usaran para el

ejercicio, los cuales fueron tomados de Yahoo Finance, donde se escogieron 4 compa-



2.6. EJEMPLO PRACTICO DE MEAN VARIANCE

19

nias de tal forma que todas fueran de distintos giros y se cumpliera el principio de la

diversificacion. En este sentido, se escogieron los siguientes actvos: TESLA(TSLA),

BTC(BITCOIN), NIKE(NIKE), y FEMSA(FEMSA).

Time Period: Jul 05, 2022 - Jul 05, 2023 ~

Currency in USD

Date

Jul 05, 2023

Jul 04,2023

Jul 03, 2023

Jul02, 2023

Jul01, 2023

Jun 30, 2023

Jun 29, 2023

Jun 28, 2023

Jun 27,2023

Jun 26, 2023

Figura 2.2: Datos Histéricos de Bitcoin tomados de Yahoo Finance.

Open

30,793.59

31,156.87

30,624.52

30,587.27

3047185

30,441.35

30,086.19

30.696.56

30,274.32

30,48052

Show: Historical Prices +

High

30,877.33

31,325.20

3137561

30,766.14

30,641.29

31,256.86

30.796.25

30,703.28

31,006.79

30.636.03

Low

30,765.84

30,6559.36

30,586.51

30,264.02

30,328.87

25,600.28

30,057.20

29,921.82

30,236.65

2995574

Frequency: Daily ~

Close*

30,845.15

30,777.58

31,156.44

30,620.77

30,590.08

30,477.25

30,445.35

30,086.25

30,688.16

3027113

Adj Close**

30,845.15

30,777.58

31.156.44

30,620.77

30,590.08

30,477.25

30.445.35

30,086.25

30,688.16

30.271.13

La figura 2.2 muestra como es una hoja de Datos histéricos en Yahoo Finance,

para el activo de BITCOIN, y para entender los apartados de la gréafica se presenta

el siguiente cuadro 2.1.
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Columna Descripcion

Fecha Esta columna muestra la fecha de cada punto de
datos historicos. Cada fila representa un dia espe-
cifico en el pasado.

Apertura El valor en esta columna indica el precio de apertu-
ra de la acciéon (u otro activo financiero) al comienzo
del dia de negociacion.

Maximo Este valor representa el precio més alto alcanzado
por la accion durante el dia de negociacion.

Minimo Indica el precio més bajo alcanzado por la accion
durante el dia de negociacion.

Cierre El precio de cierre es el valor de la accion al final
del dia de negociacion.

Cierre Ajustado Esta columna muestra el precio de cierre ajusta-
do de la accién, que tiene en cuenta eventos como
dividendos, divisiones de acciones u otras acciones
corporativas.

Volumen El volumen es el numero total de acciones (u otro
activo financiero) negociadas durante el dia.

Dividendos Esta columna muestra los pagos de dividendos rea-
lizados por la empresa durante el periodo especifi-
cado.

Divisiones de Acciones Aqui se registran las divisiones de acciones que ocu-
rrieron durante el periodo especificado.

Cuadro 2.1: Descripcion de las Columnas.

Notese que cada columna provee informacion que es muy relevante por si sola,
sin embargo, para el ejemplo que implementaremos, s6lo nos basta usar la columna
de cierre ajustado, esto porque el precio de los activos resulta ser mas adecuado a la
realidad. De ésta forma se tomaron los datos de los activos previamente mencionados,
de manera semanal por 8 anos, teniendo un total de 471 observaciones por activo. A
continuacion las figuras 2.3 , 2.4, 2.5, 2.6 las fluctuaciones de dicho activos durante

ese umbral de tiempo.
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Trend of BTC
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Figura 2.3: Tendencia semanal de BITCOIN.
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Figura 2.4: Tendencia Semanal de NIKE.
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Tendencia de TESLA
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Figura 2.5: Tendencia Semanal de TESLA.

Tendencia de FEMSA

Precio en Dolar
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Figura 2.6: Tendencia Semanal de FEMSA.

Es importante tener en cuenta algunas estadisticas descriptivas de los activos que
se estan analizando para comprender a grandes razgos como han sido sus fluctuaciones

durante esos & anos.
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TSLA FEMSA NIKE BTC

Min. 10.07 31.82 41.61 210.3

1st Qu. 16.72 48.61 54.59 12442
Median 23.33 52.23 81.65  8723.9
Mean 103.67 54.98 87.11  15303.1
3rd Qu. 214.56 60.25 111.40 26139.6
Max. 407.36 96.72 173.07  65466.8

Cuadro 2.2: Estadisticas Descriptivas de los Precios de cada Activo.

El cuadro 2.2 presenta una vision detallada de la distribucion de precios para cua-
tro activos financieros: TSLA, FEMSA, NIKE y BTC (Bitcoin) de manera semanal.
Analizando las medidas clave, observamos que TSLA exhibe una variabilidad signi-
ficativa, con un rango amplio desde el minimo hasta el maximo, indicando posibles
fluctuaciones pronunciadas en los precios. FEMSA, en contraste, muestra un ran-
go mas estrecho y una variabilidad moderada, lo que sugiere una mayor estabilidad
en los precios. NIKE presenta una variabilidad moderada, destacando una mediana
significativamente menor que la media, sugiriendo una posible distribucion sesgada.
BTC, caracteristico de las criptomonedas, muestra un rango extremadamente amplio
y variabilidad significativa. La comparacion de estas estadisticas ofrece informacion
valiosa para inversores, permitiendo evaluar la dispersion de los precios y la posible

volatilidad de cada activo.

Adicionalmente podemos analizar los diagramas de dispersion y las correlaciones

entre precios de los activos, los cuales estan representados en la figura 2.7.
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Figura 2.7: Visualizaciones gréaficas de los Precios de cada Activo.

Las correlaciones entre los precios ofrecen una perspectiva valiosa sobre como
estos activos estan interrelacionados y si la cartera que se va a proponer tiene sentido
en cuanto a la diversificacion. La relacion entre los precios de TSLA y FEMSA es
relativamente baja (0.14), indicando una débil conexion lineal entre ambos activos.
En contraste, TSLA exhibe correlaciones notables con NIKE (0.86) y BTC (0.90),
sugiriendo fuertes relaciones lineales positivas. En términos simples, los precios de
TSLA tienden a moverse en la misma direccion que los de NIKE y BTC, destacando
una posible asociacion en sus dinamicas. Por otro lado, la correlaciéon negativa y baja
entre FEMSA y NIKE (-0.11) indica una débil relacion lineal inversa, mientras que
la correlacion entre FEMSA y BTC es baja (0.06), sugiriendo una conexion lineal
débil. Por dltimo, la correlacion entre NIKE y BTC es alta (0.89), senalando una
fuerte relacion lineal positiva. En este sentido, ya se puede empezar el procedimiento
para aplicar el algoritmo de MEAN-VARIANCE, donde primero se daran algunas

estadisticas del portafolio en el cuadro 2.3.
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18
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TSLA FEMSA BTC NIKE

X, 0.0092 0.0014  0.0163 0.0027

2 0.0064 0.0012  0.0098 0.0016
S, 0.0800  0.0349  0.0992 0.0398
2 0.0871  0.2484  0.0608 0.1457

Cuadro 2.3: Estadisticas Descriptivas de los Retornos por Activo.

Para calcular los rendimientos, se utilizé la ecuacion 2.5. Primeramente, en térmi-
nos de rendimiento promedio, TSLA lidera con la media méas alta (0.0092), seguido
por BTC (0.0163), NIKE (0.0027) y FEMSA (0.0014). Esta métrica proporciona una
indicacién del rendimiento esperado para cada activo. En cuanto a la varianza, que
mide la dispersion de los retornos con respecto a la media, TSLA exhibe la varianza
més alta (0.0064), seguido por BTC (0.0098), NIKE (0.0016) y FEMSA (0.0012),
sugiriendo una mayor dispersiéon en los rendimientos, especialmente en TSLA. La
desviacion estdndar, que representa la volatilidad, sigue la misma tendencia, siendo
TSLA el mas volatil (0.0800), seguido por BTC (0.0992), NIKE (0.0398) y FEMSA
(0.0349). En cuanto al coeficiente de variacion, expresado como un porcentaje de la
media, FEMSA tiene el coeficiente més alto (24 %), seguido por NIKE (14 %), TSLA
(8%) y BTC (6%). Este indicador revela una mayor variabilidad relativa en FEM-
SA. Mientras TSLA lidera en rendimiento, también presenta mayor volatilidad. BTC
exhibe un rendimiento significativo con volatilidad considerable, NIKE muestra un
rendimiento moderado con volatilidad equilibrada, y FEMSA, a pesar de un rendi-
miento més bajo, presenta una volatilidad relativamente baja en comparacion con los

demaés activos.

De acuerdo a la formulaciéon de Mean Variance para proseguir, es necesario obtener
la matriz de varianza covarianza entre los rendimientos de los activos, la cual se puede

visualizar en el cuadro 2.4.
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Matriz de Var-CovarYX Retornos Retornos Retornos Retornos
FEMSA NIKE BTC TSLA
Retornos FEMSA 0.0012 0.0004 0.0003 0.0006
Retornos NIKE 0.0004 0.0015 0.0005 0.0011
Retornos BTC 0.0003 0.0005 0.0098 0.0011
Retornos TSLA 0.0006 0.0011 0.0011 0.0064

Cuadro 2.4: Matriz de Varianza y Covarianza de los Retornos.

El cuadro 2.4 presenta la Matriz de Varianza y Covarianza (X) de los retornos
para cuatro activos financieros: FEMSA, NIKE, BTC (Bitcoin) y TSLA (Tesla).
En la diagonal principal, se observan las varianzas de los retornos de cada activo,
siendo 0.00121671 para FEMSA, 0.001585478 para NIKE, 0.009856407 para BTC y
0.006406012 para TSLA. Las celdas fuera de la diagonal principal contienen las co-
varianzas entre los retornos de los respectivos pares de activos. Se destaca que la
covarianza refleja la relacion lineal entre los retornos de dos activos: valores positivos
indican movimientos conjuntos, mientras que valores negativos sugieren movimientos
opuestos. En este contexto, las covarianzas mas altas entre FEMSA y TSLA (0.0006)
y entre NIKE y TSLA (0.0011) podrian sefialar posibles patrones de comportamiento

conjunto o inverso entre estos pares de activos.

Finalmente, antes de aplicar el algoritmo, se requiere un ultimo ingrediente y es
la restriccion en el rendimiento que se desea obtener, ya que el problema cuadratico
expone que la varianza de la cartera a minimizar debe estar sujeta a un rendimiento
esperado, y este en nuestro caso sera mayor que la ganancia que puede ofrecer un
CETE, el cual es un instrumento libre de riesgo, ya que no tendria sentido invertir el
capital en un portafolio el cual a priori tiene riesgo y ademaés te ofrece menos que lo que
pudieras ganar en otro instrumento. Para dicho fin, es importante mencionar que de a
cuerdo a Villaverde (2023), la tasa libre de riesgo anual efectiva es aproximadamente
del 11% lo cual implica que la tasa mensual sea de (1,1107)T12 —1 = 0,008768. No
obstante, nuestros datos estan de manera semanal por lo que la tasa deseada seria:

(1,008768)1 — 1 = 0,002184
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Con las consideraciones mencionadas, podemos ver el cuadro 2.5 que compara el

enfoque clasico y este enfoque de MEAN Variance.

Portfafolio Pesos iguales Mean Variance Maximo Retorno
wFEMSA 25.00 % 54.89 % 0.00%
wBTC 25.00 % 4.26 % 100.00 %
wT'SLA 25.00 % 3.90 % 0.00 %
wNIKE 25.00 % 36.93 % 0.00 %
Total 100 % 100 % 100 %
Retorno Esperado p, 0.74 % 0.68 % 1.63%
Varianza del Portafolio o, 4.07% 2.94 % 9.92%
Performance £2 18.18 % 23.15% 16.41 %

P

Cuadro 2.5: Combinacion de Distintos Tipos de Portafolios.

En la construccion y analisis de distintos portafolios, se pueden identificar estra-
tegias fundamentadas en la teoria clasica y moderna de inversiones. El portafolio de
pesos iguales, asignando el 25 % del capital a cada activo, refleja la filosofia clasica de
diversificacion, buscando distribuir equitativamente los recursos para mitigar riesgos.
Por otro lado, el portafolio Mean Variance, que optimiza la combinacién de activos
para maximizar el rendimiento esperado o minimizar el riesgo, muestra un equilibrio
entre riesgo y rendimiento. El enfoque de Maximo Retorno, asignando el 100 % del
capital al activo con el mayor rendimiento individual, se alinea con la teoria clasica,
priorizando la maximizacioén de los rendimientos.

Al analizar los resultados, el portafolio de pesos iguales presenta un rendimiento
esperado del 0,74 %, reflejando una distribucién equitativa de rendimientos, mientras
que Mean Variance ofrece un rendimiento ligeramente menor (0,7 %). El portafolio de
Maximo Retorno destaca con el rendimiento més alto (1,6 %). En términos de varia-
bilidad, el portafolio de pesos iguales tiene la menor varianza (4 %), Mean Variance
busca un equilibrio (3%), y Méaximo Retorno exhibe la mayor variabilidad (10 %).
La métrica de rendimiento relativo al riesgo destaca que el portafolio de pesos igua-
les tiene un buen equilibrio (18 %), Mean Variance muestra un rendimiento relativo
superior (23 %), mientras que el portafolio de Méximo Retorno, a pesar de su mayor

rendimiento esperado, presenta una mayor variabilidad, reflejada en un rendimiento
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relativo mas bajo (16 %).

Este analisis evidencia cémo diversas estrategias de construcciéon de portafolios
pueden ser interpretadas desde los prismas de la teoria clasica y moderna, permitien-
do a los inversores seleccionar la estrategia que mejor se alinee con sus objetivos y
tolerancias al riesgo. La integracion de la diversificacion clasica con herramientas mo-
dernas de optimizaciéon de portafolios proporciona un enfoque integral para la gestion
efectiva de riesgos y rendimientos en el entorno financiero actual. Es importante men-
cionar que debido a la restricciéon del rendimiento esperado, no se calcul6 el portafolio

de minima varianza.

Finalmente, se presenta la figura 2.8 de la frontera eficiente para darnos una idea
mas global de la variedad de portafolios que pueden existir dependiendo del perfil del

inversionista y cuales son los 6ptimos desde la teoria de carteras.

002018 fa N .
001818
001618
001418
001218
001018
000818
000618
000418

Retorno del Portafolio

0.00218
0.02000  0.04000 006000 O0.08000 010000 012000 014000 016000

Varianza del Portafolio

Figura 2.8: Frontera Eficiente para 15,000 Portafolios.

La figura 2.8 presenta la frontera eficiente obtenida a partir del analisis de 15,000
carteras simuladas, teniendo en cuenta las restricciones del problema. Es evidente que
la eleccion de puntos por debajo de la curva puede no ser recomendable, ya que estos
puntos implican un mayor riesgo para el mismo nivel de rendimiento en comparaciéon
con los puntos situados por encima de la curva. Esto subraya la importancia de la
asignacion estratégica de cartera, donde los inversionistas buscan optimizar su relacion

riesgo-rendimiento. De ésta forma, los inversionistas pueden identificar carteras que
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ofrecen rendimientos 6éptimos mientras minimizan la exposicion a riesgos innecesarios.

2.7. Consideraciones Relevantes

El enfoque Mean Variance para la gestiéon de portafolios en un solo periodo demos-
tré ser una herramienta valiosa al permitirnos construir portafolios que maximizan el
rendimiento esperado para un nivel dado de riesgo, principalmente, una de las venta-
jas que ofrece ésta formulacion es que se puede analizar matematicamente sin mucha
dificultad, y se pueden entender con ejemplos sencillos todas sus propiedades. Sin
embargo, en la evoluciéon constante del a&mbito financiero, es imperativo adaptarse a
nuevas metodologias que aprovechen el vasto conjunto de datos historicos disponi-
bles para poder simular datos que sirvan para futuras predicciones y asi poder crear

carteras que resulten mas realistas.

La capacidad actual para simular datos histéricos mediante metodologias innova-
doras marca un hito significativo en el proceso de toma de decisiones. La incorporacion
de enfoques como el Browniano Geométrico y Simulaciéon Montecarlo en la simulacion
de precios de activos nos brinda una perspectiva méas dinamica y precisa. Estas meto-
dologias no solo capturan la esencia de la dindmica de los mercados, sino que también
permiten modelar con mayor fidelidad las complejidades subyacentes. La simulacion
de datos histoéricos mediante estas técnicas mas avanzadas proporciona una vision mas
robusta y realista de los posibles escenarios futuros. Ademas, al utilizar modelos mas
sofisticados, podemos considerar de manera més efectiva las fluctuaciones y patrones
que los enfoques tradicionales podrian pasar por alto. La combinacion de la sélida
base de Mean Variance con estas innovaciones metodolégicas marca el camino hacia

un analisis méas completo y eficaz en la toma de decisiones financieras.
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Capitulo 3

Modelos Dinamicos en la Prediccion

de Comportamientos de Precios

En la seccién anterior se hizo énfasis en la necesidad de buscar herramientas y
metodologias que nos ayudaran en la construccion de modelos para simular los precios
de los activos, para esto primeramente se planteara como es que funciona la logica
detrés de los modelos predictivos y para dicho fin se presenta el cuadro 3.1 que engloba

la metodologia a seguir:

Paso

Descripcion

1. Definicién del
Problema

Establecer claramente el objetivo de prediccion,
como la fluctuacion del precio de una accion.

2. Recopilacion de
Datos

Seleccionar y recopilar datos relevantes, priori-
zando la calidad y cantidad de datos.

3. Exploracion y
Preprocesamiento

Llevar a cabo la limpieza de datos para elimi-
nar inconsistencias y realizar analisis explorato-
rio para identificar patrones y tendencias.

4. Seleccion del Mo-
delo

Elegir el algoritmo adecuado (Montecarlo y
Browniano Geométrico.) y dividir los datos en
conjuntos de entrenamiento y prueba.

5.  Entrenamiento

del Modelo

Ajustar iterativamente los parametros del mo-
delo utilizando el conjunto de entrenamiento.

6. Validaciéon del
Modelo

Probar el modelo con un conjunto de datos de
prueba y evaluar su rendimiento mediante mé-
tricas como precisién o error cuadratico medio.

Cuadro 3.1: Proceso paso a paso para la construccién de un modelo predictivo.

31
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Lo confuso desde el punto de vista del autor es como es que funciona la division
en el conjunto de prueba y en el conjunto de entrenamiento, de acuerdo a Wolf (2023)
se recomienda implementar un enfoque estratégico que refleje la naturaleza temporal
de los datos financieros. La metodologia preferida es la divisién temporal Lindgren
(2017), donde se ordenan los datos cronologicamente y se asigna una fraccion significa-
tiva, por ejemplo, el 80 % més antiguo, para constituir el conjunto de entrenamiento.
Este conjunto abarca la mayor parte del historial disponible y permite al modelo
aprender de patrones y comportamientos previos. Por otro lado, se reserva el 20 %
més reciente como conjunto de prueba, proporcionando una evaluaciéon realista de
la capacidad del modelo para generalizar a datos futuros. Esta estrategia es crucial
al simular y predecir precios de activos, ya que asegura que el modelo se entrene
en escenarios historicos antes de enfrentarse a informaciéon mas actualizada. Siguien-
do este enfoque, se logra una evaluaciéon mas precisa del rendimiento del modelo en
condiciones que imitan con fidelidad las exigencias dinamicas del entorno financiero

real.

3.1. Simulacién Montecarlo

La simulaciéon de Montecarlo es una técnica estadistica y computacional que se
utiliza para modelar el comportamiento de sistemas complejos mediante la generacion
de multiples muestras aleatorias Coffin (2007). Esta metodologia toma su nombre del
famoso casino Montecarlo, conocido por el azar presente en los juegos de azar Lawson
(2013). La esencia de la simulacion de Montecarlo radica en realizar repetidas simula-
ciones utilizando ntimeros aleatorios para representar la incertidumbre y variabilidad
en un modelo. En el contexto financiero, la simulaciéon de Montecarlo se emplea pa-
ra evaluar el riesgo y rendimiento de carteras de inversion, opciones financieras, y
otros instrumentos. Para llevar a cabo una simulacién de Montecarlo, se definen los
parametros clave del modelo y se generan miltiples trayectorias de datos utilizando
numeros aleatorios que siguen las distribuciones de probabilidad especificadas. Estas

trayectorias simuladas permiten evaluar el comportamiento del sistema en diferen-
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tes escenarios y proporcionan una vision méas completa de los posibles resultados.

Procedamos a entender mateméticamente como es que funciona dicho método:

Consideramos una variable aleatoria X que representa la fuente de la incertidum-
bre en el sistema, en nuestro caso es la fluctuacion de precios por activo. La funcién ob-
jetivo f(X) describe el comportamiento de los precios. Para abordar esta incertidum-
bre, empleamos la técnica de Simulacion Montecarlo. El proceso comienza generando
N muestras aleatorias de la variable X, denotadas como X7, X5, ..., Xy, siguiendo la
distribucién de probabilidad conocida o estimada. Posteriormente, evaluamos la fun-
cién objetivo para cada muestra generada, es decir, calculamos f(X1), f(Xa), ..., f(Xn).
Con estas evaluaciones, podemos estimar el resultado de interés, ya sea el promedio,
la varianza, cuantiles, u otras métricas relevantes. Una forma comun de aproximar la

expectativa de una funcion g(X) se expresa mediante la formula:

| N
Sy 20X

Donde E[-] denota la esperanza matematica y N es el nimero de muestras alea-

torias generadas. Esta metodologia proporciona una aproximacion efectiva de la res-

puesta del sistema bajo incertidumbre, permitiendo la toma de decisiones informadas

y la evaluacion de diferentes escenarios.

3.2. Ejemplo de Simulacién Montecarlo

A continuacion se presenta la construccion de un portafolio con datos simulados,
donde se utilizoé un algoritmo de aprendizaje y el método Montecarlo para simular
100,000 escenarios usando como referencia la media y varianza halladas en el ejemplo
de la seccion 2 para asi generar trayectorias lo mas parecidas a los precios de nuestros
activos. Para dicho fin, las figuras 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 muestran las trayectorias de los

precios obtenidos versus las trayectorias originales.
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Figura 3.2: BTC-Montecarlo vs BTC.
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Tendencia de NIKE y NIKE-Montecarlo
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Figura 3.4: FEMSA-Montecarlo vs FEMSA.
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TSLA FEMSA BTC NIKE

0.0538  0.0433  0.0533 0.0375
0.1060  0.0938  0.0931 0.0774
0.3256  0.3062  0.3051 0.2782
1.9700  2.1656  1.7466 2.0637

wﬁoﬁ(l) %CI[% E<‘

Cuadro 3.2: Estadisticas de los Rendimientos usando Método Montecarlo.

El cuadro 3.2 ofrece los resultados estadisticos de los rendimientos de los cuatro
activos financieros simulados por el método Montecarlo. En términos de rendimiento
promedio, TSLA lidera con un 6 %, seguido de cerca por BTC (5 %), mientras que
FEMSA y NIKE muestran rendimientos ligeramente més bajos de 4 % y 3 %, respecti-
vamente. La varianza, que indica la dispersion de los rendimientos, presenta a TSLA
como el activo méas volatil (10 %), seguido por FEMSA (9%), BTC (8 %) y NIKE
(7%). La desviacion estandar, que refleja la volatilidad, sigue la misma tendencia,
con TSLA registrando la cifra mas alta (32%). En términos relativos, el coeficiente
de variaciéon destaca a FEMSA como el activo mas variable en relaciéon con su media

(21 %), seguido de NIKE (20 %), TSLA (19%) y BTC (17%).

De igual forma que en la seccién 2 para aplicar el algoritmo de Mean-Variance, se

presenta a continuacion el cuadro 3.3 la matriz de Varianza y Covarianza.

Matriz de Var-CovarYX Retornos Retornos Retornos Retornos
FEMSA NIKE BTC TSLA
Retornos FEMSA 0.1081 0.0007 0.0009 0.0096
Retornos NIKE 0.0007 0.0958 0.0029 0.0068
Retornos BTC 0.0003 0.0005 0.0098 0.0011
Retornos TSLA 0.0006 0.0011 0.0011 0.0064

Cuadro 3.3: Matriz de Varianza y Covarianza de los Retornos por Simulacién Montecarlo.
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Al examinar la diagonal principal, se revela la dispersion de los rendimientos indi-
viduales, evidenciando, por ejemplo, la notable volatilidad de TSLA con una varianza
de 0.1081. Las covarianzas situadas fuera de la diagonal principal son cruciales para
comprender las relaciones entre los activos. Covarianzas positivas, como la modes-
ta pero significativa 0.0007 entre TSLA y FEMSA, indican la propensiéon de ambos
activos a experimentar movimientos conjuntos en la misma direccion. Ademas, la si-
metria de la matriz y las covarianzas no negativas refuerzan la validez y coherencia

de la estructura, confirmando las propiedades esenciales de una matriz de varianza y

covarianza.

Portfafolio Pesos iguales Mean Variance Maximo Retorno
wFEMSA 25.00 % 24.48 % 0.00 %
wBTC 25.00 % 22.77% 0.00 %
wT'SLA 25.00 % 21.68 100.00 %
wNIKE 25.00 % 31.05% 0.00 %
Total 100 % 100 % 100 %
Retorno Esperado g, 4.69 % 4.60 % 5.38%
Varianza del Portafolio o, 16.30 % 16.16 % 32.88%
Performance Z—: 28.81% 28.49 % 16.41 %

Cuadro 3.4: Combinacion de Distintos Tipos de Portafolios por Simulaciéon Montecarlo.

En términos de rendimiento, se observa en el cuadro 3.4 que el portafolio de Ma-
ximo Retorno presenta el rendimiento esperado mas alto, alcanzando un 5 %, seguido
por el portafolio de Pesos Iguales. No obstante, al analizar la variabilidad, se observa
que el portafolio de Maximo Retorno exhibe una varianza considerablemente mas alta
(32 %), mientras que los portafolios de Pesos Iguales y Mean Variance muestran una
menor variabilidad. La métrica de rendimiento relativo al riesgo (g—’;) destaca que el
portafolio de Mean Variance proporciona una eficiente compensacion entre riesgo y
retorno, con un valor del 28 %. Por otro lado, el portafolio de Pesos Iguales muestra li-
geramente un mejor equilibrio (29 %), mientras que el portafolio de Maximo Retorno
tiene un rendimiento relativo més bajo (16 %), lo cual es coherente con su mayor

riesgo.
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Figura 3.5: Frontera Eficiente para 15,000 Portafolios con Simulacién Montecarlo.

De igual forma que en la seccién 2, se tiene la figura 3.5 de la frontera eficiente
donde los puntos ubicados en la parte superior izquierda de la frontera representan las
opciones preferidas, ya que ofrecen mayores rendimientos para un nivel dado de riesgo.
Por otro lado, los puntos en la parte inferior derecha indican combinaciones menos
atractivas, ya que implican un mayor riesgo para un rendimiento similar. No obstante,
se puede apreciar que las figuras 2.8 y 3.5 son distintas porque sus respectivas carteras

ofrecen distintos riesgo y retornos.

3.3. Simulacién con el Browniano Geométrico

La metodologia del Browniano Geométrico es un modelo matemético ampliamente
utilizado para describir la evolucion de activos financieros a lo largo del tiempo, espe-
cialmente en contextos de finanzas cuantitativas Rios (2012). Este modelo se basa en
el movimiento browniano, un proceso estocéastico continuo, y se utiliza para simular
el comportamiento de precios de activos financieros, como acciones, divisas o commo-
dities. E1 GBM se define por la siguiente ecuacion estocéstica: dS; = pS;dt + oSy dW;

Donde:

- S; es el precio del activo en el tiempo t.

- 1 es la tasa de crecimiento anual, que representa la tendencia esperada del activo.

- 0 es la volatilidad anual, que mide la dispersion de los rendimientos del activo.
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- dW; es el movimiento browniano, un proceso estocastico que introduce aleato-
riedad.

Esta ecuacion describe como el precio de un activo cambia en el tiempo. La primera
parte (uS:dt) representa la tendencia deterministica del crecimiento o declive del
activo, mientras que la segunda parte (0.5;dWW;) modela la volatilidad estocastica, que
introduce aleatoriedad en el proceso. No obstante, recordemos que estamos en el caso
discreto, por lo que hay una versién condensada del GBM para el caso discreto donde
en lugar de utilizar una ecuaciéon diferencial estocastica continua, se puede emplear
una ecuaciéon que refleje los cambios en el precio del activo en intervalos especificos
de tiempo Trillo (s.f.). La version discreta del GBM se expresa cominmente de la

siguiente manera:

) VAL
St+l _ St . e(r 50°)At+oVAL-Z

donde:

- Sy es el precio del activo en el tiempo .

- 1 es la tasa de crecimiento anual, que representa la tendencia esperada del activo.
- 0 es la volatilidad anual, que mide la dispersion de los rendimientos del activo.
- At es el intervalo de tiempo entre observaciones.

- Z es un numero aleatorio generado a partir de una distribuciéon normal estandar.

En este enfoque discreto, el cambio en el precio del activo entre dos periodos de
tiempo consecutivos se calcula mediante una funcién exponencial que incorpora tanto
la tendencia determinista como la volatilidad estocéastica, lo cual resulta sencillo para
implementaciones en entornos computacionales, ya que simplifica el calculo de las

trayectorias del precio del activo en pasos discretos Aguilar (2020).

3.4. Ejemplo Practico de Simulacion GBM

Nuevamente mediante técnicas de aprendizaje automatico y simulado los precios

usando el GBM, se muestran las figuras 3.7, 3.8, 3.6, 3.9 trayectorias de los precios
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simulados versus los precios reales.
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Proseguimos con la construccion de los portafolios, tomando en cuenta estos nuevos
precios simulados, donde el cuadro 3.5 se presentan las estadisticas de los rendimientos

por activo.

Activo TSLA FEMSA NIKE BTC

X, 0.0177  0.0098  0.0116 0.0243
S2 0.0239  0.0188  0.0186 0.0271
Sy 0.1548  0.1372  0.1365 0.1647
% 6.4562  7.2865  7.3217 6.0689

Cuadro 3.5: Estadisticas de los Rendimiento de Activos usando simulacion GBM.

Al analizar las métricas presentadas, podemos observar que en términos de rendi-
miento promedio (X,), BTC lidera con un valor de 0.0243, indicando un rendimiento
esperado superior en comparacion con los demés activos. En cuanto a la varianza de
rendimiento (S5?), BTC también muestra la cifra mas alta (0.0271), lo que sugiere una
mayor dispersion de los rendimientos alrededor de la media y, por ende, una mayor
volatilidad. Al evaluar la desviacion estandar (S,), que proporciona una medida de la
dispersion de los rendimientos, nuevamente BTC se destaca con el valor mas elevado
(0.1648), confirmando su mayor volatilidad en comparacién con los demés activos.
Sin embargo, cuando consideramos el coeficiente de variacién (%), que normaliza la
desviacion estandar en relacion con la media, observamos que NIKE tiene el coeficien-

te mas alto, indicando una mayor volatilidad relativa en relaciéon con su rendimiento

promedio.

Procedemos de igual forma a construir la matriz de varianza y covarianza entre

los activos en el cuadro 3.6:
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Y. Var-Covar RendTSLA RendFEMSA RendNIKE RendBTC
RendTSLA 0.0261 0.0047 0.0038 0.0040
RendFEMSA 0.0047 0.0210 0.0028 -0.0010
RendNIKE 0.0038 0.0028 0.0208 0.0033
RendBTC 0.0040 -0.0010 0.0033 0.0293

Cuadro 3.6: Matriz de Varianza y Covarianza entre Activos usando Simulaciéon GBM.

Los valores fuera de la diagonal principal representan las covarianzas entre los

rendimientos de diferentes activos, mientras que los valores en la diagonal principal

son las varianzas individuales. La covarianza positiva entre RendTSLA y RendFEM-

SA (0.0047) indica cierta relacion positiva entre estos dos activos. Por otro lado, la

covarianza negativa entre RendFEMSA y RendBTC (-0.0010) sugiere una relacion in-

versa. La mayor varianza se observa en RendBTC (0.0293), indicando su mayor nivel

de riesgo individual. Esta informacion es crucial para la construccion de carteras di-

versificadas, ya que una matriz de varianza y covarianza se utiliza en la teoria moderna

de carteras para calcular el riesgo y el rendimiento esperado de los portafolios.

Finalmente, se procede a la construccion de las diversas carteras y al analisis de

éstas:

Portfafolio Pesos iguales Mean Variance Maximo Retorno
wFEMSA 25.00 % 31.86 % 0.00%
wBTC 25.00 % 22.99 % 100.00 %
wT'SLA 25.00 % 17.56 % 0.00 %
wNIKE 25.00 % 2757 % 0.00 %
Total 100 % 100 % 100 %
Retorno Esperado g, 1.588 % 1.50 % 2.43 %
Varianza del Portafolio o, 9.10 % 8.97% 17.12%

Ep 17.45% 16.77 % 14.21%

Performance =
D

Cuadro 3.7: Combinacion de Distintos Tipos de Portafolios por Simulaciéon GBM.

El cuadro 3.7 presenta tres tipos de portafolios generados mediante simulacién

GBM: Pesos Iguales, Mean Variance y Maximo Retorno. El primer portafolio asig-

na un 25% a cada activo, mientras que Mean Variance optimiza la relaciéon riesgo-

rendimiento y Maximo Retorno concentra el 100 % en el activo de mayor rendimiento
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(BTC). En términos de rendimiento esperado (), Pesos Iguales obtiene un .016,
Mean Variance alcanza .015, y Maximo Retorno llega a .023. La varianza del porta-
folio (0,) es mas baja en Pesos Iguales (9 %) que en Mean Variance (8 %) y Méximo
Retorno (17 %). Al considerar la métrica de rendimiento relativo al riesgo ( ﬁ—z), Pesos
Iguales lidera con un 17 %, seguido por Mean Variance con 16 %, y Méaximo Retorno
con 14 %. La conclusion destaca que, aunque Mean Variance presenta un rendimiento
esperado ligeramente menor, logra una reduccioén significativa en la varianza, eviden-
ciando su eficacia para equilibrar riesgo y rendimiento en la construcciéon de portafo-

lios.
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Figura 3.10: Frontera Eficiente para 15,000 Portafolios con Simulacién GBM.

Es crucial destacar que las figuras 2.8 , 3.5 y 3.10 presentan fronteras eficientes dis-
tintas. Esto refleja las diferentes combinaciones de activos en sus respectivas carteras,
lo que se traduce en perfiles tinicos de riesgo y retorno. La variacion en estas fronteras
subraya la importancia de la seleccion cuidadosa de activos y la diversificacion para

construir carteras que se alineen con los objetivos financieros individuales.

3.5. Consideraciones Relevantes

En este capitulo, se han explorado modelos dindmicos aplicados a la prediccion

de comportamientos de precios en los mercados financieros, con el fin de realizar un
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anélisis méas realista. El objetivo fundamental ha sido avanzar hacia un analisis mas
realista que considere la naturaleza dinamica y cambiante de los activos financieros.
A través de la aplicacion de técnicas de simulaciéon Montecarlo y del modelo de Brow-
niano Geométrico, se ha buscado capturar la complejidad inherente a la evoluciéon
temporal de los precios. Este enfoque dindmico no solo permite modelar patrones y
tendencias, sino que también abre la puerta a la simulacién de escenarios futuros,
dotando a los inversionistas y analistas de herramientas mas robustas para la toma
de decisiones informada en entornos financieros caracterizados por su dinamismo y
variabilidad. Este capitulo, por ende, contribuye a la comprensién mas profunda y
matizada de los factores que influyen en los movimientos de precios, proporcionando
una base solida para abordar los desafios y aprovechar las oportunidades en los mer-
cados financieros. La validacion de estos modelos se ha realizado mediante las graficas
y las variaciones entre riesgo y rendimiento de las carteras con con datos historicos,
evaluando asf su capacidad para anticipar movimientos de precios de manera realista.
A lo largo de este proceso, hemos considerado criticamente las limitaciones y simpli-
ficaciones inherentes a nuestros enfoques, asegurandonos de proporcionar una vision

equilibrada de sus capacidades y restricciones, pero sobre todo moderna.
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Conclusiones Generales

En el desarrollo de este estudio, hemos explorado teorias clasica y enfoques moder-
nos, sobre todo, es destacable que los modelos dindmicos que desempenan un papel
fundamental en la predicciéon de comportamientos de precios en los mercados finan-
cieros. En ese sentido, para complementar nuestro anélisis tedrico, nos adentraremos
en la visualizacion practica de estos modelos. A continuacion, presentaremos graficas
generadas mediante la simulacion Montecarlo y el modelo de Browniano Geométrico
(GBM), que ofrecen una representacion grafica de las trayectorias esperadas de los
precios para cada activo financiero estudiado. Ademas, incorporaremos visualizaciones
de los datos historicos de precios en las figuras 3.13, 3.14, 3.12, 3.11 , proporcionando
un contexto fundamental para comparar y contrastar las predicciones de los modelos
con la realidad observada en los mercados, donde el horizonte de tiempo, sigue siendo

de manera semanal.

47
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Figura 3.12: GBM-NIKE vs NIKE vs Montecarlo-NIKE.
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Tendencia de BTC, BTC-GBM y BTC-MONTECARLO
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Figura 3.13: GBM-BTC vs BTC vs Montecarlo-BTC.
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Figura 3.14: GBM-TESLA vs TESLA vs Montecarlo-TESLA.
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Es posible notar que la simulacion del Movimiento Browniano Geométrico (GBM)
parece ajustarse mejor a los datos histéricos originales, lo cual sugiere que este modelo
proporciona una representacion adecuada de la dindmica subyacente en el comporta-
miento de los precios, al menos de forma gréfica.Esto se debe a que el GBM tiene en
cuenta tanto la tendencia determinista como la volatilidad estocéastica, permitiendo
asi simular trayectorias realistas que capturan la variabilidad inherente en los movi-
mientos de los activos financieros. La calidad del ajuste puede ser indicativa de la
capacidad del GBM para modelar eficazmente las fluctuaciones y patrones observa-
dos en los datos historicos, lo que a su vez respalda su utilidad en la prediccion y

simulacion de futuros escenarios de precios.

Por otro, lado es de suma importancia concluir y destacar los distintos portafolios
que se construyeron, por lo que a continuacion se presenta la siguiente tabla que resalta
los portafolios usando el algoritmo MEAN-VARIANCE, usando datos histéricos y los

distintos métodos dinamicos.

Portafolio Retorno Esperado p, Riesgo Esperado o, Performance ﬁ—z
Historico 68066 % 2.910 % 23.151 %
GBM 1.505 % 8.974 % 16.771 %
Montecarlo 4.606 % 16.161 % 28.499 %

Cuadro 3.8: Performance de los distintos tipos de Portafolios.
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El cuadro 3.8 presenta una comparacion detallada del rendimiento de diferentes
tipos de portafolios, evaluados en términos de retorno esperado (y,), riesgo esperado
(0,), y su rendimiento relativo calculado como la relacion ’;—Z Estos portafolios inclu-
yen el historico, basado en datos reales, el modelo Geométrico Browniano (GBM), y
la simulacion Montecarlo. En primer lugar, el portafolio basado en datos historicos
refleja el rendimiento real pasado, con un retorno esperado del 0,68066 %, un riesgo
esperado del 3%, y un rendimiento relativo destacable del 23 %. Esta métrica sugiere

que, histéricamente, el rendimiento ha superado proporcionalmente al riesgo asumido.

Por otro lado, el portafolio modelado mediante GBM muestra un rendimiento es-
perado del 2%, un riesgo esperado del 8 %, y un rendimiento relativo del 16 %. Aunque
el GBM proporciona una perspectiva mas proyectada basada en un modelo estocésti-
co, se observa un equilibrio positivo entre riesgo y retorno. Finalmente, la superioridad
del modelo Geométrico Browniano (GBM) sobre la simulacion Montecarlo se deriva
de varias consideraciones que se reflejan en la tabla comparativa de rendimiento de
portafolios.En primer lugar, el GBM ofrece un rendimiento esperado del 2%, que
supera significativamente al rendimiento histérico del 0,68066 %. Esta mejora puede
atribuirse a la capacidad del GBM para capturar patrones y tendencias subyacentes

en los datos, permitiendo asi una mejor proyecciéon de futuros rendimientos.

En cuanto al riesgo, el GBM exhibe un riesgo esperado del 9 %, que, aunque mayor
que el riesgo historico del 3%, sigue siendo relativamente bajo en comparacion con la
simulacion Montecarlo. Esta menor variabilidad en los resultados del GBM sugiere una
mayor capacidad del modelo para explicar y prever las fluctuaciones en los precios de
los activos.La relacion Z—:, que mide la eficiencia en términos de rendimiento ajustado
por riesgo, muestra que el GBM supera a la simulacion Montecarlo con un rendimiento
relativo del 16 % frente al 28 % de la simulacion Montecarlo. Aunque el rendimiento
de la simulaciéon Montecarlo es mas alto, su mayor riesgo impacta negativamente en

la eficiencia.

En términos practicos, la eleccion entre el GBM y la simulaciéon Montecarlo de-

penderé de las preferencias del inversionista y su apetito por el riesgo. Si se valora un
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equilibrio entre rendimiento y riesgo, el GBM podria considerarse superior debido a
su capacidad para ofrecer rendimientos competitivos con una menor volatilidad. Sin
embargo, si se busca un rendimiento mas agresivo, la simulacion Montecarlo podria
ser preferible, a pesar del riesgo adicional asociado. En tltima instancia, esta elec-
cién tiene implicaciones significativas para la toma de decisiones de inversion, ya que

influye en la construccion y gestion de carteras de manera més efectiva.

En conclusién, este manuscrito, ha explorado la teoria clasica de portafolios y la
teoria moderna, dejando a relucir las contribuciones mas relevantes de Markowitz
formulaciones matematicas como la de Mean Variance, la cual posteriormente fue
aplicada a modelos dindmicos para la prediccion de comportamientos de precios en los
mercados financieros. Se ha utilizado simulacion Montecarlo y el modelo Geométrico
Browniano (GBM) para abordar la variabilidad en los rendimientos y la evolucion de
activos financieros.La comparacion de distintos tipos de portafolios, como el histoérico,
el modelado por GBM, y la simulacion Montecarlo, proporciona insights valiosos para
los inversores. En términos de rendimiento, el GBM ha demostrado ser superior al
proporcionar un rendimiento esperado significativamente mejorado en comparacion
con el historico. Ademaés, el GBM presenta un equilibrio positivo entre riesgo y retorno,
evidenciado por su rendimiento relativo. Por otro lado, la simulacion Montecarlo,
aunque ofrece un rendimiento mas alto, implica un mayor riesgo, lo que puede ser
adecuado para inversores con un apetito mas agresivo por el riesgo. Sin embargo, el
GBM destaca por su capacidad para proyectar de manera efectiva las fluctuaciones de
precios con una menor variabilidad. La representacion visual a través de graficos y la
construccion de la frontera eficiente han permitido una comparaciéon mas clara de las
diferentes estrategias de inversion. La frontera eficiente revela como los portafolios con
mayor rendimiento para un nivel de riesgo dado se encuentran en la parte superior
izquierda, destacando el atractivo de la eficiencia en la asignacién de activos. En
tltima instancia, esta investigacion contribuye a la comprension y aplicaciéon practica
de modelos dinamicos en la gestion de portafolios, proporcionando a los inversores

herramientas mas sofisticadas para tomar decisiones informadas. El enfoque integrado



en la TMP y la prediccién dinamica de comportamientos de precios ofrecen un marco

robusto para la gestién de inversiones en entornos financieros cambiantes.
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