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Resumen

Se estudia la estructura y renormalizacién de la electrodindmica cudntica con dimensiones extra com-
pactadas. A partir de la formulacién de una teoria efectiva para la electrodinamica cuantica se clasifican
las divergencias que pueden surgir y se analiza la estructura de las mismas a nivel de un lazo, con esto
se plantea un esquema y se lleva a cabo la regularizacién y renormalizacién de la teoria en un senti-
do moderno. Una vez logrado esto, se analiza el impacto de la renormalizaciéon en algunos fenémenos
electromagnéticos, siendo estos: el apantallamiento de la carga eléctrica a través del célculo del poten-
cial eléctrico en el limite no relativista, el momento magnético anémalo del electrén y el limite de altas
energias a través de la funcién 3.
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Introduccion

La teoria de la renormalizacién es un sistema conceptual complicado, el cual puede entenderse desde
varias perspectivas. Primero, el procedimiento de renormalizacién puede ser visto como un aparato técnico
para esquivar, i.e aislar y deshacerse de los resultados infinitos que ocurren en los cédlculos perturvativos
de la Teorfa Cuédntica de Campos (QFT por sus siglas en inglés). Segundo, el concepto de renormalizacién
ayuda a aclarar la base conceptual de la QFT y le da estabilidad. Tercero, la renormalizabilidad puede
incluso elevarse al estatus de un principio regulativo, guiando la construccién de las teorias y la seleccion
de las mismas en el marco general de las QFT.

Histéricamente [1], el surgimiento de la teorfa de renormalizacién a finales de 1940 fue una respuesta
a las dificultades originadas por las divergencias existentes en las teorias. En su forma original, la teoria
de renormalizacion era de cardcter técnico y conservativo, y es importante tener en mente estas carac-
teriasticas iniciales cuando se trata de entender sus desarrollos posteriores. Es de caracter técnico porque
involucra una serie de algoritmos para obtener resultados numéricos de la teoria; nimeros que pueden
ser comparados con resultados experimentales, por ejemplo, el momento magnético anémalo del electrén
y el corrimiento de Lamb. Es de cardcter conservativo porque se basa en el marco de la QFT sin hacer
intentos por alterar sus fundamentos. De hecho, Dyson tomé su caracter conservativo como una de sus
caracteristicas fundamentales.

El acoplamiento local entre cuantos y el hecho de que la aplicacién de operadores de campo en el
vacio resulte en excitaciones locales, implican que en los célculos uno tiene que considerar procesos que
involucran energias arbitrariamente grandes. Mateméticamente la inclusién de dichos procesos virtuales
a energias arbitrariamente grandes se manifiesta en cantidades infinitas que son indefinibles. Por tanto,
las dificultades por las divergencias no son externas; son constitutivas de la formulacidon canénica de la
QFT. En este sentido, las divergencias muestran la inestabilidad en la estructura conceptual de la QFT.

En respuesta a esto, surgieron dos propuestas para lidiar con esta inestabilidad. La primera fue
propuesta de forma independiente por Pais y Sakata y esta basada en la solucién de Poincaré al problema
de las estabilidad del electrén de Lorentz. Se propuso la idea de compensacion: se introducen campos
de particulas desconocidas de tal forma que cancelan las divergencias producidas por las interacciones
conocidas. La otra respuesta que se propuso fue el programa de renormalizacion.

En la década de 1930, Dirac (1934), Heisemberg (1934), Weisskopf (1936), Kramers (1938), y otros
extendieron la idea de renormalizacion a través de substracciones. Pero para un mejor desarrollo de estas
ideas eran necesarios los hallazgos experimentales relacionados con el espectro del hidrégeno y el deuterio
obtenidos con técnicas e instrumentos que fueron descubiertos durante la segunda guerra mundial. Cuando
esto se consiguid, la explicacién de los datos confiables y exactos obtenidos por Lamb y Rutherford
en sus mediciones de la estructura fina del hidrégeno y de los resultados de Rabi sobre la estructura
hiperfina del hidrégeno y el deuterio se convirtié en un reto extraordinario para los fisicos tedricos y
en el proceso descubrieron algoritmos para obtener numeros finitos para los calculos dando ademads
ideas para justificar dichos algoritmos. Las ideas de los algoritmos descubiertos por Kramers, Bethe,
Lewis, Schwinger, y Tomonaga pueden resumirse de la siguiente manera: (i) los términos divergentes
que surgen de los calculos de QED son invariantes de Lorentz y de norma, y pueden ser interpretados
como modificaciones a los parametros de masa y carga que son introducidos en la lagrangiana original.
(i) Identificando los pardmetros de masa y carga modificados, o renormalizados, con la masa y carga
fisicamente observables, todas las divergencias son absorbidas en los factores de renormalizacién de la
masa y la carga, y los resultados finitos coinciden con las mediciones experimentales. De esta forma, el
programa de renormalizacién sugeria que la electrodindmica tenia fallos a altas energias no obstante que
los calculos a energias relativisticamente moderadas es bastante precisa en sus predicciones.
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La forma de proceder de Schwinger y Tomonaga fue hacer la identificacién directa de las partes
divergentes y removerlas de las expresiones a través de la redefinicién de la masa y la carga. Por otro
lado, Feynman utilizaba en su algoritmo un cutoff, de tal forma que al final del calculo obtenia expresiones
que eran infinitas al tomar el limite correspondiente para remover el cutoff. Si después de la redefinicién
de masa y carga otros procesos eran insensibles al valor del cutoff, la teoria renormalizada se definia
tomando el limite cuando el cutoff tiene a infinito. Fue Dyson quien mostré que los resultados e ideas
de Feynman eran derivables de la formulaciéon de QED de Schwinger y Tomonaga. Mas ain, Dyson fue
capaz de dar una demostraciéon de la renormalizabilidad de QED. Renormalizabilidad significa que la
renormalizacién de la masa y la carga remueve todas las divergencias de la matriz S de QED a todo
orden en la teoria perturbativa.

Durante la década de 1970 la naturaleza fundamental y el caracter escencial del principio de renor-
malizabilidad comenz6 a cambiar. Como un resultado de dos décadas de fructiferas interacciones entre
QFT y la mecéanica estadistica, el entendimiento de algunos fisicos tedricos sobre ciertos aspectos fun-
damentales de la teoria de renormalizacién fueron sometidos a transformaciones radicales. En el nicleo
de esta transformacién surgié en principio de rotura de invariancia de escala y la aproximacion por el
grupo de renormalizacion. El primero en asimilar la vision fisica en el contexto de los fenémenos criticos,
como por ejemplo, la existencia de soluciones puntuales en las ecuaciones del grupo de renormalizacién
y las condiciones para las trayectorias pasando a través de puntos fijos en el espacio de las constantes
de acoplamiento, descubiertas principalmente por K.G Willson y aplicarlas en el contexto de las QFT
fue Weinberg (1978). Su intento fue explicar, o incluso reemplazar el principio de renormalizabilidad con
un principio méas fundamental al cual llamé “ asintéticamente seguro”. Sin embargo este programa fue
eclipsado por otro, el de las Teorias de campo efectivas (EFT), propuesto por el mismo Weinberg. En un
principio las EFT fueron menos ambiciosas que las teorias asintéticamente seguras ya que tomaban la
renormalizabilidad como un concepto base. No obstante, las EFT dieron un cambio radical del panorama,
junto con una examinacién exhaustiva del concepto de renormalizabilidad y la clarificaciéon de la base
ontoldgica de la teoria cudntica de campos.

Por otro lado, desde las décadas de 1920 y 1930 surgié la buisqueda de las teorias de campo unificado,
Einstein buscaba una teoria que integrara el electromagnetismo, la gravedad y la mecanica cudntica. Sus
primeros intentos fueron ampliar las ecuaciones de la relatividad general para que describieran también al
campo electromagnético, sin embargo, tanto Einstein como los demas fisicos y matematicos involucrados
no tardaron mucho en darse cuenta de la complejidad que ello requeria. Weyl (1918) propuso una forma
de ampliar la geometria de la relatividad general, en esta teoria las varas de medir y los relojes varian
en funcion de la trayectoria que siguieran a través del espacio, pero poco maés tarde se mostré que esto
era contradictorio conceptualmente y con los resultados experimentales. A pesar de este fallo, afios més
tarde se retomo esta idea que constituye lo que actualmente conocemos como simetria de norma. Luego
surgié una propuesta realizada por Kaluza (1919), el sugirié que se debfa anadir una quinta dimensién de
tipo espacial, ademés que ésta debia ser circular. En principio Kaluza no trataba de describir la realidad
fisica o la localizacién de la nueva dimensién, lo concibié como un mecanismo matematico solamente.
Lo que obtvo fue una teoria de la relatividad de la cual se podian derivar también las ecuaciones de
Maxwell. El siguiente aporte a esta teoria provino de Klein con respecto a la cuestion de cudl podria
ser la naturaleza de dicha dimension agregada, la idea de Klein fue que la quinta dimensiéon podia estar
enrrollada en un circulo demasiado pequeno como para ser observado experimentalemnte.

Actualmente, las propuestas de teorias fundamentales a la escala de Planck son comunmente formula-
das en mas de cuatro dimensiones principalmente para que sean autoconsistentes. El interés en este tipo
de teorfas ha resurgido actualmente a partir de los trabajos de Arkani-Hamed, Antoniadis, Dimopoulos
y Dvali [2, 3], ademds, el impacto de las teorfas con dimensiones extra se ha manifestado en diversos
temas de estudio, por ejemplo, materia oscura [4], fisica de neutrinos, fisica del Higgs [5], colisionadores,
acoplamientos de norma electrodébiles y aspectos tedricos de las teorias de campo.

En el presente trabajo se construye la electrodindmica cuantica con dimensiones extra. Esta teoria
serd definida en un espaciotiempo plano dado por la variedad M*+" = M* x N, que es el resultado del
producto cartesiano del espacio de Minkowski con una variedad no compacta de n dimensiones de tipo
espacial. Esta teorfa es invariante en principio bajo el grupo de Poincaré extendido IS0 (1,34 n) y el
grupo de norma extendido U (1, M4+”), a partir de esta extension se busca obtener una teoria efectiva
regida por los grupos esténdar. Lo que sigue es suponer que N™ es una subvariedad compacta y que existe
un conjunto completo de funciones definidas en la variedad compacta de la forma {f(@, f(m™) (z)} de tal
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forma que los campos pertenecientes al los grupos extendidos pueden ser expandidos en series infinitas en
términos de los campos propios de los grupos estandar. Una vez hecho este mapeo se aplican las condicio-
nes de ortonormalidad del conjunto de funciones propuesto y con ello se identifican los campos que pueden
o no adquirir masa en base a sus leyes de transformacién, hasta este punto se puede entonces identificar
desde la perspectiva del grupo de norma estandar a los campos de materia, lo cual contribuye a efectos
de la fisica a una escala R~'. Al considerar N™ como n copias del orbifold S'/Z? se obtienen condiciones
para la variedad soporte, y con ellas, el ocultamiento de la simetria de {ISO (1,3 +n),U (1, M4+”)} en
{I50(1,3),U (1, M*)}. Cabe destacar que la caracterizacién de la variedad soporte impone condiciones
para las particulas de la teoria, esto surge de la necesidad de que los efectos de las dimensiones extra se
desacoplen de la teorfa estdndar para R~! >> v, para ello es necesario que todas las particulas nuevas
reciban masa a la escala R~!, con excepcion de las particulas de la teorfa estandar. De esto se desprende
un nuevo requerimiento para la base de funciones antes descrita, se impone la siguiente descomposicién:
{fQ f@) (7)) s {fO), f(Em) (@)}, {f(()m) (%)}, donde los subindices F, O significan par e impar respecti-
vamente. Con esta distinciéon son posibles los mapeos en forma de series de Fourier con condiciones de
paridad y periodicidad, ademas la descomposiciéon de los campos en forma de series queda condicionado
de la siguiente manera: (i) Todo campo con contraparte estdndar se descompone bajo el conjunto de fun-
ciones pares, y (i7) Todo campo sin contraparte estdndar se descompone en bajo el conjunto de funciones
impares. Luego de esto, al hacer una integracién sobre las variables de N™, se obtiene la teoria invariante
bajo el grupo estdndar SO (1,3), y el grupo de norma se descompone en transformaciones de norma
estdndar (SGT) y en transformaciones de norma no estdndar (NSGT). Con esto, es posible cuantizar la
teoria resultante con cualquiera de los métodos existentes.

Los pasos del método de compactificacién permiten llegar a la descripcion de las patriculas en las
dimensiones extra compactadas, dicha descripcién es complicada ya que se da a través de un nimero
infinito de campos producidos por la descomposicién de Fourier, y son conocidos como las torres de
Kaluza-Klein. En cada una de estas torres, el modo cero se identifica con los campos estandar sobre
M?* |y todos los demds modos excitados pueden ser interpretados como la informacién efectiva sobre
la correspondiente particula propagandose en en el espaciotiempo de mayor dimensién. Esto trae como
concecuencia nuevos acoplamientos que modifican la forma usual de los calculos a nivel de correcciones
radiativas, la estructura divergente de las amplitudes, y con esto, sus implicaciones fenomenolégicas.
El objeto central de estudio sera el comportamiento divergente de la teoria a nivel de un lazo. Como
veremos, ademads de las divergencias ya existentes en QED, se generardn nuevas divergencias debidas a
las excitaciones de Kaluza-Klein de los campos estandar, que en principio son una infinidad de ellas.

La organizacion y el contenido de la tesis es el siguiente: en el primer capitulo, se estudian las propie-
dades del grupo de Poincaré I50 (1, 3), con esto se contruye la electrodindmica cudntica en dos partes, la
primera analizando la teoria de Dirac y la segunda, con el estudio de la teoria de Maxwell. En la tercera
seccién se expone la teoria conocida sobre la renormalizacién de QED a orden de un lazo, comenzando
con un esquema de regularizacién y una clasificacién para las divergencias de la teoria con lo cual se
plantea el esquema de renormalizacién a seguir. A continuacién, se presenta el cdlculo explicito de los tres
diagramas que son de interés para esta teoria con su correspondiente renormalizacién, la cual se considera
concluida con la obtencién de las expresiones para los contratérminos. Las ultimas secciones contienen
resultados de interés en los cuales se aprecian los efectos de la renormalizacién, dichos fenémenos son:
la renormalizacién de la carga, el limite electrostatico junto con el corrimiento de Lamb, el momento
magnético anémalo del elctrén y la funcién beta.

En el segundo capitulo se desarrolla la electrodinamica con dimensiones extra. Se discute el grupo de
norma y el grupo de Poincaré extendidos asi como la teoria de Maxwell y Dirac en dimensiones extra. En
este proceso se explica el proceso de compactificacién, el cual reproduce geométricamente las condiciones
de frontera del efecto Casimir. Ademas se obtienen las expresiones para las corrientes electromagnéticas de
donde se derivan las reglas de Feynman necesarias para los calculos de los diagramas que seran analizados
en el tercer capitulo.

El tercer capitulo, el cual constituye la parte central de la tesis, comienza con el andlisis de la estructura
divergente a nivel de un lazo de la teoria efectiva obtenida para la electrodindmica con dimensiones extra,
se da un esquema de regularizacién en el cual surge de manera natural la funcién zeta de Epstein [6, 7],
que es una generalizacién de la funcién zeta de Riemann para dimensiones mayores. El uso de la funcion
zeta para regularizacién data de los afios setentas, con los trabajos de J.S. Dowker y R. Critchely [8] en el
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campo de las teorfas efectivas, o en los trabajos de S.W. Hawking [9] sobre integrales en espacios curvados.
Otras aplicaciones de la funcién zeta se pueden en contrar en modelos de gravedad cudntica y modelos
cosmoldgicos, en teoria de cuerdas y cristalografia. En particular haremos uso de la version regularizada
de la funcién inhomogénea de Epstein derivada por Elizalde-Romeo junto con el esquema de Weldon.
Con esto se plantea y un esquema de renormalizacién en un sentido amplio o moderno, formado por las
condiciones de renormalizacién de la teoria usual y un esquema para remover los efectos no desacoplantes
que provienen de los calculos, ya que como veremos, el método de regularizacién de Weldon no se ocupa
de este tipo de términos. Después, se presentan los calculos para los diagramas con dimensiones extra
donde se derivan los contratérminos correspondientes y se realiza ademads la comprobacion del proceso de
renormalizacion, el cual consiste en la suma de la amplitud del diagrama calculado con el correspondiente
contratérmino, a modo de verificar que se obtiene un resultado libre de las divergencias ultravioletas,
las divergencias provenientes de las excitaciones de Kaluza-Klein y los efectos no desacoplantes. Luego
de esto, se presentan nuevamente los resultados de interés del primer capitulo con su correspondiente
contribucién dada por las dimensiones extra.

El cuarto capitulo enlista los principales resultados y conclusiones de la tesis. Finalmente, en el
apéndice A se enlistan las propiedades e identidades relacionadas con los calculos de la regulariacién
dimensional y en el apéndice B, las convenciones e integrales utilizadas para los cdlculos de la teoria en
dimensiones extra y los términos covariantes que aparecen en la derivacion de los resultados en la teoria
de Dirac.



Capitulo 1

Electrodinamica cuantica

En este capitulo se dan las bases para los desarrollos posteriores. La primer seccién estd centrada en el
estudio del grupo de Poincaré ya que este contiene la estructura y las simetrias del espaciotiempo plano.
La segunda seccién desarrolla la construccién de una teoria que describe la interaccién de particulas
elementales con el campo electromagnético, en la tercera seccién analiza el proceso de renormalizacién
de forma sistematica. En las tiltimas secciones se discuten tres resultados importantes: la contribucion al
potencial eléctrico por la polarizacion del vacio y el corrimiento de Lamb, el momento magnético anémalo
del electrén y la funcién 3.

1.1. El grupo de Poincaré 150 (1, 3)

En esta seccion se expone brevemente la estructura del grupo de Poincaré el cual es de importancia
central por ser el grupo més amplio bajo el cual debe estar garantizada la covarianza de las ecuaciones de
la relatividad especial. Ademads, una teoria cuantica de campos ordinaria se formula en el espaciotiempo
plano y es precisamente el grupo de Poincaré el que gobierna el espaciotiempo de Minkowski.

1.1.1. El grupo de Lorentz SO (1,3)

Recordemos los postulados de la relatividad especial.

1. Las leyes de la fisica son las mismas en todos los marcos de referencia inerciales.

2. Existe una velocidad limite ¢ en la naturaleza cuyo valor es ¢ = 3 x 10%m/s.

El primer postulado pone de manifiesto la imposibilidad de distinguir estados de reposo o movimiento
absolutos para un observador inercial, por lo cual debemos tener una formulacién en la cual las ecuaciones
de la fisica se escriban de forma covariante, es decir, que su forma no dependa del sistema de referencia
elegido. Bajo esta formulacién, el tiempo deja de tener un rol de parametro universal y absoluto.

Considere un espacio de cuatro dimensiones que llamaremos espaciotiempo o espacio de Minkowski
con las siguientes coordenadas para un sistema de referencia:

0

x :ct,xl

:$,$2:y,$3:Z,

los puntos del espaciotiempo distinguidos por estas coordenadas se llaman sucesos, de esta forma, para
cada suceso del espaciotiempo se asocia un cuadrivector denotado por:

ot = (xo, x)

en este espacio encontramos transformaciones que tienen sintido fisico y que por tanto nos ayudaran a
estudiar las simetrias de los sistemas fisicos, dichas transformaciones son:



CAPITULO 1. ELECTRODINAMICA CUANTICA
1.1. EL GRUPO DE POINCARE 150 (1,3)

1. Rotaciones en el 3-espacio. Son las transformaciones ortogonales en los planos

2. Transformaciones de Lorentz puras (Boost’s). Conectan sistemas de referencia inerciales en
movimiento relativo a lo largo de los ejes x', 22 y 3, se pueden ver como transformaciones en

planos espacio temporales

3. Traslaciones a lo largo de los ejes. Son traslacones para cada eje, es decir, traslaciones espaciales
y temporales, forman un grupo abeliano llamado Grupo de las traslaciones.

El conjunto de las rotaciones y transformaciones de Lorentz puras forman el grupo de Lorentz SO (1, 3).
En este grupo estd definida el intervalo o separacién entre dos eventos de coordenadas zf y x4 definido
por:

2
(s12)” = (2§ — 29)” — |Ix1 — x| (1.1)

note que esta cantidad puede ser positiva, negativa o cero. Si (312)2 > 0 se dice que el intervalo es
temporaloide, si <S12)2 < 0 se dice que el intervalo es espacialoide y si (512)2 = 0 se dice que el intervalo
es luzoide, note que (812)2 = 0 define el llamado cono de luz en el espacio de Minkowski.

El intervalo para dos eventos separados infinitesimalmente es

45t = g e = (da)’ — (da?)? — (da)” ~ (da)? (12)
donde
1 0 0 0
0 -1 0 0
(guu) = 0 0 -1 0 (1.3)
0 O 0 -1

es el tensor métrico. Con el tensor métrico podemos subir y bajar indices', por ejemplo para Ty
1%
Ty = Guv T” .
Bajo la accion del grupo de Lorentz las componentes de un cuadrivector se tansforman como

2’ = A%aP (1.4)

con A la matriz de transformacién. Note que de la invariancia de un intervalo se obtiene una condicién
para estas matrices:

gm/ x/Lxu _ gaﬁ x/ax/ﬂ _ (A;ljjaga,BAﬂy> .IIL.Z‘V
concluyendo que
(Az;agaﬁABy) = Guv (15)
esto es
ATgh=g. (1.6)

Bajo una transformacién de similaridad, las transformaciones de Lorentz dejan invariante el tensor métri-
co, note que

1Considerando el convenio de suma de Einstein en el cual dos indices repetidos tales que uno esté como subindice y el
otro como superindice en cualquier orden implican una suma que corre sobre cada uno de los valores que puede tomar el
P
indice.
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det (A) = £1,

asi podemos distinguir entre dos tipos de transformaciones, las trasnformaciones con determinante +1
son llamadas transformaciones propias de Lorentz, mientras que las de determinante -1 son las transfor-
maciones impropias de Lorentz. Las transformaciones impropias representan una reflexion espacial y una
reversion temporal.

Las propiedades de un grupo estdn dictadas por el dlgebra que obedecen sus generadores, para obte-
nerlos necesitamos conocer la forma explicita de las matrices de transformacién. Consideremos un boost
en la direccién del eje x!, la transformacién en las cooredenadas es:

20— 7(LICO_B&)
c
2= 1Y oo 1.7
= (et -2e (L.7)
12 2
B _ 3
donde
1
V= ——,
-

siendo v es la velocidad relativa a lo largo de los ejes ! y 2’!. Es fécil ver que si se considera el cambio
de variable v = cosh§; y 2+ = senh¢; la transformacién se puede escribir de la siguiente manera

20 coshéy —senhé; 0 0 20

2V | | —senh&  coshé 0 0 x! (1.8)

% | T 0 0 10 x? ‘

x’3 0 0 0 1 23

de esta manera, los generadores del grupo de Lorentz son:

1 dA (xq

K, =- () para los boost. (1.9)
i dyg i=0
1 dA (6,

Ji= = dA(6,) para las rotaciones. (1.10)

1 d92 0;=0

Por ejemplo, escribamos un boost y rotacién a lo largo del ele 23 con sus respectivos generadores.

coshés 0 0 —senhés 00 0 =«
0 10 0 0 0 0 O
Alxs) = 0o 01 0 K= 000 0
—senhés 0 0 coshés i 0 0 O
1 0 0 0 00 0 O
_ 0 cosfl3 senfl3 O _ 00 — O
A(bs) = 0 —senfl3 cosf; 0 ’ Js = 0 ¢« 0 O
0 0 0 1 00 0 O
note que los K; son antihermitianos, KZT = —K;, mientras que J;r = J;. Las reglas de conmutacién de los
generadores son:
[Ji, Jj] = i€ijn (1.11)
y
[Jis J;] = i€ijr (1.12)
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(K, K] = —i€ijiJy (1.13)
[Jiy K] = i€ Ky (1.14)
esto quiere decir que los boost y rotaciones no conmutan entre si, lo cual tiene sentido ya que los boost
son rotaciones espacio temporales. Note tambien que dado que los generadores de los boost son anti-

hermitianos no estan asociados a observables fisicas aunque si generen trasnformaciones del grupo. Una
transformacién de Lorentz entonces esta dada por

A = T OHEKX (1.15)
Considere las combinaciones lineales )
N = 5 (i £iKi) (1.16)
usando las reglas de conmutacion para los generadores, podemos ver que se cumplen las siguientes rela-
ciones:

(N7, NS = ieiju N, (1.17)
[N, N; | =ieiju Ny, (1.18)
[N;",N;]=0. (1.19)

Las dos primeras reglas son en dlgebra de Lie para el grupo SU (2), asi que el grupo de Lorentz puede ser
visto como dos copias de SU (2), y con este hecho las representaciones del grupo de Lorentz se pueden
construir usando las reglas de la suma del momento angular de la teoria cudntica.

Representacién espinorial de SO (1, 3)

La representacién espinorial del grupo de Lorentz se conoce también como representacion espinorial
de Dirac. Representemos ahora como L (A) al conjunto de matrices que forman una representacién del
grupo de Lorentz, estas satisfacen

L(A)L(A) =L (AA) .

Sea la transformacion infinitesimal
AMV = 6’u1/ + wuz/ )
entonces, a primer orden
L(A) =T+ %wuuswj , S =5t (1.20)
con S* los generadores del grupo, los cuales deben satisfacer el dlgebra de Lie de SO (1, 3)
i [Slﬂ” Saﬁ] _ gﬁusm _ gﬁvsua + gowsuﬁ _ gauSVB )

Para construir los generadores S*” en la representacién espinorial supangamos que existen cuatro
matrices v que satisfacen el dlgebra de Clifford

(A =2g"

asi que los generadores de la representacién son

S = 2[4 (1.21)

Una representacién de las matrices de Dirac es

0 __ I 0 i 0 O'i




CAPITULO 1. ELECTRODINAMICA CUANTICA
1.1. EL GRUPO DE POINCARE 7SO (1,3)

llamada representacién de Dirac, con o' las matrices de Pauli. Note que

T iyt i
() =" () = (1.23)
también
() =1, () =-I, (1.24)
en esta representacion los generadores S*” toman la forma
; k
ij _ L ijk[ O 0
59 = e ( 0 o (1.25)
y
0i __ 3 0 O'i
S —2(01 0 ), (1.26)

cuando se considera la matriz v° se tiene que, en la representacién de Dirac:

75:(3 g) , (1.27)
;

es claro que (75) =70y (75)2 =T ademas
(V=0 , [°,5"]=0. (1.28)

1.1.2. El grupo de Poincaré 150 (1, 3)

La unién del grupo de Lorentz con el grupo de las traslaciones en los cuatro ejes mencionado en la
seccién anterior se conoce como el grupo de Poincaré I1SO (1,3). La transformacién més general en el
espaciotiempo es una transformacién de Poincaré la cual consta de una transformacién de Lorentz y una
traslacién

= A 2 +au, (1.29)

con a* un cuadrivector constante. Aplicando dos veces una transformacion tendremos

o = (AN 2¥ 4+ A af + a* (1.30)

dado que I_Wpa’) + a* es una traslacién total, para que la composicién cumpla la cerradura y por tanto
ISO (1,3) sea un grupo, sélo es necesario probar que AA es una transformacién de Lorentz, lo cual se
verifica de inmediato ya que cada una de estas matrices pertenece a SO (1,3).

Si D (A, a) es una representaciéon del grupo de Poincaré, por la condicién (1.30) se debe cumplir que
la regla de composiciéon

D(A,a)D(A,a) =D (AN, Aa+a) , (1.31)

considere la transformacion infinitesimal

AV, =01 4w, ot =€ (1.32)

de la condicién (1.6) se encuentra que w es antisimétrico, tiene 6 componentes independientes, ademés da-
do que € es una traslacién tiene cuatro componentes, por lo tanto, el grupo ISO (1, 3) tiene 10 generadores
y 10 pardmetros asociados.

De manera general, una transformacion de Poincaré infinitesimal es de la forma:

D(I+we) =0+ %wWJ‘“’ — e, P" (1.33)
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donde los J*¥ son los generadores del grupo de Lorentz y P* los generadores del grupo de las traslaciones.
Se tiene también que

D' (Aa) =D (A™!,—A"a) (1.34)

ahora, considere el producto

D(A,a)D(I+w,e)D7' (A a) =D (I+ AwA™', Ae — AwA™"a) | (1.35)

desarrollando a primer orden esta expresion se llega a las reglas de transformacion de los generadores:

D(A,a) J*’D7" (A, a) = A, *A,P (J* + a” P — o P) (1.36)
D(A,a) P°D™" (A a) = A, P*. (1.37)

Si consideramos a D (A,a) y D71 (A, a) infinitesimales y desarrollando a primer orden de igual forma
obtenemos las siguientes reglas de conmutacion:

i [JH,JOP) = gPrgre — gPr e 4 gov gt — gl (1.38)
i[pr,JoP] = gropP — ghP pe (1.39)
de la misma manera, para obtener la relacién de conmutacién de los generadores de las traslaciones se
desarrolla (1.37) a primer orden obteniendo:
[P*,P*]=0. (1.40)
Las ecuaciones (1.38), (1.39) y (1.40) forman el dlgebra de Poincaré.

1.2. Electrodinamica espinorial

Construiremos los objetos necesarios para la descripcion de la interaccion electromagnética de particu-
las elementales, note que de acuerdo a la teoria cudntica ordinaria y a las conclusiones de la seccién
anterior, 1.1.1, la representacién espinorial del grupo de Lorentz puede verse como dos copias de SU (2),
de esta manera podemos describir particulas elementales de espin semientero y asi se construira la elec-
trodinamica cudntica.

1.2.1. Campo espinorial de Dirac

Sea ¥ (x) el campo de cuatro componentes

(x)
U (z) = Emg (1.41)
Uy ()
definido en el espaciotiempo. Este espinor se transforma en la representacién espinorial de SO (1,3) de

la siguiente manera:

U (z)=L(A) ¥ (z) , L(A)=es«mS" (1.42)

Un requerimiento para tener una teoria a nivel lagrangiano es que los términos que conforman la
densidad lagrangiana sean escalares de Lorentz, nos interesa entonces formar escalares utilizando ¥ (x).
Observe por ejemplo que el término T (z) ¥ (z), el cual se transforma como

I =L (AL (AW,

no es un escalar, para que lo fuese serfa necesario que LT (A) = L~ (A), pero esto no ocurre ya que el
generador S es antihermitiano, y por tanto L (A) no es uniraria. Para solucionar esto, se introduce el
adjunto de ¥ definido por:
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T = wly0 (1.43)

para validar esta propuesta note que bajo una transformacién infinitesimal

\T/I

[(]1 + ;wWS‘“’> \I/]T ()" (1.44)
— ot {H— %wlw (S‘“’)T} 70, (1.45)
note que cuando p y v son espaciales
(SH7)T A0 = GHra0 — A0 gy
y cuando uno de los indices es 0
(SW)T,YO _ _SWWO _ ,YOS;W 7

de esta forma

v o= @{H;wwsﬂ (1.46)
= UL '(A), (1.47)

asi, claramente el término YW es un escalar de Lorentz.
Otros objetos covariantes que podemos construir en esta representacién son:

o U+’ pseudoescalar

o UM, vector

o U~H 45, pseudovector

e Uo U, tensor antisimétrico

o U0 pseudotensor antisimétrico

donde

i
T2
Los términos que involucran v° no son invariantes bajo paridad, son objetos que no consideraremos en
nuestra construccién ya que la electrodindmica respeta paridad.

Propongamos la siguiente lagrangiana

ot Y, 7] =2 Suv. (1.48)

L =Viy'9,¥ —mI¥ (1.49)
la cual es invariante de Lorentz, a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange:
oL oL oL oL
Oo |l =—/——=]=%= , Ooul=—5—=) == 1.50
(a (&&)) ov (a (aaxlf)) ov (1.50)

obtenemos las ecuaciones de movimiento

(V"0 —m)¥ =0 , VU (iv"d, +m)=0 (1.51)

utilizando la notacién @ = ~v*0,, tenemos

(ig—m)¥ =0, (1.52)

esta es la ecuacién de Dirac.
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1.2.2. Invariancia de norma

En esta seccién continuamos el estudio respecto a la invariancia de los sistemas fisicos. No basta
con pedir que la lagrangiana (1.49) sea invariante de Lorentz, existe otro requerimiento conocido como
invariancia de norma?.

La idea es que nuestra teoria puede admitir diferentes configuraciones de los campos tal que obten-
gamos las mismas observables. Asi, nuestra descripcién fisica contiene cierta incertidumbre y podemos
hacer la eleccion acerca de una formulacién en particular, de las varias que tenemos disponibles, para una
situacién dada, esto se conoce como elegir una norma. Una transformacion que nos lleva de una descrip-
cién a otra se conoce como transformacion de norma, y la invariancia subyacente se le dice invariancia de
norma. La invariancia de norma es una manifestacién de la imposibilidad de encontrar una descripcién
tnica de un sistema.

Considere un elemento de U (1), U (a) = €, con o un parametro constante. Es directo verificar que
la lagrangiana de Dirac (1.49) es invariante bajo una transformacién de la forma

U0 =00 =¢e°0, (1.53)
este tipo de transformacion se conoce como transformacion global de U (1). Ahora considere la transfor-
macién

U — U =@y (1.54)

con « () una funcién del espaciotiempo, se dice que esta transformacion es local. Claramente, al contener
una derivada, la lagrangiana de Dirac ya no es invariante bajo una transformaciéon de este tipo. Para
seguir conservando esta invariancia se introducen las siguiente modificacién a la derivada:

D, = 8, +ieA, (1.55)

la cual se conoce como derivada covariante. Ademads se requiere que bajo una transformacion de la forma
(1.54) A, se transforme de la siguiente manera

1
A, — A=A, — gaua (x) . (1.56)

Una teoria que tiene un campo A, introducido para producir invariancia respecto a transformaciones
locales se conoce como teoria de norma, y al campo A, se le llama campo de norma.
Con esto, note que la lagrangiana (1.49) puede reescribirse como:

L=T(i)—m)V, (1.57)

note que esta lagrangiana es ahora invariante de Lorentz y de norma.

1.2.3. La teoria de Maxwell

En esta seccion se lleva a las ecuaciones de Maxwell a una forma covariante.
Las ecuaciones de Maxwel son:®

V- -E =47p V-B=0
10E 4r 10B
VXB_EE—F?J VXE__EE (1.58)

2‘Norma’ es un término poco acertado que se ha mantenido hasta nuestros dfas. La teorfa general de la relatividad de
Einstein mostré que la geometria del espaciotiempo tiene un rol dindmico, este hecho llamé la atencién de Herman Weyl
quien en 1919 se cuestiono si la escala de longitud podia ser es si misma dindamica, variando a través del espaciotiempo, es
decir, de forma local. Bajo esta perspectiva se puede hacer la eleccién de una norma o calibre lo cual seria una eleccién de
la escala de longitud. Weyl propuso que la magnitud o norma de un vector fisico podria depender de la localizacién en el
espaciotiempo, asi, una nueva conezxidn seria necesaria para relacionar las longitudes de los vectores en diferentes posiciones.
Esta idea llegd a ser conocida como invariancia de escala o norma. Més tarde se mostré que esta propuesta no era del todo
compatible con algunos fenémenos observables, aunque la idea de simetria local trascendié.

3En el sistema de unidades CGS Gaussiano.
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los campos E y B derivan de potenciales, en terminos de estos potenciales podemos escribir:

E = —vA’—9A
B = VxA (1.59)

con A% y A los llamados potenciales electromagnéticos. Luego, tomando J° = cp, definimos los siguientes
cuadrivectores:

Jh=(J°J) cuadricorriente. (1.60)

AF = (A" A) cuadripotencial. (1.61)

Ahora, por simplicidad absorbemos el factor 47” de las ecuaciones (1.58) en la definicién de J*, asf, las
ecuaciones de Maxwell toman la forma:

V-E=J° V-B=0
OE OB

Bajo SO (1,3), E y B son las seis componentes de un tensor totalmente antisimétrico, su definicién
se da en términos de los potenciales A y A de la siguiente manera:

E'=0"A" — 9°A (1.63)
B = (V x A)' = —c7kgi Ak (1.64)

asi, el 2-tensor se define como:
FHY = grAY — 9V A (1.65)

y se conoce como tensor de campo electromagnético o curvatura de Mazwell. De esta forma tenemos que

. ) . 1 ... .
E'=F° | Bi= —ie”kFﬂ“ (1.66)

con esto

0 -B' -E* -EP
E' 0 -B® B?

uy _
F == E2 B3 O —Bl (1.67)
E? -B? B! 0
El tensor covariante esta dado por
FH = guagu[j’Faﬁ (168)
y el dual por
- 1 b
F,u,z/ 56/_waﬁF (169)
para este 1ltimo tensor se encuentra que
Fij = —eoiiB* = —egp B* . Foi = B'. (1.70)
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Forma covariante

Las ecuaciones inhomogéneas de Maxwell

V-E = J°
VxB-—9E = J

se pueden escribir en una sola ecuacion, esto es

O, F" =0, (1.71)

de manera similar, las ecuaciones homogéneas

V-B =
VxE+9JB =
se pueden reunir en la ecuacién
O'F" + 9" FM + O*FM =0, (1.72)
o también en la ecuacion
D F" =0. (1.73)

Las ecuaciones (1.71) y (1.73) representan la forma covariante de las ecuaciones de Maxwell.

Lagrangiana electromagnética

Considere una transformacion de la forma (1.56), claramente F'*¥ es invariante bajo dicha transforma-
cién, por lo tanto podemos hacer la identificacién del campo electromagnético A* con el campo de norma
introducido en la seccion 1.2.2 asi, el campo electomagnético resulta ser un campo de norma. Podemos
entonces proceder a construir una lagrangiana para el electromagnetismo.

Veamos cudles son los términos que podemos construir.

o A, A" es invariante de Lorentz pero no de norma

e J, A", es invariante de Lorentz pero la invariancia de norma se da si J,, se construye a través de un
acoplamiento minimo

o F, F" esinvariante de Lorentz y de norma pero puede ser reescrito como un término de superficie,
por lo que las ecuaciones de movimiento no se veran afectadas

e [, " es invariante de Lorentz y de norma

con esto, podemos proponer la lagrangiana:

1

L=~ Fu P — A" (1.74)
utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos
oL oL
Oa, = 1.75
(sma) ~ 745 .
se obtiene
0o F*P = J°

que son las ecuaciones inhomogéneas, en ausencia de fuentes (J? = 0) tenemos que

10
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]‘ v
L= *ZF;WFH (176)
y
OuF*P =0,

que son las ecuaciones de Maxwell homogéneas.

1.2.4. Electrodinamica espinorial

Utilizando las ecuaciones (1.57) y (1.76) podemos construir la siguiente lagrangiana:

1 =
E:—EFWF/"”—F\I'(le—m)\II, (1.77)

esta lagrangiana contienen la dindmica de los campos espinoriales y el campo de norma. Esto nos da
cuenta de la interacciéon del fotén que es la particula de norma asociada al campo de norma y, por
ejemplo, del electrén.

1.3. Renormalizacién de QED a un lazo

Conceptualmente entramos en el terreno de la teoria cudntica de campos, en esta teoria cada particula
y cada onda en el universo es simplemente la exitacion de un campo cudntico el cual estd definido sobre
todo el espaciotiempo. La electrodindmica cudntica (QED por sus siglas en inglés) es una teorfa cudntica
de campos, a saber, del campo electromagnético.

Como sabemos, el comportamiento de las particulas se ve afectado por las interacciones entre ellas,
una teoria con interaccién involucra no solo la suceptivilidad de las particulas a ser dispersadas entre
ellas, sino que de forma méas dramadtica cambia las propiedades de las particulas mismas tales como su
masa y su carga, decimos entonces que los valores de estas propiedades son renormalizados. Mas aun,
encontramos que las interacciones modifican incluso lo que entendemos como particula en el sentido de
que el proceso de renormalizacién puede ser concebido como una particula vistiendose a si misma en las
interacciones. Es decir, la renormalizacion puede ser vista como el proceso en el cual un particula libre
o desnuda se viste.

Como sabemos, integracion sobre un lazo contenido en un diagrama de Feynman provoca resultados
que son divergentes, no obstante como nuestros calculos son de naturaleza perturvativa la terea es obtener
resultados finitos o darle sentido a las series perturbativas, en este sentido la renormalizacién es el ejercicio
de darle sentido a los infinitos.

En esta seccion calcularemos los tres diagramas de QED a orden de un lazo, mostraremos explicita-
mente que dichas divergencias pueden ser regularizadas y canceladas obteniendo resultados finitos para
las cantidades medibles.

1.3.1. Regularizacién dimensional

El procedimiento de evaluar diagramas de Feynman que contienen loops puede ser esbozado de la
siguiente manera:

1. Dibujar el digrama del proceso en cuestién y escribir la amplitud, de aqui resulta una intagral en
el espacio de los momentos

2. Combinar los denomiadores de los propagadores involucrados a través de la parametrizacién de
Feynman

3. Identificar en el nuevo denominador el cuadrado de un binomio, esto involucra un corrimiento de
la variable de integracion, dicho corrimiento se toma como nueva variable de integracion

4. Escribir el numerador del integrando en términos de la nueva variable de integracién y conservar
sélo las potencias pares de la misma (por ser las tinicas que contribuyen)

11
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5. Evaluar la integral en el espacio de los momentos

En el dltimo paso, la integral en el espacio de los momentos resulta ser divergente, lo que nos interesa
es obtener predicciones finitas, lo que hacemos entonces es recurrir a algin método artificioso para ex-
presar la integral en partes finitas o extraer partes finitas de ella, lo cual se conoce como regularizar la
integral. Existen varios métodos para conseguir esto, por ejemplo introducir particulas ficticias pesadas
conocido como regularizacion de Pauli-Villars, otro es reemplazar el limite superior de la integral por
algin parametro introduciendo asi un corte, luego de evaluar la integral se toma un proceso de limite
para retirar dicho parametro. El problema con este tipo de métodos es que pueden no preservar identi-
dad de Ward o volverse complicados en su manipulaciéon; existe sin embargo otra forma de regularizar
atribuida a ‘t Hooft y Veltman conocida como regularizacion dimensional, bajo este esquema la idea es
evaluar el diagrama segun los pasos anteriores como una funcién analitica de la dimensionalidad D del
espaciotiempo y de esta forma una vez que se tiene el resultado final las cantidades observables deben
tener un limite bien definido cuando D — 4.

Partiendo del hecho de que la accién S debe ser una cantidad adimensional, en D dimensiones debe

ocurrir lo mismo, como
S = / dPz L,
se implica que

L] =L7P (L es longitud)

o bien

(L] = AP (A es momento)

ahora, veamos qué le ocurre a la lagrangiana (1.77). El término cinético tiene unidades

de forma consistente

el inico término que debemos ajustar es —e\I/’y“\I/A#, para ello introducimos el factor

4—D

poE (1.78)

de esta forma tenemos que la lagrangiana (1.77) en D dimensiones es:

1 — _p -
L=~ TFuF"™ +0 (if) —m) ¥~ e 7 UAPTA, | (1.79)

Cabe resaltar que dado que la extensién en D dimensiones se realiza con el fin de tratar los loops
internos las funciones de onda externas deben dejarse en su forma cuadridimensional. Otro aspecto a
considerar es que el dlgebra de las matrices y* se modifica, pero el dlgebra de Clifford conserva la forma

"y =29",

salvo que ahora g"” es el tensor métrico en el espacio D dimensional de Minkowski. Algunas relaciones
que se modifican es este esquema se muestran en el A.2.
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1.3.2. Divergencias de QED

. Qué diagramas divergentes podemos encontrar en QED? Para responder esta pregunta necesitamos
una forma de caracterizar un diagrama y poder decir si es o no divergente. Una forma directa es mediante
el conteo de potencias. Las expresiones de las integrales tienen un numerador y un denominador, en ellos
tenemos potencias de la variable de integraciéon (que es un momento), la prescripcién indica que si
el nimero de potencias en el numerador es mayor o igual que el de las potencias en el denominador
la integral sera divergente. Cuando el nimero de potencias resultante vale 0 se dice que la integral
diverge logaritmicamente, cuando vale 1 se dice que diverge linealmente, cuando vale 2 se dice que
diverge cuadraticamente y asi sucesivamente. La forma en la que podemos hacer este andlisis a partir
de un diagrama esta en funcién de los elementos del mismo, hablamos entonces del grado de divergencia
superficial Dg*.

Considere la siguiente notacién:

e 1 = numero de vértices
e [ = numero de loops
e F; = numero de lineas internas del fotén
e I, = numero de lineas externas del fotén
e F;, = numero de lineas internas del electrén
e F, = numero de lineas externas del electrén
Entonces la férmula para la divergencia superficial D, en el espacio D dimensional es:

D, = DL — 2F; — E; , (1.80)

el nimero de loops se calcula sumando las lineas internas del fotén y del electron y a esto se le resta el
nimero de vertices, aunque se deja uno de ellos por la delta de Dirac que representa la conservacion total
del momento, es decir:

luego, podemos relacionar el nimero de vértices con el nimero de lineas del electrén y el fotén, cada
vértice tiene dos lineas del electrdn, si las lineas son externas sélo cuentan sun vez, si son internas cuentan
dos veces ya que van unidas a dos vértices en ese caso, con esto:

on = E, + 2E; , (1.82)

y para el caso de la linea del fotén en el vértice tenemos

n=F. 40, (1.83)

ya que solamente es una linea.
Combinando las ecuaciones (1.80) y (1.81) tenemos:

Dy=(D-1)E;+(D-2)F;+D(1—-n),

y sustituyendo en esta expresién (1.82) y (1.83) obtenemos finalmente:
D —4 D-1 D -2

Dy =4— gE(, - F., (1.85)

Note que cuando D = 4

48e llama asf porque un diagrama en particular puede contener funciones de 2 o 4 puntos escondiadas con un loop o méas
de tal manera que el diagrama resulte ser divergente a pesar de que dicha férmula indique lo contrario.
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Figura 1.1: Vértice de tres fotones.

Y

>
>~

A

Figura 1.2: Dispersién de luz por luz.

mostrando que D; es independiente de n, condiciéon indispensable para renormalizabilidad.

Ahora podemos decir ya cudles son los diagramas divergentes que podemos encontrar en QED y sus
caracteristicas. Los diagramas divergentes que podemos encontrar a orden de un lazo son: autoenergia del
electron, autoenergia del foton, el vértice de interaccion, el acoplamiento de tres fotones y la dispersion de
luz por luz. Resulta ser, sin embargo, que sélo los tres primeros diagramas deberan de ser tratados bajo el
esquema de renormalizacién y serdan tratados en las secciones subsecuentes; como veremos a continuacién
los otros dos diagramas no ofrecen problemas realmente.

Veamos primero el caso del vértice de tres fotones. El diagrama se muestra en la figura 1.1, en este
caso tenemos que E, = 0y F, = 3, y usando la ecuacién (1.85) tenemos que D, = 1; pero este diagrama
puede ser cancelado por uno que tenga el flujo de la carga en direccién opuesta, lo cual es consecuencia
de la invariancia de la lagrangiana (1.79) bajo conjugacién de carga, de hecho, de forma méds general,
resulta que las funciones de Green con un ntmero impar de lineas foténicas externas valen cero.

Ahora veamos el caso de la dispersién de luz por luz. El diagrama se muestra en la figura 1.2, para
este caso se tiene £, = 0y F, = 4, por lo que D; = 0. Este proceso no tiene analogo clésico, tiene una
seccién eficaz distinta de cero pero resulta que por invariancia de norma el diagrama es convergente.

1.3.3. Esquema de renormalizacién

Las caracteristicas generales del proceso de renormalizacién se pueden resumir de la siguiente manera
[10]:
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1. Absorber la renormalizaciéon de los campos en la lagrangiana mediante el reescalamiento de los
mismos.

2. Descomponer cada término de la lagrangiana en dos partes, esto es, si la lagrangiana original tiene
pardmetros (masas y constantes de acoplamiento) divergentes o no ffsicos y campos divergentes o no
fisicos, se escribe ya renormalizada en una parte que contiene elementos finitos tal que sea una copia
de la teoria original y otra parte que conenga los elementos divergentes, luego, mediante el proceso
de calculo la parte que tiene los elementos divergentes va a cancelar las divergencias que produzca
la otra teorfa absorbiendo asi el infinito y el corrimiento no observable en los contartérminos (dicho
corrimiento estd contenido en las condiciones de renormalizaciéon y al ser no observable debe ser
cancelado por el contratérmino).

3. Especificar las condiciones de renormalizacién las cuales definen las masas y constantes de acopla-
miento fisicas y mantener la renormalizacién de los campos igual a 1. Esta tultima condicién resulta
de la estructura del propagador, el cual define la masa como la localizacién del polo y mantiene su
resuduo igual a 1. Cabe mencionar que se habla de constantes de acoplamiento fisicas, por lo cual
debe establecerse el proceso de medicién tal que no participen los propagadores sino el vértice ya
que es el que representa la interaccién, por lo cual también se define una condicién de renormali-
zacion para el vértice, regularmente se define a grandes distanias, esto es, momento transferido ¢
tendiendo a cero, o equivalentemente, en un rango de bajas energias.

4. Calcular amplitudes con las nuevas reglas de Feynman ajustando los contratérminos como sea
necesario para mantener las condiciones de renormalizacion.

Se seguird este esquema para construir QED renormalizada a un lazo.

Podemos reescribir la lagrangiana (1.77) de la siguiente manera:

1 v .
,C = 71F01“,F6L + \I/() (Zwo — mo) \110 5 (186)

donde el subindice 0 indica que la cantidad a la que etiqueta es desnuda o divergente. Reescribiendo la
ecuacién usando la definicién del tensor electromagnético (1.65) y la derivada covariante (1.55) tenemos:

FO;w = 8,LLAOV - aDAO[L (187&)
Do, = 0, +ieg Aoy (1.87b)
con lo cual:
1 P _
L= **FOHDF(')M + \IJO (’La - mo) \110 - 60\110’)/#\110/10“ . (188)

4

El calculo de los propagadores del electrén y del fotén con esta lagrangiana hasta orden de un lazo
conduce a:

() _ %
p _/ p—m
y
q .
K v ¢
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donde Z5 y Z3 son los encargados de reescalar el campo del espinor y el campo de norma respectiva-
mente y seran calculados mas adelante.

Para absorber Z; y Z3 en la lagrangiana (1.88) sustituimos los campos divergentes bajo las siguientes
definiciones:

V= Z30 (1.89a)

Aoy = Z2A, | (1.89D)
donde ¥ y A, son los campos renormalizabes, con esto tenemos:
1 _ 1
L= —123FHVFHV + ZQ\I/ (la - mo) v — 6022232 \I/’}/M\I/AH . (190)

Lo que sigue es darle la forma que tiene la teoria original a esta tltima ecuacién en términos de cantidades
finitas (renormalizadas). Para esto, introducimos la carga eléctrica fisica e por medio de la definicién de
un factor de escala Z; de la siguiente manera:

1
621 = 6022232 . (191)

Si m es la masa fisica, podemos descomponer la lagrangiana en dos partes como sigue:

1 - _

L = _ZFWFW + v (Z@ — m) U —eUy WA,

1 o _
—153FWF“” + U (1(52(‘3 — 5m) U —ed Uy'WA, , (1.92)

donde
[h) 1

51 = Zl —1= ?ZQZBQ -1 (193&)
0o =25 —1 (1.93b)
(53 = Z3 -1 (193(3)
om = Zomg —m (1.93d)

estos son los contratérminos a los que hace referencia el punto 4, sabemos que a un lazo la teoria gene-
rard divergencias, por tanto se definen reglas de Feynman para cada una de estas partes, las cuales se
muestran el la Fig.1.3, luego la segunda parte de la ecuacién (1.92) cancelard estas divergencias a través
de las condiciones de renormalizacion.

Las cuatro condiciones de renormalizacién son:

@, =0 (1.94a)
=) =0 1.94b
W, (1.94b)

I (¢*)] 2y =0 (1.94c)
—iel™ (q)] ;=g = —iey" (1.94d)

la primera condicién (1.94a) define la masa del electrdn, la segunda condicién (1.94b) define el campo
U a través del residuo del propagador del electrén, la tercera condicién (1.94c) define el campo de
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NVVVVVVV -
o 2
—_— q
q
i
P p—m

= —iey”

= —ieyld

Figura 1.3: Reglas de Feynman para QED renormalizada.
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norma A, a través del residuo del propagador del fotén y por tltimo, la cuarta condicién (1.94d) define
la carga eléctrica. Las cuatro condiciones permiten determinar los cuatro contratérminos necesarios en
términos de los valores de los diagramas a un lazo, calcularemos estas cantidades usando la regularizacién
dimensional para controlar los efectos divergentes de cortas distancias (divergencias ultravioleta, UV) y
una masa ficticia m, para el fotén con el fin de controlar los efectos divergentes de grandes distancias
(divergencias infrarrojas, IR).

1.3.4. Calculo de la autoenergia del electron

El propagador completo es:

—<-—O— = - +_<__@——|——|—...

) )
i H(;_@gly(z_(@%)l.“

“ ()

= — (1.95)
p-m=2(p)
A orden de un lazo la contribucién a 3 (p) se muestra en el siguiente diagrama:
s~ Pk
1 {
=——[—i2
Pl s
' b
donde
, i-D dPk ) i(F+m) —igh” )
> = E / —ie ( > —iey,
(p) (#°) 27 (—ieva) | 77— =k —m? (—iev)
4-D D H
= —62 (/“LQ) 2 / d kD W/H (k+m) ,72
(27)" (k2 — m2) [(p . mﬂ
(1.96)

ahora, utilicemos una parametrizacién de Feynman (ver (A.1)) de la forma:
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1 ! 1
AB :/0 Y T B (1.97)

haciendo A = (p — k)* — m2 y B =k* —m?, el denominador del integrando en la ecuacién (1.96) queda:

/d:c L 2
o o= - me] e 2 -y - )

(k—pz)° — [m2z+m? (1 —x)

/1dx L 3
0 { 2 —pzx(l—x)]}

definiendo R$, = m2z +m? (1 — x) — p*z (1 — x) la ecuacién (1.96) ahora se escribe como:

de “
—iD(p) = e wt+m)y - (1.98)
k px) RQE]
haciendo el cambio de variable ¥’ = k — px tenemos:
de,/ v % + pr +m )
—is (p) = o A 2) , (1.99)
k/z _ E)

note que la integral que tiene que ver con el término }é en el numerador vale cero ya que es una integral
impar sobre todo el dominio de k’ el cual va de —oo a +00. Ahora, utilicemos el algeba de las matrices
de Dirac en D dimensiones (ver (A.2)) para simplificar el numerador del integrando, con esto tenemos
que 7, (pr +m) 4" = (2 — D) px + Dm asi,

de’ (2- +D
—in(p) = D)pe . (1.100)
(k- R%)
podemos integrar ya respecto a k' usando la integral (A.4a)
Pr 1 i RZ\ 77
= r{2—-— ,
/(%)D (k2 —RZ)*  (4m)? ( 2) (47r)
con lo cual la ecuacién (1.100) queda
: 2022 [ i D\ (R
— i (p) = —€* (1°) /0 dz [(2 — D) pz + Dm)] (47T)21“ (2 - 2) (M ) , (1.101)

sea € =4 — D, reescribiendo la ecuacién (1.101) en términos de €:

2

S (p) = 6)2/01@19: [(672)p17+(476)m]r(%> < RZE2>_;. (1.102)

(4w 4y

De acuerdo con (1.94a),

(2 (p) + 2 — o], = 0.

evaluamos en p = m y denotemos por RE = R2 |1é— m?y:zr +m?2(1— x)2, tenemos finalmente:

€

2

m525m2(pm)$:)2/01dx [4— 2x76(1717)]F( )(43;) o (1.103)
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De la condicién (1.94b) se determina ds:

d
A (== (p) + 9o —om]|,_, =0,
entonces:
_d=(p) df e ) Ry
§y = ap = d]ﬁ{ (4772/0 dz [(e —2) pr + (4 e)m}F(Q) (47r,uQ) }]ﬂ_m

p:m

_ /Oldxl“<€)(7_€% )g{(2—e)x—;[4—2w—6(1—$)}2mw1_@

4y

Note que el segundo término entre paréntesis cuadrados da un resultado finito cuando € — 0.

1.3.5. Calculo de la autoenergia del foton

Siguiendo el orden de las condiciones de renormalizacién, la tercera condicion se aplica a la autoenergia
del fotén. De forma general, i(II*¥ (q) se define como la suma de las inserciones de los diagramas irreducibles
de una parte (1PI) en el propagador del fotén.

Los tnicos tensores que tenemos disponibles para construir II*” son g"” y ¢"q", y debido a que la
interaccién de dos fotones a nivel de lagrangiana es de la forma F},, F*¥ podemos inferir la forma de IT#":

Fu, F*™ = (9,4, —0,A,) (0" A" — 0" A")

2 (9, A,0" A" — 0, A,0"A)

= 2 (au (A, 0" AY) — A, 0% AY — 0, (A, 0" AY) + Au&ﬁ“A”) ,

despreciando los términos de superficie,

E, kP =2 (fAl,82A” + A,0,0"A)

2 (—A,0%g" A, + A,0"9" A,)

= 24, (76‘29‘“’ + 8“8”) A,
y el término entre paréntesis se transforma en el espacio de mementos como
_829/1.1/ + LT — q2g,uu _ quu ;

note que esto es consistente con la identidad de Ward ya que g, (ng‘“’ — q”q”) =q, (ng/“’ — q”q’/) =0.
Por lo tanto, II*” debe ser de la forma:

" (q) = (¢°9" — ¢"¢") 1 (¢°) (1.105)

con IT (qg) regular en g2 = 0, ya que se espera que II*” (¢) no tenga polo en ¢ = 0°.

5La tnica fuente posible de este polo serfa un estado intermedio de particula no masiva, lo cual no puede ocurrir en
ningin diagrama 1PI.
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El propagador completo es:

H v
AN = ANy AL B AV T

_ _quz;w + _ZQQWJ [z (q2gpa _ qpqcr) I (q2)]

+ % i (¢°9"° — a"¢") 11 (¢%)] % [i (%7 —a7d") 1 (¢”)] _Zq?u i

—i —i —i
= Y | T NPT (¢7) + — 2 AL ATTT (¢7) . (1.106)
q q q
donde Af = 4- — q;g”, observe que
q°q q°q
ALAT = (55; - q;) (53 - q;)
q°q q°q 7"4:9°q
= 050, — 21/557)_ 203 Zzy
q q a*q
= A°

con esto, la ecuacién (1.106) queda:

—q —q 14
= ey T (5 TR () + 1B () + )

—q —q 4
_ ““”-+Zgw7(65—-{£U)(14-H(qa«+IF(qa«+“._1)

q? q?
H’n 2 ng7<5pQQV>
)(Z ( >> o (5 14

_ —1 qudv —1 qudv
a fH%M¥H@W_q2>+f(q2>' (1.107)

A nivel de la matriz S alguna de las lineas externas del propagador completo se conectard con una linea
fermidnica, y como conseciencia de la identidad de Ward la suma sobre todas las posibles conexiones
no va a contribuir, es decir, los términos proporcionales a g, o ¢, desaparerdn. Asi, para propésitos de
calculo podemos tomar al propagador como:

_ 9w + Zi9up <55 _

q’q
q? q? q?

H v _ig/w

IO = BT ()
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Note que mientras II (q2) es regular en ¢ = 0, el propagador exacto tiene el polo en ¢? = 0, esto se
traduce en que el fotén permanece sin masa a todo orden en la serie perturvativa. El residuo del polo en
2
q° =0 es:

B 1
1-T11(0) "

A orden de un lazo, la contribucién esta dada por:

A (1.108)

k+q

= i (g)

donde

TTHY _ —i€2 _ 2\ 57 d.i /L i v i
a7 (q) = (—ie)” (—1) (1°) /(27T)1:>Tf{'y K—m k+¢m}

, g/ 4Pk Tr[ Litkrm) i (k+d+m)

R2—m? " (k+q)* —m?

22y [ 4%k Tyt (B m) o (k£ gt m)]
(v%) / emP (k2 - m2) [(k+q)2 7m2}

20 2452 [ dPk e
= o) /(277)[) (k2 —m?2) {(k—&—q)Q—mQ} .

(1.109)
En el dltimo paso hemos definido T+ = Tr [y (k +m)~” (F+ ¢ +m)], desarrollando esta expresion

tenemos:

™ = Ty (k+m)y” (F+d+m)]

= Tr [y By K+ maty K A R g maty Ry mP ]

el segundo, cuarto y quinto término desaparecen por ser la traza de un ntimero impar de matrices de
Dirac, entonces,

™ = Tr [y (F+ ) +mPyty”]
luego, usando las propiedades (A.3) tenemos:

T =4 [k" (k+q)" + k" (k+q) — g™ (k- (k+q) —m?)] ,

con esto la ecuacién (1.109) queda:
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dPk 4 k" (k+q)" + k" (k+q)" —g" (k- (k4 q) — m?)]

1.110
2m)” (k2 —m?2) {(k +q)° - mz} ( )

d (q) = —€® (u2)42£)/(

Ahora, introduciendo nuevamente una parametrizacién de Feynman de la forma (1.97) el denominador
del integrando, con A = (k + q)2 —m?y B =k?—m?, toma la forma:

/1dx ! 2
’ H(k+q)2—m2}x+(k2—m2)(1_x)}

_ 1

= /1dx 5
° {tr ) - m2 - g (1- )]}

sea RE = m? — ¢?z (1 — z), asf la ecuacién (1.110) queda:

)

de 4 k" (k+q)" + k" (k+ )" — g™ (k- (k+q) —m?)]

i (q) = : . (1.111)
(k+qz)” - R3]

dx

Haciendo el cambio de variable k' = k + gx el numerador del integrando se modifica de la siguiente
manera:

k' (k+q)" + K (k+q)! — " (k- (k+q) —m?)

= 2k'KY 4+ k"¢ + K ¢" — guv (K + k- q—m?)

= 20" —q"x) (K" — ¢"z) + (K" — ¢"2) ¢ + (K" — ") ¢"
—g" (K? = 2K - qz + ¢*2® + k' - ¢ — ¢°x — m?)

= 2KMKY — g"E? —2¢"¢"x (1 — 2) + ¢" (m® + ¢®z (1 — 2)) + KV ¢" (1 — 22)

el dltimo término no contribuye a la integral, por lo cual la ecuacién (1.111) toma la forma:

de’ 2K — g — 2¢t g x (1 — ) + 9" (m? + ¢*x (1 — )

I (q) = dx

(k? — Rp)’ ’
(1.112)
simplificando un poco mas podemos usar las relaciones en D dimensiones, g"g,, = D, con esto,
D g g k2
kK = —kFEY = SRR = — gt
D D DY
usando este resultado,
i (q) = —4€” dx de/ [(F - DA +m + ¢a (1 —a)] g" — 2¢"¢"x (1 — x)
(k2 — RY)”

(1.113)
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y usando las integrales (A.4) podemos realizar la integracién respecto a k',

/ ngf; (k72 —172%)2 B (4;);(2_1;) (73) !

JE et () (- D)
(27T)D (klsz%)Q (47r)2 2 \D 2 47 >

asi,

_41';322 /01 da:F( 3 D) ( RY )Q_z { [~RE +m® + ¢?x (1 — )] g" — 2¢"¢"x (1 —x)}7

(4w 2 4 p?
(1.114)
pero note que
[—R2H +m? 4 ¢z (1 - x)] g —2¢"q"x (1 — )
= [ (m*—¢*z(1-2)) +m* + ¢z (1—2)] ¢" — 2¢"¢"x (1 — )
= 2(¢*¢" = ¢"¢")x(1-2)
con lo que finalmente tenemos:
D
o —4ie? ! D\ [ R% \2? ) 3
= 8 [ar (22 F) (55) 26 -e)ra -0
- 2 1 2 %72
= (e ') S [ aer (2- 2 (L0 8z (1 -
(a9 qq)(m)z/O z DAV z (1~ )
_ (q2g/tv_ququ)iﬂ(q2) ,
(1.115)
donde
&2 1 D R2 L2
(%) = _7(477)2 /0 dz T (2 - 2) (47T.Z[2> 8zr(l—x). (1.116)

La tercer condicién de renormalizacién (1.94c) establece:

1(¢?) ~ 8]y = 0.

entonces para que se mantenga el residuo del propagador igual a la unidad tenemos que:

03 = 1(¢*)| oy = —(48;)2 /Old:cF (2 - l;) (4:;2>€_2 8z (1—x) . (1.117)
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1.3.6. Calculo de la funcion vértice

Proseguimos con el calculo de la funcién vértice, veamos primero cudl es su estructura. La forma de
la funcién vértice estd determinada por invariancia de Lorentz, simetrias discretas de QED y la identidad
de Ward.

N

= —iel" (p,p) .

A nivel de la matriz S, no se incluye la contribucién de los diagramas de polarizacién del vacio ya que
dichos diagramas son correcciones al campo electromagnético en si, mientras que los diagramas incluidos
en I'* representan correcciones a la respuesta del electréon ante un campo aplicado.

A nivel arbol I'* = «*, pero una expresién general de I'* puede involucrar en principio objetos como
p, p', ¥* y constantes como e y m ya que en las reglas de Feynman son precisamente esos objetos los que
pueden contribuir a I'* en la evaluacién de los diagramas. Podemos entonces proponer la forma de T'*
como

M =~1G+ (p" +p")H + (" —p') M,

con G, H y M funciones arbitrarias de ¢?. Haciendo uso de la identidad de Ward esta forma se reduce
ya que ¢, I'* =0, (recuerde que ¢ =p’ — p)

q " = (0}, = po) G+ (0}, —pv) 0" + ") H + (p), — o) P —p*) M =0.
Note que el primer término se cancela si consideramos el producto con los espinores @ (p') y u (p), esto
es, u(p’) (p’ — p) u (p) = 0, el segundo término por estar en capa de masa es equivalente a m? — m? = 0,

y el tercer término es proporcional a 2m? — 2p’ - p, por lo tanto, para que se cumpla g, " =0, M debe
ser cero. Asi podemos escribir:

TH = A1y (q2) + (" +p*) Fy (q2)
ahora, usando la identidad de Gordon:

prhtpt 0

1.118
2m 2m ( )
podemos reemplazar el término p’* + p# convenientemente en la expresién de I'*, obteniendo
_—
M = y*Fy (q2) + 0 v Fy (q2> , (1.119)

donde las funciones F} (q2) y Fy (qz) se conocen como factores de forma. Note que a nivel arbol se tiene
Fi(¢*) =1y F(¢%) =0.
A orden de un lazo, la contribucién se muestra en el siguiente diagrama:
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consideraremos que a este orden I'* = v* 4 §I'*, con la correccion a la corriente dada por

u(p') 6T u (p) =
0% | oo D A

s [ aPE w) (%/er) Y (4 m) v u (p)
= S e (=9 = m2] (2 = ) (2 = )

(1.120)
Podemos expresar el numerador de la integral como @ (p’) N#u (p), donde N* es:
Nt =y (B m) o (- m) o
= ok Y EY Ry Ry mP e (1.121)

usando ahora las identidades en D dimensiones (A.2) tenemos que:
VoKV = =28y K+ ek g
mAy AP = Amk'* — mel A*
my, Y kY = Amk? — mey"k

my P = —2mPyH + mPeyt

con esto, la ecuacién (1.121) se escribe

Nt = —2{ [y = 2m (0 + k) +m2| = 2Ky —m () +mP] } o (122)

y asi, la ecuacién (1.120) se reescribe de la siguiente manera:

P 02 (42) 2 dPk u(p') N*u (p)
w) o) =2 ()7 [ 25 o ] 2 i ) (1123)
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Utilicemos una parametrizacién de Feynman (A.1) para el denominador de la integral:

1 B 2/1 dedydzd(z+y+2—1)
- 3
(k—p)* = m2| (k2 —m?) (k> — m?) 0 {(k?—mz)x+(k'2—m2)y+ (k—p)Q—m%] z}
! 1
= 2/ dxdydzé(m—i—y—%—z—l)ﬁ (1.124)
0

trabajemos ahora el denominador D,

D:(kz—mQ)x+(k’2—m2)y+(k—p)22—m,2yz,

sustituyendo el valor de k', k' = k + ¢ y desarrollando los cuadrados, (recuerde que x +y + z = 1)

D = (F¥-m)z+ (P+2k-q+¢-m?)y+ (*=2k-p+p°)z—m’z
= 2k-(qy—pz) —m? (z+y) + k> + Py +p*e —miz+ (qy — p2)’ — (qy — p2)°
sea | = qy — pz,
D=(k+1)*=[I>= ¢y —p*z+m®(z+y) +m3z] ,
sea RE=1>—qy—p?z+m?(z+y)+ m%z, entonces
D= (k+1)°-RE,

de modo que la ecuacién (1.124) toma la forma

1 e . Z6(x+y+z—1).
[k =p)* = m2] (k2 = m?) (b — m?) _2/0 e (k417 ~ R3]

(1.125)

Ahora, trabajemos un poco més con la expresién para R2, para esto tengamos en mente las siguientes
relaciones:

2
g=p —-p = pP’=@+p) =¢+2¢ p+p’

pero p'? = p? = m?,

=q*=-2qp

usando estos resultados tenemos que

2
? = (qy—p2)
y* —2q-pyz+m?2?

= ¢+ Pyz+m??

entonces

RE: = PP+ Pyz+m?? — Py —mPz+m? (4 y) —}—miz
= Cyly—1+2)+m* (2" =22 +1) +mjz
= —Pay+m?(1—2)°"+ mgfz (1.126)

luego, utilizando la ecuacién (1.125), la ecuacién (1.123) toma la forma:
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u(p') 6T u (p) =

APk a(p) N'u(p)
(2m)” [(k+l)2—7z%r

4p 1
4i62(u2) 2 /dxdydz§(m+y+z—l)/
0

(1.127)

Lo que sigue es hacer el corrimiento dado por el cambio de variable k= k+l para facilitar la integracién
en el espacio de momentos. Veamos como se modifica el numerador N* bajo este cambio de variable,

NU = = 2m (K4 ) it — S [E = m (4 ) 4+ m2y]
= (F 4 g) = 2m (R g+ )+ me
5 [+ @) 7"k —m ()2 — ok ]
= (B=0)y (B=1)+ (B=1) g —2m |2 (k" = 1) + ] + m*y"
L) 1) (i) (1) ]

por simplicidad denotaremos por kI alas potencias impares en la nueva variable de integracion k, estd de
mas mostrarlos explicitamente ya que no van a contribuir a la integral, también denotaremos por ¢"J a
los términos proporcionales a ¢* (esto tltimo sélo se hard para los términos que van multiplicados por §
ya que, como veremos mds adelante, en el limite € — 0 no van a contribuir ningtin resultado), luego,

NH

(1—3)%7‘%+lv“(1—g)+2m(21"—(J“)+m27“

—% U] = gyl — mg® + mPy* + mlyt +mat ] + ¢ J] + kI

(l; - 1) i+ I (1 — g) +2m (21" = g*) + m®y*

7% AL = gt — mg + mPy + miyt + mat ]+ ¢* ] + kI,
(1.128)

note que, el primer término de N* puede ser reescrito de la siguiente maneras:

vk = ki, (") = i, (26" —~4"+*)
= 2kME— %%7“ = 2kME— k2
PSR 72 IEQQW 7.2
= 2kPEkYy, —kPA* = 2 5 Yo — kAt

2 -
= (= —1)k**
(5-1).
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asi, la ecuacién (1.128) toma la forma:

e (B e 1
—% "] = gy ] — mgy + mPy* + mfy* + mat [+ ¢ J] + kI .

(1.129)

El siguiente paso es sustituir [ = qy — pz para dejar a N* en términos de los pardmetros de Feynman, al
hacer esto obtendremos una expresion en términos de p, p’ y ¢ que se podra reducir atin més considerando
la accién de los espinores % y u segiin la ecuacién de Dirac, 4 (p') p’ = mu (p') y pu (p) = mu (p), el dlgebra
de Clifford y la relacién x4+y+z = 1 dada por la parametrizacién de Feynman. Bajo estas consideraciones
podemos llevar a esta expresién a la forma 0T* = v*G + (p'* + p*) H + ¢* M como se dijo antes, esto es,

a(p) N'u(p) = U(p'){ (l;_l) <l2?_1> F2AP 4 Iy (1= g) + 2m (21" — ¢") + m**

*g AL = g™ T — mgy™ + m®y* + mly* +my* [+ q*J) +I~CI}u(p)

= i) { (5 -1) (5 1) fr  moae —2m (1 - 20) ¢ 4 23

+ (g — pt) (dy — p2) — (dy — p2) +"d

6 -~
-5 (=7 @y (y + 2) + mP ¥ 2° + Py — 2mPy* 2 + mPy* + ¢* T + kl}u (p)

D 2 -
= a(p) { (2 - 1) <D - 1) K2yt m®y —2m[(1 - 2y) ¢* + 2p"2]
" dy (v — 1) — mgy"yz — 2pt gy yz + M pdyz
+ (2mp" — m2'y") 22+ 2pt gz — Y pgz

€

: [,Yqu ly—y(1—2)]+(1—2)°"m?+ q“J] + éf}u (p)

= ﬂ(p'){v“{ (]2)1) (12)1) k*+ [(17:17) (1—y)f§zy] 7

+{(1—2z—z2)—;(1—2)2}7712}“51

+mz(z = 1) (p" +p") +m(z - 2) (z —y)¢" - gq“J}U(p)

(1.130)
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con esto la ecuacién (1.127) toma la forma:

u(p') 6T u (p) =

dPk 1
(27T)D {]’%2 _ R%}S

XU(p’){W“{ (12) —1> (12? —1) k> + [(1—1:) (l—y)—gxy} 7

+{(1—2z—z2)—;(1—z)2}m2}+/~€f

1
42'62(,1;2)7/ dxdydzé(w—i—y—&—z—l)/
0

+mz(z = 1) (" +p") +m(z-2)(x —y)¢" — ;q"J}U(p) .

(1.131)
A orden de un lazo, la correccién a los factores de forma es:
P LV
ST = #3F, (%) + 326 (¢?) (1.132)
m
utilizando la identidad de Gordon (1.118) llevamos la expresién de @ (p’) dT*u (p) a dicha forma,
u(p) 0T u (p) =
wp t dPk 1
4ie2(u2) 2 / dxdydzé(x+y+z—1)/ 5 3
0 (2m) [];.2 _ R%}
D 2 ~ €
— (] o = = 2 o o = 2
XU(p){v {(5-1)(5-1)R+[0-a0-9-5u]q
[ 2 € 2] 2 7
+|(1—4z+2 )—5(1—2) ]m }+k[
tmz(z = 1) (p" +p") +m(z = 2) (z —y) ¢" - ;q"J}u ()
(1.133)

a este nivel ya podemos realizar la integraciéon sobre el momento k, para ello usamos las integrales (A.4),

/ dPk 1 i T(3-2) (73%)'32 1
(

47 R%

2r)" (,;Q_R%)S (4m)? T(3)

D
D_g

2rm)" (,;Q_R%)?’ (4m)? 2 T(3)

/ Pk R i Dr(2-3) (73%>
(

2 47

con esto y en términos de € la ecuacién (1.133) se convierte en:
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€

A 2¢2 ! RE 2
w(p')or u(p)zw ; dedydzd(z+y+2—1) 5

A

Xﬁ(p’){v“{(G;Q) ()+{[1—x (1-y —gxy](f

+ [(1—4z—|—z2) 3 (1—2’)2} m } (;;2_ )} gqﬂJir g;l: 2)

+2m?z (1 — 2) ia;;ql, % +m(z—2)(z—vy) q”w}u (p) -

(1.134)

Observe que sélo tenemos un término que diverge en el limite € — 0, ademas podemos hacer claramente la
identificacién con el resultado esperado (1.132). Hasta este momento hemos conservado el término extra
proporcional a ¢g* con el tinico objetivo de mostrar explicitamente que se cancela, observe que en el limite
€ — 0 dicho término es de la forma:

m(z=2)(x—y)g"
RE

¢"M (%)

262 1

262 1

m(z=2)(x—y)g"
—@Pay+m2(z—1)° + m2z

_ 2 /1dx/1‘xdy m(l+z+y)(z—y)g"
(4m)* Jo 0 —Pry+m? (z+y)* +m2(1—z—y)

= 0. (1.135)

Con argumentos de simetria: observe que el numerador del integrando es impar bajo el intercambio z <> y
mientras que el denominador es par bajo el mismo cambio, por lo tanto al integral total vale cero, lo cual
es consecuencia de invariancia de norma a través de la identidad de Ward.

Continuando con el anélisis, la ecuacién (1.134) se escribe ahora de la siguiente manera:

2¢2 1

xu(za’){w{ (6;2>2r(§) +{[a-n -y -Zay| &

+ [(1 —4z+22) —%(1 —2)2] m }7F (;;% )}+2m22(1 —2) 04y 7F (1+ %) }u(p) ,

2\ "3
w(p') 6T u (p) = dxdydz5(x+y+z—1)(RF>

4y

y comparando con la ecuacién (1.132) concluimos que:
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9 2e2 (! RZ\ 7 ?
6F1<q):(47r)2/0 dedydzd(z4+y+2—1) (47r;2>

() TQ Aln-n0-0-gn)e

+ [(174z+22) - E(1—2)2} mQ}ir (L+ 5)}

2 RE
(1.137)
y
1 2 -5 €
R 2 r(1r+s
0Fy (f);%/o dedydzdé(z+y+2z—1) (47T;2> 277123(1—,2)%7 (1.138)
T
donde hemos escrito convenientemente 6 F» en términos de «.
La cuarta condicién de renormalizacién (1.94d), establece:
[1+0F (¢*) + 01| oy =1,
lo cual implica que:
61 = - 5F1 (q2) ’qQZO
9,2 /1 < R2 \ "2
= —— dedydzo(x+y+2—1 F)
(4m)* Jo Y =ty ) dmp?
2
€—2 € r (1 + %) 9 € 21 o
x{( 5 ) F(§)+T%[(1—4z+z)—§(l—z) }m ,
(1.139)

donde R = R%|q2:0 =m?(1— 2)2 + m,%z Dado que la integral sé6lo depende del parametro z podemos
reemplazar la integracién con la delta de la siguiente forma:

61 = - 6F1 (q2) ‘q2:0

2¢2 1 7?% —3
_ _(477)2/0 dz (1— 2) <4M2)

S(2) )+ [0 e ) - Sa- o) me)

(1.140)

Resulta ser que los contratérminos (1.93) no son independientes entre si, lo cual es una manifestacién
mds de invariancia de norma. Veamos cémo estan relacionados especificamente d; y d2, para ello consi-
dere las ecuaciones (1.104) y (1.140), reescribamos ambas ecuaciones de tal forma que nos sea posible
compararlas. En la ecuacién (1.104) realizamos el cambio @ — z, ademéds note que en ambas ecuaciones
aparece el término m? (1 — 2)2 + mgz el cudl denotaremos por R2, entonces segiin los célculos anteriores:

R = R3|,_,, = RE| oy =m* (1 - 2)? +miz, (1.141)
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asi, la ecuacién (1.104) se escribe:

62:—(48:)2/01sz(;) <4f;> {(2—6)2_;[4_2z_e(1_z)]m2"7$_2)} . (1.142)

de igual manera, la ecuacién (1.140) toma la forma:

& = —(;2)2/01(1,2 (1—z)<4f;);r(;)

X{<e2>2+6m2 {2(14,2“2)6(1@2}}7

2 2R
(1.143)
ahora, calculemos la diferencia:
o2 1 2\ "2 ¢
5 — 8 = —W/O dz <47:M> r(§)
X {(6_22)2(1—,2)4—(1—2);”7;2 [2(1—4z—|—22) —e(l—z)g]
(2e)z+§[4zze(1z)]W}
2 1 R2 \ 2 6
- _(47T)2/0 dz <47‘ru2> F(ﬁ)
x {(6_22)2 (1_z)_(2_e)z+;"Riu_z)u_z?)@—e)}.
(1.144)

Consideremos la siguiente integral:

[ () r(5)a-2e-0. -

haciendo una integracién por partes designando

(note que fg|(1) =0 ) llegamos a:
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(1.146)
lo cual implica que:
[ () @) 500
- /Oldz <§;>_r(;) [(1_2)2(2_6)_(1_2z)(2_e)} .
(1.147)
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (1.144) tenemos que:
it = o (me) TG
X {(522)2 (12)(26)2+(1z);(26)(122)(26)}
_ _(4‘;2)2 /0le (4773;2)_;1“(;) (2—€)(1—2)—(2—€(1-2)]
= 0, (1.148)

lo cual implica que d; = J2, ademds, segtn las ecuaciones (1.93a) y (1.93b) se tiene tambien que Z; = Zs;
esta condicién debe cumplirse a todo orden en la serie perturbativa. De (1.93b) se tiene que:

ZQ 1

e= ZZfeo ) (1.149)
y dado que Zy = 25,
e=ZZe (1.150)

lo cual significa que la carga eléctrica depende solamente de la renormalizacién del campo del fotén y no
de la especie que la porta.

1.4. Renormalizacién de la carga

La renormalizacién muestra que el valor de la carga eléctrica no es una constante, ademés predice
que el vacio interactuante se comporta como dieléctrico, las propiedades dieléctricas del vacio resultan
del hecho de que las interacciones visten al electrén desnudo en una nube de pares electrén-positrén. Este
proceso tiene el efecto de modificar la amplitud de propagacién del fotén entre dos puntos, méas ain,
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sabemos que los fotones virtuales se acoplan en sus extremos a una linea fermidnica, si escribimos la regla
de Feynman para el vértice —iey*, podriamos escribir el propagador del fotén como

o _igm, e?
Dun (€°) = =5 @mm%n@ﬂ (L151)

donde II (qQ) estd dada por la ecuacién (1.116). Escrito asi, el término entre paréntesis puede ser visto
como una carga eléctrica dependiente del momento. Podemos decir que la carga real, renormalizada por
las interacciones con el vacio es dada por:

— €0
FET M (P) T (0)]

(1.152)

note que II (q2) —1I(0) es equivalente a escribir II (q2) — d3, como veremos en la siguiente seccion el valor
de esta diferencia es

o (1 m2
H(qz)*ﬂ(o):*% ; dzz (1 —z)ln <m2—x(1—x)q2> ’ (1.153)

por tanto, la carga eléctrica depende del momento transferido por el fotén virtual que media la interaccién
electromagnética. De esta manera, las propiedades dieléctricas del vacio se interpretan usando la idea del
apantallamiento de la carga eléctrica producido por los pares electron-positréon creados del vacio. Este
apantallamiento es conocido como polarizacion del vacio.

1.5. Limite electrostatico

Para ver la consecuencia de la renormalizacién en electrostatica necesitamos considerar la versién
estdtica del propagador (1.151) la cual se obtiene tomando ¢?> = —q?, esto se debe a que en el limite no
relativista se puede considerar p = (Ep,p) &~ (m,p) y también p’ = (Ep,p’) & (m,p’) con lo cual el

tri-momento transferido es ¢? = (p’ —p)2 ~ —|p’ — p|? = —q?; adem4s necesitamos la ecuacién (1.116)
en el limite D — 4.
Consideremos la diferencia:
I(¢?) = M(¢*) ~T1(0)
8e2 [l D\ [ Ry \ %2 D\ [ m? \* 2
oo r(2-5) () r(e-3) ()
(47)* Jo 2 4 2 AT
(1.154)

H(q2)‘Dﬁ4 - —(ij)g/oldxx(l—x){<i—ln(7’§§[>—v+ln(4ﬂ)+(’)(e))
_ (2_1n<75>—7+1n(4w)+0(6))}
- —(i;/oldxx(l—x)ln<;:§[>

2a (1 m?2
= —— 1—2)1
> [ o ()

(1.155)

luego, tenemos que
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19 € 19,6 -
Dy (¢?) = - — S~ IIE i ()]
q [1 —1I (QQ)} q
haciendo ahora el cambio ¢> = —q? y una expansién a primer orden en el limite q? < m?2,
A 20 ! m?
I(-q*) = —-= [ dza(l1-2)l
@) = 5 [0 (i)

Q

entonces tenemos que:

2 ; 2

200 ! 2
22 dpa? (1—x)? q—z
™ 0 m

aq?
15mm?2’

. 2 2
190 € aq
D () = 2 (1 + ) .

157mm?

(1.156)

(1.157)

(1.158)

Consideremos ahora la aproximacion de Born, en la cual se interpreta al propagador como proporcional
al elemento de matriz del potencial V' (r) por medio de

Doy (g

= —z/d3r el V(r

tomando la transformada inversa para nuestro caso

Vi(r)

note que

asi, la (1.160) queda:

7)

2/ d3q erd ae? / d3q
= —e — e
(2r)> a*  15mm? ) (27)°

Vo= (24

8,
5 ¢ 9Doo (—a”)

2w
/ / / dq de d¢ send

/OO dq eirq _ e—zrq
o (2n)®  irg

2i e sen (irq)
(2m)" Jo 1rq

1
4rrr

« 402
15m?2

53 (7«)) .

ir-q
7

ezrqcos@

q2

(1.159)

(1.160)

(1.161)

(1.162)

(1.163)

El primer término de la (1.163) es el potencial de Coulomb para una carga puntual mientras que el
segundo término es la correcciéon debida al apantallamiento de la carga electrénica creada por los pares
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electrén-positron virtuales. El segundo término indica que la fuerza electromagnética es més fuerte a
distancias pequenas como ya hemos senalado anteriormente. Esta correccién causa un corrimineto en el
atomo de hidrégeno, donde los niveles de energia estan recorridos por:

402 402
AE = [ d3 - 3 =—— Z 1.164
[P~ 8 0) = - s [6(0)] (1164
La funcién de onda es distinta de cero en el origen uinicamente para los niveles [ = 0, para el estado 25
el corrimiento es:

402 oPm? a®m

AE = — = =—-1,123 x 107V . 1.1
15m? 8 307 1233 10°eV (1.165)

Esto da una pequefia contribucién al corrimiento de Lamb®.

1.6. Momento magnético anémalo del electron

Note que en la ecuacién (1.138) §F5 no tiene divergencia ultravioleta ni divergencia infrarroja, asi que
podemos eliminar la masa ficticia m., para el fotén en el factor R%. Ademds, a orden de un lazo la
evalucién de 6 F; (qz) en ¢> = 0 y en el limite ¢ — 0 corresponde al momento magnético andmalo del
electron:

2m?z (1 — 2)

1
a
6F2(q2)’q2:0 = %/O dedydzd(z+y+2—1) m2(1—z)2

1
a

= —_ —1
W/dedydzé(x—ky%-z' )(1_2)

«
- (1.166)

asi, el corrimiento al factor g del electrén es g = 2 (1 + %)7 este corrimiento fue calculado por primera
vez por Schwinger en 1948. Actualmente, la correccién al factor g del electrén dada por a, = % ha
sido calculada numéricamente [11] a orden de cuatro lazos con un valor de a. = 0,00115965218279(771),
a su vez, el resultado experimental més reciente [12] da un valor de a. = 0,00115965218073(28). De esta
forma la teoria y el experimento coinciden en los primeros 11 digitos a la derecha del cero, esto hace que
este cdlculo sea la prediccién tedrica mas precisa que ha logrado una teoria fisica.

1.7. La funciéon g

Bajo el esquema del grupo de renormalizacién los pardmetros de una teoria de campos renormalizada
son determinados por un conjunto de condiciones de renormalizacién, dichas condiciones son aplicadas a
cierta escala de momento llamada escala de renormalzacion. La ecuacion de Callan-Symanzik asegura que
existen dos funciones universales de la constante de acoplamiento adimensional g, las cuales se denotan
por B(g) y v (g), relacionadas con el corrimiento de las constantes de acoplamiento y la intensidad del
campo, que compensan el corrimiento dado por la escala de renormalizacién M. Si una teoria tiene varios
campos y constantes de acoplamiento existe un coeficiente vy para cada campo y un coeficiente S para
cada constante de acoplamiento.

Podemos construir la electrodindmica con la masa del electén igual a cero a través de las condiciones
de renormalizacién. Las condiciones de renormalizacién para los propagadores son aplicadas a p? = —M?
7y en el caso del vértice a un punto en el cual los invariandes sean de orden —M?2, asi, las funciones de
Green renormalizadas para esta teoria satisfacen la siguiente ecuacion de Callan-Symanzik

6Willis E. Lamb (1913-2008) midié el corrimiento en el nivel energético del hidrégeno en 1947.
"Esto se debe a que nos interesa la parte espacial del cuadrivector p, si desearamos considerar las componentes temporales
del momento deberiamos considerar las posibilidades de nuevas singularidades que harian el anélisis mas complicado.
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Mi + B (e) 5= 0 + nys (€) + mys (e) | G™ ({z;}, M,e) =0, (1.167)
oM de
donde n es el nimero de campos para el electrén, m el nimero de campos para el fotén y vz, 3 son las
funciones que reescalan dichos campos respectivamente. Las funciones 8 y v no pueden depender de las
z; v dado que las funciones de Green estdn renormalizadas tampoco pueden depender de del cutoff ni de
la escala M.
En general, la funcién 8 para una constante adimensional g asociada a un vértice de n puntos esta dada
por

B(g) = (,;L( g+ gZéZ) , (1.168)

en el caso de la electrodinamica esto es

Be) = MaiM (—651 +edy + ;e5g> , (1.169)
donde d; estd dado por la ecuacién (1.140) , 2 por la ecuacién (1.104) y ds por la ecuacién (1.117).
Ahora, recordemos que evaluamos los contratérminos usando las condiciones de renormalizacién on-shell
con fermiones masivos, por lo que debemos reevaluar éstos términos para fermiones no masivos y en la
escala —M?. Note que basta evaluar las partes divergentes de los contratérminos. Evaluando la integral
paramétrica de los resultados para los contratérminos hallamos que son de la forma

2 T(2-2L2
5 =8, = —%(7%3)+T.F.7
(4m)° (M2)*" 2

€2 4F( %)

53 = - )
(4m)* 3 (M2)% %
(1.170)
con lo cual la ecuacién (1.169) queda
e 003 e?
Be) = M§W = o2 (1.171)

La funcién § se interpreta como la razén de cambio del acoplamiento renormalizado a la escala M.
Si (8 tiene signo positivo indica que la constante de acoplamiemto renormalizada aumenta si el momento
también aumenta y disminuye su valor a bajo momento.

Otro aspecto importante a estudiar es el comportamiento de la constante de acoplamiento. A distancias
muy cortas se ignora la masa del electrén para obtener correcciones al potencial V (z), trabajando a la
escala M denotamos la carga nerormalizada por e,. La ecuacion de Callan-Symanzik para el potencial es

0 0
qa*q—ﬁ(er)aier+2 V(g M,e;) =0, (1.172)
cuya solucién es de la forma
1
Vig,er) = q—QV (e(g;er)) » (1.173)
siendo € la solucién a las ecuaciones del grupo de renormalizacién
_ 4 356, e(Me)=e (1.174)
dlog (¢/M) ’ R '

Luego, la forma de V se obtiene por analogia a la forma del término V (q) ~ e2/¢?, de donde se tiene
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=2
Viger) = 27 . (1.175)

Ahora, usando la expresién (1.171) resolvemos la ecuacién del grupo de renormalizacién
de @&
dlog(q/M) 1272’

(1.176)

de donde obtenemos

62

= r ) 1.177

1 — (e2/1272)log (¢ /M?2) ( )
Note que si M es del orden de la masa del electrén e, se aproxima a la carga fisica e. Este resultado
muestra que la carga efectiva se vuelve més grande a pequenas distancias en tanto se penetra la nube de
pares virtuales de electrén-positrén que crean el apantallamiento.

& (q)
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Capitulo 2

Electrodinamica cuantica en
dimensiones extra

En este capitulo se discutira la extension a dimensiones extra de la electrodinamica dada por una
teorfa en 4 + n dimensiones gobernada por los grupos {ISO (1,3 +n),U (1,M4+”)}. La extensién de
la electrodindamica se dard estudiando la teoria en dos partes, la teoria de Maxwell descrita por una
lagrangiana Eﬁn y la teoria de Dirac, descrita por Eﬂ_n. En cada una de estas partes se llevara a
acabo el proceso de compactificacién, el cual permite obtener una teoria efectiva con n dimensiones
extra compactas gobernada por los grupos estandar {ISO (1,3),U (1, /\/l4)}. Por dltimo, a partir de los
resultados obtenidos se derivan las reglas de Feynman necesarias para los calculos del capitulo siguiente.

2.1. El grupo /50 (1,3 +n)

Consideraremos una variedad de la forma M*™" = M* x N, esto es, un espaciotiempo plano de
dimension 4+ n donde las n dimensiones extras son de tipo espacial. En este espacio tenemos una métrica
gun = diag (1, —1,...,—1). Un punto en este espacio es de la forma X = (z, Z), o escrito explicitamente,
(XM) = (z#,x"), siendo p = 0,1,2,3 la parte usual y i = 5, ...,4 + n las dimensiones agregadas.

El grupo de Poincaré en 4 + n dimensiones tiene %m(m + 1) generadores, con m = 4 + n, m de
estos generadores denotados por P); pertenecen al grupo extendido de las traslaciones mientras que los
restantes %m (m — 1) generadores denotados por Jysn estdn asociados con el grupo de Lorentz extendido
SO (1,3 4 n). Asi, el dlgebra de Poincaré correspondiente es

[Py, Pn] =0
[Jvn, Prl =i (guNPN — gnrPuM)
[Jvns Jrs] = i (gurINS — gmsINR + gNsIur — gNRIMS)
ésta dlgebra contiene a su vez un &lgebra para el grupo de Poincaré estandar I.SO (1, 3), el cudl fue

discutido en el capitulo anterior y un édlgebra para el grupo ortogonal especial inhomogéneo 150 (n)
dada por

[P, Ps] =0
[Jaw, P5| =i (0P — 055P5)
(Jiwrs o) = i Oppdoe — 0o dvs + Ovadup — Oupdap) -
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2.2. Teoria de Maxwell en dimensiones extra

La extensién a 4 + n dimensiones de la teoria pura de Maxwell esta dada por la accién

S[AM] = /d4a: d"z £y, (2.1)

con

1
£y, = _Z]:MN (z,z) FMN (2,7) . (2.2)

La curvatura, a su vez, estd dada por

FunN (I, f) = Oy AN (x, :f) — ON A (Q?,i‘) . (2.3)

Esta lagrangiana es ivariante bajo los grupos {ISO (1,34 n),U (1,/\/14“’)}7 donde U (1,M4+”) es el
grupo de norma extendido, el cual difiere del grupo estandar U (1,/\/14) tGnicamente en el nimero de
campos de norma, ya que ahora Ay (z,Z) representa 4 + n de ellos en lugar de 4 como en el caso
estandar. Bajo el grupo de norma extendido la transformaciéon de norma correspondiente es

Anr (2, 2) = Ay (2,2) = Ay (2,2) + O (z, T) (2.4)

donde « (x, %) es el pardmetro de norma. Las transformaciones correspondientes para las componentes
de la conexién y la curvatura son

0AM (2,2) = Oya(z,T) (2.5a)
OFMN 0. (2.5b)

Nuestra meta es obtener una teorfa que esté regida por los grupos {ISO (1,3),U (1, M*)} lo cual
se consigue a través de la compactificacién de la subvariedad A/. Un primer paso para lograr esto se
traduce en despojar al grupo IS0 (n) de contenido fisico, lo cual es en principio posible ya que tanto
el grupo IS0 (1,3) como IS0 (n) son subgrupos de ISO (1,3 +n) y por tanto es posible establecer
transformaciones entre los objetos de estos grupos para poder obtener la descripcion deseada.

La primer transformacion consiste en mapear los objetos covariantes del grupo de Lorentz extendido
SO (1,34 n) a objetos covariantes de los subgrupos SO (1,3) y SO (n) de la siguiente manera

SO(1,34+n) — {SO(1,3),50(n)} (2.6a)
Ay (z,2) — {A,(2,2), Ap (z,7)} (2.6b)
Fun (z,2) = {Fu(2,2),Fu(2,2), Fup (z,2)} . (2.6¢)

Utilizando la lagrangiana (2.2) y el mapeo (2.6b) obtenemos

LM —i [Fo (2,8) F* (2,2) + 2F o (2,2) F*% (2, 7) + Fap (,8) F (2,8)] . (2.7)

Note que esta lagrangiana es invariante bajo SO (1, 3), el mapeo (2.6b) nos ha permitido ocultar la simetria
del grupo SO (1,3 + n), obsérvese también que esta transformacién implica un anédlogo de la ecuacién
(2.5a) para las conexiones {A,,, Az} y ecuaciones de la forma (2.5b) para las curvaturas {F,,,., o, Fzo }»
lo cual significa que la lagrangiana (2.7) sigue gobernada por el grupo de norma extendido U (1, M4+”).
El segundo mapeo esta relacionado con el grupo de las traslaciones, la transformacién consiste en
mapear los grados de libertad de la teorfa, dados por las componentes de las conexiones {A,,, Az}, en un
conjunto infinito de campos gobernados tinicamente por los grupos estdndar {ISO (1,3),U (1, M4)}. El

mapeo debe ser tal que nos permita identificar las cuatro componentes de la conexién del grupo U (17 M4)
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y debe permitirnos remover completamente al grupo IS0 (n) de la teorfa, lo cual se obtiene a través de
la integracién de la variable T en la lagrangiana (2.7). Asi, la transformacion es de la forma

T(1,34+n) + T(1,3) (2.8a)
(A (2,2), Ay (2,8)} — {2 (@) A (), F2) (7) A ()}, (2.8b)

donde {AL@ (x) ,Afim) (2)} es un conjunto infinito de campos que representan los grados de libertad de
la teoria mientras que {f (m) (Z)} es un conjunto infinito de funciones que dependen de la geometria de
N™ y no repesentan grados de libertad. Respecto a la notacién, el indice (m) representa las llamadas
excitaciones de Kaluza - Klein (KK) dadas por cualquier combinacién posible de nimeros enteros posi-
tivos (myq, ..., my) y la opcién (0, ...,0) = (0) representa el modo cero y se considera independiente de los
deméas modos. Para obtener el segundo mapeo es necesario suponer que los grados de libertad originales
son funciones periédicas con paridad definida en la coordenada Z, esto se logra bajo la idea de que la
variedad N es el producto directo de n copias del orbifold S'/Z,, de esta manera el mapeo deseado
toma la forma de series de Fourier. Las condiciones de periodicidad y de paridad de las componentes de
los campos y el parametro de norma son

A, (z,z+27R) = Ay (2, 7) Ay (x,—2) = +A, (2, 7) (2.9a)
Aﬁ ((E, x + 27TR) = Ap, (1’, ) Aﬂ ( 5 "E) = —Aﬁ ((E, {f) (29b)
a(x,z+27R) = a(z,T) a(z,—Z) =+a(z,z) (2.9¢)

donde R = (Ry,...,R,) y T + 27 R representa el desplazamiento para cada radio R; en cada dimensién
extra. y naturalmete para las curvaturas

Fu (2,—%) = +Fu(z,z) (2.10a)
Fuo (x,—%) = —Fup(z,T) (2.10b)
Fioo (2, —Z) = +Fus (2,T) (2.10¢)

Con esto es posible desarrollar en serie de Fourier los campos, el pardmetro de norma y las curvaturas
como sigue

Ay (2,3) = fPAQ @)+ 8 (2) A () (2.11a)
(m)
A (2,8) = Z £S5 () AL () (2.11b)
a(z,z) = f](EQ)a(Q (x) + Zf](gﬂ) (Z) o™ (2) (2.11¢)
Fuw(@,3) = [P FQ) @)+ 15 @) F () (212a)
(m)
Fup (2,7) = Z & () Fg (x) (2.12b)
Fup (2,2) = E@fﬁ; (@) + > 2 (@) Fi (2) (2.12¢)
donde el cojunto de funciones { , f b (*) ém) (Z)} y sus propiedades se definen en el apéndice B.1.

Como ultimo paso del esquema de compactificacién, para obtener la teoria efectiva descrita por los
grupos {ISO(1,3),U (1,/\/(4)} utilizamos las expresiones de las curvaturas dadas por las ecuaciones
(2.12) e integramos sobre las dimensiones extra , esto es
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2T R4 2w R,
Ly :/ / dnz L3 (2.13)
0 0

con lo que obtenemos la lagrangiana

1 I m v m T
LM = -3 }-L(L%)}'(Q)W + _7:1%%)]:(9)#'/ + Z (fﬁ%)f(m)uu + Qfﬁg);(m)w + ]:é;)]:(ﬂ)/“’) . (2.14)
(m)

La definicion de las curvaturas que aparecen en esta tultima lagrangiana en términos de los campos
{Af?),Afm),Aflm)} se muestra en la tabla 2.1 y se obtiene sustituyendo en las ecuaciones (2.12) las
ecuaciones (2.11) y utilizando las propiedades de ortogonalidad de las funciones {f ég), f ](Em) (z), C()M) (7)}
segin sea el caso. Al hacer esto note que se obtienen expresiones de las curvaturas que sélo dependen

explicitamente de la variable x, ademds dicha descomposicién nos permite identificar tres sectores con
significado fisico relevante.

Fi2=0

Sector escalar - escalar Fup = 05 Ay — OpAp — m m) s (m m) ,(m
Iz Iz (Z { ]_-}5) _ p;(’r) Az(*f) _ pl(;) A,(f)

Sector vectorial - escalar  Fp = 0, Ay — Op Ay = Fup = auAl(ym) +pl(7m)A/(Lm)

Fi) = 8,4 — 0,49

Sector vectorial - vectorial F,, = 0,4, — 0, A, — m m m
w W © { ]_-I(J) =0, A(yf) —9, A;(f)

Tabla 2.1: Curvaturas

En estas expresiones p(—M)

i son las componentes del momento en las dimensiones compactas que resultan
de la accién de la derivada 0, sobre las funciones pares e impares en el desarrollo de Fourier y se puede

expresar como

m m;
P =" 2 G, (2.15)

en general, una particula asociada a un campo ¢ que se propaga en dimensiones extra tiene un momento
pM — (p#,p(m)#) y una masa dada por Py;PM = mi(g), siendo m (o) la masa fisica. De esta manara las

correspondientes excitaciones de Kaluza - Klein entran en la teoria como particulas de masa mi(ﬂ), dada
por
M () = M) + M0 (2.16)
siendo
my \ m,, \’
2 my m,
miy=|—=>— | +..+{=— | . 2.17
) (Rl) (Rn) (247

Otro aspecto sumamente reelevante es que en el proceso de compactificacién se induce un mecanismo
de generacién de masas andlogo al mecanismo de Higgs. Como ya se mencioné antes, las funciones
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{ fém)7 ém)} no representan grados de libertan en nuestra teoria efectiva, no obstante resultan ser el
homologo al valor de expectacién del vacio & asociado al campo escalar ® (z) en el conocido mecanismo
de Higgs. Basicamente la analogia se da a través de los generadores de los grupos de traslaciones, ya que
resulta que las funciones f}fg resultan ser invariantes bajo el grupo 7' (1,3), pero no son aniquiladas por
los generadores del grupo 7' (n); lo mismo ocurre en el Modelo Estdndar donde ® queda invariante bajo
el subgrupo H al cual el grupo de norma G es espontdneamente roto en el mecanismo de Higgs.

Extendiendo la analogia, en el Modelo Estandar el espectro de masas estd dado por ov donde v es
la escala de Fermi y ¢ es un parametro adimensional, por lo cual necesitamos solamente un parametro
con dimensiones de longitud para el modelo con dimensiones extra. Por esta razén supondremos que en
la ecuacién (2.17), Ry = ...= R, = Ry asi

My = R /m? + ..+ m2 (2.18)

con lo cual el espectro de masas es determinado por el pardmetro R~!'. A continuacién veremos cudles
son las propiedades de cada uno de los sectores que aparecen en la lagrangiana (2.14).

Sector escalar - escalar

Siguiendo la tabla 2.1 y la lagrangiana (2.14), la contribucién escalar - escalar L;_; es
Lo s = _i Z]:é%)]:(m)ﬁﬂ
(m)

1 T m U il
_ -1 Z <p%m)AéJ) _ pgf)AE_Lm)> <pf_Lm)A(m)V . pf_/m)A(m)u>
(m)

1 (m) gya(m) 4 (m)
— _52;19 i) At (2.19)
(m)

v

donde im/(%) = m%m)éﬁ,; — pi—tm)p,gm) es una matriz simétrica y estd definida para cada valor que toma el

indice (m). Bajo esta definicién M) puede ser vista como el tensor de inercia por unidad de masa de una
particula respecto a un espacio Euclidiano de referencia n-dimensional y por tanto puede ser expresada
como

(m) _ 55 (m)gp(m) 45 (m)
M =Ry Mo Ry (2.20)
siendo ahora 93?;%), = diag (m%m), mfm), vy m%m), 0) y con R = (9{%) ) una matriz ortogonal tal que
(m)p(m) _ (m) 5 (m) _
Rﬁﬂ/ Rﬁﬁ, = 6ﬁp s Rﬂﬂ/ Rﬂl?' = 5,]/17/ (221)

y que ademés transforma las componentes de los eigenvectores de masa AE,M) = (A%m), A(Gm)) en Afim)

de la siguente forma

(m) _ pm) 4(m) _ 5(m) 4(m) (m) 4(m) 7
A =Rop Ay =Run An™ + Rpg Ag n=12..,n—-1 (2.22)
Esto significa que existen n — 1 campos escalares A%m) Con Masas M(y) Y Un campo escalar A(Gm) sin

masa. Usando las ecuaciones (2.20) y (2.22) en la expresién de la lagrangiana (2.19) obtenemos
1 m m m m m m m m m m m m
frm LS (A A A AR | A A ¢ ABME AL | 223)
(m)

Note que es posible hacer cero a los pseudobosones de Goldstone bajo la eleccién apropiada de una norma,
por ejemplo, bajo la norma unitaria esto seria

n—1
1 Z Z 2 (m) 4(m)

(m) n=1
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Sector vectorial - escalar
La contribucién vectorial - escalar, £, _g, proviene del término siguinete
1 (m) +(m)uv 1 (m) (m)p
Lo-a=—3 (Z:)]-"W Flmny — 3 (z;]-'lw Fime (2.25)

Ahora, utilizando la ecuacién (2.22) la curvatura se puede escribir

F) = R 9, A% + pim A | (2.26)
con lo cual tenemos
1 m m m m m m m
(m)
considerando la siguiente identidad
p(ﬁm)Ré%,) = m(m)(Sf,/G (2.28)
se obtiene finalmente
1 m m m
Los=3) (aﬂA,(;)a“A(f)D, + 2 AT, AL m@)Agm)A(w)H) . (2.29)

(m)

Observe que el primer término es de naturaleza cinética para el campo A,(F), el segundo es similar a un
término cinético del sector de Higgs y el tercero es un término de masa para las excitaciones del campo
electromagnético.

Sector vectorial vectorial

Por ltimo, los términos restantes de la lagrangiana (2.14) dan origen al sector vectorial - vectorial
L,_, dado por

1
Loy == |FOFOmw 37 (F plme) | (2.30)

(m)

donde .7-",5%) describe el campo de norma estandar y sus propiedades ya fueron discutidas en el capitulo
anterior. Los términos que corresponden a las excitaciones de KK tienen propiedades analogas.

2.3. Teoria de Dirac en dimensiones extra

Ahora se mostraran los resultados de la compactificacién en la teoria de Dirac. En la seccién 2.1
se expusieron algunas de las propiedades del grupo SO (1,3 + n), pero ahora es necesario agregar una
representacién particular de las matrices gamma que nos permita transformar los espinores ¥ (z,Z) de
SO (1,3 + n) en espinores ¥ (z,Z) del grupo SO (1,3) lo cual es necesaria para hacer el correcto mapeo
de los campos entre dichos grupos. Esto se logra con una representacién de las matrices gamma en la
cual los generadores de SO (1,3 + n) se acomodan en 2 bloques de dimensién 4 x 4 con lo cual dichos
bloques coincidirdn con los generadores de SO (1, 3). Esto es,

" =6uy"  ab=1,..2% (2.31)

de esta forma las matrices I'™ contienen a las matrices de Dirac en la diagonal. Es necesario ahora
completar el algebra de Clifford a través de la definicién de n matrices I'* de la siguiente manera

I, = AL, (2.32)
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donde A son matrices de simensién 2% x 2% de las cuales una mitad tienen como entradas ceros o
+1 mientras que la otra mitad tiene ceros o =i, de tal forma que cuando fi es impar, ['* es impar y
antisimétrica y cuando fi es par, I'* es imaginaria y simétrica. Note que estas matrices satisfacen ademds
el algebra del grupo SO (n). Bajo esta representacion los proyectores son de la forma

P+ = diag(PR,PL,...,PL,PR),
P = diag(PL,PR7...7PR,PL). (233)

La extensiéon a 4 + n dimensiones de la teoria de Dirac estd dada por la accion

S [An, W] = / d*zd"z LY, . (2.34)

donde
Ly, = (z,2) ({TY Dy —m) ¥ (2, 2) , (2.35)

note que I'M = (I'#,T#). La derivada covariante se define por

Dy = 0Oy — i€4+n.AM (x,i‘) s (2.36)
siendo Dy = (D, Dg), con

D, = 0,—iesrnA,(z,T)

Dy = 0 —ieatn Ay (2,2) . (2.37)

De la misma manera que en el caso de Maxwell, se aplica el esquema de compactificacién a la teoria
de Dirac, para poder establecer los mapeos correspondientes y el desarrollo en serie de Fourier se le asigna
paridad a los espinores

Vo) (v,-7) = Yo (z,7), a=1,. 2%
Vay (@,—-2) = Yo (2,2), a=2/4,. (2.38)
Lp(a) (Z‘, —f) = !P(a) (x,jj) , = 1 3 2 —1

note que como el mapeo de los campos {A,, Az} ya fue discutido en la seccién anterior, basicamente lo
nuevo que ocurre aqui es el siguiente mapeo

U (z,z) = {¥ (z,7)}, (2.39)

razon por la cual debemos contar con la descomposicién en serie de Fourier correspondiente

— (0 (m)
\I/(a) = \I/ )-‘rz \I/(a)
Ve = Y [ \If(m) (2.40)
(m)
Ve = > V@0, a3 (2.41)

(m)

Observe que el mapeo con subindice (a) contiene al modo cero, el cudl estd asociado a la lagrangiana
de Dirac en la teoria ordinaria, los otros dos mapeos generaran términos de masa como veremos ma&s
adelante.

Una vez que hemos introducido todos estos elementos el proceso de compactificacién ocurre de la
siguiente manera: en la lagrangiana (2.35) se sustituyen las ecuaciones (2.31) y (2.32) con lo cual se
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obtiene una lagrangiana invariante bajo el grupo de Lorentz estdndar SO (1,3) y que es funcién de los
modos ceros y los modos excitados, luego se integra sobre las dimensiones extra, en este paso surge
la identificacién de la carga eléctrica e = f,(EQ)e4+n, y escribiendo el resultado utilizando los términos
covariantes definidos en el apéndice B.2 se obtiene

P = Wiy (D)"Y —@E JmuY)
m (m) m (m) m (m)
+ " Z [\Ijga) )) + \IJE(T)) (DM\IJ(d)) + \I’Ea)) (Du‘IJ(a)) }
(m) (m) o (m)
5 (m) (m) (m)
- DA (2u) A (P) " (P
() () Gl pm) | g (m) o (m)
- [m(a) mu ™+ 0w o m\p(a)} . (2.42)

(m)

Observe que en esta tultima expresién aparecen términos de masa para las excitaciones de KK, re-
sultado del rompimiento de la simetria global SO (1,3 + n). Estos términos se pueden reunir en una
lagrangiana

D _ (m), gy () (m) (m) (m), 5 (m) T (m) 5 (m)
£l =Y [ T muE — B me ) - AT i e - ATt (2.43)
(m)
donde
A=puhl,, AT = —puaf, (2.44)
es una matriz de dimension (2% / 2) X (2% /2 ) Escrito en forma matricial esto es
D g ( mew  —idy® [T 5 oy ()
Lmass = = Z (\Ij( \II(“) ) ( —iATy® my ) \T/E,m) - Z VMY (245)
(m) (@) (m)
con my la masa estandar del electrén. La matriz My cumple que
t M m) 0 2 2 2
MeME=L07 i, ) T = e G (2.46)

Note que esto implica que AAT = ATA = m%m). Con esto la matriz Mg puede diagonalizarse de la sigiente
manera

1
Vp = M}, 2.47
F My (m) E ( )

. .z n n
observe que Vr es de dimension (2 2) X (2 2 )
Considere la siguiente notacién para los espinores

0 (m)
_ ‘I’u)
0
FO = | 9O 7 Jat o : (2.48)
0 :
: gl
0 (2%)

note que ¥(©® estd en la entrada (2% /2 + 1) del espinor estandar F‘(,Q)

como \Il% teniendo en cuanta que solo existe para a = 2% /2 + 1. Todas las torres de KK de espinores

, es decir, ¥ puede ser escrito

F‘(/m> tienen la misma masa My @) -
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2.4. Corrientes electromagnéticas

En esta seccion se presentan las corrientes electromagnéticas que surgen en la teoria con dimensiones
m m m . z .

extra [13] que relacionan a los campos {A“ ,Aff), AS*T), A(CT)} asociados con el fotén. A partir de estos
resultados se establecen las reglas de Feynman que serdan usadas para los célculos posteriores.

Las corrientes vectoriales son

Lope = AE[Q) JO@u Zj(m)(m)u +ZA£LE) JO@m)p _|_ZJ(£)(§)(m)u , (2.49)
(rs)

donde JO# es la corriente electromagnética estandar dada por

JOr —  pDr gD (2.50)
Las corrientes que contienen excitaciones de KK estan dadas por
J(m)(m)u - ep(m) uF(m) (2.51a)
JOmr — o0 [V(m)PR + PL} F® 4 he. (2.51b)
JOEmpe eF‘(})'y“{ (A/mm V}r)w}ﬁ) + A(ﬂ)vﬁ)fvﬁ)) P
v % ( (e + A(mm)) PL}F( s) (2.51¢)

(m)

Por otro lado, las corrientes mediadas por el pseudobosén de Goldstone A5~ y los n — 1 escalares

;. m ’ . .
fisicos AS—r) estan contenidas en la lagrangiana

n—1
Lo = Z A(Gm) J,(qgc);(m) +ZJ1(4£<);(§)(E) + ZA%@ J,(g(m) +ZJI(4£2(§)(m) ’ (2.52)
(m) (rs) n=1 (rs)
donde
JIE‘QG)(E) = —eF‘(,Q)m(ml)H(m) (Vlgﬂ)PR - PL) F‘(,M) + h.c. (2.53a)
TP — —erE FOT (V) Py - PL) FP + he. (2.53b)
(r)()(m) _ -1 g(r) / m m (s)
7o = —eml FY { ( (e T — A 7m) ) Ve Py
VT (Al 1T = A, 1) PR (2.53¢)
JPOm _ F@R(%){ ( (e 17 — (mm)ﬂm) Vi Py
+ V(T)T ( (msr)HmL (msr)H#) PL} \(/é) (2.53d)
en estas expresiones se ocupan las matrices 112 y IT# cuya definicién es
m_( 0 O a_( 0 0O
o (50) . we (80 254
siendo © una matriz de (22 /2) x (2% /2) que satisface
0re" + O"eF = 257 (2.55)
de donde se implica que
HATTAT = 1. (2.56)
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2.4.1. Reglas de Feynman

Para obtener las reglas de Feynman necesarias para la renormalizaciéon de los diagramas de la elec-
trodindmica cuantica en dimensiones extra debemos tener en cuenta los siguientes puntos:

e Tendremos la contribucién esténdar dada por el vértice W(®~, ¥(© 4#(0)

e La contribucion dada por el vértice \T/(Q)VM\I'(E)A“(Q), donde W™ vy A#™) son las excitaciones
de KK de U@ y A+ respectivamente. Cabe resaltar que asociado a ¥(® hay 2% (n par) exci-
taciones, esto es, \Iléaﬂ)) para a = 1,2,...,2%. En este caso, como veremos més adelante el vértice
v© 'yM\I/(ﬂ)A“(ﬂ) aparece solamente para el campo ¥(™) asociado con el desarrollo de Fourier que

n
involucra al modo cero U9 ¢l cual ocurre en a = 272 +1

e Cada excitacion vectorial A,&m) tiene asociados n — 1 campos escalares A%M), asi que también deben

ser tomadas en cuenta las contribuciones dadas por el vértice DO A 5 —1 2 p 1

e El campo A,(Lm) es un campo de norma, por tanto debemos elegir un proceso para fijar la norma,
dado que A,(Lm) es un campo con masa, existe un pseudo bosén de Goldstone A(Gm)7 asociado a cada

Agm). En las teorias R¢ - gauge, los pseudo bosones de Goldstone desempeiian papel activo, en este
tipo de normas los propagadores estan dados por:

Alm)

A ’ i (1-¢) k%”]

AVAVAVAVAVAVAV R v s {9‘” TR em?
(m) (m)

+

k

AL

Trabajaremos en la norma de Feynman - 't Hooft, en cuyo caso se toma £ = 1. Note que en esta
norma el propagador de A(Gm) coincide con los propagadores de los escalares fisicos A%m), por esta
razon en esta norma debemos tomar la contribucién del pseudo bosén de Goldstone dada por el
vértice \TJ(Q)\II(E)A(C%)

Con estas consideraciones tomaremos los términos necesarios de las corrientes vectoriales y escalares
dadas por las lagrangianas (2.49), (2.52). Asi, podemos escribir las lagrangianas necesarias de la siguiente
manera

Loy agm =€ O By (Vi P+ Py ) A 4 he. (2.57)
(m)
L, =- A O (v p, — p) FE 4 p 2.58
T(0) g(m) A € Z M) ¥ r PrR—FPL)ly— +he (2.58)
(m)
Lo am = —¢ > AR BPW (VW Py~ PL) F™ + hee. (2.59)

(m)

Note ahora que usando la identidad

50



CAPITULO 2. ELECTRODINAMICA CUANTICA EN DIMENSIONES EXTRA
2.4. CORRIENTES ELECTROMAGNETICAS

(m)
1 - o
) — Pr e — RUIA (2.60)
M (1) M (1) g

podemos relacionar las lagrangianas de las ecuaciones (2.58) y (2.59) en una sola expresién

Lo gumam = —¢ > AR PP (VI Py~ PL) P 4 he. 7=n,G. (2.61)
(m)

Asi, las reglas de Feynman a utilizar son

0 0
AQ AW
= = —jey!
) W) g (m) P (m)
» P — mgo
\Ijz(lm) _ \Ijg)m) { 6(1[)
p ]D — My (m)
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Al
/& o (V}%} Pr+ 5’”’PL>
W u
Alm)
K T ( i PR+ 6’”"PL)
T, \m 0
\I/é_> \Ijz(f)
Ahm)
[
|
|
|
/I\ o KH’HV}M))M) Pr = oy Pr
W) \Ill()m)
AL&)
[
|
|
| o T i
| — iR (V) Py TPy
Jim 0

Figura 2.1: Reglas de Feynman para QED en dimensiones extra.
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Capitulo 3

Renormalizaciéon de QED a un lazo
con dimensiones extra

En este capitulo discutiremos la estructura a orden de un lazo y las divergencias de la teorfa en di-
mensiones extra obtenida en el capitulo anterior. El nimero infinito de particulas de Kaluza-Klein puede
introducir divergencias adicionales a las ya contempladas provenientes de efectos de cortas distancias. Se
introducira un esquema de regularizacién que abarcara ambas clases de divergencias y que seran descritas
en las amplitudes por la funcién Gamma y las funciones de Epstein; dicho esquema estd directamente
relacionado con las caracteristicas geométricas del proceso de compactificacion antes introducido el cual,
a su vez, tiene similitud con las condiciones del efecto Casimir. Con esto se obtendra una teoria pre-
dictiva y se dard un esquema de renormalizacién, con lo cual la teoria resulta ser renormalizable en un
sentido amplio o moderno. Se presentaran los cdlculos para los tres diagramas de QED trabajados en el
primer capitulo y finalmente, se mostrara el impacto de las dimensiones extra en los fenémenos: limite
electrostatico, momento magnético anémalo del electron y la funcién 3.

3.1. Divergencias, regularizacién y renormalizacién

Como se mostro en el capitulo anterior la teoria efectiva obtenida incluye, ademads de las interacciones
estandar, interacciones entre los campos estdandar y las excitaciones de KK, por lo cual, a nivel de un
lazo la estructura de las amplitudes se ve modificada y puede ademads dar origen a nuevas divergencias.
La estructura de estas divergencias depende de la forma en la que se lleva a cabo la compactificaciéon de
las dimensiones extra. En nuestro caso, dicho esquema de compactificacion reproduce las condiciones de
frontera del efecto Casimir ya que se hizo la suposicién de que la variedad N™ estaba formada por n copias
del orbifold S'/Z, con un radio R; en principio diferente para cada copia. Asf, los campos expandidos en
series de Fourier estan sujetos a condiciones de frontera de tipo Neumann y Dirichlet en los puntos fijos
z; =0y x; = mR; de cada orbifold.

De forma general, la lagrangiana efectiva L.z se puede escribir como la suma de las siguientes tres
lagrangianas

0 0 0
E(e;; = EEQU)ED + 5((17;4 (3.1a)
0)(m 0)(m 0)(m
R T 1)
Ll = L+l (8.1¢)

donde los primeros términos de estas lagrangianas surgen de la compactificacién de la versién (4 + n)
dimensional de la teoria. Las interacciones de esas lagrangianas son renormalizables en el sentido de
Dyson, lo cual se indica por el subindice d = 4. Las lagrangianas EEIQ:)ELM) y Lgﬁl estan dadas en series
infinitas de Fourier sobre el indice (m), un resultado importante es que la contribucién de estos sectores

a las amplitudes fisicas dependen de las escalas v y R™1.
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Los segundos términos de estas lagrangianas representan interacciones de dimensién candnica ma-
yor a cuatro, de forma general estos términos se incluyen ya que respetan la simetria de los grupos
{ISO(1,3),G (M*)}. La contribucién de los sectores con d > 4 es suprimido por potencias inversas de
la escala A. [13]

Las funciones de Green que podemos encontrar en general en esta formulacién son: funciones de Green
estdndar (SGF) definidas como aquellas que tienen en sus patas externas campos estdndar, funciones de
Green hibridas (HGF) definidas como aquellas cuyas patas externas contienen tanto campos estdndar
como excitaciones de KK y las funciones de Green no estiandar las cuales tienen solamente campos
excitados en sus patas externas.

3.1.1. Funcién de Epstein

Como veremos en los calculos posteriores, la contribucién a las SGF involucra sumas de la forma

1
Zm , mP=mi+my+..+mp, s€Z, (3.2)
(m)

con c¢ una constante. En esta expresion el simbolo Z(m) involucra series individuales para cada indice
anidadas. Como un caso especial de este tipo de sumas se tienen las series de Dirichlet dadas por

¢(s)= % , Re(s)>1. (3.3)

(m)

Dado que la ecuacién (3.2) permite valores de enteros negativos, tendremos series divergentes ( (s) para
Re (s) < 1, sin embargo es posible definir valores para Re (s) < 0 utilizando la férmula de reflexién

w3 (152)
¢(s) = 21— (3.4)

r(3)
Los ceros triviales para la funcién ¢ ocurren para valores de enteros pares negativos, s = —2, —4 —

..., —2n, dichos ceros provienen de la singularidad en esos valores para I’ (%) A pesar de que T’ (%) es

singular para s = 0, esta singularidad se compensa por la singularidad de ¢ (1) dando entonces un valor

finito para la ecuacién anterior siendo este ¢ (0) = —1/2. Los valores de la funcién ¢ en la banda critica

0 <Re(s) <1 se obtienen de la continuacién analitica hacia el cero a través de la siguiente identidad

) -1

> -
ms

(m)
la serie del lado derecho de la ecuacién converge para todo Re (s) > 0. Con esto, los valores en la banda
critica son cubiertos por

=(1-2""")C(s) Re(s)>1, (3.5)

c(s) ! i D" Re(e) <1. (3.6)

T 120 m
(m)
o 1
(m) ms
a la derecha de este dominio por (3.2) y a la izquierda po (3.5). Note que se tiene un polo en s = 1. Por
otro lado, la hipdtesis de Riemann establece que todos los ceros no triviales de la funcién ¢ caen en la
banda critica que consiste en nimeros complejos de la forma 1/2 + it, los cuales no son de nuestro interés
ya que para nuestras aplicaciones s € Re.
Una generalizacion de la funcién ¢ de Riemann es la funcién zeta de Hurwitz (g, definida por

En resumen, los valores de la serie ) pueden ser definidos en la banda critica por la ecuacién (3.6),

CH(s’a)i(m—&—la)s s€C,Re(s)>1a#0,-1,-2,.... (3.7)

m=0

Note que en el caso a = 1, (g (s,a) se reduce a la funcién zeta de Riemman. Nuestro objetivo es trabajar
con las series andadas para diferentes valores de m, todas estas sumas corresponden a valores particulares
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de la funcién zeta de Epstein, la funcién de Epstein es una generalizacion a mas altas dimensiones de la
funcién zeta de Riemann. Considere la siguiente expresion

Z(5Q) = Y Re(s) > & (3.8)

0#£zE€Z™ (xTQ'x)S

donde s € C, @ es una matriz simétrica de n x n definida positiva y = un vector columna. Esta funcién
tiene un polo en s = n/2, ademds, satisface una formula de reflexién como en el caso de la funcién de
Riemann

i mTED (2 — s
7 (5Q) = (detQ) > T (<)2 ) Z(n/2-5Q7") . (3.9)
S
Note que los ceros triviales en este caso ocurren en s = —m, m € N. El caso particular en el que se toma

la matriz indentidad @ = I,, corresponde a la funcién homogénea de Epstein, denotada por

“+oo

1
A= 2 M+ +md) (3.10)
mi,...,m=1=—o00 1 7

mai,...,m#0

mientras que la funcién inhomogénea de Epstein se define por

+oo

B ()= > ! : (3.11)

(m? + ...+ m? +¢2)°

ml,...,ml:1

siendo ¢ una constante. Esta funcién tiene polos simples en s = é, 1—717 ..., excepto para s = 0 o enteros

negativos. En los célculos a orden de un lazo apareceran sumas relacionadas con las excitaciones de KK
que se podréan representar con la funcién inhomogénea de Epstein, dichas sumas son de la forma

1 - n! o2
Zm :Zm [ (s) (3.12)

3.1.2. Regularizacion

Como se mencioné un par de lineas arriba, la Lagrangiana efectiva contiene un sector que involucra
interacciones entre los campos estandar y excitaciones de KK que son bien comportados a nivel de un lazo
por ser renormalizables en el sentido de Dyson. La presencia de un ntmero infinito de campos pueden
darnos dos tipos de divergencias a nivel de correcciones radiativas para las observables electrodébiles,
estas divergencias son: las asociadas con efectos de cortas distancias y las contribuciones virtuales de un
namero infinito de particulas. Estas tltimas son la contribucién de la teoria con dimensiones extra y son
las llamadas divergencias no estdndar (NSD).

0 . s . , . . s
Denotemos por 1"5\7) a la contribucién a las funciones de Green estdandar, esta contribucién estard dada
por sumas sobre los modos de Fourier, dichas sumas representan a las particulas circulando en el loop.
Entonces tenemos la forma

© _ _dk
Iy Z/(Qﬂ)w (3.13)

(m)

note que tanto la suma continua (integral) como la suma discreta pueden generar divergencias, en el caso
de la integral dicahas divergencias pueden ser tratadas con la regularizaciéon dimensional como ya hemos
visto. El objetivo ahora es implementar un esquema de regularizaciéon que nos permita tratar con las
divergencias inducidas por las sumas discretas. Nos ocuparemos en el estudio de las SGF ya que a nivel
fenomenolégico son las funciones que determinan el impacto de las dimensiones extra en las observables.

A nivel de un lazo, las SGF reciben tinicamente contribuciones de las lagrangianas efectivas E(e%l y L'(G%XM),

.7 m . .
la contrubucién de E(*) a estas funciones aparece a nivel de dos lazos.
eff
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Sea FS\%’;” = F%T,ﬁﬁ;’_ - un vértice tensorial SGF, con T un tensor de Lorentz de rango dado. El

numero de diagramas que contribuyen a 1"53) depende en general del tipo de particulas circulando en el

loop asi como del procedimiento de fijacién de la norma. Asi, a nivel drbol y nivel de un lazo tenemos la
contribucién de la lagrangiana convencional mientas que por parte de la lagrangiana no convencional la
contribucién sélo ocurre a un lazo, es decir, a nivel arbol no hay contribucién de las excitaciones de KK.
Esto es,

Q) _ piee (do) 4 rloor (ﬂe%g) +Tleer (ﬂe%g(m), (3.14)

donde, utilizando las ecuaciones (3.1)

[tree (ag%z) . (z:g}m) 4 Dlpee (5524) (3.15a)
v (£9) = T (£8h) + T (2, (3.15b)
e () = TR (cRE) + T (e (3.15¢)

Las contribuciones efectivas a nivel drbol dadas por I'{¢¢ (Efigi 4) pueden surgir para N < 4 debido

al corrimiento generado en el mecanismo de Higgs. La presencia de las contribuciones a nivel de arbol
para N > 4 implican que el contratérmino necesario para renormalizar la teoria en un sentido moderno

estd aun presente en la lagrangiana efectiva convencional. La contribuciéon I‘l(mp (E(o)) puede ser afectada

solamente por divergencias estdndar. El primer término de esta contribucién (3.15¢) corresponde a la
contribucion estandar de la teoria, asi que las divergencias pueden ocurrir inicamente para N < 4. Por
otro lado, el segundo término de esta contribucién puede generar interacciones renormalizables y no
renormalizables, asi que la presencia de SD dependerd del tipo de vértices que sean considerados. Por

tanto, nos resta ocuparnos de la contribucién 1"5\‘}0” £(§}(ﬂ)).

El primer término de la ecuacién (3.15¢), el cual es inducido por acoplamientos renormalizables entre
los campos estdndar y sus excitaciones de KK, pueden tener tanto SD como NSD si N < 4, pero sélo
las NSD pueden ocurrir para N > 4. La ausencia de SD para N > 4 se desprende del hecho de que
sOlo estan presentes interacciones renormalizables en el sentido de Dyson. Respecto al segundo término
de la ecuacién (3.15¢), la contribucién surge de vértices no renormalizables que involucran a los campos
estandar y sus excitaciones de KK, en este caso las contribuciones son proporcionales a la escala A y &mbos
tipos de divergencia pueden ocurrir, no obastante, mostraremos que en el marco en el que trabajaremos
ambos tipos de divergencia se amalgaman produciendo un resultado finito.

Procederemos ahora al estudio de la estructura divergente de la contribucién ]."lOOp <£(Q)(m)). Consi-

@) O

dere una funcién escalar de N puntos Fv inducida por las lagrangianas £ con la forma

Z% /d4k {1@ ! : , (3.16)
)

<m>} {(W +P1) - mZ<1m>] {(kZ +pN-1)” — md)(no }

después de una parametrizaciéon de Feynman, esta expresién toma la forma
1 ! 1
Fy=-—T(N) [ dai.dayd 1> [ d* —N , (3.17)
i 0 o 1 = A2 )

donde A2 ) €s una forma cuadrética de las variables x;, momentos externos y las masas de KK, que con
ayuda de la ecuacién (2.16) se puede escribir como

donde A%o) es en general de la forma
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N-1 N-1

A%Q) = miég) + Z pi - pj T - .’I}j — Z (p? + mz(()m — mi@) Z; . (319)

i,j=1 i=1

Note que en la ecuacién (3.17) las divergencias estdndar provienen de la integral en la variable k, esta
integral diverge para N < 4, mientas que las divergencias no estdndar provienen de la sumatoria sobre el
indice m. Al realizar la integral bajo el esquema de la regularizacién dimensional obtenemos

Fy = Z%F(N) /Oldxl...de(S (i—l) Z/d“k(]clN

S )@ ey

S () e e D ()

= Y ) D )y o (v D) (k) O
(m)

(3.20)

en estas expresiones se denota Iy como la integral paramétrica de Feynman

1 N
In = / dzy..dzy & (Z T — 1) . (3.21)
0

=1

Note que se ha considerado el mismo radio para todos los orbifold de tal forma que m(y) = R72m,
ademés se ha definido ¢34 = A%O)/R*Q. Ahora, utilizando la ecuacién (3.12) la ecuacién (3.20) toma la

forma
N o= (N 2 D D
I EN(N-=|T'IN-—=—). .22
(et (v-3)r(v-3) - e

Observe que de esta forma el limite D — 4 esta bien definido, las funciones Gamma y Epstein estdn
definidas en el plano complejo. Las singularidades de la funciéon Gamma ocurren para N — % =0,-1,-2,..
mientras que la funcién inhomegenea de Epstein es singular en N — % = é, %, . % Por lo tanto, las
SD y las NSD surgen como los polos de las funciones Gamma y Epstein respectivamente. El proceso
para obtener la versién regularizada de la funcién de Epstein y el método de Weldon se describe en la
referencia [14].

Como se mencioné anteriormente, el resultado remarcable es que al considerar el producto de la
funcién de Epstein regularizada con la guncién Gamma que emerge de los céluclos de las aplitudes a un
lazo da un resultado finito en el limite D — 4. Esto es

27D

Fy = (-1 (4m2) %) (r-2)

s}

. D D »
lim  EY (N - 2) r (N - 2) — finito . (3.23)

N-L0,-1,-2...

Es importante destacar también que los resultados de la regularizaciéon dependen de la escala de energia
que sea considerada, por ejemplo, a muy altas energias las masas de las particulas pueden ser ignoradas
y la ecuacién (3.20) toma la forma

Fy = (-1DY <4771M2>N21NF (N - l;) (ﬁ;) >, (3.24)

(m)

con A? siendo funcién de los momentos externos y las variables de la integral paramétrica, este limite,
que corresponde al comportamiento de los campos excitados a muy cortas distancias, nos da el siguiente
resultado contraintuitivo
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(e’ 1 ) 0o o oo
= nz+n(n2! ) )IEDDIEEE P
(m) mi=1 mi=1mg=1 mi=1  mp=1
- > (})ror
=1
- 1;n2n- (3.25)

Analicemos ahora los primeros valores para la ecuacién (3.22). Considere que el limite D — 4 se debe
tomar.

o= ZAO [mi(m}
(m)
D

- (BT (e (- 2)r(-2).

1=
F, = Y B I:p27mi(m)7mi(m):|
(m) ’ '
D
rR2\ED "N s/ D D
= I E2(2—— |T(2—-—
() 2 () (e-3)r(e-3).
1=1
2
F; = (Z:)CO {P?P;(Pl—pz) 7miém)7mz§m)7m¢gﬂ)i|
= wE S (Mg (3o D) (52
(R ) 3l_zl<l) 1 2 9 ?
2 2 2
F4 - ZDO |:p%7p§7p§7(p1_p2) 7(p1_p3) 7(p2_p3) 7mi[()m)>mz(lm)7m¢(2ﬂ)7m¢ém)

(m)

- (r)EY I4§n: (7)E§3 <3 - l;) r (3 - l;) .

=1
(3.26)

Note que en el limite R~! — oo F3 y Fy desaparecen mientras que F; y F, no. La presencia de efectos
no desacoplantes para este caso asociados con divergencias ultravioletas concuerdan con el teorema de
desacoplamiemto.

Estas funciones escalares Fyy estdn dadas por series infinitas de potencias de ¢%; cuya convergencia

es segura ya que supone que c% < 1. En nuestro caso las funciones ¢% son suprimidas por un factor

“1\2 . . . . L -
(1// R 1) siendo v la escala de Fermi, asi que practicamente los primeros términos son de significado
reelevante. Dicha serie es de la forma

Fy = (—)Y (R72)* "N Iy [0 + BRlog () +vicd + 6% cklog (&) + ] (3.27)

donde n es el nimero de dimensiones extra. Los valores de los coeficientes de la serie para algunos valores
de n se muestran en las tablas 3.1 y 3.2.
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oy 5 oy 75
1 —log (47?) _ —3 —((2) 0
ST(Z)C)
2| —log (ar?) - T -3 AT+ i (3)
=T —l §) log (4) — §C(2>
3| ~flog (4m) - TEEE g0 | 7 R, ()
—32+ \g)'0
+1log (47%) — 1((2)
4 —13log (47°) + 13 “16 | Tae el (o) F 3T (E) |l () + 1
—1iT (3) log (4) + 2log (472)
C330(F2)¢@) | 15r(F)¢M) 156 (2) - 30(52)¢(2)
3272 6472 8 3272

Tabla 3.1: Primeros valores para los coeficientes de la funcién escalar F» dada por la ecuacién (3.27).

n ag' K

1 —272( (1) 0

2 [ I (Dlog(m) — L (1) —32%(-) | —IT ()

31 gl (3)log(dm) -9 (3) —37°C(=1) | —3T(3) — 5

—zlog (47r2)

4 [ T (3) log (4m) — $9T (5) — 27*C(=1) | 5T (3) — 15
5 1oe (472 — L2
T5log (472) 3212

Tabla 3.2: Primeros valores para los coeficientes de la funcién escalar F3 dada por la ecuacién (3.27).

La forma de estas funciones no es la més general, a orden de un lazo las funciones de Passarino-
Veltman pueden aparecer multiplicadas por potencias de las masas de KK. En ese caso la expresion es
de la forma

, (3.28)

k2_m2

(m) e

M 1
M _E : 2 — [ a*
FN = (m¢(ﬂ)) 2'7.‘.2 /d k 2 2 2 2
(k2 +p1) =My | - (k’2+pN—1) _m¢(m)

Pl fros

donde mi(m) es una masa de KK y M algin entero positivo o negativo. Note que para el caso M = 0, se

obtiene el caso ya analizado F$ = Fy. Debido a la naturaleza desacoplante de la teoria se espera que no
surgan términos de para M > 1, la forma de la funcién en el caso M =1 es

Fe e e () w3 () (v-1-2)r (- 2wt (w12
ra-d)yr (v-2)s (v-2) |

recuerde que para todo valor de N, el producto T (s) ElC2 (s) es finito. En el caso de la funcién vértice
aparecera esta funciéon con N = 3.

3.1.3. Esquema de renormalizacion

La teoria que hemos obtenido para la electrodinamica cuantica con dimensiones extra resulta ser
renormalizable en un sentido moderno, no obstante, a pesar de que le método de regularizacién discutido
arriba remueve las SD y las NSD, no remueve los efectos no desacoplantes inducidos por las particulas de
KK. Podemos encontrar estos efectos no desacoplantes en las funciones F; y Fs, ya que no se hacen cero
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en el limite R~' — o0o. Dado a la naturaleza no fisica de este tipo de términos, llegamos a la conclusién de
que deben ser removidos via renormalizacién. La forma en la que haremos esto sera agragar una constante
By a las funciones que contienen efectos no desacoplantes, de esta forma la sustitucién es

Fy — Fy + By, (330)

dicha constante serd ajustada de tal manena que no queden efectos no desacoplantes, asi, la condicién
que debe satisfacerse es

R-1—o00
veamos ahora cudl es la estructura de las funciones para los casos N =1y N = 2. Para N = 1 tenemos
que

Fi = —R7L o + Bog (cf) +77c] + 07 cflog ()] + By

_ n n 1 n 1 n 1 1
—LR? [0‘1 + Brlog <R—2> + 97 = + 0] R—QIOg (R—Q)] + By,

Q

(3.32)

de esta expresién se nota que al tomar el limite R~ — oo los términos que acompafian a los coeficientes
af, BT y 67 divergen mientas que el coeficiente 7' queda como constante. Asi que al aplicar la condicién
(3.31) de obtiene la condicién trivial By = —F). Para el caso N = 2 tenemos que

F, = Iy[a}+ pylog(c3) +15ch + d5cdlog (c3)] + Ba

1 1 1 1
I {0/21 + B3log (R_2> —|—’y§lR_2 + 5§R_210g (R—2>} + By,

Q

(3.33)

al tomar el limite R~! — oo el coeficiente o queda constante, el término acompanado por 85 diverge y
los términos que van con ¥4 y 6% se hacen cero. Asf, al aplicar la condicién (3.31) tenemos que

By = —I, [of + BYlog (c3)] - (3.34)

Note que para N > 2, By vale cero trivialmente.

Luego de remover los efectos no desacoplantes en los diagramas proseguimos con la aplicacién de las
condiciones de renormalizacion para definir los contratérminos; como ya hemos visto, la estructura de las
amplitudes calculadas no cambia, y ademaés, la contribuciéon de las dimensiones extra queda en términos
de las cantidades fisicas, por lo que debemos aplicar la misma condicién de renormalizacién tanto para
la parte estdndar como la parte de las dimensiones extra. Asi, dichas condiciones de renormalizacién son

= (p)| pem2 =0 (3.35a)
w (0
dz

(») =0 (3.35b)

dp >

p:m\y@)

I (¢%)] oy =0 (3.35¢)
—iel™ (q)|,—o = —ier" . (3.35d)

En este caso las funciones X (p)7 II (q2) y I'* (q) estan constituidas por la contribucion estdndar calculada
en el primer capitulo mas la contribucién de los diagramas con dimensiones extra. Estas funciones seran
calculadas paso a paso en las siguientes secciones.

Los contratérminos correspondientes se definen de la siguiente manera:
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I v

NNNRKNNNN, = —il0a = d'a’) o

@ =1 (p&w — 5m\p(9))

= —iey"d,

Figura 3.1: Contratérminos para QED con dimensiones extra.

donde 6 4, Sy, dMygw ¥ de serdn definidos mas adelante.

3.2. Calculo de la autoenergia del electrén

La contribucién a orden de un lazo a la autoenergia del electrén esta formada por una contribucién
estandar, —i2© (]ﬁ), y otra parte que corresponde a las excitaciones de KK las cuales estdn confor-

madas a su vez por una parte escalar, fiZg.ﬂ) (p), y una parte vectorial, fiEg/m) (p) Los diagramas
correspondientes son

(Q) A(m) A%ﬂ) g#)
~ p—k < p—k Pk
((\M/L p T y‘{ p + / e , AN \p }
0 ST vO  pm GO

esto es

—i0(p) =~ () + Y- (<in¢ () - iS () - (3.36)
(m)

Comencemos por la contribucién estdndar. La aplicacién de las reglas de Feynman conduce a
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LB p 7 My (o —ight”
~EQ () - W)Q/if«wm(gf@“ﬁ(( d %”%)

(2 )D w(©) p— k’)z - m%
4-D dPk Y (F 4+ mygo) ¥
— 2 (HQ) P s 5 ,
/ (2m)” (k2 = mGe) {(p —k) - m%}

(3.37)

dado que conserva la misma forma que el calculo realizado en la seccién 1.3.4 no sera necesario poner los
pasos intermedios del mismo, mostraremos solamente la expresion resultante

. 16" L D A2 (0) 7(27%)
—in@ (p) = —E/O dz [(2— D)pz+ Dmyw|T <2 - 2) (4:/$2 > , (3.38)
donde
A = mix +mie (1—2)—p*z(l-2). (3.39)

En este caso no conservaremos la masa ficticia del fotén, por lo cual tomando m., = 0 la ecuacién anterior
queda
A?p(ﬂ) = m?p(g) (1-=z) —p' (1-2z). (3.40)

Prosigamos con el cédlculo de la contribucién de los modos excitados, comenzando por la parte vectorial
tenemos

(m ‘ o [ 4Pk m i(F+mye)
S0 = ) [ (v ) ST
W (m)

m —1 v
(VF(‘E;)TPR + 5(:bPL) qu 2 .
(k—p)” - Mm)

(3.41)
Para resolver la expresién del numerador debemos tener en cuenta que las matrices de Dirac cumplen la

relacién {75, v} = 0 por lo cual se cumple que ¢Pr = Ppd y equivalentemente ¢P;, = Pr¢, tomando en
cuenta esto

o (m ap [ dPk m
—in (p) = () / (2n)? 7“{ (VF(‘%C)V}EE;)TPR +5ac5chL)46

1
<k2 - m%l/(m)) [(k - p)2 - mfm)

(Vi0ePr + Vi 0ucPL) mgcan }7“

(3.42)

existen simplificaciones para los términos entre paréntesis, para el término que acompaia a § ocurre que

VIV Py 4 .6 P = (V;@v;m”) Pr+ouPL
6ab (PR + PL)
= dab (3.43)
y recuerde que este término es diferente de cero para a = b = % + 1. Para la parte que multiplica a

Mg (m) tenemos
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Vi 5chR F Vs, P = Vi Py + VTP (3.44)
pero note que evaluado en a = b = —i— 1,
Vlg‘ab) vimt = e (3.45)
My (m)
asi que
m m My My (o
Vi pp 4+ vimip, — —mw (Pg + Pp) = 22 (3.46)
W (m) My (m)
Con esto la ecuacién (3.42) se escribe
w(m =D f de /VM (% + my, m\ll(’”)) Y
*lzgf)(p) _ 762('u2) 2 / — m) .
(2m) ( \1/<m)) { m(m)}
= e ey [ T ),
D 2 ’
(2m)" (k2 - m2 ) {(k —p)° — m%m)}
(3.47)
usemos una parametrizacién de Feynman (A.1) para combinar el denominador
1
2
(k2 — m?y@)) {(k -p)" - m%m)}
1
1
= / dx 5
0 {(kj—pa:)2 - [m(zﬂ)x%—m?p(m) (1-2)—p2z(1 —T)}}
1
1
= / dz 7
2
0 {(k‘ —px)” — [ m¢,, + m2, (1 —z) —p2e (1l - x)}}
definiendo
Ay = m%m) +mye (1—2) —p*e (1 - )
m(m + A‘IJ(O) (348)

podemos escribir esta tltima expresién en términos de la ecuacién (3.40). Insertando este resultado en la
ecuacion (3.47) tenemos

m
—in® () = e T (bt myo)y - (3.49)
0 k px) - A?D(f?l)]
haciendo el cambio de variable ¥’ = k — px esto se reescribe
- de/ o k +px+m\p<o)>7
— iz (p) = — : (3.50)
k Aq;(m))
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simplificaremos el 4lgebra del numerador con las identidades en D dimensiones (A.2)

de/ 2 — D) (%‘/ + pl‘) + qu,(g)

s (m)
—iX (3.51)
v (p) = TCRYYNE
luego, integrando respecto a k' y reacomodando los términos tenemos
. 1 2 _(2_%)
. (m) i D AR
i () =~ [ do 2= D)po+ Dmg] T (2 - 2) ( o ) | (3.52)

; _ (0 2 2
Observe que si hacemos m,,) = 0 el resultado se reduce a —ix© (p) Y A se reduce a Ag, -
Prosigamos con la contribucién escalar, en cuyo caso

- (m . 4-D de m m it A(m =
—is® (p) = (ie)? () / P REERE) |(WVE™)  Pr—1U,PL|

1 (k + mqj(m)) ( i’ 1 -(m) t it {
—— | (TI* Vi~ ) P-4 "Pp| —mMi———
k? = m ) { Ve " L

=P dPk m m it r(m m
= ()7 / 7 R;;Rg;{ {(H“Vﬁ)a (m v ’) PR+HgCHbePL};é

e ” T 1
(v e (1) e

(kg m())[(kp_?}'
(3.53)

Al igual que en el caso anterior tenemos simplificaciones para los productos de IT* con Vlgm)7 para el
término que acompana a f

(mrvie) (Hﬁ’V;@) Pp + I, Py = (Tt . (3.54)
y al multiplicar por las matrices RE—%) nos queda
R(m)R(DLZ) _ (HﬂHﬂ T)ab = O (HﬂHﬁ T)ab — (PT) | = 64y . (3.55)

Para el otro término tenemos

= =/ = = T = =/ = =
REIRE) {(H”VF(’"))GC 10, Py + 11, (V) PL} = (V) pe (mVETet) Py

cb ab
(3.56)
pero a partir de las definiciones de IT* y Vfg") vemos que en ¢ = b = 77 +1
(wrvwt) = (rve) <o (3.57)
con esto, la ecuacién (3.53) resulta
m =D dPk
_ ZZ( )( ) = e (MQ) 2 / k (3.58)

) (k2 = ) [ =2 =iy ]

Ahora hacemos la parametrizacién de Feynman, que como se puede ver es igual a la de la contribucién
vectorial, asi
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(m dD k K
— i (p) = drc NI (3.59)
k' - px) - A\};(m)}
haciendo el cambio de variable k¥’ = k — px la expresién anerior pasa a ser
m de’ "ty
—is$ (p) = Ky : (3.60)
0 (k2 Aﬁ,(m))

finalmente al integrar en la variable k' obtenemos

— i) () = 2 /0 dx (pa)T (2_2) (Ai“”))_(?_g). (3.61)

7 47

Podemos escribir la contribucién completa de los modos de KK de la siguiente manera

—ix) (p) = —ix (p) +n (-im8” (p) (3.62)

donde la n resulta del hecho de que tenemos n — 1 escalares fisicos y un seudo bosén de Goldstone,
asi podemos escribir

~(2-%)

— 2@ (p) = _% 01 dz [(2— D —n) pz + Dmyw | T (2 - 2) (ﬁ: ) (3.63)

y con esto, de forma completa —i% (p) se escribe
—i2 (p) = —i2© (p) + Z =iz ()], (3.64)

con —ix© (]1)) dada por la ecuacién (3.38) y —ix(m) (p) por la ecuacién (3.63).
Utilicemos ahora el esquema de regularizacion presentado en la seccién anterior para esta ultima
ecuacién. Tenemos que

D
—(m 1 ! A2 - 7(277) D
> [—zzu (m =5 | du (2= D —n)pz+ Dmgw] Y ( ;L;) r (2 - 2) . (3.65)
(m) 0 (m)
note que
Ay = m%m) + A%
R™2
= R_2m2 R B} AQ 7 (0)
A
= R 2 (m + R@(;))
= R?(m*>+C3k) , (3.66)

donde R es el radio de compactificacién y ademads se ha definido

A2 m2 . (1 —2)—p*r (1 —x)
2 _ By Myo
CA=—o5 = — ) (3.67)

Usando esto obtenemos
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> [-ime )] =

(m)

o (B s (oD g+ gl A )

- 7% <§m22)‘(2‘5)/01dx [(2Dn)¢z+me>]§<?) o <2§>r<2§> .

(3.68)

Las divergencias ultravioletas asociadas con las excitaciones de KK son canceladas por las sumas Z(m),
para esto recuerde que se debe considerar el limite D — 4. Sea

-2

Fo(p) = Ll)ig4<£w2)_(2_g)/oldx [(Z—D—n)px—l—Dm\p(o)]Xn:(?) B3 (2—§>r<2_§>

=1

1
= / dz [4m\1,@ —(24n) px} [ag + B3 log (C’i) + ’ySCZ + 5§C’ilog (Ci)] + s,
0
(3.69)

note que Fy (}/)) es de la forma de la funcién Fy dada por la ecuacién (3.27) para N = 2, ademds, se ha
incluido una constante dy; que se encargard de remover los efectos no desacoplantes. La condicién para
eliminar los efectos no desacoplantes es

Glm [Fs (p) + 0] =0, (3.70)
de donde se determina Jy,
1
Oy = —/ dz [4mgo — (2 + n) pz] [of + B3log (cl)] , (3.71)
0
con esto, Fy (p) nos queda
1
Fx (p) = / do [Amyo — 2+ 1) pa] [13CR +85C%log (CR)] - (3.72)
0

De esta forma tenemos que

L P M 1 (-3 ¥ €8 ) Gt

47
Definiremos las cantidades renormalizadas de la siguiente manera

00—/ Zyo v (3.74)

(el subindice B indica que la cantidad es desnuda) y los contratérminos

Oy =Zyo —1 , dmgo = ZgoMgo g — Mg© (3.75)

La primer condicién de renormalizacién es

(=% (p) + Py — Imy ]| —0, (3.76)

P=mg(0)
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de donde obtenemos

E(myw) = Mgy — Myo
« ! D Az ) _(2_%)
©
= 47T{/0 dz 22+ D (1 —z)mgol (2 - 2) (4:/12 > + Fy (myo) } :
(3.77)
en esta 1ultima ecuacion se ha definido
A\QI;(Q) = A?p(g) P=my 0 =(1- $)2 m?p(g) ) (3.78)
y note que
1 A A A
Py (my©) = / dz [4— (24 n) 2] mywo [12C2 +5gcglog( g)} , (3.79)
0
con
. A?
2 _ 2 _ 2y
Ca=Caly = R (3.80)
Asi, la expresion para el primer contratérmino es
5m\1/<9> = My 5\1;@) - X (m\I/(Q))
o 1 D Az( . _(2_%)
0
= m\mg)&\y@) — qu](g) /0 dx { [QI + D (1 - l’)} Tr <2 - 2) <47§l/12 )
£ - @4 m)a]l [13C3 + 03C0g (€3] } |
(3.81)
La segunda condicién de renormalizacién establece
i[—2()+5 — dmy ]| =0 (3.82)
dy P Powe = omue p=me '
de donde podemos obtener dg o),
d
Sy = % (p) (3.83)
v _
P=my(0)

y calculando la derivada
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w0
- A [ o oml e (2-2) (S2) )
P=my©

. -(2-3)
« ! D A?p@ ( ’
D

donde

1 A2 D
+— [(2=n)z+ D (1—x)]2m2 (1 —2) EZCA 3——|T 3—9
R-2 2 2
1 A A~ A
= / dz —z(2+n) [WSCZ + 05 C% log (CZ)}
0

1 ! A A A A
+ 72 /0 dz[4 — z (2 + n)] Zmi@x (1—2x) [ag + B3log (C’i) + ’y:?C’i + 5§LCZlog (Ci)] .
(3.85)

Con esto, el segundo contratérmino es

a [* D Az( ) (%)
- = _ = v _
dgo = i ), dx {F <2 5 > (47TM2 ) { (2-D)z

D 2m2, oz (1 — . . .
v (2o DYt D1 - gy Pruew ) —w(2+n) [13C% + 85 CRlog (C3)]
2 A\QI/(Q)

‘ -

[4—2x(2+n)) Qm?y(g)x (1—x) [a? + B3log (C’Z) + ’yg‘éi + 5§Léilog ( Ai)} } .
(3.86)

—2

=

Comprobacién

En este apartado calcularemos la suma del diagrama calculado mas el contratérmino. Fijindonos en
la figura 3.1, la regla de Feynman para el contratérmino es pdg ) —dmy ) . Vamos a necesitar la expresion
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para —J (p), dada por la ecuacién (3.73), y las expresiones para los contratérminos. Note que en estas
expresiones falta tomar el limite D — 4 para la parte estandar. Para —% (p) tenemos entonces

_n() - —;/Oldm{ (4mgio — 22p) <§—ln (AEQ) —’y+1n(47r)+(9(6)>

b (tmow — (24 ) a) (1503 + 83 CRlog (C2)] } ,

(3.87)
para dmy o, de la ecuacién (3.81) tenemos
1 A2
o) 2 AN
(qu,@ = mq,(g>5\1,<g> — qu,(g) /0 { (4 — 2(1)) (E —1In ( 52(>> - —+ In (47T) =+ O (6))
- @+ mal [5O3 + 05008 (€3)] } |
(3.88)

y de la ecuacién (3.86) tenemos

1 9 AQO
oy = < {—2x<—ln % — v+ 1In(4m) + O ()
4 Jo € 7

— (2+n)= {’ygéi +onC2log (ég)}

4—z(2+n)]2m3 ez (l—2) [ag + f3log (C’Z) + 5 C% + 65 Cilog (C’Z)

—

1
=3 }

(3.89)

Con lo cual, la suma de los diagramas mas el contratérmino resulta

1 A2
iy (P) + (ptsxp(g) — 5m\p(g)) = —4&/ dx{ (4m\p(g) _ pr) In <A\2p(>>
" Jo0 T©
+ [tmao = 2+ n)ap] |13 (CR - CR) + 85 (CRiog (CR) - CRlog (C3) )

[4—2(24+n)) 2m2‘1,(9>m (1—-2a) (p - mq,@)) [oﬂ; + B3 log (C’i) + vgéi + 5§éilog (C’Z)} } .

(3.90)

1
R-2

Note que esta expresién es libre de SD, NSD y de efectos no desacoplantes. Esto muestra que el proceso
de renormalizacién propuesto funciona correctamente.

3.3. Calculo de la autoenergia del fotén

A orden de un lazo y con dimensiones extra, la contribucién a iII*" (q) surge de los siguientes diagramas
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de igual forma tenemos ahora una parte que corresponde a la contribucién estandar (I1(Q# (¢) y una

(m)

segunda parte que corresponde a las excitaciones de KK, iII(m)rv (¢), donde tendremos 2% espinores U ()
para n dimensiones extra. De esta manera tenemos que

i (q) = O (g) +iy Y T (g)
@ (m

O () +i2% ) T (g) (3.91)
(m)

pero note que en la secciéon 1.3.5 calculamos lo que corresponde a la contribucién estandar, vimos que
HOrr debe ser de la forma:

O (g) = (¢*g" — ¢"¢") 1O (¢*) (3.92)

con I (¢?) regular en ¢ = 0. Entonces, tenemos que

q 0)uv = (—je 2/ 2 % de o { v {
" (@) = (=ie)" (=1) (,u) /(27T)D Tr[v %—m\p@)’y k+g—m\1;(0):| ’ (3.93)

Los pasos intermedios seran omitidos ya que son los mismos a los mostrados en la seccién 1.3.5, pondremos
el resultado final, esto es

~(2-#)

. 1 2
— D Q

O () —  (q2q™ — i’ —’O‘/ de8z(1—2)T(2-2) (22

! (9) (q g 74 ) T Jo 8z (1 —7) 2 472

= (¢ —¢"¢") i1 (&) ,
(3.94)

donde

9 (¢?) = f% /01 dz 8z (1—a)T (2 - l;) <%<°)>(2€) (3.95)

4 p?

Q4o =My — ¢zl —1x) . (3.96)

Note ahora que la diferencia entre IO+ y TIMHY o5 1a masa del espinor, y dado que su estructura
mantiene las mismas simetrias y la regla de Feynman para la parte excitada es la misma que en el caso
estdandar tenemos que II™#” debe ser de la forma

I (g) = (¢>9" — ¢"¢") T (4?) (3.97)

siendo ahora
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~(2-8)

D\ (Qym 2
nm (¢2) = _7/ dz8z(1—z)T (2— 2) (4““ ’) , (3.98)
il

donde

Q?p(m) = m%p(m) - (123j (1-=x). (3.99)

Usando la ecuacion (3.96) esto se puede escribir

9\21/@) = m?mm) ¢’ (1 - T/)
= m% ) + Q\I’(Q) s (3100)

con lo cual la ecuacién (3.91) se escribe

i (q) = (9" — ¢"¢") i1 (¢°) (3.101)

con

M (g%) =1 (¢?) +2% > 1™ (¢%) . (3.102)

Trabajemos ahora la suma que actda sobre I en principio tenemos

S oI (g2) :77/ dz 8z (1 — ) )(ZW;”)>(2E)F(2§) : (3.103)

(m) (m

reescribiendo Q\Ij(m)

W = M + %o
= R7’m’+ %:zgim
= R7? (m2 + Q;,w;))
= R (m*+C3) , (3.104)
en este caso
C2 = ggp_(f; _ U *I;Jif(l - ) ’ (3.105)

con lo cual
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_(2_2

1
m «
;H“) (¢®) = _E/o dz 8z (1 —x)z

(m)

Q?I/(m)
4y
D

) _2:<£;;>(22)/01dxx(1_m)(zm:)(m2+cé)(25)1“(2—12)>

_ @;)M /Oldm_m);(y) B (2= D)r(2-2)
(3.106)

Para el tratamiento de las divergencias nuevamente definiremos una funcién de la siguiente manera,
sea

Fo (¢°)

Jin (E2) 7 [Narea 3 (1)E (- D) (e 2)

1
— [ e (1) g + Bylog (CB) + 254 + 83 Clog (C3)] + dn
0

(3.107)
para remover los efectos no desacoplantes ajustamos dq de tal forma que
1 Fo (¢?) +da] =0, 3.108
L [Fo (¢°) + dq] (3.108)
de donde dq es,
1
0o = —/ dz z (1 —z) [of + BYlog (CF)] (3.109)
0
con lo cual Fy (qQ) nos queda
1
Fo (¢%) = / dzz (1 —z) [15C§ + 05 C3log (CF)] - (3.110)
0

Con esto, la forma completa de II (q2) es
ne) = 10 )2 (-2) )

200 (1 D\ (2, B,
- _ﬁ/ dxm(l—x){l" (2—2>( “P“) +2% [153CE + 65C3log (C3)] ¢ -
0

T 4y
(3.111)
El campo desnudo, el campo renormalizado y el contratérmino se definen por
AEBQ)H = \/ZAAOH Sa=24—1. (3.112)
La condicién de renormalizacién en este caso es
[T (¢%) = 6a][ o =0, (3.113)
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esto es

oa = H(q2)fq2:0

2 L D m? 0 (2-% n A A A
= _?oz/ dez(1—1x) {F (2— 2) (4:};;) +22 [fySC’é—I—(SgC’élog (CSQZ>
0

—

(3.114)

donde se ha definido

vy (3.115)

Comprobacién

De igual forma que en el calculo de la seccién anterior verificaremos que la suma del diagrama calculado
mds el contratérmino estd libre de SD, NSD y efectos no desacoplantes. De la ecuacién (3.111) tenemos
que

200 (! 2 Q3 n
H(q2) - = dxx(l—ac){ < —ln< ;’;0)> —’y+ln(47r)+0(6)> +22 [7§C%+5§C§2210g (Cé)} } ,
0

™ €

(3.116)

y la ecuacién (3.117) tenemos que

2a ! 2 02 W . .
5o = _f/ dsm:(l—x){ (6 —1n< 5;>> _fy—|—ln(47r)+(9(e)> 423 [y?Oé—i—éSC’élog (cg)] }
0

(3.117)
de esta forma, obtenemos
II (qg) —0a = —Qa/l dez(l—z)<¢In % +2% [7” (02 — C’Q) + 0y (Czlog (02) — Clog (C'Q)ﬂ .
T Jy c2 2 {La Q 2 | Lo Q Q Q
(3.118)

Efectivamente esta tltima expresion es libre de SD, NSD y efectos no desacoplantes tal como se esperaba.

3.4. Calculo de la funcién vértice

A orden de un lazo y con dimensiones extra la contribucién a la funcién vértice esta dada por los
siguientes diagramas:
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a orden de un lazo tenemos que I'* = ~* 4 6I'*, donde de acuerdo con los diagramas anteriores la
coreccién a la corriente para este caso es de la forma

o = o7 37 (ST 4 or") . (3.119)
(m)

Comenzaremos por la contribucién estdndar 6T (Q# de la aplicacién de las reglas de Feynman tenemos

aPr w @) (%/+m\p®)7" (F+mywo)y"u(p)
2m)” [ = p)? = m2] (k2 = m2) (W2 = m3)

() ST @8y () = —ie? (112 R
(p)or (p) (1?) /(
(3.120)

Por analogia al célculo de la seccién 1.3.6, el resultado es

=2 -(2-%)
i (p') ST Q1 (p) / dxdydzé(x+y+z—1)<uq’(02)>
A

Xﬂ(p’){v“{ (1—§>2r<2_127>+{ [(1—x)(1—y)— (2—?)9:4 ¢

+ {(1 — 4z 4 22) — (2 - D) 1- z)ﬂ mém)}r(j;g)} b 2m2 gz (1 2) L a (f’ ~3) }u(p) ,

=2
2 = (0) 2Mmy o) =y (0)

(3.121)
donde

E?I,(g) = —¢’zy + m?p(g) (1- z)2 + mgz . (3.122)

Al igual que en el cédlculo de la autoenergia del electréon en lo que sigue no serd necesario conservar la
masa fictica del electrén, por lo que la ecuacién anterior queda

= 2
By = —¢ry +mye (1-2)" . (3.123)

La forma de la ecuacién (3.119) induce la siguiente expresién para los factores de forma

SF, (¢?) = 6FY (g Z (6F(m )+ 0F2 (g )) i=1,2. (3.124)

como ya sabemos, para el caso estandar tenemos

(0) a ! E3o o9
SF)~ (q2):%/0 dxdydzé(z+y+zl)< ‘1’2)

{8 - 2o (- )

+ [(1 —dz42%) — (2 - l;) (1- z)z] mﬁ,@}ir (22_ 3) }

=y

(3.125)

74



CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE QED A UN LAZO CON DIMENSIONES
) ~ EXTRA
3.4. CALCULO DE LA FUNCION VERTICE

0) ( 2 a [t :?11(0) --%) 2 r (3 - 2)
Continuaremos con el cédlculo para los modos excitados, comenzando por la contribuciéon vectorial
tenemos

~ . ap [ dPk a(p') NG u(p
u(pl) 5F§/m)“u (p) = —ie? (NQ) ’ / 9 D 2 2 ( )2 - 2( ) 2 2 ’
(27) [(k -p) - m(m)} (k2 —m ) (K2 = m3, )
(3.127)
con el numerador del integrando dado por
Ny = (VJ%C)PR + 5acPL) (k/ + m‘ym)) Y F A+ mge)y° (Vp%)TPR + 5chL) - (3.128)

Trabajaremos ahora el algebra del numerdor para simplificarlo, note que

Ni = (V}%C)PL + 5acPR> [’Yp%/“Y’L%VP + My ’Yp%/“Y#Vp + Mg Y7 kY + mﬁ,(ﬂ) 'Yﬂ'VN'Vp}

(Vs Pr + 0 Pr )

= — (VI PL + b0cPr) 2{ [BVH = 2 (K7 4+ 1) + 7"
OS2 K= g (K 7K) +mba®] (VS P+ 0P )

= 2 [(VIIVER Py + ucbonPr ) Iy — (Vi 0 P+ VI 60cPr ) 2mgny (K7 + K¥)
b (VERVER P+ busbaPr) ] — CSEL (VIR Py + SucbaPre) Ktk

- (V}E*%LC) JchL + V}E‘%))T(;G.CPR) Moy (m) (kl'}/'u + ’Y”%) + (V}SZLC) Véz,)TPL + 6ac6chR) m?y(m) 'Y'u:| }

2{ {%7“% —2myo (K" + &) + m@(mﬂ }
4—-D
_¢-D [%'v“% — My (%'7“ + v“k) + M ) v“} } : (3.129)
este resultado se vera modificado por los cambios de variable inducidos por la parametrizacion de Feyn-

mnan, veamos cémo ocurre esto. El denominador de la ecuacién (3.127) se puede expresar de la siguiente
manera

2

1 dedydzdé(z+y+2-—1)

1
2 - 2/ 37
2 2 2
(k—p)”" - m(m)} (K2 = MG ) (K2 = mim) 0 { {(k -p)’ - m%m)] 24 (B2 = m ) @ 4 (K2 = M) y}
(3.130)
para trabajar el denominador D tenga en cuenta que k' = k+¢q, ¢ = p’ — p y que tomaremos | = qy — pz,

D

(K = mGom) @+ (K = miw )y + [(k —p)* - m%m)} z

(k+ 1)2 _ [zz — Py —pPz+ m?pw (x+y)+ mfm)z}
= (h+1)*—Z2, (3.131)
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« ey :12 .
note que de la definicién de =3, se cumple que

Evew = P —=y—p24+mym (@+y)+mi,2

= PP+ Cyz+min s - Cy—pr+mye (@ +y) +mi,

)Z
= —¢Pry+my 2’ — My 2+ (m?p(g) + m%m)) (1= 2) +mfy)z
= —Pay+mye (1-2)°"+ Mlom)

mi + 5 - (3.132)

Con esto, el denominador dado por la ecuacién (3.130) se reescribe

2/1 dedydzd(z+y+2—1) _2/1dxdydz§(x+y+z—1)
3= - 3
0 { [(lﬂ—p)2 —m?ﬂ)} z+ (k‘2 —mﬁl(m))x—i- (k2 —m?p(ﬂ))y} 0 [k‘2 —=2 ]

S (m)
B (3.133)
donde k =k + 1.
Ahora, aplicamos los mismos cambios de variable para reescribir el numerador (3.129), el procedi-
miento es andlogo al realizado en la seccién 1.3.6. Tomando sélo las partes que contribuyen a la integral
el resultado es

() Neup) = () {v{ (5-1)(5-1)F+|a-00-n- 952

+ [(1 —2z—2%) — @ (1- 2)2} M@ + (l; - 1) m%m)}

+myoz (2 — 1) (™ +p*) }u () »

(3.134)
con esto la ecuacion (3.127) toma la forma
a (p) a0 u (p) =
4ie” (p*) 2 dedydzdé(z+y+2—-1) 5 3
0 (2m) [];2 _ =2 }
=y (m)
) D 2 - (4 - D)
Wl (Z-1) (2 - 1) B2+ |1-2) (1 -y) — —Lay]| ¢?
Xu(p){v{<2 ) (F-1) e+ [a-0a-n- 5520
4—-D D
2 2 —
tmywz (2 = 1) (0" +p") }u (P)
(3.135)

en este momento es posible hacer la integracién sobre la variable k, utilizando las integrales del apéndice
A4 y la identidad de Gordon para poder identificar los factores de forma obtenemos
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1 —(2-%)

=2
ﬂ(p’)cSFg/m)“u(p) = % ; dedydzd(z+y+2—1) <Zi(:2)>

xu@’){ {(1—) (2-3)+{|a-aa-v-(2-F) |
s 2)o- ot (B i)

iohq, T 3 2
2m?2 1— Y 2 )
+2my 0 2 ( )qu,@ } (p)

\p(M)
(3.136)
Note que si m(,,) = 0 se recupera la parte estandar ST @k, Con este resultado tenemos que
SFI (¢2) = 2 /ld dydz6(z+y+z—-1) Sy
1 = — X z z —
v \4 o1 0 Yy y 477;1
D\’ D D
{08+ a0 2ol
D D ra-2
+ {(1 —4z+2%) - (2 - 2) (1- 2)2} My + (2 1) m?m)}(ﬂz’)} ,
= (m)
(3.137)
y
1 =2 -(2-%) r(3- Q)
SFm) 2:g/ddd6 oy ( Dee 2m2 oz (1 —2) —— 22 (3.138
2V (q ) o J, rdydzé(z+y+2 ) A2 mq;(g)z( z) E?p(m) ( )
Calcularemos ahora la contribucién escalar, aplicando las reglas de Feynman tenemos que
B m _ 4-D dPk a(p’) NEu(p
u (p/) 51—“(5‘7)“11, (p) = 262 (#2) / 2 D 2 2 ( )2 > 2( ) 12 2 ’
(27) [(k -p) - m(m)} (k2 — qu(m)) (k"2 — m\m@)
(3.139)

donde el numerador del integrando es ahora

= RERE [(H“V( ))ac Pp — chPL} (k/ + m\l}(m)) Y (E A+ M) [(H“ V(m)) G- H,;(:TPR] ;

(3.140)
trabajando este numerador obtenemos
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Ng = R,(%)R,(;mg) {(Hﬁvp(ﬂm))ac Pgr — chPL} (%/7“%‘ + Mg () F Y™ A g YR+ m?p(m)’yu)

, - ,
x {(Hﬂ V}@) Pr - HngPR}

= RRe [(0ve) o) (0 p gt o
m m) [ i m _ - T , m 1 ., -
+ R;(;)R,(ﬁ) (1‘[/ VPQJ) Pp — 1" Pp, (nu V}J> b Py — 177 Py (mwﬂ) VI %)

+ R

m m) [ iy r(m i il i’ v -(m f i’ |
& Rif _(H“Vé*))ac Pr — 1. Pr | (H“ V}*)>Cb P = T0, Py | 7"

= FyE+miw” (3.141)

con lo cual, la ecuacién (3.139) queda

aPk u(p') (%'W% + mé(mﬁ“) u (p)

QW)D [(k —p)2 N m%m)] (k2 - m?p(m)) (klz - m%p@))

B ) AT u ) = ie? (2) [ : (3.142)

Note que el denominador de esta 1ltima expresiéon es el mismo que el de la contribucién vectorial discutida
arriba, por lo cual usaremos la expresién (3.133) para este cdlculo junto con los cambios de variable que
implica. Con esto, el numerador de la ecuacién (3.142) se convierte en

(k+ @) "k + My ™
(% - l) o (1% - l) + " (75 - l) + My

Fytk+ Iy — gy T+ m "

(?) B 1) o+ (dy = p2) 1 (dy — p2) — 40" (dy = p2) + miom "

F Ay g+ m "

(]23 - 1) Bty (=1 g + 2 (1= y) dn"p — yapy"d + 2"+ miew?”
(3.143)

luego

u(p) { (; - 1) K2y (y = 1) gy g+ 2 (1= y) g — gz’ + 2p"p + méww“}u (p)
= a(p) { <12) - 1) Pyt 4y (y—1) 20" — ] + 2 (1 —y) [Py"p — 2p"p + p°y"]

—yz [2" 4 + ¢4 + 2P — PPy — Pt p) + 27 207 — PP+ mE e }u (p)
= a(p) {7“ Ké - 1) k2 + 2y + (22 = 2%) my + mfy(m] +2z(z = 1) myo (" +p")

—z(z— 1)m\p<o>Q“}u(p) ,

(3.144)
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usando esto junto con los cambios correspondientes antes mencionados la ecuacién (3.142) toma la forma

4

. 4-D 1 dPk 1
a (p') Ty (p) = 2ie? (1?) 2 / dedydzd(z+y+2—1) / 5— .
0 (2m) [k‘Q _ =2 }

T (m)

9 .
xa(p') {7" [(D — 1) K + 2yq® + (22 — 2%) mi,o + mﬁ,w} + 2 (z — 1) mgwo (" +p*)

—z(z— 1)m‘1,(o>q”}u(p) ;

(3.145)

Ahora procedemos a hacer la integeracién en la variable k y utilizar la identidad de Gordon, el resultado
es

1 —2 _(2_%)
@ (p) ST §" u (p) = - /0 dedydzolesytz=1) (4?#2))

() {’Y“ [(127 a 1) d (2 B 2) + ("WQQ +(1+2%) mie + m%m)) IW]

=y (m)
iU#VQV r (3 — Q)
+2m2 2 (1 — 2z = A

w2 ( ) 2my (o) :?wm) v

(3.146)
asi,
(m) [ 2 o 1 E?I/( ) _(2—%)
Jahs = — -1 =
OF)g (q) 47T/dedyd26(x—|—y+z )(47TM2)
D D 2 2 2 2 F(?)— %)
(3.147)
y

) a ! =2 (m) 7(27%) r (3 - 2)
CSFQ(Sm (¢%) :4—/ dedydzd(z+y+2z—1) (4@2) 2m?1,(g)z(1—z):272. (3.148)
™ Jo T SP(m)

Note que la ecuacién (3.124) incluye una sumatoria para la contribucién de los modos excitados, esto
se puede expresar de la siguente forma

SR () =Y (0FF (®) +0FE (¢) =12 (3.149)
(m) (m)

Tomando en cuanta el tratamiento empleado para las sumatorias sobre m y la expresion anterior para
los factores de forma 5Fi(M) escribimos
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CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE QED A UN LAZO CON DIMENSIONES
) ~ EXTRA
3.4. CALCULO DE LA FUNCION VERTICE

SR (@) =30 (R () + 0FE (¢)

(m) (m)

o [ =2 -(2-%)
S (m

(m) 0 Amp

E22)e D)oo (52) )
N N [ B R E =)

a [ R2 ~(-%) p " /n

(o (= )1 (= 5) (222« on (- 8) - 3)

2
(oD 2) (05
;(ﬁ;)(2€)/01dxdydzé(x+y+z—1 l” ( )
- 2)0 - 2) (27 ot (- e
{lon0-n-(52) e [(5) - (- F) -] ez (P}
;(ﬁ;;)(25)/01dmdydzé(x+y+z—1 lz:( >

fo2 (2 D) (- 2) (257) + e (5 2) (- 2)

Ez
{11-2)(1-y) - (2~ D)aylq mw}

(3.150)

donde se ha definido CZ = % Para el segundo factor de forma note que 5F2(g”) 16F2((;L),
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CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE QED A UN LAZO CON DIMENSIONES
) ~ EXTRA
3.4. CALCULO DE LA FUNCION VERTICE

SOE™ (¢2) = Y (685 (¢) + 6FE ()

(m) (m)
1 ey p
a Eym r3-2)
— = drdydz s 1) e 3Im2 1)\ 2/
% o /0 rdydzd(z+y+2 ) ( A2 My ( z) E?p(u)

a [ R72 -(2-%) 1 ! D 0 —(3-%) 4 2
- Z%(W) F/o dxdydzé(a@+y+z—l)r(3—2) (m+ C2) 3mywmz (1 —2)

o (R2\"0%) 1 n noo . D b
= o <47w2) =g dedydzé(z+y+z-1)) (l) E| = (3 2) r (3 2) 3m2 2 (1-2) .
=1

(3.151)

Como en los casos anteriores vamos a definir dos funciones a través de un limite para el tratamiento
de las divergencias. Sean estas

R72 _(2_%> 1 n
Az () = !%fgl4(4ﬂﬂ2) /0 dxdydz5(z+y+z—l)z< )

=1

2 (- 2)r(o-3) (5 r e (- 2)r (o 3)

<{1(1-2) (1—y)—(2—D)wy]q2—zmi<o>}}

1

I
S—

3
dedydzd(z+y+2z—1) {2 [af + Bylog (C2) + 75 CZ + 65 C2log (CZ)] + dr

1
+ oz [0F + B3log (C2) + 15 C2 + 63 C2log (C2)]
{11 =2) (1 =) +20y] ¢* - zmi,@}}
(3.152)
y
2 . r2\ %) !
F= (%) = 1:111314(47r,u2> = drdydzd(z+y+2—1)
"L /n\ ez D D
1 1
= F/ dedydzd(z+y+2—1)3mwz(1—2)
0
x  [af + BYlog (C%) + YRCE 4 65 C2log (C%)] ,
(3.153)

note que Fo= (q2) es libre de efectos no desacoplantes, lo tinico que debemos ajustar es dr en el primer
factor de forma tal que

lim  [Fi= (¢*) +6r] =0, (3.154)

R-15c0
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) ~ EXTRA
3.4. CALCULO DE LA FUNCION VERTICE

de donde dr es,
! 3
op = —/ dedydzd(z+y+2-1) 5 (% + Bylog (C2)] , (3.155)
0

de esta forma el factor de forma Fi= (¢?) queda

1
/ dedydzé(z+y+2—1) {g [v5CZ + 65 CZlog (C2)]
0

1 n n n n
+ = [043’ + B3 log (C%) + 3 C% + 03 C%log (C%)]
2 2
X{ [(1—2)(1—y)+22y]q —qu;<0)}} )
(3.156)
con lo cual definimos ahora
@
6F (¢*) = SR () + 5 Fi= (¢) (3.157)
@
0 (%) = Y () + 5 Fa= (¢°) | (3.158)
esto es
o ! =2 N\ (%)
_ _ —y@
oF, (q ) = 271_/0 dedydzo(z+y+2 1){ <47T,u2>
D\’ D D )
X { <1—2> I‘<2—2>+{ [(1—x)(1—y)— (2—2>xy}q
ra-2
2 =T
3 1
+5 [15C2 + 85 CZlog (C2)] + 73 (08 + Bylog (C2) + 44 C2 + 65 C2log (C2)]
{1(1=2) (1= ) + 229 ¢ - Zmi«»}} 7
(3.159)
y
1 =2 -(2-%) F(3— Q)
5F2:3/ddd5 — 1] (e 9m2 2 (1— 2) —= 27
2(q ) o/, rdydzdé(z+y+2z-1) 2 My 2 (1 - 2) E?y(m
1 n n n n
+ Fiﬁm?y@z (1—2z) [af + B3log (C2) + v3C2 + 65 C2log (C’%)] } .
(3.160)
La carga renormalizada e y el contratérmino J. se definen por
(3.161)

ez = eBZ\I/(Q) V ZA7 6@ =Z.—1 ’

la condicion de renormalizacién para este caso es
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CAPITULO 3. RENORMALIZACION DE QED A UN LAZO CON DIMENSIONES
EXTRA

3.4. CALCULO DE LA FUNCION VERTICE

[146F (¢°) +0e]| oy =1, (3.162)

q%=

de donde

5. = —6F(0)

a ! 22w ~e-#)
. ~1 1
27r/0 dedydzd(z+y+=2 ){<47T,u2>
D
2

x { (1§>2F<2§) +{ {(14z+22) - <2§) (12)2} mfw)}r(é’?;o) )}

5 ez apction (C2)] - Lhpemii [af + B5log (C2) +45CE + 67CRlog (C2)] } ,

R-2
(3.163)
siendo
2, —_ 2
:?1/(9) = :?1/(9) |q2:0 = m?p(ﬂ) (1—-2)", (3.164)
y A
A2 2 0
C2 = 03|qQ:O =5 (3.165)
Comprobacién

Nuevamente verificaremos que la renormalizacion se cumple satisfactoriamente, para el caso de la
funcién vértice la renormalizacién se da a través del factor de forma 0F; (q2). De la ecuacién (3.159)

tenemos que

-1 2 520
0F (¢°) = %/0 dxdydzé(x+y+zl){ (eln </‘i’;)> ’y+1n(47r)+(’)(e)>

1
+ {(1—x)(1—y)q2+ (1—4z+z2)m?y@}:2—
ST
1
+3 10 + 552108 (03] + —L o + 3o (C2) + 242 + 542l (C2)]

X{[(1—x)(l—y)—|—2xy]q2—zm\2p<o)}}7

(3.166)

y de la ecuacién (3.163) obtenemos la expresién para el contratérmino J

€

1 2 é20
5, = —%/ dxdydz6(x+y+z—1){<—ln< ’Z’;’) —y+1In(4m) + O (e)
0

m2 (0) 3 A 2 A
+ (1—4z+2%) A;’ —+5 [730% + 65 C2log (C’%)}
=

- %Zm?y(g) {ag + Bylog ( Aé) +48CE + 65 C2log (CA'%)} } ,

(3.167)
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) EXTRA
3.5. RENORMALIZACION DE LA CARGA

con esto calculamos lo siguiente

2

1 =2
5F1(q2)+5e:g/ drdydzd(z+y+z—1)3n | 22 +(1—x)(1—y)$
21 Jo ) Sy©

+ (1 — 4z + 22) m?l,(g) <:21 — ;.1> + 3 [7;‘ (C’é — C’é) + 6% (C%log (C’é) — C‘élog ( Aé))}

W) 53,(@ 2
1
+ 55 [ + Bylog (C2) + 75 C2 + 85 C2log (C2)] { [(1 — @) (1 —y) + 2ay]¢* — zm }

+ %Zmi@) [Oég + fzlog (Cé) + 2 C2 + 53 C2log ( Aé)} } ,

(3.168)

nuevamente obtenemos una expresion libre de SD, NSD y efectos no desacoplantes.

3.5. Renormalizacion de la carga

A orden « el corrimiento en la carga estd dado por §Z4 = II(0), pero como vimos en el primer
capitulo esta cantidad no es observable, lo que es observable es la diferencia II (q2) — d4. Recordemos
que lo que se obtiene es una expresion para la carga renormalizada en funcién del momento transferido,
dicha expresién es

2
€B

1—[I(g?*) —da]”’

% =

donde II (q2) — 64 esta dado por la ecuacién (3.118), es decir
20 1 Mo
II (¢? —5,4:——/ dexz(l—=x ln( e )
(4°) T Jo ( ) m2,e — ¢ (1 — )

n Q?I/(Q) B Q?II(Q) + 5 Q?I/(Q) lo Q?I/(Q) _ Q?I/(Q) lo Q?II(Q)
T2 R—2 2\ R ) R—2 R—2 ) R—2 ’

Q?y@ = mﬁ;(m - q2x (1—ux), Q%y(g) = m%p(g) . (3-169)

+ 2%

con

Note que en el limite R~! — oo recuperamos la expresién para la carga estdndar renormalizada.

3.6. Limite electrostatico

Recordemos que el efecto de la renormalizacion al potencial eléctrico se discutié en la seccién 1.5, se
definié una funcién 11 (q2). En este caso definiremos la misma funcién pero tomando en cuenta ahora el
resultado que contiene el célculo con las dimensiones extra, es decir, la ecuacién (3.102). Asi definimos

i (¢?) =TI (g?) —T1(0) = {H(Q) (¢%) - ) (0)} 123 Z [H(m) (¢%) — It (0)} , (3.170)
(m)

note que la parte estandar I (¢%) — 19 (0) ya fue calculada. Utilizando la ecuacién (3.103) la contri-
bucién de las dimensiones extra es
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3.6. LIMITE ELECTROSTATICO

2% 3 [H@) (¢?) — I (0)} =
(m)

n2
a/ dz x ( 1—3:

%)) D\ (3., Y D
(47W2> F(2_2>_<47w2> F<2—2) ;

ahora utilizando la férmula (A.8) tenemos

m)

1 QQ *(2*

n 2a P (m)
,227 d:c:v(lfx)z (47"#2)

D A —(2—7
z’r(gD)@am))
2
0 = 2 A

5 20 1dm(1_x) )[(2_111(9%(2’”))—7+ln(47r)+(’)(€)>

I

|
N\
|

€

(i—ln(%) v+ 1In(4m) + O (e ))

7L2 m
a/da:a: (1—x) Zln( ‘1’()>
q;(m)

(m)

n204 mi}(m)
/da:a: (1—=x) Zln( “er(-w))

(m) M

(3.172)

Luego, como en el caso esténdar se hace el cambio ¢?> = —q? y se hace la una expansién en serie a primer

orden en el limite g <« mq/(m)

.20 [ M
—25?05 dxx(l—a:)Zln( 3 v )

0 Ny T q’z (1 —x)

20 ! 2
2822 [ dp a2 (1—2)? 9
T Jo

Q

o e
oqg? 1
) N
LrR= 05 (m2 + 05)

2 n ~
n Qq n a2
=1
2

- ﬁ% {ag + Bllog (C@)} 7 (3.173)

= 2%

note que en este caso la contribucién al propagador del fotén es

- 2 2
iguwe® n  aq . .
D (=) = =5 28 g5 {0‘3 + B3log (O??ﬂ : (3.174)

Por tltimo usamos la aproximacién de Born para obtener el potencial V' (q2), obtenemos
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) ) EXTRA
3.7. MOMENTO MAGNETICO ANOMALO DEL ELECTRON

3
V() = Z/ dg e 9D (—qQ)

(27)°
n e m2 d3q
- _93 n n] ¥ (0) / ir-q
o 4da? m2
= 2t g+ agtos () [0 (3.175)

y con el resultado de la parte estandar (1.163) el resultado total es

o 402

vir=-{2+

r  15m2

. da? m?
8% (r) +25ﬁﬂ‘_2 {ag +ﬂ;:10g< R‘T?)] 53 (r) } (3.176)

Este resultado muestra que la contribuciéon de las dimensiones extra refuerza el efecto del apantalla-
miento de la carga ya que los coeficientes af mostrados en la tabla 3.2 son positivos y el producto
B3 log (m?ll@/R_Q) también lo es. Note que al tomar el limite R~! — oo obtenemos el resultado estandar
para V (r).

3.7. Momento magnético anémalo del electron

Recordemos que en la seccién 1.6 se discutio el corrimiento en el factor g de Landé dado por el segundo
factor de forma §Fy (q2) proveniente del cdluculo de la funcién vértice, en ese caso obtuvimos que

@
o

-2
Qe = g—= = 0F) <q2)‘q2:0 =

5 (3.177)

Ahora tomaremos en cuenta la contribucién dada por las dimensiones extra, recordemos que el calculo
de la seccion 3.4 nos dice que el factor de forma se modifica de la siguiente manera

0F; (¢%) = 6F” (%) + Y 6F™ (¢%) (3.178)
()

y como ya vimos, de acuerdo con la ecuacién (3.160) tenemos

1 =2 _(2_%) D
o 20 2 r (3 - ?)
dedydzd(x+y+2z—1 (‘I' > 2mg oz (1 — 2) —=
o 0 ( ){ 47T‘LL2 w(9) ( ) :3}(9

OF; (4°)

1
+ F?)m?y(g)z (1 —2) [af + B3log (CZ) + 75 C2 + 65 Clog (C2)] } ,

asi, al evaluar en ¢? = 0 y resolver la integral paramétrica el resultado es

m?2 m?2 m2 m?2
ac = ;{1%002‘” - {150043’ — 17585 + 30log ( RW?) (565? + 263 Rq“(?) +4pEF (1595 + 1155})}

(3.179)
En este resultado, el primer término dentro de los corchetes proviene de la contribucién estandar mientras
que el segundo término proviene de la contribucién de las dimensiones extra. Note que en el limite

R™! = o la contribucién de las dimensiones extra se desvanece.
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EXTRA
3.8. LA FUNCION 3

3.8. La funcién g

Para el estudio del efecto de las dimensiones extra en la funcién beta consideramos en limite de
masa cero, en este caso las masas estandar de la teoria como las masas de excitadas se consideran de
menor orden que la escala de renormalizacién. Recordemos que para este calculo se deben evaluar las
condiciones de renormalizacién en la escala p?> = —M?2, en este escenario las funciones de Epstein no
aparecen asi que tanto las divergencias estandar como las de las excitaciones de KK deben ser removidas
por el contratérmino adecuado que renormalice la accién estandar. Veamos cudl es la estructura del
contratérmino. A partir de la ecuacién (3.102) y de la definicién del contratérmino tenemos que

54 =11(0) =119 (0) + 22 Y "1™ (0) (3.180)
(m)
la parte estandar 1@ (0) ya fue calculada previamente. Por otro lado, la contribucién al conratérmino
proviene de la evaluacién de la ecuacién (3.103) en ¢? = 0

D
. . 1 02 —(2-%)
23 me) (0) = 7252?0‘ drz(1—x) Z < 47“17“;"2") r <2 - ?) , (3.181)

(m) 0 (m)

con 02 .., definido por la ecuacién (3.169). Lo que sigue es evaluar en la escala —M?, con lo cual tenemos

T (m)

n 2 2a 7(272) D
2 (m) (M?) = —2% = - —M? 2 -2 .
2y 0 (M?) = —23 /dml z)» (—M?) r(2-5 (3.182)
(m) (m)

Recordemos que la funcién beta se define por

e 0z
—mE 1
p=META, (3.183)
calculando la derivada
004 . n 20 ! D D 2 _(3_%)
= 7227/0 da:x(lx)F(22>2M<22)(M) ;
n 2a 1 D 7(372)
= 922 _ _ _ A2 2 .
27’1’6F<3 2>2M(M) >, (3.184)
(m)
utilizando el resultado (3.25) y tomando el limite D — 4 obtenemos
004 n 2€? 1-2"
=93 - 1
oM ~ %" 4x23M ( 2n ) ’ (3.185)

asi la contribucidn a la funcién beta es

1272 2n

Tomando en cuenta el resultado estandar y la contribucién por las dimensiones extra la funcién 3 es

3 n 1—9n
c 22( ) . (3.186)

e’ n (1 —=2"
= 1422 1
B (e) 12W2{ + ( o )} , (3.187)
y la constante de acoplamiento queda

2
2 e

- 1428 (5]l ()

Note que al hacer el nimero de dimensiones extra igual a cero, n = 0, se recupera el resultado estandar
en las ultimas dos ecuaciones.

o
\

(3.188)
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Capitulo 4

Conclusiones

En este proyecto se abordé la renormalizacion a orden de un lazo de la electrodindmica cuantica
con dimensiones extra compactadas. A partir de una teoria efectiva en el contexto de las dimensiones
extra se demostrd que la electrodindmica es renormalizable en un sentido moderno, lo cual involucra un
tratamiento sistematico tanto a las divergencias de la teoria ordinaria para la electrodindmica cudntica,
como de las divergencias inducidas por las masas de las particulas de Kaluza-Klein en la escala de
energfa R~!. Una vez logrado esto se aplicaron las condiciones de renormalizacion correspondientes y se
obtuvieron las siguientes expresiones para los contratérminos necesarios en el proceso de renormalizacién:

e Para fijar la masa:

1 A2
2 A
Smyw = Myodyo — Za My / { (4 - 2a) ( —1In (%“”) — ~+1In(47) + O(e))
T o € ]

+ [4—(2+n)a] [ygég +62C2log ( g)] } .

e Para fijar el residuo del propagador del electrén:

a [ 2 A?p@)
6\11(9) = E A — 2z g — ln 7 -7 + ln (471') =+ O (6)

— @2+n)z [VSC"Z + 85 CAlog (CZ>]

—_—
——

1 ~ ~ N N
2 [4—2(2+n) Qmé@x (1-1x) [a? + B3log (Ci) +y8C3 + 65 C3log (Ci)

e Para fijar el residuo del propagador del fotén:

2a (! 2 2% o s i .
54 = —?O[/ daca:(l—sc){ (e —ln< /‘i’;)> _»y+1n(4ﬂ')—|—(9(e)> + 2z [ngé—FcSSCélog (C’é)} }
0

e Para fijar la carga:
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1 =2
be = —23 da:dydzé(x+y+z—1){ (2—111 (H;’;)) —7+1n(47r)+(9(e)>

™ Jo €

2 m2(0> 3 A9 2 A2
b4 2) 20 4 2 [0 4 5y CRlog (02)]
Sy

— %zm?y@ [ozg + p3log ( A%) + %’JC’% + 5:?021(% (C@)} } :

La siguiente parte consistié en estudiar las implicaciones de la renormalizacién en los siguientes fenéme-
nos electromagnéticos:

e Renormalizacion de la carga:

2
B

1—[I(g?) —da]”

% =

donde II (¢%) — 64 estd dado por

T (q?) — 64 = — -2 1—2){1 T©
(¢%) —da - /0 dz x ( m){n<mé(o)—q2m(1—x)

2 2 2 2 2 2 2
o (¢ (1—2) n [ Mg My (0 My — ¢ (1 —x) My — ¢ (l—x)
+ 22 {72 (R2 ) + 45 ( = log = e log = .

e Apantallamiento de la carga eléctrica:

Este fenémeno se puede observar a través del potencial eléctrico V' (1) en el limite no relativista

a 4?4 2 4ao? n | an My 3

este resultado muestra que la contribucién de las dimensiones extra refuerza el efecto del apanta-
llamiento de la carga.

e Momento magnético anémalo:

El corrimiento al factor g estd dado por

m2 m2 m2 m2
ae = ;{1—#600‘1}%0_)2 [150a§ — 17585 + 30log ( ;j?) <5ﬁ;} + 208 R“P_(;’) +4ptg (1595 + 115;)] }

e Funcién 3:

3 _9n
6(e):%ﬁ2 {1+23 (12n? ﬂ ,

y bajo el marco del grupo de renormalizacién la constante de acoplamiento queda

) e?

e = .
1— g0 [1+ 28 (152)]10g (1)

Nétese que en estas expresiones al tomar el limite R™! — 0o 0 n = 0 seglin corresponda, la teoria se
desacopla.
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Apéndice A

Parametrizacion de Feynman e
identidades en D dimensiones

A.1. Parametrizacién de Feynman

La parametrizacién de Feynman nos permite mezclar productos de denominadores de los propagadores
a través de una integral y un pardametro para cada uno de ellos a través de la siguiente identidad:

v /1 dzq dzg ... day, 6 (Bx; — 1) (n — 1) o (A.1)
Ay A, ), (A1 Aszs ... Apy)
A.2. Contracciones en D dimnsiones
{(" =29 (A.2a)
Guwg"’ =8 =D (A.2b)
YW =D (A.2¢)
Yy == (D —2)9" (A.2d)
VA vy = 49" — (4= D)¥"vp (A.2e)
YA YV v = 29799 + (4 — D)7 (A.2f)
A.3. Tazas
Las siguientes propiedades son independientes de la dimensionalidad.
Tr[y# "] =4 " (A.3a)
Tr [ndm. impar dey*] =0 (A.3Db)
Tr [y'y"y"°] = 4 (9" 9”7 — g""9"" + " g"") (A.3¢)
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APENDICE A. PARAMETRIZACION DE FEYNMAN E IDENTIDADES EN D
DIMENSIONES
A.4. INTEGRALES EN D DIMENSIONES

A.4. Integrales en D dimensiones

d7s 1 ()T (-2) 1\ % a

/(27)]3 (=4 " um® T (A) (A.4a)
dPs S2 B (71)71712. 2 F(n— % B 1) l b

/(QTr)D (82 —A)" (47r)% 2 T (n) <A) (A.4b)

A.5. Limite D — 4

Si la integral diverge, el comportamiento cerca de D = 4 puede ser extraido expandiendo:

<i>2_€ —1_ (2 _ 12)) A + ..., (A.5)

y para la funcién T (x) cerca de sus polos

1
I‘(:c):;—’y+1+...+(9(m), (A.6)
cercade x =0, o
I‘(x):(_l)n —7+1+...+l+0(:€+n) (A7)
n! T+n n
cerca de x = —n. Aqui v = 0,5772 es la constante de Euler - Mascheroni. Con esto:
r2-2)/1\*% 1 /2
(7D2) <) = 5 < —lnA—'y+1n(4ﬂ')—|—(9(e)) ) (A.8)
(4m? \A (4m)? \ €

con € =4 — D. A es positivo si es una combinaciéon de masas e invariantes espacialoides, si A contiene
momentos temporaloides, podria ser negativo.
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Apéndice B

Definiciones relacionadas con el
proceso de compactificacion

B.1. Integrales

Los campos definidos en la variedad extendida M*+™ introducidos en el capitulo 2 tienen la propiedad
de poder ser expandidos en un desarrollo de Fourier, los términos definidos y sus propiedades son enlistados

a continuacion.

e Los coeficientes:

1

0

o _ (B.1)

V(@27Ry) ...(27R,)

™ (5.5) = 2 cos(p- ) (B.2)
B (27Ry) ... (27R,)
) (5.7) = 2 en(p7) (B.3)
o (27 Ry) ... (27R,,)

donde el producto escalar p-z = méfl + ...+ mﬁ—f" considera todas las posibles combinaciones de

pp a lo largo de las dimensiones extra.

e Integrales sobre las funciones pares/impares,

27 R, 27 Ry (m)
/ / d"z fpr (p-z) =
0 0

2w R,
0
e Ortonormalidad del conjunto {fJ%M) (p-x), fém) (p-7)},

2R, 27 Ry (m) (k)
/ / d"z fp (p-2) fo (p-z) = 0

0 0

2R, 27 Ry (m) (k)
/ / A"z fg (p-7) fg’ (P-T) = O
0 0

2R, 27 Ry (m) (k)
/ / A"z f5 (P-2) fo (P-F) = O
0 0

siendo (;(M) = 5m1k

ky---

Om k, -
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27 Ry
/ "z f (p-z) =
0

0, (B.4)

(B.5)

(B.6)
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e Integral de combinaciones de finciones pares e impares con diferentes modos de Fourier

27 R, 27 Ry

s~
—

27TR1

c\
[V
3
jay]
§

c\

27TR1

S— S
[\ [\
3 3
P P
C\w Ss—
3
=

B.2. Objetos covariantes

d"z & (p-z) 2 (p- 2

52 13 (5

1
"z fg (p-

_ k _
z) 13 (p-x

_ k _
) [ (5

) 5 (-

2) 15 (b

Los términos que aparecen en la lagrangiana de la teoria de Dirac (2.42) son:

(Dqu(a)) ©
(D W)™
(D (ay) ™

(m)
(DY)

donde

0g© m) gy (m)
DR Wiy —ie AU
()

(mn) (@ _ - A (m) g (Q)
> DEmw e — iAW)

(n)

Z D (mn) \I/(”)

(n)

1(mn) q, (n)
ZD Iz lIl(a)

ZD mn)qj(n) ZGA(m)\I/ 0)

(n)

(n)

/(mn)
ZD \1/ )

(B.12)
(B.13)
(B.14)
(B.15)

3 (B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)
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D}(LQ) = 9, - Z'eAELQ) (B.20)

thm) — 5(M)Dl(LQ) _ iez ALE)A(m) (B.21)
(r)

D:L(M) = §lmn D(O ie Z A(T (mm) (B.22)
(r)

DIEM) = — *ﬂ —ie Z A )A(mrn) (B23)
(r)

DI(—LM) = 6(mn (n) —e Z A/L (mr n) (B-24)

()
n r 0 n
Df{) = —2e Z A( (mm) — w\IlEa%A( ). (B.25)

()
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