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Resumen

Se muestran aplicaciones de los nimeros dobles en espacios de tres y cuatro dimensiones,
tales como las ecuaciones de Einstein en (2 + 1) dimensiones. Ademaés, se estudia un analogo al
formalismo de Newman-Penrose bajo la introducciéon de naumeros dobles.

IX






Introduccion

Los nimeros complejos aparecen de manera natural en muchas areas de la fisica, la geometria y
las matematicas en general. En muchos casos, el uso de cantidades complejas es de mucha utilidad
en las ecuaciones de la fisica a pesar de que las cantidades de interés sean reales. Normalmente
son utilizados como una herramienta de célculo que hace el analisis méas facil, ejemplo de ello se
da en la relatividad general estandar, en el llamado formalismo de Newman-Penrose el cual hace
uso de objetos complejos para simplificar el estudio de soluciones exactas de las ecuaciones de
Einstein y muchos otros problemas tratados alli.

De manera semejante al campo de los niimeros complejos, existe un conjunto de ntimeros que
tienen propiedades parecidas, denominados ntmeros hipercomplejos, cuya notaciéon es similar
a la estandar en variable compleja: a + ib con a,b € R e i la unidad imaginaria usual. En
particular, nuestro interés se centra en los nimeros dobles, los cuales se pueden representar
como a + jb; con a,b € R y j un anédlogo a la unidad imaginaria, con la propiedad j? = 1,
sin embargo j # 41. Aunque los ntmeros dobles comenzaron a estudiarse en la segunda
mitad del s. XIX, no existe mucho trabajo acerca de su uso. A pesar de ello, existen trabajos
donde se muestra el beneficio de usar numeros dobles y debido a que poseen propiedades
parecidas a los nimeros complejos, ha sido posible encontrar aplicaciones tutiles en mecanica
clasica, mecanica cuantica, electrodinamica, ecuaciones diferenciales y en relatividad general [1-12].

Por ejemplo en [7], se les llama nameros pseudocomplejos, el objetivo principal de introducir estos
nimeros es debido a que se pueden remover singularidades en la teoria de la relatividad general,
ejemplo de ello es el horizonte de eventos en la solucion de Schwarzschild. Ademés, se encuentran
resultados importantes, algunos de los cuales se enlistan a continuacién: la teoria predice que la
masa no soélo curva el espacio; sino que también cambia la estructura del vacio, se considera un
universo periddicamente oscilante y en consecuencia no existe el Big Bang, es decir; el universo
siempre ha existido y finalmente, la contribucién de energia oscura se da de forma natural cuando
se consideran contribuciones en el tensor de energia-momento. Por otro lado, en [8] se muestra
que la llamada extensiéon algebraica produce so6lo cinco clases de teorias gravitacionales, en donde
se analizan los espectros de particulas, y donde se encuentra que el lagrangiano asociado a esta
extension, la cual introduce cantidades dobles, es la tinica libre de fantasmas. Asimismo en [9], se
calcula la transformada de Fourier hiperbdlica, la funcién de onda hiperbodlica y la ecuacién de
Schrédinger hiperbdlica, bajo la motivaciéon del estudio de la transicion del espacio de Minkowski
al espacio euclidiano. Por otra parte, en [4] se muestra que el grupo de matrices unitarias con
determinante igual a 1, el cual denotamos como SU(2,H), cuyas entradas son nimeros dobles es
homomorfo al grupo SO(2,1) de las transformaciones de Lorentz en un espacio-tiempo con dos
direcciones espaciales y una temporal. De tal forma que los niimeros dobles son buenos candidatos
para estudiar espacios tridimensionales que se presentan en soluciones a las ecuaciones de Einstein
en tres dimensiones [13].

XI



XII Introduccion

El presente trabajo de tesis propone aprovechar los resultados reportados en fechas recientes
para aplicar el formalismo de los ntimeros dobles en espacios de tres y cuatro dimensiones. En
particular, se aplica un anélogo al formalismo de Newman-Penrose en espacios de cuatro dimen-
siones y el formalismo de espinores en espacios de tres dimensiones. Finalmente, el contenido de la
tesis es el siguiente: en el capitulo 1 se introduce el formalismo de espinores, asi como la definicion
de tétrada nula para el espacio de dimension cuatro; se presentan dos elecciones de base con sus
respectivos simbolos de Infeld-van der Waerden y los grupos ortogonales asociados. Ademés, se
encuentra una base para el espacio de tres dimensiones, los grupos y simbolos de Infeld-van der
Waerden. En el capitulo 2, se definen conceptos necesarios para obtener el anélogo espinorial de
conceptos tales como curvatura, torsion, las ecuaciones fundamentales de Cartan entre otros, y se
obtiene una relacion para reescribir la métrica en términos de 1—formas. En el capitulo 3 se aplica
el formalismo de espinores a espacios de cuatro dimensiones y se comparan los resultados obtenidos
con los resultados usando notacién tensorial, mostrando asi las ventajas o inconvenientes, mientras
que en el capitulo 4 se muestran aplicaciones en espacios de tres dimensiones, donde nuevamente
se resuelven los ejemplos por el método espinorial y tensorial, con la finalidad de comparar los
resultados obtenidos. Para terminar, se muestra las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Numeros dobles en espacios de
cuatro y tres dimensiones

Los ndimeros dobles también se denominan numeros pseudocomplejos, espacio-temporales,
complejos divididos o hiperbélicos. Tienen operaciones analogas a las de los nimeros complejos.
Sin embargo este conjunto de ntmeros no posee la estructura de campo; a pesar de ello, en
trabajos recientes se ha demostrado que algunas expresiones usadas en el conjunto de los nimeros
complejos tienen un anélogo en términos de numeros dobles. Por tanto, ha sido posible introducir
estos nimeros en diversas ramas de la fisica. En particular nuestro interés se centra en los espacios
de cuatro y tres dimensiones.

Dado un espacio vectorial de dimension n con un tensor métrico, es posible elegir un conjunto
de vectores unitarios y ortogonales, tales que

{il sia="b,
€, €y, =

0 sia#b,
donde a,b = 1,2,...,n. La representacién de las componentes del tensor métrico en esta base es
una matriz (gq) = diag (1,...,1,—1, ..., —1). En cuatro dimensiones las posibles formas que puede

tomar el tensor son esencialmente

diag (1, 1, 1, 1) Signatura Euclidiana,
(gap) = diag (1, 1,1, —1) Signatura Lorentziana o hiperbolica, (1.1)
diag (1,1, —1,—1) Signatura Kleiniana o ultrahiperbdlica,

y en tres dimensiones
diag (1,1, 1 Signatura Euclidiana,
(gab) = { g1, 1,1) 8 (1.2)

diag (1,1, —1)  Signatura Lorentziana o hiperbdlica.

A continuacion se estudiaran las signaturas donde es util introducir cantidades dobles, asi como
propiedades importantes en estos términos, considerando espacios de dimensién de tres o cuatro.



CAPITULO 1. NUMEROS DOBLES EN ESPACIOS DE CUATRO Y TRES
DIMENSIONES
1.1. TETRADAS NULAS Y EQUIVALENTES ESPINORIALES EN CUATRO DIMENSIONES

1.1. Tetradas nulas y equivalentes espinoriales en cuatro di-
mensiones

Sea V un espacio vectorial de cuatro dimensiones, en particular consideramos la signatura
Kleiniana o ultrahiperbélica, debido a que se pueden introducir convenientemente cantidades dobles
en la elecciéon de la base, como se muestra mas adelante. La representaciéon matricial de la métrica
con la eleccion de la base {e,} es

10 0 O
01 0 O
00 -1 0
00 0 -1

Ademas de elegir la base {e,}, donde a = 1,2, 3,4, es posible hallar otra base, {E,}, respecto a la
cual el tensor métrico adquiera la forma

: (1.3)

o o= O
o O O
_ o O O
o= O O

es decir, g(E1,E;) = g(E2,E3) = 0 = g(E3,E3) = g(E4, Ey) y las tnicas entradas diferentes de
cero provienen de g(E1,Eq) = 1 = g(Eo,Eq) y g(Es,Ey) = 1 = g(E4, E3), esta base se conoce
como tétrada nula. Introduciendo cantidades dobles de forma conveniente, obtenemos dos posibles
elecciones de bases { E, },

1 1
E, = —(e1 + je3), E; = —(e1 — jey),
1 \/5(1 jes) 2 \/§(1 Jjes)
(1.4)
E—L(e—i—'e) E—L(e jey)
3—\/52]4}’4—\/52]4,
y
E*L(e—l-'e) E*L(e jes)
1—\@1J3, 2—\/51]37
(1.5)

1
E; = %(ez +e) y Ey=

Debido a que el conjugado de un nimero doble se define como a + jb = a — jb, notamos que en
ambas elecciones de la tétrada se tiene E; = E5 y adicionalmente, en la primera elecciéon se tiene
E; =E,.

%(eg —ey).

Se define

(e4p) = (g;‘ _Eé3> : (1.6)
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donde los indices espinoriales se denotan con letras maytsculas y toman los valores: A, B=1,2y
A, B =1,2. Asi, una definicién equivalente de tétrada nula es
9(eas » €cp) = —€acepp, (1.7)

con (eap) = (e*B) = (9 §) = (i) = (¢*P), denominado simbolo de Levi—Civita, el cual sirve
para subir y bajar indices espinoriales, como se muestra a continuacion

U4 = BAY g, Uy =eap¥P,
(1.8)
\I/A = GBA\I/B y \I/A = EA'B\I/B,
es decir,
Ul = 0y, U? = 0y,
(1.9)
vl v, oy WPy
Més atn, los simbolos de Levi—Civita cumplen e4Pepc = et = 5é y eapePC = e, ¢ = —52.
Por otro lado, debido a la antisimetria de esp se cumple que adp? = —pA¢p4 por lo que
YAy = 0.
Claramente, existen escalares 0% , 5 tales que
1 a
Cap = 5 7 aBCe (1.10)

denominados simbolos de Infeld—van der Waerden, los cuales de acuerdo con (1.6), bajo la eleccion
de base (1.4), se representan como

1_ (01 2 (10 3_ (0 —J a_ (=7 O
U(lO’ =g _1) UﬁjO yU*O—j’ (1.11)

y para (1.5) se tiene

1 (01 2 (1 0 3 (0 —j 4+ (-1 0
a-(l 0), O’—(O _1>, a—j 0 vo=ly 1) (1.12)

donde o , ;5 es la entrada en el renglén A y columna B en la matriz 0. Es asi que, de (1.7) se
obtiene la relacion entre los simbolos de Infeld—van der Waerden y de Levi—Civita,

UaABchbgab = —2€acepp- (1.13)

Finalmente, se obtiene la siguiente propiedad para los simbolos de Infeld—van der Waerden, para
la eleccion definida en (1.11) se tiene
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o = —0B, (1.14)

en cuanto a (1.12)

GaAB:UaBA' (115)

Por ejemplo, calculemos la conjugada de la entrada o5 para (1.11),

0-312 = _.7 = j7

por otra parte, 0,; = j, lo cual coincide con 3,5. En cuanto a (1.12), calculamos la entrada o3,;,

0—321 = 7 = 7‘7‘3

por otro lado ¢35 = —j, lo cual coincide con ¢3,i, como se indica en (1.15).

En muchos casos debido a la antisimetria de los objetos de nuestro interés, éstos se pueden
reescribir en términos de los simbolos de Levi—Civita, es decir, si ap = —1pa, entonces Yap =
%wRReAB y de forma analoga si v ;5 = —v;; entonces ¥ ;5 = %wRReAB, asimismo se cumple

para 48 y wAB. Otra forma en la que se puede escribir a ¥4p es Yap = ; (eRSwRS) €AB-

Un resultado importante surge como corolario de la expresion anterior. Al considerar a ¢, 5 &p
como un objeto con al menos dos indices del mismo tipo, la diferencia de dos de estos objetos se
expresa de la forma

1ﬁAH.R...S..CD... - wA.‘.SA..R...C'D‘..’

donde cada término de la expresion anterior sélo cambia en un par de indices. Es asi que la
diferencia anterior se expresa como

YAR.5..CD.. VAL S R.CD.. = € (wA.HP..‘QMC‘D... - wA‘..Q...P‘..C"D..‘) €RS

es decir,

Va r.s.ch.—Ya.s.r.cp.=%a.% o ep. €rs (1.16)

mas ailn, existen relaciones similares para expresiones con indices con puntos asi como con super-
indices con puntos o sin ellos. Si ahora subimos el subindice R en la expresiéon anterior, obtenemos

vat s . —va.s. " ep. =A% o cp.. 08 (1.17)
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Por otro lado, si t4...q son las componentes de un tensor con respecto a la base ortonormal,
esto es, respecto a {e,}, entonces las componentes de su equivalente espinorial se definen por

_ 1 a 1 b 1 d
tageD..cH = Rl an 5o b 50 crtab...d> (1.18)

donde se reemplazo el indice a por el par de indices AB, b por CD y de forma equivalente con el
resto de los indices. Una forma equivalente de escribir la igualdad anterior es agrupando los indices
punteados y los no punteados o reemplazar el indice a por el par de indices AA en lugar de AB , b
por el par de indices BB en lugar de CD y de igual modo ocurre con el resto de indices, es decir,
(1.18) es igual a

_ 1 a 1 b 1 c 1 d _
taiBBCCDD = \ﬁ” AAEJ BBEU cc‘*ﬁa pplabed =tapepincns (1.19)

y con respecto a la relacion inversa, estd dada por

1 i 1 : 1 : 1 ;
tabcd - (_ﬂo—aAA> <_\/§0bBB> <_\/§UCCC> <_\/§0dDD> tAABBCC‘DD’ (120)

cabe destacar que los indices A y A son independientes uno del otro y de forma analoga ocurre
con los demaés indices. Debido a (1.10), el equivalente espinorial de un tensor da las componentes
del tensor con respecto a la base {e,i, e,3,€35,€4;}, donde cada vector nulo e , 5 se identifica con
el producto tensorial e4 ® e;. Con {ei,e2} y {ej,es}, bases de los espacios espinoriales. A los
elementos de estos espacios se les denomina espinores de un indice.

Usando (1.14) y (1.18) obtenemos que las componentes de un tensor t4p...q, con respecto a una
base ortonormal son reales si y sélo si

Fapop.an = (~1)ABED-GHL, (1.21)
con n el ndamero de indices del tensor t4;.. . De forma equivalente, para (1.15) se tiene
tapeb..crr =lpipe. e (1.22)

Es importante agregar que las simetrias de un tensor son heredadas a su equivalente espinorial,
es decir, si t,, es un tensor simétrico, entonces su equivalente espinorial posee la siguiente
simetria t, igp = tppai» Sin embargo t, jpp No necesariamente coincide con tg 4,3, de hecho
las siguientes igualdades t, iz = tgiap = tappai S¢ cumplen siy sblo sit, iz es el espinor
equivalente de un tensor simétrico sin traza.

En el caso del equivalente espinorial de un tensor antisimétrico tq; el cual satisface ¢, 5,5 =

—lppai> Se tiene

1
taips = 5(tadps +tpias) + 5(Lains — lpias)

N | =

(tAABB - tABBA) + §(tAABB - tBAAB)

DN =

: 1
ta Brean + 5t ARpeaB = TaBEip + Tipean, (1.23)
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donde

_1 g _
TAB= -tA ' gp YV Tip =

tR
2

1
ot Ars: (1.24)

Asi, si tgp es real y usando (1.21) y (1.23), se obtiene

——— _ ,AABB
tAABB =1

= TABEApB +TAB€AB:TAB€AB+TAB€AB, (125)
pero eag = 8 y €ip = 4B por lo que
== — +AB — _  AB
TAB =T Yy Tig=T1". (1.26)
En el caso de (1.22), se tiene t 4 5p) = tipe €0 consecuencia
TACE€pp T Tp€AC = TBDEi¢ T TA¢€BD
=TAc€BD + TBDE j¢ (1.27)
sin embargo sabemos que (€5,,) = (¢ZP), por lo tanto
TAC =Ti¢c Y Tpp = TBD- (1.28)

1.2. Espinores principales

Una consecuencia de (1.16) es que cualquier espinor con dos o mas indices punteados o no,
puede ser expresado como la suma de un espinor totalmente simétrico en cada tipo de indices mas
un espinor totalmente simétrico multiplicado por el simbolo de Levi—Civita. Un ejemplo de ello es
Eaine 4], el cual supondremos es simétrico en sus dos tltimos indices, en consecuencia para la
parte totalmente simétrica

1
HaiBe) =g (Baipe +Paics + HPapic + Bapci T hacis T HacBA);
usando la simetria del altimo par de indices, la igualdad anterior se reescribe como

1

acise) = 3 (Haise T Bapic +Hacin)
=laiget3 (Bapic = Baipe + Hacis — Paipe)
_ L g B
T HAABC T 3HATRCEBA T ZHAT RBECAS
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es decir,

i i
Fadpe = Facape) t 3ha” reCain T gHa” RECAc (1.29)

Un caso particular e importante corresponde a un espinor totalmente simétrico con un sélo tipo de
indices, debido a que puede ser expresado como el producto tensorial simetrizado de espinores con
un indice espinorial. Debido a ello, buscamos una expresién que relacione al espinor en términos
de sus espinores principales. De acuerdo a [4], si ¢ap.. x es un espinor con k indices, entonces

existen K espinores de un indice, g, S4,74,--., KA, en los cuales se puede descomponer, es decir,
bap.. Kk = aaBBYC - KK), (1.30)
donde a4, 84,74, - - -, K4 N0 necesariamente son distintos. Los cuales se denominan espinores prin-

cipales de ¢ 4 ... k- Por todo lo anterior, se estudia la naturaleza de las soluciones de las ecuaciones
cuarticas y cuadraticas con coeficientes con niimeros dobles. En primer lugar, estudiamos el caso
de las ecuaciones cuadraticas, las cuales se expresan de forma general como

Az? + Br +C =0, (1.31)
con A=a+jb, B=c+jd, C=e+jf y a,b,c,d e, f € R. Debido a que existen elementos en

el conjunto de los ntimeros dobles para los cuales no existe su inverso multiplicativo, procedemos
a estudiar los siguientes casos:

oCaso 1. A#a(l+j),B#£0y C#0.

Al considerar A # a + aj, aseguramos la existencia de su inverso multiplicativo. Por lo tanto, la
ecuacion se resuelve completando el cuadrado o aplicando la formula general. En consecuencia las
soluciones estan dadas por

—B+vB? —4AC
2A '

T1,2 =

Con la finalidad de conocer la naturaleza de las soluciones, es necesario estudiar el signo del discri-
minante, para determinar cuando se tienen soluciones reales, dobles o combinaciones de niimeros
complejos y dobles. Para ello, consideramos que la raiz se expresa como

vVa+jf=z+jw, cona, B, z, w € R y x,w por determinar,
=a+jf =2 +w?+2jzw

sa=z24+w? y B=2w,
al resolver el sistema de ecuaciones, se obtiene
s aE/a?— (2 s aFyar-p2

=y W=, donde se consideré x # 0y w # 0,

es decir,
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N R N PE Ve
SYLES U & _JeEVer o

\/m:\/o‘iV;‘LBQJFJ'\/O‘$ ;2_52. (1.32)

En resumen, si identificamos a « = Re(B? —4AC) y 8 = He(B? —4AC), donde Re y Hc denotan
la parte real e hipercompleja respectivamente, se concluye que las soluciones son

asi

2= 7947 94

B 1 + /a2 -2 2z _ 52
+ \/O‘ g‘ ﬂ—}—j\/a:Fg Gl (1.33)

de la igualdad anterior notamos que si [Re(B? — 4AC)| > |He(B? — 4AC)|, las soluciones serdn
ntimeros reales o hipercomplejos, y por el contrario, si |Re(B2 — 4AC)| < |[Hc(B2 — 4AC)|, las
soluciones serdn combinaciones de ntimeros complejos e hipercomplejos.

A continuacion se abordan los casos cuando A = a + ja = a(l £ j), es decir, cuando A es un
divisor de cero !. En cada caso se considera la representacién general

a(l+5)2z* + (c+jd)z + (e +5f) =0,

la cual puede ser llevada a la forma

(L j)a? + (¢ +jd)z + (¢ +5'f) =0,
donde el simbolo primado indica que el nimero se dividi6 entre a.
o Caso 2. B=0
(L )2 + (¢ +5f) =0,
al multiplicar la ecuacion anterior por (1 F j) obtenemos

AFHAEN+AFNE+f) =0 = AF)E +if)=0sii e Ff/ =0y fFe' =0.

en consecuencia, las soluciones a la ecuacién cuadrética son los divisores de cero.

1Se le denomina divisor de cero, a los elementos de la forma (1 % j) # 0, para los cuales no esta definido su
inverso multiplicativo. O de forma equivalente, son elementos en el anillo de los hipercomplejos, tales que a8 = 0,
sin embargo a #0 y B8 # 0.
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©Caso0 3.C=0

A+ )a? 4+ ( +jd)x=0 = z[1x5)z+ (< +7d)] =0,

donde se obtiene

=0 6 (1+j)x+(d+jd)=0, (1.34)

para la segunda ecuacion, se tiene

L+ )1 F e =~ +id)1Fj) = ( +d)1F5) =0, (1.35)

de la ultima igualdad, se obtiene ¢/ Fd’ = 0 y d’ F ¢ = 0. En conclusion, las soluciones a la
ecuacion cuadratica son z = 0 y los divisores de cero.

¢ Caso 4. B0y C #0.

1+ )a? + (¢ 4+ jd )z + (¢ +5f) =0,

multiplicando la ecuaciéon anterior por (1 F j),

A +)AFH2* + (¢ +id)AF j)e+ (€ +5if)1F5) =0
(12 =32 + (15 5) [(¢ +jd)x + (€ +5f)] =0

(LF ) [ +jd)z+ (e +5f)] =0,

en la igualdad anterior se obtienen dos opciones; o el término entre corchetes es cero, esto quiere
_(+5f)

o ©que el término entre corchetes es un divisor de cero, esto es

decir que x =

(1£5) = (¢ +if")
(¢ +gd)

(¢ +jd)z+(+jf)=00%j)=a=

(e'+5f)
cjd

()= (¢ +f))
CE=T)

en resumen, hallamos que la solucién es z = — o=

La siguiente ecuacién a examinar, es la ecuacién cuartica con coeficientes con ntimeros dobles.
Donde se pide que A # a(1 £+ j) y A # 0 para asegurar la existencia de su inverso multiplicativo,
debido a lo anterior, podemos resolver la ecuacion cuartica por el método de Ferrari—Cardano [35],
como se ilustra a continuacion. Sea

Az* + Ba® + C2* + Dz + E = 0,

con A=a+jb, B=c+jd, C=e+jf, D=g+jh, E=1+jm, ya,bcde, f, f,hl,meR.
Debido a la existencia del inverso multiplicativo de A, la ecuacién cuértica se reescribe como
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B C D E

4 3 2

—x+ -+ v+ — =0,

AT AT T At g

donde se propone el cambio de variable x = y + k, con y una variable auxiliar y k£ una constante
por determinar (real o hipercompleja). Al sustituir y agrupar en potencias de y se obtiene

2 2 = g 3 2= g =
B)+y (Gk By )+y(4kz B C DY)y
(1.36)

4 3 b
y+y<4k+A <t

B . D E
(k4+Ak3+ik2+Ak+A> =0,

la finalidad de introducir el cambio de variable es para forzar que la constante k sea tal que elimine
el término 33, en consecuencia, el valor que buscamos es k = %. Por lo cual, la ecuacion se

reescribe como
y' +ay® + By ++ =0, (1.37)

donde se definen los coeficientes

_ 3B ¢ B_BB BO D _ 8B' BC BD E 1.38)
CTTga2 T VT 242 A Y 7T o56At T 1643 44 T A '

A continuacién sumamos 2sy? + s? — 2sy? — s2, donde s es una variable, la cual debe cumplir con

condiciones especificas, las cuales se enlistan mas adelante. Asi

Yyt 252 + 2 +ay? + By + v —2sy% — 52 =0, (1.39)
y agrupando,
(v* +5)° = [y*(2s —a) = By —v +5°] =0,
el término entre corchetes lo reescribimos como
y* (25 —a) = By — 7 +5° = (25 — a)(y — y1)(y — v2), (1.40)
con y; soluciones a la ecuaciéon cuadratica, es decir,
AP AR o)) f- /P s o) )
! 2(2s — ) Yo 2(2s — ) ’
si el discrimiante es idéntico a cero, entonces s debe satisfacer la ecuacion cubica
(1.41)

8s% — 4as® — 8ys — % + 4oy = 0,

de ahi que, una de las condiciones impuestas a s es que verifique (1.41). Se sigue que y; = yo =

ﬁ, y por lo tanto (1.40) se expresa

10
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(v + )% = [(25 = )y — )y — v2)| = (5> + ) - {@3 — ) (y - m> (y_ 2(2fa))]

R (e (1.42)

la ultima ecuacién es una diferencia de cuadrados, en consecuencia se puede reescribir como

(y2+s+y\/2s—a— ) <y2+s—y\/2s—a+ (1.43)

s s
2v/2s5 — « 2\/25a> .

Finalmente, hallamos la solucion de las ecuaciones cuadréticas anteriores. Para la primera ecuacion,
las soluciones son

(1.44)
-1 1 26
= —V25—a—-y[/-25 -+ —,
275 2\/ V25— a
y para la segunda ecuacion,
Ys = V25 —a+ - —25—a—i

V2s—a’

(1.45)

1 1 28
=-V2s—a—-/-2s—a— ———.
“=a 2\/ V2s —«

Antes de analizar la naturaleza de las soluciones a la ecuacién cuartica, debemos analizar las
condiciones que debe de cumplir la variable s. Para ello estudiamos la ecuacién cibica que debe
satisfacer
8s% — das® — 8ys — B2 + day = 0, (1.46)
nuevamente se propone un cambio de variable, en este caso hacemos s = z + p, donde p es un
parametro y z una variable auxiliar. Por consiguiente, al sustituir y agrupar obtenemos
82% + 2%(24p — 4a) + 2(24p* — 8ap — 8) + (8p® — 4ap® — 8yp — B% + 4ary) =0, (1.47)

el pardmetro p debe cancelar el coeficiente de z2. Es decir, p = %> por lo cual la ecuacién anterior
puede ser llevada a la forma

11



CAPITULO 1. NUMEROS DOBLES EN ESPACIOS DE CUATRO Y TRES
DIMENSIONES
1.2. ESPINORES PRINCIPALES

—a? o ay  B?

la ecuacion anterior se conoce como ecuaciéon cibica reducida. La forma de 2msolver la ecuacion
. _ 2 3

es proponiendo z = w+t, A' = 55 —v = 3wt y B = fz5 - F + % = w3 + 3, donde

hemos redefinido las variables para simplificar la notacién y ademaés, se propuso un nuevo cambio

de variable, por lo tanto (1.48) se reescribe

5 — B't? — A 0 (1.49)
27

nuevamente proponemos el cambio de variable t3 = u, asi

A
2 /

—Bu—=—==0
u u o7 5

se sigue que las soluciones de la ecuacién cuadratica son

B’ B/2 A’ B’ B/2 A
ui:?ﬂ: 1 +2—7 entoncest?’:?:t\/ 1 +2—7,

y debido a que w? = B’ — t3, obtenemos

B B? A B B? A

3 _ ot a4 fall
v =B 2 1 o7 2 1 Tap

més ain, z = w + t, en consecuencia se tiene

z =

3| B B? A 3| B’ B'? A’
— — — =+ —. 1.50
s TVt 2 T (1.50)

Finalmente, la solucién para la ecuacion cubica en s es

s| B B? A s|B [B? A o«
S = 7:F 1 +E+ 7:t 1 +E+E, (151)

la igualdad anterior puede ser reescrita al considerar que el término de la raiz cuadrada se expresa
como [ver (1.32)]
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0+ 02 — )2
s — +J
2
(1.52)

2 6’

s B’ 0+V02—X2  [0FVO2 - N2 o
— =+ +7 +
2 2
2 ’ 2 ’ . 2 ’ 2 ’ .
donde § = Re(Z-+2.) y A = He(Z-+4-). Note que si |[Re(Z-+4)| > |Hc(BT+%22|) y ad?mas
0 > V62 — X2, las soluciones de las raices cuadradas seran nimeros dobles, y si [Re(£- + %)| <
|H(:(BT/2 + %/)| 6 0 < /62 — A%, entonces las soluciones a las raices cuadradas seran combinaciones
de niimeros dobles y complejos. Debido a que nos interesan las soluciones con nimeros dobles,

estudiaremos la solucion de las raices cubicas, es por ello que se propone que las soluciones de s se
pueden expresar de la siguiente forma

s=(a +jb)5 + (c +jd)5 + (e+jf), (1.53)

donde los indices primados representan los coeficientes de las raices ctubicas de s. Asimismo, debido
a que el modulo de un namero doble puede ser negativo, se requiere que a’ > b y ¢’ > d'. Es asi
que, finalmente estudiamos las soluciones a la ecuacion cuéartica, las cuales denotamos por x;,

1 1 /—(2 V2s —a£2 B
Ti=F -V2s—a*£ - 2s+a)v2s —a f_3B
2 2 V25—« 4A

6 (1.54)

1 1 2492825 —a—4s> B
£L'7;:$2/728—a:t2\/a By2s —a—4s*> B

25 — « 44’

donde el término —5 es debido al primer cambio de variable propuesto. Es asi que se obtiene que
si |[Re (25 — a)| > |He (25 — a)| vy |Re (o £268v2s — a — 4s?)| > [He (a? £ 2825 — a — 45?)]
las soluciones seran nimeros dobles, por el contrario si apesar de que se cumpla la primera
condicién, pero |[Re (a? £ 28v2s —a — 4s?)| < |He (a? & 28v/25s — a — 4s?)| entonces se
tendran combinaciones de nimeros dobles y complejos o si |[Re (2s — «)] > He (2s — a)| y
|Re (a? +28v/25 — a — 45?)| > |He (a® + 23+/2s — a — 45?)| las soluciones son combinaciones de
nimeros complejos y dobles.

1.3. Grupos ortogonales para la signatura Kleiniana en cua-
tro dimensiones

De acuerdo a la ecuacion (1.4) y (1.6) se define a la matriz P,

]P’:(y_jw x_jz), (1.55)

r+jz —y—jJw

13



CAPITULO 1. NUMEROS DOBLES EN ESPACIOS DE CUATRO Y TRES

DIMENSIONES

1.3. GRUPOS ORTOGONALES PARA LA SIGNATURA KLEINIANA EN CUATRO
DIMENSIONES

con r,y,z,w € R, entonces det(P) = —x? — y% + 22 + w?. Sean K y M matrices cuadradas con

entradas con nimeros dobles, con las cuales efectuamos la siguiente transformacion

P — P = KPM, (1.56)

note que det(P’) = det(KPM) entonces

det(P") = (detK)(detP)(detM) = (detP)(detK)(detM), (1.57)
luego, si (det K)(det M) = 1 se cumple que det(P) = det(P’). Lo que implica que P — P’ es una
transformacion ortogonal. A continuacion se estudia la representacion de las matrices K y M. Con

la finalidad de facilitar el estudio del producto KIPM, resulta que se puede dividir el problema por
Casos.

B Caso 1: M es una matriz hipercompleja y K es la matriz identidad, esto es K = I. Las cuales
se pueden representar como

_(a+jb c+jd (1 0
M_<e+jf g+jn) ¥ K={o 1)
con a,b,c,d,e, f,g,h € R. Por tanto, el producto KIPM es igual a
1 0\ (y—jw x—73z a+jb c+jd
KPM = : : . :
<0 1) <$+JZ —y—jw) \e+if g+ih

_ [(lex+ay— fz—bw)+j(fr+by —ez —aw) (g9x+cy— hz —dw) + jlhe +dy — gz — cw)
T \(ax —ey+bz— fw)+jlbr — fy+az—ew) (cx—gy+dz—hw)+jldrx—hy+cz—gw))’

note que si se cumplen las siguientes igualdades, a = ¢g,b = —h,c = —e y d = f, la forma de
la matriz se preserva, es decir; Re(a11) = —Re(a22), He(arr) = He(ags), Re(a1z) = Re(asr)
y He(ai2) = —Hce(ag1), donde Re y Hce denotan la parte real e hipercompleja, respectivamente.

Como resultado de las condiciones anteriores, la matriz M se representa

[ a+jb c+jd
M_<_c+jd a_jb). (1.58)

B Caso 2: K es una matriz hipercompleja y Ml = I. Las cuales se representan como
a+jb c+jd 1 0
K= . s M =
(e +if g+in) Y 0 1)’
con a,b,c,d,e, f,g,h € R. Por tanto, el producto KIPM es igual a
a+3b c+jd\ (y—jw x—jz 1 0
KPM = . : : :
<e+jf g+ijh) \z+j2 —-y—jw)\0 1

((cx+ay+dz—bw)+ jdz+by+cz—aw) (ax—cy—bz—dw)+ j(bx —dy — az — cw)
- \(9z +ey+hz — fw) + j(he + fy+ gz —ew) (ex —gy+ fz — hw) +j(fr —hy — ez — gw) )’
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nuevamente, si a = g,b = —h,c = —e y d = f, se preserva la forma de la matriz P, es decir;

Re(a11) = —RG(CLQQ), HC(CLH) = HC(CLQQ), Re(alg) = Re(agl) y Hc(alg) = —HC(agl). En
consecuencia, la matriz K admite la siguiente representacion

[ a+jb cH+jd
K_<—c+jd a—jb)" (1.59)

Por lo tanto K y M son ambas matrices hipercomplejas las cuales cumplen
a+jb cH+jd i a+jb c+jd\  [(a—3b —c—jd a+jb cH+jd
—c+7jd a—7jb —c+jd a—3jb) \c—jd a-+jb —c+jd a—jb

:<a2+02—b2—d2 0 )

0 a?+c? —b* - d?
=(a*+c2-v—d* (é ?) , (1.60)

es decir, las matrices K y M son unitarias si a? + ¢ — b> — d®> = 1; lo cual es consistente con
(det K)(det M) = 1.

Ahora analizamos el conjugado de las entradas de la matriz K, usando (1.9),

Kli=a+jb=a—jb=K?*=-K,
Kly=ct+jd=c—jd=-K?* = —K?
(1.61)
K2 = ——c+jd=——c—jd=—-K's = -Ky! y
K2 =a—jb=a+jb=K' = —Ky?
es decir, KAp = —K 42 o de forma equivalente, al calcular el conjugado de la igualdad anterior
obtenemos
KA, = —KAB
KB =—-K45. (1.62)

Note que, al ser K unitaria y ademés al cumplir det(K) = 1, esto implica que K € SU(2,H)
que, en lo sucesivo, denotara el conjunto de matrices especiales (es decir, con determinante igual
a 1), unitarias (es decir, la transpuesta conjugada de la matriz es igual a la matriz inversa) y con
entradas con numeros dobles. A continuacién probaremos que la forma de los elementos del grupo
Ke SU(2,H) es

a+jb c+jd
<—c+jd a— jb) ’ (1.63)
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Por tal motivo, consideramos un elemento arbitrario K € SU(2,H) el cual se denota como

(2 7).

con «, 3,7y 0 elementos de la forma m+ jn, donde m,n € R. Debido a la propiedad de unitariedad,
sabemos, A~! = At esto es, usando que detA = 1,

Al = (g g) - <_‘57 _j) — Al (1.64)

de donde se obtiene &« = y v = —3 o de forma equivalente

a p
a= (2 9).
Finalmente, encontramos que los elementos de K € SU(2, H) son de la forma

<m+jn p+ 7l

2 _ 2 .2 g2 _
—(p—jl) m—jn)’ conm,n,p,l ER y m*—n“+p°—1 1, (1.65)

lo que coincide con (1.63), asimismo esto ya se report6 en [6]. A continuacion, se encuentra el
polinomio caracteristico y los valores propios de la matriz K,

P\ = =N -2aA+a® -V +F—d* =X —2aA+1=0, (1.66)

a+jb— A c+jd
—c+jd  a—jb—A

donde se us6 a? — b? + ¢? — d? = 1. Note que la forma de la matriz K, la condicién det(A) =1y

que la traza de la matriz es real, implica que el polinomio caracteristico tiene coeficientes reales.
Los valores propios se obtienen al resolver (1.66), de donde se obtiene

M=a+Va2i—-1 y d=a—+Va2-1 (1.67)

Por tanto las soluciones seran reales o imaginarias dependiendo soélo del valor de a. En consecuencia
se obtienen los siguientes casos,

B Caso 1: Si |a| > 1, entonces A1, A2 € R.

O Caso 2: Si |a| < 1, entonces A1, Ay € C.

e Caso 3: Si |a] = 1, entonces \; = X\ € R.
En particular, en el caso 1 conviene introducir cantidades dobles en los valores de A1 y Ao, esto es
debido a que j2 =1 y en consecuencia j = +v/1; ademas, esta eleccion permite eliminar la unidad
j en el denominador de las componentes de los vectores propios, como se muestra més adelante

[ec. (1.71)]. Es asi que se hallan los vectores propios considerando los siguientes valores para A en
el primer caso

M=a+jVa2—-1 y l=a—jvVa2—-1, (1.68)
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note que A\; = A2 vy Ai1dg = 1. Ademaés, con esta eleccion obtenemos una representaciéon similar
a los valores propios asociados al grupo de matrices de SU(2,C); es decir, al grupo de matrices
unitarias 2 x 2 con entradas con ntimeros complejos, las cuales cumplen M = M~! y det(M) = 1,
cuyos elemementos se representan como

a+ib c+id
—c+1id a—1b)’

donde i es la unidad imaginaria usual. Sus valores propios son: e y e~ con # € R. De
+36

manera _similar, los valores propios representados en (1.68) se pueden expresar como A\ = e y
Xy = €T7? con 6 € R. Enseguida se encuentran los vectores propios, resolviendo (K — A\;I)v = 0.
B Caso 1 con A\ = a+ jva? — 1.
a+jb—(a+jva®—1) c+jd Z\ _o
—c+ jd a—jb—(a+jva*—1) -
donde se obtiene
j(b—\/aQ—l)x+(c+jd)y:0,
(—c+jd)z—j(b+Va2—1)y=0,
asi,
(—e+idye=j(b+Var=1)y,
despejando a vy,
— id j(— id d—j
(ze+jd) = j(=ctjd)z d-joz_ _ para b+ va? —1=#£0, (1.69)

Jb+vaZ—1) jOb+vaZ-1) biva—1 7

note que al considerar lo anterior nos aseguramos de excluir los casos triviales, es decir, x = 0 e

x
y = 0. Entonces el vector propio asociado a A; es v = ( (d—jc) z) , para x # 0.

b++va?2—-1
B Caso 1 con Ay =a — jva? — 1.

(s ) () -

de donde resulta que
jb+va2—1)z+ (c+jdy=0,
(—c+jd)z+j(-b+Va2—1)y=0,

asi,

(—c+jd)z=—j (—b—i— \/@27—1) Y,
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despejando a y
Cetjde __jletide  (dojde 0 b Va@—1£0,  (1.70)

jb—va2=1) j2(b-va2—-1) b—Va2-1

la consideracion anterior descarta los casos triviales de = 0 e y = 0. Por lo tanto, el vector
. . 2 :L.
propio asociado a Ay es v° = d—jc__, | »Parax #0.
b—+va2-1

En resumen, se encontraron los siguientes vectores propios; los cuales vamos a denotar como ¥ y
P

)

;U' 1[)1 $. ¢1
v= | ([d-joa (w) y o= (@—joe (qj) (L.71)
b++va?2 -1 b—+va? -1

note que debido a la eleccion de los valores propios, fue posible remover la unidad j del denominador.
En el caso 2, consideramos los valores propios

M=a+iv1i—a® y X =a—iv1-—a? (1.72)

donde se tiene A\; = Ao v A1A2 = 1. A continuacién, se calculan los vectores propios.

O Caso 2 con A\ = a + iv/1 — a?.

a+jb— (a+iv1l—a?) c+jd 2\ _
—c+jd a—jb— (a+ivV1l—a?) o

por consiguiente
(jb—iv1—a? )z + (c+ jd)yy =0,
(—c+ jd)x — (ijrz'\/l —a? )y =0,
de ahi que,
(—c+jd)x = (jb +iv1-— a2) 7,

despejando a =,

jb+iVI— a2

e y=ux, con —c+jd#0, (1.73)

jbtivI—a?
asi, el vector propio asociado a A\; es v = —c+jd , para y # 0.
Y
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O Caso 2 con Ay = a — iV 1 — a2.
a+jb— (a—1ivV1—a?) c+jd 2\ _ o
—c+jd a—jb—(a—ivli—a?))\y)
donde se obtiene
(jb+ivVl—a? )z + (c+ jd)y =0,
(—c+jd)z + (—jb+ivV1—a® )y =0,
asi,
(—c+jd)x = (jb — i1 —a? ) Y,
despejando a =,
b ivi—aZ
%y:l’, con —C+.]d7éo, (174)
jb—ivI—a?
por tanto, el vector propio asociado a Ay = a — iv/1 —a? es v? = —ctjd Y , para y # 0.
Y
Finalmente, denotando a los vectores propios por ¥ y & hallamos
jb“i’i\/].*aQ wl jb*?j\/].*(l2 d)l
v = —c+jd = (1/}2) y ®= —c+jd = (¢2) . (1.75)
Y Y
oCaso3con A\ =X =a=1.
a+jb—a c+jd 2\ _o
—c+jd a-—jb—a)\y)
donde se obtiene
jbx + (¢ + jd)yy =0,
en consecuencia,
despejando a vy,
— id d—1j
Y= €ty T = ‘]Cx, para b # 0, (1.76)

b b
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x
por lo tanto, el vector propio asociado a Ay = Ay =a=1esv=|d—jc |, paraz#0.
Y
oCaso3con A\ =Xy =a=—1.
a+jb+a c+jd 2\ _ o
—c+jd a—jb+a)\y) 7
donde se obtiene
(2a + jb)z + (c+ jd)y = 0,
(=c+ jd)x + (2a — jb)y = 0,
en consecuencia,
(—c+jd)z = —(2a — jb)y,
despejando a vy,
—jd
Y= ¢ ], x, para 2a— jb#0,
2a — jb
por lo tanto, el vector propio asociado a Ay = As =a=—1les v = < C_ajcd > , para x # 0.
2a—73b

Finalmente, denotamos a los vectores propios por W o ¥_;, donde el subindice indica el valor
propio que se tomo, por tanto se tiene

v (d g ) (W) v Y <¢1> (1.77)
41 = —jc = y 1= c—) = . .
b L v* 2 — jb" v

En cambio, con respecto a la segunda eleccion de base, {E,}, y de acuerdo a (1.5) y (1.6) se
sigue que la matriz P se define como

_(y—w x—jz
po (170 oo, 0
con x,y, z,w € R, entonces det(P) = —2? —y?+ 22 + w?. Nuevamente podemos considerar matrices

K y M, con las cuales realizamos la siguiente trasformacion

P — P’ = KPM, (1.79)

calculando el determinante, encontramos

det(P") = (detK)(detP)(detM) = (detP)(detK)(detM), (1.80)
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luego, si (detK)(detM) = 1 se cumple la igualdad det(P) = det(P’). Es decir, P — P’ es una
transformacién ortogonal.

Con la finalidad de encontrar la forma de las matrices K y M, nos auxiliamos de la ecuaciéon (1.101),
desarrollada en [1], la cual representa a las matrices ortogonales con determinante positivo, esto es

1

a a CD A B
L b — 50‘ ABOb K C M D>
las entradas de L%, seran reales si
CD A B DCT7A ;
UaABO'b K CM D:UGBAO'b KAC ]\4BD7 (1.81)

reescribiendo el lado derecho de la igualdad anterior, se tiene

CD 1A B CDTB i
0 5o VK e MT =0 jpop T KBp M4,

luego

KAcMP = KBp M4, (1.82)

de donde se infiere que KB p MBD y MAC x K4¢, o de forma equivalente

KBp=AMP, vy MA, ="K, (1.83)

para algun escalar A. Calculando el determinante, se obtiene

det(KPBp) = A2det(MP )y det(MB ) = A2det(K B p),

conjugando la segunda ecuacion obtenemos

det(MP? ;) = X2 det(KBp),

y sustituyendo en la primera ecuacion,

- 1] ——
det(KBp) = )\Q?det(KBD%

es decir, A € R, ademés A% = 1 y en consecuencia A = 1. Asi

KA =+MA,, (1.84)

con Ky M e SL(2,H).

Por ltimo, se estudia el homomorfismo entre el grupo SU(2,H) y SL(2,R). Para ello conside-
ramos a una matriz arbitraria que pertenece al grupo SU(2,H), la cual se puede escribir como
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a+jb ct+jd\ (10 0 1 i 0 0 j
(c+jd a—3b) =%%No 1) T\-1 o) TP0 ) TP o)

por consiguiente, se definen los generadores

1_ (0 1 2_(Jj O s_ (0]
7T—<_1 0),7‘(—(0 —j) y T _<j O)’ (1.85)

los cuales tienen las siguientes reglas de conmutacion

[771,772] = 273, [7r1,7r3] =21 y [7r2,7r3] = —2rl. (1.86)

Por otro lado, sabemos que unos generadores del grupo SL(2,R) son

L (01 5 (0 0 s (1 0
xi= (o) =000 v e=(h 1) (187

a partir de los cuales definimos

Y1=X2—X1:((1) —01>’ Y2:_X3:<—01 (1)> yY3:X1+X2:<(1) (1)>7 (1.88)

que tienen las siguientes reglas de conmutacion

YLy?] =-2v3 [vLy?*]=2v?y [Y?Y?]=-2v" (1.89)

asi, de (1.86) y (1.89), se obtiene que existe un isomorfismo entre las algebras de Lie de SU(2, H)
y SL(2,R). Un isomorfismo esta dado explicitamente por

1/1—-5 143y 1 (1—-5 147 ;

= : Y= : )= 1.90

2<1+] “1+j) " 2 \1+j —145) T (1.90)
o de forma equivalente Y’S = Sr?, esto es

1o (1—5 1+j L(1—5 145\

Y . == } )7 1.91

2 <1+g —1+j) T2+ —1+4)™ (1.91)
donde S = % (i;g ff_ﬁj) . Note que S™! =S, es decir, S es una matriz involutiva. Por dltimo,

consideramos a la matriz A € SL(2,R), verificaremos si STtAS € SU(2,H), para ello expresamos
a la matriz A como sigue

P g

r s}’

con p,q,7,5 € Ry ps — qr = 1; por consiguiente el producto ST*AS es igual a
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(05 )0 DG ) =TGN B )

a+jb c+jd

-1
—e+id a —jb> , por lo tanto STAS € SU(2, H).

note que la matriz anterior es de la forma (

1.4. Companero de un espinor
wl
Sea ¥ = ( ¢2) , €l cual se transforma como

A = KApp5, (1.92)

con (K4g) € SU(2,H), por tanto la transfomacion anterior se expresa explicitamente por

WY (a+jb c+jd\ (¥
(0) = (20 225 () )

de donde se obtiene

Pt = p(a+ jb) + 93 (c + jd),

(1.94)
W2 =9 (et jd) + ¢ (a— jb),
al conjugar las ecuaciones obtenemos
W =l — jb) +¥2(c — jd),
(1.95)
U2 = Pl(—c — jd) + $*(a + jb),
ordenando las ecuaciones, lo anterior equivale a
U2 =92 (a+jb) — (e + jd),
(1.96)

1=y (—c+jd) + ¥ (a - 5b),

<

y comparando con (1.94) obtenemos que el companero del espinor ¥, denotado por U, se puede
definir como

(1.97)
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de tal manera que las componentes de v se transforman de la misma manera que las de ¥,

ba=9A y Pt =—Yq. (1.98)

A continuacion se calcula 1&1 y 1/32, para ello se define a* = 1/3’4,

R "]

1_

jo

ot = —pA, (1.99)

A =’ = —ryA (1.100)

= _EKJJ}Aa
por lo que, descartando el caso trivial, ¥4 = 0, se tiene que k& = —1, lo cual no se puede satisfacer
si k es real o complejo. Escribiendo k = a + jb, con a,b € R, obtenemos k& = (a + jb)(a —
jb) = a® — b?> = —1, por lo que existe # € R tal que b = & cosh § y a = senh 0, luego

k =senh 6 £ jcosh § = £j(cosh 6 + jsenh §) = & e*7?. Y en consecuencia
A = +jeti0pA
= eigw’q = ijei%dy‘

j i A
= FFYA = 4 (eﬂF%’Q/,A) , (1.101)

. 0 . . ., . .
Por tanto, si se define ¢ = eTZ )4, se tiene ¢4 = +j¢*. En conclusion, existen espinores que
son proporcionales a su compaifiero con kK = +j.

Por otro lado, recordemos que ¥ es un vector propio de la matriz K si cumple

KAgypB = M, (1.102)

de la igualdad anterior obtenemos —K 4515 = A4, al conjugar

~KaP Y5 =X, (1.103)
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usando la definicién de companero de un espinor y (1.62), se tiene

KA )P = X4, (1.104)

es decir, U es vector propio de la matriz K con valor propio . Luego, si X # A\, ® y ® forman una
base.

Con respecto a la definicion de vectores y valores propios; es decir, de (1.102) tenemos

opy?
opYB

KApypP =\ P4,

(1.105)
PPyp
PPYp

K4p¢P =5 ¢,

o de forma equivalente

A
(10ts =255 ) o7 =0
(1.106)

A
(1% + 5522 ) % =

en la ultima igualdad se uso la relacion ¥4¢p4 = —1pa¢*. Ademas, sabemos que 1)1, = 0, en
consecuencia las igualdades anteriores se reescriben como

A A
(222 ) 0

(1.107)

(KAB_Fﬂ¢AwB ¢B¢A>¢ﬁ:20

ortR Gt

Si prep™ # 0, lo que equivalente a que {4, ¢} sea linealmente independiente y en consecuencia
las igualdades anteriores

oY o%s
K4 — ) + =0, 1.108
B pyR ﬂ¢R¢R ( )
es decir,
1
A A A
K = oo (Won — 60" ) (1.109)
por ultimo, recordamos que los valores propios A y 8 se pueden escribir como ei%, asi
KAy = (eByphgy — e %ot 1.110
B=ggi\° Vvigp —e 29 Yp) . (1.110)

25



CAPITULO 1. NUMEROS DOBLES EN ESPACIOS DE CUATRO Y TRES
. DIMENSIONES
1.4. COMPANERO DE UN ESPINOR

Por el contrario, si 1[) A = « 4, lo cual implica que A = X\, ¥ a es un escalar a determinar,
el cual se puede obtener de forma inmediata al considerar 1a ecuacion (1.101), esto es, se obtiene
que a = *j. Asimismo, debido a que A = é entonces ) = e?. De la misma forma, se propone que

Si ¢a o G4, entonces g4 = +jda y B =58 = e . Por lo tanto, usando (1.109) y las relaciones
anteriores se obtiene

1 2] 6
A g A -2 A
K B_i¢R’L/)R (621/} (,25376 2(;5 1/)3) (1111)
Consideremos ahora, el caso cuando 1) y ¢# son linealmente dependientes, lo que implica

A = . Asimismo, sabemos que cualquier matriz cuadrada se puede representar como la suma de
dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica,

1 1
Kap = §(KAB+KBA)+§(KAB_KBA)7 (1.112)

usando (1.16), la igualdad anterior se reescribe

Kap = Kap)+ K%ean
(1.113)

= [(AB) + T€AB,
con 7w un escalar hipercomplejo y pap = pupa. Usando (1.30), se sigue que existen ¢4, ¢4, tales
que pap = PaPp), en consecuencia ¥4y ¢4 son los espinores propios de la matriz (K4p).
Luego,
Kap = pa) +¥a¢n), (1.114)

subiendo el indice A, en la ecuaciéon anterior y considerando el producto simetrizado de ¥# y ¢4
obtenemos

K'p = pép + 5 (W‘cbs +0%p), (1.115)
finalmente, al considerar que el determinante de (K4 ) = 41 y la dependencia lineal de ¥* y ¢35,
obtenemos

KAp = +£64 + 0y, (1.116)

con 6 un escalar real o hipercomplejo. En resumen, encontramos que la forma de las matrices

(KAp) € SL(2,H) es

1 i 0 LA
ORUE (€7¢A¢>B - 6_7¢A¢B) ; sipAda #0,
i%ij (eFton — e fotun),  sida=-tjoa y da=jva, (1.117)

+64 + 0vyp, si p2¢? son linealmente dependientes.

excluyendo a la matriz identidad.
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1.5. Grupos ortogonales para espacios de tres dimensiones

Para la métrica definida como (g,5) = diag(+, —, +) una eleccion conveniente de la base {E,}
es

1 ) 1 .
E, = 5(61 +jez), Eqx= ﬁ(_el +je2) y Es=e;s, (1.118)

en este caso los simbolos de Infeld-van der Waerden estan dados por

1 (1 0 o (7 0 3 (0 -1
o= <0 ) o=\ 4) yo=la o) (1.119)
los cuales cumplen con la siguiente relacién bajo conjugacion

0% ap = —0*P, (1.120)

ademaés, de acuerdo a la eleccion de la base anterior, podemos definir a la matriz P, la cual se
representa como

P= (‘”jy . ) (1.121)
—z  —xz+jy

con det (P) = —22 + y? — 22. Dadas K y M matrices cuadradas con entradas con niimeros dobles,
se realiza la siguiente transformacion

P P' = KPM, (1.122)

entonces,
P’ = (KPM)T = MTP K7

K =M, (1.123)

en donde T indica transposicion, se sigue

P = MTPM, (1.124)

de ahi que det(M) = +1. Para hallar la representacion de la matriz M, consideramos la ecuacion
(5.34) presentada en [3], la cual es valida para cualquier matriz (L%;) que pertenece a O(p,q) y
que se expresa como

1
LY = iiaaABUbCDUACUBD, (1.125)
donde (U4¢) posee determinante igual a 1. Con la finalidad de conocer la representacién de
la matriz M, igualamos la expresion anterior con su conjugado, es decir, estudiamos bajo qué
condiciones de M, L%, es real, por tanto
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CD77A _71B —
0%apoy U U p =0%ap 0P UAc UBp

(1.126)
=0"P oycp UAc UBp,
para poder comparar la expresion anterior, debemos reescribir el lado izquierdo, asi
"B oycpUaUp? = 0P oycp UAc UBp,
de donde se obtiene
UACUPp =UAC UgP, (1.127)
por tanto U4¢ = AU, para algiin escalar \. Considerando el det(U“ () se tiene,
det(UA¢) = UL U?, — UNLU%
= Uty (A02) - U, (WD)
= -AUNMUY — AU UL,
=AU P+ |USP) (1.128)
en consecuencia A = —1y U,¢ = —AUA(. Finalmente, debido a la igualdad anterior, se tiene que

(U4%) son matrices unitarias, y al poseer det(U) = 1, se tiene que U € SU(2, H).
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Capitulo 2

Conexién y curvatura

En este capitulo se introducen conceptos nuevos; en particular se revisa lo que es una conexion,
torsién y curvatura en variedades Riemannianas. Una variedad Riemanniana es una variedad
diferenciable M, con un campo tensorial diferenciable, no singular y simétrico del tipo (8),
denominado tensor métrico. En este tipo de variedades es posible definir un producto interno
entre los vectores tangentes en cada punto de la variedad, el cual forma un espacio vectorial;
debido a esto es posible construir tétradas nulas en cuatro dimensiones. Es decir, es posible
introducir el formalismo de espinores para el estudio de la conexién, torsién, curvatura, los
campos vectoriales de Killing, etc., como se muestra en [1]. En forma similar, en este capitulo,
se busca estudiar la aplicacion del formalismo de espinores con la introducciéon de cantidades dobles.

Debido a que tenemos dos elecciones de base en el caso de cuatro dimensiones, las relaciones
para cada eleccion de los simbolos de Infeld-van der Waerden se presentan en secciones diferentes
para evitar confusiones. Finalmente, debido a la semejanza que existe en el caso de cuatro y tres
dimensiones, las ultimas no se presentan explicitamente en este capitulo. Sin embargo, en el capitulo
dedicado a las aplicaciones en espacios de tres dimensiones, se hace un resumen de las ecuaciones
a usar.

2.1. Conexion en cuatro dimensiones

Una conexion, la cual denotamos en lo sucesivo como V| es una regla para calcular las derivadas
direccionales de los campos vectoriales en M. Si X,Y son dos campos vectoriales que pertenecen
a M, VxY denota el campo vectorial cuyo valor en cada punto p € M es igual a la derivada
direccional de Y en la direccién de X,. Una conexién cumple las siguientes propiedades para
a,beRy f: M — R,

Vx(aY +bZ) = aVxY + bVxZ,
Vx(fY) = fVxY + (X[)Y,
Vox4byZ = aVxZ + bVvyZ,
V,xY = fVxY,
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con X,Y,Z campos vectoriales en M. Ademés, con respecto a una tétrada ortonormal {9,}, una
conexion se representa por el conjunto de funciones I'%,., definido por

Vaab = Fcbaaca (22)

donde V, representa la derivada covariante a lo largo de d,, es decir, V, = V. Usando la igualdad
anterior y las propiedades de la conexion, notamos que la 1—forma de conexién, definida como

ab = Fabc 9C7 (23)

satisface

[(X) = 0°(Vx ), (2.4)
para cualquier X en M. Por otro lado, existen dos campos tensoriales asociados a una conexion;
la torsion y la curvatura. El primero lo denotamos por 7', y se define como

T(X,Y)=VxY - VyX - [X,Y], (2.5)
para cualquier X,Y en M y donde [X,Y] denota el paréntesis de Lie (o conmutador) entre los

campos vectoriales X e Y. Note que T es un tensor antisimétrico, es decir, T(X,Y) = -T(Y, X).
Asimismo, la 2—forma de torsion, 7%, con respecto a la tétrada {9,} se define

1
T(X,Y) = 50“ (T(X,Y)). (2.6)
Se dice que una conexiéon V es simétrica o libre de torsion, si el tensor T' = 0.

Usando (2.4) — (2.6) es posible derivar las primeras ecuaciones estructurales de Cartan,
(X, Y) = 50" (T(X,Y))
1
= 30° (VxY - VyX - [X,Y])
1
=5 X (O°(Y)) = (Vx6%) (Y) = Y (6*(X)) + (Vy#°) (X) = 6 (X, Y])}

= {2087 (X.X) 4 T4 (OB (Y) — T (V) (X))

= (d6" +T% A 0%) (X,Y),

es decir,

T% = dh* +T% A 6°, (2.7)
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si la derivada exterior de una 1—forma, «, se define como

da(X,Y) = S {X(a(Y)) = Y (a(X)) = a (X, Y])}, (2.8)

DN | =

y el producto exterior de dos 1—formas, a 'y 8 como

(0 A )X, Y) = 5 [a(X)5(Y) — a(¥)5(X)]. (29)

Se dice que la conexiéon es compatible con la métrica si

X [9(Y,Z)] = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), (2.10)

en consecuencia se tiene

aagbc = g(vaabv ac) + g(8b7 Vaac)
(2.11)

= deagdc + chagbd = Fcba + Fbca7

donde se us6 gqp para bajar indices. Asi, con respecto a una base ortonormal, una conexiéon com-
patible con la métrica se representa por un conjunto de funciones, denominados coeficientes de
rotacion de Ricci los cuales se representan por I, que satisfacen

I—‘abc = _Fbac- (212)

En una variedad Riemanniana existe una tinica conexion sin torsién compatible con la métrica;
la conexion Riemanniana o conexion de Levi-Civita. En lo sucesivo se consideran unicamente
conexiones Riemannianas. Es importante destacar que los coeficientes de Ricci pueden ser
calculados usando las primeras ecuaciones estructurales de Cartan, (2.7), o con los conmutadores
de los campos vectoriales J,,.

Note que una consecuencia de (2.12), es que las 1—formas de conexion satisfacen T'yp = —T'pq.
Ademas, si usamos la equivalencia espinorial de un tensor, (1.19), obtenemos que el equivalente

espinorial de I' , 55 = %U“AAUZ’BBI‘M,, puede ser expresado como

Uyiss =Taseip +T ipean, (2.13)

en la igualdad anterior se ha introducido la letra I' para evitar confusiones con I'*;. La cual
representa 1—formas simétricas, es decir, Tap = T'ap) = $(Tap +Tpa) y Tyip = T i) =
(T4 +T34) Al definir

044 = — 5, 4407 (2.14)
\/i )

las primeras ecuaciones estructurales de Cartan, con torsién cero son equivalentes a

doAA = TAA_ . A gBB AL A gBA L T4, A gAB (2.15)
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Por otro lado, las 1-formas I"'4p y I' j 5 pueden ser expresadas como
]FAB = _FABCC‘HCC y FAB = _FABC"CHCC’ (216)

donde T, zv ¥ T'ipgee son funciones hipercomplejas; de acuerdo a la ecuacion (2.14). Asi, al
sustituir las expresiones anteriores en el lado derecho de (2.13) y usando (2.3) obtenemos

1 a b c
Uapcc€ip tligcceas = 230 AAT BET cclabes (2.17)

siguiendo la convencién usada por Newman y Penrose, las funciones I' y pv ¥ I' i g S€ denomi-
nan coeficientes de espin.

Maés atn, el lado derecho de (2.17) es el equivalente espinorial de los coeficientes de rotacion de
Ricci. Asi,

Usissee =Tapcc€in +1ipcceas. (2.18)

Debido a que los coeficientes de Ricci son funciones reales, se cumplen relaciones especificas entre
los coeficientes de espin y sus conjugados, en consecuencia, a continuacion se estudian las relaciones
entre los coeficientes de Ricci, los coeficientes de espin, etc., dependiendo de la eleccion de la base.

2.1.1. Primera eleccion de los simbolos de Infeld-van der Waerden

Como se mencion6 anteriormente, los coeficientes de Ricci al ser funciones reales, estos deben
de cumplir relaciones especificas, es asi que para la primera elecciéon de base [ec. (1.4)] y de (2.17)
se tiene

1 -
a b c _ b
——0% ;0 510 A Lape = —=0%, i 0%, 04 Tap
AAY BB abc AA BB abc
22 ce 22 ce

(2.19)

_ gaAA GbBB cCC

2\/5 abces
donde en la altima igualdad se uso (1.14). Por otro lado, anteriormente se definié el compafiero de

un espinor, en particular para el caso Kleiniano se tiene

Yupo. ipe. . = YABCABC..

y
(2.20)
GADCABC () e
donde m indica el namero de indices del espinor. En consecuencia de (2.18), se obtiene
FABCC‘EAB + FABC‘CEAB = —FABCCGAB — FABCCEAB, (2.21)

finalmente, al comparar el lado izquierdo de (2.17) y la igualdad anterior, se obtiene
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Uapep = Tagep Vv Vigep = Ligen: (2.22)

con €4p = €AB Y €455 = €4 Por otro lado, como se mencion6 anteriormente, los coeficientes de
espin pueden ser calculados usando las relaciones de conmutacion,

048:0c0) = T a0 — T ppa0cr + T acnOrs + T spc0an (2.23)

bajo la definicion

1
Oup = EU“AB&I, (2.24)

note el parecido a (1.10). A continuaciéon se muestran explicitamente los 24 simbolos para los
coeficientes de espin, de acuerdo a Newman y Penrose se denotan por I' , 5y,

I'ii =k, Iis =0, i =ps Piigs =1,
o =6, L1 =6, Fipi =a, L0905 =1, (2.25)
LPosyi =, Loois = p Pogoi = A, Logos =1,

de forma anéloga, se denotan por I' j 5,

Liji; =, Lijjp =0, Lijs; = p, Lijso =T,
Lisiy =€, Diiiz = B, Dijs =@, Disse =7, (2.26)
Lssip =, Dssio = fs Possr = A, Dass0 =0
Asi, al definir
D =9, 0 =05, 6= Oyi ¥ A= 0,9, (2.27)

las relaciones (2.23) se expresan explicitamente como

[D,8] = —(G+B—7)D—kA+ (p+¢c—E)d+ 09, (2.28a)
[A,0] =D — (1 — & — B)A — (u—~y+7)8 — A\, (2.28b)
[D,A] = —(y+7)D — (¢ + E)A + (F + )8 + (1 + )0, (2.28¢)
[6,0] = (1 = D + (p = P)A = (a = B)5 — (B — @)6, (2.284)
[D,6) = —(a+ B —m)D —RA + (p+ & — )b + 66, (2.28¢)
[A,0]=vD — (F—a—B)A —(ji—7+7)d — \d. (2.28f)
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De (2.27) y (2.28a)-(2.28f) se encuentran las relaciones

5=0 y

D=—A,

de forma anéloga se encuentra, de (2.28a)-(2.28f)

y para los coeficientes con tilde,

R=-v, T =, B=—a,
=7, p=p y T=-T,
R=—p, &=\ B=—a,
=7, p=p y T=-7

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Note que la primera ecuacion para (2.28a) es la compleja conjugada de (2.28f), asi como (2.28b) es
la compleja conjugada de (2.28e), en consecuencia tenemos 4 ecuaciones independientes en (2.27),
y debido a (2.30) y (2.31) tenemos 12 coeficientes de espin independientes.

2.1.2.

Segunda eleccién de los simbolos de Infeld-van der Waerden

Para obtener las relaciones que deben de cumplir los coeficientes de Ricci para la segunda
eleccion de base [ec. (1.5)], se debe de reescribir primero la ecuacion (2.17) de una forma maés

adecuada, es asi que obtenemos

1

- L. _ a b _c |
Uaceresp T gprreac = 2\@0 AB9 ¢ gplabes

es asf que los coeficientes de espin de acuerdo a (2.32), deben cumplir

1 S
a b c — b
——0" 50 a0 plabe = 0%, 0% 0
ABY ¢DY EFp! abe AB D9 EF
24/2 = 272 ©

Fabc

1
a b c
= 0540 pe 0 pg Dave
9,2 BAY DCT FE )

y debido a que el el companero del espinor bajo esta eleccion se define como

se obtiene

wABCD... = ¢BACD...7

Uaceresp T spereac =L icpresp + Uppppcic:

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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CAPITULO 2. CONEXION Y CURVATURA
2.2. CURVATURA EN CUATRO DIMENSIONES

finalmente, al comparar el lado izquierdo de (2.32) y la igualdad anterior, se obtiene

Pacer =Ticer Vv Veper= Tepee (2.36)

Se definen a los campos vectoriales

1

1 .
D:ali:\/i((??_a‘l)v =alg=ﬁ(51—Ja3),
(2.37)
-1 ~ 1 .
A:azgzﬁ((%"rad y 526212E(81+]83),

notando que D y A € R, ademés & = 6. En consecuencia, de (2.27) y de la relacion que existe entre
0 y 6, notamos que los coeficientes de espin sin tilde son iguales a su equivalente con tilde, es decir,

K= F, o=, p=p =7,
£=§, B =3, a=a, v =7, (2.38)
T =7, = fi, A=A v="7,

obteniendo 12 coeficientes de espin independientes y 4 ecuaciones independientes.

2.2. Curvatura en cuatro dimensiones

Como anteriormente se habfa mencionado, existen dos campos tensoriales asociados a una
conexion; la torsion y la curvatura. La segunda la denotaremos por 2 y se define como

X, Y)Z = VxVvZ - VyVxZ - Vix, v|Z, (2.39)

para cualesquier campos vectoriales X,Y,Z en M. Con respecto a una tétrada ortonormal {J,},
la curvatura de una conexién es representada por las 2—formas de curvatura 2%, definidas como

0, (X, Y) = %ea (QX,Y)0) , (2.40)

para cualesquier campos vectoriales X, Y en M. Se puede verificar que (2%, es una 2—forma y
ademaés

1
Q% = iR"bchC A Gd, (2.41)

con R%.q las componentes del tensor de curvatura con respecto a una tétrada {9,}, las cuales se
definen como

Q(aazab)ac = Rdcabad- (242)
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Usando las ecuaciones (2.4) (2.8), (2.9), (2.39), (2.40), y las propiedades de V, se obtienen las
sequndas Ecuaciones Estructurales de Cartan,

1
Q% (X,Y) = 59‘1 (VxVyd — VyVx8y — Vix v]0s)

= L0 (T (T(Y)2) — Ty (X)) — 5T (X, Y))

- %ea (X (T(Y)) 8o + T (Y)Vx8e — Y (T(X)) 9 — T(X)Vy o} — %rab ([X,Y])

= % {XT%(Y)) + T (X)T%(Y) = Y (T%(X)) = T(Y)I'(X) = T ([X,Y])}

= dT(X,Y) + (I% A T%) (X, Y),

es decir,
Q% =dl'% + T AT, (243)
La 2—forma de curvatura satistace la relacion Qqp = —Qpq. Asi, de (2.43) y Typ = —Tpq, obtenemos
Quy =dlap + Toe AT = —dlpq — Tpe AT, = — Qs (244)
Es decir, las componentes del tensor de curvatura satisfacen R.peq = — Rpacd-

Al aplicar el operador d, es decir, la derivada exterior en ambos lados de la ecuacion (2.7), y
usando la ecuacion (2.43) se obtiene la identidad

dT® + T AT® = Q% A 6°, (2.45)

por consiguiente, si la torsion de la conexion se anula,

Q% AP =0. (2.46)
Cualquier 2—forma puede ser expresada localmente en términos del producto exterior §¢ A 6°,
o de forma equivalente en términos del producto exterior de 844 A BB es decir,
A N GBD = GABCAD | gABAB, (2.47)
donde se han introducido las 2—formas
SAB = Zsabf‘“gea NGy SAB = ZsabABea N (2.48)
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Como consecuencia de (2.47) se tiene

S = S0MAOT, y ST =0 04", (2.49)
explicitamente para las 2—formas S48 y SAB , se tiene
gl — gti A 91?7 g2 _ % <011 AO22 _ 2 A 021) - 921 A 922,

(2.50)

y 2 ’

Con respecto a las segundas ecuaciones estructurales de Cartan, estas se pueden expresar en
términos del equivalente espinorial de la 1—forma de conexién y la 2—forma de curvatura como
sigue

Rap =dlap —Tac AT y

(2.51)
C
Rip=dU i3 —Tic AT b,
explicitamente, las igualdades anteriores se representan
P11 =dl'y — 219 A1y, Koz = dl'ag + 21719 Ao,
(2.52)
Fr2 =dl2 +T11 ATe2  y Ho1 = dl21 + Ty A2,
y para %z,
Ry =dlij — 2045 ATy, Ry = dlys + 245 A ss,
(2.53)

Riy =dlis +Tii ATy Hsj =dlsy + T3 A3y,
las cuales se pueden relacionar con las 2—formas S48, SAB y las funciones Capcp, Cjpep como

sigue

1 .
Rap = CABCDSCD + ERSAB + CABCDSCD y
(2.54)
1 .
c C
Zipy = CopapST" + GRS ap + CapenS”,

donde Capcp y C4pep estan relacionadas con el equivalente espinorial del tensor de Ricci y R
denota el escalar de Ricci.
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Finalmente, sabemos que frecuentemente el tensor métrico de M es expresado en términos de

algin sistema de coordenas local, y en consecuencia, al querer hallar un conjunto de 1— formas

HAA, es conveniente notar

g =eape ;0™ @088

= —20'19% 4 2012621 (2.55)

donde la yuxtaposicion de 1—formas indica producto tensorial simetrizado. Asimismo de (2.14) y
(1.14) se tiene

0AB = —0, ;. (2.56)

y de forma similar, para (1.15)

Ous = Opi (2.57)

En consecuencia, se puede obtener un conjunto de tétradas nulas a partir de (2.55).
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Capitulo 3

Aplicaciones en espacios de cuatro
dimensiones

En lo sucesivo, se proponen conjuntos de 1— formas, 847, tales que

g= 72011022 4 29129217

y, debido a que 948 est4 relacionada con los simbolos de Infeld-van der Waerden, mediante

HAB _ io_aABga7

V2

se consideran dos conjuntos de 1—formas, de acuerdo a las elecciones en (1.11) y (1.12). Para la
primera eleccion de simbolos y usando la propiedad del conjugado (1.14), se tiene

Tapp = —04%, (3.1)

es decir,

=0, =—02 y 02=_g,=0"

De forma similar, para la segunda eleccion y con la propiedad (1.15) se tiene

9AB = pBA, (3.2)

es decir,

i 11 5 22 5 21 i 12
01l =0, 022 = 9°° 012 =9 y 02l =6".
A continuacion se calculan las bases, la forma de las ecuaciones de Cartan, los coeficientes de espin,

las 1—formas de conexién y la curvatura, usando espinores y tensores con la finalidad de comparar
métodos.
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3.1. METODO ESPINORIAL

3.1. Meétodo espinorial
Ejemplo 1. Metamateriales

En 1968 los metamateriales fueron idealizados por Veselago [46], quien propuso un material
que admitia a la vez una permitividad (e,) y permeabilidad (u,) negativas, ademéas de un indice
de refraccion real (n = 4, /€.1,). En afos recientes esta idea se ha desarrollado y como resultado
de ello, se han disenado metamateriales compuestos por resonadores de anillos de cobre. Mas atn,
se han realizado otros sistemas, con los denominados metamateriales hiperboélicos, donde €, < 0
vy e >00¢€ >0y . < 0. A continuacion, se consideran metamateriales anisotropos, en los
que la permeabilidad y la permitividad son tensores, debido a que las ondas electromagnéticas
propagadas son estudiadas mediante una métrica efectiva en coordenadas cilindricas, se tiene

dsy; = eodr® + egdz® — *dt® + e.r*dg’

en donde ¢y > 0y €, < 0, lo cual corresponde a una signatura de espaciotiempo del tipo Kleiniana
[47]. En consecuencia, la métrica se escribe

g = eodr? + €odz? — Adt? — e.r’de?. (3.3)

Una eleccién conveniente de 1—formas, usando los simbolos de Infeld-van der Waerden definidos
en (1.15) es

oLl — L(_\/gdz +ryeds), 0% = i(\/adz + ry/€cdo),

2 V2
(3.4)
012 = —(—\/egdr + jedt 0! = — (Veodr + jedt),
5 (~Vedr +jedt) 75 (Veodr + jedt)
ademas, de acuerdo a (2.24), los campos vectoriales asociados adquieren la forma
1 1 0 1 0 -1 1 0 1 0
bi=—rl=m-rm) %3 =ntoen
V2 \Veo 0z r\fec 0¢ V2 \Veo 0z r\fec 0¢
(3.5)

1 /10 jo 1 /10 jo
8'27 _ = y Oni = — _ 4+ = —
2 V2 \Jeor cot A2 \Jeoor cot)’

de acuerdo a (2.27), D = 8y, 6 = 015, 0 = 05; y A = D,5, en consecuencia los paréntesis de Lie
dan como resultado

b L[(lLo_ Loy 10 joy_ -1 0
2 Veo 0z e 09 ) \\Jeg dr ¢t _27‘2\/60766&15

_ V2 L V2
drfeg | drye
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DALl Loy (1o 1 0N _
T2 [\Ve 0z ryecd9) \\Je0 0z ryedo)]
(3.6)
ag_TL[(L0, Loy (10 joy_ -1 o
T2 Ve 0z r\fec0d) \\JeoOr cot)|  2r2/ege. 0
= V2 D+ V2 A,
4r\/eo 4r\/eg
sioL(Lo _Joy (Lo JOo\|_
[5’5]_2[<\@8r 06t>’<\/587“+08t>]_0'
Luego, los tnicos coeficientes de espin diferentes de cero son
V2 V2o V2o —V2
=g, = =Uv 7= =7y T =7 (3.7)

"T e 'T e ir/e

De donde resulta que las 1—formas de conexiéon se representan como

T :_011_ 922:\/ad T :_011_ 022:_\/ad Ty = T =
11 K T 2\/5% 22 T 14 2\/5@ 12=0 y 21 =0,

finalmente, se calculan las 2—formas de curvatura Zap,

Fi1 =dlM — 22 AT =0, Koo = dlMag + 2N ATl92 =0,
12 =dl12 +T11 AT =0 y  Hog =dla1 + 11 A2 =0,

lo que implica que Capcp =0, Cypis =0y R=0.

Ejemplo 2. Variedades compactas y orientadas de Einstein

La representacion de la métrica que a continuacion se introduce, se estudia en [17]. En donde
se estudia la caracteristica de Euler para variedades compactas y orientadas de Einstein, en
particular para espacios de cuatro dimensiones con signatura Kleiniana. Es asi que se introduce la
métrica

g=a’ (d£2 + sen? £d¢? — sen? ndyp? — an) , (3.9)

con 0 < &n <m0 < ¢,y <2myaz#0. Una eleccion conveniente de 1—formas, de acuerdo a
(1.14), es
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9“:%(—sen§d¢+jdn), 012 = 7( de + jsenn) dip),
(3.10)
922:%(5en€d¢+jdn) y 62! = \_T(df—l—jsenndw)
donde se definen los campos vectoriales
.- L (L 0 0 o, L (0 3 9
11—\/% —T jan ) 12—\/% o€ sennop )’
(3.11)
(10 8 1 (00
a”‘ﬁa<senfa¢“8n> ' 821_ﬁa(8£+sen778¢>’

denotando a D = 0,1, § = 015, 6 = 0y y A = 05, obtenemos las relaciones de conmutacion o
paréntesis de Lie,

[D(s]_i 1 9 .9 0§ DN _ L (cot&d  coty 0
T 202 [\ sen€ 06 ]87) '\ 8¢ senn oy )| T 202 \sen€ 86 | senn 0

_‘/ECOtg V2 cotn ~
= Do (50),
—1 Lo .9 1 9 0
A= 5, Ksem:aqﬁ_]an)’(‘sengaqs‘ﬂan)]:o (3.12)
0= (el L) (G- 2] - (el )
T 9, sené 0¢ on) "\o¢ sennd )| 242 \sené d¢p = senn O
_ V2 cot¢ V3 cotn /o =
= @D (5 0).

e | o .0 g .0
03 =2 (7 ) (36 +97)| =©

de las relaciones anteriores obtenemos que los tnicos coeficientes de espin diferentes de cero son

\/icotf ‘\@cotn \/icotf ‘\@cotn
= = = — = = — £y = =
4a e T, g7 da 4q ’
(3.13)
_ V2coté | V2cotn V2coté _ V2coty <
R= =7, G=—j—p — =[ T=- =vy p=j—F— =X
4a 4a 4a 4a

a continuacion se calculan las 1—formas de conexion
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cos§d¢+cos77dw y Ty =0=T,,

'y = — kM — 5012 p92i — 7% = 5 2 21

(3.14)

y, debido a que Iy es real, se obtiene que I';; = I'y5. Antes de calcular las 2—formas de curvatura,
hallamos las 2—formas S48, asi

St — %2(—86115 de +jd77) A (—df +jsenndz/1), 522 = _Taz(d§ —&—jsennahb) A (sen§ do +jd77),
(3.15)
S§12 = %2[ (f sen & do +jd77) A (senf do +jd77) + (fdf +jsennd1/)) A (fdf +jsenv7d1/z)].
Finalmente se calculan las 2— formas de curvatura,
T = Ty~ ATn = 50 (S 48%), g =dlip + Ty ATz =0,
(3.16)

1
Koz = dl'9o + 2" NTap = 202 (511 + 522) Yy  Ho1 =dl2 +T11 ATag =0,

se sigue de (2.54) que Ci111 = Cr122 = Cag11 = Cazz = 505, Ca221 = C1112 =0y R =0.

3.2. Meétodo tensorial

En lo sucesivo se resuelven los ejemplos de la secciéon anterior usando notacién tensorial. Para
ello, consideramos que el tensor métrico se representa como

=g 260" con (gap) = (0

donde los indices a,b = 1,2,3,4. Asimismo consideramos la primera ecuacion fundamental de
Cartan

df® =T%.0° A 6°, (3.17)

donde I'*;. se denomina coeficientes de rotacion de Ricci y el tensor g, nos ayuda a subir y bajar
indices. Ademas, los coeficientes se relacionan con las 1—formas mediante

Fab = Fabceca (318)
con I'yp = —T'pe. A partir de los cuales podemos hallar la 2—forma de curvatura usando
Xy =dl' + T AT, (319)

y ademas
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1
Ry = §Rabcd96 A\ Qd.

Finalmente, los coeficientes y el escalar de Ricci se obtienen

Ropy = ngRdacb y R = gabRab-

donde Rgqcp representa al tensor de Riemann.

Ejemplo 1. Metamateriales

La métrica con respecto a una base local (r, z,t, ¢) es

g = Veodr @ \/eodr + \/epdz ® \/egdz — cdt ® cdt — \fecrdd @ \/e.rdo,

donde las 1—formas, 6%, son

0! = \/eodr, 0? = \Jeodz, 0% = cdt y 0* = \Jfecrdo,

asimismo, las derivadas exteriores de 8% son

1
ot =0 de*> =0 e =0 do* = Jeodr Ndp = ——0" A O*
bl b) y € T‘ ¢) T\/% b

recordando que la primera ecuacién fundamental de Cartan
Aot =T 50 A 0> =T 120" A 0% +T49102 A O + T4 1300 AP

+ 14503 A0 + 74,00 A O* +T44,0% A 61,

de las propiedades del producto exterior,

d94 = (F412 — F421)91 A 92 + (F413 — F431)91 A\ 93 =+ (F414 — F441)91 A\ 94,

usando las propiedades de I'yp, se sigue

do* = 2T% 150" A 62 + 2T% 150" A 63 + 2T 140" A 6%,

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

al comparar la igualdad anterior y (3.23), concluimos que el tnico (esencial) coeficiente de espin

diferente de cero es

1
2r\/ey’

luego, bajando el superindice y usando (3.18), obtenemos

4
Iy =

(3.26)
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1 /e,
IMNy=-4/—d 3.27
14 D) €0 ¢7 ( )

es asi que obtenemos que el tnico coeficiente de curvatura diferento de cero proviene de

Fr1a =dlig +T11 AT +T12 Aoy — T3 A3y =iy Alyy =0, (3.28)

finalmente, se tiene que todas las componentes R;;x; son cero, lo cual implica que las componentes
del tensor de Ricci son iguales a cero, es decir, R;; = 0 y en consecuencia, el escalar de Ricci
también es cero, R = 0, lo que concuerda con lo encontrado usando notacién espinorial.

Ejemplo 2. Variedades compactas y orientadas de Einstein

La métrica con respecto a una base local (&, ¢, ¢, n) es

g =adé ®adé +asené dp ® asené do — asenn dv @ asenn dy — adn ® adn,

donde las 1—formas, 8%, son

0! = ade¢, 0% = asenédo, 6% = asenndiyp y 6* = adn, (3.29)

asimismo, las derivadas exteriores de 8% son

1
A9t =0, db?> =acos€ dé Ndp = Ecotf 6t A 62,
(3.30)

1
d9® =acosndypAdip = =cotn O AG> y do* =0,
a

de forma similar a lo que ocurrié con (3.24) y al comparar con las igualdades anteriores, obtenemos

1 1
oIy = —coté y 2045 = —cotn, (3.31)
a a

de ahi que los tnicos coeficientes de Ricci distintos de cero son

1 1
Ty = ~34 cot & v Iy = % cot n, (3.32)

bajando indices y usando (4.75)

1 1
I = —5 C0s £do y  Tsa= —5 008 ndi, (3.33)

es asi que obtenemos que los tnicos coeficientes de curvatura diferentes de cero provienen de los
términos
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1
Fi2 =dl'ia +T1i AT12+T1a ATlog = T3 Algg = Tig ALy = 5 sen&d§ ANde y

(3.34)
1
Ry =dl3y +T31 AT 14+ T390 ATy —T33 A3y — '3y ATy = 5 senn d’l7 A dy,
los cuales se reescriben en términos de 6%,
L o2 L 4 3
es decir, las tinicas componentes diferentes de cero del tensor de Riemann son
1 1
Ri212 = P Ryz43 = — (3.36)
y como consecuencia para las componentes del tensor de Ricci
1
Ri1 = g™ Rt = 9" Rt + 9% Raiz1 + 6% Raus1 + " Rawan = 2
) 1
Ras = g™ Rioke = 9" Riz12 + 9 Razoo + 6% Raozo + g** Raoan = 2
(3.37)
1
Ry = g™ Rizrs = 9" Rusis + 9° Rasas + ¢°° Rasss + 9" Rasus = PR
1
Ryt = ¢" Ruka = 9" Ria1a + 6% Rosoa + 9°* Rauza + g Rasas = por
ademés, el escalar de Ricci es
ij 11 22 33 44 1 1 1 1
R=¢"Rij=¢9 Ru+g Ro+9 Rsyzs+g Ru=—5+—5—-——>5——5=0, (3.38)
a a a a

note que los resultados obtenidos concuerdan con lo que se calculd usando notacién espinorial.
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Capitulo 4

Aplicaciones en espacios de tres
dimensiones

Las métricas presentadas en esta seccion son analizadas en [13], donde se estudian soluciones
exactas a las ecuaciones de Einstein en tres dimensiones. A lo largo del capitulo buscamos un
conjunto de 1—formas, 648, las cuales se definen de acuerdo a los simbolos de Infeld—van der

Waerden y a las 1—formas %, como

1
HAB — 7O'QABQ(L,

o de forma explicita se tiene

_ -t
V2

Asimismo, se definen los campos vectoriales

1
911 01 + ~02 , 022 _ 91 o ‘92 012 _ 93.
(0 +56°) (0" —56%) v NG

2

Sl

1
7] = “ aaa
AB \/§UAB
y de forma explicita
Dy = - (B + ), Oor = = (00 + ja) v Ora = —0
11_\/51‘72722_\/5 1]2}’12—\@3,

a partir de los cuales se obtienen las equivalencias de los conmutadores o paréntesis de Lie,

[048,0cp) =T capdrp + T papdcr — TR acpOrs — T BopO AR,

es decir,
[011,012] = (21212 — T'2211) O11 — 21112012 + T'1111022,
(011, O22] = 2T'1222011 — 2 (T'1122 + Ta211) O12 + 2TM1211 022,
[022, O12] = —T'2222011 + 22212012 — (2I'1212 — ['1122) o2,
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donde se asocian a los coeficientes de espin, ' 4gcp, con las letras griegas

k=T1111, B=T1211, p=T21, a=T2 y e=T2, (4.4)

y debido a que cumplen con la siguiente regla bajo conjugaciéon

Tapcp = —TAP9P, (4.5)

se obtiene que

F= -T2, B=Tia0, p=-Ti2, a=Twa y €=-Tao, (4.6)

de la ultima igualdad se obtiene que € es nimero hipercomplejo puro. Por otro lado, al definir

D= —812, o= (911 y g = —8227 (47)

el conjunto de ecuaciones (4.3), se reescribe como

[D, 8] =2aD + (2¢ — p) § — K,

[6,0] =2 (p — p) D + 2835 — 236, (4.8)

[D,d] =2aD — (2¢+ p) § — RJ,

se puede notar que la tltima relacion se obtiene al conjugar [D,d], por lo que una de las dos es
redundante.

Con respecto a las 1—formas de conexion, I" 4 g, estas se definen

Tap = —Tapcpd°?, (4.9)
y de forma explicita
Ty = —T1uepf” = —T11110" — T11120"% — T112060% = —k0'" — af'? + 5672,
Ti2 = —T12cpfP = —T19110" — T12120"% — T19200%* = — B0 — €02 — 36?2 (4.10)
Ty = —TaopcpfP = —To9110' — 991202 — T9200%% = —pf't — @h? + 76?2,

con M1y = IMyy. A partir de las 1—formas de conexién, se puede calcular las componentes de la
curvatura, esto es

AT + T4 AT = —GApepSEP, (4.11)
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debido a la relacion

Rap = —GapcpS°P, (4.12)

podemos reescribimos las 2— formas de curvatura como

Ri1=dT1 + 2N AT, Roo =d Ty — 25 AT9g y Rizo=dT5 — T3 AT 9. (413)

Con respecto a 2—formas S4Z, estas se definen de forma explicita como

Sll — 911 A 0127 S12 — %011 A 022 y 522 — 012 A 022’ (414)

por otra parte, Gapcp es el equivalente espinorial de un tensor que esta relacionado con la parte
sin traza del tensor de Ricci y de la métrica. Es decir,

1
Gapcp = Papep + ER(GAC€BD + eap€eRpa), (4.15)

con R el escalar de Ricci y @ 4pcep el equivalente espinorial de las componentes del tensor de Ricci
sin traza. A continuacién se muestra con ejemplos, el formalismo de espinores en tres dimensiones.
En donde se encuentran los conjuntos de 1—formas 648 y 945 mas adecuadas a cada métrica,
los conmutadores, los coeficientes de espin, la curvatura y las componentes del tensor de Ricci asi
como el escalar de Ricci. Para terminar, se resuelven los ejemplos usando notacién tensorial con la
finalidad de comparar resultados y notar las ventajas o inconvenientes de los métodos usados.

4.1. Meétodo espinorial

Ejemplo 1. Solucién para particulas puntuales.

En 1963, Staruszkiewicz publico por primera vez sobre la gravedad en (2 + 1) dimensiones, la
cual estaba dedicada a la descripciéon de soluciones estéticas determinadas por fuentes puntuales.
En este enfoque las particulas puntuales son los objetos materiales mas simples que se pueden
considerar en tres dimensiones, las cuales se mueven a lo largo de geodésicas, y no interacttian entre
si. La métrica estéatica y circularmente simétrica de Schwarzschild, es descrita por la expresion

g = B(r)%dr® — A(r)%dt* + r?d¢?,
con 0 < r < ooy < ¢ < 27 Una forma méas conveniente de escribir la métrica anterior,
considerando que se deben satisfacer las ecuaciones de Einsten [13], es
g = B2dr® —dr* + r2d¢?, (4.16)

con By = B(r) = constante, Ag = A(r) = constante y bajo el cambio de coordenada 7 = Apt. Una
eleccion conveniente de 1—formas, 045, es

_ !
V2

1

(Bodr + jdr), 0% = —— (Bodr — jdr) y 0'2 = 7%

911
V2

rde, (4.17)
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y para dag,
1 1 0 0 1 -10 0 -1 0
o ﬁ(BOar”aT)’ 02 ﬁ(BOar”aT) Y P P
los cuales de acuerdo a (4.7), se identifican como
119 .0 -~ 1 J]108 .0 1 9
= lmmtinl alme i) v P s G

y hallando sus conmutadores, encontramos

110 1 0 .0 1 0 1
2.6=5 |35 (52 +957) | = 33755 = 3

- 1 1 9 .0 1 0 .0
63 =3 (o +73) (o ~927) =0

debido a que el conmutador de [D, §] es real, se tiene [D,d] = [D, d]. Luego, el tinico coeficiente de
espin diferente de cero es

(4.20)

1

o= ——=0. 4.21
2\/5307" ( )

Por otro lado, de acuerdo a (4.10) las 1—formas de conexion son

-1 -1
M =-—d TMo=0 Toy = ——
11 ¢7 12 y 22 4B,

i de, (4.22)

antes de hallar las 2—forma de conexiéon Zap, calculamos las 2—formas S45,

~1 —1
St = — (Bodr + jdr) Ard, S = —= (Bodr + jdr) A (Bodr — jdr)

(4.23)
1
522 — 3 (rdo) A (Bodr — jdr) .
Asi, finalmente se encuentra que la 2—forma de conexion Z4p estan dados por
F11 =dl'1 + 2002 AT =0, H12=dl2 —T11 AT =0, y
(4.24)

Koo = dlMag — 2IM2 A9 = 0,

es decir, G1111 = Ga222 = 0 = G129 = Gao11 y en consecuencia el escalar de Ricci, es idéntico a
cero.
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Ejemplo 2. Solucién para el polvo.

En 1991, Cornish y Frankel presentaron una clase de soluciones hidrostéticas, las cuales pro-
ducen espacios de extension espacial finita [14]. En particular para la solucion de la funciéon de
Heaviside se tiene que un elemento de linea en cuatro dimensiones se representa por

ds® = —dt® + dz? + dr® + r2d6>?,

la cual es reducida al considerar una funcién embebida en z,

M2
2(r) = \/JiLM 1—4/1— % para 0 <r < Ry, (4.25)
es asi que la métrica puede ser reducida a
Mr2\
2 192 2 2
g=r°do" —dt +<1—K7TR2> dr=, (4.26)

con 0 < r < Ry, kK = 2rG y G la constante de gravitacion. Debido a que x es una constante,
hacemos a = k, con la finalidad de evitar confusiones con el coeficiente de espin . A continuacion,
elegimos a #47 como

-1 1
ot = 7 (rdf + jdt), 6% = 7 (rd — jdt) y 62 =

asimismo, se calculan los campos vectoriales 043,

1 (1 aMr?

— — 4.2
%) e e

1 /10 0 1 (-10 .0 -1 aMr?\* 9
a“_f(rae J&)t) a”‘f(rae J8t> ya”‘ﬂ(l_ ng> o (428

calculando los valores de sus paréntesis de Lie, hallamos

1 aMr2\? 9 10 .0
[D’51_2K1_ ng> o0 o

__ V2 (1_“M7"2)%(5+5), (4.29)

4r R2
-~ 1[/190 0 1o .0
0.0=35 Kaa +]8t) ’ <rae _jatﬂ =0
més atin, debido a que el paréntesis de Lie de [D, §] es una cantidad real, entonces [D, ] = [D, d].

Se sigue que los tnicos coeficientes de espin diferentes de cero son
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(4.30)

ﬂ( CLM1"2>é
p 1-— = K.

Ty 7TR(2)

Una vez encontrados los coeficientes de espin, procedemos a calcular las 1—formas de conexién, de
donde se obtiene

1
aMr®\ 2 df
ri=(1- — — My =0 4.31
11 < 7TR3 ) D) Yy 12 ) ( )
debido a que 'y es real, se sigue que I'yo = I'y;. Hallando las 2—formas SAB, se tiene

1 Mr2\ "2 _1
S =S (—rdo—jay A (1 - ) dr, S"2 = = (rdf + jdt) A (rdf — jdt) vy
2 ’/TRO 4
(4.32)
1 aMr? ~3 )

En consecuencia las 2—formas de conexion, Z 4, estan dadas por

aM
P11 = dl'1y + 202 ATy = o R? (S"+5%%),  Hip=dla—T11 AT =0 y
0
(4.33)
aM
Ry = dTgy — A1y ATy = — S+ 8%,
22 22 12 22 2R ( + )
. . . .. aM
es decir, los tinicos coeficientes distintos de cero son G111 = Gagos = R G122 = Gao11. Por
Tiig
altimo, se tiene
D111 + ! R( + ) =G (4.34)
Gii11 = @111 ﬁ €11€11 T €11€11) = L2222, .
aM .
de ahi que ®1111 = R = Py999. Ademas, debido a que la componente G112 = 0, planteamos el
Tl

siguiente sistema para hallar a @119 v a R,

aM

1
—s =0 -R
97 R2 1122 + 6

1 (4.35)
— Byoyy — —
0 1212 12R

aM 2aM

de donde se obtiene @112 = ®ag11 = ——s = -
e donde se obtiene ®q199 2211 67TR(2) y ’/TR%
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Ejemplo 3. Soluciéon agujeros negros con simetria cilindrica.

En 1992 Banados, Teitelboim y Zanelli propusieron la solucién del agujero negro BTZ, este mo-
delo de agujero negro tiene propiedades similares a las soluciones de agujeros negros de Schwarzs-
child y Kerr en tres dimensiones, los cuales representan modelos reales. El tensor en coordenadas
polares, esta descrito por la expresion

1 2
g=—F—vdp’ - (”2 — M0> dt? + p?d¢?, (4.36)
() = N

donde se considera a My como un parametro y [ esté relacionado con la constante cosmolégica por
A= —l%. De ahi que una eleccién adecuada de 45 es

— 1

1 p2 - ] p2 2 p
Mt=— |5 - M d oMy dt 2 = g

7 <z2 0) p+J<l2 0 ; ﬁcb y

22 1 | P2 -
9 :ﬁ l?—MO

de forma anéloga se obtienen,

Nl

(4.37)

02 3
dﬂ—j<l2—Mo> dt|,

Nl

1 [ So 2 =) -10
311—% <l2 M()) ap-l—J(lQ My Fr au_pr@Tb y

B 1 i p2 % o ' p2 _% o

enseguida, se calculan explicitamente los valores de los paréntesis de Lie,

(10 p? LV I p? "3 %?—Moa l;_MO
D)§l=-|-=— — — M — — — M —| = — D
[ I ] 8¢ ? (lQ 0> ap+] (12 0 at 2p2 a¢ \/ép I
(4.39)
_ 1 P2 2 ,02 _% o p2 % o p2 _% o
5,8 = - M, M) 2 (2 ) 2 <
0.0 =3 (P 0> op " (12 o) wmo\E M) 5,7 \E M) H
. 2 —1 2 -1 2 _1
_in (0 O _ V(0 N V2o (0t N
e (P M0> ot~ 22 (12 M") o\ M) o
note que [D, §] es real, en consecuencia [D, 6] = [D, 6]. Asi, los tnicos coeficientes de espin diferentes

de cero son
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a=—2 " ") 5 y pg—_—_—_ VY __3 (4.40)

y las 1—formas de conexion

N

2 3 ; 2
P d¢ jp p d¢
ry=- (12 — M0> Z’ o = _ﬁdt y oy =— <l2 - MO) Za (441)

SAB

con la finalidad de hallar las 2—formas de conexién, calculamos las 2—formas , esto es

11 ~1 P’ " (P =

1 2 -3 /2 3] 2 -3 " 3
§12 = (’Z’Q—M()) dpﬂ(’l’Q—MO) dt Al(’l’Q—M()) dp—y(’l’Q—M()) dt],

(4.42)

522—1( do) A pij - pij Cat
72p l2 0 p .] l2 0 .

Por ultimo, se encuentra que las 2—formas %,

1 1
F11 = dl' + 2002 AT = ﬁSQQ, F12 = dlMg — T3 AT = _72512 y
(4.43)
1
Koz = dl'9g — 2019 N T9g = ﬁsll»
es decir, los tnicos coeficientes distintos de cero son Gii29 = —ﬁ = Ga211 ¥ Gio12 = %2 En
consecuencia, se obtiene el sistema de ecuaciones para hallar a Ry ®1199,
1 1
_ﬁ = ®1012 — ER
1 (4.44)
0 =®1100 + ER
de donde resulta
1 6
d=— R=——. 4.45
5z Y B (4.45)
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Ejemplo 4. Estrellas estaticas de fluidos perfectos.

La métrica presentada a continuacién es consecuencia del estudio del espacio-tiempo estatico
de simetria circular, acoplado a fluidos perfectos. La métrica para la radiacion estatica o particulas

ultrarrelativistas, p = £ (ZT)

, €s

—4

2 -2
dr? — [1 - (%) } dt? + r2d9?, (4.46)

con R un valor de frontera en donde la presion desaparece. Una eleccién conveniente de las 1—formas
948 es

n_ 1 i r2\ 7’ . AN 12 r

] s o
922:% <1—;2> dr—j<1—;2> dt| |

[\)

(4.47)

-1 2\ r2\ 7!
511:7 (1_R2) dr+]’<1_R2> dt| Ardo,

(4.48)
1 r2\ 2 r2\
22 :
S ZQTdQAl<1_R2) dr—j(l—R2> dt]
Por otro lado, los campos vectoriales se expresan como
1[0 2\ o r2\ 9 1 9
M=—|l1-=) =+j(1-= )= o' = —
5 ( R2> 3r+‘7( R2>6t]’ aroo Y
(4.49)

i 2
m_L|_ (YO0 (-2
T=nlUw) et ) u|

calculando los parentesis de Lie, encontramos
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2\ 2 2
[D’é]:% %%’ (1—;)2£+3‘(1_ 7”2) ‘9] :@ﬁ:@l)

_1] r2\> o 2\ 0 2\ 2\ 0

_2jr<1 r2)28_\/§r(1_1§2)5 ﬂr(l_%)g
TR\ R) ot R? a R2 ’

donde se sigue, que los coeficientes diferentes de cero son

2
o-#)
N 242 r

y las 1—formas de conexion

-a y B= \/ir(;RngQ) =5, (4.51)

—jrdt

N
12 (1 B %) 1 _ 3922
FMp=-af?=——"——-2-d0 y Tip=-p0"—p30%= R?

(4.52)

debido a que a = @, se sigue que ['1; = ['95. Finalmente la 2—forma de curvatura

p r r? gr r? 2
11=dF11+2F12/\T11:ﬁ 1_ﬁ dr/\d@—&—TRz 1—ﬁ dt/\d@,

_ (17 }%22>3 (511 +5%) 4 (17 %)3 (s _522) _ (17 JT;)SSM _ 3 (17 52)3522

R? 2R? 2R? 2R? ’
2(1- & )3
- T R
Py = dT1g — Ty ATgg = TRS” (4.53)
) )
_ __\ 11 ¢22 ( B W) 22 _ gll
f@mfﬂ‘zz*?rw/\Tzsz(s +8 )+ 2R2 (S -5 )
1- 2 )3 3(1-2)
_ ( R? 22 _ ( 32) 11
- 2R? 2R? ’
,ﬁ>3
es decir, los tnicos coeficientes distintos de cero son G111 = 27;;’22 = Ga222, Gri22 =

r2\3 _2)\3
@ = G221y Giz1iz = %. Ademis,
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1
Gii11 = P11 + ER(GHGH + e11€11) = Gao22, (4.54)

de ahi que ®111; = = ®g999, para las otras componentes planteamos el sistema

2\3
2(17?)

1
- Rz = D212 — ER

; 4.55)
3(1-22)° 1 (
( QRRQL) = ®y199 + ER

11(1—;—2)3 ¢ R— —2(1—%)3.

de donde resulta @915 = 6R2

Ejemplo 5. Anéalogo Friedmann—Robertson-Walker (FRW).

En el modelo de Friedmann—Robertson—Walker en (34 1) dimensiones, cualquier fluido perfecto
que cumpla una ecuacién de estado barotropica puede transformarse en su homologo en (2 + 1)
dimensiones, de donde se encuentra que la métrica con simetria circular se escribe como

dr?

2.2 102 2 2
g:CL(t) T d9 —dt +a(t) m,

(4.56)

con a(t) conocido como factor de escala y k es el indice de curvatura y puede tomar los valores de
—1,0, 1; dependiendo si el espacio es cerrado, abierto o curvo. Con respecto a la 1—forma 645 |
una elecciéon es

11_;1a - . QQ_LG rdf — i 2_ 1 a(t)dr
0 _ﬁ[(t) df + jdt], 6 —\/ﬁ[(t) df —jdt] 'y 6 =B s (4.57)

a partir de las cuales se obtienen las 2—formas, S45,

-1 . a(t)dr 1 a(t)dr )
' = = la(t)rdd + jdt] A \/QW, 5% = 51(%@«2 Ala(t)rdf —jdt] y

(4.58)
512 = _71 la(t)rdd + jdi] A [a(t)rdd — jdi),

asimismo, se calculan los campos vectoriales 045,

1[1 ) ‘8} 1{ 1 9 .0 -1 V1 —kr?
811: ) 22 — 27

V2 laro6 T o =B aroe o

y calculando los valores de sus paréntesis de Lie, hallamos
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[Dé]—} V1—kr? 0 1 8+.3 B \/1—kr22+j\/l—kr2d(t)g
TS T o arae ot 2a(t)2r2 90 202 or
—V2V1—kr? -~ V2a(t)
< 11 0 0 1 0 9]  _alt) 9  V2a(t) -
10,01 =3 [ @0 7ot altyr 06 _Jat} = Jawrrae = aaq 019
donde resulta que los tnicos coeficientes de espin diferentes de cero son
\fa( t) = V2a) V2V1 — kr?
=B, a=-j =By p=—F =5
4a( ) 4a(t) da(t)r

donde es claro que p = p y K = k. Una vez encontrados los coeficientes de espin, procedemos a
calcular las 1—formas de conexion

V1 —kr? ja(t 1(t V1 —kr? ja(t
Ty, = L PR 1 ) W S L O Ly 7 R LI LG,
2 AT — 2 2 2 AT — k2

(4.61)

en consecuencia la 2—forma de curvatura Z4p estan dado por

_ _[a() k a(t)? 11 a(t) k a(t)® 1 goo
1 =dlM + 2T AT = |:4a(t) - 2a(t)2 - 4a(t)2:| S — |:4a(t) + 2a(t)2 + 4a(t)2:| 54,

a(t) 12 ca®)VI—kr? gy 22
RH1o =dlMe —T11 AlTgg = —285° —j———— (8 S, 4.62
12 12 11 22 a(t) J a(t)%r (St +5%2) (4.62)
at) k a®)? ] o, [a@) k a(t)® ] 20
Ry = dlMg9 — 29 A9y = — S — — S
22 =22 = 22 Az [4@(15) T 202 Taa®?]” T 2@ T 2002 da(e?]”
es decir, los tnicos coeficientes G 4gcp distintos de cero son G1111 = “((t)) + 2a(t)2 + 4(2((?)22 =
. )
G222, G122 = 4aa((tt)) + Qa(t)2 + 4aa((tt))z = G211, G212 = a(t) y Gio11 = ]a(tg)a(tl)zkﬂ G1222.
Debido a las relaciones anteriores se tiene
1
Gl = ®Pun + ER(GHGH +enenn) = Gaooa,
(4.63)
1
G222 = P22 + ER(612€22 + €12€22) = G211,
por lo tanto ®1111 = % + 2(18)2 + ;a((tt))z D292, ¥ P1222 = a(ga(fl)zkr = ®y51;. Para las demés

componentes se plantea el sistema de ecuaciones

58



CAPITULO 4. APLICACIONES EN ESPACIOS DE TRES DIMENSIONES
4.1. METODO ESPINORIAL

1
Gi212 = P1212 — ER
! (4.64)
Gii22 = Pr122 + ER
a(t k a(t)? at) 2k a(t)?
en consecuencia @199 = 3a(t) + + a(t) =®1910 y R= 5a(t) + + a(t)

da(t) | 6a(t)? " 12a(1)? at) " a@®? " a@)?

Ejemplo 6. Solucion electrostatica de Gott—Simon—Alpern, Deser-Mazur y Melvin.

Gott, Simon y Alpern fueron los primeros en derivar soluciones dentro de la teoria de Maxwell
en la gravedad (2-+1), sin considerar la constante cosmologica, la solucion hallada se muestra a
continuacion

g=e"dr? — e dt? +r2d¢?, (4.65)
elegimos a las 1—formas
- 7‘2 7‘2 ]. T‘2 f‘2 /r.
iR R — (ﬁdr + ‘ert) .62 = (ﬁdr - "ert) 912 = 4o, 4.66
7 j 7 j y 7 ¢ (4.66)
a partir de las cuales se obtienen las 2—formas, S48,

1/ .2 2 1 2 -
S = > (err +j67dt) Ardp, S* = §rd<b A (err — jert>
(4.67)
12_ —1 /2 i 2.2
y S = ezdr+jezdt)AN|lezdr—jezdt),

por otro lado, las 1—formas dap

1 20 .20 1 20 20 -1 9
a11=(€_Qar+J€ 2815)’ 822=<—6 7+ je 2) y O =—=

NG V2 ar at 2 00
(4.68)
con las cuales calculamos los valores de los conmutadores o paréntesis de Lie,
110 _2 0 .20 1 290 1 =2
p.0=5 |5 (“F o+ )| T TR
- 1 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0
_1 20 . 220 —2 0 20N 20 n
[9, 0] 5 [(e z 8r+je 2 815) ,(e Ty, e 815)] gre”" 5 (4.69)
_VEret o VBrei s
T2 2 ’
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como resultado, se tiene que los tnicos coeficientes de espin diferentes de cero son

2 2

\/ﬁe_% _ —V2re T _
o=V —a oy s R

Una vez encontrados los coeficientes de espin, procedemos a calcular las 1—formas de conexiéon

—r2 . —r2
—e 2 —jr —e2
'y = ——d¢, Tio= =L gt y T = do, (4.70)
4 2 4
finalmente, se calculan la 2—forma de curvatura Z g,
-1 2 -1 2 —r? ql12
%11 = —¢€ S 5 <@22 = —¢€ S y <@12 = —€ S y (471)

2 2

. L. . . - .2 .2
es decir, los tinicos coeficientes distintos de cero son G111 = %e " = Gozo9 y G212 = e 7 . Es
asi que para ®apcp v R se tiene

1
Giii1 = @un + ER(€11611 + €e11€11) = Ga22, (4.72)

e~". Por otro lado, debido a que G122 = 0, se plantea el sistema

: 1
es decir ®1111 = Pao22 = 5

2 1
I A— @ —_ —
e 1212 123

: (4.73)
0 =®192+ 6R

2 2

. —_ -r —
en consecuencia P10 = 263 vy R=—4e™" .

4.2. Meétodo tensorial

Como se indico al inicio del capitulo, se busca comparar los métodos usados, es por ello que a
continuacién resolvemos los ejemplos anteriores usando notacién tensorial. Para ello, consideramos
que el tensor métrico se representa

1 00
gzgab0a®9b con (gab):(g_ol?)’

donde los indices a,b = 1,2, 3. Asimismo consideramos la primera ecuacion fundamental de Cartan

do® =T%.0° A 6°, (4.74)

donde I'*p. se denominan coeficientes de rotacion de Ricci y el tensor g, nos ayuda a subir y bajar
indices. Por otro lado, los coeficientes se relacionan con las 1—formas mediante
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Fab = Fabceca (475)

y, a partir de los cuales podemos hallar la 2—forma de curvatura usando

Ry =dl' + T AT, (4.76)

ademas

1
Ry = 5Rabcdec A6e, (4.77)

donde R,pcq represental al tensor de Riemann. Por otro lado, las componentes del tensor de Ricci
se calculan

Rap = 0 Raqcp, (4.78)

y para el escalar de Ricci

R=g"Ry,. (4.79)

Finalmente, usando las relaciones anteriores procedemos a hallar las 1—formas, los coeficientes de
rotacion y la 2—forma de curvatura.

Ejemplo 1. Solucién para particulas puntuales.

La métrica con respecto a una base local (r, 7, ¢) es

g = B(r)dr @ B(r)dr — A(r)dt ® A(r)dt + rd¢ @ rdo,

La métrica con respecto a una base local (1,7, ¢) es

g = Bydr ® Bodr — dr ® d7 + rd¢ @ rdo,

donde es claro que las 1—formas son

0! = Bodr, 0> =dr y 6°=rdo, (4.80)

ademas, las derivadas exteriores de las expresiones anteriores son

do' =0, do*>=0 y do*=drndg, (4.81)

y en términos de las 1—formas, 6%, se tiene

1
3 _ 1 3
do° = —Bore N 67, (4.82)
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por otro lado, sabemos

dO® =T3,0° NG =T3130" A 0% 4133103 A 01 +T35360% A 03 +T3300° A 62, (4.83)

de las propiedades del producto exterior

do® = (T35 —T331)0" A O3 + (T35 — T332)0% A 63, (4.84)

usando las propiedades de I'yp, obtenemos

do® = 213 130" A 03 + 2139367 A 63, (4.85)

en consecuencia, al comparar la igualdad anterior y (4.82), se concluye que el tnico coeficiente de
espin (esencialmente) distinto de cero es

1
%5 = 4.86
13 2BOT ) ( )
usando (4.74). Si bajamos el indice 3 y usando (4.75) se tiene
sy = idgi) = Iig3= —id¢ (4.87)
317 550 13 = ~5p 49 .

Finalmente, de la segunda ecuaciéon estructural de Cartan, se sigue que los tnicos términos dife-
rentes de cero son
de la igualdad anterior se sigue que R;jz; = 0, y en consecuencia, las componentes del tensor

de Ricci y el escalar de Ricci son cero, lo cual concuerda con lo que se calculé usando notacién
espinorial.

Ejemplo 2. Solucién para el polvo.

La métrica con respecto a una base local (6,t,r) para las distribuciones estaticas de la funcion
de Heaviside es

1 1
aMr?\ 2 aMr?\ 2
gzrd@@rd@—di@dt—l—(l— WR%) dT®<1— 7TR3> dr,

donde se identifican a las 1—formas como
1
Mr2\ "2
0 =rdo, 0°=dt y 0°= (1 = ‘“;) dr, (4.89)
TR

y las derivadas exteriores de las expresiones anteriores son

62



CAPITULO 4. APLICACIONES EN ESPACIOS DE TRES DIMENSIONES
4.2. METODO TENSORIAL

N|=

o-)
A0  =drnd =~ ") g3 gt qe2=0 v d6® =0,
T

de forma analoga a la ecuacion (4.85), obtenemos que

SIS

( _ a]\lrz)
1 TRy 3, pl
R (4.90)

es decir, esencialmente el tinico coeficiente de Ricci distinto de cero es

N

1— aMg2
Iy = M 63 101, (4.91)
T

DO =

de ahi que el tinico coeficiente de Ricci distinto de cero es I''s; = I'131, y debido a (4.75)

1 aMr? z
I's==-(1— — 4.92
13 2 ( WR% ) dea ( 9 )

es asi que se obtiene que el tnico coeficiente de curvatura diferento de cero proviene del término

1
1 —aM Mr2\ "2
a T< e T) dr AdO,  (4.93)

K13 = dl I'iiATy3 T AT Tig Ay = = ———— -
13 13+ 111 13 12 23 + 113 33 =5 WR(QJ WR(QJ

el cual puede ser reescrito en términos de 1—formas,

1aM .
Frz = —=——=0° N O 4.94
13 27TR3 ) ( )

de ahi que la tnica componente diferente de cero del tensor de Riemann es

aM
R = —, 4.95
1313 ﬂ_R% ( )
y en consecuencia, las componentes del tensor de Ricci son
” aM
Riy = ¢“Riij1 = ¢"' Ri1 + 97 Ro1a1 + g% Rai1 = —3
TR
Rap = gininQ = g™ Ri212 + 9** Rags + ¢°° Ragsy = 0, (4.96)
g aM
Rss = g” Risjs = g" " Ris13 + 9°* Ragas + 9%° Ragss = ol
0

para el resto de componentes se tiene R = R13 = Ro3 = 0. Finalmente, para el escalar de Ricci
usamos (4.79),
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. aM aM 2aM
R=g¥R;: = + — , 4.97
g J Tng WR% WR% ( )

lo anterior concuerda con lo que se calcul6 usando notacién espinorial.

Ejemplo 3. Soluciéon para la simetria cilindrica.

La métrica con respecto a una base local (p,t,¢) para el tensor estatico BTZ (Bana-
dos—Teitelboim—Zanelli), esta descrito por la expresion

1 1 p2 % ,02 2
g= - dp® —dp — < — Mo) dt ® <l2 - M0> dt + pdo @ pdo, (4.98)
(7~ )

bajo la eleccion de las 1—formas

, .
0 = (?2 —M0>

al derivar las expresiones anteriores, obtenemos

=

Nl

2 3
dp, 6 = (?2 - MO) dt y 0% = pdo, (4.99)

A9t =0, do? = L PN P — N
(o) e (-
(4.100)
1
) 1
f (% —Mo)”
de® = dp A do = 0t A3,
de forma similar a (4.85), y al comparar con la ecuacién anterior
22 _ M 3
2 P 1 2 3. _ (TZ B O) 1 3
M2y =—L 0 N0 y 2035 = 0 A 63, (4.101)
12 (%2 _ MO) 2 P
es decir, los tinicos coeficientes de Ricci esencialmente distintos de cero son
2 3
b — M,
1 1 <l2 0)
F212 = 5% y F313 = 5#7 (4102)
12 (;L - Mo)
al usando (4.75) y bajar indices obtenemos
p 1 p2 2
F12 = Tpdt y Flg = 75 l72 - MQ d(,b, (4103)
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de donde se obtienen que los tnicos coeficientes de curvatura diferentes de cero provienen de los
términos

1
Fi2 =dl'ia +T11 AT =T1a Al + T3 A T30 = ﬁdp A dt,
13 =dl13+T11 A3 —T12 Alo3 + T3 A T35 = — P %dp/\dqﬁ y
2
22 (5 - M)
o [ 3
Koz = dl'a3 +T91 AT 13 —Tag AT'a3 + T3 Al'33 = 2 (lQ - MO) dt A do, (4.104)

reescribiendo las igualdades anteriores en términos de las 1— formas, 6%, se tiene

1 1 1
- 27291 NO2, PR3 = —ﬁal NGy Ryy = 2—1292 A 63, (4.105)

es decir, las tnicas componentes diferentes de cero para el tensor de Riemann, son

1 1 1
Ri212 = 2 Riz13 = IR Rosa3 = 2 (4.106)

y en consecuencia para las componentes del tensor de Ricci

- 1 1 2
Ri1 = " Ri1j1 = ¢ Riin1 + g% Rowo1 + 9% Raiz1 = ETpET @
ij 11 22 33 1 2
Ry = g Rizjo = g7 Ri212 + g°“ Raooo + 97" Ragzo = 7 + 2= (4.107)
1 1 2

Rsz = g Rizjz = 9" Riz13 + g°* Rasos + g** Ragss = ETRT R

para el resto de componentes se tiene R = R13 = Re3 = 0. Finalmente, para el escalar de Ricci

usamos (4.79),

i 2 2 2 6
R:gJRij:,ﬁfﬁ,ﬁ:7727 (4.108)

comparando la ecuacion anterior con (4.45), notamos que hay congruencia con los resultados.

Ejemplo 4. Estrellas estaticas de fluidos perfectos.

La métrica con respecto a una base local (r,t,0) para la radiacion estatica o particulas ultra-
rrelativistas es

g= {1 _ (;)2] 72dr® {1 _ (;)2] 72dr7 {1 _ (;)Q]ldt@) [1 _ (;)2]1dt+rd9®rd9,

(4.109)

65



CAPITULO 4. APLICACIONES EN ESPACIOS DE TRES DIMENSIONES
4.2. METODO TENSORIAL

donde es claro que las 1—formas se eligen como

r\2] 72 2]t
o' — {1 (E) ] dr, 0% = {1 (E) } dt y 6% =rde, (4.110)

las derivadas exteriores de las 1—formas son

a9' = 0, d92:% [1—(T)2] dmdt:% [1—(;)1 N

(4.111)

do® =dr N df = o' A 63,

@)

y de forma similar a (4.85), si comparamos con las igualdades anteriores, obtenemos

or2,, — % {1 - (;)2] y 208, = m, (4.112)

es decir, los tinicos coeficientes distintos de cero son

um e -] o et

- _— 4.11
R2 R 2r ’ ( 3)

si ahora bajamos el superindice y usamos (4.75), concluimos que los coeficientes de Ricci esencial-
mente distintos de cero son

r 1 r\2]?
Tio = ——dt Ty=—=|1- (7) o, 4114
125 53 y L3 5 [ ) ] ( )
de donde se obtienen que los tunicos coeficientes de curvatura diferentes de cero provienen de los

términos

1
Fro =dl'1o +T11 AT —T19 AT9e + Ti3 AT30 = ﬁdT Adt,

2 "\ 2
Y13 =dl'3 + 111 AT13 —T19 ATla3 + T3 AT33 = sz |:]. — (%) :| dr A db, (4115)

972
%)23:dF23+F21/\F13*F22/\F23+F23/\F33:% [1 (%) ] dt A do,

reescribiendo las igualdades anteriores en términos de §* obtenemos
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=g (1-(5)) et = 2 (1 (3)) oo s
Pz = % (1— (;)2)392/\937

si comparamos las igualdades anteriores y (4.77), se obtiene que las tnicas componentes diferentes
de cero para el tensor de Riemann son

mn= g1 w7 re [ (]

en consecuencia para las componentes para el tensor de Ricci

(4.116)

Ry = giniljl = 911R1111 + 922R2121 + 933R3131

2 ry2]1? 2 ry2]° 4 ry2]°
:mbﬂﬂ}+mbﬂﬂ}:mbfﬂ]7 (4.118)
Rss = g Rizj3 = 9" Riz13 + g°* Rosas + 9°° Raass

RIS IEGIEIRO

ademas, para los demés coeficientes, Rijo = R13 = Ra3 = 0. Por tltimo, para el escalar de Ricci

nesm [ (@] m @ -G e

lo cual concuerda con lo que se calcul6é usando notacién espinorial.

Ejemplo 5. Analogo Friedmann-Robertson—Walker (FRW).

La métrica con respecto a una base local (0,t,r) para el modelo de Fried-
mann—Robertson—Walker en (2 4 1) dimensiones, se escribe como

a(t) a(t)
= a(t)rdfd @ a(t)rdfd — dt @ dt + dr ® dr,
g ®) ®) V1 — kr? V1 —kr2
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donde es claro que las 1—formas son

o' = a(t)rdd, 6>=dt y 6°= \/%dr, (4.120)
y las derivadas exteriores son
do* = a(t)rdt AdO + a(t)dr NdO, d6*> =0 y db* = %dt A dr, (4.121)
V1—Fkr?

las cuales se reescriben en términos de las 1—formas como se muestra a continuacion,

1 C’L(i) 2 1 M 1 k 3 1 3 d(t) 2 3

de las igualdades anteriores y usando relaciones semejantes a (4.85), obtenemos

a(t) V1 —kr? a(t)
Wl =—2, 20y =— — 340 = —260% A 63, 4.123
21 a(t) 31 a()r y 32 a(t) ( )
en consecuencia, de las expresiones anteriores, se deduce que los tinicos coeficientes de Ricci distintos
de cero son

a(t a(t V1 —kr?
1-\121 = ( ) ) F323 = ( ) y F131 = (4124)
2a(t) 2a(t) 2a(t)r
y usando (4.75), obtenemos
Flg = l(l(t)f'de, Flg = \/ 1-— kr2d0 Yy F32 ¢dT’, (4125)
2 21 — kr?

de donde se obtienen que los tnicos coeficientes de curvatura diferentes de cero provienen de los
términos

1 1
1o =dl'p +T11 AT1a —T12 ATl + T3 A T35 = id(t)rdt A db + ia(t)dr A db,

aft)r
Frs = dly3 + T AT1s —Dia ADoy + Tis ATss = — ' dr nd)+ — 2" _ag ndr
13 13 11 13 12 23 13 A 133 QW N y
(4.126)
Hoz = dl'o3 +To1 AT'13 —Tog AT93 + T3 AT ——ﬁdt/\dr
23 23 21 13 22 23 23 A l'z3 Wiy )
al reescribir las igualdades anteriores usando 1—formas, obtenemos
at) 1, o, 0t) VI—kr? o = Lk at)* \ 1\ 3
12 = — 0N+ —————O0°NO, F15==|—= 0* NG
0 T a0y 8= 5\ a2 " 200 y
(4.127)

_a(t) s
Koz = 2a(t)9 NO°,
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es asi que esencialmente las componentes del tensor de Riemann diferentes de cero son

a(t
Ri912 = *7)7 Ri931 =

(
a(t)

de donde resulta para las componentes del tensor de Ricci,

a(t) V1 — kr2 k a(t)? a(t

_ _
a(t)?r 7 nglg*a(t)2 2a(t)? y 32323—*@7 (4.128)

~—

R _ URl — 11R 22R 33R :7
11 =9"Riij1 =g "Riin1 + g Raio1 + g7’ Ra131 a(l) + a(®)? " 2a(t)?’

a(t) () 2a(t)

Ros = g" Rinjo = g*' R 2R B Ragze = ——t — —L = — 4.129
22 = g7 Riojo = g7 Ri1212 + 97" Ra222 + g7" R3232 o) at) a(l) ( )
y k a(t)? a(t)
R33 = ¢“ Ris;3 = g"'R 2R 33 Ranas = ot)
33 = § - 353 = g 11313 + g7 L2323 + g7  [13333 a(0)? + 2a(t)? + a(l)
Por ultimo, para el escalar de Ricci
. a(t) k a(t)?  2a(t) k a(t)?  a(t)
R = ljRi; = — —
95 =00 T a? T 2@ T e a2 T 22 T e
4da(t) k a(t)? (4.130)

a(t)  a(®)? 0 2a(t)?’

lo cual concuerda con lo que se calcul6é usando notacién espinorial.

Ejemplo 6. Solucion electrostatica de Gott—Simon—Alpern, Deser—Mazur y Melvin.

La métrica con respecto a una base local (r,t,¢) para las soluciones dentro de la teoria de
Maxwell en la gravedad (2+1), se muestra a continuacion

’7'2 7"2 ’7'2 7"2
g=ezdr®ezdr—e?2dt®e?dt+ rdp ® rdo,

bajo la eleccion de 1—formas

2 2 .
0l =e=dr, *=e=zdt y 0°=rds, (4.131)

luego, las derivadas exteriores de las igualdades anteriores son

2 .
do' =0, dO?> =eTrdrAdt y dO> =drAdp, (4.132)

las cuales pueden ser reescritan en términos de 6%, asi

62 = e 50 NG y d6P = 0" AP, (4.133)

rez
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es asi que se obtienen las siguientes relaciones entre los coeficientes,

N

r 1
2F212 =re 2 y 2F313 = =X (4134)

re 2

es decir, los tinicos coeficientes esencialmente distintos de cero son

1 r2 1
F212 =-re 2z y 2F313 = o) (4135)
2 2re=

si ahora bajamos los superindices y usamos (4.75), obtenemos que los coeficientes de Ricci esen-
cialmente distintos de cero son

1 1 -2
F12 = §Tdt y F13 = —56_7d¢, (4136)

de donde se obtienen que los tnicos coeficientes de curvatura diferentes de cero provienen de los
términos

1
Fi2 =dl'ia+T11 AT12 —T12 Al + T3 A T30 = 564291 A6,

1 _.
H13 =dl'3 +T11 AT13 —T12 ATl93 + T3 AT'33 = 56_7291 A 03 y (4137)

1
Ho3 = dl'az + o1 AT'13 —T'aa Al'a3 + a3 Al's3 = Z€_T292 A6,

por otro lado, sabemos que los coeficientes de curvatura y las componentes del tensor de Riemann
se relacionan, esto es

1 1 1
Rrs = 564291 NG, Do = 5(“91 ANO? Yy T = Ze*”el N (4.138)

en consecuencia las tnicas componentes esencialmente diferentes de cero para el tensor de Riemann
son

2 2 1 2
Riz12=¢ Riziz=e y Razaz = 3¢ (4.139)

luego, para las componentes del tensor de Ricci se tiene

Ry = giniljl = g" Ri111 + 9% Ro1o1 + ¢¥ Ry = -7 +e7" =0,

Ry = g” Rigjo = g Ris1o + g*° Ragoo + g Rapgo = €77 + 57" = 56_” , (4.140)
B 2 1 =2 1 _ -
Rss = ¢ Rizj3 = g" Riz13 + g2 Rogos + ¢** Razzs = ¢ — 3¢ "= 3¢ ",
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finalmente, se encuentra que para el escalar de Ricci

- 3 1
R=giRy= e + e =7, (4.141)

lo cual concuerda con lo que se calcul6é usando notaciéon espinorial.
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Conclusiones

A pesar de las semejanzas entre los nimeros dobles y complejos, debido a la existencia de los
divisores de cero, proponer un anélogo al teorema fundamental del algebra no resulté exitoso, y
en consecuencia, obtener una descomposiciéon en términos de espinores principales que tnicamente
contuviera combinaciones de nimeros reales o dobles no es posible. En particular, en las soluciones
a las ecuaciones cuarticas, en donde se obtienen combinaciones de nimeros dobles y complejos.

Por otro lado, notamos que el analogo del formalismo de espinores, aplicado a espacios de tres
y cuatro dimensiones, permitié reducir la cantidad de ecuaciones a resolver, debido al caracter
de hipercomplejo de estés. Asimismo, notamos que ademaés, estas elecciones de base permitieron
dejar a un lado las convenciones de suma usadas en notacion tensorial.

En particular, para espacios de tres dimensiones, debido al homomorfismo que existe entre
los grupos SU(2,H) y SO(2,1) se obtuvieron expresiones equivalentes a las conocidas usando
cantidades complejas, ejemplo de ello son los valore propios, vectores propios, la representacién de
las matrices K y M, con las cuales realizamos transformaciones ortogonales, etc.

Finalmente, para espacios de cuatro dimensiones, debido a que la signatura Kleiniana se en-
cuentra de forma poco frecuente en la literatura, no ha sido posible aplicar el formalismo a ejemplos
mas interesantes.
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