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potencial de reposo de −67 mV. La calibración en el registro superior aplica
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seguido de un fenómeno de adaptación que hace decaer la respuesta aunque
el est́ımulo se mantiene constante. Al final del est́ımulo se observa una
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A mi Hija Nelli mi acompañante en este largo viaje.
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Antecedentes

El hombre siempre ha buscado entender su entorno, observar fenómenos para entender
y dar una explicación o predecir comportamientos de los mismos, sobretodo aquellos
relacionados con alguna enfermedad o aquellos que al estudiarse y modificarse de alguna
manera mejoran la salud o el desempeño del ser humano.

Algunas enfermedades y bajos rendimientos del hombre que se han estudiado están
relacionados a la disminución de la habilidad para mantener el equilibrio, esta disminución
aumenta las probabilidades de una cáıda; también la pérdida de equilibrio y que los reflejos
al darse una cáıda sean deficientes. Otro problema, es el retardo en el reflejo vest́ıbulo
ocular sobretodo en condiciones extremas, es decir, en condiciones de microgravedad se
retarda el reflejo vestibulo ocular. Por ejemplo, al pilotar la nave o un equipo en donde
se den condiciones que perturben al piloto estas pueden ocasionar desorientación, lo que
conlleva en algunos casos a reflejos tard́ıos perjudiciales porque pueden ocasionar daños
al equipo y potencialmente un accidente, véase [5, 8, 18, 45, 51].

Los problemas mencionados están relacionados con un mal funcionamiento vestibular.
La ubicación espacial, aśı como los movimientos lineales y aceleraciones angulares a las
que se ve sometida la cabeza de un hombre, y cómo estos cambios afectan la postura y
los reflejos del ser humano dependen del sistema vestibular.

El sistema vestibular como cualquier otro sistema sensorial (auditivos, visuales ,
olfativas , gustativas y somatosensorial) tiene como función básica la traducción de la
información ambiental en señales biológicas, véase [2, 8, 22, 30, 34, 47, 58, 61]. El sistema
vestibular mantiene la orientación espacial y la conduce los reflejos que estabilizan la
visión y el equilibrio. Dentro de los elementos que lo componen se encuentran las células
ciliadas y las neuronas, véase [2, 8, 14, 30, 34, 61, 70].

El sistema vestibular está dentro del óıdo interno y formado por: Vest́ıbulo, dentro
se encuentran el utŕıculo y el sáculo, en el utŕıculo y el sáculo se encuentra un órgano
receptor denominado mácula, que está integrado por células receptoras sensoriales ciliadas
clasificadas del tipo I y de tipo II. Están recubiertas por una membrana horizontal,
que contiene una serie de cristales que reciben el nombre de otoĺıtos y que son muy
susceptibles a cambios de la gravedad, veáse [8, 22, 58, 61].
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espacio presentan una dilatación en su parte inferior denominada ampolla, en el interior
de la cual se encuentra un órgano, que está integrado por células sensoriales receptoras
ciliadas, recubiertas por una membrana gelatinosa en forma de cúpula. Estas células
ciliadas están conectadas a las neuronas aferentes primarias que inician el nervio que
conducirá la información hasta el sistema nervioso central, véase [8, 22, 58, 61], en el
Caṕıtulo I describimos de manera más amplia el sistema vestibular y las partes que lo
componen.

Cuando hay fallas en el desempeño del sistema vestibular, existen medicamentos
y ejercicios que permiten mejorar la función vestibular, estas mejoras son pocas o
deficientes. También se han desarrollado diversas prótesis vestibulares que ayudan y
mejoran el funcionamiento vestibular, véase [28, 40, 51]. Un tipo de prótesis vestibulares
son aquellas que proveen información directa al sistema nervioso central con estimulación
eléctrica a las v́ıas vestibulares relacionadas con la orientación espacial, que se diseñaron
con tecnoloǵıas MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems, giróscopos y acelerómetros, y
de CI (Circuitos Integrados), véase [28, 40, 51].

El desarrollo de estas prótesis vestibulares fue posible llevarlo a cabo al estudiar y
analizar el sistema vestibular, para entender y mejorar este tipo de sistemas biológicos es
importante conocer los modelos matemáticos que reproducen los datos experimentales, y
que permiten introducir mejoras o realizar simulaciones bajo distintas condiciones que en
los experimentos reales seŕıan dif́ıciles de realizar, es decir, considerar tiempos mayores
de est́ımulo, aumentar el est́ımulo, considerar condiciones extremas, etc.

En este trabajo se considera como base la prótesis vestibular desarrollada en 2011,
véase [51], este tipo de prótesis vestibular provee información directa al sistema nerviso
central, se diseñó un sistema de control de un simulador dinámico de postura vertical que
integra los MEMS de la función vestibular, el algoŕıtmo de estabilización y la estrategia
de pruebas. Con este tipo de prótesis vestibulares es posible modificar la postura vertical
y estabilizarla, véase [51].

Problema de estudio

Como mencionamos anteriormente el conocer y analizar el modelo matemático de un
fenómeno de estudio nos permite entender, simular y cambiar las condiciones del mismo.
Para el presente trabajo es de nuestro interés analizar a la neurona aferente primaria
del sistema vestibular. En lo que respecta a la neurona hay una relación directa entre la
dinámica de los modelos que describen su comportamiento y la generación de espigas,
por lo que es de nuestro interés analizar de forma minuciosa la dinámica del modelo de
la neurona aferente del sistema vestibular al considerar dos casos: en estado de reposo y
al darse un est́ımulo. En trabajos realizados anteriormente, véase [7, 24, 51], el análisis
de la dinámica de la neurona aferente primaria no se realizó detalladamente, sobretodo
para los datos numéricos utilizados en la prótesis vestibular [51]. Cabe mencionar tres
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no se analizó la dinámica del plano fase del modelo; segunda, no se analizó bajo
que condiciones del valor de est́ımulo es posible abandonar la región de atracción del
modelo ; y por último, en ningún momento se utilizó estimulación estocástica, ni galvánica.

Uno de los problemas que estudiamos en el presente trabajo es estudiar en que
condiciones la neurona está en reposo, es decir, no genera espigas y bajo qué condiciones
es posible abandonar ese estado de reposo. Además, fue de interés el caso que al darse un
est́ımulo la neurona genere espigas y rafagas. Determinamos los cambios en la generación
de espigas que permitió desarrollar un algoritmo de estimulación que simula los movi-
mientos que cambian la respuesta de la neurona aferente primaria bajo ciertas condiciones.

Como mencionamos anteriormente una parte importante de este estudio fue el análisis
de la neurona aferente en estado de reposo y de las condiciones necesarias para que
abandone este estado de reposo, debido a que observamos cuando no hubo espigas
y cuando se generaron. Para este análisis dividimos al est́ımulo de tres formas: una
constante, para identificar las propiedades cuantitativas del modelo de la neurona sujeto
a los valores que se presenta en [51]; una variable con aproximación de ruido blanco
gaussiano, que nos permitió determinar la intensidad de ruido blanco necesaria para
que la trayectorias del modelo abandone condiciones en las que no generó espigas y
comience a generarlas y por último, una con estimulación galvánica, desarrollamos un al-
goritmo que permite el cambio de la respuesta de la neurona en una condición de est́ımulo.

La primera, se desarrolló en el Caṕıtulo II analizamos la dinámica de la neurona
aferente primaria espećıficamente para los datos numéricos usados en la prótesis vesti-
bular, simplificamos el modelo, determinamos la cantidad y localización de los puntos
cŕıticos, cómo se divide el plano fase de acuerdo al est́ımulo que se presenta, el tipo de
bifurcaciones que se tiene. Las otras estimulaciones están desarrollando en los Caṕıtulos
II y IV, respectivamente.

En la segunda parte del análisis, si bien existen muchos estudios que emplean ruido
para modelos de tipo Hodking Huxley, véase [23, 56, 67–69], entre otros, su empleo es
complicado, en [67, 68] usan ecuaciones de Ito, y para otro tipo de modelos con condiciones
distintas al que presentamos aqúı. Para el segundo tipo de est́ımulos estudiamos el com-
portamiento al añadir corriente de ruido en su forma más simple,véase [27], al considerar
una corriente de ruido adicional, el uso de esta corriente de ruido adicional permite aban-
donar la condición de reposo de una neurona aferente y generar rafagas, véase Caṕıtulo III.

Mencionamos que dentro de los problemas de funcionamiento es el retardo del reflejo
vest́ıbulo ocular que en condiciones extremas alenta la estabilización de la mirada, véase
[5, 8, 18], el corregir o disminuir este retardo está relacionado con la generación de espigas
de la neurona aferente primaria, por lo que comprender la dinámica permitió sintetizar el
algoritmo que se presenta en el Caṕıtulo IV.

Toda vez que analizamos la neurona y su dinámica, y bajo qué condiciones es posible
abandonar su estado de reposo, proponemos en el Caṕıtulo IV un algoritmo usando
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canales semicirculares dada una condición de reposo, mediante estimulación galvánica,
que permitirá estimular la neurona aferente primaria y cambiar la generación de espigas.
Con los resultados de los caṕıtulos II, III y IV del modelo que estudiamos es posible
sintetizar algoritmos y corregirlos que conlleven a una mejora en el efecto de la posición,
en los reflejos vest́ıbulo oculares bajo condiciones extremas, este algoritmo que es a nivel
celular se añadirá a la prótesis vestibular en la parte de la computadora, esta parte
de implementación quedará pendiente para futuros trabajos, aśı como determinar la
eficiencia del algoritmo.

Otro problema de interés es la posible aplicación del algoritmo, actualmente en
México, el Instituto Nacional de Astrof́ısica, Óptica y Electrónica (INAOE) construyó un
simulador para pilotos, que permite capacitar y entrenar a los pilotos en el uso y
manejo de la aeronave, evaluando bajo condiciones controladas, normales, anormales
y de emergencia. La mayoŕıa de las pruebas para pilotos de aviones están diseñadas
sobre la base de esquemas cinemáticos como la plataforma de Stewart, todos ellos
se caracterizan por las limitaciones geométricas de desplazamiento, por lo que la
simulación del reflejo vest́ıbulo ocular de los canales semicirculares es imposible o in-
eficiente [4], es por ello que buscamos simular este reflejo mediante estimulación galvánica.

Por lo anterior, es de suma importancia que entendamos completamente la dinámica
del modelo para realizar simulaciones u optimizaciones que sean aplicables o de interés
cient́ıfico, por ello fue realizamos el análisis del modelo propuesto y posteriormente su
estocastización para aplicarlo en la śıntesis de un algoritmo de estimulación galvánica,
que permitió simular el efecto de los canales semicirculares dado un giro de la cabeza y
aśı modificar la generación de espigas, véase [4].

Objetivos

Los objetivos que se persiguen en el presente trabajo son:

Analizar la dinámica del modelo de HH modificado y simplificado propuesto por
el Dr. Soto y Dr. Alexandrov de la neurona aferente primaria del sistema vestibu-
lar del ganglio vestibular de rata, usados en la prótesis vestibular, véase [39, 51].
Para este análisis se dividió al est́ımulo de tres formas: una constante, una varia-
ble con aproximación de ruido blanco gaussiano, y por último una con estimulación
galvánica.

Estudiar la dinámica de la neurona para cuando se estimula al modelo con una
corriente constante, y determinar: puntos cŕıticos y su estabilidad, localizar puntos
de bifurcación en el plano fase, si existen ciclos ĺımite y su estabilidad, y si en caso
de que el modelo presente biestabilidad determinar la región donde sucede.

Estocastizar el modelo al añadir ruido a la corriente de est́ımulo, ésta corriente de
ruido la usamos en su forma más simple,véase [27]. Con esta adición estudiaremos la
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espigas y bajo que condiciones rafagas.

Estudiar si existe resonancia estocástica en el modelo estocastizado.

Proponer un algoritmo usando estimulación galvánica, que simula la influencia de
los canales semicirculares dada una condición de reposo, que permitirá estimular la
neurona aferente primaria y cambiar la generación de espigas.

Organización del trabajo

Agradecemos la colaboración del Laboratorio Neurofisiologia Sensorial del Instituto
de Fisioloǵıa de la BUAP. El responsable del laboratorio, el prestigiado Dr. Enrique Soto
Eguibar, y su ex-estudiante de doctorado Dr. Agenor Limón, con ayuda del método de
clampfit obtienen datos fisiológicos del ganglio vestibular de ratas, véase [39]. Estos datos
se usaron en el trabajo de la prótesis vestibular de la Dra. Maribel Reyes Romero, véase
[51], que agradecemos también su valioso trabajo sin el cual la realización de esta tesis no
seŕıa posible.

La tesis está compuesta de cuatro caṕıtulos, en el Caṕıtulo I muestran los preliminares
fisiológicos y matemáticos que enmarcan el presente trabajo, se describen desde el modelo
de Hodgkin Huxley hasta las distintas modificaciones y simplificaciones que se han hecho
del modelo clásico. Tal es el caso de modelo de Fitz Hugh Nagumo [21], el modelo de Jeff
Moehlis [42], Rinzel [54] y la modificación y simplificación propuesta por Soto-Alexandrov
[3].

En el Caṕıtulo II, se realizó un análisis deterministico del mismo, se determinaron
sus puntos cŕıticos para distintos valores de la corriente de est́ımulo considerada como
constante, con un factor de temperatura Q10, localizamos los dos puntos de bifurcación
que separan el comportamiento del plano fase, se determinó numéricamente la existencia
de un ciclo ĺımite aśı como se estudió su estabilidad para algunos valores de interés de la
corriente de est́ımulo. Delimitamos numéricamente las regiones de atracción del atractor
puntual y el ciclo ĺımite. Procedimos a determinar bajo que condiciones el modelo de
estudio pertenece a los sistemas “grossiers” [59].

Para el Caṕıtulo III modificamos la corriente de est́ımulo al añadir una corriente de
ruido de forma adicional, los valores de la corriente constante y de la intensidad del ruido
blanco gaussiano, consideramos los cambios en las soluciones del modelo al añadir este
tipo de señal. Presentamos que es posible abandonar la región de atracción del atractor
puntual con este est́ımulo para valores donde no se pod́ıa.

En el Caṕıtulo IV, al modelo propuesto por Soto-Alexandrov lo estimulamos con una
corriente galvánica Ist,dada como Ist = [Isyn+γ0G(t)]+γ1P (t) que simula la estimulación
de los canales semicirculares, determinamos el número de espigas que se dan, para ver la
influencia en la descarga de salida de la neurona.
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estancia doctoral: ”The correction of the vestibular system inertial biosensor” que se
presentó en Portugal en junio de 2015, el segundo “An output signal correction algorithm
for vestibular mechanoreceptor to simulate passive turns” en publicado en junio de 2015.
Se participó en una conferencia en Londres del 7 al 8 de agosto en “5th International
Conference on Otorhinolaryngology”con la ponencia “The modified Hodgkin-Huxley’s
model and correction of the vestibular function activity”.

Durante la estancia doctoral asist́ı a los siguientes congresos:

1. Ponencia en el XLV Congreso Nacional de la SMM: “Método local de recuperación
de coeficientes para el sistema de ecuaciones diferenciales Hodgkin Huxley usando
splines cúbicos ”, celebrado en Querétaro, octubre de 2012.

2. Ponencia en el XLVI Congreso Nacional de la SMM: “Modelación Matemática De
Resonancia Estocástica En El Modelo Modificado De Hodgkin Huxley De Actividad
Neuronal ”, celebrado en Mérida Yucatán, octubre de 2013.

3. Presentación del cartel en el Tercer Encuentro conjunto de la RSME y SMM SMM:
“Modificación Del Modelo De Hodgkin Huxley Y Modelación De ”bursting” , cele-
brado en Zacatecas, 31 de agosto al 4 de septiembre de 2014.

4. Ponencia en el XLVII Congreso Nacional de la SMM: “ Modificación Del Modelo De
Hodgkin Huxley Y Modelación De “bursting” ”, celebrado en Durango, Octubre de
2014.

Los cálculos y simulaciones los realizamos en Matlab R2013a de 64-bits en los caṕıtulos
II,III y IV, las simulaciones numéricas se realizamos con una precisión de 10−14, aunque
por brevedad sólo se incluyen algunas cifras significativas.
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Antecedentes y Modelo del tipo de
HH modificado y simplificado de
actividad neuronal.

El hombre siempre ha buscado entender su entorno, observar fenómenos para entender
y dar una explicación o predecir comportamientos de los mismos, uno de los fenómenos
fisiológicos que se han estudiado es el sistema vestibular, qué elementos lo componen y
su funcionamiento. Dentro de los elementos que lo componen se encuentran las células
ciliadas y las neuronas. En este caṕıtulo previo al modelo de Hodgkin Huxley clásico y sus
modificaciones se presenta los antecedentes fisiológicos del sistema vestibular, las partes
que lo componen, aśı como se da una breve explicación del mecanismo que sucede en el
aparato vestibular que origina que la neurona aferente primaria genere espigas. En el
sistema vestibular la información visual que se recibe es muy importante, dado que al girar
la cabeza se genera un reflejo vest́ıbulo-ocular, y en condiciones extremas (microgravedad)
hay una retraso en la estabilización de mirada (veáse [5]), en el caṕıtulo IV sintetiza-
mos un algoritmo que permita, matemáticamente, generar un cambio en la salida de
la neurona aferente primaria dado un est́ımulo, es decir, modificar la generación de espigas.

1.1. Antecedentes fisiológicos.

El sistema vestibular es el encargado de informar al sistema nervioso central (SNC)
de la posición de la cabeza y de la dirección y velocidad de los movimientos a que ésta
es sometida, de manera que se puedan generar los reflejos apropiados para mantener el
equilibrio [61]. Una vez que se recibe movimiento el sistema nervioso recibe información
precisa sobre la dirección y velocidad de cambio de movimiento de la cabeza, esta informa-
ción aunada con la visual y espacio-temporal permite generar un esquema de la posición
del organismo y su dinámica, de manera que sea posible mantener el equilibrio, y controlar
la posición de los ojos [8, 22, 61].

En los mamı́feros, la cóclea y el sistema vestibular forman el óıdo interno (ver figura
1.1). Éste está ubicado en la porción petrosa del hueso temporal, en cuyo espesor se
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encuentra prácticamente esculpido, formando el laberinto óseo. En su parte vestibular
forma unos pequeños sacos llamados utŕıculo y sáculo, y tres túbulos denominados canales
semicirculares [8, 61].

El utŕıculo y el sáculo reciben el nombre de órganos otoĺıticos, son estructuras espe-
cializadas en detectar aceleraciones lineales, sean producidas por cambios en la velocidad
con que se mueve la cabeza o por la gravedad. En el utŕıculo, la mácula se encuentra
en un plano horizontal (detecta desplazamientos en el plano horizontal), en tanto que
la mácula sacular está en un plano vertical (detecta los desplazamientos producidos por
aceleraciones dirigidas en sentido vertical) [1, 22, 61]. Los canales semicirculares son
pequeños tubos en forma de semićırculo cuyas terminaciones se abren al utŕıculo, se
encuentran orientados en los tres planos del espacio, especialmente adaptados para recibir
los giros de la cabeza (aceleraciones angulares) [1, 22, 61, 63].

������ ��¡  Canales semicirculares, utŕıculo y sáculo [7].
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²³´µ¶· ¸¹º» Esquema de la sucesión de eventos que surgen en el sistema vestibular ante un
est́ımulo mecánico [7].

La serie de eventos en el sistema vestibular se muestra en la figura (1.3). Comienza
cuando se recibe un est́ımulo, todo est́ımulo capaz de producir un movimiento de los
cilios originará una activación de las células ciliadas (sucede en los otoĺıtos en el sáculo y
utŕıculo, y las cúpulas en los canales semicirculares) [47, 61]. Los cilios tienen fibras de
unión entre sus puntas, en un extremo se encuentra el kinocilio (un cilio mayor), todos
los cilios estan unidos por resorte y la unión de ellos forma un haz de cilios. Si el haz de
cilios se mueve hacia el lado del kinocilio incrementa la frecuencia de espigas y se genera
una despolarización en la neurona aferente por el contrario si el movimiento se produce
en la dirección opuesta reduce los espigas y se produce una hiperpolarización, ambos en
la linea lateral de las células [22, 47].

En respuesta al movimiento de los cilios, se produce en las células un cambio de enerǵıa
en otra - la enerǵıa mecánica en enerǵıa eléctrica- se le denomina transducción, posterior-
mente hay un cambio en el potencial de reposo de la célula sensorial que se origina como
consecuencia de la transducción se le denomina potencial receptorial [22]. La modificación
de la actividad de esta sinapsis produce un cambio en el potencial de la neurona aferente
primaria (potencial generador), que a su vez determina la frecuencia de descarga de espigas
[22, 61]. El acoplamiento mecánico es el elemento distintivo de la fisioloǵıa del vest́ıbulo
respecto a la de la cóclea o la ĺınea lateral (este último órgano está en la piel del cuerpo
y en la cabeza de algunos peces y anfibios, y es responsable de la detección de cambios
mecánicos y eléctricos) [1, 22, 61].
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La célula nerviosa se le conoce como neurona, su tamaño y forman vaŕıan unas con

otras, su tamaño puede variar de 5µm hasta 135µm; son células excitables que transmiten
impulsos a otras células [38]. En la figura (1.4) muestra los distintos tipos de neuronas, la
neurona aferente primaria del sistema vestibular es la neurona bipolar [2].

ÌÍÎÏÐÑ ÒÓÔÕ Tipos de neurona. En la parte superior izquierda la neurona bipolar, en la parte
superior derecha es la neurona multipolar y en la parte inferior la neurona monopolar [2].

Axon. Es un tubo delgado que surge del cuerpo de la célula y su tamaño va de
micrómetros hasta metros. Protéınas especializadas en el plasma de la membrana
axonal permite al axon transmitir señales eléctricas rápidas a lo largo de su longitud,
del soma hasta la terminal. El diámetro del axon permanece casi siempre sin cambio
a través de su longitud, es el que se encarga de la transferencia de información a
nivel intracelular [38].

Dentrita. Es usualmente donde la información se recibe de otras neuronas. Son del-
gadas y mucho más cortas que el axon y tienen muchas ramificaciones, dando lugar
a una red densa llamada árbol de dentrita. Tienen proyecciones llamadas espinas
dentriticas son entradas sinápticas en la cual la neurona recibe información de otra
célula. El rol de la dentrita no sólo es como recipiente de información, algunas com-
parten con el axon la habilidad de transmitir señales eléctricas y en algunos casos se
producen entrada y salida de información [38].

Soma. Es la unidad central de procesamiento que contiene al núcleo de la célula, en
cuyo interior actúan los mecanismos bioqúımicos sintetizadores de enzimas y ocurren
los demás procesos esenciales para la vida de la célula.

Excitabilidad y espigas.

Las células nerviosas y musculares son “excitables” o sea capaces de generar impulsos
electroqúımicos en sus membranas y, en la mayoŕıa de los casos emplearlos para transmitir
señales a lo largo de estas membranas. Las neuronas como células excitables y capaces
de transportar información a otras células, env́ıan los mensajes mediante un proceso
electroqúımico donde se dan movimiento de iones, todo a través de su membrana selectiva
que es permeable a algunos iones y a otros no. Los iones más comúnmente encontrados
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Ö×ØÖÙ ÚÛØÖÜÙ ÝÙÞÙ ßàÛÜ× ÚÛ á×â ÝãÛáàá×â âÙØä Na+, K+, Ca2+ y Cl−, se encuentran también
en el exterior otras sustancias como: Mg2+,Ca2, glucosa, urea, aminoácidos y hormonas
[29].

En una neurona se encuentra en “reposo” (sin actividad) cuando no se ha estimulado,
o el est́ımulo es muy pequeño que no se generan espigas. El potencial de reposo se obtiene
de la diferencia entre el voltaje en el interior de la célula y el voltaje del exterior de la
célula [11].

Como se mencionó anteriormente las señales nerviosas son transmitidas por espigas,
que son cambios rápidos en el potencial de membrana. Cada espiga comienza con un cambio
brusco del potencial negativo de reposo normal a un potencial de membrana positivo, luego
termina con un cambio de nuevo hacia el potencial negativo. Estas espigas se dan cuando
al recibir un est́ımulo y despolarizar la célula, se abren los canales de sodio y la membrana
se vuelve más permeable a éste ion [11, 38]. La difusión de iones de sodio hacia el interior
crea un potencial de membrana ahora de polaridad opuesta, con negatividad afuera y
positividad adentro. Una diferencia de concentración de iones a través de una membrana
selectivamente permeable puede, en condiciones apropiadas, crear un espiga [11].

åæçàÜ× èéêä Fases del espiga al introducirse un impulso [11].

Neurona aferente primaria

Las neuronas aferentes vestibulares, cuyos cuerpos celulares se localizan en el ganglio de
Scarpa, hacen sinapsis periférica con las células ciliadas y, a nivel central, con las neuronas
de los núcleos vestibulares en el tallo cerebral y con neuronas del cerebelo [8, 61, 62]. La
actividad eléctrica de las neuronas aferentes vestibulares tiene una dinámica compleja que
vaŕıa en función de las aceleraciones tanto lineales como angulares, llevando información
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central involucradas en el control de la postura y del movimiento de los ojos[62].

1.1.3. Sistema Vestibulo-ocular y reflejo vestibulo ocular (ROV)

El sistema vestibular como cualquier otro sistema sensorial (es decir, auditivo, visual,
olfatorio, gustatorio, y somatosensorial) su función básica es traducir la información del
ambiente en información biológica [8, 26].

Los movimientos de la cabeza naturales consisten en una combinación de rotación
y traslación . Los movimientos de traslación son percibidas por los órganos otolitos
del óıdo interno , y los movimientos oculares compensatorios son generados por los
reflejos oculares otolitos [8]. La información sobre el movimiento de la cabeza llega de
los canales semicirculares por el nervio estatoacústico a los núcleos vestibulares. Éstos se
conectan con los núcleos de los nervios oculomotores y contralaterales mediante fibras [26].

Los movimientos oculares constituyen una estrategia motora que contribuye de tres
modos distintos a evitar la pérdida de información visual [18]:

1. Estabilizando el mundo visual en movimiento mediante el mantenimiento de la mi-
rada sobre puntos fijos en el espacio. Esto es posible debido a la existencia de dos
movimientos oculares reflejos, entre ellos el vest́ıbulo-ocular.

2. Orientando la mirada y explorando el medio externo, llevando y manteniendo la
mirada hacia determinados blancos visuales.

3. Fijando sobre la zona de mayor percepción visual la imagen de objetos que se des-
plazan en el espacio por medio del sistema de seguimiento.

Los movimientos de la cabeza son captados por los receptores de aceleración angular
de los canales semicirculares del laberinto posterior, que emiten señales rápidamente para
generar movimientos oculares que contrarrestan el desplazamiento de la cabeza asegurando
la estabilidad de la imagen en la retina. La verificación de los RVO (reflejos vestibulo ocu-
lares) es fundamental para determinar la naturaleza de los déficits oculomotores [8, 18, 26].

Los reflejos vest́ıbulo-oculares son respuestas automáticas para compensar los movi-
mientos de la cabeza y del entorno visual para estabilizar la imagen retiniana sobre un
determinado punto de fijación [8, 26]. En la figura (4.4) muestra el reflejo vestibulo- ocu-
lar al hacer un giro a la izquerda, se observa como al girar la cabeza hay un reflejo que
compensa el movimiento [5].

El estado de este sistema puede explorarse cĺınicamente mediante el reflejo ocu-
locefálico, que consiste en realizar un movimiento pasivo de giro de la cabeza (horizontal
o vertical) observando la posición de los globos oculares. En condiciones normales los ojos
deben mantener la posición de partida, es decir, deben realizar un movimiento relativo
opuesto al giro de la cabeza [5, 8, 26].
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ýþÿF�� ���� Esquema del reflejo vest́ıbulo- ocular cuando la cabeza tiene una rotación pasiva
a la izquierda [5].
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rotatorios y dispositivos análogos. Hoy se dispone de sistemas electrónicos e infor-
matizados que permiten controlar los parámetros del est́ımulo y registrar con alta
precisión las respuestas oculares [5, 26]. Analizando parámetros como la ganancia
(cociente entre la velocidad del movimiento ocular y la velocidad de rotación de la
cabeza) y la fase (relación temporal entre el inicio del movimiento cefálico y el inicio
del movimiento ocular) y comparando las respuestas de ambos lados, pueden definir-
se patrones de afectación periférica y central, uni o bilateral del sistema vestibular [18, 26].

En el trabajo de la presente tesis nos enfocamos en la neurona aferente primaria
(neurona bipolar) y el reflejo vestibulo ocular. Los datos experimentales fueron propor-
cionados por el Dr. Enrique Soto Eguibar responsable del Laboratorio de Neurofisiologia
Sensorial en el Instituto de Fisioloǵıa, de la Universidad Autónoma de Puebla. Los
experimentos se realizaron en el ganglio vestibular de rata [39]. Se tiene que dentro
del sistema vestibular, las neuronas aferentes de primer orden (neuronas bipolares) su
actividad depende de sus propiedades activas y pasivas aśı como de la entrada sináptica
que se de. Mencionan que su comportamiento se puede describir principalmente con dos
corrientes: la de Na+ y la de K+ [39]. La corriente de Na+ es muy parecida a la de
otras neuronas, un hecho a resaltar es que emplean sólo un tipo de corriente de Na+,
donde no afectan los patrones de descarga en el reposo de las neuronas que inervan a
las células ciliadas [39]. En el caso de la corriente de potasio se encuentran las depen-
dientes de calcio IKCa

y las IM , que está relacionada con la repolarización de la espiga [39].

Además en el presente trabajo fue importante el estudio de modelos neuronales que
sirvan de antecedente y reflejen similitudes en la dinámica de la neurona que se estudie,
en primer lugar, mencionamos el trabajo del modelo de Alan Hodgkin y Andrew Huxley
desarrollado en 1952 [31], es un modelo fenomenológico que a partir de datos experimenta-
les del axón gigante de calamar y que permite reproducir los experimentos fisiológicos de
una neurona. Posteriormente estudiamos algunas simplificaciones y modificaciones hechas
al modelo clásico de HH, entre ellas, la de FN que si bien no utiliza datos experimentales al
estudiar su plano fase y trayectorias obtinen un ciclo ĺımite [21]. Otro modelo de interés es
el que estudió John Rinzel [54, 55], es un modelo del tipo FN donde observamos un com-
portamiento similar además de encontrar para ciertos valores de la corriente de est́ımulo
una región de biestabilidad. Por último, tanto en el modelo simplificado estudiado por
Rinzel y Moehlis encontraron un ciclo ĺımite inestable que rodea el punto cŕıtico estable,
véase [54, 55] y [42].

1.2. Modelo clásico de Hodgkin - Huxley (axón gigante de
calamar).

La generación y propagación de señales en las células ha sido estudiado por más de 100
años por varios fisiólogos, dentro de los trabajos de mayor importancia es el desarrollado
por Alan Hodgkin y Andrew Huxley en 1952 [31]. La membrana puede ser modelada
como un capacitor paralelo con corriente iónica, basados en su investigación con el axón
gigante del calamar al inyectar voltaje al axón, HH estudiaron el comportamiento de las
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c����c���c�� �! Na+ y K+. Si bien en un principio del hecho que los voltajes axonales
están descritos por la Ecuación del Cable Lineal (ver figura de [31]), que con esto los
modelos eran de tipo determińıstico, se fueron dando los procedimientos estocásticos
que comenzaron a utilizarse a partir de los años 60, donde el modelo fue perfeccionado
mediante un proceso Markov discontinuo, que incorporaba el decaimiento exponencial del
potencial de membrana [31]. Es un modelo matemático determinado a partir de datos
experimentales del axón gigante de calamar y que permite reproducir los experimentos
fisiológicos obtenidos de la propagación de información neuronal.

Las ecuaciones del modelo clásico de HH se describen de la siguiente manera:

CM
dV

dt
=Ist − INa − IK − IL (1.1)

dm

dt
=αm(1−m)− βmm, (1.2)

dn

dt
=αn(1− n)− βnn, (1.3)

dh

dt
=αh(1− h)− βhh, (1.4)

donde CM es la capacitancia de la membrana;
V es el potencial de la membrana;
Ist es la corriente de est́ımulo;
INa es la corriente de sodio dada por: INa = gmax

Na m3h(V − VNa), g
max
Na es la conductancia

máxima de sodio, m es la variable de activación del canal para la corriente de sodio, h es
la variable de inactivación del canal para la corriente de sodio y VNa es el potencial de
inversión del sodio;
IK es la corriente de potasio dada por:IK = gmax

K n4(V − VK),g
max
K es la conductancia

máxima de potasio, n es la variable de activación del canal para la corriente de potasio y
VK es el potencial de inversión del potasio;
IL es la corriente de pérdida dada por: IL = gmax

L (V − VL), g
max
L es la conductancia

máxima para la corriente de pérdida y VL es el potencial de inversión para la corriente de
pérdida;

Asumimos que los canales iónicos sólo pueden estar en dos estados (para una
sóla part́ıcula) cerrados o abiertos, la probabilidad de que una part́ıcula de activación
este estado permitido o abierto está dada por n, m (corriente de potasio y sodio
respectivamente), donde la posición de cerrádos corresponde al cero y la de abiertos
al uno [12, 36]. Los parámetros αm,αn son funciones dependientes del voltaje y no del
tiempo que determinan el número de transiciones de que se dan del canal abierto a
cerrado [12, 36]; mientras que las funciones βm,βn determinan el número de transiciones
del canal de cerrado al abierto, para la corriente de sodio y potasio respectivamente [12, 36].

A continuación se muestran las funciones y datos numéricos utilizados en el modelo
clásico de HH:

15



"m = 0.01 25−V

(e
25−V
10 )−1

, βm = 4e
−V
18 ,

αn = 0.01 10−V

(e
10−V
10 )−1

, βn = 0.125e
−V
80 ,

αh = 0.07e
−V
20 , βh =

1

(e
30−V
10 )+1

.

Constante Unidades Valor seleccionado Media Rango

CM µF/cm2 1 0.91 0.8 a 1.5

VNa mV −115 −109 −95 a −119

VK mV 12 11 9 a 14

VL mV 10.6 −11 −22 a −4

gmax
Na mS/cm2 120 80 y 160 65 a 90 y 120 a 260

gmax
K mS/cm2 36 34 26 a 49

gL mS/cm2 0.3 0.26 0.13 a 0.5

Tabla 1.1: Valores de los parámetros utilizados en el modelo clásico de HH [31]

Es posible reescribir el modelo de HH clásico al considerar las funciones αn, αm y
αh como dependiente del voltaje y tiempo (τm(V ),τn(V ) y τh(V )) y un valor en estado
estacionario (m∞(V ),n∞(V ) y h∞(V )), respectivamente. Si el voltaje de membrana V se
mantiene fijo para algún valor V ,entonces la función del estado abierto, eventualmente
alcanzará un valor estacionario (es decir dn

dt = 0,dmdt = 0 o dh
dt = 0 ) cuando t → ∞. de la

siguiente forma:

CM
dV

dt
=Ist − INa − IK − IL (1.5)

dm

dt
=
m∞ −m

τm(V )
, (1.6)

dn

dt
=
n∞ − n

τn(V )
, (1.7)

dh

dt
=
h∞ − h

τh(V )
, (1.8)

donde las funciones están definidos a continuación [12, 31, 36].

El modelo clásico de HH para cada corriente de est́ımulo Ist la solución de la ecuación
(1.5) muestra una sola espiga, las corrientes principales son las de sodio y de potasio.
El estudio de este modelo clásico, sus modificaciones y simplificaciones han sido y es
de interés para estudiar la dinámica de las células neuronales. Al describir el modelo
clásico por las ecuaciones (1.5)-(1.8) simplificamos las interpretaciones f́ısicas, aśı como
su manejo matemático [36].
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m∞(V ) =
αm(V )

αm(V )+βm(V ) , τm(V ) =
1

αm(V )+βm(V ) ,

h∞(V ) =
αh(V )

αh(V )+βh(V ) , τh(V ) =
1

αh(V )+βh(V ) ,

n∞(V ) =
αn(V )

αn(V )+βn(V ) , τn(V ) =
1

αn(V )+βn(V )

El modelo que se trabaja en esta tesis esta dado de manera similar a la que se presenta
en esta segunda forma del modelo clásico, es decir, las ecuaciones (1.5)-(1.8). En este
trabajo de tesis estudiamos una modificación y simplificación del modelo de HH propuesta
por el Dr Soto y el Dr Alexandrov, con las funciones y valores numéricos del ganglio
vestibular de ratas, mismos que se implementaron en la prótesis vestibular [7, 24, 31, 39,
51].

1.2.1. Modelo de Hodgkin- Huxley simplificado de orden 2.

Una de las simplificaciones fue propuesta por algunos fisiólogos, se aplican en el modelo
de HH se obtienen al considerar lo siguiente: a) m es una función instantánea de v [20, 35],
τm(V ) << τh y τm(V ) << τn debido a que la conductancia de sodio actúa en escala de
tiempo más rápido que del voltaje [35]; y n + h = 0.85 observado durante el curso de un
espiga [20, 35, 54]. La modificación del modelo clásico de HH queda de la siguiente manera:

CM
dV

dt
=Ist − gmax

Na (m∞(V ))
3(0.85− n)(V − vNa)−

gmax
K (V − vK)− gmax

L (V − vL), (1.9)

dn

dt
=αn(V )(1− n)− βn(V )n. (1.10)

Las funciones y datos numéricos son los del modelo clásico [35]. Era de nuestro interés
estudiar el comportamiento del modelo, estudiamos el plano fase del sistema (1.9) y (1.10)
obtenemos las siguientes ceroclinas (el conjunto de puntos donde el campo vectorial cambia
en una dirección se llama ceroclina [32], sea Ẋ = f(x, y) = 0, con f ∈ C1(E), E ∈ R

2

un abierto) para las ecuaciones que se intersectan en un punto. Las soluciones del sistema
dado por (1.9) y (1.10) muestran una sola espiga, esto es, dado un impulso y considerar la
geometŕıa en el plano fase cuando tomamos una trayectoria fuera de la región del punto
de equilibrio estable es posible generar una espiga, pero su trayectoria termina en el punto
de equilibrio estable y ya no sale de ah́ı por lo que no se generan más espigas, no hay ciclo
ĺımite [32].

1.3. Modelo de FitzHugh - Nagumo.

El investigador Richard FitzHugh, basado en los trabajos previos de Balthazar van
der Pol y K. F. Bonhoeffer, propuso una simplificación del modelo de HH [21, 54]. Su
modelo - a quien él llamó el modelo de van der Pol-Bonhoeffer - consta de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden, una lineal y la otra cúbica [21, 36, 54]. Simultánea e
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#$%&'( )*+, Ceroclinas de las ecuación (1.9) y (1.10) del modelo clásico simplificado de
H.-H. cuando n+h=0.85

independientemente del trabajo de FitzHugh, el investigador japonés Jin-ichi Nagumo
propuso, como análogo neuronal, un circuito electrónico no lineal, modelado por un
sistema de dos ecuaciones, también semejantes a las de van der Pol, llamado modelo
rápido-lento de FitzHugh-Nagumo (para futuras referencias FN), puesto que tiene dos
variables una rápida (v) y una lenta (w), la variable rápida es llamada de excitación y la
variable lenta de recuperación [36]. El modelo de ecuaciones se deriva de un modelo de la
célula simplificado, consta de tres elementos el capacitor (capacitancia de la membrana),
una corriente no lineal de la corriente rápida y un resistor, inductor y bateŕıa en serie de
la corriente de recuperación [35].

El modelo de FN es un modelo teórico, no contiene cantidades biof́ısicas como
conductancias de sodio y potasio, o potencial reversal [54]. Al ser un modelo del tipo van
der Pol-Bonhoeffer y estudiar su dinámica se observó que la dinámica es muy diferente a
la del modelo clásico de HH, se generan espigas y un ciclo ĺımite [21, 36, 54].

El modelo BVP ayuda a comprender y explicar el modelo HH, la generación de espigas
depende del análisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio [21]. El interés por este
modelo surge del comportamiento de su dinámica, ya que se producen espigas y existe
un ciclo ĺımite [21, 36, 54]. Los valores para la corriente de est́ımulo I se consideraron
pequeños al igual que en este trabajo de tesis.

µ
dv

dt
=I + v(v − α)(1− v)− w = f(v, w), (1.11)

dw

dt
=(v − βw) = g(v, w), (1.12)

donde v es el voltaje
n es la probabilidad de activación de los canales de potasio
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- . 0
0 < α < 1
β > 0.

Si consideramos I = 0.2, α = 0.1, µ = 0.01 y β = 0.5 y determinar las soluciones
del sistema observamos que se tienen autooscilaciones (oscilaciones relajadas) para un
intervalo de tiempo de 0 a 3ms, se dan espigas (ver figura 1.8) consideramos condiciones
iniciales de (v0, w0) = (0.2, 0), la segunda solución de la ecuación (1.12) muestra el
comportamiento de la variable lenta (ver 1.9); el plano fase del modelo existe un ciclo
ĺımite como el de las ecuaciones de Van der Pool (ver figura 1.10).

/01234 5678 Solución de (1.11) con corriente de est́ımulo I = 0.2. Observamos espigas,
para un tiempo de 0 a 3 .

/01234 5698 Solución de (1.12) con corriente de est́ımulo I = 0.2, para un tiempo de 0 a 3
.

El modelo de FN no es un modelo cuantitativo exacto del axón, en el sentido de la
reproducción de la forma de las curvas experimentales; su forma algebráica se eligió como
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:;<=>? @A@BC Plano de fase de las ecuaciones (1.11)- (1.12) con corriente de est́ımulo
cuando α = 0.1 e I = 0, cuando f(v, w) = +v(v − α)(1− v)− w.

la más simple [21]. El hecho de que el modelo de FN sea simple y además el estudio de su
plano fase sea rico en cuanto al contenido del comportamiento de la neurona respecto a
su dinámica es la razón por la cual lo consideramos.

1.4. Modelo del tipo FitzHugh Nagumo propuesto por John
Rinzel

Este modelo propuesto por John Rinzel en 1978 [54], retoma la modelación geométrica
propuesta por FN del modelo de HH. Identifica y combina variables con la misma escala
de tiempo y roles biof́ısicos. Rinzel propone un modelo de dos dimensiones, realiza
un estudio cuantitativo del modelo, reconoce la dinámica del plano fase como un osci-
lador de Van der Pool y utiliza un sistema de dos variables (Bonhoeffer-Van der Pool) [54].

El modelo corresponde a un circuito eléctrico no lineal, utiliza una alternativa al modelo
de FN. Considera una simplificación al desestimar el retraso de activación de los canales
de sodio (m(V)), por lo que m = m∞(v). Del estudio de FN del plano fase de las variables
n y h del modelo clásico, en donde observó que la proyección de la trayectoria de una
espiga sigue un comportamiento lineal [54], propone el siguiente ajuste:

L = h+ Sn = 1, (1.13)

donde S = 1−h0
n0

, con h0 y n0 son los valores de las variables respectivas en reposo.

Rinzel propone además la variable W que puede ser inhibitoria o de recuperación [54],
está definida por la combinación lineal:
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W =
S[n+ S(1− h)]

1 + S2
. (1.14)

Propone dos simplificaciones básicas al resolver estas dos ecuaciones (1.13) y (1.14), se
tiene que: n =W/S y h = 1−W y obtiene el siguiente modelo:

CV̇ =Iapp − ḡNam
3
∞
(V )(1−W )(V − VNa)− ḡK(W/S)4(V − VK)− ḡL(V − VL), (1.15)

Ẇ =
φ[W∞(V )−W ]

τ(V )
, (1.16)

donde Iapp es la corriente aplicada,

W∞(V ) =
S[n∞(V )+S(1−h∞(V ))]

1+S2 ,

τ(V ) = 5e
(−V +10)2

552 + 1,

φ es el factor de corrección de temperatura, y

S = 1−h0
n0

.

Comparó las respuestas de su modelo con el modelo de FN, consideró un estimulo de
15µA/cm2 en un milisegundo y observó que la respuestas eran muy similares (ver figura
1.11). Para un valor de 12µA/cm2 para un tiempo de 5ms se generan espigas y en el
plano fase hay un ciclo ĺımite, muy similar al modelo de FN, ver figura 1.12.

DEGHIJ KLKKM Plano fase del modelo (1.16) para un est́ımulo de 12µA/cm2 [54].
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NOQRST UVUXY Plano fase del modelo (1.16) para un est́ımulo de 15µA/cm2 [54].

Con este modelo que propone Rinzel podemos observar otra simplificación del
modelo de HH en el que muestra espigas y ciclos ĺımite que permite estudiar la dinámi-
ca de la neurona a partir de su geometŕıa. En 1980, Rinzel et al. [55] el control de la
descarga repetitiva de espigas del axón gigante de calamar como un modelo neurooscilador.

Encuentran que el potencial de membrana y corrientes iónicas muestra oscilaciones
hacia un estado estacionario amortiguado. Encuentran biestabilidad para datos experi-
mentales obtenidos que se comparan con los cálculos de las ecuaciones del modelo de HH
donde observan un dominio para un ciclo ĺımite estable y un dominio de atracción de un
punto singular estable que coexistenten [55]. Presentan que la generación de espigas esta
asociada a un ciclo ĺımite, encuentran dos valores en los que existe biestabilidad, con un
ciclo limite estable, asociado a la generación de espigas y un punto cŕıtico estable, men-
ciona además la existencia de un ciclo ĺımite inestable que disminuye conforme aumenta
el est́ımulo (ver figura 1.13) [55].

22



Z[\]^_ `a`bd Proyecciones , n Vs. V , de estable ( curva exterior ) e inestables (interior )
de las ecuaciones HH para cuatro valores de corriente constante I(µA/cm2) . Temperatura
a 18.5 ◦C, el punto cŕıtico , se muestra con un + , es estable para estos valores de I. [55].

1.5. Modelo de Hodgkin- Huxley modificado y simplificado
de orden 2 (Jeff Moehlis).

Las neuronas son sistemas dinámicos, estudiar el plano fase de una neurona dice
mucho sobre el comportamiento de la neurona, aśı como la frecuencia de información
que transmite. En 2006, otra simplificación que se hace del modelo clásico de HH es
la propuesta por el Jeff Moehlis, donde también toma en consideración lo siguiente:
τm << τn y τm << τh, aunado a esto propone una pequeña variación

5
4h + n = λ donde

λ es una constante [42].

El modelo simplificado está descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales:

C
dV

dt
=I − g−Na[m∞(V )]

3(k −
4

5
n)(V − VNa)− g−K(V − VK)− gL(V − VL), (1.17)

dn

dt
=αn(V )(1− n)− βn(V )n, (1.18)

se usan los siguientes funciones:
donde k es una constante, que en el art́ıculo toma los valores de k = 0.9 y k = 1 y se da
un punto de bifurcación en I = 3.36µA/cm2 e I = 6.14µA/cm2.

Realiza un estudio al modelo de Hodgkin Huxley modificado y compara numérica-
mente las suposiciones hechas anteriormente: τm(V ) << τh y τm(V ) << τn debido a
que m se desarrolla más rápidamente que n y h lo que se comprueba por simulaciones
numéricas. Compara primeramente a m con m∞ , y toma a m = m∞. En la figura se
muestra el comportamiento de las ceroclinas, en la variación que propone Jeff Moehlis
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e∞(V ) =
αm(V )

αm(V )+βm(V ) , αm(V ) =
0,1(V+40)

1−e
−(V +40)

10

,

βm(V ) = 4e
−(V +65)

18 , n∞(V ) =
αn(V )

αn(V )+βn(V ) ,

αn(V ) =
0,01(V+55)

1−e
−(V +55)

10

, βm(V ) = 0.125e
−(V +65)

80 ,

para la relación 5
4n+ h, se puede observar que la reducción del modelo clásico de HH que

hizo Jeff Moehlis [42].

La figura 1.14 presenta el plano de fase asociado al modelo propuesto por el Jeff
Moehlis, encuentra que los puntos estacionarios y las órbitas periódicas son estables para
valores de 6.26µA/cm2 ≤ I ≤ 9.78µA/cm2.

Analizó minusciosamente la parte inferior del plano fase, el mı́nimo local de la cero-
clina de (1.17) dónde propone que se presentan distintos comportamientos. Jeff Moehlis
encontró numéricamente que al estudiar más finamente lo que sucede en el mı́nimo local
de la ceroclina de la ecuación (1.17) del plano fase existen órbitas periódicas llamadas
canards. En este mı́nimo local hay un punto de equilibrio estable, si considera una tra-
yectoria cerca de este punto puede suceder uno de los siguientes comportamientos: a) que
se dirija al punto de equilibrio, b) que se aleje por un momento del punto de equilibrio
y despúes retorne a él, c) que se dirija a una trayectoria cerrada inestable [42], como se
ilustra en la figura 1.15.

fghijk lnlop Plano de fase de las órbitas periódicas [42].

De lo anterior se concluyó que numéricamente existen canards, que del modelo
simplificado considera que un punto de equilibrio pierde estabilidad en una bifurcación
subcritica de Hopf, al considerar valores de I dentro de cierto intervalo, existe un
valor de I en el cual la órbita periódica rápidamente cambia a una órbita periódica
grande al pasar por una canards para un parámetro ε. Tanto el punto de equilibrio
como una órbita periódica son estables en el intervalo 6.26µA/cm2 ≤ I ≤ 9.78µA/cm2 [42].
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qrstuv wxwyz Esquema del plano de fase de las órbitas periódicas. La ĺınea punteada es la
ceroclina del sistema, para una trayectoria que sigue la trayectoria de Ms, y que pase cerca
de M puede: a) cruza la ceroclina y va hacia el punto fijo; o bien, (b,c) a lo largo de una
excursión puede regresar a Ms, con oscilaciones periódicas relajadas. En b) hay una órbita
periódica inestable que rodea al punto fijo estable.[42]

En el modelo que se estudia en la presente tesis también estudiamos de manera minus-
ciosa la dinámica del modelo cerca del punto de equilibrio, es de nuestro interés verificar
si también existe un ciclo ĺımite inverso alrededor del punto de equilibrio, y aśı determinar
en que región o bajo que consideraciones se generaran espigas.

1.6. Modelo matemático modificado empleado en la prótesis
vestibular.

El último modelo que mostramos en esta sección es el que se utilizó para la simulación
y diseño de la prótesis vestibular, y cuyas funciones y valores numéricos sirven para el
presente trabajo [51]. El modelo original era de tres ecuaciones diferenciales descrito como
sigue (ver más en [7, 9, 24]):

Cm
dV

dt
=Ist − INa − IK − IL, (1.19)

τn(V )
dn

dt
=n∞(V )− n, (1.20)

τhK
(V )

dhK
dt

=hK∞(V )− h, (1.21)

donde Cm es la capacitancia,
Ist corriente de est́ımulo,
INa = gmax

Na m3
∞
(C(V )− n)(V − VNa), INa corriente de sodio,

IK = gmax
K n4

∞
hK(V − VK), IKa corriente de potasio,

IL = gL(V − VL), IL corriente de pérdida, n∞ y hK∞ son los parámetros de activación e
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En [51] el modelo (1.19)-(1.21) se modifica al considerar un factor de temperatura Q10,
este factor de temperatura se introduce también en el modelo de HH clásico para variar
temperatura a 18◦C. Posteriormente este modelo se simplifica y el modelo se describe
como sigue:

Cm2

dV2

dt
=ISyn(V1)− INa − IK − IL2 , (1.22)

dn

dt
=
n∞(V2)− n

τn(V2)
Q10, (1.23)

dhK
dt

=
hK∞(V2)− hK

τK(V2)
Q10, (1.24)

donde ISyn(V1) =
59.6962

1+exp
−(V1+40.6031)

4.5979

es la corriente sináptica que depende del voltaje de la

célula ciliada V1,

Cm2 es la capacitancia de la neurona aferente,

INa = gmax
Na (m∞(V1))

3(C(V2)− n)(V2 − VNa) la corriente de sodio,

IK = gmax
K n4hK(V2 − VK) la corriente de potasio,

IL = gmax
L (V2 − VL) la corriente de pérdida,

V2 es el potencial de membrana de la neurona aferente primaria,

Q10, este factor de temperatura.

Las tablas 1.2 y 1.3 presentan las funciones y valores numéricos asociados.
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activación de canales de Na m∞(V2) =

1

1+e
−(V2+33.8)

5.2

Función de Constante de Tiempo
de activación de canales de Na τm(V2) =

1

e
40+V2
−11 +e

45+V2
9

+ 0.05

Función de
inactivación canales de Na hNa∞(V2) =

1

1+e
V2+60.5

9

Función de Constante de Tiempo
de inactivación canales de Na τhNa

(V2) =
1

0.01+e
79+V2
−15 +e

30+V2
5

+ 0.5

Función de
de activación canales de K n∞(V2) =

1

1+e
−(V2+5,5)

9,14

Función de Constante de Tiempo
de activación de canales de K τn(V2) =

68

e
25+V2
−15 +e

30+V2
20

Función de
inactivación canales de K hK∞(V2) =

0.96408−0.7329

1+e
V2+33.87968

10.24986

+ 0.7329

Función de Constante de Tiempo
de inactivación canales de K τhK

(V2) =
1250

e
15+V2
−15 +e

25+V2
10

+ 500

Función C(V2) C(V2) = n∞(V2) + hNa∞(V2)

Tabla 1.2: Funciones utilizados en el modelo de la prótesis vestibular [51].
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��������� Unidades Valor seleccionado

CM2 µF/cm2 11.6

VNa mV 52

VK mV -84

VL mV -63

gmax
Na mS/cm2 2.3

gmax
K mS/cm2 2.4

gL mS/cm2 0.08

Tabla 1.3: Valores numéricos utilizados en el modelo de la prótesis vestibular [51].

1.7. Antecedentes matemáticos

En el estudio de las ecuaciones diferenciales, uno de los problemas centrales es obtener
soluciones, exponiendo algunos métodos de resolución de ciertos tipos de ecuaciones y
sistemas diferenciales. También es de suma importancia el analizar y comprender la
información cualitativa sobre el comportamiento de las soluciones. Deseamos estudiar
la estabilidad de las soluciones del modelo de HH modificado y simplificado propuesto
por el Dr. Soto y el Dr. Alexandrov (modelo no lineal), para ello es necesario el conocer
definiciones y teoremas de estabilidad, y en caso de darse ciclos ĺımite también si estos
son estables o no.

Algunos conceptos básicos que permiten describir la dinámica neuronal son: (1) puntos
de equilibrio (puntos cŕıticos) permiten determinar dependiendo del tipo que se tenga si
se generan espigas o no, (2) ciclos ĺımite aparecen cuando la neurona genera rafagas, (3)
plano fase, (4) órbitas periódicas, y (5) bifurcaciones de puntos fijos se dan cuando cambia
la dinámica de la neurona, es decir, dado un valor espećıfico de parámetro en el modelo
de la neurona, al considerar valores antes de este valor no hay espigas y posterior a este
valor se dan [25], estos conceptos se definiran con mayor detalle en las secciones siguientes.

Estudiar la estabilidad de un sistema no lineal es complicado, una herramienta clásica
para el estudio de sistemas no lineal que resulta más fácil es estudiar la estabilidad del
sistema en desviaciones asociado al sistema no lineal alrededor de un punto. Para este fin
es necesario conocer las siguientes definiciones.

En esta sección comenzaremos con la definición de estabilidad de Lyapunov para
sistemas de primera aproximación por Lyapunov. Para futuras definiciones y teoremas
consideremos el sistema no lineal:

dy

dt
= F (y, t) (1.25)

donde F : E −→ Rn, E ∈ Rn abierto, F ıC1(E), y ∈ Rn, t ∈ I = [0,∞) y sujeto a
y(t0) = y0.
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����� �¡¢� £¤¥¤£ ¦§¨©ª«�¬�­ª­® [65] La solución y(t) del sistema (1.25) es estable en
el sentido de Lyapunov, si para cualquier ǫ > 0 dado, existe δ(ǫ), tal que para todo t > 0,
‖∆y0‖ < δ(ǫ) satisface la desigualdad:

‖y(t, y0 +∆y0)− y(t, y0)‖ < ǫ (1.26)

Definición 1.7.2 (Estabilidad asintótica) [65] La solución y = y0 del problema plan-
teado en el sistema (1.25) se dice que es asintóticamente estable, si: 1) es estable y 2) si
existe un δ0 > 0 suficientemente pequeño tal que ‖∆y0‖ < δ0 cumpliendo además:

lim
¯ t→+∞(y(t, y0 +∆y0)− y(t, y0)) = 0. (1.27)

Definición 1.7.3 [65] Si el sistema (1.25) no cumple con la definición de estabilidad se
dice que es inestable.

Estudiar la estabilidad de la solución del sistema (1.25) es estudiar la solución trivial del
sistema lineal asociado. Sea y0(t) una solución del sistema (1.25), analizar su estabilidad se
reduce al estudiar la estabilidad de la solución trivial del siguiente sistema en desviaciones:

dx

dt
=F (y)− F (y0) = f(x, y), (1.28)

donde x(t) = y(t) − y0(t), f(x, t) = f(x + y0, t) − f(y0, t) y x(t0) = y(t0) − y0(t0) 6= 0.
Como y = y(t) es solución de (1.25), x(t) = y(t)− y0(t) es solución del sistema (1.28).

Una estrategia clásica para estudiar un sistema no lineal de la forma (1.25) alrededor
de un punto de equilibrio y0(t0) es aproximar la dinámica de este sistema por la de un
sistema lineal.

Deseamos construir un sistema en desviaciones, sea y0(t0) un punto estacionario de
(1.25), desarrollando la función F (y, t), y F (y0(t0), t) = 0 para todo t ∈ I, por Taylor
alrededor del punto y0(t0), se tiene que:

F (y, t) ∼= F (y0, t) +
∂F (y0, t)

∂y
y + ǫ(y0, t). (1.29)

El sistema de primera aproximación asociado a (1.25) alrededor del punto de reposo
y0(t0) es de la siguiente forma:

dx

dt
= A(t)x, (1.30)

donde A(t) = ∂F (x0(t0))
∂x es una matriz de n × n, y denota la derivada parcial F (x0(t0))

con respecto a x para cada entrada de A(t). En el caso que la matriz A tenga coeficientes
constantes se puede hablar de los siguientes teoremas de Lyapunov:

Teorema 1.7.1 (Teorema de Liapunov 1) [52]. Si Re(λ) < 0 de la matriz A la solu-
ción trivial del sistema de ecuaciones (1.30) es asintóticamente estable.

29



°̄±²°³´ µ¶·¶¸ ¹ °̄±²°³´ º° »¼´½¾¿±À ¸Á [52]. Si existe al menos un λ0 tal que
Re(λ0) > 0 entonces la solución trivial del sistema (1.30) es inestable.

En el caso en que los valores propios de la matriz A existiera al menos uno igual a cero
y los restantes con partes reales negativas, la solución trivial del sistema (1.30) puede ser
estable o inestable; su estabilidad del sistema (1.30) para su solución trivial tendrá que
determinarse con criterios suplementarios.

1.7.1. Órbitas periódicas y ciclos ĺımites

Para esta tesis es importante verificar la existencia de ciclos ĺımite del modelo de
estudio, el que el modelo tenga ciclo ĺımite esta asociado a una descarga continua de
espigas en la neurona, entonces para un sistema dinámico φ(t, x) definido por:

ẋ = f(x) (1.31)

donde f ∈ C1(E), una función continua en un conjunto abierto E ⊂ R
2.

El sistema (1.31) al estudiar su plano fase puede tener ciclos ĺımite, por lo que es
necesario conocer qué es un ciclo ĺımite y cuándo se considera que es estable o inestable.
La aparición de ciclos ĺımite en el plano fase de modelos neuronales estan ligados a la
generación de espigas, el que aparezca un ciclo ĺımite en la dinámica de una neurona es
que se generan rafagas de espigas, de ah́ı la importancia de su estudio, bajo que condiciones
es posible su existencia y su estabilidad para que genere espigas, véase [32, 48].

Definición 1.7.4 . Un ciclo u órbita periódica de (1.31) es cualquier curva solución ce-
rrada y aislada que no es un punto de equilibrio de (1.31).

Definición 1.7.5 Una órbita Γ se dice que es estable si para ε > 0 existe una vecindad
U de Γ tal que para toda x ∈ U y t ≥ 0, d(φ(t, x),Γ) < ε. Una órbita periódica se dice que
es inestable si no es estable; y será estable asintóticamente si para todos los puntos x ∈ U
de Γ cumple que: ĺımt−→∞ d(φ(t, x),Γ) = 0.

Es importante comprobar la existencia de ciclos ĺımite dentro de un sistema dinámico,
y se puede comprobar por el criterio de Bendixon, véase [48].

Teorema 1.7.3 (Criterio de Bendixon) [48] Sea f ∈ C1(E) donde E es una región
simplemente conexa en R

2. Si la divergencia de f, div(∇f), es no identicamente cero o
bien, no cambia de signo en E, entonces (1.31) no tiene órbitas periódicas totalmente
contenidas en E.

1.7.2. Estabilidad Órbital por Poincaré.

Para estudiar la estabilidad del ciclo ĺımite usamos el teorema de estabilidad orbital
por Poincaré. Sea el sistema:

ẋ = f(x) (1.32)

donde f ∈ C1(E), que contiene una órbita periódica de periodo t1 [48].
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ÂÃÄÅÃÆÇ ÈÉÊÉË [48] Sea f ∈ C1(E) que contiene una órbita periódica γ(t+ t1) = γ(t) de
periodo T del sistema (1.32), γ(t) es estable orbitalmente si :

∫ t1

0
∇f(γ(t))dt < 0, (1.33)

Queremos estudiar la estabilidad de los ciclos ĺımites del modelo que se estudia en este
trabajo de tesis, para nuestro modelo tenemos el siguiente sistema:

dV

dt
=P (V, n, Ist), (1.34)

dn

dt
=Q(V, n), (1.35)

con V (t+ t1) = V (t), n(t+ t1) = n(t), el ciclo ĺımite del sistema (1.35) es estable orbital
y asintóticamente en un periodo t1 si:

λ =
1

t1

∫ t1

0

[

∂P (V, n, Ist)

∂V
+

∂Q(V, n)

∂n

]

dt < 0. (1.36)

Hasta esta parte se han considerado conceptos importantes que ayudarán en el desa-
rrollo del segundo caṕıtulo, algunos otros conceptos se incluiran directamente en donde se
requieran y algunos otros se volveran a repetir.

1.7.3. Estabilidad estructural

En [48] mencionan un teorema para determinar si un campo vectorial es estructural-
mente estable o no.

Teorema 1.7.5 [48] Sea f ∈ C1(E), E ⊂ R
2 un compacto, sea M un campo diferenciable.

f es estructuralmente estable en M si y sólo si:

1. El número de puntos cŕıticos y ciclos ĺımite es finito y cada uno es hiperbólico.

2. No hay trayectorias conectando puntos silla.

3. El conjunto no errante Ω consiste únicamente de todos los puntos cŕıticos y de todos
los ciclos ĺımite.

1.7.4. Descripción matemática de ruido blanco gaussiano.

Para el tercer caṕıtulo buscamos estocastizar el modelo determińıstico empleado en
el Caṕıtulo II, para ello es necesario conocer el concepto de ruido blanco, este concepto
es dif́ıcil de emplear en problemas f́ısicos, por ello se requiere el uso de aproximaciones
que nos permitan emplearlo. En el caṕıtulo III se emplean dos aproximaciones de rui-
do blanco, un proceso de Orstein Uhlenbeck y una sumatoria de Kac-Shinozuka,véase [64].
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el hecho de que sus valores de señal en dos tiempos diferentes no guardan correlación
estad́ıstica. Como consecuencia de ello, su densidad espectral es una constante, es decir,
su gráfica es una recta, la señal contiene todas las frecuencias y todas ellas muestran la
misma potencia. Es un concepto meramente matemático por lo que no tiene una aplicación
directa a algún fenómeno f́ısico, para ello es necesario aproximarlo de alguna manera.

Definición 1.7.6 (Ruido blanco) [64] El ruido blanco denotado por γwGw(t), donde
γw es la intensidad del ruido blanco, está definido por la propiedad de que su función
de covarianza desaparece para cualquier τ > 0, donde τ es un tiempo (puede ser muy
pequeño), y verse como la idealización de un proceso estocástico. La propiedad está definida
como:

R(τ) = γ2wδ(τ), (1.37)

donde δ(τ) es la función Delta de Dirac, definida como:∆(τ) = 0 para τ 6= 0,

ĺım
∆t→0

∫ ∆t/2

−∆t/2
∆(τ)dτ = 1 (1.38)

El ruido blanco gaussiano se puede aproximar mediante dos procesos. El primero por
un proceso de Ornstein-Uhlenbeck y posteriormente una sumatoria de Kaz Shinozuka.
El proceso de Ornstein-Uhlenbeck, llamado aśı por Leonard Ornstein y George Eugene
Uhlenbeck, es un proceso estocástico que describe la velocidad de la masa de part́ıculas
Brownianas bajo la influencia de fricción. El proceso es estacionario, gaussiano y marko-
viano.

Para este trabajo se utilizaron dos aproximaciones de ruido blanco gaussiano, la
primera aproximación corresponde al proceso de Orstein Uhlenbeck sobre ruido de color,
este proceso depende del parámetro c. Si ĺım c → 0 entonces el proceso de Orstein
Uhlenbeck se aproxima al ruido blanco gaussiano, para después usar alguna de sus
representaciones que se describen posteriormente, véase [64].

El ruido blanco definido anteriormente es sólo una aproximación matemática sin una
aplicación f́ısica por la δ(τ) que es la función Delta de Dirac. Para aproximar a ruido de
color usamos el proceso de Orstein Uhlenbeck U(t), con covarianza:

RU(s) = (1/2c)e
−|s|
s . (1.39)

Varianza 1/2c y una función espectral dada por:

Ψw(ω) =
a

1 + c2ω2
(1.40)
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áâãáä a = 1 o a = 2 para densidad espectral de una cara o de dos caras.

El parámetro c es el tiempo de correlación, conforme c −→ 0, ΨU (ω) es casi constante
y muy pequeña, y el ruido de color es equivalente al ruido blanco. La autocovarianza del
ruido de color se aproxima a la covarianza del ruido blanco, cuya intensidad está dada
como sigue [64]:

γw = (2c)1/2.γ (1.41)

Para simular el ruido blanco gaussiano es necesario usar además alguna representación
como la de Bennett-Rice o la de Kac-Shinozuka (sumatorias de cosenos), esta última se
emplea en el caṕıtulo tres y cuatro de la presente tesis. Estas sumatorias se describen con
mayor detalle en el caṕıtulo III.
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Análisis determińıstico del modelo
de Soto-Alexandrov.

En el presente caṕıtulo se lleva acabo un análisis del modelo de Hodgkin- Huxley
modificado no lineal propuesto por Soto-Alexandrov, con los datos que se utilizaron en la
prótesis vestibular, véase [51].

2.1. Modelo de Hodgkin- Huxley modificado de orden 2 y
planteamiento del análisis computacional.

Inicialmente el modelo de Hodgkin- Huxley modificado no lineal propuesto por
Soto-Alexandrov fue un modelo de tres ecuaciones diferenciales, véase [7, 9, 24, 51] , que
describ́ıan la dinámica de la neurona aferente primaria del ganglio vestibular de Scarpa,
estudiar la dinámica de este sistema es compleja, por lo que bajo la dirección del Dr
Alexandrov junto con el Dr Soto determinaron simplificarlo a un modelo más simple de
dos ecuaciones diferenciales.

Como se mencionó anteriormente estudiar el modelo de Hodgkin- Huxley modificado
y simplificado no lineal propuesto por Soto-Alexandrov, se reduce a estudiar el sistema
lineal asociado. Estudiar la estabilidad y conocer la dinámica de un modelo neuronal nos
da información del comportamiento de la neurona, cuando genera espigas y cuando no,
etc. [32, 33, 41, 50].

2.1.1. Modelo de Hodgkin- Huxley modificado de orden 2

En el caṕıtulo anterior presentamos el modelo modificado (1.24) propuesto por S-A y
las modificaciones que se le hicieron al modelo clásico. El Dr. Soto y el Dr. Alexandrov
proponen una simplificación al modelo (1.24) para reducirlo a un sistema de orden 2,
suponen que la tercera ecuación en (1.24), se simplifica al considerar 1

τhK
(hK∞ − hK) ∼= 0,

que simplificamos aún más dado que 1
τhK

6= 0 y entonces:

hK(V ) = hK∞(V )
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ïðñòóô õö÷ø ùôúûó üý úô þôóðôÿúý hK para valores de V ∈ [−60mV, 60mV ].

En la figura (2.1) muestra el comportamiento de hK para v ∈ [−70mV, 50mV ]; al
estudiar hK∞(V ) con el valor descrito en la tabla (2.1), sin pérdida de generalidad se
observa que si V →∞ entonces hK∞(V )→ 0.7329, por lo que se considera a hK = 0.7329,
una constante. Al considerar lo anterior el modelo (1.24) se simplifica como sigue:

Cm
dV

dt
=Ist − INa − IK − IL, (2.1)

τn(V )
dn

dt
=(n∞(V )− n)Q10, (2.2)

donde Ist es una corriente de est́ımulo constante , en la tabla 1.2 muestra los valores que
se consideraron, INa = gNam

3
∞
(V )(C(V )−n)(V −VNa) de la corriente de sodio, corriente

de potasio IK = gKn4hK(V − VK) y la corriente de pérdida IL = gL(V − VL).

En el sistema (1.19)-(1.21) no se considera un factor de temperatura, posteriormente
en [9] y [51] consideran un factor de temperatura Q10. En los experimentos en el
laboratorio de fisioloǵıa del Dr. Soto la temperatura que se consideró es de 20◦C - 22 ◦C,
muy por debajo de la temperatura normal de un mamı́fero, la temperatura promedio del
ser humano es de 37◦C, luego consideramos un valor de Q10 descrito en la tabla (1.2) para
los valores de la tabla (1.3). En las tablas (2.1) y (2.2) se muestran los valores numéricos
y funciones que se emplean en el modelo.

Este coeficiente de temperatura Q10, es la medida de la tasa de variación de tempera-
tura de sistemas qúımicos o biológicos como consecuencia del incremento de 10 ◦C de la
temperatura. Hay muchos ejemplos donde se usa el Q10, uno de ellos es el cálculo de la
velocidad de conducción del nervio y otro el del cálculo de la velocidad de la contracción
de la fibra muscular [31]. Q10 es una cantidad sin unidades, ya que es el factor que expresa
la variación de una tasa, y es una manera útil de expresar la dependencia de la tempe-
ratura que tiene un proceso determinado, se encuentra generalmente entre 2 y 3 [53], los
valores de 2 y 3 se deben a que las velocidades de reacción de la mayoŕıa de las reacciones
biologicas se duplica o se triplica [53].
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activación de canales de Na m∞(V ) =
1

1+e
−(v+33.8)

5.2

Función de
inactivación de canales de Na hNa∞(V ) =

1

1+e
v+60.5

9

Función de
de activación de canales de K n∞(V ) =

1

1+e
−(v+35)

5

Función de Tiempo
de activación de canales de K τn(V ) =

68

e
25+v
−15 +e

30+v
20

C(V) C(V ) = hNa∞(V ) + n∞(V )

Q10 Q10 = a
T−T0

10

Tabla 2.1: Funciones del modelo modificado de HH propuesto por Soto - Alexandrov.

Constante Unidades Valor seleccionado Media Rango

CM µF/cm2 1 — —

VNa mV 52 52 —

VK mV -84 -84 —

VL mV -63 -63 —

gNa mS/cm2 2.3 5 2 a 8

gK mS/cm2 2.4 1.8 1 a 2.649

gL mS/cm2 0.03 0.08 0.02 a 0.16

Ist µA/cm2 varios 6.5 0 a 150

hK — 0.7329 — —

T ◦C 37 — —

T0
◦C 22 — —

a — 3 — —

Tabla 2.2: Valores numéricos del modelo modificado de HH propuesto por Soto - Alexan-
drov.
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primaria.

Uno de los resultados importantes del modelo de HH es que las neuronas son
sistemas dinámicos, un sistema dinámico consiste en el estudio del comportamiento de las
variables de modelo y su interacción, la evolución de las variables de estado con el tiempo
[25, 32]. De acuerdo a la dinámica neuronal se sabe bajo que condiciones la neurona
generará espigas, de ah́ı la importancia del estudio que hacemos en el presente caṕıtulo,
ya que deseamos estudiar la dinámica del modelo (2.1)-(2.2).

A continuación describiremos el planteamiento que se llevó acabo para la realización
del análisis computacional de la neurona aferente primaria. Primeramente se analizó el
modelo (2.1)-(2.2) al considerar una corriente de est́ımulo Ist constante para este caṕıtulo,
posteriormente se estudiará el comportamiento del modelo al considerar Ist como est́ımulo
variable, con las funciones y valores numéricos descritos en las tablas 2.1 y 2.2, ahora con
un factor de temperatura.

En el modelo (2.1)-(2.2) se busca estudiar su plano fase, localizar los puntos dónde
cambie la dinámica del sistema, encontrar y estudiar la estabilidad de sus puntos cŕıticos.
Primero se graficaran las ceroclinas del modelo en el plano fase, ah́ı se observará cuántos
puntos cŕıticos tiene el modelo para cada valor de Ist. Reescribiremos el modelo en un
sistema en desviaciones y se estudiará la estabilidad de sus puntos cŕıticos asociados a
cada valor de Ist.

Se obtendrán las soluciones del modelo (2.1)-(2.2) y se graficarán el plano fase para
analizar los distintos comportamientos que se presentan al variar el parámetro Ist,
estos cambios están relacionados con la frecuencia de disparo de la neurona, esto es,
se observará para qué puntos se producen cambios en el plano fase que muestran el
cambio de la dinámica del sistema (si hay puntos de bifurcacción) en la que la neurona:
para algunos puntos este en reposo (no genere espigas), para otros dependiendo de las
condiciones de inicio puede o no generar espigas. Y por último, generar una rafagas,
es decir, se estudiará si se producen autooscilaciones asociadas a ciclos ĺımites, que
posteriormente se estudiará su estabilidad.

En trabajos de Izhikevich (1999) y otros muestran que para modelos del tipo de
HH pueden darse un fenómeno que se llama de biestabilidad donde para cada valor de
la corriente de est́ımulo se tienen dos regiones de estabilidad, una asociada al punto
cŕıtico y la otra al ciclo ĺımite [33, 41, 55],uno de los modelos que presentan es el de
Morris-Lecar (1981) estudian las fibras musculares de los percebes, pertenecen al grupo
de los crustáceos [44], y la variedad de comportamiento oscilatorio del modelo cuando el
medio interno contiene Ca++.

Para el modelo (2.1)-(2.2) analizaremos si también se da el fenómeno de biestabilidad
y encontraremos las regiones de atracción. También es de interés incluir al modelo de
estudio (2.1)-(2.2) a una categoŕıa de sistemas, es decir, determinar de acuerdo a su
dinámica a qué tipo de sistemas pertenece. En caṕıtulos posteriores se estudiará el
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modelo al considerar una corriente de est́ımulo como una combinación de una función
constante y una aproximación de ruido blanco que se añade de forma adicional. Para el
caṕıtulo cuatro la corriente de est́ımulo se considerará como una combinación de una
función constante, una señal adicional de ruido blanco (descrita en el caṕıtulo tres para
valores de intensidad pequeños) y una función determińıstica adicional y observar el
comportamiento del modelo.

En los caṕıtulos siguientes al modelo modificado (2.1)-(2.2) para valores fijos de gNa =
2.3 y gK = 2.4 se realizará un análisis deterministico para Ist, un análisis estocástico al
modificar la corriente de est́ımulo con dos aproximaciones de ruido blanco gaussiano de
manera adicional y por último se añadirá de forma adicional estimulación galvánica, estos
valores son los considerados en la prótesis vestibular en [51] de ah́ı su interés de estudio.

2.2. Análisis algebraico: búsqueda de los puntos cŕıticos y
análisis de estabilidad de ellos.

En experimentos fisiológicos que involucran neuronas el tiempo de estudio y las
condiciones en las que se realizan son espećıficas y se llevan acabo en poco tiempo, ya que
la neurona muere. Analizar el comportamiento del modelo (2.1)-(2.2) es de interés para
determinar que resultados se obtienen al modelar la neurona aferente primaria a distintas
corrientes de est́ımulo y para intervalos de tiempo mayores.

Como se mencionó anteriormente algunos conceptos básicos que permiten describir
la dinámica neuronal son: (1) puntos de equilibrio (puntos cŕıticos) permiten determinar
dependiendo del tipo que se tenga si se generan espigas o no, (2) ciclos ĺımite aparecen
cuando la neurona genera rafagas, (3) plano fase, (4) órbitas periódicas, y (5) bifurcaciones
de puntos fijos se dan cuando cambia la dinámica de la neurona [25]. Para el modelo de
HH modificado y simplificado propuesto por Soto-Alexandrov, deseamos para los valores
espećıficos de la tabla 2.2 y distintos valores de Ist conocer la dinámica del sistema, es
decir, para qué valores de Ist no hay espigas y cuando se dan.

En esta sección estudiamos el plano fase para determinar el comportamiento del
sistema, aśı como los cambios que se puedan dar para distintos valores del parámetro Ist.
Primero se estudia el comportamiento del modelo (2.1)-(2.2) para valores de Ist constante
y hK = 0.7329 a distintas condiciones iniciales. Al estudiar las ceroclinas del sistema
(2.1)-(2.2) observamos cuántos puntos cŕıticos tiene nuestro sistema se observa que solo
se tiene un punto de intersección por lo que solo hay un punto cŕıtico para cada valor de
Ist. Rinzel en 1980 al estudiar el modelo de FitzHugh Nagumo encuentra la existencia
de un ciclo ĺımite estable y un ciclo ĺımite inestable que encierra el punto cŕıtico estable,
observó un sistema de biestabilidad [54, 55]. En el art́ıculo de Jeff Moehlis (2006) estudia
el plano fase del modelo, menciona que en el mı́nimo local de las ceroclinas existe un
comportamiento dependiendo del lugar donde se intersectan las ceroclias, un caso es
cuando la trayectoria va hacia el punto atractor y otro una órbita periódica inestable que
rodea al punto cŕıtico [42].
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cŕıticos que se tienen, estos puntos estan asociados a los cambios en la dinámica de la
neurona y en su frecuencia de disparo. Una ceroclina es el conjunto de puntos de (v, n) que
satisfacen: dV/dt = 0 y dn/dt = 0. De las figuras (2.2)-(2.3) se presentan las ceroclinas del
sistema (2.1)-(2.2), la figura (2.2) muestra las ceroclinas para los siguientes valores de Ist =
0.5, 0.99, 1.335912, 2, 20, en esta figura es dif́ıcil determinar la intersección para valores de
Ist pequeños, para esto agrandamos la región en el mı́nimo de las ceroclinas (figura 2.3).
Determinamos las ceroclinas cerca del mı́nimo local para los siguientes valores de Ist = 0.5
la primera ĺınea azul, 0.7 la ĺınea azul de forma .-, 0.99 la ĺınea negra asteŕısco, 1.335912 ,2
la última ĺınea azul. Observamos que cuando Ist = 0.5 las ceroclinas se intersecan antes del
mı́nimo local y a partir de 0.7 se intersecan después del mı́nimo local, en la figura (2.3) es
posible visualizar mejor las ceroclinas. En los puntos cŕıticos mencionados anteriormente
la dinámica de la neurona cambia, para estudiar esos cambios es necesario estudiar la
estabilidad de cada uno de ellos y determinar cómo es que cambia la frecuencia de disparo
de la neurona, este análisis está descrito a detalle en secciones posteriores de este caṕıtulo.

D38C19 EGEH I516;=3>9< ?5 46?5=6 JEGKLMJEGEL7 =9 A13451 =BN>59 ?5 ;6=61 9OC= 5< A919 Ist =
0.5µA/cm2, la segunda es para un valor de Ist = 0.99µA/cm2, la ĺınea de color negro es la
ceroclina para la cual se tiene el centro, es decir, Ist = 1.335912µA/cm2, las otras ĺıneas
azules corresponden a Ist = 2µA/cm2 e Ist = 20µA/cm2 respectivamente .

De la figura 2.2 observamos además que las ceroclinas que se intersectan en la parte
izquierda del mı́nimo absoluto de las ceroclinas están asociadas a los puntos nodos
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estables, hay focos estables cuando se intersecan en la parte derecha del mı́nimo absoluto
los puntos cŕıticos y posteriormente los focos inestables.

Para estudiar la estabilidad de los puntos cŕıticos del sistema (2.1)-(2.2) por el teorema
de estabilidad de Lyapunov es necesario reescribirlo mediante un sistema en desviaciones y
estudiar el comportamiento de la solución trivial del sistema en desviaciones. Del modelo
(2.1)-(2.2) obtenemos el sistema de primera aproximación del modelo, usando un desarrollo
de Taylor alrededor del punto (Vc, nc), punto cŕıtico, asociado al sistema (2.1)-(2.2), para
cada valor de Ist. Al considerar el siguiente sistema en desviaciones se tiene que: v(t) =
v0(t) + ∆v y n(t) = n0(t) + ∆n, entonces el sistema (2.1)-(2.2) se reescribe como:

d∆V

dt
∼=

(

∂f1(Isyn, V, n)

∂V

)

(Vc,nc)

∆V +

(

∂f1(Isyn, V, n)

∂n

)

(Vc,nc)

∆n (2.3)

d∆n

dt
∼=

(

∂f2(V, n)

∂V

)

(Vc,nc)

∆V +

(

∂f2(V, n)

∂n

)

(Vc,nc)

∆n (2.4)

donde ∆v = v(t)− v0(t) y ∆n = n(t)− n0(t).

Encontramos el sistema de primera aproximación asociado a éste sistema de ecuaciones
en desviaciones (2.3)-(2.4) mediante un desarrollo de Taylor, para linealizar las ecuaciones
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matricial, en la tabla (2.3) muestra las derivadas de forma expĺıcita de (2.5):

[

d∆V
dt

d∆n
dt

]

=

[

∂f1(Ist,V,n)
∂V

∂f1(Ist,V,n)
∂n

∂f2(V,n)
∂V

∂f2(V,n)
∂n

]

Vc,nc

[

∆V
∆n

]

(2.5)

donde ∂f1(Ist,V,n)
∂V = −gL − 3gNa(m∞(V ))

2(C(V ) − n)(V − VNa)
(

dm∞(V )
dV

)

−

gNa(m∞(V ))
3(V − VNa)

(

C(V )
dV

)

− gNa(m∞(V ))
3(C(V )− n)− gKn4hK ,

∂f1(Ist,V,n)
∂n = gNa(m∞(V ))

3(V − VNa)− 4gKn3hK(V − VK),

∂f2(V,n)
∂V =

(

τn(V )
dn∞(V )

dV
−(n∞ (V )−n)

dτn(V )
dV

(τn(V ))2

)

Q10 y,

∂f2(V,n)
∂n = − Q10

τn(V ) .

Funciones Derivada de la función

m∞(V ) =
1

1+e
−(v+33.8)

5.2

ṁ∞(V ) =
e
−(V +33.8)

5.2

5.2

(

1+e
−(V +33.8)

5.2

)2

hNa(V ) =
1

1+e
(v+60.5)

9

ḣNa(V ) = −
e
(V +60.5)

9

9

(

1+e
(V +60.5)

9

)2

n∞(V ) =
1

1+e
−(v+35)

5

ṅ∞(V ) =
e
−(V +35)

5

5

(

1+e
−(V +35)

5

)2

τn(V ) =
68

e
25+V
−15 +e

30+V
20

τ̇n(V ) =
−68

(

e

25+V
−15

−15
+ e

30+V
20
20

)

(

e
25+V
−15 +e

30+V
20

)2

C(V ) = hNa(V ) + n∞(V ) Ċ(V ) = ḣNa(V ) + ṅ∞(V )

Tabla 2.3: Derivadas de las funciones del modelo modificado de HH propuesto por Soto -
Alexandrov.

Del sistema de primera aproximación en desviaciones (2.5) analizamos la estabilidad
por Lyapunov de la solución trivial del sistema, y aśı determinar la estabilidad del sistema
no lineal, para ello usamos la ecuación caracteŕıstica asociada:

det(λE −A) = 0 (2.6)
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[

f11 =
∂f1(Ist,V,n)

∂V f12 =
∂f1(Ist,V,n)

∂n

f21 =
∂f2(V,n)

∂V f22 =
∂f2(V,n)

∂n

]

det(λE −A) = (λ− f11)(λ− f22)− f12f21 = λ2 + (−f11 − f22)λ+ (f11f22 − f12f21) = 0

Sea a1 = −f11 − f22 y a2 = f11f22 − f12f21, la ecuación carateŕıstica tiene la siguiente
forma: λ2 + a1λ + a2. En la tabla (2.4) presenta los valores del determinante a11,a12,a21
y a22 para algunos valores de Ist. Para determinar la estabilidad de los puntos cŕıticos
del sistema de primera aproximación encontramos las ráıces de la ecuación caracteŕıstica.
En la tabla (2.5)se muestra los valores obtenidos de los puntos cŕıticos para cada valor
de Ist ∈ [0.1µA/cm

2, 90µA/cm2]. Por el teorema de estabilidad para sistemas de primera
aproximación de Lyapunov podemos determinar la estabilidad de cada punto cŕıtico
asociado del sistema en desviaciones (2.4), para aśı determinar la estabilidad del sistema
(2.1)-(2.2). De la tabla se deduce que los comportamientos del plano fase son: nodos
estables, focos estables, centro y focos inestables.

La gráfica 2.4 muestra los valores de lambda de las tabla 2.5, se observa que para
0 < Ist ≤ 0.6µA/cm2 los valores están sobre el eje real (estrellas de color azul, nodos
estables), tomando valores 0.7µA/cm2 ≤ Ist ≤ 1.13358µA/cm2 debido a que son valores
muy pequeños (focos estables) se encuentran muy pegados antes del eje imaginario (puntos
de color azul, parte imaginaria positiva y negativa). Sobre el eje imaginario se encuentran
los dos centros, el primero que interseca al eje imaginario en 0.3715i y −0.3715i (estrellas
negras antes del valor de 0.5 del eje imaginario, en la figura 2.5 se aprecia mejor este centro;
y el segundo que lo interseca en 1.1559i y −1.1559i (estrella de color negro), cerca del
segundo centro se localizan los valores de Ist = 79, 80, 85 e Ist = 90µA/cm2 (puntos de color
rojo). Los gráficos 2.4 y 2.5 ilustran el paso de una dinámica estable (nodos estables y focos
estables, después un centro y posteriormente una dinámica inestable (focos inestables) por
lo que en el valor de Ist = 1.335912µA/cm2 hay un cambio en la dinámica del sistema;
conforme se incrementa los valores de Ist es posible observar que nuevamente hay un
cambio en la dinámica, con focos inestables luego un centro cuando Ist = 80.1811µA/cm2

y el sistema vuelve a ser estable para valores de Ist > 80.1811µA/cm2 ya que se tienen
focos estables (ver los puntos más aislados cerca del segundo centro en la gráfica 2.4).

Por la tabla 2.5 se deduce que el plano fase para distintos valores de Ist se divide en:

Nodos estables para valores de 0 ≤ Ist ≤ 0.6, la neurona no genera espigas, cualquier
trayectoria que se considere cerca de estos puntos cŕıticos no la abandonaran.

Foco estable para valores de 0.7 ≤ Ist ≤ 1.13358µA/cm2, la neurona no genera
espigas al considerar cualquier trayectoria cerca de estos puntos cŕıticos.

Un centro cuando Ist = 1.335912µA/cm2 y,
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�st Vc (mV) nc a11 a12 a21 a22
0.1 −59.6653 0.0072 −0.0300 −0.0001 0.0014 −0.9816
0.2 −56.3262 0.0139 −0.0299 −0.0011 0.0022 −0.7939
0.3 −52.9653 0.0268 −0.0295 −0.0077 0.0034 −0.6443
0.4 −49.5031 0.0521 −0.0273 −0.0579 0.0052 −0.5229
0.5 −45.6535 0.1061 −0.0146 −0.5019 0.0080 −0.4207
0.6 −42.3666 0.1864 0.0359 −2.8106 0.0107 −0.3543
0.7 −41.0051 0.2313 0.0878 −5.4575 0.0118 −0.3316
0.8 −40.2589 0.2589 0.1303 −7.7280 0.0123 −0.3203
0.9 −39.7443 0.2791 0.1672 −9.7508 0.0126 −0.3129
0.97 −39.4585 0.2908 0.1907 −11.0714 0.0127 −0.3089
0.98 −39.4213 0.2923 0.1940 −11.2508 0.0128 −0.3084
0.99 −39.3848 0.2938 0.1973 −11.4313 0.0128 −0.3079
1 −39.3491 0.2953 0.2004 −11.6126 0.0128 −0.3074
1.1 −38.0268 0.3089 0.2309 −13.3534 0.0129 −0.3031
1.2 −38.7535 0.3207 0.2594 −15.0024 0.0131 −0.2996
1.3 −38.5157 0.3311 0.2863 −16.5705 0.0131 −0.2966
1.31 −38.4935 0.3321 0.2889 −16.7260 0.0131 −0.2963
1.32 −38.4715 0.3331 0.2914 −16.8821 0.0132 −0.2960
1.33 −38.4499 0.3340 0.2941 −17.0276 0.0132 −0.2957
1.335 −38.4391 0.3345 0.2954 −17.1060 0.0132 −0.2956
1.3359 −38.4372 0.334656 0.2956 −17.1212 0.0132 −0.2956
1.335912 −38.4371 0.3346 0.2956 −17.1214 0.0132 −0.2956
1.34 −38.4284 0.3350 0.2966 −17.1845 0.0132 −0.2955
1.35 −38.6750 0.3241 0.2993 −17.3311 0.0132 −0.2952
1.4 −38.3046 0.3405 0,3118 −18,0806 0.0132 −0.2939
1.5 −38.1145 0.3491 0.3362 −19.5415 0.0133 −0.2916
2 −37.3672 0.3838 0.4449 −26.2713 0.0134 −0.2830
3 −36.3749 0.4317 0.6225 −37.9958 0.0134 −0.2724
4 −35.6780 0.4662 0.7686 −48.4169 0.0132 −0.2656
5 −35.1284 0.4936 0.8944 −58.0162 0.0130 −0.2607
10 −33.2905 0.5847 1.3442 −99.6201 0.0120 −0.2462
20 −31.0623 0.6873 1.7830 −168.3922 0.0100 −0.2329
30 −29.4127 0.7535 1.88622 −228.3267 0.0084 −0.2258
40 −27.9680 0.8032 1.7767 −283.2086 0.0070 −0.2214
50 −26.5956 0.8430 1.5181 −336.4681 0.0058 −0.2187
60 −25.2207 0.8761 1.1510 −382.9458 0.0047 −0.2175
70 −23.7846 0.9041 0.7104 −428.9887 0.0038 −0.2177
80 −22.2278 0.9279 0.2282 −472.7280 0.0029 −0.2195
80.18108 −22.19811 0.92826 0.02195 −473.46658 0.00292 −0.21958
81 −22.0629 0.9300 0.1719 −476.8954 0.0029 −0.2198
82 −21.8960 0.9322 0.1296 −481.1941 0.0028 −0.2201
90 −20.4777 0.9481 −0.26504 −514.2777 0.0022 −0.2237

Tabla 2.4: Valores de la matriz del sistema (2.5) con sus puntos cŕıticos asociados a cada
valor de Ist.
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���uraleza Ist a1 a2 λ1 λ2

µA/cm2

Nodos
estables
asintóticamente

0.10 1.0116 0.0294 −0.0300 −0.9816
0.20 0.8238 0.0237 −0.0299 −0.7939
0.30 0.6738 0.0190 −0.0295 −0.6443
0.40 0.5508 0.0146 −0.0280 −0.5229
0.50 0.4354 0.0102 −0.0248 −0.4106
0.60 0.3183 0.0175 −0.0705 −0.2478

Focos
Estables

0.70 0.2299 0.2438 −0.1219 + 0.1428i −0.1219− 0.1428i
0.80 0.1900 0.0532 −0.0950 + 0.2103i −0.0950− 0.2103i
0.90 0.1456 0.0704 −0.0728 + 0.2552i −0.0728− 0.2552i
0.97 0.1182 0.0821 −0.0591 + 0.2805i −0.0591− 0.2805i
0.98 0.1144 0.0821 −0.0572 + 0.2805i −0.0572− 0.2805i
0.99 0.1106 0.0853 −0.0553 + 0.2836i −0.0553− 0.2836i
1 0.1070 0.0870 −0.0535 + 0.2900i −0.0535− 0.2900i
1.10 0.0722 0.1028 −0.0361 + 0.3186i −0.0361− 0.3186i
1.2 0.0402 0.1181 −0.0201 + 0.3431i −0.0201− 0.3431i
1.3 0.0102 0.1328 −0.0051 + 0.3643i −0.0051− 0.3643i
1.31 0.0074 0.1342 −0.0037 + 0.3354i −0.0037− 0.3354i
1.32 0.0046 0.1358 −0.0023 + 0.3684i −0.0023− 0.3684i
1.33 0.0016 0.1370 −0.0008 + 0.3702i −0.0008− 0.3702i
1.335 0.0002 0.1378 −0.0001 + 0.3712i −0.0001− 0.3712i
1.3351 0.0002 0.1378 −0.000151 +

0.371310i
−0.000151 −
0.371310i

Centro 1.335912 0.0000 0.1379 0.3714i −0.3714i

Focos
Inestables

1.4 −0.0017 0.1471 0.0089 + 0.3834i 0.0089− 0.3834i
1.5 −0.0444 0.1610 0.0222 + 0.4006i 0.0222− 0.4006i
2 −0.1619 0.2257 0.0809 + 0.4681i 0.0809− 0.4681i
3 −0.3501 0.3382 0.1750 + 0.5545i 0.1750− 0.5545i
5 −0.6338 0.5229 0.2515 + 0.6105i 0.2515− 0.6105i
10 −1.0980 0.8602 0.5490 + 0.7475i 0.5490− 0.7475ii
20 −1.5501 1.2703 0.7751 + 0.8183i 0.7751− 0.8183i
30 −1.6604 1.4890 0.8302 + 0.8943i 0.83020.8943i
40 −1.5554 1.5888 0.7777 + 0.09920i 0.7777− 0.09920i
50 −1.2993 1.6043 0.6497 + 1.0873i 0.6497− 1.0873i
60 −0.9335 1.5580 0.4667 + 1.1576i 0.4667− 1.1576i
70 −0.4928 1.4653 0.2464 + 1.1852i 0.2464− 1.1852i
80 −0.0087 1.3390 0.0043 + 1.1571i 0.0043− 1.1571i

Centro 80.1810 0 1.3363 1.1559i −1.1559i

Focos
Estables

82 0.0904 1.3106 −0.0452 + 1.1439i −0.0452 + 1.1439i
83 0.1403 1.2963 −0.0701 + 1.1364i −0.0701− 1.1364i
84 0.1901 1.2818 −0.09509 + 1.1281i −0.09509− 1.1281i
90 0.4887 1.1919 −0.2443 + 1.0640i −0.2443− 1.0640i

Tabla 2.5: Valores de los puntos cŕıticos del modelo simplificado de HH propuesto para
distintos valores de Ist y ráıces de la ecuación caracteŕıstica.
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������ ���� Puntos cŕıticos de los valores de la tabla 2.5.Las estrellas de color azul son
los puntos cŕıticos asociados a los valores de 0 < Ist ≤ 0.6µA/cm2 están sobre el eje
real, tomando valores 0.7µA/cm2 ≤ Ist ≤ 1.13358µA/cm2 debido a que son valores muy
pequeños (focos estables) se encuentran muy pegados antes del eje imaginario puntos de
color azul.Sobre el eje imaginario se encuentran los dos centros estrellas de color negro ,
el primero que interseca al eje imaginario en 0.3715i y −0.3715i. Los puntos de color rojo
son los focos inestables.
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������ ���� Gráfico ampliado de la gráfica 2.4 de los puntos cŕıticos de los valores de la
tabla 2.5 cerca del primer centro, cuando Ist = 1.335912µA/cm2.

Para valores de Ist > 1.335912µA/cm2 focos inestables, para este caso la neurona
generará espigas, ya que cualquier trayectoria considerada cerca de estos puntos
será repelida por los focos inestables .

Otro centro para Ist = 80.1811µA/cm2.

Para valores de Ist > 80.1811muA/cm2 focos estables, nuevamente la neurona no
genera espigas, cualquier trayectoria que se considere cerca de estos puntos cŕıticos
no la abandonaran.
.
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ción y análisis de estabilidad del ciclo ĺımite con ayuda
del teorema de Poincaré.

Con el estudio de los puntos cŕıticos del modelo (2.1)-(2.2) deseamos estudiar el
comportamiento de las soluciones para distintas condiciones iniciales, cerca de los
puntos cŕıticos y lejos de los puntos cŕıticos. Hallamos numéricamente las soluciones del
modelo (2.1)-(2.2), considerando distintos valores de Ist y distintas condiciones iniciales,
de entre las que se trabajan en éste caṕıtulo y los posteriores son: v0 = −45.66mV ,
n0 = 0.11 en un inicio, y después v0 = −39mV , n0 = 0.3. Para distintos valores de
la corriente de est́ımulo; al graficar el sistema (2.1)-(2.2) con las siguientes condicio-
nes iniciales antes mencionadas se tiene que al tomar valores para Ist desde 0 hasta
0.98µA/cm2 no se observan espigas, a partir de Ist = 0.99µA/cm2 dependiendo de
dónde se consideren las condiciones iniciales se generaran o no espigas, para valores
de Ist > 1.335912µA/cm2 sin importar dónde se consideren condiciones se generan espigas.

Estudiamos las soluciones para valores distintos Ist ∈ [0, 0.98µA/cm2] espećıfica-
mente consideramos el valor de Ist = 0.97µA/cm2 para las condiciones iniciales de
(v0, n0) = (−37, 0.5) (lejos del punto atractor) no se observan espigas, como se muestra
en la figura (4.2).

´µ¶·¸¹ º»¼½ ¾¿ÀÁÂÃµ¹Ä ÅÁ ÆÁÆÇ¸¹Â¹ Ã·¹ÂÅ¿ Ist = 0.97µA/cm2 para condiciones iniciales
(v0, n0) = (−37mV, 0.5).

En el caso de considerar valores más grandes de 0.99µA/cm2 ≤ Ist ≤ 1.335912µA/cm2

se tienen dos comportamientos distintos, si consideramos las condiciones iniciales cerca
del atractor puntual, es decir, (v0, n0) = (−39mV, 0.3) no hay espigas. Al conside-
rar las condiciones iniciales lejos del punto atractor (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11) se
tienen espigas, como se observan en la figuras (a -2.7) y (b-2.7) es el plano fase, se gene-
ran espigas (26 espigas de amplitud aproximada de −50mV a 15mV ) y hay un ciclo ĺımite.
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ÈÉÊ ËÌÍÎÏÐÑÉÒÎÓ ÔÎ ÕÎÕÖ×ÉÏÉ ØÉ×É Ist = 0.99µA/cm2

y condiciones iniciales (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11), 25
espigas.

ÈÖÊ ËÒÉÏÌ ÙÉÓÎ ØÉ×É Ist = 0.99µA/cm2 y condiciones ini-
ciales (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11)

Figura 2.7: a) Potencial de membrana para la ecuación (2.1) para un valor de Ist =
0.99µA/cm2 y b) plano fase para condiciones iniciales de (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11).
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Las neuronas son excitables porque, desde el punto de vista dinámico, estan desde un
estado de reposo o inactividad a un estado de generación de espigas, el tipo de bifurcación
determina las propiedades excitables de la neurona. En el modelo (2.1).(2.2) la corriente de
est́ımulo Ist es un parámetro que se puede controlar y que variar su valor en algunos casos
cambia su dinámica, como se observó anteriormente bajo algunas condiciones iniciales
para el parámetro Ist, por ejemplo 0,99µA/cm2 se tienen espigas y existe un ciclo ĺımite,
también se observa que se tienen focos estables, luego un centro y luego focos inestables,
por lo que también hay un cambio en la dinámica del modelo, es por ello que buscamos
los puntos de Ist en los que cambia la dinámica del plano fase del modelo de estudio.
Previo a localizar los puntos de bifurcación del sistema (2.1).(2.2), consideramos algunas
definiciones previas.

Bifurcación de Hopf

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

ẋ =f(x, µ)

Antes de definir lo que es una bifurcación de Hopf consideramos primero lo que es un
parámetro de bifurcación:

Definición 2.3.1 (Parámetro de Bifurcación) Sea x0 un punto de equilibrio o esta-
cionario del sistema (2.7), µ se llama parámetro de bifurcación del sistema de ecuaciones
anterior si existe un valor µ donde hay un cambio estructural básico en el espacio de fase
del sistema de ecuaciones.

Para el modelo (2.1).(2.2), el parámetro Ist es un parámetro de bifurcación.

Definición 2.3.2 (Bifurcación de Hopf) El punto donde se pierde la estabilidad en
combinación con el surgimiento de una solución auto-oscilatoria del sistema de ecuaciones,
se llama bifurcación de Hopf.

Puntos de bifurcación del modelo de HH

Consideraremos el modelo clásico de HH [31, 66]:

dV

dt
=Ist − F (V,m, n, h) (2.7)

dm

dt
=
m∞(V )−m(V )

τm(V )
(2.8)

dh

dt
=
h∞(V )− h(V )

τh(V )
(2.9)

dn

dt
=
n∞(V )− n(V )

τn(V )
(2.10)

(2.11)
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íîïíð F (V,m, h, n) = gmax
L (V − vL) + gmax

Na m3h(V − vNa) + gmax
K n4(V − vK).

Hay una solución del estado estable πI de (2.8)-(2.11) correspondiente a cada solución
de la ecuación (2.12) [66]:

I − F (V,m∞(V ), h∞(V ), n∞(V )) = 0 (2.12)

Para cada I ≥ 0, constante, existe un único V1 continuamente diferenciable y creciente
con respecto de I el cual satisface (2.12). También de (2.12) se sigue que para cada
V ≥ 0 hay un único I(V ), I(V ) = F (V,m∞(V ), h∞(V ), n∞(V )), el cual satisface (2.12).
Denotamos vI(v−) = v− y vI(v∗) = v∗, además se denotará a I(V −) por I− y a I(V ∗) por
I∗, donde los valores V − y V ∗ satisfacen lo siguiente [24, 66]:

FV (V,m∞(V ), h, n) +m∞(V )Fm(V,m∞(V ), h, n) |V −=0.

FV (V,m∞(V ), h, n) +m∞(V )Fm(V,m∞(V ), h, n) |V ∗=0.

Aśı como para el modelo clásico de Hodgkin Huxley, para el modelo modi-
ficado propuesto por Soto-Alexandrov se tiene que para cada I ≥ 0, constante,
existe un único V1 y se sigue que para cada V ≥ 0 hay un único I(V ), tal que
I(V ) = F (V,m∞(V ), n∞(V )), hK∞(V ), el cual satisface Ist − INa − IK − IL. Entonces
existen dos valores vI(v−) = v− y vI(v∗) = v∗, tales que a I(V −) = I− y a I(V ∗) = I∗,
donde los valores V − y V ∗ satisfacen lo siguiente [66]:

FV (V,m∞(V ), hK , n) +m∞(V )Fm(V,m∞(V ), hK , n) |V −=0.

FV (V,m∞(V ), hK , n) +m∞(V )Fm(V,m∞(V ), hK , n) |V ∗=0.

Es decir, para un determinado intervalo de I se pueden localizar los puntos de
bifurcación. Por el teorema de Troy [66] para modelos del tipo de Hodgkin Huxley es
posible localizar los puntos de bifurcación de Hopf.En el modelo (2.1)-(2.2) por el sistema
en desviaciones localizamos dos puntos de bifurcación de Hopf, y se estudió el plano fase
a distintas condiciones iniciales y distintos valores de Ist[66]. Los puntos de bifurcación
dependen del valor de Ist, donde para un valor de Ist = 1.335912µA/cm2 se localizó el
primer punto de bifurcación y el segundo para un valor de Ist = 80.1811µA/cm2. Para
el caso donde la Ist > 1.335912µA/cm2 sin importar dónde se consideren las condiciones
iniciales hay espigas.

Estudiamos qué tipo de bifurcaciones tiene el sistema que estudiamos, en la figura 2.8
muestra el diagrama de bifurcación de los puntos cŕıticos del modelo. observamos que hay
un cambio de focos estables a focos inestables al aumentar el parámetro Ist, que pasa por
un centro para el valor de Ist = 1.335912µA/cm2. Nuestro sistema tiene una bifurcación
de Andronov Hopf, Izhikevich [32] (2007) menciona que una bifurcación de Andronov Hopf
supercŕıtica es aquella que el punto de equilibrio pierde estabilidad hasta un ciclo ĺımite
atractor conforme crece el valor del parámetro Ist [32], además se localizan dos centros,
dos ráıces imaginarias puras [25, 32].
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están representados por los ćırculos azules, los focos estables con asteŕıcos de color rojo,
el centro es una estrella de color negro y por ultimo los focos inestables con signo de más
azul

.

Estudiamos si nuestro sistema tiene una bifurcación de Andronov Hopf, para ello con-
sideramos un sistema [32]:

ẋ = F (x, y, b), (2.13)

ẏ = G(x, y, b), (2.14)

con punto de equilibrio (x, y) = (0, 0) para un b = b0 un parámetro de bifurcación, éste
parámetro de bifurcación será de Andronov Hopf, es decir, el sistema (2.14) se somete a
una bifurcación de tipo Andronov Hopf si cumple los siguientes condiciones [32]:

1. No hiperbolicidad. La matriz jacobiana en el punto de equilibrio tiene un par de
valores imaginarios para ±iω ∈ C, con ω 6= 0.

2. No degeneración. realizamos un cambio lineal de variables del sistema (2.14):
x = ξ y Fyy = −Fxξ − ωη, entonces obtenemos el sistema:

ξ̇ = −ωη + f(ξ, η), (2.15)

η̇ = ωξ + g(ξ, η) (2.16)
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d
�d� f(ξ, η) = F (x, y) + ωη y g(ξ, η) =
−(FxF (x,y)+FyG(x,y))

ω(1−ξ) , no tienen términos
lineales en ξ y η. Entonces el parámetro a es distinto de cero, con a como sigue:

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

ω

1

16
((fxy(fxx + fyy)− gxy (2.17)

(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy))

3. Transversalidad. Sean c(b) ± ω(b) los valores complejos conjugados de la matriz
Jacobiana del sistema (2.14) para b cerca de 0 con c(0) = 0 y ω(0) = ω. La parte
real c(b) no debe ser degenerada respecto a b, esto es, c′(0) 6= 0.

El signo de a determina el tipo de bifurcación de Andronov-Hopf: si a < 0 hay una
bifurcación de Andronov Hopf supercŕıtica; si a > 0 se da una bifurcación de Andronov
Hopf subcŕıtica.

Estudiamos las condiciones para determinar si hay una bifurcación de Andronov Hopf
y de qué tipo es, por el momento sólo consideramos este tipo de bifurcación al obtener
para dos valores de Ist ráıces imaginarias puras. Se tiene que en nuestro sistema en
desviaciones para I∗st = 1.335912µA/cm2 los puntos cŕıticos asociados son ωi = ±0.3715i
cumple el criterio de no hiperbolicidad.

Para la segunda condición es necesario una traslación al origen desde el punto fijo
asociado al valor de Ist = 1.335912µA/cm2 [32, 50], entonces sea v = x+ v0 y n = y + n0

, con (v0, n0) = (−38.437144mV, 0.3334605). Obtenemos un nuevo sistema:

ẋ = F (x, y), (2.18)

ẏ = G(x, y). (2.19)

Realizamos un cambio de variables del sistema (2.19) de la siguiente forma: ξ = x+ v0
y η =

Fxx+Fyx
−ω , donde ω es el valor de la parte imaginaria, (v0, n0) es el punto fijo asociado

a I∗st Fx y Fy son las derivadas parciales de la función F (x, y), con respecto a x y con
respecto a y. Con este cambio de variable el sistema (2.19) se reescribe como:

ξ̇ = −ωη + f(ξ, η), (2.20)

η̇ = ωξ + g(ξ, η) (2.21)

donde f(ξ, η) = F (x, y) + ωη y g(ξ, η) =
−(FxF (x,y)+FyG(x,y))

ω(1−ξ) , no tienen términos lineales
en ξ y η. Posteriormente estudiamos el parámetro a de la siguiente forma:

a =
1

16
(fxxx + fxyy + gxxy + gyyy) +

1

16ω
(2.22)

((fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy))
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� a = 23.1881, que es mayor que
cero. De lo anterior podemos concluir que se cumple la condición dos y al ser mayor que
cero tenemos una bifurcación de Andronov Hopf subcŕıtica [32, 50].

El último criterio que verificamos fue el de transversalidad, para analizar este tercer
condición es necesario de los valores caracteŕısticos en una vecindad de I∗st, sus partes
reales. Para ello consideramos un conjunto de valores alrededor del 0 (la parte real
del valor propio cuando I∗st = 1.335912µA/cm2), como en [50] se utilizó el método de
mı́nimos cuadrados y obtener una aproximación de la parte real de los valores propios.
Numéricamente consideramos una vecindad de los valores propios (con precisión 10−14 y
obtenemos la siguiente función para los valores propio c(b) = 0.1531b−0.2046. Verificamos
que efectivamente el modelo cumple con el tercer criterio ya que para b0 6= ω0 obtenemos
que c(b0) = 0.1531 6= 0 (figura(2.9)), donde ω0 = 0.33719 (el valor dónde tenemos el
imaginario puro).

������ � !" #$���� 
� �� ����� ���� 
�� ��
��� 

En la figura 2.8 presentamos el diagrama de bifurcación de los puntos cŕıticos del
modelo (2.1).(2.2), los ćırculos azules son los nodos estables, los asteŕıscos rojos muestran
los focos estables, el ćırculo de color negro es el centro y primer punto de bifurcación, los
signos de más azules son los focos inestables.

En la figura (2.10) muestra como se dividen los puntos cŕıticos conforme se incrementa
el valor de Ist. De la figura (2.10) y del análisis de puntos cŕıticos para cada valor de Ist
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se tiene como resultado lo siguiente:

1. Cuando Ist ∈ [0.1µA/cm
2, 0.6µA/cm2] se tienen nodos estables y sin importar donde

se consideren las condiciones iniciales no hay espigas ni ciclos ĺımite.

2. Cuando Ist ∈ [0.7µA/cm
2, 0.98µA/cm2] se tienen focos estables y sin importar donde

se consideren las condiciones iniciales no hay espigas ni ciclos ĺımite.

3. Cuando Ist ∈ [0.99µA/cm
2, 1.3359126µA/cm2) se tienen focos estables, además de-

pendiendo de dónde se consideren las condiciones iniciales hay espigas y ciclos ĺımite.

4. Para Ist = 1.335912µA/cm2 se tiene un centro, primer punto de bifurcación.

5. Cuando Ist ∈ (1.335912µA/cm2, 80.1811µA/cm2) se tienen focos inestables y sin
importar dónde se consideren las condiciones iniciales hay espigas ni ciclos ĺımite.

6. En 80.1811µA/cm2 se tiene otro centro, que es el segundo punto de bifurcación.

7. Nuevamente si Ist > 80.1811µA/cm2 hay focos estables.

En las siguientes secciones del presente caṕıtulo y de los caṕıtulos posteriores considera-
mos de interés el intervalo de bifurcación Ist ∈ [0.99µA/cm2, 1.3359127µA/cm2), en este in-
tervalo se tienen dos atractores, para cada valor de 0.99µA/cm2 ≤ Ist < 1.3359127µA/cm2

un foco estable, y al considerar ciertas condiciones iniciales se da también numéricamente
un ciclo ĺımite.

2.3.2. Existencia y estabilidad del ciclo ĺımite.

En la sección de puntos cŕıticos se estudió su localización y estabilidad, en esta sección
estudiaremos la existencia y estabilidad de los ciclos ĺımite que se dan a partir de valores
de Ist ≥ 0.99µA/cm2 usando el criterio de Bendixon y el teorema de estabilidad orbital
de Poincaré, véase [48].

Un ciclo ĺımite es una trayectoria cerrada aislada, una curva cerrada en el plano fase
que tenga curvas no cerradas moviéndose en espiral hacia ella, desde dentro o desde fuera
cuando t→∞ se llama ciclo ĺımite [48, 52].

Usamos el criterio de Bendixon para determinar si en la región en la que está definida
nuestras variables. Definimos el dominio de nuestro sistema (2.1)-(2.2), sea E el dominio del
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m?@AB?C E ⊂ R
2 simplemente conexo, definido de la siguiente manera E = {(v, n)‖− 60 ≤

v ≤ 40, 0 ≤ n ≤ 1}, reescribimos el sistema (2.1)-(2.2) en forma matricial de la siguiente
manera:

(

Cm
dV
dt

τn(V )
dn
dt

)

=

(

Ist − INa − IK − IL
(n∞(V )− n)Q10

)

= f(v, n)

Estudiamos el div(∇f(v, n)) en E, la región E la dividimos en varias regiones, utiliza-
mos un programa en Matlab para determinar en cuáles de estas regiones hay cambio de
signo con los siguientes resultados:

Para una región E1 ⊂ E, definida E1 = {(v, n)| − 60 ≤ v ≤ −47, 0 ≤ n ≤ 1} no hay
cambio de signo en la div(∇f(v, n)).

Al considerar una región E2 ⊂ E, definida E2 = {(v, n)| − 47 < v ≤ 0, 0 ≤ n ≤ 1}
hay varios cambios de signo en la div(∇f(v, n)).

Por último, en una región E3 ⊂ E, definida E2 = {(v, n)|0 < v ≤ 40, 0 ≤ n ≤ 1} no
hay cambios de signo en la div(∇f(v, n)).

De lo anterior concluimos que las regiones E1 y E3 cumplen el criterio de no existencia
de ciclos ĺımites, por lo que en estas regiones el modelo (2.23) no tiene ciclos ĺımite
totalmente contenidos en estas regiones de E, pero en la región E2 no lo cumple por lo
que posiblemente en esta región el sistema (2.23) tenga ciclos ĺımites contenidos en ella.
Numéricamente si consideramos valores en la región E2 verificamos que efectivamente
hay ciclos ĺımites totalmente contenidos en ella.

Mediante el teorema de Poincaré se determinará la estabilidad orbital del ci-
clo ĺımite para los valores de Ist del modelo (2.1)-(2.2) en un intervalo de tiempo
[0, 1000ms], Por brevedad consideramos los valores de Ist = 0.99µA/cm2, Ist = 1µA/cm2,
Ist = 1.1µA/cm2, Ist = 1.3µA/cm2, Ist = 3µA/cm2, Ist = 4µA/cm2, Ist = 10µA/cm2 y
Ist = 15µA/cm2, en las condiciones iniciales dónde se den ciclos ĺımite. La tabla (2.6)
presenta los valores de Ist, el peŕıodo asociado al valor de Ist y la estabilidad del ciclo ĺımite:

IstµA/cm
2 Periodo (ms) Multiplicador de

Floquet
Estabilidad

0.99µA/cm2 T = 39.6021ms λ2 = −0.4380 Estable orbitalmente

1.1µA/cm2 T = 61.9015ms λ2 = −0.1617 Estable orbitalmente

1.3µA/cm2 T = 24.2989ms λ2 = −0.5057 Estable orbitalmente

3µA/cm2 T = 10.8428ms λ2 = −0.1669 Estable orbitalmente

4µA/cm2 T = 9.3204ms λ2 = −0.2583 Estable orbitalmente

10µA/cm2 T = 6.2627ms λ2 = −0.1551 Estable orbitalmente

15µA/cm2 T = 5.7361ms λ2 = −0.8286 Estable orbitalmente

Tabla 2.6: Algunos valores de Ist en el que el ciclo ĺımite es estable orbitalmente por el
teorema de Poincaré.
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bifurcaciones asociadas al modelo de la neurona, para qué valores del parámetro Ist se dan
y qué efectos tienen en la dinámica de la neurona y su frecuencia de disparo.

2.3.3. Regiones de atracción

En las secciones anteriores presentamos que se tienen para algunos valores de la
corriente de est́ımulo un foco estable y un ciclo ĺımite estable, es de nuestro interés
determinar las regiones de cada uno.

Hay una relación entre el mecanismo de bifurcación y la generación de espigas,
en “Dynamical Systems in Neuroscience” muestran como dependiendo del tipo de
bifurcación determina las propiedades neuro-computacionales de la célula [32, 33].
Dependiendo de la localización de la bifurcación hay un sólo espiga, espigas periódicas
y lo que llaman rafaga, se basan en el modelo Morris- Lecar que es una modificación
del modelo de HH para motoneuronas de un tipo de crustáceo [44]. Determinan que es
posible tener dos atractores por lo que el sistema en este caso es biestable, del hecho que
hay dos atractores, uno puntual y el ciclo ĺımite tienen dos regiones de atracción y que
al considerar las condiciones iniciales en alguna de ellas se generan o no espigas [25, 32, 33].

En el modelo de HH modificado y simplificado propuesto por S-A del la figura (2.10)
el intervalo a considerar es el de Ist ∈ [0.99µA/cm2, 1.3359127µA/cm2), en este intervalo
se tienen dos atractores, esto es hay dos regiones de atracción: una del atractor puntual
(foco estable) y la otra un ciclo ĺımite, dependiendo de dónde se consideren las condiciones
iniciales se generan o no los espigas, al tomarlas en la región de atracción del punto cŕıtico
estable no se generan espigas pero en la región de atracción del ciclo ĺımite hay espigas.
De acuerdo a lo que se encontró matemáticamente y de la definición vista en [32, 33],
consideramos que la neurona aferente primaria es biestable.

En las figuras (2.11)-(2.12) observamos que la región de color rojo es la región de
atracción del punto atractor para cada Ist, para valores de Ist muy pequeños la región
de atracción del punto atractor es grande y se reduce al aumentar el valor de la Ist.
En el caso de Ist = 0.99µA/cm2 el punto estrella corresponde al punto cŕıtico para
el valor que es (vc, nc) = (−39.3848mV, 0.2938), para el valor Ist = 1µA/cm2 que es
(vc, nc) = (−39.3491mV, 0.2953), cuando Ist = 1.1µA/cm2 el punto atractor está en
(vc, nc) = (−39.0268mV, 0.3089) y por último para el valor Ist = 1.1476µA/cm2 que es
(vc, nc) = (−38.8916mV, 0.3147).

Determinar las regiones de atracción en el intervalo de bifurcación Ist ∈
[0.99µA/cm2, 1.3359127µA/cm2) es importante para el presente trabajo ya que ayuda
a considerar las región dónde se generan espigas y la región dónde no se genera, es de
nuestro interés estudiar dónde no se generan, este seŕıa el caso en el que la neurona
se encuentra en reposo. En el caṕıtulo III y caṕıtulo IV consideramos las condiciones
iniciales en la región de atracción del atractor puntual, situación dónde la neurona está en
reposo, y añadimos un est́ımulo que permita que la trayectoria abandone esa región, es
decir, se generen espigas.
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WXY Z[\]_̂` XabXcc]_̂` eXbX Ist = 0.99µA/cm2.

WfY Z[\]_̂` XabXcc]_̂` eXbX Ist = 1µA/cm2

Figura 2.11: Regiones de atracción de los atractores puntuales para cada valor de Ist. a)
Para Ist = 0.99µA/cm2 y b) para Ist = 1µA/cm2.
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ghi jklnopq hrshttnopq uhsh Ist = 1.1µA/cm2

gvi jklnopq hrshttnopq uhsh Ist = 1.1476µA/cm2

Figura 2.12: Regiones de atracción de los atractores puntuales para cada valor de Ist. a)
Para Ist = 1.1µA/cm2 y b) para Ist = 1.1476µA/cm2.
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no hay est́ımulo mecánico, por ejemplo, el reflejo vestibulo ocular si se manda una señal
pequeña sin daños y este est́ımula a la neurona y se generan espigas, es decir, esa trayectoria
abandona la región de atracción del atractor puntual y se va a la del ciclo ĺımite por lo
que se generan espigas. Para el caṕıtulo III se añadió ruido blanco gaussiano y para el
caṕıtulo IV se usó estimulación galvánica.

Biestabilidad

Muchos sistemas biológicos tienen la capacidad de operar en dos modos distintos,
de una manera estable. El sistema dada una entrada externa espećıfica puede cambiar
de un modo estable a otro, este tipo de modelos por lo general exhiben (al menos) dos
distintos estados estacionarios estables [32, 33, 41, 44, 54, 55]. En fenómenos fisiológicos
observamos que algunos de ellos presentan simultáneamente para un determinado
parámetro un punto atractor y una órbita periódica atractora, a este fenómeno se le llama
biestabilidad. Izhikevich (2007) [32] define que un sistema es biestable (multiestable)
como aquel que coexisten dos (o más) atractores [32, 54]. Muchos modelos neuronales
son biestables o cuando cierto parámetros tienen valores apropiados volverse biestables.
En su mayoŕıa la biestabilidad se da cuando existen dos atractores: uno que corres-
ponde al punto atractor y el otro que corresponde a un ciclo ĺımite atractor [32, 44, 54, 55].

Para estudios de la presente tesis es importante considerar los valores de la Ist en
donde se den ambos fenómenos, dos puntos atractores, un punto cŕıtico estable y un ciclo
ĺımite estable, en los caṕıtulos posteriores se consideraran valores en la región de atracción
del punto cŕıtico, ya que al consider valores iniciales en esta región las trayectorias no
abandonan la región del punto cŕıtico por lo que no se generan espigas. En resumen, para
el intervalo Ist ∈ [0.99µA/cm2, 1.3359126µA/cm2) hay dos atractores, un punto atractor
(foco estable) y un ciclo ĺımite estable, al considerar valores para Ist el sistema (2.1)-(2.2)
es biestable, véase [32, 33].

Para observar mejor la biestabilidad, la figura (2.13) muestra el plano fase del sistema
de estudio con el ciclo ĺımite ((v0, n0) = (−45.66mV, 0.11)), consideramos el valor de
Ist = 0.99µA/cm2 con mayor región de atracción, dos de las trayectorias están en la
región de atracción del ciclo ĺımite una fuera del ciclo ĺımite (v0, n0) = (−50mV, 0.8) y
la otra adentro (v0, n0) = (−10mV, 0.5); la última (color azul) se consideró en la región
de atracción del foco estable (v0, n0) = (−37mV, 0.5), la estrella roja es el punto cŕıtico
asociado a Ist = 0.99 que mencionamos anteriormente, es posible observar la biestabilidad
del modelo para el intervalo de interés, las trayectorias con condiciones iniciales en la
región de atracción del ciclo ĺımite generan espigas y al considerarlas en la región del
punto atractor no habrá espigas.

Ciclo ĺımite inestable

John Rinzel, Jeff Moehlis e Izhikevich mencionan (1980, 2006, 2007 respectivamente)
que cerca del punto atractor existe una trayectoria cerrada inestable que lo rodea
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������ ����� ����� ���� ���� Ist = 0.99µA/cm2 para distintas condiciones iniciales, dos en
la región de atracción del ciclo ĺımite y una en la región del punto atractor.

[32, 42, 55], para el modelo (2.1)-(2.2) investigamos si sucede lo mismo, es decir, si
entre la región de atracción del punto atractor y la región de atracción del ciclo ĺımite
existe una órbita periódica inestable [32, 42]. El análisis es dentro del intervalo de interés
Ist ∈ [0.99µA/cm2, 1.3359126µA/cm2) y estudiamos el plano fase del modelo en tiempo
inverso, es decir, τ = −t, queremos estudiar las trayectorias de ese tiempo inverso al
considerar las condiciones iniciales en la región de atracción del punto atractor y en la
región de atracción del ciclo ĺımite. Sin pérdida de generalidad usamos tres valores para
Ist = 0.99, 1, 1.1 y consideramos condiciones iniciales en la región de atracción del punto
atractor, los casos que mostramos en las figuras (a,b,c 2.14) las condiciones iniciales están
en la región de los puntos atractores respectivos para cada Ist, es decir, para Ist = 0.99
con (v0, n0) = (−39.1165mV, 0.3051), cuando Ist = 1 con (v0, n0) = (−39.3848mV, 0.2938)
y por último Ist = 1.07 con (v0, n0) = (−38.8918mV, 0.31472), todos estos valores antes
del primer punto de bifurcación. Las condiciones iniciales en la región de atracción del
ciclo ĺımite para los tres casos se consideraron las mismas (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11),
todo para un intervalo de tiempo de 100ms.

En las figuras (a,b y c 2.15) muestran el esquema de las trayectorias cuando las con-
diciones iniciales están en la región de atracción del ciclo ĺımite, consideramos (v0, n0) =
(−45.66mV, 0.11) para todos los valores de Ist, observamos que al considerar el tiempo in-
verso en el plano fase las trayectorias van hacia la región de atracción del atractor puntual.
Concluimos de (2.14)-(2.15) que existe un ciclo ĺımite inestable.
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��  ¡�¢� Ist = 0.99µA/cm2

�£  ¤¥�¦§¨ Ist = 1µA/cm2

�©  Ist = 1.07µA/cm2

Figura 2.14: Plano fase para cada valor de Ist, en cada figura las flechas esquematizan las
trayectorias.
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ª«¬ ­«®« Ist = 0.99µA/cm2. ª¯¬ Ist = 1µA/cm2

ª°¬ Ist = 1.1µA/cm2 ª±¬ Ist = 1.1476µA/cm2

Figura 2.15: Esquema de los planos fases para distintos valores de Ist con condiciones
iniciales en la región de atracción del ciclo ĺımite (v0, n0) = (−45.66mV, 0.11). Ist. a)
Para Ist = 0.99µA/cm2,b) para Ist = 1µA/cm2, c) para Ist = 1.1µA/cm2 y d) para
Ist = 1.1476µA/cm2.
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clases de sistemas “grossiérs” según la clasificación de
Andronov-Pontriaguin.

Otra parte importante del presente trabajo de tesis es incluir de acuerdo a la dinámica
del modelo, su pertenencia a alguna clase de sistemas dinámicos, de acuerdo a su
estructura y qué condiciones cumple.

Considerese un sistema de dos dimensiones en el plano fase de la forma:

ẋ = X(x) (2.23)

donde X = (x1, x2) es una función clase C
r (r ≥ 1), definida en una región G ⊂ R

2.

A continuación presentamos el teorema de necesidad y suficiencia de Andronov -
Pontryagin que establece las condiciones de un sistema “grossiérs”:

Teorema 2.4.1 Un sistema es “ grossiérs” en la región G si y sólo si [59]:

1. Los puntos de equilibrio no tienen exponenetes caracteŕısticos en el eje imaginario,

2. Las órbitas periódicas no tienen sus multiplicadores caracteŕısticos en el ćırculo uni-
tario,

3. Ninguna separatriz empieza en un punto silla y termina en el otro.

Para el caso que estudiamos en la presente tesis se busca determinar a qué tipo de
sistemas pertenece (2.1)-(2.2). Una bifurcación en sistemas dinámicos se entiende como un
cambio cualitativo de cómo se dividen el comportamiento de las trayectorias en el plano
fase, es decir, como cambia cualitativamente las propiedades del plano fase cuando vaŕıa
un parámetro en particular. La teoŕıa moderna de bifurcaciones de sistemas dinámicos
está relacionada con la inestabilidad estructural del sistema o la noción de sistemas “gros-
siérs”. En sistemas de dos dimensiones los sistemas “pas grossiérs” llenan las fronteras
entre diferentes regiones de estabilidad estructural en el espacio, previamente en el caṕıtu-
lo anterior inclúımos un teorema que describe las caracteŕısticas de estabilidad estructural.

Cualquier modificación del plano fase puede ocurrir cuando el sistema se vuelve es-
tructuralmente inestable. Shilnikov menciona las caracteŕısticas de los sistemas “pas gros-
siérs”, aquellos sitemas que son estructuralmente inestables por el teorema de Andronov
Pontryagin y que cumplen al menos una de las siguientes caracteŕısticas:

1. Un punto de equilibrio que tenga uno o una pareja de exponentes caracteŕısticos en
el eje imaginario,

2. Una órbita periódica con multiplicador unitario,

3. Una separatriz conectando puntos de silla,

4. Un lazo separatriz a un punto de silla.
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como se muestra en las figuras 2.4 y 2.5 se tiene dos multiplicadores de Lyapunov sobre
el eje imaginario para los valores de Ist = 1.335912µA/cm2 e Ist = 80.1811µA/cm2.
Además, se tiene una órbita periódica con multiplicador unitario, por lo que el sistema
(2.1)-(2.2) se considera un sistema que depende estructuralmente del valor del parámetro
Ist, luego dependiendo del valor de éste parámetro estudiamos la pertenencia del
sistema a los sistemas “grossiérs”. Consideramos a E definida anteriormente, es una
región cerrada y acotada en R

2 , es compacto, y sea M el campo diferenciable asociado a E.

De acuerdo al parámetro Ist podemos determinar que para Ist ∈
[0µA/cm2, 1.13358µA/cm2] el modelo es estructuralmente estable, esta región es
compacta, y cumple los requisitos del teorema de estabilidad estructura, hay una cantidad
finita de puntos cŕıticos y ciclos ĺımite que son hiperbólicos, estos ciclos ĺımite y puntos
cŕıticos constituyen mi conjunto no errante y no hay trayectorias conectando puntos
suma. Lo mismo sucede para Ist ∈ [1.1478µA/cm2, 78µA/cm2].

En la figura 2.16 esquematiza el cambio de la dinámica del sistema y su pertenenecia
a los sistemas “grossiérs”. El esquema de pertenencia a los sistemas “grossiérs” en función
del parámetro Ist, PPB es el primer punto de bifurcación Ist = 1.3359126µA/cm2, SPB es
el segundo punto de bifurcación Ist = 80.1811µA/cm2, las siglas SG se refieren a sistemas
“grossiérs”, observamos que dentro de los intervalos el modelo (2.1)-(2.2) es un sistema
“grossiérs”.

Si 0 < Ist < 1.335912µA/cm2 el sistema (2.1)-(2.2) del presente trabajo de tesis es
un sistema “grossiérs”.

Si Ist = 1.335912µA/cm2 el sistema (2.1)-(2.2) es un sistema “pas grossiérs”.

Cuando Ist > 1.335912µA/cm2 nuevamente el sistema (2.1)-(2.2) es un sistema
“grossiérs”.

Si Ist = 80.1811µA/cm2 el sistema (2.1)-(2.2) es un sistema “pas grossiérs”.

Por último para Ist > 80.1811µA/cm2 el sistema (2.1)-(2.2) otra vez es considerado
un sistema “pas grossiérs”

âÐãäÉÈ Þßàåæ çÔèäÊÌÈ ÎÊ ÕÊÉ×ÊÛÊÛÒÐÈ È ËÍÔ ÔÐÔ×ÊÌÈÔ éãÉÍÔÔÐêÊÉÔë ÊÛ ìäÛÒÐêÍÛ ÎÊË ÕÈÉêÈÌÊ×ÉÍ
Ist, PPB es el primer punto de bifurcación Ist = 1.335912µA/cm2, SPB es el segundo
punto de bifurcación, las siglas SG se refieren a sistemas “grossiérs”.
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Modificación estocástica del
modelo de HH propuesto por
Soto-Alexandrov.

En el caṕıtulo I y II la modificación y simplificación del modelo de HH propuesto
por Soto-Alexandrov se consideraba a la corriente de est́ımulo como constante, para este
caṕıtulo III y posteriormente para el caṕıtulo IV, el est́ımulo a aplicar al modelo será va-
riable, esto es, para este caṕıtulo el est́ımulo será una función constante y una corriente
adicional de una aproximación ruido blanco gaussiano, proveniente de dos aproximaciones
de ruido blanco.

3.1. Variantes de modificaciones estocásticas del modelo de
HH.

En la bioloǵıa computacional el entender la dinámica y función que tiene al añadir
ruido a un sistema celular es de gran relevancia. En los últimos años el estudiar la
dinámica de los sistemas neurologicos al añadir una aproximación de ruido ha ganado
mucha atención. En algunos estudios este ruido se introduce al sistema como un canal
de ruido,y ha sido estudiado en diversos sistemas neuronales incluyendo: estimulación
eléctrica del nervio auditivo en implante de coclea, aśı como en la corteza entorrinal,
las células granulares del cerebelo, y las neuronas piramidales CA1 del hipocampo, etc. [27].

Algunos estudios sugieren que este canal de ruido influencia el proceso de información
de la neurona, la fiabilidad de las espigas, resonancia estocástica, irregularidad del ciclo,
la dinámica de subumbrales, la iniciación y propagación de espigas [27].

En el art́ıculo “ The what and where of adding channel noise to the Hodgkin Huxley
equations” (2011) se muestra un resumen en donde se realizaron distintas investigaciones
sobre añandir canales de ruido en forma adicional, ruido como una subunidad y como
una conductancia [27]. Estas variaciones son tres: la primera es añadir ruido de forma
adicional, la segunda es añadirlo en forma de una subunidad y por último añadir ruido en
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C
dV

dt
= −ḡNam

3h(V − ENa)− ḡKn4(V − EK)− ḡL(V − EL) + I + ζv(t)

Goldwyn menciona que el método más simple para la incorporación de ruido en las
ecuaciones de HH es añadir un corriente adicional ζv(t). Supone que ζv(t) es sólo una
función del tiempo, tiene la intención de representar el efecto de la actividad estocástica
de los canales iónicos en la dinámica de la célul[27]. Este enfoque es simple, ya que el canal
de ruido es generado por la actividad estocástica de los canales iónicos en la membrana
celular, parece probable que el término ζv(t) también debe depender de las variables V o
de subunidades.

El art́ıculo que mencionamos anteriormente presenta además el caso cuando se añade
ruido en las subunidades x = m,n, h que determinan la activación o inactivación de los
canales iónicos. Cada subunidad puede estar en un estado abierto o cerrado, para este
caso sugiere que el lugar más apropiado para añadir ruido puede ser la de las ecuaciones
que describen las fracciones de subunidades abiertas, dado que todas las subunidades son
independientes y todas las subunidades del mismo tipo son estad́ısticamente idéntica, y
regular las conductancias de la misma manera como se haŕıa en las ecuaciones determi-
nistas HH, el añadir ruido como subunidad fue propuesto por primera vez en el trabajo
de Fox y Lu en (1994) [23].

dx

dt
= αx(1− x)− βxx+ ζx(t)

para x = m,n, h.

Por último, en el art́ıculo presentan añadir ruido en las conductancias, de los canales
abiertos de Na+ y canales de K+ están dadas por m3h y n4 . Conserva la estructura
original de las ecuaciones HH y tiene la interpretación de vista biof́ısico deseable que el
ruido de canal induce fluctuaciones en las conductancias iónicas.

C
dV

dt
= −ḡNa(m

3h+ ζNa(t))(V − ENa)− ḡK(n
4 + ζK(t))(V − EK)− ḡL(V − EL) + I

Algunas investigaciones previas sobre modelos estocásticos son: Tuckwell (1988),
Rowat (2007) y otros [56, 67–69]. Tuckwell considera el modelo de HH y añaden ruido
blanco gaussiano con un proceso de Weiner, las ecuaciones que presentan para el modelo
son ecuaciones de Ito dif́ıciles de integrar [67–69]. En Rowat [56] usan el modelo de
Morris-Lecar en su forma estocástica, los parámetros del modelo se basan en un calamar.
Determina que los mecanismos dinámicos descritos son bastante generales y se puede
esperar que se aplican a cualquier neurona, que no sólo se puede aplicar ruido como un
canal sino como ruido gaussiano [56].

Es de nuestro interés para esta tesis el efecto de añadir un canal de ruido adicional tal
como lo realizaron Tuckwell (1988), Rowat (2007) y otros [56, 68]; y aśı verificar el tipo
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modificado y simplificado de dos ecuaciones diferenciales de primer orden propuesto en el
caṕıtulo II, en un inicio se considera a Ist como constante, en este caṕıtulo la modificación
que se plantea es una modificación estocástica al añadir de manera adicional, el caso 1 del
Review mencionado anteriormente, ruido blanco con intensidad γ0 como sigue:

Cm
dV

dt
=(Ist + γ0G(t))− gNam

3
∞
(C(V )− n)(V − VNa)− gKn4hK(V − VK)− gL(V − VL),

(3.1)

τn(V )
dn

dt
=(n∞(V )− n)Q10, (3.2)

En las tablas (2.1) y (2.2) se muestran los valores numéricos y funciones. Con un factor
de temperatura Q10, que es la medida de la tasa de variación de temperatura de sistemas
qúımicos o biológicos como consecuencia del incremento de 10 ◦C de la temperatura.
Hay muchos ejemplos donde se usa el Q10, uno de ellos es el cálculo de la velocidad de
conducción del nervio y otro el del cálculo de la velocidad de la contracción de la fibra
muscular [31]. Q10 es una cantidad sin unidades, ya que es el factor que expresa la variación
de una tasa, y es una manera útil de expresar la dependencia de la temperatura que tiene
un proceso determinado, se encuentra generalmente entre 2 y 3 [53].

3.2. Aproximaciones de ruido blanco y cálculos.

En el modelo (4.1)-(4.2) es un modelo determińıstico-estocástico, se considera a Ist
como una corriente adicional estocástica definida como Ist = Idet + µ0 + γ0G(t) donde
Idet es constante, µ0 media cero y se usan dos aproximaciones de ruido blanco, la primera
es un proceso estocástico de Orstein-Uhlenbeck, y posteriormente una sumatoria de Kac-
Shinozuka, véase [64], dada como sigue :

G(t) =

(

2

N

)1/2

ΣN
i=0(cos(ωit+ ϕi0)) (3.3)

donde N es un valor muy grande, para este caso lo consideramos N = 100, ϕi0 es un
valor aleatorio uniformemente distribuido en [0, 2π]. ωi es un valor aleatorio con función
de densidad: f(ω) = 1

2πΨ0(ω), y la densidad espectral :Ψ0(ω) =
2

1+c2ω2 ; γ es la intensidad
de ruido blanco [64].

Otra aproximación paraG(t) después del proceso de Orstein-Uhlenbeck, es la sumatoria
de Bennett-Rice, con media cero y varianza uno, y densidad espectral Ψ0(ω)descrita a
continuación:

G(t) = ΣN
k=1ak(cos(ωkt+ ϕk0)) (3.4)

donde ak = [2Ψ0(ωk)∆ω/(2π]1/2, N = 100 valor grande,ϕk0 es un valor aleatorio
uniformemente distribuido en [0, 2π]. ωk = k∆ω, ∆ω = ωcut/N , ωcut es la frecuencia a la
cual la densidad espectral Ψ0(ω) =

2
1+c2ω2 desaparece [64].
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ximación de ruido blanco gaussiano.

En el caṕıtulo II presentamos que para valores de Ist < 0.99µA/cm2 sin importar
dónde se toman las condiciones iniciales no hay espigas, para valores en el intervalo que
consideramos de interés 0.99 ≤ Ist < 1.13358852µA/cm2 considerando las condiciones en
la región de atracción del atractor puntual no se generan espigas pero si se toman en la
región de atracción del ciclo ĺımite se tienen espigas.

Estudios previos muestran la influencia del canal de ruido adicional en modelos de
tipo HH, entre estas influencias esta el incremento de espigas, en casos donde la dinámica
del plano fase en la que se tienen dos puntos atractores separado por separatrices es
posible abandonar la región y cruzar esas separatrices, el fenómeno de ráfaga, entre otros
[16, 56, 67–69].

Deseamos estudiar para el caso del modelo (4.1)-(4.2) cómo influye esta corriente de
ruido adicional, si los resultados de las soluciones reflejan algunos fenómenos en la realidad
[16]. Al calcular las soluciones observamos que en los casos en dónde no se generan espigas
este comportamiento cambia al añadir una corriente de ruido adicional. Al modelo
modificado de HH propuesto por Soto - Alexandrov, al añadirle ruido blanco adicional
(4.1)-(4.2), se observa que considerando valores Ist = 0.98µA/cm2 con intensidades de
ruido γ0 = 0.1, 0.2 y 7 (ver figura 3.1(a),(b) y (c)), con amplitudes de −60mV a 20mV .

Dentro del intervalo Ist ∈ [0.99µA/cm2, 1.3359128µA/cm2) se sigue estudiando la
influencia del ruido blanco adicional para distintas intensidades γ. En la figura (3.2) se
observa el potencial de membrana para un valor de Ist = 0.99µA/cm2 con intensidades
de ruido γ0 = 0.1, 0.2 y 7.

Al estudiar el comportamiento del modelo, al añadirle la corriente de ruido adicional
observamos que conforme aumenta la intensidad de ruido blanco, aumenta el número de
espigas, para amplitudes pequeñas de γ0 la amplitud promedio para el primer caso es de
2 espigas , mientras que para una intensidad de 7 el número de espigas promedio es de 29
espigas, con una amplitud de −60mV a 20mV .

Analizamos las amplitudes de la intensidad de ruido blanco que aplicamos al modelo,
observamos que conforme aumenta la intensidad aumenta la amplitud. Cuando γ0 = 0.1
la amplitud es de −2mV a 2mV , para γ0 = 0.2 la amplitud es de −4mV a 4mV , al
considerara γ0 = 4 la amplitud es de −100mV a 100mV . En la vida real considerar al
añadir ruido blanco gaussiano, descrito anteriormente, con amplitudes muy grandes, es
decir, al considerar intensidades de γ0 = 7 0 γ0 = 8 no es factible, ya que podŕıa causar
daños a la salud. Sin embargo, cuando se considera valores de γ0 = 0.1 y γ0 = 0.2 con
amplitudes muy pequeñas de 2 y de 4 respectivamente, el efecto de la intensidad es muy
leve, además de que al considerar las condiciones iniciales en la región de atracción del
atractor puntual y añadir la corriente de ruido es posible que las trayectorias abandonen
esa región y generen espigas aún para valores de γ0 pequeños.
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/01 24567890: ;6 <6<=>070 ?0>0 γ0 = 0.1, 2 espigas.

/=1 24567890: ;6 <6<=>070 ?0>0 γ0 = 0.2, 10 espigas.

/81 24567890: ;6 <6<=>070 ?0>0 γ0 = 7, 23 espigas.

Figura 3.1: Espigas para un valor de Ist = 0.98µA/cm2 con condiciones iniciales en la re-
gión de atracción del atractor puntual. a) Para γ0 = 0.1µA/cm2,b) para γ0 = 0.2µA/cm2,
c) para γ0 = 7µA/cm2.
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@AB CDEFGHIAJ KF LFLMNAGA OANA γ0 = 0.1, 6 espigas.

@MB CDEFGHIAJ KF LFLMNAGA OANA γ0 = 0.2, 13 espigas.

@HB CDEFGHIAJ KF LFLMNAGA OANA γ0 = 7, 29 espigas.

Figura 3.2: Espigas para un valor de Ist = 0.99µA/cm2 con condiciones iniciales en la re-
gión de atracción del atractor puntual. a) Para γ0 = 0.1µA/cm2,b) para γ0 = 0.2µA/cm2,
c) para γ0 = 7µA/cm2.
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En experimentos fisiológico se observa un fenómeno llamado ráfaga (´´Bursting”),
Izhikevich (1999), Rowat (2007) muestran este fenómeno en sus estudios de modelos del
tipo de Hodgkin Huxley (Morris -Lecar), entre otros [16, 32, 44, 56].

Definición 3.4.1 (Ráfaga) Una ráfaga (´´Bursting”) son dos o más espigas seguidos de
un periodo de reposo, dependiendo de la naturaleza de la estimulación y de las propiedades
intŕınsecas de la neurona. Entonces el fenómeno de ráfaga se da cuando la actividad
neuronal, es decir, la generación de espigas se alterna con peŕıodos de reposo (sin espigas)
dado un est́ımulo [32].

Como se mencionó en el caṕıtulo I algunos conceptos básicos que permiten describir
la dinámica neuronal son las bifurcaciones de puntos fijos, se dan cuando cambia la
dinámica de la neurona, es decir, dado un valor espećıfico de parámetro en el modelo
de la neurona, al considerar valores antes de este valor no hay espigas y posterior a este
valor se dan[25], estos puntos de bifurcación están asociados al fenómeno de ráfaga.

En el modelo (4.1)-(4.2) al estudiar las distintas intensidades para γ0, considerar
valores de Ist dentro del intervalo de interés y tomar las condiciones iniciales en la región
de atracción del atractor puntual se observó que la existencia de este fenómeno ráfaga
para valores muy pequeños de intensidad γ0, es decir, de γ0 = 0.1µA/cm2, 0.2µA/cm2 y
0.3µA/cm2. En la figura (3.3) muestra la solución de la ecuación (4.1) del modelo para
una Ist = 0.99µA/cm2 con condiciones iniciales (v0, n0) = (−39mV, 0.3) en un intervalo
de tiempo de 5s observamos la presencia de este fenómeno de ráfaga, se alternan peŕıodos
con espigas y peŕıodos de reposo.

La figura (3.4) muestra la existencia de rafagas para el modelo (4.1)-(4.2) a distintas
intensidades, consideramos Ist = 0.99µA/cm2 en el intervalo de interés y con condiciones
iniciales en la región de atracción del atractor puntual, para distintos valores de la
intensidad. En la figura (3.4 a)) la intensidad es de γ0 = 0.1 se generan dos espigas,
cuando γ0 = 0.2 son 11 espigas (figura 3.4 b), y la figura (3.4 c) para γ0 = 0.3 con 14
espigas.

Estudiamos si para otro valor de corriente Ist con los mismos valores de intensidad de
ruido blanco el fenómeno aparece, en la figura (3.5) muestra la solución de la ecuación
(4.1) para un valor de Ist = 1µA/cm2 con las mismas intensidades y se observó lo
siguiente: en a) son 2 espigas los que se generan, al aumentar γ0 = 0.2 el número de
espigas es de 11 y por último para γ0 = 0.3 el número es de 21.

De lo anterior se deduce que el fenómeno de ráfaga se da para valores de γ0 muy
pequeños, γ0 = 0.1 y γ0 = 0.2 y valores de Ist dentro del intervalo de interés, si se
consideran valores muy grandes de Ist pero menores que el primer punto de bifurcación
éste fenómeno desaparece.

Al consider las imágenes (2.11), (3.4) y (3.5) determinamos lo siguiente:
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abcefg hihj kmnbcgm ngfg eog Ist = 0.99µA/cm2 con condiciones iniciales de (v0, n0) =
(−39mV, 0.3).

1. Considerar las condiciones iniciales en la región de atracción del atractor puntual.

2. Los valores de Ist dentro del intervalo de interés Ist ∈
[0.99µA/cm2, 1.335912µA/cm2).

3. No podemos considerar valores para la intensidad de la aproximación de ruido blanco
gaussiano γ0 muy grandes, es de nuestro interés considerar un valor pequeño γ0 = 0.1.

4. Para este valor pequeño existe el fenómeno de ráfaga.
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γ0 = 0.1, dos espigas.

p�r stuvwxytz {| uq |wvqwxytz p}~�r �q�q vzq xz�|z�x{q{
γ0 = 0.2, 11 espigas.

pwr stuvwxytz {| uq |wvqwxytz p}~�r �q�q vzq xz�|z�x{q{
γ0 = 0.3, 31 espigas.

Figura 3.4: Solución de la ecuación (4.1) con varias intensidades de ruido blanco gaussiano
y para condiciones iniciales en la región de atracción del atractor puntual.
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γ0 = 0.1.

��� ��������� �� �� ��������� ����� ���� ��� ����������
γ0 = 0.2.

��� ��������� �� �� ��������� ����� ���� ��� ����������
γ0 = 0.3.

Figura 3.5: Solución de la ecuación (4.1) con varias intensidades de ruido blanco gaussiano y
para condiciones iniciales en la región de atracción del atractor puntual con Ist = 1µA/cm2
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Para esta sección agradecemos la colaboración una vez más del Laboratorio de Neuro-
fisiologia Sensorial del Instituto de Fisioloǵıa de la BUAP dirigido por el Dr. Soto, por las
figuras proporcionadas para la comparación del modelo. El modelo (4.1)-(4.2) lo compa-
ramos con los datos experimentales proporcionados por el Dr. Soto, la figura 3.6 muestra
la respuesta de la neurona aferente primaria estimulada a distintas intensidades, estas res-
puestas las comparamos usando las mismas condiciones iniciales presentadas en 3.6 y con
una intensidad de γ0 = 0.1.

ª«¬­®¯ °±²³ ´µ¶·¯®¬¯ ¸µ ­¹¯ ¹µ­®º¹¯ ¯»µ®µ¹¼µ ½µ¶¼«¾­¿¯® ¯¹¼µ ¸«»µ®µ¹¼µ¶ «¹¼µ¹¶«¸¯¸µ¶ ¸µ
est́ımulo. Se muestran registros intracelulares de la descarga de potenciales de acción ante
tres est́ımulos de intensidad creciente. La neurona teńıa un potencial de reposo de −67
mV. La calibración en el registro superior aplica a los tres registros. La ĺınea punteada
representa cero mV.

Al comparar 3.6 y 3.7 se observa que las respuestas similitud en las respuestas, en el
modelo matemático para el primer caso con una intensidad muy pequeña, al considerar
Ist = 0,9 en la parte derecha del primer punto de bifurcación, la trayectoria abandona la
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ÀÁÂ ÃÄÅÆÇÈÉÄÊ ËÌ ÅÁ ÌÇÆÁÇÈÉÄÊ ÀÍÎÏÂ ÐÁÑÁ ÆÊÁ Ist = 0.9.

ÀÒÂ ÃÄÅÆÇÈÉÄÊ ËÌ ÅÁ ÌÇÆÁÇÈÉÄÊ ÀÍÎÏÂ ÐÁÑÁ ÆÊÁ Ist = 1.

ÀÇÂ ÃÄÅÆÇÈÉÄÊ ËÌ ÅÁ ÌÇÆÁÇÈÉÄÊ ÀÍÎÏÂ ÐÁÑÁ ÆÊÁ Ist = 2.

Figura 3.7: Solución de la ecuación (4.1) con varias corrientes de est́ımulo con las siguientes
condiciones iniciales (v0, n0) = (−67mV, 0.1).
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respuesta experimental. En el modelo, a las mismas condiciones iniciales, a Ist = 1 menor
del primer punto de bifurcación, en la segunda figura que muestra los datos experimentales
hay 25 espigas, mientras que en la segunda del modelo son 12. Por último, al comparar las
últimas figuras se generaron 36 espigas mientras que en la figura del modelo se generaron
33, para Ist = 2.

3.5. Análisis de las sucesiones de las espigas del modelo de
S-A con modificación estocástica según se vaŕıa la in-
tensidad de ruido blanco.

En esta sección presentamos el análisis estad́ıstico del modelo propuesto por Soto-
Alexandrov, donde muestra el número promedio de espigas para distintos valores
de Ist , con las condiciones iniciales en la región de atracción del atractor puntual
(v0, n0) = (−39mV, 0.3). En la figura (3.8) muestra el número promedio de espigas al
aumentar la intesidad de la aprximación del ruido blanco gaussiano, con las condiciones
iniciales antes mencionadas, para Ist = 0.98µA/cm2, 0.99µA/cm2, 1µA/cm2.

Al utilizar la prueba de Shapiro - Wilk (véase apéndice A) se determinó que algunos
de los datos estad́ısticos de las realizaciones de los experimentos tienen una distribución
normal, en las figuras (3.9)-(3.10) se muestran gráficos para distintos valores de Ist con
intervalos de confianza, para estos valores en los intervalos de intensidad dados se tiene
una distribución normal por lo que fue posible determinar los intervalos de confianza, con
un nivel de significación de 0.05.

Del análisis que realizamos de las sucesiones de las espigas del modelo de S-A con
modificación estocástica según se vaŕıa la intensidad de ruido blanco, observamos que el
fenómeno de resonancia estocástica. Consideramos un intervalo de intensidad de ruido
blanco pequeño, de 0 a 2, para valores fuera del intervalo de bifurcacción Ist = 0.97µA/cm2

e Ist = 0.98µA/cm2 alcanzan un máximo de 23-24 espigas respectivamente, por lo que
en este intervalo se produce resonáncia estocástica. Para valores dentro del intervalo de
bifurcación y valores muy pequeños en la intensidad de ruido blanco, Ist = 0.99µA/cm2 e
Ist = 1µA/cm2 tiene un máximo de 24 y 25 respectivamente. De lo anterior al considerar
un intervalo de intesidad pequeña se puede producir resonancia estocástica.

Para los valores anteriormente mencionados mostramos los intervalos de confianza de
los valores de est́ımulo Ist = 0.97µA/cm2 e Ist = 1µA/cm2, véase figuras 3.9 y 3.9, por
lo que para estos casos estas distribuciones son normales. Debido al tiempo de cálculo,
para estudios posteriores queda determinar si los demás valores dentro del intervalo de
bifurcación y fuera cumplen con los criterios de la prueba de Shapiro - Wilk.
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çèé êèëè ìí îèïðë ñò Ist = 0.98µA/cm2.

çóé êèëè ìí îèïðë ñò Ist = 0.99µA/cm2.

çôé êèëè ìí îèïðë ñò Ist = 1µA/cm2.

Figura 3.8: Número promedio de espigas del modelo (4.1)-(4.2) con condiciones iniciales
de (v0, n0) = (−39mV, 0,3).
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una Ist = 0.97µA/cm2 con intervalos de confianza, con condiciones iniciales de (v0, n0) =
(−39mV, 0.3).

õö÷øùú ûü�
þ ÿFø��ù� �ù����ö� �� ���ö÷ú� �úùú �ö��ö��ú� ö�����ö�ú��� �� ùøö�� �	ú�
� �
una Ist = 1µA/cm2 con intervalos de confianza, con condiciones iniciales de (v0, n0) =
(−39mV, 0.3).
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Algoritmo de corrección con
estimulación galvánica de la
actividad de las neuronas aferentes
primarias.

En este caṕıtulo sintetizamos un algoritmo de corrección usando estimulación galváni-
ca, este algoritmo tiene la intención de modificar la generación de espigas en la neurona
aferente primaria, y posteriormente utilizarlo en experimento de simulación dinámica
para pilotos.

Como se mencionó en el caṕıtulo I, el buen funcionamiento del aparato vestibular y
el sistema oculomotor son esenciales en la vida del hombre. En condiciones extremas de
movimiento (microgravedad o sobrecarga) cuando hay trastornos del aparato vestibular
o debido al envejecimiento, el funcionamiento de los sensores que conforman el aparato
vestibular es deficiente. Esto plantea la necesidad de su corrección, existen diversos
prototipos, no cĺınicamente implementados, de prótesis vestibulares [5, 15, 17, 60], es
necesario para el desarrollo adecuado del funcionamiento correctivo vestibular diseñar un
software y un dispositivo para detectar y analizar el movimiento humano y generar las
señales correctoras necesarias [4].

La función vestibular puede modelarse matemáticamente y la respuesta que propor-
ciona este modelo es la frecuencia de descarga de una neurona, la cual depende de la
aceleración a la que es sometida la cabeza. Se puede influir directamente en el sistema
vestibular de una persona con estimulación galvánica. Matemáticamente es posible
simular el efecto de un est́ımulo y obtener una respuesta deseada (por ejemplo: evitar
una cáıda, simular el efecto de una fuerza, etc.), entonces es de interés optimizar un
dispositivo que auxilie o controle en cierta medida el trabajo del sistema vestibular [13, 51].

Actualmente existen aplicaciones en el uso de estimulación galvánica. Sobre la base
de los resultados obtenidos por M.B. Moser y E.I. Moser es posible especificar el contorno
y la estructura del sistema de bionavegación humano [46], desde 1970 varios sistemas
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navegación cuando se corrige la señal de salida. La mayoŕıa de las pruebas para pilotos
de aviones están diseñadas sobre la base de esquemas cinemáticos como la plataforma de
Stewart, todos ellos se caracterizan por las limitaciones geométricas de desplazamiento.
Por ejemplo, en el caso de plataformas con seis grados de libertad la rotación horizontal
sólo es posible a un ángulo de 15◦-20◦ cuando un hidrocilindro se mueve a una distancia
de un metro, otros esquemas no son viables de realizar, entonces la simulación del reflejo
vest́ıbulo ocular de los canales semicirculares es imposible o ineficiente [4]. Cuando el
movimiento controlado personalmente se simula visualmente, la ausencia de la reacción
correspondiente del aparato vestibular conduce a la pérdida de calidad en la simulación
de pilotaje [4].

Es interesante estudiar la posibilidad de corrección de la señal de salida para los
mecanorreceptores inerciales del aparato vestibular humano, para poder corregir el
retardo debido al reflejo vest́ıbulo ocular, en este caṕıtulo usamos estimulación galvánica
para simular el est́ımulo de los canales semicirculares y generar una respuesta en la
neurona aferente primaria.

4.1. Estimulación galvánica

La estimulación galvánica vestibular se ha utilizado para estudiar el funcionamiento
del sistema vestibular, es una manera simple, segura y espećıfica para producir reflejos
vestibulares [19, 45]. La estimulación galvánica con base en la forma de estimular se clasifica
en:

Estimulación galvánica bilateral. Dos electrodos se colocan en la apófisis mastoide
de la persona, la corriente de est́ımulo va en la dirección de uno de los electrodos,
por lo que uno de ellos tiene un potencial mayor que el otro.

Estimulación galvánica unilateral bipolar. En esta estimulación uno de los electrodos
se coloca frente del sujeto y el otro se coloca en su apófisis mastoide.

Estimulación galvánica bilateral unipolar. Los sujetos se inclinan hacia adelante con
estimulación galvánica catódica y haćıa atrás con estimulación vestibular anódica.

En la presente tesis con el análisis de los estudios anteriores se determinó que la
estimulación galvánica vestibular (VGS) consistió en estimular al sistema vestibular
de las personas con electrodos superficiales colocados sobre las apófisis mastóides,
por detrás del cart́ılago de las orejas, bajo esta estructura se encuentra el laberinto
vestibular (se mencionó en el caṕıtulo I), como se muestra en la figura (4.5),consta de
un microprocesador, un modelo computacional de la función vestibular bajo condiciones
extremas, un programa de procesamiento de corrección e inyección de señal y una fuente
de poder [4]. El desplazamiento del fluido presente en el interior de los canales incide en
la región sensorial del aparato vestibular donde se detectan los movimientos de la cabeza.
Se utiliza una fuerza de corriente controlada de 1mA, y al estimular a una persona con
VGS hace que se incline haćıa un lado.
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Supongamos que un objeto controlado personalmente realiza movimiento en ĺınea
recta, después de un tiempo, el objeto gira a la izquierda en el plano horizontal, se da un
reflejo vest́ıbulo-ocular. Con el fin de simular la reacción de canales semicirculares laterales
de acuerdo con la reacción real, es necesario aumentar la frecuencia de repetición de
espigas de las neuronas aferentes primarias en el canal izquierdo y decrecer la frecuencia
de la espiga para las neuronas aferentes primarias del canal derecho.

En esta sección planteamos un algoritmo para estimulación galvánica, hay que tener
cuidado de estimular galvánicamente de forma segura ya que puede causar riesgos a la
salud por lo que es importante determinar un algoritmo adecuado con una estimulación
e intensidad correctas. Para el modelo (4.1)-(4.2) se estudia una estimulación galvánica
para valores de I0 menores al primer punto de bifurcación se añade una estimulación
determińıstica-periódica y ruido blanco, la modificación estocástica del ruido blanco se
planteó en el caṕıtulo anterior, el algoritmo de estimulación galvánica vestibular se propone
como:

Cm

dV

dt
=(I0 + γ0G(t)) + γ1P (t)− gNam

3

∞
(C(V )− n)(V − VNa)− gKn4hK(V − VK)− gL(V − VL),

(4.1)

τn(V )
dn

dt
=(n∞(V )− n)Q10, (4.2)

donde para P (t) = 1 + sign(sen(ω0t)) donde ω0 es la frecuencia propia de ca-
da I0 del modelo en desviaciones, y para I0 en el intervalo de bifurcación (I0 ∈
[0.99µA/cm2, 1.335912µA/cm2)). En los caṕıtulos anteriores consideramos Ist como la
corriente de est́ımulo constante, para este caṕıtulo cambiamos la notación a la I0 propia
de la neurona, cabe mencionar que esta I0 la consideramos como valores constantes dentro
del intervalo de bifurcación mencionado anteriormente.

4.3. Estimulación galvánica para el modelo de S-A.

Actualmente en México, el Instituto Nacional de Astrof́ısica, Óptica y Electrónica
(INAOE) construyó un simulador para pilotos, que permite capacitar y entrenar a los
pilotos en el uso y manejo de la aeronave, evaluando bajo condiciones controladas,
normales, anormales y de emergencia. La mayoŕıa de las pruebas para pilotos de aviones
están diseñadas sobre la base de esquemas cinemáticos como la plataforma de Stewart,
todos ellos se caracterizan por las limitaciones geométricas de desplazamiento, por lo
que la simulación del reflejo vestibulo ocular de los canales semicirculares es imposible o
ineficiente [4], es por ello que se busca simular este reflejo mediante estimulación galvánica
y ver el cambio de la respuesta de salida en la neurona.

Para entrenar pilotos utilizan simuladores, pero la mayoŕıa no cuenta con simuladores
dinámicos, es por ello que se organiza una estimulación pequeña que pueda simular dicha
fuerza, estimulación galvánica. En el caso de estudio al estimularla galvánicamente a la
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desviaciones asociado al sistema no lineal, tendremos un cambio en la señal de salida en
la neurona aferente primaria.

Como mencionamos es de nuestro interés, para la simulación, considerar a la neu-
rona en reposo, es decir, cuando las condiciones iniciales se encuentran en la región
de atracción del punto cŕıtico, sin est́ımulo no se generaŕıan espigas ni ciclo ĺımite.
Posteriormente estimulamos a la neurona galvánicamente, con una combinación del
modelo estocástico y una perturbación periódica adicional, esta estimulación es la que
provendŕıa de los canales semicirculares, véase figura 4.1. Consideramos las intensi-
dades tanto de la parte estocástica como de la parte determińıstica muy pequeñas
para procurar un estado más natural y no dañar la salud de la persona. Al estimular
galvánicamente con estas intensidades pequeñas observamos la generación de espigas
conforme aumenta la intensidad, esto genera una respuesta general y se produce ciclo
ĺımite lo que con llevaŕıa a que la neurona deje de estar en estado latente y tenga actividad.

El objetivo de estimular al modelo (4.1)-(4.2) es para simular, sin un simulador
dinámico, el efecto del reflejo vest́ıbulo-ocular en la neurona aferente primaria. Supon-
gamos que en el intervalo de tiempo (t0, t1) el modelo que describe la actividad de
la neurona aferente primaria está en la región de atracción del atractor puntual en el
intervalo de bifurcación corresponde a la situación cuando no hay giro o rotación de la
cabeza del hombre (pasivo o inactivo). Después en el intervalo de tiempo (t1, t2) tenemos
una rotación de la cabeza y se genera RVO (reflejo vestibulo ocular). Para simular este
reflejo en el entrenamiento de pilotos es necesario tener un simulador dinámico. Es posible
realizar la estimulación galvánica del aparato vestibular al estimular el modelo de tal
forma que la solución abandone la región de atracción del atractor puntual y entre a la
región de atracción del ciclo ĺımite para formar espigas y que se distribuyan en forma de
autoondas hasta las motoneuronas de los músculos de los globos de los ojos.

Entonces es posible construir un algoritmo corrector con una función periódica cuya
frecuencia propia es la frecuencia del sistema en variaciones que corresponde al atractor
puntual. Determinamos las soluciones del modelo (4.1)-(4.2) para distintos valores de
I0, para P (t) mencionó anteriormente. Consideramos valores para I0 en espećıfico para
valores en el intervalo de interés I0 ∈ [0.99µA/cm2, 1.335912µA/cm2) con condiciones
iniciales en la región de atracción del punto atractor. Estudiamos los casos cuando se
tiene influencia de la estimulación determińıstica-periódica sin influencia de ruido blanco
gaussiano γ0 = 0 y cuando se tienen ambas estimulaciones adicionales afectando al modelo
es decir una influencia de ruido blanco gaussiano γ0 = 0.1 (para representar una corriente
similar a la vista en experimentos) y la estimulación galvánica periódica para distin-
tos valores de γ1, siempre considerando el valor de I0 antes del primer punto de bifurcación.
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preparación del vest́ıbulo aislado en dos condiciones experimentales. En ambos casos se
trata de registros extracelulares multiunitarios. En el registro de la izquierda, se registra
un conjunto de neuronas aferentes en condiciones control y luego de una inclinación de
la plataforma de registro de 30 grados. Al inicio del est́ımulo se produce un aumento de
la actividad que decae (fenómeno de adaptación) hasta un valor estable. Al término del
est́ımulo mecánico se observa una ligera depresión de la descarga neuronal. En la parte
derecha, mismas condiciones de registro, pero en este caso luego de un periodo control
se aplica un potencial eléctrico de campo de 10µA (ĺınea azul). Se puede observar que la
descarga de las neuronas es similar a la que se produce con el est́ımulo mecánico, con un
aumento inicial de actividad seguido de un fenómeno de adaptación que hace decaer la
respuesta aunque el est́ımulo se mantiene constante. Al final del est́ımulo se observa una
depresión de la actividad. La ĺınea punteada representa cero impulsos por segundo (ips),
agradecemos nuevamente al Dr Soto por esta figura.
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decir, γ0 = γ1 = 0 los resultados que se obtuvieron son los siguientes:

}j~xis ���� hmwlzojsr pl klk�iszs oxszpm I0 = 1µA/cm2 para condiciones iniciales
(v0, n0) = (−37mV, 0.5)[4].

Las condiciones iniciales se consideraron en la región de atracción del ciclo ĺımite por lo
que no hay espigas y no hay ciclo ĺımite, la trayectoria no abandona la región de atracción
del punto cŕıtico.

4.4. Estimulación galvánica determińıstica y su aplicación.

En esta sección mostramos las soluciones que se obtienen de la ecuación (4.1)
para P (t), como ya se mencionó considerando las condiciones iniciales en la región de
atracción del punto atractor y para los valores de I0 = 0.99, 1µA/cm2 (la región de
atracción de estos valores es más grande). Cuando P (t) = 1 + sign(sen(ω0t)), distintos
valores de γ1, ω0 propia del sistema lineal asociado con las mismas condiciones iniciales
(v0, n0) = (−39mV, 0.3).

En este caso de estudio de las figuras (4.3) observamos que el número de espigas
aumenta cuando aumenta la I0, y sin pérdida de generalidad al incrementar el valor de
γ1 observamos que aumenta el número de espigas, para I0 = 0.99 y γ1 = 0.3 59 espigas y
para I0 = 1 y γ1 = 0.3 69 espigas, un promedio de frecuencia de 59− 69HZ.

4.5. Aplicación

En base en los resultados obtenidos por M.B: Moser y E.I. Moser, es posible
especificar la estructura del sistema de bionavegación humano [46]. Desde 1970 los
sistemas de navegación inercial auxiliares se emplean ampliamente en la teoŕıa y la
práctica de la navegación, cuando la corrección de las señales de salida se realiza
utilizando información adicional. Como se mencionó en la introducción es de interés
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��� ���� �� ����� �� I0 = 0.99µA/cm2 con γ1 = 0.3,
59 espigas.

��� ���� �� ����� �� I0 = 1µA/cm2 con γ1 = 0.3, 69
espigas.

Figura 4.3: Potencial de membrana del modelo (4.1)-(4.2) con condiciones iniciales de
(v0, n0) = (−39mV, 0,3) para P (t) = 1 + sign(sen(ω0t)).
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inerciales del aparato vestibular humano (neuronas aferentes primarias). En este trabajo
se discute esta posibilidad mediante el empleo de la simulación reflejo vest́ıbulo-ocular
utilizando el equipo de entrenamiento de movilidad limitada. La mayoŕıa de los asientos
de pruebas de aeronaves están diseñados sobre la base del esquema cinemático de la
plataforma Stewart. Todos ellos se caracterizan por restricciones de desplazamiento
geométrico. Por ejemplo, en el caso de asiento que soporta seis grados de libertad,
la rotación horizontal sólo es posible en un ángulo entre 15-20◦ cuando el hidrocilin-
dro se mueve a una distancia de un metro. Otros sistemas no son capaces de llevar a
cabo tal operación, por lo tanto, la estimulación vest́ıbulo-ocular es imposible o ineficiente.

Cuando el movimiento controlado personalmente es simulado visualmente, la ausencia
de la reacción correspondiente del aparato vestibular conduce a la pérdida de calidad
en la simulación de pilotaje. Asumamos que un objeto controlado personalmente realiza
un movimiento en ĺınea recta, después de un tiempo el objeto da un giro a la izquierda
en el plano horizontal y un piloto debe mantener la ĺınea de visión, en este trabajo se
considera un giro pasivo y el reflejo vest́ıbulo-ocular correspondiente. En orden de simular
la reacción de los canales semicirculares laterales en concordancia con una reacción real
(véase 4.4), es necesario incrementar la tasa de repetición de espigas de la neurona
aferente primaria en el canal izquierdo y disminuir la frecuencia de pulsación de las
espigas de la neurona aferente primaria para el canal derecho [57].

En los últimos años se ha incrementado el número de estudios experimentales sobre
estimulación galvánica para el aparato vestibular [61]. En el laboratorio de Neurofisiolóıa
celular de la BUAP se propone una estimulación segura de cuatro electrodos en el
mastoide del hueso occipital. En la figura 4.5 muestra un esquema de esta estimulación.
Con el fin de obtener las señales de estimulación galvánica utilizando los dos electrodos
en la parte izquierda de la cabeza, elegimos una estructura del algoritmo de acuerdo
a nuestro trabajo. Ya que el movimiento en ĺınea recta se realiza antes del giro, la
acción de los canales semicirculares laterales está ausente y el valor de la corriente de
est́ımulo constante en (4.1) pertenece a la vecindad izquierda del punto de bifurcación.
Ahora supongamos que que el valor de la corriente de est́ımulo pertenece al intervalo de
bifurcación y las condiciones iniciales del sistema (4.1)-(4.2) pertenecen a la región de
atracción del punto atractor.

Para escoger la estimulación correcta para la estimulación galvánica, usamos el sistema
en desviaciones del sistema lineal asociado al sistema (4.1)-(4.2) del foco estable. Para ello
consideramos la corriente galvánica dependiente del tiempo P (t), como una corrección
aditiva de la señal de salida de la neurona primaria. Como el sistema lineal expresado en
desviaciones es un sistema oscilante, es posible generar la señal de entrada de los electrodos
de la parte izquierda del corrector como una función periódica constante a trozos con una
frecuencia circular cercana a la frecuencia propia del sistema lineal.
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¢£¤¥¦§ ¨©¨ª Esquema del reflejo vest́ıbulo- ocular cuando la cabeza tiene una rotación pasiva
a la izquierda [5].
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En un simulador, cuando el asiento no puede rotar horizontalmente, no hay espigas de
la neurona aferente primaria (véase figura 4.2), en este caso la neurona está en reposo y
no recibe est́ımulo, cualquier trayectoria no abandona la región de atracción del atractor
puntual, se busca estudiar si al estimularla abandonará esta región y cambiará la respuesta
de la neurona. En la sección anterior se buscaron las soluciones para el algoritmo de
estimulación galvánica vestibular con una perturbación determińıstica periódica, para
este caso se añade de forma adicional estimulación estocástica, es decir, γ0 6= 0. De los
resultados que se obtuvieron en el caṕıtulo anterior al estimular el modelo con ruido
blanco de forma adicional para este caṕıtulo consideramos esta adición como un fenómeno
propio para la neurona al usar valores pequeños para γ0, en este caso γ0 = 0.2, en este
valor la amplitud de la intensidad que se añade es muy pequeña de 2mV en promedio.

Consideramos I0 = 0.99, 1µA/cm2 con γ0 = 0.2 y para distintos valores de γ1, con
condiciones inciales cerca del atractor puntual (v0, n0) = (−37mV, 0.5) en un intervalo de
tiempo de 1s. Sin pérdida de generalidad en la figura (4.6 se muestran algunos resultados
obtenidos, una espiga y 48 espigas.
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ÐÑÒ ÓÔÕ ÖÕ×ØÕÙÖÚÑÚØÙ ÚØ γ0 = 0.2 y γ1 = 0, hay 1
espigas.

ÐÛÒ ÓÔÕ ÖÕ×ØÕÙÖÚÑÚØÙ ÚØ γ0 = 0.2 y γ1 = 0.5, 48 espi-
gas.

Figura 4.6: Potencial de membrana del modelo (4.1)-(4.2) con condiciones iniciales de
(v0, n0) = (−37mV, 0,5), para un valor de I0 = 1µA/cm2 y P (t) = 1 + sign(sen(ω0t)), e
intervalo de tiempo de 100ms.
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del primer punto de bifurcación) observamos que sin estimulación galvánica (γ1 = 0),
es decir, sólo con estimulación estocástica se puede generar una o dos espigas, mientras
que al añadir estimulación galvánica el número de espigas se incrementa de 4 a 8 que
corresponde a la aparición del fenómeno ráfaga con una aparición de frecuencia de 40-60Hz.

Podemos concluir de lo anterior que es posible cambiar la frecuencia de salida de
las neuronas aferentes primarias al usar estimulación galvánica para estimular el reflejo
vest́ıbulo-ocular en el proceso de entrenar pilotos al usar un asiento con limitaciones de
movilidad. En conclusión, es posible el uso de estimulación galvánica para mantener la
postura vertical dada una disfunción vestibular tanto para ayudar a las personas de edades
avanzadas como para el entrenamiento en pilotos.
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Al inicio del trabajo de tesis uno de los objetivos que se planteó fue el conocer la
dinámica de la neurona aferente primaria del modelo de HH modificado y simplificado
propuesto por Soto-Alexandrov para los valores numéricos dados en el trabajo de [51] al
considerar distintas corrientes de est́ımulo Ist. Según el análisis y śıntesis del modelo ma-
temático de la neurona aferente primaria del aparato vestibular con datos experimentales
de mamı́feros (ratas) proporcionados por el laboratorio de fisioloǵıa se cumplió uno de los
objetivos ya que se logró obtener un análisis del modelo de HH modificado y simplificado
para su posterior estimulación donde se obtuvieron cambios significativos en la señal de
salida de dicha neurona.

El que el sistema vestibular se vea influenciado por un movimiento genera una serie
de eventos que conllevan que la neurona libere espigas, en caso de que no haya o de que
éste sea mı́nimo la neurona permanecerá en estado de reposo, no hay espigas. Investigar
la dinámica de la neurona determina para que valor del parámetro de est́ımulo Ist hay
espigas o no; aśı como la existencia de ciertos valores para los que la neurona no genere
espigas y para que valor genere una ráfaga, es decir, localizar los puntos de bifurcación
donde se de lo anterior (caṕıtulo II). En el segundo caṕıtulo efectivamente realizamos
un análisis más detallado del modelo determińıstico. En primer lugar, localizamos dos
puntos de bifurcación de Andronov Hopf cuando I⋆syn = 1.335912µA/cm2 (subcŕıtica)
e I⋆⋆syn = 80.1811µA/cm2, estos puntos de bifurcación dividen al plano fase respecto
al parámetro Ist en nodos estables (en este caso no se generan espigas), focos estables
(para algunos valores se generan espigas), un centro y focos inestables. Estos puntos de
bifurcación estan relacionados con las propiedades dinámicas de la neurona, ya que pasa de
no generar espigas a generar ráfaga de espigas en algunos casos o tren de espigas (sucesión
de espigas), se estudió sólo el tipo de bifurcación de Andronov Hopf debido al centro
que se obtuvo, como problema abierto de este caṕıtulo queda por determinar qué otro
tipo de bifurcaciones existen en el plano fase y cómo esto afecta la dinámica de la neurona.

Observamos que como en la mayoŕıa de los procesos fisiológicos neuronales se tiene
biestabilidad. Para un intervalo de valores I0 ∈ [0.99 ≤ Isyn ≤ 1.13358µA/cm2] tenemos
dos atractores, un atractor puntual y un ciclo ĺımite, y por eso podemos llamar a este in-
tervalo como intervalo de bifurcación, en éste hay biestabilidad debido a los dos atractores.

En el intervalo de bifurcación dependiendo de dónde se consideren las condiciones ini-
ciales pueden generarse espigas, de ah́ı la necesidad de delimitar las regiones de atracción.
Para describir la región de atracción del atractor puntual buscamos y encontramos otro
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en la región de atracción del atractor puntual la trayectoria no abandona la región de
atracción del atractor puntual, no hay generación de espigas, pero al considerarlas en la
región del ciclo ĺımite tienden a irse al ciclo ĺımite y se generan trenes de espigas . Lo
anterior es importante para determinar las condiciones de reposo de la neurona aferente
primaria.

Finalmente, desde el punto de vista matemático es importante determinar a qué tipo
de sistemas pertenece el modelo estudiado, afirmamos que para cada Ist constante en
un intervalo abierto (0, I⋆syn) y (I⋆syn, I

⋆⋆
syn) este sistema es un sistema dinámicamente

”grossiérs”, es decir, es estable estructuralmente, en esos intervalos no cambia la dinámica
del modelo.

Estocastizamos el modelo de la forma más simple [27], en el caṕıtulo III modificamos
estocásticamente el modelo determińıstico y para intensidades muy pequeñas existe
resonancia estocástica γ0 ∈ [0.1, 0.3]. Observamos que se da un fenómeno de ráfaga, este
fenómeno también es posible observarlo en la naturaleza. Comprobamos que como en
otros trabajos (véase [23, 27, 56, 67, 68]), es posible abandonar la región de atracción
del atractor puntual, es decir, la neurona que inicialmente estaba en estado de reposo
genere espigas, al añadir ruido blanco gaussiano como corriente adicional y de la forma
más simple. El número de espigas que se generan está en función de la intensidad de
ruido blanco que se usa. Al incrementar el valor de la intensidad del ruido blanco se
observaron amplitudes muy grandes de más 150mV para una intensidad de γ0 = 7,
estas intensidades aplicadas a experimentos f́ısicos pueden dañar la salud, por eso sólo
consideramos intensidades pequeñas, γ0 = 0.2µA/cm2.

Por último, se cumplió otro objetivo del presente trabajo, en el caṕıtulo IV sinteti-
zamos un algoritmo de estimulación galvánica para simular el reflejo vest́ıbulo-ocular,
que posteriormente se usará en el entrenamiento de pilotos y en la prótesis vestibular. Al
considerar γ0 6= 0 y distintos valores de γ1 pequeños es posible observar el fenómeno de
ráfaga. Si γ0 6= 0 y distintos valores de γ1 entonces es posible modificar la señal de salida
de la neurona aferente primaria, hay de 24 a 69 espigas.

De lo anterior podemos concluir que se han alcanzado los objetivos del trabajo de esta
tesis. Al conocer completamente el modelo modificado y simplificado de HH propuesto
por Soto-Alexandrov, determinamos las condiciones en las cuales la neurona se encuentra
en reposo y cómo se puede estimular para que abandone esa condición de reposo y genere
espigas. Fue posible modificar matemáticamente la respuesta de la neurona aferente
primaria al estimularla galvánicamente.

Aún existen cosas por investigar y problemas abiertos que quedan pendientes, falta
determinar si existen otro tipo de bifurcaciones antes del primer punto de bifurcación
de Andronov Hopf y su efecto en la descarga de la neurona. También no se ha puesto
a prueba la efectividad del algoritmo en experimentos fisiológicos, aunque ya se han
realizado algunas pruebas no contamos con resultados concluyentes.
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la computadora de la prótesis vestibular y realizar experimentos para probar su eficacia.
En el caṕıtulo IV mencionamos que este algoritmo se usará en una prótesis vestibular
aśı como para simulación dinámica para pilotos, estas partes faltan por concluir y probar.

Otro de los problemas abiertos que deja el presente trabajo es implementar el
algoritmo en la simulación dentro del proyecto del INAOE y estudiar los resultados
obtenidos. Aśı mismo en caso de que se requiera ajustar el algoritmo a las necesidades
que surjan de los experimentos y las simulaciones.

En resumen, las conclusiones y resultados principales de este trabajo de tesis son:

1. La existencia de un intervalo de bifurcación en la vecindad izquierda del punto de
bifurcación de Andronov Hopf.

La presencia en esta vecindad de un ciclo ĺımite estable por tiempo inverso que
corresponde al teorema de Andronov-Leantovich (L, una constante de Lyapunov
positiva) (véase [6, 49, 59]).

2. El modelo de HH con modificaciones y simplificaciones según los resultados expe-
rimentales del laboratorio de neurofisioloǵıa del Dr. Soto es un modelo dinámico
biestable cuando la corriente de est́ımulo es constante y pertenece al intervalo de
bifurcación.

3. Según el primer esquema de [27] de estocastización del modelo de HH es posible
obtener el fenómeno de ráfaga (”bursting”).

4. En el último caṕıtulo se demostró matemáticamente que es posible simular el reflejo
vest́ıbulo ocular [6].
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Apéndice I

Prueba de Shapiro Wilk

Para determinar si una muestra tiene cierta distribución se realizan pruebas de
bondad, una de ellas es muy propicia cuando el tamaño de la muestra es pequeño, n ≤ 50
, corresponde a los autores Samuel S. Shapiro y Martin B. Wilk y fue publicada en 1965,
actualmente se le conoce como prueba de Shapiro-Wilk [43].

Sean x1, x2, ..., xn una realización de X1, X2, ..., Xn y se desea probar la hipótesis de
que los datos tienen una distribución normal. La prueba de Shapiro-Wilk consiste en
calcular la estad́ıstica de prueba W suponiendo que la muestra aleatoria proveniente de
una distribución normal. La estad́ıstica W está dada por [43]:

Wc =
(
∑n

i=1 aixi)
2

∑n
i=1(xi − x̄)2

=

(

∑k
i=1 an−i+1(xn−i+1 − xi)

)2

(n− 1)S2
n−1

(A.1)

donde las xi son los valores de la i-ésima estad́ıstica en orden, ai es el i-ésimo elemento
del vector:

a = (a1, a2, ..., an)
T =

mTV −1

(mTV −1m)1/2
(A.2)

Con m = (m1,m2, ...,mn)
T y las m1,m2,...,mn son los valores esperados de las estad́ısticas

de orden de las variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas tomadas
de una distribución normal estándar de tamaño n, y V es la matriz de varianzas y
covarianzas de esas estad́ısticas de orden y V,k = n

2 [43].

Para calcular a, es necesario conocer m y V. Sin embargo, ya que V sólo se conoce
para tamaños de muestra n ≤ 20, Royston (1995) desarrolló un algoritmo para calcular
una aproximación de a para muestras de tamaño 3 ≤ n ≤ 5000.

Consideramos la siguiente regla de decisión:
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S* +*,-./. 0. -12345*616 . 78 819*0 :* 61;81<,.8,1. α si: Wc < Wt,α,n. Donde Wt,α,n

es un valor de la tabla (A.2)) que corresponde a un nivel de significancia de α.

Se rechaza si el valor de Wc es muy pequeño.

A continuación mostramos los valores de las tablas usados para la prueba de Shapiro
Wilk.

Tabla de valores para la prueba de Shapiro Wilk.

i

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0.7071 0.7071 0.6872 0.6646 0.6431 0.6233 0.6052 0.5888 0.5739
2 – 0.0000 0.1677 0.2413 0.2806 0.3031 0.3164 0.3244 0.3291
3 – – – 0.0000 0.0875 0.1401 0.1743 0.1976 0.2141
4 – – – – – 0.0000 0.0561 0.9470 0.1224
5 – – – – – – – 0.0000 0.0339

Tabla A.1: Coeficientes {an−i+1} para la prueba de normalidad de Shapiro Wilk [43]

i
n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

1 0.5601 0.5475 0.5359 0.5251 0.5120 0.5056 0.4968 0.4886 0.4808 0.4734
2 0.3315 0.3325 0.3325 0.3318 0.3306 0.3290 0.3273 0.3253 0.3232 0.3211
3 0.2260 0.2347 0.2412 0.2460 0.2495 0.2521 0.2540 0.2553 0.2561 0.2565
4 0.1429 0.1586 0.1707 0.1802 0.1878 0.1939 0.1988 0.2027 0.2059 0.2085
5 0.0695 0.0922 0.1099 0.1240 0.1353 0.1447 0.1524 0.1587 0.1641 0.1686
6 0.0000 0.0303 0.0539 0.0727 0.0880 0.1005 0.1109 0.1197 0.1271 0.1334
7 – – 0.0000 0.0240 0.0433 0.0593 0.0725 0.0837 0.0932 0.1013
8 – – – – 0.0000 0.0196 0.0359 0.0496 0.0612 0.0711
9 – – – – – – 0.0000 0.0163 0.0303 0.0422
10 – – – – – – – – 0.0000 0.0140
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i
n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

1 0.4643 0.4590 0.4542 0.4493 0.4450 0.4407 0.4366 0.4328 0.4291 0.4254
2 0.3185 0.3156 0.3126 0.3098 0.3069 0.3043 0.3018 0.2992 0.2968 0.2944
3 0.2578 0.2571 0.2563 0.2554 0.2543 0.2533 0.2522 0.2510 0.2499 0.2484
4 0.2119 0.2131 0.2139 0.2145 0.2148 0.2151 0.2152 0.2151 0.2150 0.2148
5 0.1736 0.1764 0.1787 0.1807 0.1822 0.1836 0.1848 0.1857 0.1864 0.1870
6 0.1399 0.1443 0.1480 0.1512 0.1539 0.1563 0.1584 0.1601 0.1616 0.1630
7 0.1092 0.1150 0.1201 0.1245 0.1283 0.1316 0.1346 0.1372 0.1395 0.1415
8 0.0804 0.0878 0.0941 0.0997 0.1046 0.1089 0.1128 0.1162 0.1192 0.1219
9 0.0530 0.0618 0.0696 0.0764 0.0823 0.0876 0.0923 0.0650 0.1002 0.1036
10 0.0263 0.0368 0.0459 0.0539 0.0610 0.0672 0.0728 0.0778 0.0822 0.0862
11 0.0000 0.0122 0.0228 0.0321 0.0403 0.0476 0.0540 0.0598 0.0650 0.0697
12 – – 0.0000 0.0107 0.0200 0.0284 0.0358 0.0424 0.0483 0.0537
13 – – – – 0.0000 0.0094 0.1780 0.0253 0.3200 0.0381
14 – – – – – – 0.0000 0.0084 0.0159 0.0227
15 – – – – – – – – 0.0000 0.0076

i
n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

1 0.4220 0.4188 0.4156 0.4127 0.4096 0.4068 0.4040 0.4015 0.3989 0.3964
2 0.2921 0.2898 0.2876 0.2854 0.2831 0.2813 0.2794 0.2774 0.2455 0.2737
3 0.2475 0.24630,24510.2439 0.2427 0.2415 0.2403 0.2391 0.2380 0.2368
4 0.2145 0.2141 0.2137 0.2132 0.2127 0.2121 0.2116 0.2110 0.2101 0.2098
5 0.1874 0.1878 0.1880 0.1882 0.1883 0.1883 0.1883 0.1881 0.1880 0.1878
6 0.1641 0.1651 0.1660 0.1667 0.1673 0.1678 0.1683 0.1686 0.1689 0.1691
7 0.1433 0.1449 0.1463 0.1475 0.1487 0.1496 0.1505 0.1513 0.1520 0.1526
8 0.1243 0.1265 0.1284 0.1301 0.1317 0.1331 0.1344 0.1356 0.1366 0.1376
9 0.1066 0.1093 0.1118 0.1140 0.1160 0.1179 0.1196 0.1211 0.1225 0.1237
10 0.0899 0.0931 0.0961 0.0988 0.1013 0.1036 0.1056 0.1075 0.1092 0.1108
11 0.0739 0.0777 0.0812 0.0844 0.0873 0.0900 0.0924 0.0947 0.0967 0.0986
12 0.0585 0.0629 0.0669 0.0706 0.0739 0.0770 0.0798 0.0824 0.0848 0.0870
13 0.0435 0.0485 0.0530 0.0572 0.0610 0.0645 0.0677 0.0706 0.0733 0.0759
14 0.2890 0.0344 0.0395 0.0441 0.0484 0.0523 0.0559 0.0582 0.0622 0.0651
15 0.1440 0.0206 0.0262 0.0314 0.0361 0.0404 0.0444 0.0481 0.0515 0.0546
16 0.0000 0.0068 0.0131 0.0187 0.0239 0.0287 0.0331 0.0372 0.0409 0.0444
17 – – 0.0000 0.0062 0.0119 0.0172 0.0220 0.0264 0.0305 0.0343
18 – – – – 0.0000 0.0057 0.0110 0.0158 0.0203 0.0244
19 – – – – – – 0.0000 0.0053 0.0101 0.0146
20 – – – – – – – – 0.0000 0.0049
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=
n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

1 0.3940 0.3917 0.3894 0.3872 0.3850 0.3830 0.3808 0.3789 0.3770 0.3751
2 0.2719 0.2701 0.2684 0.2667 0.2651 0.2635 0.2620 0.2604 0.2589 0.2574
3 0.2357 0.2345 0.2334 0.2323 0.2313 0.2302 0.2291 0.2281 0.2271 0.2260
4 0.2091 0.2085 0.2078 0.2072 0.2065 0.2058 0.2052 0.2045 0.2038 0.2032
5 0.1876 0.1874 0.1871 0.1868 0.1865 0.1862 0.1859 0.1855 0.1851 0.1847
6 0.1693 0.1694 0.1695 0.1695 0.1695 0.1695 0.1695 0.1693 0.1692 0.1691
7 0.1531 0.1535 0.1539 0.1542 0.1545 0.1548 0.1550 0.1551 0.1553 0.1554
8 0.1384 0.1392 0.1398 0.1405 0.1410 0.1415 0.1420 0.1423 0.1427 0.1430
9 0.1249 0.1259 0.1269 0.1278 0.1286 0.1293 0.1200 0.1306 0.1312 0.1317
10 0.1123 0.1136 0.1149 0.1160 0.1170 0.1180 0.1189 0.1197 0.1205 0.1212
11 0.1004 0.1020 0.1035 0.1049 0.1062 0.1073 0.1085 0.1095 0.1105 0.1113
12 0.0891 0.0909 0.0927 0.0943 0.0959 0.0972 0.0986 0.0998 0.1010 0.1020
13 0.0782 0.0804 0.0824 0.0842 0.0860 0.0876 0.0892 0.0906 0.0919 0.0932
14 0.0677 0.0701 0.0724 0.0745 0.0765 0.0783 0.0801 0.0817 0.0832 0.0846
15 0.0575 0.0602 0.0628 0.0651 0.0673 0.0694 0.0713 0.0731 0.0748 0.0764
16 0.0476 0.0506 0.0534 0.0560 0.0584 0.0607 0.0628 0.0648 0.0667 0.0685
17 0.0379 0.0411 0.0442 0.0471 0.0497 0.0522 0.0546 0.0568 0.0588 0.0608
18 0.0283 0.0318 0.0352 0.0383 0.0412 0.0439 0.0465 0.0489 0.0511 0.0532
19 0.0188 0.0227 0.0263 0.0296 0.0328 0.0357 0.0385 0.0411 0.0436 0.0459
20 0.0094 0.0136 0.0175 0.0211 0.0245 0.0277 0.0307 0.0335 0.0361 0.0386
21 0.0000 0.0045 0.0087 0.0126 0.0163 0.0197 0.0229 0.0259 0.0288 0.0314
22 – – 0.0000 0.0042 0.0081 0.0118 0.0153 0.0185 0.0215 0.0244
23 – – – – 0.0000 0.0039 0.0076 0.1110 0.0143 0.0174
24 – – – – – – 0.0000 0.0037 0.0071 0.0104
25 – – – – – – – – 0.0000 0.0035
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n>? 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 0.5 0.91 0.95 0.99

3 0.753 0.756 0.767 0.789 0.959 0.998 0.999 1.000 1.000
4 0.687 0.707 0.748 0.792 0.935 0.987 0.992 0.996 0.997
5 0.686 0.715 0.762 0.806 0.927 0.979 0.986 0.991 0.993
6 0.713 0.743 0.788 0.826 0.927 0.974 0.981 0.986 0.989
7 0.730 0.760 0.803 0.838 0.928 0.972 0.979 0.985 0.988
8 0.749 0.778 0.818 0.851 0.932 0.972 0.978 0.984 0.987
9 0.764 0.791 0.829 0.859 0.935 0.972 0.978 0.984 0.986
10 0.781 0.806 0.842 0.869 0.938 0.972 0.978 0.983 0.986
11 0.792 0.817 0.850 0.876 0.940 0.973 0.979 0.984 0.986
12 0.805 0.828 0.859 0.883 0.943 0.973 0.979 0.984 0.986
13 0.814 0.837 0.866 0.889 0.945 0.974 0.979 0.984 0.986
14 0.825 0.846 0.874 0.895 0.947 0.975 0.980 0.984 0.986
15 0.835 0.855 0.881 0.901 0.950 0.975 0.980 0.984 0.987
16 0.844 0.863 0.887 0.906 0.952 0.976 0.981 0.985 0.987
17 0.851 0.869 0.892 0.910 0.954 0.977 0.981 0.985 0.987
18 0.858 0.874 0.897 0.914 0.956 0.978 0.982 0.986 0.988
19 0.863 0.879 0.901 0.917 0.957 0.978 0.982 0.986 0.988
20 0.868 0.884 0.905 0.920 0.959 0.979 0.983 0.986 0.988
21 0.873 0.888 0.908 0.923 0.960 0.980 0.983 0.987 0.989
22 0.878 0.892 0.911 0.926 0.961 0.980 0.984 0.987 0.989
23 0.881 0.895 0.914 0.928 0.962 0.981 0.984 0.987 0.989
24 0.884 0.898 0.916 0.930 0.963 0.981 0.984 0.987 0.989
25 0.888 0.901 0.918 0.931 0.964 0.981 0.985 0.988 0.989

Tabla A.2: Tabla de valores n/p para la prueba Shapiro-Wilk [43].
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[4] Shulenina N.E.,Tikhonova K.V., Angeles V.M.A.L., Reyes R.M., Vega R., Soto E.,
Alexandrova T. B., Alexandrov V.V., Junio 2015, An output signal correction algo-
rithm for Vestibular Mechanoreceptor to stimulate passive turns, Mechanical Bulletin,
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[34] Jacobson G.P. et al., 1997, Balance Function, Assessment and Management, Plural
Publishing INC, páginas: 3-5.
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� g� �	
 �� �� �����	�	�h
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�	������	 ����� ������� ������� ������� 	 ����! 
���������	"�����
#$$%�������&���

c '��������� 
��
	����� �� (�	)��� *�������	 �� (�������+��
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$� 
� !����% �� �� &������� �� �&�'�� ��� '������ ��� ����'����
�� ��� ��(�� �����)�*����� � ���(� ���'� �+����% )������ ���"
�� �������� ��)�*����� � ���(� ��� ,���� �(&�� �� �� ��� ����� 
��� &��'��'� �� ��)�*����� ,��� ��� '����'���� �� ���&�� ��*"
���� �� &�����(�� ����* ���������� �����(������ 
� �� ����������*
�� ���� ��� &��������� �� ���&�� ��*��� '����'���� ��� ��� ��������
(�'������'�&���� �� ��� ��(�� )��������� �&&�������


� ���� &�&�� ,� ���'��� ��'� � &��������� � ��� �-�(&�� ��
��� )��������"�'���� ��.�- ��(������� ����* ��� �������* ��(����
(������ �/��&(���� ��� (�0���� �� ���'���� ���� ���'��� ���
����*��� �� ��� ����� �� ���,��� &������( 1���(���' �'��(��� 2��
�� ���( ��� '����'����3�� � *��(����' ���&��'�(��� '�����������
4�� �-�(&��% �� ��� '��� �� ��&&�����*"� &� ���'��� ,��� ��-
��*���� �� ������(% ��� ����3����� �������� �� &������� ��� � ��
��*�� �� �	5��◦ ,��� � � ���' ������ (�)�� �� � ������'� �� � (�
����� �'��(�� ��� ��� ���� �� &�����( ��'� �� �&�������� ����%
��� )��������"�'���� ��.�- ��(������� �� �(&������� �� ���6'�����
7��� ��� &�������� '��������� (����� �� )������ ��(������% ���
�����'� �� ��� '�����&�����* ���'���� �� ��� )��������� �&&������
����� �� ��� /����� ���� �� ��� &������* ��(��������

8�� �� ����(� ���� � &�������� '��������� ��0�'� &�����(� ���
�����*��"���� (������ 2���� � ,����% ��� ��0�'� ����� �� ��� ����
�� � ����3����� &����� 2 &���� ������ (������� ��� ���� �� ��*���

���



%& '(�)(� *+,&%- .'��/.�+'& %-,'�+�0� ���

����% ,� '������� ��� &����)� ���� ��� ��� '�����&�����* )��������"�'���� ��.�-� 
� ����� �� ��(����� ���
���'���� �� ������� ��(�'��'���� '����� �� �''�����'� ,��� � ���� ���'���� 94�*� �:% �� �� ��'����� �� ��'�����
��� �&�1� ��&������� ���� ��� ��� �'���� &�������� �� &��(�� �;����� ������� �� ��� ���� '���� ��� �� ��'�����
��� &�������� ���/���' �� ��� �'���� &�������� ��� ��� &��(�� �;����� ������� �� ��� ��*�� '���� <�=� #���,
,� '������� ��� &��������� �� ��'� � '����'���� �� ��� ���(�,��1 �� ��� &��)����� "&��&���� (����(���'��
(���� <�% �=�
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8�� �� ���'��� ��� *��������� &��'��� �� ��� �'���� &�������� ,��� ���� &��'��� '�� �� '��������� �� ����"
��'��������� ,��� � '������� �(&������ ��� ,��� � )������� ���/���' � ?��� ,� �� ��� '������� ��� &��&�*�����
�� ����� ����"��'��������� �� ��� ���( �� ����,�)���

��� (����(���'�� (���� ����� �� ��� ?��*1��5?�-�� �/������� <�= �� (���E�� �� <F% 	= �''�����*
�� ��� �-&���(����� ������� �������� ��� ��� )��������� �;����� ������� �� ����� ������� �� ��� (�����
���'����� �� <G% �=% ����% ��� (���� �� ����� �� ��� &� �����*�'�� &���(����� (������� �-&���(������ ��� ���
(�((����� )��������� �&&������� ��� (���� '������� ��� &�������( '������ ���'��)����� &���(���� ,����
� ��(�'� �� ���'����� � ��� A��(�*���) �/������ ��� ��� !��1�)��� &��'����� ,��� � ���'���� ��(��� ��
�������

��� (���E'����� �� ��� ?��*1��5?�-�� �/������� '������� �� ��� �����,��*�

9�: 
� ��� ��&����������� �� ��� &�������( '������ IK% ��� ���'��)����� &���(���� hK ��� IK �� �������'���

� ���� '����'����% ,� ��� ��� A��(�*���) �/������ �-&������ �� ���(� �� ��� (��� )���� �� ���� &���(�����

9��: 2 ��'����� �� ��� ����� �� ��� (����(���'�� (���� �� (����(���'��� ������������� ��'���� �� ���
�(������� �� ��� &���(���� τm ���� �� ��� ����)���)� �� ��� ���� ���( ���'�����* ��� � ��(�'� �� ���(� ��
��� (��� )���� �� ��� �'��)����� &���(���� m ��� ��� �����( '������ INa�

9���: ��� ����*��� n+ h = C = const% ,���� n �� ��� �'��)����� &���(���� ��� IK ��� h �� ��� ���'��)�����
&���(���� ��� INa% �� ���� �� ��(&��� ��� ?��*1��5?�-�� (���� �� (�� &����'������ 9��� <�=:� 
� ���
(����% �''�����* �� ��� �)������� �-&���(����� ����% ���� ����*��� �� (���E�� �� n+ h = C(V )% ,���� V ��
��� �'���� &�������� ��� ��� &��(�� �������

����% ��� (���� '�� �� ��&�������� �� ��� ���( �� ��� �����"����� ���'� �/������� ,��� � �(��� &���("
���� �� ��� ��*��"���� ���� �� ��� �/������ ���'�����* ��� � ��(�'� �� ��� ��, &���(���� hK <�=�

$/�����* ��� ���)� �(��� &���(���� �� 3���% ,� ��&������ ��� ��(&��E�� )������ �� ��� (���E�� (����
�� &��(�� �;����� ������ �'��)�� ��

Cm
dV

dt
= Isyn − INa − IK − IL, (1)

τn(V )
dn

dt
= (n∞(V )− n)Q, (2)

,����

INa = gNam
3
∞(V )(C(V )− n)(V − VNa), IK = gKn

4hK(V − VK), IL = gL(V − VL),

C(V ) = n∞(V ) + hNa∞(V ),

m∞(V ) =
1

1 + exp
(

−(V +33.8)
5.2

) , hNa(V ) =
1

1 + exp
(
V +60.5

9.9

) ,

n∞(V ) =
1

1 + exp
(

−(V +35)
5

) , τn(V ) =
68

exp
(

25+V
−15

)
+ exp

(
30+V
20

) .

?��� Isyn �� ��� � ��&��' '������H IL �� ��� ���1�*� '������H V �� ��� (�(����� &�������� �� ��� �;����� ������H
Cm �� ��� (�(����� '�&�'�� �� ��� ���)� '���H n �� ��� &���(���� ���'�����* ��� &��'��� �� &�������( '������
�'��)����� ��� '�����&�����*��

�'*.'1 (&+2/�*+�3 �/.0%&+.* 4(--/�+& 2��" �� &�" � ����
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�� �� % �������� ���� ��� �� �
� � ���� ��	 ��	���� ������
�� �
� �������� � ������ ��		���"

��� &��������� ��� ��� &�����'� ��
&�������( '������ �'��)����� &����"
'��� �� ��� &�������( '�������H hK

�� ��� &���(���� ���'�����* ��� &��"
'��� �� &�������( '������ ���'��)�"
���� ��� '�����&�����* �� ��� &���"
������ ��� ��� �����'� �� &�������(
'������ ���'��)����� &����'��� 9����
hK = h∞:H hNa �� ��� &���(���� ��"
�'�����* ��� &��'��� �� �����( '��"
���� ���'��)����� ��� '�����&�����*

�� ��� &��������� �� �����'� �� �����( '������ ���'��)����� &����'���H τn �� ��� ��(� '������� �� ��� &��'���
�� &�������( '������ �'��)�����H n∞ ��� m∞ ��� ��� ��������� )����� �� ��� �'��)����� &��'����� ��� ���
�����( ��� &�������( '�������% ���&�'��)�� H hNa∞ ��� hK∞ ��� ��� ��������� )����� �� ��� ���'��)�����
&��'����� ��� ��� �����( ��� &�������( '�������% ���&�'��)�� H Q �� ��� ��(&������� ��&�����'� ��'��� �����"
��'�� ��'���� �� ��� ��;����'� ���,��� ��� &� �����*�'�� ��(&������� ��� ��� ���( ��(&������� 9��5�	◦�:%
���'� ��� &���(����� �� ��� (���� ��� (������� �� ���( ��(&��������

	
�� �� *��!���	 ������ �� �
� � ����7 �
� �����
� ��� ��	 ����� 8�9
 8�9 :��
 �
� ������� ����������
8−45.66 �2� �
��9 ��	 I0syn = 1 μ%/��2 8�
� ���$
�� ����9� �
� ����	 ���!���	 ����� ��		������� ��
�
� �������� ����� 8−30.957 �2� �";<�9� �
� ��:$
�	 ���!���	 ����� ��		������� �� �
� ������ �����
8−39.113 �2� �"=��9 :��
 �
� ���	������ 	�!���

8�
� ���
�� ����9"

��� &���(����� �� ��� (���� ��� *�)�� �� ����� �
�� <�=�

4�*��� � ����������� ��� �����,��* ������� �� ��� ��(��"
�'�� ���� ��� �� (���� 9�:% 9�: ,��� ��� � ��&��' '������
�� '�������I

9�: ��� &���� I∗syn = 1.147 μ2/'(2 �� ��� 2������)5
?�&� �����'����� �� �����H �� ��� ��*�� ���*�������� ��
���� &����% ����� �-���� �� �������� ��� �� (&����'��� 
������ ��(�� ' '��H

9��: �� ��� ���� ���*�������� 9���H ���F�: �� ���� �����"
'����� &����% ����� �-���� � &���� �����'��� 9�� �� (&���"
�'��� ������ ��'��:H

9���: ��� &��� 9��++H ���F�: �� ��� ���� ���*�������� ��
��� �����'����� �����)�� ,���� ����� �-��� �,� �����'����
,��� ��� '�����&�����* ��*���� �� �����'�����

4�*��� � ����������� ����� �,� �����'���� ��� ����� ��"
*���� �� �����'����� 7��� ��� � ��&��' ��&�� '������ ��
'�������% ����% �� ��� �����'����� �����)�� ��� � ���( �-"
&������ � 9�: ��� 9�: �� � �������� ���'����� � ��(�'
� ���( 9�''�����* �� ��� >���� �*��52������) '�����E"
'�����:�
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$48$B

��� ��(��� �� &����'������ ��)���� �� ��� �-&���(����� ������� �� ��� *��)���' ���(������� ��� ���
)��������� �&&������ �� '�������� ��'������* �� ��'���  ���� <J=� 2� ��� ���� �����&� �����* 8�������� ��
2�����(��� ���)����� �� >����� 9!�-�'�:% � ���� &��'�(��� �� F ���'������ �� ��� (������ &��'��� �� ���
�''�&���� ���� �� &��&�����

4�*��� F ����������� � �'��(� �� *��)���' ���(������� '�����&�����* �� ���� �&&���'�� 
� ����� �� ���( ���
��*���� �� *��)���' ���(������� ����* ��� �,� ���'������ �� ��� ���� &��� �� ��� '����'���% ,� '����� � ����'����
�� ��� '����'���� ��*�����( �''�����* �� ��� �-&���(��� ���'����� �� ��� ��'���� � �� ���� &�&��� ���'� ���
�����*��"���� (����� �� &�����(�� ������ ��� ����% ��� ���'���� �� ��� ������� ��(�'��'���� '����� �� ������ ���
��� )���� �� ��� '������� � ��&��' '������ �� 9�: �����*� �� ��� ���� ���*�������� �� ��� �����'����� &�����
��, ,� ����(� ���� ���� )���� �����*� �� ��� �����'����� �����)�� 94�*� �: ��� ���� ��� ������� '���������
�� � ���( 9�:% 9�: �����* �� ��� �����'���� ��*��� �� ��� &���� �����'��� 94�*� �:� 
� ����� �� '����� ���
���&� �� ��� ��&�� ��*��� ��� ��� *��)���' ���(�������% ���'�% ,� '�� ��� ��� ������ �/������� �-&������ ��
���(� �� ��)������� ���( ��� ������ ��'��� �� �''�(&���� ����% ,� '������� ��� ��(�")�� ��* *��)���' '������
P1(t) �� �� ������)� '����'���� �� ��� ���&�� ��*��� ���( ��� &��(�� ������� ���'� ��� ������ � ���(�-&������

�'*.'1 (&+2/�*+�3 �/.0%&+.* 4(--/�+& 2��" �� &�" � ����
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��� :��
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Resumen We present a mathematical model that can be used to correct the output signals
from the vestibular system, this is a modified model of Hodgkin-Huxley type with functional
parameters experimentally determined in vestibular neurons isolated. From a mathematical
and computational analysis of this model when we add white Gaussian noise and galvanic
stimulation we are found that it is possible to use galvanic vestibular low current to correct
the signals of the natural vestibular system. With these results we designed an algorithm that
can be used in training pilots to simulate the vestibulo-ocular reflex during a passive rotation
of the head.

1. INTRODUCTION
Is under investigation how the vestibular apparatus and oculomotor system sense the
movement when are subjected in extreme situations because they are essential for personal
navigation. Sensors of the vestibular apparatus including the semicircular canals and otolith
organs are inertial biosensors. With extreme conditions of movement (microgravity,
overload), when there are disorders of the vestibular apparatus, or due to aging, the
functioning of these sensors is limited. This creates the need for its correction. For this
purpose various prototypes of vestibular prostheses have been proposed [1, 2, 3], but in the
clinical practice they have not yet been implemented. One condition for the successful
development of a vestibular function corrector is to design a software and device to detect and
analyze human movement and generate the necessary corrective signals. In this work, the
mathematical model of primary neuron activity, which is an output signal of vestibular inertial
biosensors, is presented. A brief description of the model dynamics is presented in this work.
The model can process corrective signal of the vestibular output in varied conditions. It has
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been found that in microgravity there is a gaze stabilization lag, which can lead to disastrous
results for manual control of a spacecraft, or for working in open space [4]. In these
circumstances the need for correction of vestibular function of vestibule-ocular reflex is
needed. Improving the professionalism of the pilots can be achieved with the help of
simulators. We also propose the use of an algorithm developed for flight simulation that can
be used in training. For these purposes, the use of surface electrodes to apply vestibular
galvanic stimulation is proposed [5]. This raises a question about the adequate parameters for
the galvanic stimulation to be used to avoid unwanted side effects. We found that a weaker
galvanic current can be applied using stochastic resonance.

2. MATHEMATICAL HODGKIN-HUXLEY MODIFIED MODEL OF
VESTIBULAR     AFFERENT NEURON

We present a mathematical model to generation of action potentials of vestibular afferent
neuron. We shall consider a description of action-potential- generation stochastic process,
where the latter represents self induced relaxation oscillations with constant amplitude and
time variant frequency (propagation of these auto oscillations in the form of auto-waves is not
being considered here).
The mathematical model is based on the Hodgkin-Huxley equations [6], and was developed to
simulate the action potential discharge dynamics of the vestibular afferent neurons of the rat
[7, 8]. In contrast with other models [9, 10], our model is based in experimentally defined
physiological parameters obtained from mammalian vestibule; and it includes a new
coordinate related to the inactivation parameter of the potassium current, whose dynamics is
described by the Kolmogorov equation for the Markov processes with a discrete number of
states.
The novelties of the modified system that we are proposing are the following:
In the description of the potassium current (Ik), we introduced an inactivation parameter hk of
the Ik and as a consequence we use one more equation of Kolmogorov for the description on
the average dynamics of this parameter [8]. The reduction of an order of the mathematical
model in the presence of a small parameter τm at a derivative of the subsystem describing the
average dynamics of the activation parameter m of Ik has been justified. The integral n+h=c=
constant, where n is the activation parameter of the Ik and h is the inactivation parameter of
the sodium current (INa), were used as a simplification of the Hodgkin-Huxley equations in
various models. In our work it is modified according to experimental data as n+h=C(V)
where V is the membrane voltage. Thus, the modified Hodgkin-Huxley model is introduced in
Couchy’s third order form with small parameter on the right side of the equation, with the
perturbation describing the probabilistic parameter dynamics hk [8]. In this work we do not
consider the time dependence of this parameter. Here the modified Hodgkin-Huxley model is
introduced as a second order system:

LKNacomm IIII
dt

dV
C  (1)

QnVn
dt

dn
Vn ))(()(   (2)
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Where
 Icom = Icom(Isyn, Icor) is the input current, Isyn - synaptic current, Icor - output signal of

corrector (galvanic current).

 V – variable “membrane potential” of afferent neuron.
 n – variable, which describes the process of potassium current activation. This

parameter is a probability of the presence of potassium current activation particle in the
potassium channels,

 hk - a parameter, which describes the process of potassium current inactivation. This
parameter represents the probability of absence of potassium current inactivation
particles.

 hNa – a parameter, which describes the process of sodium current inactivation,

 τn – time constant of potassium current activation process,

 n∞, m∞ - stationary values of potassium and sodium current activation processes,

 hNa∞, hK- stationary values of potassium an sodium current inactivation processes,

 Q –parameter “temperature factor”.
Numerical parameters are shown in table 1.

Numerical
Parameters

Value Units Numerical
Parameters

Value Units

Cm 1 µF/cm2 Q 6.47
VNa 52 mV Isyn* 1.1477 µA/cm2

VK -84 mV gNa 2.3 mS/cm2

VL -63 mV gK 2.4 mS/cm2

hK 0.73 gL 0.03 mS/cm2

Table 1. Model parameters.
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Computer analysis of average stochastic activity in primary afferent neuron (1-2), which form
the output of vestibular apparatus lead to the following results:
With the constant synaptic current Icom = Isyn, that has a value in the interval [0.1, 70]
(µA/cm2) there is only a point Hopf bifurcation Isyn* = 1.1477 µA/cm2 which is the "center".
To the left of this point there is a single critical point that is an asymptotically stable focus. To
the right, there is a single critical point that is an unstable focus (Figure 1). For some values of
Isyn in the left side of Isyn* (Figure 1) there is a stable focus and for Isyn in the right side of Isyn*

(unstable focus) there is a limit cycle. Thus, the bifurcation point is the threshold sensitivity to
inertial vestibular biosensors. If synaptic current is less than 1.1447 µA/cm2, for initial
conditions in attraction region of a stable focus there are not action potentials generation, but

Figure 1. Localization critical points to model (1-2) in the interval [0.1, 70] (µA/cm2).

Figure 2. Limit cycle. Phase space diagram of the model (1-2) with a bifurcation point Isyn* = 1.1477
(µA/cm2). The star is a critical point, an unstable focus with coordinates (-38.1131mV, 0.3052) and her

attraction region in red. A path is shown with Icom =1 (µA/cm2).
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for initial conditions in attraction region of the limit cycle there are action potentials
generation, if the synaptic current is more than Isyn* a burst of action potentials is generated
(Figure 2). The presence of an unstable focus is accompanied by the existence of an attractor
that is an asymptotically orbital stable limit cycle. Frequency of action potential discharge,
corresponding to the limit cycle is proportional to synaptic current value; action potentials
amplitude is constant (Figure 2). Thus, bifurcation point is a sensitivity threshold of inertial
vestibular biosensors. If synaptic current is less than 1.1447 µA/cm2, there may be only a
single action potential.  If the synaptic current is more than Isyn*, a burst action potentials is
generated (Figure 2).
For our modified simplified model of the second order were found: The Andronov-Hopf
bifurcation point; two attractors: asymptotic stable focus and orbital asymptotic stable limit
cycle; bifurcation interval when there are two attractor with correspondent areas of attraction.
In this way, our Hodgkin-Huxley modified mathematical model with synaptic input current
belonging to the bifurcation interval is a bistable (on the classification of Pontryagin-
Andronov) dynamical system.

3. STOCHASTIC ANALYSIS OF DE HODGKIN-HUXLEY MODIFIED MODEL

Article [9] provides a review of works about presence of a stochastic component in
deterministic models of the Hodgkin-Huxley type. Of three options, the presence of stochastic
components has been chosen the most simple variant of the three listed options of the
presence of the stochastic components where the synaptic current propagation has been
chosen as a sum of two terms (Equation 3), the no stationary-average Isyn(t) that presents in
traditional Hodgkin-Huxley type models and Gaussian white noise G(t).
Experiments have shown [13, 14] that when white noise of a certain intensity was added to
the program signal. Icom=Isyn+Icor=Isyn+ε(P(t)+rG(t)) where rG(t) is Gaussian white noise with
intensity "r" it is possible to get stochastic resonance. This makes the galvanic stimulation
more effective and allows the use of a weaker current. As a criterion, consider the finding of a
maximum of the average number of action potentials ( NSP ) on a given interval with variable
intensity of Gaussian white noise "r". NSP - number of spikes (Figure 3B). For modeling let
us assume Isyn=ε(Isyn(t)+rG(t)). To model the stochastic component rG(t), based on [13], we

Figure 3. A. The model output without noise. B. The model output with noise.

A. B.

V (mV) V (mV)
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apply the Ornstein-Ulenbeck process U(t) with the correlational function Ru(s)=(1/2c)Exp (-
|s|/c), dispersion 1/2c and one sided spectral density Ψu

o.s.(ω)=2/(1+c2ω2)(which is connected
with the spectral density as Ψu

o.s.(ω)= Ψu
.(ω)+ Ψu

.(-ω). Then the process G(t)= (2c)1/2U(t) is
characterized by one side spectral density ΨG

o.s.(ω)=4c/(1+c2ω2).
Results correspond with the value c=0.01, at which we can examine rG(t) as a process with
spectral density close to constant value γ2=2cr2 (where γ is the intensity of the white noise
γG0(t)). We shall note that the dimension of coefficient r equals µA/cm2, whereas that of G(t)
process is dimensionless.
For G(t) we can apply an approximation with Katz-Shinozaki series GN(t)=(2/N)1/2ΣN

i=1Cos
(ωit+φoi), where phases are uniformly distributed in the interval [0,2π], and frequency
distribution is characterized by the following density of probability
fω(ω)=(1/2π)ΨG

o.s.(ω)=(1/π)(2c/(1+c2ω2)) (figure 3). Calculations were done under Matlab
environment with N=100.The second order equation system was integrated applying Matlab
function ode23 at constant value εP(t)=0.98 µA/cm2 t є [t1, t2]=[1.5; 3] (seconds) and different
realizations rG(t), which correspond to different values r and at the same starting condition
(V, n)=(-39 (mV); 0,3).
Figure 4 shows the dependence of this statistical evaluation at different intensity values of

“r”. The presence of a maximum allows to ascertain that it is possible to select an optimal
intensity of white noise in the second block of the corrector (Figure 5). In each of the five
evaluations with length 1000 ms for ten intensity values r, the number of action potentials has
been calculated (thus, at every value r we have a selection with scope 10 for random variable
NSP). In Figure 4 shows the dependence of mean NSP from intensity γ2=2cr2.
Thus, when t є [t1; t2], εP(t) are fixed we have a maximum of the average number NSP .
Applying Shapiro consent criterion, it can be shown that the necessary condition of the
hypothesis of normality of the NSP probability distribution are fulfilled. Confidence intervals
of statistical evaluation to NSP , corresponding to the normal distribution were shown in [15].
Therefore, it can be assumed that the stochastic component:

(3)

Figure 4. Average number (0 to 30) of action potentials NSP (with Icom = 0.98 µA/cm2and n=10
realizations.
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Then the Equation 1 can be written in next form:

(1’)
G - Gaussian white noise.

- Optimal intensity of Gaussian white noise for stochastic resonance.
- Galvanic current intensity.

4. AUTOMATIC CORRECTION WITH GALVANIC STIMULATION

Let us consider experiments in movement simulation [11, 12]. Due to geometric constraints
on the kinematics of the dynamic simulator platform, galvanic stimulation of the vestibular
apparatus is used in order to simulate the effects of inertial forces encountered in flight and to
act on the gravito-inertial mechanoreceptors and other inertial biosensors. Absence or
presence of inertial forces can be described by the piecewise continuous function P(t) that
corresponds to the small galvanic current Icor=P(t) (Fig. 5). P0≡0 on [t0, t1] and P1≡ constant
is not zero on the [t1, t2]. Here P(t) is the program signal generated in accordance with the
dynamics of controlled flight. Let us suppose that the synaptic current Isyn is less than Isyn*

because the simulator platform is motionless. Then the presence of Icom=Isyn on the interval [t0,
t1], that corresponds to the absence of inertial forces, does not lead to the relaxation auto
oscillation (Figure 3A, t0 ≤ t ≤ t1). If there is an inertial force presence, the program signal P(t)
is not zero on the interval [t1, t2] and produce a burst of action potentials with high frequency.
Here the model (1’-2) is introduced as second order system with small galvanic current P(t)
(Equation 3).
Recently, the number of publications based on results of experimental researches of the
galvanic vestibular stimulation efficiency is increasing rapidly [14]. The most secure
placement of electrodes have been suggested on the mastoideus (Figure 6). Within the
framework of the discussion among physiologists about galvanic stimulation effects on
different parts of vestibular mechanoreceptor, let us consider the simplest variant of influence
to galvanic current on the primary vestibular neuron.
Let us consider the stimulation scheme of vestibular-ocular reflex for passive rotation of the
head to the left (Figure 7). Suppose that it started turning. In order to reproduce the desired
response of lateral semicircular canals that corresponds to real reaction, you should increase
the frequency of impulses (spikes) from the left canal primary neuron and, if possible reduce
the frequency of impulses from the right canal primary neuron.
Thus, if at the beginning of the motility the synaptic current value is located at the bifurcation
interval and initial conditions of the model in the presence of galvanic correction belong to the
attraction domain of stable focus, then for the search of algorithm parameters, you can use the

Figure. 5. Block diagram for vestibular inertial biosensors corrector.
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bilinear equation in deviations from a point attractor. Then we have a constant action galvanic
signal P(t), which is the galvanic current that presents in bilinear  model as an additive
correction and parametric correction that modifies theconductivity of sodium and potassium
currents.
Coefficients by P(t) are adjusted experimentally, the function P(t) can choose as picewise
constantfunction with  double-frequency compared to its own frequency in the absence of
additive component. Following the work on stochastic  models of Hodgkin-Huxley –type the
Gausssian White noise to thepermanent synaptic current can be added. Figure 9 the
effectiveness of the proposed  the galvanic correction algorithm compared with the situation
when this correction is not available.When galvanic correction is not available, spikes are
absent, which leads to the vestíbulo-ocularconflict(VOR imitation is misssing). Given the
presence of White noise, then there are spikes bursting (16 spikesper second). At galvanic
correction spikes number increases up to 26 per second.

5. CONCLUSIONS

Thus, if at the beginning of the motility the synaptic current value is located at the bifurcation
interval and initial conditions of the model in the presence of galvanic correction (Eq. 3)
belong to the domain of attraction of stable focus, then for the search of algorithm parameters,
you can use the bilinear equation in deviations from a point attractor. Then we have a constant
action galvanic signal P(t), which is the galvanic current that presents in bilinear  model as an
additive correction and parametric correction that modifies the conductivity of sodium and
potassium currents.

Figure 6. Scheme of automatic vestibular corrector. Figure 7. Scheme of vestibular-ocular reflex when the
head have a passive rotation to the left.

A. B.

C.

Figure 8. Realizations of model (1’- 3). A. For γ = γ1 = 0. B. When γ = 0.2, γ1 = 0. C. For γ = 0.2, γ1 =
1. Here Ist = 1 µA/cm2 with initial conditions (V0, n0) = (-37, 0.5) and an unstable critical point (Vc, nc)

= (-39.1131mV, 0.3052).
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bilinear equations in deviations from a point attractor. Then we have a constant action
galvanic signal P(t), which is the galvanic current that presents in bilinear  model as an
additive correction and parametric correction that modifies the conductivity of sodium and
potassium current.
Coefficients by P(t) are adjusted experimentally, the function P(t) can choose as picewise
constant function with  double-frequency compared to its own frequency in the absence of
additive component. Following the work on stochastic models of Hodgkin-Huxley type the
Gaussian white noise to the permanent synaptic current can be added. Figure 8 show the
effectiveness of the proposed galvanic correction algorithm compared with the situation when
this correction is not available.
When galvanic correction is not available, spikes are absent (Figure 8A), which leads to the
vestibulo-ocular conflict (VOR imitation is missing). Given the presence of white noise, then
there are spikes bursting (16 spikes per second, Figure 8B). At galvanic correction spikes
number increases up to 26 per second (Figure (8C).

5. CONCLUSIONS

 A simplified mathematical model of the primary neuron activity of vestibular apparatus has
been developed. The model describes in average the signal formation that is a stochastic
Markov process. It gives the output information from gravito-inercial mechanoreceptors of
the otolith and inertial biosensors of semicircular canals as a variable frequency of spikes.
This model can be used to process correction signals of the vestibular apparatus output.

 The mathematical model and computer simulation show that applying Gaussian white
noise of optimal intensity in addition to the program signal increases the number of action
potentials at a fixed time interval due to the presence of stochastic resonance. Thus, a
weaker galvanic stimulation can be used.

 Our results open the possibility of generating a pattern of the corrective output signal (Icor)
as in (3), and using it in the simulator to train pilots. The software component of a
corrective signal is formed by an algorithm of the dynamic simulation of controlled flight
in real time. It is accompanied by Gaussian white noise of optimal intensity and vestibular
galvanic current, which are from a table determined by the function of two parameters
( and ). The table is created prior to training with the use of models (1’), (2) and (3).

 To analyze the possibility of correction of the vestibular output signal it has been
developed a functional scheme, whose output is used as an input to model system to
generate the correction signals.
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