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Introduccion

Antecedentes

La teoria de las ecuaciones integrales, a menudo originada por pro-
blemas fisicos, ha dado lugar al estudio de teorias abstractas del analisis
funcional.

A principios de 1900, I. Fredholm estudiaba ecuaciones del tipo

u(e) = f(a) + / k(e )uly)dy, u, f € C(la,b),

k € (Cla,b] x Cla,b]), ahora conocidas como ecuaciones de Fredholm
de segunda especie [27], donde f es conocida y u es la incdgnita. Esta
ecuacion aparece al resolver el problema de Dirichlet (véase [29, Seccién

VL4]).

Definamos el operador K : C([a, b)) — C([a, b]) mediante

(Ku)a) = [ b y)uty)dy,
b
asi, la ecuacion original queda
u=f+ Ku,

luego

f=U-K)u.

Para encontrar el valor de la incégnita u hay que estudiar el operador
I — K. Por ejemplo, si supiéramos que I — K es invertible, la solucion
seria

u=(I—K)'f.

VI
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Pero lo que si sabemos es que K es un operador compacto, luego
T = (I — K) tiene propiedades interesantes (véase [32, Teorema IV.3.2]):

(a) dim KerT < oo,
(b) dimH/R(T) < ooy
(c) R(T) es cerrado.

A los operadores que cumplen (a), (b) y (c) se les conoce como operadores
de Fredholm y al conjunto o.(7") = {\ € C: (T"— AI) no es Fredholm}
como espectro esencial (espectro Fredholm) de 7.

Los trabajos de Fredholm llevaron a Hilbert a estudiar, alrededor del
ano 1910, ciertas ecuaciones integrales y sus aplicaciones a la fisica ma-
tematica. Hilbert, en esa misma época, desarrollé la teoria espectral inspi-
rado en los trabajos que Fredholm habfia realizado. Al igual que Fredholm,
Hilbert comenzé su estudio mediante ecuaciones integrales, dandose cuen-
ta que podria obtener resultados analogos de una forma mas sencilla si
consideraba el espacio de funciones L?. Sus estudios llevaron a definir
lo que ahora se conoce como espacios de Hilbert y marcaron el inicio
del estudio de los operadores llamados auto-adjuntos. Para una discusién
histérica mas detallada de los inicios de la moderna teoria de operadores,
remitimos al lector al libro de Pietsch [28].

Se ha estudiado ampliamente la teoria de Fredholm en el caso de
espacios de Hilbert separables, de hecho, es la forma en que se presenta
en los libros clasicos de andlisis funcional (por ejemplo, en [32]). Para
espacios de Hilbert no separables, podemos considerar varios cardinales
infinitos (vednse, por ejemplo, [2], [3], [4], [5], [6], entre otros).

Dado un espacio de Hilbert separable H, se tiene que dim H = Ny,
donde Ny es la cardinalidad de los ntimeros naturales. En este caso, para
un operador de Fredholm T resulta que n(7) = dim KerT < N,.

Para espacios de Hilbert no separables, dim H = h con h > N;. Con-
sideremos un nimero cardinal a, 8y < a < h, resulta natural estudiar el
caso en que n(7T) < a y el concepto de subespacio a-cerrado. Un subes-
pacio A de H es a-cerrado si existe un subespacio F de H tal que £ C A
y dim(ANE*) < a.

Se llega de manera natural a la definicién de los operadores a-Fredholm
[18] v a la definicién del espectro a-Fredholm. Un operador T es a-
Fredholm si:
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(a) R(T) es a-cerrado,
(b) dmKerT < ay
(c) dim R(T)* < a.

El espectro a-Fredholm de T es:

oo (T){A € C: (T — A\I) no es a-Fredholm}.

Es claro que un operador de Fredholm, en el sentido usual, es un opera-
dor Np-Fredholm. En este sentido, la teoria a-Fredholm es una
generalizacion de la teoria de Fredholm.

En trabajos recientes, P. Dharmarha presenta la definicién de espec-
tro a-Weyl con un indice abstracto, sin embargo, al tratar de generalizar
algunas propiedades del espectro Weyl con dicho indice, existen algunas
limitaciones, por lo que nos damos a la tarea de proporcionar otra de-
finicion de indice, tomando como referencia los trabajos de L. Burlando
[8], 1o que nos permite obtener resultados nuevos referentes al espectro
a-Fredholm sin necesidad de trabajar con el indice abstracto que P. Dhar-
marha presenta en [12], [13].

Objetivos

Se ha estudiado ampliamente la teoria de los operadores de Fredholm
en espacios de Hilbert de dimensién finita, pero para espacios de Hilbert
no separables. Hasta la década de los sesenta no se le habia otorgado
tanto interés. G. Edgar, J. Ernest y S. G. Lee generalizan los operadores
de Fredhom y, como se menciona anteriormente, en [18] presentan nuevas
definiciones, tales como espacio a-cerrado, lo que les permite generalizar
los operadores de Fredholm a lo que llamaron operadores a-Fredholm.
Ellos presentan una serie de propiedades andlogas a los operadores de
Fredholm, una muy importante fue el Teorema de Atkinson generaliza-
do. En anos recientes, P. Dharmarha retomé el estudio de los operadores
a-Fredholm [12]; en dicho trabajo presenta nuevas propiedades que éstos
tienen, analogas a las propiedades de los operadores de Fredholm; tam-
bién en tal trabajo, presenta una nueva definicién de operadores a-Weyl,
definicién que generaliza a los operadores de Weyl y, para ello, define un
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indice abstracto con el que trata de generalizar la definicién de indice
usual de operadores.

El objetivo de este trabajo consiste en estudiar con mas detalle la
teoria de los operadores a-Fredholm; ver qué otras propiedades analogas
a las de los operadores de Fredholm se cumplen; analizar la Teoria de
las regularidades y determinar si los operadores a-Fredholm se puede
considerar como una regularidad.

A partir de los trabajos de P. Dharmarha, continuar con el estudio
de los operadores de Weyl y analizar dichos operadores para espacios
de Hilbert no separables, asi como salvar el problema de indice que se
presenta al trabajar con el indice abstracto que P. Dharmara definié, para
alcanzar una definicion de operadores a-Weyl y, asi, definir el espectro
Weyl de peso «, analizar algunas de las propiedades de este espectro y
ver qué se puede decir con respecto a la definicion de espectro que Yadav
y Arora en [35] presentaron y nuestra definicién de espectro Weyl de peso
«. También, se tratara de introducir operadores Weyl generalizados para
extender la definicién dada en [15].

Resultados

(1) Dada la definicién de operadores a-Fredholm, se da una serie de
propiedades y se presenta en el Capitulo 2 un ejemplo de operadores
a-Fredhom. Con este ejemplo mostramos que existen operadores a-
Fredholm que no son Fredholm.

(2) En el Capitulo 2, para o y (3, nimeros cardinales tales que Ny <
a < f3, se presenta un ejemplo en el que se muestra que no todo
operador -Fredholm es a-Fredholm.

(3) Se demuestra en el Capitulo 2 que el conjunto de operadores a-
Fredholm (®,(H)) es un conjunto abierto en B(H).

(4) Hay un resultado en el Capitulo 2: el que muestra que para 7,5
operadores en B(H) tales que T'S € ®,(H) y R(T) a-cerrado, T es
semi a-Fredholm inferior y S es semi a-Fredholm superior.

(5) Se demuestra también, en el Capitulo 2, que para a; y g nimeros
cardinales tales que 0 < a3 < as < h (h = dimH), ®,,(H) C
., (H).
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(6) Otro resultado que se obtiene en este trabajo de investigacion es
el siguiente: para un numero cardinal a tal que Ny < a y para un
operador T' € ®,(H) y un operador K € F,, se tiene que T+ K es
también a-Fredholm.

(7) Para dos operadores S 'y T en B(H) se tiene que si T'S € ®,(H),
entonces T' € @, (H) si y sélo si S € O, (H).

(8) Dados dos operadores S y T tales que T'S € ¢, y dim Ker(T) < a,
entonces S, T € ®,(H).

(9) Se puede observar también que dados dos operadores S y T tales
que TS € ®,, R(S) a-cerrado y dim R(S)t < «, entonces S,T €
o, (H).

(10) En el Capitulo 2 se aporta también el resultado siguiente: para dos
operadores S,T € B(H), se demuestra que ST € ®,(H), n(S) < «
y R(S) es a-cerrado si y sélo si ST € ®,(H), d(S) < « si y sdlo si
S, T e ®,(H).

(11) Se demuestra en el Capitulo 2 que el espectro a-Fredholm es una
funcién semi continua superior en B(H).

(12) Otro resultado que se obtiene es el siguiente: en un espacio de Hil-
bert H, ®(H) =J>~, ®,.(H).

n=1 "N

(13) También, para T' € B(H), 0.(T) = (., on(T).

n=1

(14) Otro resultado del Capitulo 2 es: en un espacio de Hilbert H,
dimH = h y para a un numero cardinal tal que Ny < a < h.
Entonces ®(H) C My, ca<n Pal(H).

(15) Como consecuencia del resultado anterior se tuvo, para T € B(H),
o.(T) 2 UN0<cx§h 0a(T).

(16) Estudiando la teoria de las regularidades, se demostré que el con-
junto de operadores a-Fredholm es una regularidad, lo que permite
la generalizacién del teorema de la transformacion espectral para
funciones analiticas.

(17) En el Capitulo 3 se define el espectro a-Weyl de la siguiente manera:

awy(T) = {\ € C: T—AI no es un operador a—Weyl}

={AeC:A¢0,(T)oinds(T—AI) # 0, para algin g, X, < § < a}.
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(18) Un resultado que se obtuvo en el Capitulo 3 es que: para T' € B(H)
y a un numero cardinal tal que Ny < o < h. El espectro a-Weyl de
peso a que Yadav y Arora definieron (aw(T') = gz, (T + K) )
y el espectro aws(T) que nosotros definimos son equivalentes.

(19) @o(H) =
{I'e B(H):T € ®,(H) eind 4(T) =0, para toda X, < § < a}.

Para T un operador sobre B(H) y « un nimero cardinal tal que
Ny < a < h, se obtiene que las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) T € g (H);
(ii) n(T) = n(T*) < ay R(T) es a-cerrado;
(ili) d(T) = d(T™) < «a.

(20) Para T un operador sobre B(H) y « un numero cardinal tal que
Ny < a < h, se demuestra:

(i) ®°(H) es abierto.
(i) Si 7,5 € ®%(H), entonces T'S € ®%(H).
(iii) SiT € ®°(H) y K € F,, entonces T + K € ®°(H).
(21) El conjunto de los operadores Weyl generalizados, en notacién @2(1{ ),

€S
Og(H) = Upy<acn®a(H).

Por lo que se obtienen los resultados:
(i) SiT,S € ®)(H), entonces T'S € ®)(H).
(i) Si T € ®)(H) y K € K(H), entonces T + K € ®)(H).
(iii) ®Y(H) es abierto en B(H).
Estos resultados fueron publicados en: “a-Fredholm spectrum of Hil-
bert space operators” (publicado en The Journal of the Indian Mathema-

tical Society) y “On a-Weyl operatos” (publicado en Advances in Pure
Mathematics).



Capitulo 1

Operadores de Fredholm

En este capitulo se presentan resultados bésicos de la teoria de los
operadores de Fredholm. Se presta atencién al Teorema de Atkinson y
algunas propiedades de estos operadores, pues sirven de motivacion del
siguiente capitulo. La mayor parte de los resultados son resultados clasicos
tomados de [9], [21], [23], [24], [32] v [33].

1.1. Preliminares

Una operaciéon interna en un conjunto G es una aplicacion
% : G x G — G. Escribiremos a * a en lugar de x(a, b).

Un grupo es un conjunto GG con una operacién * que verifica las si-
guientes propiedades:

(i) g*x (hxk) = (g % h) * k para cualesquiera g, h,k € G (propiedad
asociativa).

(ii) Existe 1 € G (elemento neutro) tal que 1xg = g*1 = ¢ para cualquier
ge€q.
(iii) Para cada g € G existe g~' € G (elemento inverso) tal que gx g~ =
glxg=1.
Si ademas

(iv) gh = hg para cualesquiera g,h € G (propiedad conmutativa), en-
tonces se dice que G es un grupo abeliano.
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Normalmente, se omite el signo * si ello no da lugar a confusion. Es
también habitual denotar la operacion con el simbolo + cuando el grupo
es abeliano, en cuyo caso el elemento neutro se denota con 0 y el inverso
de g con —g. A la operacién + se llama usualmente suma y a la operacion
x, producto.

Definicién 1.1.1. Un anillo es un conjunto A con dos operaciones in-
ternas, + y *, tales que (A, +) es un grupo abeliano, y se verifican las
propiedades:

(i) (a+b)xc=axc+bxcyax*(b+c)=axb+ axc para cualesquiera
a,b,c € A (distributividad del producto respecto de la suma).

(ii) ax(bxc) = (axb)*c para cualesquiera a, b, c € A (asociatividad del
producto).

El anillo se dice conmutativo si ademaés se verifica
(iii) a*b = bxa para cualesquiera a,b € A (conmutatividad del producto).

Y se dice con unidad si se verifica:

(iv) Existe 1 € Atal que axl = 1xa = a para cualquier a € A (existencia
de elemento neutro para el producto).

El elemento neutro para la suma usualmente se denota por 0, y al
inverso de a por —a.

Definicién 1.1.2. Una unidad en un anillo A es un elemento a € A
que tiene inverso para el producto, es decir, que existe a=* € A tal que
aa™! = a7'a = 1. Un anillo en el que todos los elementos a # 0 son

unidades es un campo.

Definicién 1.1.3. Sea F un campo. Un espacio lineal o vectorial sobre F,
en notacién (X, F, 4, %), consta de lo siguiente:

1. Un conjunto X # (), cuyos elementos se llaman vectores.

2. Una operacién binaria en X, llamada adicién de vectores (o suma
de vectores), denotada por + tal que (X, +) es un grupo.

3. Una operacién binaria de F x X en X, llamada multiplicacion es-
calar, que a cada escalar k € ' y cada vector z € X les asocia otro
vector kx € X, y que cumple:
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» Para todo z € X, 1z = .
» Para cualesquiera k,l € F, y cualquier x € X, (kl)x = k(lx).
4. Ademas, se pide que se cumplan las dos leyes distributivas:
» Para todo k € F, y para cualesquiera =,y € X, k(z + y) =
kx + ky.
» Para cualesquiera k,l € F, y cualquier z € X, (k + )z =
kx + lx.

Si F = R decimos simplemente que X es un espacio real, y si F = C
decimos que X es un espacio complejo. Sea S un subconjunto de un
espacio vectorial X sobre F. Decimos que S es un subespacio vectorial
de X sobre F (o simplemente un subespacio de X) si S es no vacio y
ademas es un espacio vectorial sobre [F con respecto a las restricciones de
operaciones definidas sobre X.

Sea X un espacio lineal sobre un campo F. Una funcién

|I-]]:X—=R

es una norma sobre X si se satisfacen las siguientes condiciones para todos
los vectores x,y € X y todos los escalares k € F:

(i) [|=]| >0,

(ii) ||z|| =0 siy sélo si z =0,
(iii) (kx| = [kll[=]],

(iv) llz+yll < =] + [[yll.

Un espacio lineal X dotado con una norma se llama espacio norma-
do (espacio lineal normado o espacio vectorial normado). Un espacio de
Banach es un espacio normado completo.

Definicién 1.1.4. Sea X un espacio lineal sobre F. Un producto escalar
(o producto interno) definido sobre X es una aplicacién (,) : X x X — F
que verifica ser:

(1) Definida positiva: (z,z) > 0 para toda x € X,y (z,z) =0 < 2 = 0.
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(2) Lineal por la derecha: (z, Az + py) = Mz, x) + u(z,y) para toda
x,y,z € X y para toda A\, u € F.

(3) Hermitica: (Simétrica si el campo es R): (z,y) = (y,z) para toda
x,y € X.

Observaciéon 1.1.1. Sea X un espacio con producto interno y sean u, v €
X. Si (z,u) = (z,v) para toda € X, entonces u = v.

Lema 1.1.1. [30, Lema 3.12] Sea X un espacio con producto interno,
x,y,z € X y A\ u € F. Entonces,

(@) (0,y) = (z,0) = 0;
(b) (z, Xy + pz) = Mz, y) + iz, 2);
(€) (x4 py, Az + py) = Mz, 2) + Nz, y) + pX{y, ) + [ul*(y,y).

Lema 1.1.2. [30, Lema 3.13] Sea X un espacio con pruducto interno y
sean r,y € X. Entonces,

(a) [{z,y)]> < (z,7){y,y) (desigualdad de Cauchy-Schwarz);

(b) la funcién || - || : X — R definida por ||z|| = (z,2)*/? es una norma
sobre X.
La norma ||z|| = (z,x)"/? definida en el Lema 1.1.2 sobre el espacio

X con producto interno es llamada la norma inducida por el producto
interno (, ).

Definicién 1.1.5. Un espacio pre-Hilbert es una pareja (H,(,)). Los
subespacios lineales de (H,(,)) heredan por restriccién el producto es-
calar.

Se llega de manera natural a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.6. Un espacio pre-Hilbert completo en su norma indu-
cida por el producto interno se denomina espacio de Hilbert denotado
por (H,(,)). Para nuestra comodidad denotamos al espacio de Hilbert
Unicamente por H.

Definicién 1.1.7. Dos vectores x,y se dicen ortogonales si (x,y) = 0. Lo
denotaremos por x_Ly. Diremos que un conjunto de vectores S es ortogo-
nal si todas sus parejas de vectores distintos son ortogonales. Si ademés
(x,z) = 1 para todo x € S, diremos que el conjunto es ortonormal. Dos
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conjuntos Sp, Sy se dicen ortogonales si todas las parejas formadas por
un vector de S; y un vector de S5 son ortogonales.

Definicién 1.1.8. Sea un subconjunto A C H de un espacio de Hil-
bert (H,(,)). Se define y denota el complemento ortogonal de A como
At ={z e H:zlA}

1.2. Transformaciones Lineales

Una aplicacién T : X — Y, con X e Y espacios lineales (ambos reales
o complejos sobre el mismo campo ), es homogénea si

T(kx) = kT (x)

para todo vector x € X y todo escalar k € F. Decimos que 7' es aditiva si

T(x+y)=T(z)+T(y)

para todos los vectores x,y € X. Ahora bien, si X e Y son espacios
lineales sobre el mismo campo escalar, y si T' es una transformacién ho-
mogénea y aditiva de X en Y, entonces T' es una transformacion lineal.
Cuando decimos que T : X — Y es una transformacion lineal, se afirma
implicitamente que X e Y son espacios lineales sobre el mismo campo F.
Siy €Y es el valor de la transformacion lineal 7' : X — Y evaluada en
x € X, entonces escribimos y = Tz (en vez de escribir y = T'(z)). A X
se le llama el dominio de Ty a Y el codominio de 7.

R(T)={y €Y :y=Tx para algin = € X},

denota el rango de T'.
Si A es un subconjunto de X, entonces a la imagen de A bajo T la
denotaremos por:

T(A)={yeY:y=Txparaalginz € A C X}.
Si B es un subconjunto de Y, entonces la imagen inversa de B bajo
T lo denotamos por:
T B)={reX:Tre BCY}.

El espacio nulo (nicleo) de una transformacion lineal 7' : X — Y es
el subconjunto
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KerT ={r € X : Tox =0} =T'({0})

de X, que consta de todos los vectores en X transformados en el cero de
Y por T. La transformacién nula (denotada por 0) es la transformacién
0:X — Y tal que Ox = 0 para toda = € X, la cual ciertamente es una
transformacién lineal. De hecho, si T : X — Y es una transformacion
lineal, entonces T' = 0 si y solo si KerT = X. Equivalentemente, 7' = 0
si y sélo si R(T) = {0}.

Observacion 1.2.1. Es bien sabido que dada una transformacién lineal
T:X — Y, el espacio nulo KerT y el rango R(T') de T son subespacios

lineales (del espacio lineal X e Y, respectivamente) (véase [30, Seccion
1.1]).

Definicién 1.2.1. Sean X e Y espacios lineales (ambos reales o comple-
jos). Sea T una funcién con dominio D(T) en X y Rango R(T) en Y.
Entonces T' se llama operador lineal si D(T) es un subespacio de X y si T
es homogéneo y aditivo. Si D(T) = X decimos que 7" es un operador lineal
de X en Y y al conjunto de operadores lineales de X en Y lo denotamos
por L(X,Y), si H = Kes lo escribimos simplemente como L(H).

Recordemos que si M y N son subespacios de H, entonces la suma de
M y N, denotada por M + N, es el subespacio

M+N={z:e€H:z=x+y, v €M, ye N}
Supongamos que M y N son subespacios cerrados de H tales que

H=M+Ny MNAN =0,

entonces decimos que H es la suma directa (algebraica) de M y N, lo que
denotamos por M @& N. Mas aun, decimos que M y N son algebraicamente
complementados uno del otro.

1.3. Transformaciones Lineales Acotadas

Definicién 1.3.1. Una transformacion T : H — H se dice que es acotada
si existe una constante M tal que

[Tz| < Mllz||, © € H.
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Sean H y K espacios de Hilbert. Denotaremos por B(H, K) el espacio
de todas las transformaciones lineales acotadas T': H — K con la norma
|T|| = sup{||Tz|| : ||=|| <1}, y por I denotamos el elemento identidad
de B(H, K).

Si H = K, denotamos por B(H) el espacio de todas las transforma-
ciones lineales acotadas de H en H. A los elementos de B(H) se les llama
operadores. En otras palabras, por operador (o operador lineal acotado)
entendemos como una transformacién lineal acotada de H en H, asi que
B(H) es el espacio normado de todos los operadores sobre H.

Proposicién 1.3.1. [23, Proposicién 4.3] Si ||-|| : B(H) — R esta definida
por
1T} = sup{[ITz|| - [l <1},

entonces | - || es una norma sobre B(H).

Aunque el siguiente resultado también se cumple en el caso de espa-
cios de Bancah, para nuestra objetivo lo enunciaremos para espacios de
Hilbert.

Teorema 1.3.1. [23, Teorema 5.12] Una transformacién lineal T de un
espacio normado H a un espacio normado K es acotada si y sélo si T’
transforma subconjuntos acotados de H en subconjuntos acotados de K.

Teorema 1.3.2. [23, Teorema 5.13] Sea T': H — H lineal. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) T es continua en H.
(b) T es continua en 0.

(c) T es acotada.

Aunque la siguiente seccion se cumple también para espacios de Ba-
nach, para nuestra conveniencia la trabajaremos en espacios de Hilbert.

1.4. Mobdulo Minimo Reducido

Definicién 1.4.1. Una transformacion lineal 7" de un espacio normado
H a un espacio normado K es acotada por abajo si existe una constante
k > 0 tal que

kllz| < [T
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para toda x € H (donde la norma sobre el lado derecho es la norma de
H y del lado izquierdo es la norma sobre K).

El médulo minimo de T es

T
m(T) = inf M

Observaciéon 1.4.1. Sea T' € B(H). Si T es acotado inferiormente, en-
tonces m(7T) > 0.

Teorema 1.4.1. [24, Teorema 1.4.0] Sea T' € B(H). m(T') > 0 si y s6lo
si R(T') es cerrado y KerT = {0}.

Definicién 1.4.2. Sea T' € B(H). El médulo minimo reducido de T" es

[T

T) = _ el
D) releI(leer(m,KerT)

Observacién 1.4.2. Notemos que si m(7T") > 0, entonces v(T") > 0 (esto
es, si m(T) > 0, entonces KerT = {0}, asi d(z, KerT) = d(z,0) = ||z|| #
0).

Teorema 1.4.2. [24, Teorema 1.4.1] Sea T' € B(H), entonces y(T) > 0
siy sélo si R(T) es cerrado.

1.5. EIl Operador Adjunto

Teorema 1.5.1. [30, Teorema 5.1] Sean H y K espacios de Hilbert
complejos y sea T' € B(H, K). Entonces existe un tnico operador T* €
B(H, K) tal que

(Tz,y) = (z, T"y)
para todo x € H y toda y € K.

Definiciéon 1.5.1. Si H y K son espacios de Hilbert complejos y T €
B(H, K), el operador T* del Teorema 1.5.1 es llamado el operador adjunto
de T.

La parte de unicidad del Teorema 1.5.1 es muy 1til cuando encon-
tramos el adjunto de un operador. En la notacién del Teorema 1.5.1, si
un operador S satisface la ecuacién (Tx,y) = (z, Sy) para toda = y v,
entonces S = T™.
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Un operador T' € B(H) es auto-adjunto si T'= T™, y es positivo si es
auto-adjunto y (T'z,x) > 0 para toda x € H.

Lema 1.5.1. [30, Lema 5.8] Sean H, K y L espacios de Hilbert complejos,
sean R, S € B(H,K)y T € B(K,L). Sean A, u € C. Entonces:

(a) (uR+ \S)* = uR* + \S*;

(b) (TR)* = R*T™.

Teorema 1.5.2. [33, Teorema 2.4.7] Sean H, K espacios de Hilbert com-
plejos y T' € B(H, K).

(a) (T%) =T",
(b) 77| = |7

Lema 1.5.2. [30, Lema 5.11] Sean H y K espacios de Hilbert complejos
y sea T € B(H, K). Entonces,

(a) KerT = R(T*)* y
(b) KerT* = R(T)*.

Ademas de que el adjunto nos permite obtener informacién adicional
de todos los operadores sobre un espacio de Hilbert, éste puede también
usarse para definir clases particulares de operadores.

Lema 1.5.3. [30, Lema 5.14] Si H es un espacio de Hilbert complejo y
T € B(H) es invertible, entonces T* es invertible y (T%)~! = (T~1)*.

Teorema 1.5.3. [30, Teorema 6.13] Si H es un espacio de Hilbert y
T € B(H), entonces dim R(T) = dim R(T*) (ya sea un ndmero finito o
no). En particular, dim R(T") es finita si y s6lo si dim R(T™) es finita.

1.6. Transformaciones Lineales Compactas

Una clase de transformaciones en especial que serd importante pa-
ra nuestro estudio es la de los operadores compactos. En esta seccion
mencionaremos brevemente algunas de sus propiedades que se usaran fre-
cuentemente mas adelante.

La nocion esencial de una funcion compacta fue introducida por David
Hilbert en 1906; once anos después, F. Riesz publicé un estudio completo
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respecto a operadores compactos (para una mejor resena histérica véase
por ejemplo [30, Seccion 6.1].

Definicién 1.6.1. Sean H, K espacios vectoriales normados. Una trans-
formacién lineal T : H — K es compacta (o completamente continua)
si transforma subconjuntos acotados de H en subconjuntos relativamente
compactos de K. Esto es, si T(A) es compacta en K, siempre que A sea
acotado en H.

Equivalentemente, T : H — K es compacta si T'(A) esté contenida en
un subconjunto compacto de K, siempre que A esté acotado en H.

Al conjunto de todos los operadores compactos de H a K lo vamos a
denotar por K(H, K). Si H = K, lo denotamos simplemente por K (H).

Definicién 1.6.2. Diremos que T € B(H) es un operador de rango finito
si dim R(T") < oc.

Vamos a denotar por Ky(H) el conjunto de operadores lineales acota-
dos de rango finito.

Los operadores compactos tienen muchas de las propiedades de los
operadores acotados de rango finito. El limite en norma de los operadores
con rango finito es un operador compacto. Si H es un espacio de Hilbert,
se cumple el reciproco, pero no se cumple, en general, en un espacio de
Banach.

Teorema 1.6.1. [23, Teorema 4.49] Si una transformacién lineal
T : H — K es compacta, entonces T' € B(H, K).

Teorema 1.6.2. [30, Teorema 6.3] Sea H un espacio de Hilbert complejo.

(a) Si S, T € K(H) y o, € C, entonces aS + BT es compacto. Por lo
tanto K (H) es un subespacio lineal de B(H).

(b) Si S,T € B(H) y por lo menos uno de los operadores es compacto,
entonces ST € B(H) es compacto.

Teorema 1.6.3. [30, Teorema 6.5] Sea T' € B(H).
(a) SiT es de rango finito, entonces 7' es compacto.

(b) Sidim H es finita, entonces T es compacto.

Teorema 1.6.4. [30, Teorema 6.6] Si H es un espacio de Hilbert de
dimension infinita, entonces el operador identidad I sobre H no es com-
pacto.
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Corolario 1.6.1. [30, Corolario 6.7] Si H es un espacio de Hilbert de
dimensién infinita y 7' € K(H), entonces T" no es invertible.

1.7. El algebra de Calkin

Definicién 1.7.1. Un subanillo de un anillo A es un subconjunto B C A
tal que para cualesquiera a, b, c,d € B se tiene que ab + cd € B; en otras
palabras, B tiene estructura de anillo con las mismas operaciones que A.

Definicion 1.7.2. Un ideal en un anillo A es un subconjunto I C A tal
que para cualesquiera elementos a,b € A, ¢,d € I se tiene ac+ bd € 1.
La relaciéon

a=bsa+l=b+1<(a—b)el

(donde a + I ={a+da :d € I}) es una relacién de equivalencia. El co-
rrespondiente conjunto cociente A/ tiene, con las operaciones naturales,
estructura de anillo, y se llama anillo cociente. Puede considerarse como
el conjunto formado por los subconjuntos de A de la forma a + I.

Ejemplo 1.7.1. K(H) y Ko(H) son ideales en el anillo B(H).

Definicién 1.7.3. Un homomorfismo de anillos es una aplicacion
¢ : A — A’ entre dos anillos tal que p(ab+cd) = p(a)p(b)+p(c)p(d) para
cualesquiera a, b, c,d € A. Si consideramos anillos con unidad, pediremos
también la condicién ¢(14) = 14 (donde 14 y 14/ son, respectivamente,
los elementos unidad para el producto de A y A’). Si ¢ es inyectiva, se
dice que es un monomorfismo; si es suprayectiva, es un epimorfismo, y si
es biyectiva, es un isomorfismo (y en este caso, su inversa es también un
homomorfismo).

Definicién 1.7.4. Sea (H,+) un espacio vectorial sobre un campo F y
supongamos que existe una operacion binaria definida entre vectores:

«:Hx H— H,

llamada producto, definida por *(z,y) = zxy € H que a x xy € H
se denotard por xy € H. Decimos que (H,+,*) es un algebra si H es
también un anillo con respecto a esta nueva operacién binaria.

Ejemplo 1.7.2. B(H) es un algebra de Banach bajo las definiciones usua-
les de suma y multiplicacién por escalar y la multiplicacién dada por
(S, T)—ToS=(ST)x="T(S)).
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Si M es un subespacio de un espacio normado H, el espacio cociente
H/M es la coleccién de todas las clases laterales [x] = x + M. Si M es un
subespacio cerrado entonces H/M es un espacio normado y si ademds H
es un espacio de Banach, entonces H/M es un espacio de Banach.

Como K(H) es un ideal cerrado en B(H). El algebra de Calkin sobre
H es el algebra cociente C(H) = B(H)/K(H) con la operacién adicional
[S][T] = [ST], donde [S] y [T] son las clases S + K(H) y T + K(H)
respectivamente [24, Seccién 1.7].

C(H) es un élgebra de Banach con la norma cociente

T+ K(H)|= inf |T+U]|.
UeK(H)

Usaremos 7 para denotar el homomorfismo natural de B(H) sobre
C(H) dado por 7n(T) =T + K(H).

Anque la siguiente seccién se cumple para espacios de Banach, para
nuestra conveniencia la presentaremos para espacios de Hilbert complejos.

1.8. Operadores de Fredholm

Sea H un espacio de Hilbert; para T' € B(H) definamos
n(T) = dim KerT;
d(T) = codimR(T) = dim H/R(T).
Definicién 1.8.1. Sea T' € B(H). T es un operador de Fredholm si:
(1) n(T) es finito,
(2) d(T) es finito,

Observacién 1.8.1. (2) de la definicion anterior implica que R(T) es
cerrado.

Obtenemos una generalizacién inmediata debilitando las condiciones
de la definiciéon de operadores de Fredholm.

Definicién 1.8.2. Dado T' € B(H), entonces:

(a) T es semi-Fredholm superior si n(7) < oo y R(T') es cerrado.
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(b) T es semi-Fredholm inferior si d(7") < cc.

Denotemos por &, (H), ®_(H), y ®(H) al conjunto de todos los ope-
radores semi-Fredholm superior, semi-Fredholm inferior y Fredholm, res-
pectivamente.

El indice de un operador es un concepto importante para estudiar la
teoria de Fredholm.

Definicién 1.8.3. El indice de un operador T' € ®(H) se define como
i(T) =n(T) —d(T).

El producto de operadores de Fredholm es un operador de Fredholm,
como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 1.8.1. [32, Teorema 2.3] Si Ty S son operadores de Fredholm
en B(H), entonces también ST es un operador de Fredholm. Atn mads,
se cumple que (7'S) = i(T) + i(S).

Teorema 1.8.2. [24, Teorema 1.7.1] Si T" € B(H, K), entonces T es
Fredholm si y sélo si existe S € B(H, K) tal que I — ST e I —TS son de
rango finito.

1.9. Teorema de Atkinson

En ocasiones saber cuando un operador es de Fredholm utilizando
unicamente la definicién resulta complicado, es por eso, se mencionan los
siguiente resultado:

Teorema 1.9.1. [24, Teorema 1.7.2] T' € B(H) es invertible si y sélo si
T es inyectivo y sobreyectivo.

Teorema 1.9.2. [9, Teorema 3.2.6] Sea 7" un operador en B(H ). Entonces
T es operador de Fredholm si y sélo si existen operadores acotados T} y
T, y operadores compactos K y K; tales que

TT =1+ K. (1.1)

Teorema 1.9.3. [24, Teorema 1.7.3] Sea T' € B(H). Entonces T es Fred-
holm si y sélo si [T] es invertible en B(H)/K(H).
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Observacién 1.9.1. Otra forma de enunciar el Teorema 1.9.3 es la si-
guiente: T € B(H) es un operador de Fredholm si y sélo si 7(T") es
invertible en el dlgebra de Calkin B(H)/K(H).

Definamos como my : B(H) — B(H)/Ky(H) el homomorfismo natu-
ral, dado por 7o(T") =T + Ko(H).

Teorema 1.9.4. [9, Teorema 3.2.8][Teorema de Atkinson| Si 7' € B(H),
entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) T es un operador de Fredholm;

(2) mo(T) es invertible en el dlgebra B(H)/Ky(H);

(3) 7(T) es invertible en el algebra de Calkin B(H)/K(H).

Lema 1.9.1. [24, Lema 1.5.1] Sea T': H — K un operador lineal acotado
y M C H con codimM = n < oo. Entonces T" es Fredholm si y sélo si
To : M — K es Fredholm, atun més, i(T") = i(Ty) + n.

Teorema 1.9.5. [24, Teorema 1.5.2] Sean S € B(H) y T € B(H),
ST =TS y ST Fredholm, entonces S y T son Fredholm.

1.10. Teorema de la Transformacion
Espectral

Para un operador 7' € B(H), un escalar \ para el cual n(T'— AI) # 0
se llama valor propio de T. Cualquier elemento = # 0 de H tal que
(T — M)z = 0 se llama vector propio. Los puntos A para los cuales
n(l'— M) =0y R(T — X) = H forman el conjunto resolvente de T
denotado por res(T'). El espectro de T' denotado por o(7') consta de
todos los escalares que no estan en el conjunto resolvente [32].

De forma analoga, se define el espectro Fredholm o espectro esencial
como:

0(T) ={\ € C:T — X no es Fredholm}.

Observacién 1.10.1. Para un operador T en B(H), 0.(T) # 0.
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Ejemplo 1.10.1. Sea H un espacio de Hilbert complejo e I el opera-
dor identidad sobre H. Si p es cualquier niimero complejo, entonces

oo(ul) = {n}.
Lema 1.10.1. [30, Lema 5.37] Si H es un espacio de Hilbert complejo y
T € B(H), entonces o.(T*) ={\: XA € 0 .(T)}.

Teorema 1.10.1. [30, Teorema 5.39] Sea H un espacio de Hilbert comple-
joy T € B(H). SiT es invertible, entonces o.(T!) = {u~™ : p € o.(T)}.

Teorema 1.10.2. [32, Lema 1.6] Sea T' € B(H). Si A € 0.(T'), entonces
para cada n tenemos que A" € o.(T").

El Teorema 1.10.2 tiene una generalizacién interesante. Sea p(t) un
polinomio de la forma

p(t) = ap + at + a2t2 + -4 ant”.
Entonces, para cualquier operador 7' € B(H) definimos el operador
p(T) = agT" + ayT + axT? + - - - + a, T",

donde tomamos a T° = . Tenemos:

Teorema 1.10.3. [32, Teorema 1.7] Si A € 0.(T), entonces p(\) €
o.(p(T')) para cualquier polinomio p(t).

Una forma simbodlica de escribir el teorema anterior es la siguiente:

p(oe(T)) C oe(p(T)).

Observacién 1.10.2. Notemos que, en general, puede haber puntos en
oe(p(T)) que pueden no ser de la forma p(A\) para algin A € o (7).
Por ejemplo, consideremos el operador sobre E? (espacio euclidiano 2-
dimensional) dado por T'(ay, as) = (—a2, a1)[32].

T tiene espectro vacio; T'— \I es invertible para todo real \; T? tiene a
—1 como un valor propio. ;Cudl es la razén? Es simplemente que nuestros
escalares son reales y por consecuencia los nimeros imaginarios no se
pueden considerar como valores propios [32].

Ahora supongamos que queremos resolver la ecuacion de la forma

p(Mz =y, z,y € H,
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donde p(t) es un polinomio y 7' € B(H).

Si 0 ¢ o.(p(T)), entonces p(T') tiene un inverso en B(H), luego la
ecuacion anterior se puede resolver para toda y € H. Asi que una pregunta
natural se plantea es: ;Cuédl es el espectro de p(7')?7 Como vimos en el
teorema anterior, p(o.(T")) C o.(p(T')), pero por la observacién anterior,
éste puede tener otros puntos. Si fuera cierto que p(c (7)) = o.(p(T)),
entonces la ecuacién anterior se resuelve de manera tnica para todoy € H
si y sélo si p(A) # 0 para todo A € o.(T).

Una propiedad importante que cumple el espectro esencial es el teo-

rema de la transformacion espectral.

Teorema 1.10.4. [32, Teorema 2.1]|[Teorema de la Transformacién Es-
pectral] Sea H un espacio de Hilbert complejo, entonces p € o.(p(7T')) si
y s6lo si = p(A) para algin \ € o.(T), es decir, p(c.(T)) = o.(p(T)).



Capitulo 2

Operadores a-Fredholm

2.1. Propiedades Basicas de Conjuntos
a-cerrados

En este capitulo, a menos de que se diga lo contrario, H denotara un
espacio de Hilbert de dimension infinita h, h > Ny, donde N, es la cardi-
nalidad del conjunto de los niimeros naturales.

Para cada nimero cardinal o, Ry < o < h, F,, denota el ideal en B(H)
de todos los operadores lineales de rango menor que a (F,, = {T € B(H) :
dim R(T) < «a}) y denotamos Z, = F,, donde F, denota la cerradura
topoldgica de F,.

Lema 2.1.1. [18, Observacién] Los ideales Z,, = F, son auto-adjuntos, es
decir, si T' € Z,, entonces T* € Z,.

Demostracién: Sea T € I, = F,, existe {T,} C F, tal que
T, — Ty dim R(T,,) < a. Por el Teorema 1.5.3 se tiene que dim R(7,,) =
dim R(T}) < a. Como T — T, entonces T* € T, es decir, Z,, es auto-
adjunto.

A
Definicién 2.1.1. [18, Definicién 0] Un subconjunto S de un espacio de
Hilbert H se llama a-acotado si para toda € > 0 existe un conjunto
{pm -me M} CS, cardM < ay

Sc |J Beam),

meM

donde B(z,,) denota la bola alrededor de z,, con radio e.

17
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Definicién 2.1.2. [18, Definicién 1] Un operador lineal 7" se llama a-
compacto si la imagen de la bola unitaria bajo T' es a-acotada.

Teorema 2.1.1. [18, Teorema 0] Sea T" un operador sobre un espacio de
Hilbert H y sea a un numero cardinal, 8y < o < dim H. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) T € Z,.
(2) T es a-compacto.

(3) Cada subespacio lineal cerrado Hy de H para el cual Hy C T(H)
tiene dimension menor que a.

(4) Para cada e > 0 existe un subespacio cerrado H, C H con codimen-
si6n menor que « tal que ||T|g. || < e.

(5) Todo subespacio de H sobre el cual T" es acotado por abajo tiene
dimensién menor que a.

Lema 2.1.2. [18, Lema 1.1] Sea T" un operador lineal sobre un espacio de
Hilbert H y sea € > 0. Entonces existe un subespacio cerrado K de H
que contiene el ntcleo de T', tal que

|Tx| < e€||z|| paratoda z € K, = # 0,

|Tx|| > €||z| para toda z € K.
Definicién 2.1.3. [33, Definicion 4.2.2] Sean H, K espacios de Hilbert. Un
operador U € B(H, K) que satisface alguna de las siguientes condiciones:
(a) U=UU"U;
(b) P =U*U es una proyeccion;
(¢) Ul(gervyL €s una isometria

se llama isometria parcial.

Lema 2.1.3. [18, Lema 1.2] Sea T' un operador sobre H y sea ¢ > 0.
Supongamos que K es un subespacio cerrado de H tal que ||Tz|| < €||z||
paratoda x € K, x # 0, y supongamos que L es un subespacio cerrado tal
que ||Tx|| > €||z|| para toda x € L*. Entonces se tiene que dim K < dim L
y dim L+ < dim K+
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Sea 0.(T") la dimensién comun de todos los subespacios K que sa-
tisfacen la condicién del Lema 2.1.2. Entonces podemos dar la siguiente
definicion.

Definicién 2.1.4. [18, Definicién 1.3] La nulidad aproximada de un ope-
rador T, denotada por 6(T), se define como

T) = min 3(T).

Definicién 2.1.5. [18, Definicién 2.1] Un subespacio A de H se llama
a-cerrado si existe un subespacio cerrado E de H tal que £ C Ay
dim(ANEY) < a.

Lema 2.1.4. [18, Lema 2.2] Sea K un subespacio lineal de un espacio de
Hilbert H y sea L un subespacio cerrado de H contenido en K. Entonces

(KNLY)=KnL"
Lema 2.1.5. Sean H un espacio de Hilbert y a un ntimero cardinal. Si A
es un subespacio cerrado de H, entonces A es a-cerrado.
Demostracién: Como A C A y dim(A N A+) = dim{0} < «a,
tenemos que A es a-cerrado.

A

Lema 2.1.6. [18, Lema 2.3] Sea A un subespacio de H. Entonces A es
No-cerrado si y sélo si A es cerrado.

De hecho, el resultado anterior se cumple para todo nimero cardinal
a, a < Ng.

Otras propiedades de los subespacios a-cerrados son las siguientes:

Corolario 2.1.1. Sea o un nimero cardinal, 1 < a < Rj. Si dim F' < «
entonces I’ es a-cerrado.

Demostracién: {0} es un subespacio cerrado de H tal que
{0} c F. Ademss, dim(F N {0}') = dimF N H = dimF < a. Por
lo tanto F' es a-cerrado.

A

Lema 2.1.7. [18, Lema 2.4] Sea H un espacio de Hilbert de dimensién h
y 1 <a<h. SiKy L son subespacios de H, con K subespacio cerrado
y dim L < «, entonces K + L es a-cerrado.
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Lema 2.1.8. [18, Lema 2.5] Supongamos que 7" es un operador lineal
acotado inyectivo de un espacio de Hilbert K en otro espacio de Hilbert
L. Sea A un subespacio de K tal que T'(A) es cerrado. Entonces dim A+ <
dim(T(A))*.

Un resultado importante en la teoria de los operadores a-Fredholm es
el siguiente:

Teorema 2.1.2. [18, Teorema 2.6] Sea H un espacio de Hilbert de di-
mensién infinita h. Sea T" € B(H) y sea o un numero cardinal tal que
1 < a < h. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es invertible por la izquierda médulo F,.
(2) T es invertible por la izquierda médulo Z,.

(3) T es acotado por abajo sobre algtin subespacio cerrado de codimen-
sién menor que a.

(4) 4(T) < a.
(5) n(T) < ay R(T) es a-cerrado.

Demostracién: (1) = (2) Como T es invertible por la izquierda

en F,, es claro que también es invertible por la izquierda en Z,, ya que
Z, = Fa.

(2) = (3) Sea S un operador en B(H) tal que (I — ST) € Z,. Clara-
mente S # 0. Por el Lema 2.1.2, existe un subespacio cerrado K de H tal
que ||STz|| < ||z, para z € K, z # 0, entonces —||STz|| > 3||z|| para
ve€K,x#0y ||STz| > i||z|| para z € K*.

Por lo que ||Tz| > 1||S]| 7!z para z € K+, lo que significa que T es
acotado por abajo en K=.

Sélo nos resta ver que dim K = codimK+ < a.
Pero para x € K tenemos que

I = ST)zl| = [lz|| — [[ST|
> [|l|| = 1/2[|=|
> (1 =1/2)[|«|
= 1/2]|=[],
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lo que nos dice que (I — ST) es acotado por abajo en K. Como
(I = ST) € Z,, por el Teorema 2.1.1 (5) tenemos que dim K < «, es-
to es, codimK+ < a.

(3) = (4) Supongamos que T es acotado por abajo en algin subespa-
cio cerrado L tal que codimL = dim L* < a.

Sea € > 0 tal que || Tz|| > €||z| para toda = € L.

Para esa €, denotemos por K un subespacio cerrado que satisfaga las
condiciones del Lema 2.1.2; por el Lema 2.1.3, dim K < L+ < a. Pero
0.(T) = dim K, luego 0(T) < 6.(T) < av.

(4) = (5) Como §(T") = mined.(7), existe un €y > 0 tal que §(T") =
de,- Luego, por el Lema 2.1.2, existe un subespacio cerrado K tal que
N(T) C K, dimK = 6,(T) < «, ||Tz|| < el|z|| paraxz € K, 2 # 0y
Tz > €l|z|| para z € K+. Como T es acotado por abajo sobre K+,
T(K*1) es cerrado. De hecho se tiene que dimT(K) < dim K < . Mas
ain, R(T) = T(K*) + T(K). Luego, por el Lema 2.1.7, tenemos que el
R(T) es a-cerrado. Finalmente, dim KerT < §(T') < a.

(5) = (1) Como R(T) es a-cerrado, existe un subespacio N,
N C R(T) tal que dim(R(T) N N+) < « (si « es finito, R(T) es cerrado
y consideramos a N = R(T)). Sea M = T~1(N) N (KerT)*. Entonces A
es una transformacion lineal acotada uno a uno del (KerT)* en el R(T),
la cual transforma a M en el subespacio cerrado N. Por lo que podemos
aplicar el Lema 2.1.8, con K = (KerT)* y L = R(T) para concluir que

dim(M* N (KerT)) < dim(N+ N R(T)).

Como T transforma a M uno a uno sobre N, T'|p; admite una trans-
formacién inversa sobre N, y anula Nt. Por lo tanto BT|y = I|y o
(I — BT)|yr = 0. Luego dim KerT < dim M*. Como M C (KerT)*,
tenemos que KerT C M= y por lo tanto

dim M+ = dim(KerT) + dim(M* N (KerT)"b).
Luego
dim ker(I — BT) < dim(KerT) + dim(M N (KerT)")
< dim(T) + dim(N*+ N (R(A))

<a+a=0 si « esinfinita

<a+0=a si o esfinita.
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De aqui vemos que dim ker(I — BT') < « para toda «, asi (I — BT) € F,.
A

2.2. Operadores a-Fredholm

La definicién de subespacio a-cerrado, les permitiéo a G. Edgar, J.
Ernest y S. G. Lee generalizar la definicién de operadores de Fredholm
[18].

Definicién 2.2.1. [18, Definition 2.7] Un operador T € B(H) se llama
a-Fredholm si

(a) R(T) es a-cerrado.
(b) n(T) < .
(c) p(T) =dim R(T)* < a.
Denotamos por ®,(H) el conjunto de operadores a-Fredholm en B(H).

Debilitando la definicién anterior se tiene lo siguiente:

Definicién 2.2.2. Sean h = dim H, o un numero cardinal tal que oo < h
y T un operador sobre B(H). Decimos que T es:

(a) Semi a-Fredholm superior si dim KerT < ay R(T') es a-cerrado.
(b) Semi a-Fredholm inferios si dim R(T)* < a.

Denotamos por ®F(H) y ®_(H)) el conjunto de operadores semi a-
Fredholm superior y semi a-Fredholm inferior respectivamente.
Un resultado inmediato de esta definicién es el siguiente:

Teorema 2.2.1. Sean T, S operadores en B(H) tales que T'S € ®,(H)
v R(T) a-cerrado. Entonces T' es semi a-Fredholm inferior y S es semi
a-Fredholm superior.

Demostracién: Como T'S € ®,(H), entonces S es invertible por
la izquierda modulo F,,, por tanto n(S) < ay R(S) es a-cerrado (ver [18,
Theorem 2.6]), en otras palabras, S € ®1(H) .

Por otro lado, como R(T'S) C R(T) se sigue que dim H/R(T) <
dim H/R(TS) < a, es decir, d(T) < «, concluimos que T € &, (H).
A
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Observacién 2.2.1. Sea H un espacio de Hilbert no separable. Sea T un
operador semi-Fredholm inferior que no sea Fredholm. Entonces T" es un
operador a-Fredholm para todo cardinal « tal que Ry < o < h, pero no
es Fredholm.

Ejemplo 2.2.1. Sea H; un espacio de Hilbert (separable) y sea 77 un ope-
rador tal que n(7T}) = oo, d(T}) < 0o (notemos que 77 es semi-Fredholm
inferior, pero no Fredholm). Tomemos H = H; & H,, donde Hy es un
espacio de Hilbert no separable y T' € B(H) definido por T = T} @ I.
Como R(T) = R(T1) @ Hy y n(T) = n(T1) ® {0} = R, entonces T es un
operador a-Fredholm para todo cardinal o, Ry < a < dim Hs, pero no es
Fredholm.

Surge una pregunta natural: jExiste un teorema andlogo al teorema
de Atkinson que nos permita caracterizar a los operadores a-Fredholm?
En efecto, el siguiente resultado es una generalizacién del teorema de
Atkinson para operadores a-Fredholm.

Teorema 2.2.2. [18, Teorema 2.8] Sea H un espacio de Hilbert de dimen-
sién infinita h, o un nimero cardinal, 1 < a < hy T € B(H), entonces
son equivalentes:

(1) T es un operador a-Fredholm.
(2) T es invertible médulo F,.

(3) T es invertible médulo Z,,.

Demostracién: (1) = (2) Como R(T') es a-cerrado, existe un sub-
espacio cerrado K contenido en R(T) tal que dim(R(T) N K+) < «a (si
« es finito, entonces R(T) es cerrado y en tal caso tomamos K = R(T)).
Sea M = T YK)N (KerT)*. Como T : H - Hy H = KerT &
(KerT)* con KerT N (KerT)" = {0}, entonces T'|(je,ryr : (KerT)™ —
R(T) es inyectiva, pues Ker(T|geryr) = {0} y sobre, debido a que
T|(kerry® = Tx. Ademds, T transforma a M uno a uno sobre K (pues
M = T7YK)n (KerT)*, luego T(M) = T(T7Y(K) N (KerT)*) =
T|(kerry+ (THK)) = K, porlo que T|y : T~H(K)N(KerT)* — K es in-
yectivo y sobre). Como K es cerrado, T tiene una inversa lineal acotada so-
bre M. Definamos a S € B(H) tal que ST'|y; = I |y, TS|k = Ik, ademas,
(I —ST)|yr = I|pr — ST|p = 0. Luego dim R(I — ST) < dim M+. Como
M C (KerT)*, entonces, M+ D KerT por lo que dim M+ > dim KerT.
Ademas M+ = (Mt N KerT) U (M+ U (KerT)*) con (M+ N KerT) N
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(M+ U (KerT)*) = {0}, por lo que dim M+ = dim(M* N KerT) +
dim(M+ U (KerT)1), asi, dim M+ = dim KerT + dim(M=* U (KerT)1).
Como dim R(I — ST) < dim M*, entonces, como en la demostracién del
Teorema 2.1.2, la condicién (5) implica (1), podemos argumentar que
dim R(I — ST) < a, asi terminamos la demostracion.

(2) = (3) La implicacién es clara, pues F, C Z,.

(3) = (1) Como T es invertible por la izquierda médulo Z,, por el
Teorema 2.1.2 tenemos que n(7T") < ay R(T) es a-cerrado. Ahora sélo nos
resta ver que dim R(T)* < a. En efecto, también por hipdtesis sabemos
que T es invertible por la derecha moédulo Z,, esto es, T'S = I +Z,. De
la Observacion 2.1.1 tenemos que Z, es auto adjunto, por tanto

(TS)y =8"T"=(I+1,) =I"+1, = [ + L.,

esto es, T™ es invertible por la derecha médulo Z,, y por el Teorema 2.1.2,
n(T*) = dim R(T)* < a. Por lo tanto T es a-Fredholm.
A

Teorema 2.2.3. Sea o > Wy. El conjunto ®,(H) de operadores a-
Fredholm es abierto en B(H).

Demostracién: Sea T € ®,(H), por el Teorema 2.2.2; existen
T, € B(H) y Ky, Ky € F, tales que

TlT:I+K1,

TT =1+ K». (2.1)
Sean € = ||Ty||7t y S € ®,(H) tales que ||S] < e.
De (2.1) tenemos
T(T+S)= (I +TS) + K, (2.2)

(T+ 95T = (I +ST) + K.

TS| < ||Th)||1S]| < || T1]le < €1/e = 1, porlo que ||T1S]| < 1. Entonces
(I +T,S)"! € B(H), andlogamente (I + STy)"! € B(H).
De (2.2) tenemos

([+Tls)_lT1(T+S) = [+ <[+T15)_1K1,
(T+ S)TW(I+ STy)™ = I+ Ky,(I+STy)™



CAPITULO 2. OPERADORES o-FREDHOLM 25

Como (I +T1S) 'Ky, Ko(I + STy)™t € F,, entonces, por el Teorema
222, T+ S e d,(H). Esto es, ®,(H) es un conjunto abierto en B(H).
A

Se han visto algunas propiedades de los operadores de Fredholm;
cabria preguntarse si se tienen propiedades similares para los operado-
res a-Fredholm.

Teorema 2.2.4. [12, Lema 2.1.7) Sean S € B(H) y T € B(H) a-
Fredholm con a > Ny. Entonces ST es a-Fredholm.

Demostracién: Sean S € B(H) y T € B(H) a-Fredholm. Por el
Teorema 2.2.2 existen S1,71, 5,1y € B(H) y K, K], Ky, K}, € T, tales
que

SlS:I—Kl 3 SSQI[—Kl

De aqui se sigue que,

(TiS)(ST) = T(I — K1)(T)
= T\T - TLK\T
= - Ky~ T K\T
= I+ (—K, - T\K\T).

Lo que significa que (71.51)(ST) € I + Z,, es decir, ST es invertible por
la izquierda modulo Z,.

De forma similar tenemos que (ST)(171S}) € I + Z,, es decir, ST es
invertible por la derecha modulo Z,. Por lo tanto de esto y lo anterior
tenemos que ST es invertible médulo Z,, o lo que es lo mismo ST es
a-Fredholm.

A

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5. Sea H un espacio de Hilbert, dim H = h. Sean oy y as
dos cardinales tales que 0 < a; < ay < h, entonces ®,,(H) C ®,,(H).

Demostracién: Como a; < o, tenemos que Z,,, C Z,,, entonces
todo operador T' € B(H) invertible médulo Z,, (y del Teorema 2.2.2
tenemos que T es a;-Fredholm) también es invertible médulo Z,,, luego
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del Teorema 2.2.2, T también es ao-Fredholm. Por lo tanto, ®,,(H) C
o, (H).
A
El ejemplo siguiente nos muestra que la contencion del teorema ante-
rior es estricta.

Ejemplo 2.2.2. Sean o y § nimeros cardinales tales que Ry < a < .
Sea H un espacio vectorial de Hilbert de dimensién h(> ) del tipo ¢*-
type (p < 1 < oo) con base estandar {ex}i_, (x = Sh_ zren € H <
S JzaP < oo, ) coeficientes reales o complejos). Consideremos el
operador del tipo traslacién a la izquierda 1" : H — H definido por

T(Z1, e TRy e oy Ty ey Ty o) = (Tay oo, Ty ).

Entonces n(T) = ay R(T)(= H) es [f-cerrado, es decir, T' es un operador
[-Fredholm que no es a-Fredholm.

Una pregunta que se plantea es la siguiente: ; Con hipdtesis similares
al Teorema 2.2.4 y « finito podemos concluir que el producto de dos
operadores a-Fredholm es a-Fredholm?

Teorema 2.2.6. Sean S € B(H) y T € B(H) a-Fredholm con o < .
Entonces ST es 2a-Fredholm.

Demostracion: Como este teorema satisface las condiciones del
Teorema 2.2.2, existen Sy, 11,5, T» € B(H) y Ky, K}, Ky, K}, € Z,, tales
que

SlS:I—Kl X SSQZI—Kl
W =I-K, ; TTy=1—-K),

y llegamos a que (715)(ST) = [+ (=K, —T1 K, T), pero la dimensién del
rango de (—K; —T1 K T) es menor que 2«, por tanto [+ (—K; —T1 K T) €
I +Zy,.

A

El resultado siguiente nos dice bajo qué condiciones tendremos que,
si el producto de dos operadores es a-Fredholm, entonces cada operador
serd a-Fredholm.

Teorema 2.2.7. [12, Lema 2.1.8] Sean S € B(H) y T' € B(H). Si ST es
a-Fredholm y ST =TS, entonces S y T son a-Fredholm.
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Otras propiedades de los operadores a-Fredholm son:

Teorema 2.2.8. Sea o un numero cardinal tal que Ry < «. Sea T un
operador a-Fredholm y K un operador en F,. Entonces T'4+ K es un
operador a-Fredholm.

Demostracion: Por el Teorema 2.2.2, existen

T(]T =71 - Fo,
TT, =1 — Fy.
Entonces,
To(T+K)=ToT+ToK=1-Fy+TyK =1—F, (2.3)
donde F} € F,.
De la misma manera,
(T+K)T1=1I—-F+KT)=1-F|, (2.4)

con F| € F,.
De (2.3) y (2.4) tenemos que (T + K) € ®,(H).

Teorema 2.2.9. Sean S,T € B(H) tales que T'S € ®,(H). Entonces
Sed,(H)siysdlosiT e ,(H).

Demostracién: = Primero, supongamos que S € ¢, (H).
Sea S7 un operador que satisface el Teorema 2.2.2. Por lo tanto, SS; =
I — F sobre H, donde F' € F,, entonces,

TSS; =T —TF. (2.5)

Ahora, S € ®,(H) por el Teorema 2.2.2, mientras que 7'S € ¢,(H),
por hipétesis. Luego T'SS; € ®,(H), por el Teorema 2.2.4. De (2.5) te-
nemos que T'=TS5S; + TF. Como TF € F, y TSS; € ®,(H), se sigue
del teorema anterior que T' € ®,(H).

<= Lo mismo se tiene para S, lo que completa la prueba.

A

Teorema 2.2.10. Sean S y T operadores sobre B(H). Si T'SA € ¢,(H)
y dim KerT < a, entonces S,T € ®,(H).
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Demostracién:  R(TS) C R(T), entonces R(T)* C R(TS)* y
dim R(T)* < dim R(TS)* < a.

Existe E = E C R(TS) C R(T) C H tal que dim(R(T'S)NEY) < o,
luego dim(R(T) N E+Y) < a, es decir, R(T) es a-cerrado; dim Ker(T) < a
por hipétesis, entonces T € @, (H) y S € ®,(H), por el Teorema 2.2.9.

A

Teorema 2.2.11. Sea S, T operadores sobre B(H), T'S € ®,(H), R(S)
a-cerrado y dim R(S)* < a, entonces S, T € ®,(H).

Demostraciéon: Como KerS C KerTS,dim KerS < dim KerTS <
a, por tanto S € ®,(H), entonces T € &,(H), por el Teorema 2.2.9.
A

Teorema 2.2.12. Sean Xy < a 'y S,T € B(H). Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) ST € ®,(H), n(S) < a'y R(S) a-cerrado;
(i) ST € ®,(H), d(T) < a;

(iii) T,S € ®u(H).

Demostracién: (iii) = (i), (ii): Sean T, S € ®,(H). Entonces, del
Teorema 2.2.4 (i) y de la definiciéon de operadores a-Fredholm, se sigue
que ST € ®,(H), dim N(S) < a, dim R(T)* < a y R(T) es a-cerrado.

(i) = (iii): Si suponemos que ST € ®,(H), entonces, de R(ST) C
R(S) se sigue que dim R(S)* < dim R(ST)* < a. Adicionalmente, de la
suposicién de que R(S) es a-cerrado y n(S) < «, tenemos que S € ¢, (H).
Ahora, del Teorema 2.2.9, T' € ®,(H) también.

(il) = (iii): Si ST € ®,(H), entonces T es invertible por la izquierda
modulo Z,, (y Fo) y, por [18, Teorema 2.6], R(T") es a-cerrado y n(T) < «.
Como por hipétesis d(T') < a, tenemos que T' € ®,(H). Finalmente, por
el Teorema 2.2.9, S € ¢, (H). A

2.3. Espectro a-esencial

El espectro a-esencial se define como

0o(T) ={A € C: T — A no es o — Fredholm}.
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Observacion 2.3.1. Por el Teorema 2.2.3 tenemos que el espectro a-
esencial de un operador 7" es un conjunto cerrado.
Observacién 2.3.2. Notemos que para cualesquiera dos nimeros cardi-
nales oy y as tales que 0 < ay < ag, se tiene que, 0,,(T") C 04, (7).

En efecto, sea A € C tal que A ¢ o,,(T), entonces (T' — AI) es ay-
Fredholm y, por el Teorema 2.2.5, (T'— AI) también es ap-Fredholm, por
lo que A € 0,,(T). Podemos concluir que 0,,(T) C o4, (T).

Sea {A,} una sucesién de subconjuntos compactos de C. Se define:

(i) el limite inferior, liminf f(A,) = {A € C| para toda € > 0 existe
N € N finito tal que B(\,€) N f(A,) # @ para todon > N},

(ii) el limite superior, limsup f(A4,) = {\ € C| para todo € > 0 existe
J C N infinito tal que B(\, €) N f(A,) # @ para todo n € J}.

Definicién 2.3.1. Sea {A4,,} C C. Una funcién f definida en B(X) cuyos
valores son subconjuntos compactos no vacios de C es:

(i) semi-continua superior en A, cuando ||A4,, — A|| — 0, implica,
limsup f(4,) C f(A),

(i) semi-continua inferior en A, cuando ||A, — A|| — 0, implica, f(A) C
lim inf f(A,).

Observacién 2.3.3. Si f es semi-continua superior e inferior en A, en-
tonces se dice f que es continua en A.

Teorema 2.3.1. El espectro a-esencial de un operador 71" es una funcién
semi continua superior en B(H).

Demostracién: Sea 0 < a < h, {T,,} C B(H) una sucesion de
operadores que converge (en norma) a T € B(H) y A ¢ 0,(T). Entonces
T— M\ € &,(H), més ain, existe un € > 0 tal que B(T' — X\, ¢) C ®,(H).
También, para n € N suficientemente grande, T,, — A\ € B(T — A\, ¢)(C
®,(H)) y por consiguiente, A ¢ 0,(T},). Luego, A ¢ limsupo,(T,). A

Otra propiedad importante del espectro a-esencial es el teorema de la
transformacién espectral.

Teorema 2.3.2. [12, Teorema 3.3.7] Si T es un operador y p un polinomio,
entonces 0, (p(T)) = p(oa(T)) = {p(\) : A € 0,(T)}.

También, se tiene para operadores a-Fredholm lo siguiente:
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Teorema 2.3.3. Sea H un espacio de Hilbert. Entonces
O(H) = | @n(H).
n=1

Demostracién: C|SeaT € ®(H). Existen 11,7, € B(H)y Iy, F» €
Ko (H) tales que

TlT = I-'—Fl,

T, = I+ Fy,
con dim R(Fy) = ny < ooy dimR(Fy) = ny < oo. Existe ng: ng =
max{ni, na}, entonces dim R(Fy) < ng y dim R(F,) < ng, por lo que
Fy, Fy € F,,. Por lo tanto, de las ecuaciones anteriores concluimos que 7’

es invertible médulo F,,, y, por el Teorema 2.2.2, T' € &, (H), o lo que
es igual,

T e ®(H)C yy(H) C UL, P (H). (2.6)

D] SeaT € U2, ®,,(H). Existe ng € N tal que T € ®,,,(H). Por tanto,
existen 11,7y € B(H) y Fy, F» € F,, tales que

TlT = [+F1,
T, = I+ F,

dim R(Fy) < ng y dim R(Fy) < ng, lo que significa que T" es invertible
moédulo Ko(H), asi, del Teorema 1.9.4, T' € ®(H). Por tanto tenemos que

T e U, ®,(H) C ®(H). (2.7)

Finalmente, podemos concluir de 2.6 y 2.7 que ®(H) = U2, @, (H).
A

Un resultado inmediato del teorema anterior es el siguiente:
Corolario 2.3.1. Sea T' € B(H). Entonces

0e(T) = () ou(T).

n=1
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Demostracién: C] Sea A € C tal que A ¢ N2 ,0,(7T). Existe n’
tal que A ¢ o0,/(T), entonces (T — M) es n/-Fredholm. Por lo tanto,
(T—XI) € U2 D, (H), y del Teorema 2.3.3 tenemos que (T'—\I) € (H).
Lo que significa que A ¢ o.(T). Con lo que concluimos que

0.(T) € () oulT) (23)

D] Sea A € N2 ,0,(T). Entonces A € 0,(T) para toda n. Luego (T —
Al) no es n-Fredholm para toda n, mas atn, 7" ¢ UX ¥, (H), y del
Teorema 2.3.3 concluimos que (T'— A) ¢ ®(H). Lo que significa que
A € 0.(T). Por lo tanto,

0e(T) 2 () on(T). (2.9)

=1

Concluimos de 2.8 y 2.9 que 0.(T) = (.2, on(T).

3

A

Un resultado similar al Teorema 2.3.3, que relaciona a los operadores
Fredholm y a los operadores a-Fredholm para un ntmero cardinal «,
Ny < a < h, es el siguiente:

Teorema 2.3.4. Sea H un espacio de Hilbert, dim H = h tal que Ny <
o < h. Entonces
OH)C (] PulH).
No<a<h
Demostraciéon: Para cualesquiera dos ntiimeros cardinales oy y ag
tales que 0 < ay < ag, tenemos Z,, C Z,,. Por otro lado, Ko(H) C Z,
para todo o > Ny. Esto es, para toda a, Ry < o < h, si T € ®(H)
(T es invertible médulo Ky(H)), entonces T € ®,(H) (T es invertible
moédulo Z,,) para todo nimero cardinal a@ > Ry. Podemos concluir que,
para T € ®(H), tenemos T € Nyy<a<nPa(H).
A

Una consecuencia del teorema anterior es la siguiente:
Corolario 2.3.2. Sea T' € B(H). Entonces

o(T)2 | oa(D).

No<a<h
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Demostracién: Sea A € C tal que A ¢ 0.(T), lo que significa que
T — M es Fredholm. Del Teorema 2.3.4 tenemos que
(T — M) € Nygca<n®a(H), esto es, (T — X) € ®,(H) para todo «,
g < a < h. Por tanto, A ¢ 0,(T) para todo «, Ry < a < h. Luego,

A ¢ UNO<a<h 04(T). Concluimos que o.(T) 2 UNO<a<h oo(T) .
- - A

2.4. Regularidades

La teoria de las regularidades, desarrollada por V. Kordula y V. Miiller
en 1996, es un concepto de la teoria espectral que trata de clasificar el
espectro en forma axioméatica describiendo el conjunto esencial de elemen-
tos sobre el cual el espectro esta definido. En esta seccion examinamos la
correspondiente teoria. Comenzamos con la definicién de una regularidad.

Definicién 2.4.1. [22, Definicién 1.1.1] Un subconjunto no vacio R de
un algebra de Banach A es llamada una regularidad si cumple con las
siguientes condiciones:

(a) sia € Ayn €N, entonces a” € R siy sblosia€ R,

(b) sia,b,c,d € A son tales que el producto de entre cada dos de ellos
conmuta y ac + bd = 14, entonces ab € R si y sélo si a,b € R.

Proposicién 2.4.1. [22, Proposicién 2.1.3] Sea R un subconjunto no vacio
de un algebra de Banach A que satisface que

a,be A ab=ba,ab € R siy sélo sia,b e R. (2.10)

Entonces R es una regularidad.
Lema 2.4.1. [22, Lema 2.1.4] Sea R una regularidad en un algebra de
Banach A. Sia,b€ A, ab=ba, y a € A~!, entonces
ab € R siy sélosia,be R.
En el siguiente teorema veremos algunas propiedades caracteristicas
de las regularidades.
Teorema 2.4.1. [22, Teorema 2.1.5] Sea R C A una regularidad. Enton-

ces,

(a) 1a € R
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(b) A7 C R;
(¢) PR C R para todo 0 # 5 € C.

Dado que toda algebra de Banach A es una regularidad, llamaremos
a un subconjunto R de A una regularidad propia si R es una regularidad
y R# A

La principal consecuencia de la teoria de las regularidades es que toda
regularidad R da origen a un correspondiente espectro, el cual definimos
formalmente a continuacion.

Definicién 2.4.2. [22, Definicién 2.1.10] El espectro correspondiente a
una regularidad R sera definido por

or(a, A)={ e€C:a-AN4¢ R} ={\€C:a— )¢ R}

para todo a € A. Cuando es claro en qué algebra estamos trabajando,
simplemente denotaremos tal espectro como og(a).

Sea a — A € R. Haciendo = —1, se sigue del Teorema 2.4.1 (c¢) que
A —a € R. Por tanto, es valido definir el espectro correspondiente a una

regularidad R como ogr(a) ={A\ € C: X\ —a ¢ R} [22].

Lema 2.4.2. 22, Lema 2.1.11] Sea R C A una regularidad con el corres-

pondiente espectro og(a). Entonces or(a + A) = A + og(a) para todo
AeC.

Otras propiedades importantes son:

Proposicién 2.4.2. [22, Proposicién 2.1.12] Sea R C A una regularidad
con el correspondiente espectro og(a). Entonces og C o(a).

Teorema 2.4.2. [22, Teorema 2.1.15] Sea I que denota un conjunto in-
dexado. La interseccién R = [, R, de una familia (R,)aer de regularida-
des es también una regularidad, cuyo correspondiente espectro satisface
or(a) =, or,(a) para todo a € A.

Teorema 2.4.3. [22, Teorema 2.1.16] Sea I que denota un conjunto
indexado. La unién R = |J, Ra de cualquier sistema dirigido (Rqa)acr de
regularidades es también una regularidad, con el correspondiente espectro
que satisface or(a) =, or.(a) para todo a € A.

Una de las més importantes propiedades del espectro correspondiente
a una regularidad R es que satisface el teorema de la transformacion
espectral, el cual se muestra a continuacion.
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Teorema 2.4.4. [22, Teorema 2.2.3] Sea R una regularidad en un algebra
de Banach A y sea og(a) su correspondiente espectro. Entonces

ar(f(a)) = flor(a))
para todo a € Ay toda funcién analitica f sobre una vecindad de o(a), la
cual no es constante sobre cada componente de su dominio de definicién.

El resultado siguiente muestra que el conjunto de operadores a-Fredholm
es una regularidad de B(H).

Teorema 2.4.5. Sean H un espacio de Hilbert y o un ntimero cardinal
cualquiera tal que ae > X. Entonces ®,(H) es una regularidad de B(H).

Demostracion:
(a) Como ®(H) € ®,(H), ®,(H) # 0.

(b) Si T" € B(H), T" € ®,(H) si y sélo si T € ®,(H). En efecto,
paran = 2, si T? € &,(H), por el Teorema 2.2.7, T € ®,(H). Por
induccion, si T" € ®,(H), entonces T € ®,(H). Por otro lado, si
T € ®,(H), por el Teorema 2.2.4, TT € &,(H). Por induccién,
T" € O, (H).

(¢) Sean P,Q,S,T € B(H), cuyo producto entre cada dos de ellos
conmuta tales que SP + T'(Q) = Ip), entonces, por el Teorema
2.2.7 y el Teorema 2.2.4, ST € ®,(H) siy solo si S,T € ®,(H).

A

Observacién 2.4.1. Como ®,(H) es una regularidad de B(H), por el
Teorema 2.4.1 (a), Ipmy € Po(H).

Del Teorema(2.4.4) tenemos lo siguiente:

Corolario 2.4.1. Sea ®,(H) una regularidad de Banach .A. Entonces

0a(f(T)) = f(oa(T))

para todo T' € ®,(H) y toda funcién analitica f sobre una vecindad de
o(T), la cual no es constante sobre cada componente de su dominio de
definicion.



Capitulo 3

Operadores a-Weyl

En este capitulo veremos otro tipo de operadores, que son una clase de
operadores a-Fredholm con ciertas caracteristicas, llamados Operadores
a-Weyl.

3.1. Operadores de Weyl

Recordemos que el indice de un operador 7' se define como: (7)) =
n(T) —d(T).
Definicién 3.1.1. Sea ®y(H) ={T € ®(H) : i(T) = 0}.

La clase ®¢(H) consta de todos los operadores Weyl.

Se define el espectro Weyl de un operador de la siguiente forma:
w(T):={\Ae C:T — X no es Weyl },

luego tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.1. Si T : H — H es un operador lineal acotado y p un
polinomio, entonces w(p(T")) C p(w(T)).

3.2. Operadores a-Weyl

Para espacios de Hilbert, en 1966, L. A Coburn, en [10], definié el
espectro Weyl de un operador como

35
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w(T)= () o +K),
Kek(H)
donde o(7T") denota el espectro usual de T € B(H).
Por otro lado, en el mismo afio, M. Schechter, en [31], definié el es-
pectro Weyl de T como

we(T) ={A € C: T — Al no es Fredhom de indice 0}.

En 1970, S. K. Berberian, en [7], establecid la equivalencia entre ambos
conjuntos.

Yadav y Arora, en 1980, en [35], definieron el espectro Weyl de peso
« para un operador 7' € B(H) como

aw(T) = ﬂ o(T+ K).
P. Dharmarha, en 2009, en [12], definié a los operadores a-Weyl; para
ello, consideré un indice abstracto de la forma siguiente:
Sea A un anillo con unitario I y 7 un ideal. Sea

T A= A/T

que denota el homomorfismo natural, G denota el grupo de invertibles en
A/7 y F denota el semigrupo 7~ (G).

Un indice abstracto consta de un homomorfismo “ind”del semigrupo
F' en el grupo aditivo Z de enteros (ind : F' — Z) tal que

(a) ind(T) = 0 para todo elemento invertible T € A.
(b) ind(I + K) =0 para todo K € 7.

Observacién 3.2.1. De la definicién se desprende que ind(T + K) =
ind(T) paratodoT € F'y K € 7,puesparal € Fexisten S € F, K; € 7
tales que ST = I + K. Luego S(T'+ K) = I + K; + SK, y como ind es
un homomorfismo, tenemos que ind(S(T+ K)) = ind(S) +ind(T + K) =
ind(I + K1 + SK) = 0. Por otro lado, ind(ST) = ind(S) + ind(T) =
ind(I + K7) = 0. Luego tenemos que ind(S) = —ind(T). Pero vimos que
ind(S) 4+ ind(T + K) = 0, entonces —ind(T) + ind(T + K) = 0. Por lo
que ind(T + K) = ind(T) para todo T € F y todo K € 7.
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Tomando a A como B(H), 7 como Z, y 7 el homomorfismo canénico
en el dlgebra de Calkin B(H)/Z,. Vemos que el semigrupo 7~ 1(G) es el
mismo que el conjunto ®,(H) de todos los operadores a-Fredholm. El
indice correspondiente se denota como “ind”, luego tenemos que ind :
O, (H) = Zy ker(ind) = {T € ®,(H) : ind(T) = 0}. De aqui se sigue la
siguiente definicion:

Definicién 3.2.1. Un operador T' € B(H) se llama a-Weyl si:

(a) T es a-Fredholm;
(b) T € Ker(ind).

Lo anterior nos permite enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.1. [12, Lema 2.1.3] Si K es un operador en ®,(H),
entonces I + K es a-Weyl.

Proposicién 3.2.2. [12, Lema 2.1.4] Si S es invertible y K € Z,,, entonces
S+ K es a-Weyl.

Otras propiedades que se tienen son:

Teorema 3.2.1. [12, Lema 2.1.5] Si T es a-Fredholm con n(T) = n(T™)
y R(T) cerrado, entonces existe un operador K de rango menor que « tal
que T + K es invertible.

Cuando « no sea finito, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.2.1. Sea « finito. Si T" es a-Fredholm con n(T") = n(T%),
entonces existe un operador K de rango menor que « tal que T+ K es
invertible.

Demostracién: Sea T a-Fredholm, n(7) = n(T*) y R(T) a-cerrado,
luego cerrado, pues « es finito.

Sea K : KerT — KerT* una isometria que se anula en (KerT)*. Por
tanto, dim R(K) = n(T*) < «. Por lo que K tiene rango menor que «.

Como KerT es un subespacio de H, H = KerT @ (KerT)*, cualquier
r € Hesdelaformaz =y+2zcony € KerT'y z € (KerT)t. Asi,
(T+ K)(z) =(T+ K)(y + z) =Tz + Ky. Por lo tanto, (T + K)(z) =0
siysélosiTz=0y Ky=0siysblosi z€ KerT ey € (KerT)*. Pero



CAPITULO 3. OPERADORES o-WEYL 38

ye€ KerTyze (KerT)t. Luegoy =0y 2z = 0. Porlo que (T+K)(z) =0
siy sélo si x = 0, es decir, (T'+ K) es inyectivo.

Como R(T) es cerradoy H = R(T)® R(T)*, cualquier z € H es de la
formax =y+zcony € R(T)y z € R(T)* (= KerT*). Y comoy € R(T),
existe y; € H tal que y = Ty, y como 2z € R(T)* (= KerT*), existe
21 € KerT tal que Kz = z. Luego ¢ =Ty, + Kz = Ty, + (T + K)(z).
Otra vez, como y; € H, existen y, € KerT ey, € (KerT)* tales que
y1 = yy +v, . Por tanto, Ty, = Ty, = (T + K)y, por definicién de K y el
hecho de que 3, € (KerT)*. Por lo tanto, cualquier x € H es de la forma
x = (T+ K)(y| +21), lo que nos dice que z € R(T + K). Luego (T + K)
es sobre, y por lo anterior, invertible.

A

Teorema 3.2.2. [12, Teorema 2.1.6] Sea T" un operador a-Fredholm con
R(T) cerrado tal que n(T) = n(T*). Entonces T € ker(ind).

Se puede plantear, como en el capitulo anterior, cuando el producto
de dos operadores a-Weyl es un operador a-Weyl y cuando la implica-
cion contraria se cumple. La respuesta a tales cuestiones se halla en los
siguientes resultados:

Proposicién 3.2.3. [12, Lema 2.1.9] Sea o« > Ny y sean S, T € B(H) que
conmutan de rango cerrado con n(S) = n(S*) y n(T) = n(T*), entonces
ST es a-Weyl si y sélo si Sy T son a-Weyl.

Cuando a < N, la primera implicacion de la proposiciéon anterior se
cumple.

Proposicién 3.2.4. Supongamos que a < Wg. Sean S,T € B(H) que
conmutan de rango cerrado con n(S) = n(S*), n(T) = n(T*) y ST sea
a-Weyl, entonces S y 1" son operadores a-Weyl.

Demostracién: Como ST es a-Weyl, tenemos que ST es
a-Fredholm, ademads, como S y T" son operadores tales que ST =TS, en-
tonces S'y T' son operadores a-Fredholm, ademas estos operadores satisfa-
cen las hipdtesis del Teorema 3.2.2, luego S € Ker(ind) y T € Ker(ind).
Por lo que S y T son operadores a-Weyl.

A

No podemos asegurar en general que cuando a < Nj se tenga la se-
gunda implicaciéon de la Proposiciéon 3.2.3, pero si tenemos un resultado
relacionado.
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Proposicién 3.2.5. Supongamos que a < Wj. Sean S,T € B(H) que
conmutan de rango cerrado con n(S) = n(S*), n(T) = n(T*), Sy T
operadores a-Weyl, entonces ST es un operador 2a-Weyl.

Demostraciéon: Como S y T son operadores a-Weyl, entonces S

y T son operadores a-Fredholm con indS = indl = 0, y como a < N,

tenemos que ST es un operador 2a-Fredholm, ademas indST = indS +
indT = 0, luego ST es un operador 2a-Weyl.

A

Por otra parte del Teorema 3.2.2, tenemos la siguiente definicién:

Definicién 3.2.2. Sea T' € B(H) y « un numero cardinal, decimos que
T es un operador sigma-alfa-Weyl si:

(a) T € ®,(H),
(b) n(T) = n(T*).

Usando esta definicién se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.2.3. Sea a tal que 1 < a < Ny. Sea T' € B(H) un operador
sigma-alfa-Weyl, entonces i(T") = ind(T) = 0.

Demostracion: Sea « tal que 1 < a < Nj.
Sea T un operador sigma-alfa-Weyl, entonces n(7") = n(7™), y como
T es a su vez a-Fredholm, n(T") < «, ahora bien, i(T) = n(T) — d(T) =
n(T) — n(T*) = 0. Por otra parte, por hipétesis, T es sigma-alfa-Weyl,
asi, del Teorema 3.2.2 se tiene que T € Ker(ind), es decir, ind(T) = 0,
por tanto i(T") = ind(T) = 0.
A

De aqui extrae el siguiente resultado:

Teorema 3.2.4. Sea o un numero cardinal, 1 < a < ¥,. Sea T' € B(H),
entonces 7' es un operador a-Weyl si y sélo si T' es sigma-alfa-Weyl.

Demostracién: == Sea T' € B(H) un operador a-Weyl, entonces
T € Ker(ind), es decir, ind(T) = 0. Del Teorema 3.2.3, i(T") = ind(T) =
0, esto es, i(T) =0 =n(T) —d(T) = n(T) — n(T"), por lo que n(T') =
n(T*) < a.

<= Para T' € B(H) supongamos que T es un operador sigma-alfa-
Weyl, esto es, n(T) = n(T™) < a < N,.
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Como (T) = n(T) —d(T) = n(T) — n(T*) = 0 e i(T) = ind(T)
tenemos que ind(T) = 0, es decir, T' € Ker(ind).
A

Dado que Yadav y Arora, en 1980, definieron el espectro Weyl de peso
a de un operador T' € B(H) (04, (T)) como

aw(T) = ﬂ o(T+ K),
KEFa

damos la siguiente definicién:

Definicién 3.2.3. Sea T € B(H). T se llama operador Weyl de peso « si
0 ¢ aw (7).

Asi, notemos que existe la siguiente relacion entre la Definicién 3.2.2
y la Definicién 3.2.3:

Teorema 3.2.5. Sea o un numero cardinal y sea T' € B(H) de rango
cerrado. Si T es un operador sigma-alfa-Weyl, entonces 7" es un operador
Weyl de peso a.

Demostraciéon:  Supongamos que T es un operador sigma-alfa-
Weyl y que T no es Weyl de peso a.
Como T mno es Weyl de peso «, entonces 0 € 0,,(T), esto es,
0 € Nker, (T + K), por lo que 0 € o(T + K) para algin K € F,,
entonces T'+ K no es invertible, lo cual es una contradiccién, pues por
hipétesis 1" es un operador sigma-alfa-Weyl, por tanto, como 7" es de rango
cerrado y del Teorema 3.2.2, existe K € F, tal que T'+ K es invertible.
A

Por otra parte, Dragan S. Djordjevic, en [14], definié una clase de
operadores llamada Clase de Operadores Weyl Generalizados de la forma

®I(H)={T € B(H) : R(T) es cerrado, n(T) =n(T") ei(T) = 0}.

Observemos que esta definicién es equivalente a la de la Definicion
3.2.2 cuando 1 < a < Ny, por lo que algunos resultados presentados en
[14] se cumplen para operadores que cumplen la Definicién 3.2.2.
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3.3. Indice I’

SeaT € B(H) un operador a-Fredholm, 1 < o < h, podemos extender
la definicion de indice, para todo [ < «, con una pequena modificacién
de la definicién en [11]:

n(T) —n(T"), sif=Ngof>R
indﬂ(T) = y Hléx{n(T)?n(T*)} > B

0, si f>Wgy méx{n(T),n(T*)} < p.

De forma similar como Schechter definié a los operadores de Weyl,
definimos a los operadores a-Weyl de la siguiente forma:

Definicién 3.3.1. Sea a un nimero cardinal tal a, Xy < a < h y sea un
operador T' € B(H). Decimos que T' es un operador a-Weyl si T' es un
operador a-Fredholm con ind g(T") = 0 para todo cardinal 8, X, < 8 < a.

Podemos definir el espectro a-Weyl de la siguiente manera:
aws(T) ={A € C: T — Al no es un operador o« — Weyl}

={ e C: A& 0,(T)oindg(T — A) # 0, para algin 5, Ry < 5 < a}.

De aqui surge una pregunta, ;qué relacion hay entre aw, (1") yows(T)?
El siguiente teorema nos da la respuesta para todo a, Ny < a < h.

Teorema 3.3.1. Sea T un operador sobre B(H) y sea a un ntdmero
cardinal tal que Ry < a < h. Entonces aw; (T') = aws(T).

Demostraciéon: Si a = Ny, entonces los siguientes resultados se
siguen de la teoria clasica de Fredholm.

Sea a > Vg y A ¢ aw;(T). Entonces existe un K € F, tal que T —
M + K es invertible. Luego T" — Al + K es un operador (invertible) a-
Fredholm con ind 3(7"— A + K) = 0 para todo 8 < a. Como T'— X[ =
(T'— M + K) — K, por |20, Teorema 2.6] y [11, Corolario 1], T'— AI es
un operador a-Fredholm e ind 4(7" — AI) = 0, para todo § < «, es decir,
A ¢ awsy(T).

Sea A ¢ aws(T'). Entonces T'— AI es un operador a-Fredholm y, para
todo cardinal 3 tal que Ny < 8 < a, tenemos que ind 3(7"— A\) = 0. En
este caso tenemos 0 < n(7T) = n(T*) = v < a. Si 7 < Ny, entonces el
resultado se sigue de las propiedades de espectro Weyl (usual).
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Sea Ny < v < a. Supongamos que 1" — AI tiene rango cerrado. Sea ¢
una isometria de N(T" — AI) sobre N((T'— AI)*) (que son de la misma
dimensién ) y sea K € B(X) definida por:

K i 0\ ( N(T-X) N N(T — \I)*
N0 0 )\ R(T-X)* R(T — \I) '
En la misma descomposicién de H podemos presentar T'— AI de la forma:

(0 0\ [ NT=Al N(T — AI)*
F=al= ( 0T ) ' ( R(T — AI)* ) ” ( R(T — \I) )
donde 77 € B(R(T'—AI)*, R(T'—\I)) es invertible. Vemos que el operador
T — A\ + K es invertible y K € F,.

Cuando T — AI es un operador a-Fredholm de rango no cerrado, de
[18, Teorema 2.6], para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe un
subespacio cerrado W, de H que contiene a N(T'— X)) y ||(T — X)y|| <
¢|ly|| para cualquier vector no-cero en W,.. Mas atin, ||(T"— Al )y|| > €||y||
para todo y € WA, dim W, = d(T — \I) y dim((T — AX[)W1)+ = d((T —
Al)*). También, de [8, Lema 4.8], d(T'—\I) = d((T—X)*)(=n(T—\I) =
n((T — A)*)). Como T — A es acotado por abajo en W=, se sigue que
(T—X\I)(WZ2) es un subespacio cerrado, y como N (T —\I) C W,, tenemos
que Ty = (T — A)pyr : W — (T — M) (WZ) es un operador invertible.
Sea

o (Tso 0N (W ([ (T=AWH*
VLo o) \wt (T - AW )
donde Iso € B(W,, ((T — AXI)W=1)4) es un isomorfismo arbitrario entre

espacios (cerrado) y-dimensional. Entonces T, es un operador invertible
y K. =T. — (T — \) € F,. Para terminar la demostracion, sea

(8 4) G~ (W)
entonces
W ( Iso—T, 0 ) | ( W, ) I < (T = AW )
¢ T, 0 Wi (T = X)WL
v R(K,) C (T=ADW21)L, que implica dim R(K,) < dim((T—M)WL)L =

v < a. Luego (T'— M) + K. = T, es un operador invertible, es decir,
A ¢ aw(T). A
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Observacién 3.3.1. Se tiene que
Row1 (T7) = wow2 (1) = w(T).

Observacién 3.3.2. (i) En lo que sigue utilizaremos la notacién aw(T")
para el espectro a-Weyl de T'.

(i) En el caso cuando Xy < «, si modificamos un poco la demostracién
del Teorema 3.3.1 con la condicién adicional |[Iso|| < €,vemos que un
operador a-Weyl que no es invertible puede ser aproximado (en norma)
con un operador invertible, es decir, éste pertenece a 9B~ (H).

Sea Ny < «a < h, entonces podemos definir la familia de operadores
a-Weyl, en notacién ®°(H), como:

P'(H)={T € B(H): T € ®,(H) e ind 3(T) = 0 para toda 8y < 8 < a}.

Teorema 3.3.2. Sea T' un operador sobre B(H) y sea o un numero
cardinal tal que Ny < a < h. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

() T € o0(H);
(ii) n(T) =n(T*) < ay R(T) es a-cerrado;
(iii) d(T) = d(T*) < «a

Demostracién: (i) < (ii) se sigue directamente de la definicién de
operador a-Fredholm y de la definicién de ind (7).

(ii) < (iil) se sigue de [18, Teorema 2.6] y [8, Teorema 3.1 y Lema
4.8]. A

Observacién 3.3.3. Cualquiera de las condiciones equivalentes (i)-(iii)
del Teorema 3.3.2 implica que existe un subespacio cerrado M y N de
H tal que M N N(T) = {0}, N C R(T) y dim M+ = dim N+ = v < a.
Efectivamente, sea d(T') = d(T*)(= v < «). Entonces, de [8, p. 221], existe
un €y > 0 tal que d.(T) = d(T) = d(T*) = d.(T*) para todo € € (0, €.
Para algtin € € (0, €] fijo, sea M = H, de la definicién de d. para T'y N
definimos de forma similar, utilizando sélo el operador T™*.

Teorema 3.3.3. Sea T un operador sobre B(H) y sea o un numero
cardinal tal que Ny < a < h.
(i) ®°(H) es abierto.
(ii) Si T, S € ®°(H), entonces T'S € ®°(H).
(iii) SiT € ®°(H) y K € F,, entonces T + K € ®Y(H).
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Demostracién: (i) Sea T € ®Y(H). Por el Teorema 3.3.2 (iii),
d(T) = d(T*) < a y para € > 0 suficientemente pequeno, existe un
subespacio cerrado H, tal que

|Tx| < e€||z||, para toda x € H.\ {0}, N(T') C He, | Tx| > €||z],
para toda x € H' y
N(T*) € (T(H))*, | T || < ellz]l, para toda z € (T(H))" \ {0}, v

|T*z| > €||z||, para toda = € T(HZX).

Més atin, dim H, = d(T) = d(T*) = dim(T(H}))* < «, donde T(H') es
un subespacio cerrado de H. (Para mds detalles [8, p. 220-221]).

Sea S € B(H) tal que | T — S|| < €/2. Supongamos que existe un
x € N(S)N HE no-cero. Entonces || Tz < |(T — S)z|| < §|lzl|, que
contradice con la seleccién del subespacio H. Luego, N(S) C H.y n(S) <
«. También, por N(S*) C (T(HZ1))*, tenemos n(S*) < dim(T(H1))*+ <
.

Maés atin, S es acotado por abajo sobre H:,

€
15[l = HITw]| = [T = S)zll | = 5ll=,

que implica S(H») es un subespacio cerrado contenido en R(S). Utili-
zando la representacion matricial de S con respecto a la descomposicion
H=H®Hty H=(SH))*®S(HL), obtenemos (S(HX))tNR(S) C
S(H,) y dim(S(H}))* N R(S)) < a, que implica que R(S) es un subes-
pacio a-cerrado.

Luego para todo S € B(H) tal que ||T — S|| < ¢/2, R(S) es un
subespacio a-cerrado y n(T) = n(T*) < «, es decir, S € Y (H).

(ii) Sea T,S € ®°(H), entonces 0 ¢ aw(T) U aw(S). Del Teorema
3.3.1, existe un Ky, K, € F, tal que T+ K1, S+ K, € B(H)™'. Entonces,

BH) '2(T+K\)(S+ Ky) =TS+ (TK, + K;S + K1 K) y

TKy+ Ki\S+ K Ky € Fy,

es decir, T'S € ®°(H).
(iii) Del Teorema 3.3.1 y [11, Corolario 1] (véase [35, Teorema 3]). A
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3.4. Operadores Weyl generalizados

Sean ¢ y « ntmeros cardinales tales que Ry < ¢ < a < h. De [20,
Observacién 3.2], tenemos que ®y(H) C P, (H). Mas ain, si para algin
T € ®y(H), ind g(T") = 0 para todo Ry < # < ¥, entonces ind 3(7") = 0
para todo ¥ < 8 < a, es decir, ®4(H) C ®%(H).

Definicién 3.4.1. El conjunto de los operadores Weyl generalizados, en
notaciéon ®)(H), es
Dg(H) = Upy<acn®a(H).

En [14], D. S. Djordjevi¢ defini6 la clase de operadores Weyl genera-
lizados como

OI(H)={T € B(H) : R(T) es cerrado y n(T) = n(T")}.

Como un subespacio cerrado en H es a-cerrado para todo cardinal
a, 1 < a < h,yn(T) =n(T*) implica que ind 3(T") = 0, tenemos que
PY(H) C PY(H). Ademds de eso, las propiedades de ®)(H) son més
similares a ®o(H) que las de ®)(H). El conjunto ®J(H) no es abierto,
pero, por el Teorema 3.3.3, el conjunto ®)(H) es abierto (como ®y(H)). De
forma andloga, el conjunto ®f(H) es cerrado con respecto a la composicién
de operadores (del Teorema 3.3.3 (ii)) y perturbaciones de compactos.
Luego, tenemos el siguiente teorema que generaliza los resultados de [14].

Teorema 3.4.1. (i) Si T,S € ®)(H), entonces T'S € ®)(H).
(i) Si T € ®)(H) y K € K(H), entonces T + K € ®)(H).
(iii) ®)(H) es abierto en B(H).



Conclusiones

= En el Capitulo 1 aportamos las bases para los Capitulos 2 y 3.
= En el Capitulo 2:

(1) Se presenta un ejemplo de operadores a-Fredhom con el cual,
ademas, mostramos que existen operadores a-Fredholm que no
son Fredholm.

(2) Se demuestra que el conjunto de operadores a-Fredholm (®,(H))
es un conjunto abierto en B(H).

(3) Se plantea un resultado interesante: para T, S operadores en
B(H) tales que T'S € ®,(H) y R(T) a-cerrado, T es semi
a-Fredholm inferior y S es semi a-Fredholm superior.

(4) Se demuestra también que para a; y as numeros cardinales
tales que 0 < oy < ag < h (h=dimH), ¢,,(H) C ¢,,(H).

(5) Se presenta un ejemplo en el que se demuestra que la conten-
cién del resultado (4) es estricta.

(6) Otro resultado importante de este trabajo de investigacién es
el siguiente: para un nimero cardinal « tal que Ry < « y para
un operador T' € ®,(H) y K € F,, se tiene que T + K es
también a-Fredholm.

(7) También, para dos operadores S 'y T en B(H) se tiene que si
TS € ®,(H), entonces T € O,(H) siy sélosi S € @,(H).

(8) Se aporta la siguiente propiedad: dados dos operadores S y T’
tales que T'S € @, y dim Ker(T) < «, entonces S,T € ¢,(H).

(9) Se constata también que dados dos operadores S y T tales
que TS € ®,, R(S) a-cerrado y dim R(S)* < «, entonces
S, T € ®,(H).

46
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(10) Se obtiene el resultado: Para dos operadores S,T € B(H) se
demuestra que ST € ®,(H), n(S) < ay R(S) es a-cerrado si
y solo si ST € ®,(H), d(S) < asiysdlosi S,T € ¢,(H).

(11) Se demuestra también que el espectro a-Fredholm es una fun-
cién semi continua superior en B(H).

(12) Otro resultado: en un espacio de Hilbert H, ®(H) = | J.—, ©,(H).
(13) También, para T € B(H), 0.(T) = (o —, on(T).

n=1
(14) Se demuestra también que en un espacio de Hilbert H, dim H =
h tal que Ry < a < h, entonces ®(H) C [y, cach PalH).

(15) Como consecuencia del resultado (14) se tiene, para T € B(H),
o.(T) 2 UN0<a§h oa(T).

(16) Estudiando la teorfa de las regularidades, desarrollada por V.
Kordula y V. Miiller en 1996, se demuestra que el conjunto de
operadores a-Fredholm es una regularidad, lo que permite la
generalizacion del teorema de la transformacion espectral para
todas las funciones analiticas y no sélo para polinomios como
lo hizo P. Dharmara.

= En el Capitulo 3:

(17) Se analizan los trabajos de L. A. Coburn, M. Schechter, S.
K. Berberian, Yadav, Arora y L. Burlando, lo que permite
extender la definicién de indice para todo < o como

n(T) —n(T*), sif=Ngo0 [ >N
y max{n(T),n(T")} > 6
1nd5(T) =
0, si ﬁ > Ny
y max{n(T),n(T*)} < .

(18) Dicho indice permite forjar la definicién siguiente: Dado un
operador T' € B(H), decimos que éste es un operador a-Weyl
para algtin cardinal a, Ny < o < h, si T es un operador a-
Fredholm con ind 4(7T") = 0 para todo cardinal 5, Ry < 5 < a.

(19) También, se define el espectro a-Weyl de la siguiente manera:

awy(T) = {\ € C: A—T no es un operador a—Weyl}
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={A€C:A¢0,(T)oindg(T — \) # 0 para algin f3,
Nog < 5 < a}.
(20) Otro resultado que se obtiene: El espectro a-Weyl de peso «
que Yadav y Arora definieron (awi(T) = Nger, o(T + K) )
y el espectro awy(T') que nosotros definimos son equivalentes
para T' € B(H) y « un nimero cardinal tal que Rg < a < h.
(21) Se define la familia de operadores a-Weyl como:
©o(H) =
{Te B(H): T € ®,(H) yindg(T) = 0 para toda X, < § <
al.
Por consiguiente, se obtiene que para 7' un operador sobre

B(H) y para un numero cardinal « tal que Xy < a < h, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T € @5 (H);
(ii) n(T) =n(T*) < ay R(T) es a-cerrado;
(iii) d(T) = d(T*) < .
(22) Se obtiene también: para 7" un operador sobre B(H) y un
niumero cardinal « tal que Ry < a < h,

(i) ®°(H) es abierto en B(H).
(i) Si T, S € ®°(H), entonces T'S € % (H).
(iii) Si T € ®°(H) y K € F,, entonces T + K € ®°(H).

(23) Se define el conjunto de los operadores Weyl generalizados, en
notacién ®)(H), como

Do(H) = Ung<an®q(H).

Con lo que se obtiene el resultado:

(i) Si T, S € ®)(H), entonces T'S € ®)(H).

(i) SiT € ®)(H) y K € K(H), entonces T + K € ®)(H).
(iii) ®)(H) es abierto en B(H).

Estos resultados son parte de dos articulos: el primero “a-Fredholm
spectrum of Hilbert space operators” (publicado en The Journal of the In-
dian Mathematical Society) y el segundo “On a-Weyl operatos” (publicado
en Advances in Pure Mathematics).
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El trabajo no termina con dichos resultados; se abre una nueva brecha
para una investigacién, ya que la teoria de los operadores a-Fredholm tie-
ne mucho por analizar; también, la teoria de los operadores a-Weyl nos da
la pauta para seguir analizando y obtener nuevos resultados importantes.

Queda también, para futuros trabajos, analizar si se puede genera-
lizar la teoria de los operadores de Browder en espacios de Hilbert no
separables; si se puede dar una definicion de operadores a-Browder.
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