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Capitulo 1

Introduccion

La transformada de Fourier es un concepto clasico del Anélisis Matemaético,
cuyo origen proviene de las investigaciones de Bernoulli, D’Alembert, Lagran-
ge y Euler, alrededor del ano 1740, en el campo de la Fisica-Matematica. De
sus estudios, obtuvieron series asociadas a las ecuaciones involucradas en este
campo. Posteriormente, con la intervencién de Fourier se fijaron las bases para
definir las series de Fourier, las cuales estdn relacionadas con la transformada
que ahora lleva su nombre. Ambos conceptos son los cimientos del desarrollo
y evolucién del drea que actualmente se conoce como Andlisis de Fourier. Es-
ta rama de las matemadticas tiene amplias e importantes aplicaciones en otras
ciencias, como por ejemplo en la Optica, la Astronomia, el Reconocimiento de
Patrones, la Teoria de Senales, la Medicina, etc. [3, 8, 9, 25].

La transformada de Fourier de una funcién f : R — R (0 C), en t € R,
se define como

FH#) = F(t) = / £ () =it du, (11)

cuando f (-) e~ )t eg integrable en algin sentido sobre R. Esta transformada
en el contexto de la integral de Lebesgue ha sido ampliamente estudiada para
funciones en L!(R), y se garantiza su existencia para toda t € R, véase [3, 8].
Sin embargo, tal propiedad no se asegura sobre un espacio distinto de L!(R),
por ejemplo, en los espacios LP(R), con 1 < p < 2, o en el espacio de funcio-
nes de variacién acotada sobre R que se desvanecen en el infinito denotado por
BVs(R), [16, 23].

Empleando teorias modernas de integracién es posible definir una transfor-
mada con dominio igual a BVj(R), véase [23]. Una integral que nos permite
hacer esto es la de Henstock-Kurzweil, la cual fue introducida, separadamen-
te, por Jaroslav Kurzweil y Ralp Henstock a finales de la década de 1950. El
operador que se obtiene al usar la integral de Henstock-Kurzweil en (1) es la
transformada de HK-Fourier, término empleado en 2002 por Erik Talvila
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[23], y denotada como Fp.

En algunas aplicaciones del Anélisis de Fourier se conoce la transformada de
una funcién y se busca recuperar la funcién misma, véase [25]. Esto se considera
como un problema de inversién o inversion puntual si sélo se desea conocer el
valor de la funcién en ciertos puntos. El teorema de Dirichlet-Jordan re-
suelve el problema de inversién puntual sobre L'(R) N BV (R), el cual afirma lo
siguiente.

Teorema 1. [24, Teo. 23] Si f € L'(R) N BV (R), entonces, para cada v € R,

M 1
fim_5=(8) [ Flw)e™du = 3{fa+) + fla-). (1.2)

El simbolo (L) que aparece es para sefialar la integracién en el sentido de Le-
besgue.

En el 2004, Ferenc Moricz publicé un resultado que muestra que la conver-
gencia en (1.2) del Teorema 1 es localmente uniforme en puntos de continuidad
de la funcidn, ver Definicién 2.4.1. El enunciado de dicho resultado es el siguiente.

Teorema 2.[17, Cor. 3] Si f € L'(R)N BV (R), y z € R es un punto de
continuidad de f, entonces la convergencia en (1.2) es uniforme en x. Ademds,
si f es continua sobre [a,b], entonces la convergencia en (1.2) es uniforme sobre
el intervalo [a,b].

Por otra parte, se sabe que L*(R) N BV(R) € BV,(R), BV(R) ¢ L*(R)
vy que la integral de Henstock-Kurzweil generaliza a la de Lebesgue sobre R,
ademas los valores de las integrales coinciden para funciones en L!(R), véase
[4]. Por ende, el resultado que sigue extiende al Teorema 1.

Teorema 3.[13, Teo. 3.7] Si f € BVy(R), entonces, para cada x € R,

B—o0 27
a—0

lim - (1K) | o T = S @) (1)

El sfmbolo (HK) indica la integracién en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Una versién del teorema anterior fue probado por M. Riesz y A. E. Livings-
ton [20] sin precisar algunas propiedades empleadas. En el 2020 se generaliza el
Teorema 2 sobre el espacio BVy(R) como se muestra a continuacién.

Teorema 4.[14, Teo. 4.3] Si f € BV(R) y € R es un punto de continui-
dad de f, entonces la convergencia en (1.3) es uniforme en x. Ademds, si | es
continua sobre [a,b], entonces la convergencia en (1.3) es uniforme sobre [a, b].



El problema de inversién puntual de la transformada de Fourier se puede
trasladar a funciones de varias variables. Para abordar este problema comenza-
mos por definir la transformada de Fourier para funciones f : R™ — R (o C),
en u € R™, como

f(u) _ f(,U)e—i<u,v>d,U7
R’n,
cuando f(-)e~?<"v> es integrable en algiin sentido sobre R™. El sfmbolo < -, - >
representa el producto escalar.

Para funciones de varias variables hay diferentes conceptos de variacién aco-
tada, algunos de estos fueron definidos por Arzeld, Fréchet, Tonelli, Vitali y
Hardy, véase [1]. En este trabajo solo consideramos los espacios de funciones
de variacién acotada en el sentido de Vitali y de Hardy sobre R?, los cuales se
denotan como BV (R?) y BV (R?), respectivamente.

Para obtener un resultado andlogo al Teorema 2, pero ahora para funciones
de dos variables, tomamos como referencia el articulo “On the convergence of
double Fourier integrals of functions of bounded variation on R?” de B. L. Gho-
dadra y V. Filop, ver [10], que a la vez estd basado en el trabajo “Pointwise
convergence of double Fourier integrals of functions of bounded variation over
R?” de F. Méricz, véase [18], puesto que partié de ideas similares presentadas
en los resultados auxiliares y en la prueba del Teorema 2. Asi que la extension
al caso bidimensional se muestra a continuacién.

Teorema 5.[10] Si f € L'(R?) N BVy(R?) y (z,y) € R? es un punto de
continuidad de f, entonces el limite

“”HytAs,tdsdt: x, 14
Jin o / . /| Fls,tydsdt = f(z,y)  (14)

vV— 00

es uniforme en (z,y).

Siguiendo la linea de estudio que previamente se expuso del caso unidi-
mensional, esta tesis tiene como objetivo establecer condiciones especificas que
permitan obtener teoremas de inversién puntual, andlogos al Teorema 5, para
funciones de dos variables y de variacién acotada pero que no necesariamente
sean Lebesgue integrables, tal como se hizo en los Teoremas 3 y 4. Para ello, se
analiza un espacio, compuesto de funciones de variacién acotada en el sentido
de Vitali no necesariamente absolutamente integrables, sobre el cual la trans-
formada de Fourier esta definida c. d.. El espacio con tales caracteristicas es la
coleccién de funciones en BVy (R?) con la propiedad que se desvanecan en el
infinito, a este lo denotamos como BV||0H(R2), ver Definicién 3.1.1. Ademas, se
demuestra en la expresién (3.4) la siguiente relacién de contencién

L'(R*) N BVy(R?) € BV (R?).
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De manera que, atendiendo a nuestro objetivo planteado, los resultados prin-
cipales de este trabajo de tesis los mostramos en seguida. Para 0 < «; < f3; < 00
con i = 1,2, denotamos

ROP = [(¢,n) €R?*:ay < [€] < B, a2 < 0] < Ba).

Teorema. Sean f € BV (R?) y (z,y) € R® con x # 0, y # 0. Entonces,

lim fj l(mﬂn)d(@ n)

aq,00—0
/31 Ba—roo RO1-02

aq,a9

f(x+ay+) + f(x+a y_) + f(a:—,y+) + f(x_’ y_)
1 .

Teorema.Sea f € BVH0||(R2). Entonces, el limite

i [ FOEDEE i) = 1(o)

aq,a0—0
Bl ,/32—>00R[31 [52

converge uniformemente en (x,y) € R? un punto de continuidad de f.
Para obtener los teoremas anteriores se tuvo necesidad de conjeturar y probar

algunas proposiciones, lemas y teoremas los cuales, principalmente, se presentan
en el Capitulo 3.



Capitulo 2

Prerrequisitos

2.1. Integral de Riemann-Stieltjes

En esta seccién se pueden encontrar definiciones y resultados conocidos que
son estudiados tanto en libros como en articulos, algunos se encuentran en [1],

2] y [18].
2.1.1. Definiciones
Para lo siguiente, sea R = [a,b] x [c, d] un rectangulo compacto de R2.

Definicién 2.1.1. Sea P = {R;} una coleccion finita de subrectdngulos de R.
Se dice que P es una particion de R, si

- U,Ri =R
v int(R;) Nint(R;) =0, cuando i # j.

Definicién 2.1.2. La coleccion de las particiones P = {R;; = [z;—1, ;] X
Wi—1,yj]l la=z0 < ... <zp=byc=yo <..<yn=d} de R se denota como
P(R). La norma de P ={R; ;} € P(R) se define como

[P[| = méx{D;;}, (2.1)
donde D; ; es la longitud de la diagonal de R; ;.

Definicién 2.1.3. Sean f,g : R — R funciones. Se dice que g es Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a f sobre R, si existe A € R tal que para
e > 0, existe 5 > 0 de modo que si P = {R;;} € P(R) con ||P|| < 6 y
(Mi;:Ti;) € Ry j, entonces

|S(gafaP)_A‘ <€a
donde
Af(xiy;) = f(ri,y;) — f@ic,ys) — f(a, yj—1) + f(@im1, y-1)

5
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S(g, £, P) =D g(ni g i) AF (i, y5)-
g
El nidmero A es el valor de la integral y se denota como

A= jj gdf = jfg(tutl) df (t1,t2).
R R

Ademds, el espacio RS(f, R) es el de las funciones Riemann-Stieltjes integrables
con respecto a f sobre R.

Observacion 2.1.1.

1) La norma en (2.1) es equivalente a la norma
HPH1 = méx{xl —Ti—1,Y5; — yj—l}a
ver [10, pdg. 296], debido a que
1Pl < |IP]| < V2 ||Pls.

Por ende, las integrales de Riemann-Stieltjes definidas con cada una son
1quales.

2) La integral de Riemann-Stieltjes de una funcion a valores complejos g con
respecto a una funcion a valores reales f es la suma de las integrales de
la parte real e imaginaria de g cada una con respecto a f.

2.1.2. Propiedades de la Integral de Riemann-Stieltjes

En seguida se presentan algunos resultados relevantes de esta integral.

Teorema 2.1.1. Sean g, f : R — R funciones. Son equivalentes las siguientes
proposiciones:

1) g es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a f sobre R y su integral es

A.

2) Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que para P y Q particiones de R tales
que ||P]| < ¢ y ||Q]] < ¢, entonces

1S(g, f,P)— S(g, f,Q)| <e.

3) Para toda (Py)nen sucesion de particiones de R tal que lim,,_, || Py|| = 0,
entonces

lim S(f,g,P,) = A.

n—roo

Demostracion. La prueba es inmediata de la Definicién 2.1.3.
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Definicién 2.1.4. Sean f,g : R — R funciones y Q C R un subrectingulo.
Definamos

w(g, f,Q)= sup {|S(g, f,P)—S(g,f, P)|} €0,00].
P,P'eP(Q)

Teorema 2.1.2. Sean f,g: R — R funciones. Si g € RS(f, R), entonces

< Zzw(gva Ri,j),

para cualquier particion P = {R; ;} de R.

{[ gdr - S(g. £, P)

R

Demostracion. Sea ¢ > 0. Por hipétesis, existe 6. > 0 tal que si ) es una
particién de R con ||Q|| < 0., entonces

< €.

S(9.£,Q) — |[ gdf
R

Sea P = {R; ;} una particién de R con T; j € R;j = [xi—1, %] X [yj—1,Y;].
Sea ) una particién més fina que P y satisface que ||Q|| < d.. Entonces, Q =
U; U; Qi ; donde Q; ; es particién de R; ;. Asi,

[[ 9df = S(9.£.P) +15(9,/,Q) = S(g, f. P)|

R

{[ gdf = 5(9..0)
R

<&t Zzs(g’f’QiJ)_Zzg(fi,j)Af(fivyj)
(] i g

Set+ > Y 1809, £, Qi) — 9(@i ) AS (i, ;)]
i g

§E+Zzw(g7f7Rt,j)
i g

Puesto que € > 0 es arbitrario, se obtiene

< Zzw(gufv Ri,j)'

{[ gdr — S(g. £, P)
R

O

En el resultado anterior, considerando la particién trivial del un subrectangu-
lo de R queda como sigue.

Corolario 2.1.1. Sean f,g: R — R funciones. Si g € RS(f, R), entonces

{[ 9dr = 9@Af(@1,90)| < wig, £, Ra),

Ry

para Ry = [xo,21] X [yo,y1] CR y T € Ry.
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2.2. Funcién de Variacién Acotada sobre R?

En lo que sigue trabajamos con rectangulos @@ donde sus lados I7 e Is pue-
den ser de la forma (—o0,0), [a,0), (—00,a] o intervalos acotados. Ademads,
utilizaremos el concepto de variacién acotada sobre intervalos, véase [17].

Definicion 2.2.1.

1. Se dice que la funcion f : Q@ — R es de variacion acotada en el sentido
de Vitali sobre Q, y se denota como f € BVy(Q), si

RCQ {R;;}eP(R)

%

Var(£,Q) == swp s { S S IAf(m )| p < o,
J

donde los rectangulos R son compactos en Q.

2. Se dice que la funcion f : Q — R es de variacion acotada en el sentido
de Hardy sobre Q, y se denota como f € BVy(Q), si

» f e BW(Q).

» Para cada z,y, f(-,y) y f(z,-) son de variacion acotada sobre I e
1>, respectivamente.

El espacio BV (R?) esté contenido propiamente en BVy (R?) ya que f(z,y) =
 +y € BV (R2)\ BVi(R2).

2.2.1. Propiedades de las Funciones de Variacién Acotada

Aqui principalmente mostramos una serie de resultados que relacionan las
funciones de variacion acotada y la integral de Riemann-Stieltjes, todas estas co-
mo consecuencia del criterio de integrabilidad en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Lema 2.2.1. Si f € BV, (R2), entonces

1) lm Var(f,[-m,m] x [-m,m]) = Var(f,R?).

2) lim (Var(f,[m,00) x R) + Var(f,(~oc0, ~=m] x R) + Var(f,R x [m, o))
+ Var(f,R x (—o0, —m])) = 0.

Demostracion. Por la Definicién 2.2.1, dado € > 0, existe {R; ;} una particién
de [a,b] x [¢,d] C R? tal que

Var(f,R?) —¢ < Z Z |Af(zi,y;)|
< Var(f,[a,b] x [c,d])
< Var(fa [_kak] X [_k7kD7
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con k = méx{|al, ||, |c|, |d|}
Para m > k, se tiene que
Var(f,R?) —e < Var(f,[-m,m] x [-m,m]).

Luego,
0 < Var(f,R?) — Var(f,[-m,m] x [-m,m]) < e.
Con esto se prueba el inciso 1). Luego, como

Var(f,[m,o0) x R) + Var(f,(—oco,—m] x R) + Var(f,[-m,m] X [m, o))
+Var(f, [7771, m] X (7003 7m]) = Var(f, Rz) - V(IT'(f, [77)’17 m] X [7ma mDv

para cada m > 0. Aplicando el limite, cuando m — oo, a la igualdad anterior
se cumple el inciso 2). O

Lema 2.2.2. Si g€ C(R) y f € BV (R), entonces g € RS(f, R).

Demostracion. Sea e > 0, por la continuidad uniforme de g sobre R, existe § > 0
tal que si (z,y), (¢/,y') € R con ||(z,y) — (¢/,¥')]] < 4, entonces

€

l9(e.9) = 9" W) < o B T

Sean P y P particiones de R tales que ||P1|| < §/4y ||P:|] < /4. Adem4s,
creamos P = [r;_1,x;] X [yj_1,y;] a partir de todas las divisiones de los lados
del rectangulo R que forman P; y P». Luego,

|S(g, f,Pl) (gvf7P2 | < ZZLQ S’LJ J)HAf(mwa)‘

—ZZ( e )H))w(asi,ym

13

= (2(Var(f, R)+1)

<eE.

> Var(f, R)

Del Teorema 2.1.1, se concluye que g € RS(f, R). O

Lema 2.2.3. Sig € C(R) y f € BVy(R), entonces existe § > 0 tal que para
P={R;;} € P(R) con ||P|| < J se cumple que

w(g7f7 Ri,j) S 1 + 2Hg||oova/r(fa R))

donde ||g||co €s la norma del supremo de g.
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Demostracion. Sea g = 1 > 0. Por el Teorema 2.1.1, existe § > 0 tal que si
Q,T € P(R) con ||Q|| <y ||T|| <9, entonces

|S(g7f7Q)_S(gafaT)| <1

Sea P = {R;;} € P(R) con ||P|| < 4. Consideramos Q; ; y Q; ; particiones
arbitrarias de R; ; para crear las respectivas particiones @ y @’ de R maés finas
que P. Ademas, sean los valores B y B’ las sumas de Riemann sobre Q y Q' sin

tomar Q; ; y Q; ;. Luego,

1S(g, f,Qi5) — S(g, £, Qi ;)| = IS(9, f,Qij) + B—B—5S(g, f,Qi ;) — B+ B'|
g’f’ ) B_S(g7f7Q)+B/|
f,Q) = S(g, £, Q)|+ |B| +|B'|

= [5(
|5(
1+ 2|[gllocVar(f, R).

<
<

Esto prueba el resultado. O

Teorema 2.2.1. Sean g € C(R) y f € BVy(R). Entonces, para € > 0, existe
d > 0 tal que para cualquier P = {R; ;} particion de R con ||P|| < ¢ se cumple

Zzw(gvaRi,j) <e€
(]

Demostracion. Sea e > 0, como g € C(R), existe § > 0 tal que si |[(z1,11) —
(w2, y2)|| < J, entonces

3

2(Var(f,R)+ 1)

SeaT={R;;:i=1,..,ny j=1,..,m} una particién de R con ||T|| < J. Por
el Lema 2.2.3, existen P; ; y Q; ; particiones de R; ; tales que

lg(x1,y1) — g(x2,42)| <

3

w(gvfaRi,j) < ‘S(gafapi,j) - S(gafaQi,j” + %

Luego,

zj:;w(g’ﬁRiJ) < zi:zj:(s(g’fﬁpi,j) (g f7Qz,])|+ Qnm)
ZZ|S(gvf7PZ,J)_S(g7f7QZJ)|+g

i g

(Var(f R) + ZZVW £, Rij)

3

<2(Var(f, R)+1)

< €.

)Var(f,R)+ -
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Corolario 2.2.1. Sean g : R — R una funcion acotada, f : R — R una funcion
continua sobre R y se define

h(ty,te) = jj f(s1,82)d(s1,52), para cada (t1,t2) € R.

[a tl C tz]

Si g € RS(h, R), entonces

j g(tl,tg)dh(tl,tg) = jjg(tl, tg)f(tl,tg)d(tl,tQ).
R

R

Demostracion. Para ¢ > 0, tenemos que existe 6 > 0 tal que si P = {R; ;} es
una particién de R con ||P|| < y T; ; € R; ;, entonces

E
St P) = [[ ain] <5y 323 wlheRis) < gy

donde u(z,y) = zy.

Sea @ = {J; ;} una particién de R con J; ; = [z;—1, 2] X [yj-1,y;] y [|Q|| < 4.
Luego, con ayuda del Corolario 2.1.1,

S(gf.Q ﬂ gdh| <

S(g,h, Q) — | gdh
R

aS ZZ'Q(T1])| f(Ti,j)Au(xi,yj)fj fdu +%
i i
< gl 3 Sl 1) +

<lglloo [ 57—— ) + =
=0l (gl + 1)) 7 2

< Ee.
O

Teorema 2.2.2 ([10, Lema 3.9]). Sean f € BVy(R?) y (z,y) € R? un punto
de continuidad de f. Entonces, para € > 0, existe 6 > 0 tal que

Var(f,[x— 0,z +48] X [y—8,y+4d]) <e

Mostraremos mas adelante algunas propiedades que relacionan los conceptos
previos, pero antes recordemos los siguientes espacios de funciones definidas
sobre R2.

= Cp(R?) es el espacio de funciones continuas a valores reales las cuales estdn
acotadas.
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= Cy(R?) es el espacio de funciones continuas que se desvanecen en el infinito.
= C.(R?) es el espacio de funciones continuas con soporte compacto.

Ademds, es bien sabido que C.(R?) € Cp(R?) € Cp(R?) y C.(R?) es denso
en Cp(IR?) con respecto a la norma del supremo, [21, Theorem 3.17].

2.3. Integral Impropia de Riemann-Stieltjes

Ahora, veamos la definicién de la integral impropia de Riemann-Stieltjes y,
posteriormente, su relacién con las funciones de variacién acotada en el sentido
de Vitali.

Definicién 2.3.1. Sean f,g:R? = R funciones. El limite muiltiple

wlin}oo ff g(t1,t2)df (t1,12)
b,d—oo [a,b]X][c,d]

se llama integral impropia de Riemann-Stieltjes de g con respecto a f,
cuando existe en el sentido de Pringsheim [22], y se denota como

jjg(t17t2)df(t1;t2)'
]RQ

2.3.1. Propiedades de la Integral Impropia de Riemann-
Stieltjes

En [18], F. Mdricz propusé un criterio para la existencia de la integral im-
propia en el sentido de Riemann-Stieltjes, la cual demostramos a continuacion,
y ademds enunciamos algunos otros resultados relevantes para el desarrollo de
este trabajo.

Teorema 2.3.1. Si g € C,(R?) y f € BVy/(R?), entonces la integral impropia
de Riemann-Stieltjes de g con respecto a f eziste.

Demostracion. Sea € > 0, por el Lema 2.2.1, existe M > 0 tal que si m > M,
entonces

Var(f,[m,) x R) + Var(f,(—oo,—m] x R) + Var(f,R x [m,c0))

+ Var(f,R x (—oo, —m]) (2.2)

&
llglloo +1°

El Lema 2.2.2 nos permite definir la funciéon

F(a,be,d) = [[  gdf

[a,b] X [c,d]

sia<byec<dy F(a,bc,d)=0sia>boc>d.
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Recurriendo a (2.2), para ay, as, ¢1,ca < —M, by, ba,d1,ds > M y sin pérdida
de generalidad supongamos que a1 < as, b1 < ba, ¢c1 < co v di < da, entonces

|F(a1,b1,c1,d1) — F(ag,be, ca,d2)| = jj gdf + jj gdf

[b1,b2] % [c1,d2] [a1,az2]x[c1,d2]

L R A |

laz,b1]x[c1,c2] laz,b1]x[d1,d2]
< gl (Var(f,[m,o0) x R)
+Var(f,(—oo,—m] x R)
+Var(f,R x [m,c0))
+ Var(f,R x (=00, —m]))

&
<lglloo [ ———) <.
< lll (||g||oo+1) :

Por lo que se satisface el criterio de Cauchy.
O

Teorema 2.3.2 ([10, Lema 3.6]). Si g € C,(R?) y f € BVy/(R?), entonces

1) La funcién V(f;2,y) == Var(f,(—o0,2] x (—00,y]), para (z,y) € R?,
pertenece a BVy (R?).

2)

ff g(t1, t2)df (t1,t2)
Rz

< [[lgttrt2)lav (fita,2) < llglloc Var(f, R2).
R2

Teorema 2.3.3. Sean g € Co(R?) y f € BVy/(R?). Entonces, existe una o-
dlgebra M de R? que contiene a los borelianos y existe una inica medida finita
positiva p sobre M tal que

1) p((a,b) x (¢,d)) < Var(f,[a,b] x [c,d]), para (a,b) x (c,d) C R
2) ffg(thtz)dv(f;thtz) = fj g(t, t2)dp(ty, t2),
R2 R2

donde V(f;z,y) = Var(f, (—oo,z] X (—00,y]).

Demostracion. Consideramos la funcional lineal sobre Cj(R?) dada por

®(h) = jf h(t1,t2)dV (f;t1,t2).
R‘Z
Como C,(R?) C Cy(R?), ® estd bien definida sobre C.(R?).

Ahora, si h € C.(R?) con h(ty,ts) > 0, para cada (t1,t2) € R?, entonces

o(h) = ([ htr,t2)aV (fitata) == Ui [[ h(ts, t2)dV(fit,12) > 0,
Rz

a,c——0o0
b,d—o00 [a,b]x[c,d]
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ya que

h(t17t2)dv(fatlat2 |\1131|I|n0 E E hxz] AV faxzay])
—
[a,b]x[c,d]

B \IIDIIIIILOZth” War(f, Rij) 2 0,

donde P = {R; ;} es particién de [a,b] X [c,d] y Ti; € R ;.
Esto es, ® es una funcional lineal positiva sobre C,(R?).

Por el Teorema 2.14 (Teorema de Representacién de Riesz) en [21], existe una
o-4lgebra M de R? que contiene a los borelianos y existe una medida positiva u
sobre M tal que, para h € C.(R?),

h) = j h(t1, ta)dp(ty, to).

Sea R = [a,b] x [¢,d] C R? un rectangulo acotado. Siguiendo un proceso
similar al realizado para construir la medida p en (1) del Teorema 2.14 en [21],
y asumiendo que sop(h) es el soporte de h, tenemos

p(int(R)) =sup {®(h) : h € Ce(R?), 0 < h <1, sop(h) C int(R)}

= sup {f hdV (f;):h € C.(R?*), 0< h <1, sop(h) C mt(R)}
RZ

=sup {jf hdV (f;):h € C.(R*), 0< h <1, sop(h) C int(R)}
R

< [ av(fitite) = Var(f. R)
R
< Var(f,R?).
Esto prueba el inciso 1). Ademds,

u(R?) = lim pu((—n,n) x (—n,n))

n— oo

< Var(f,R?).
Ahora, para g € Cp(R?), existe (g,) una sucesién de funciones en C.(R?)
que converge uniformemente a g. Esto es, para ¢ > 0, existe Ny € N tal que

3

n(ti,ta) — gt ta)| < ———a—,
|gn (t1,t2) — g(t1,t2)] Var(f,R2) + 1

para cada n > Ny y (t1,t2) € R2.
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Desarrollando la desigualdad anterior e integrando con respecto a V(f;-,-)
sobre R se obtiene, para cada n > Ny,

W de Fit1,t2) <ﬂgndv (fit1,t2) f gdV (fit1,t2)

Var(f ]R2 +1 jdV fitita).

Luego, para cada n > Ny,

. ( Var(f,R)

W) f gndV (fit1,t2) f gdV (f;t1,t2)

1%
(Ve R) Y
Var(f,R?)+1
Dado que Var(f, R) < Var(f,R?), y aplicando el limite, cuando a,c — —oc
y b,d — oo a la desigualdad anterior, se llega a

(VV(fURH> [ omavisitstn) = [Joavsin )
) R2

Var(f,R?)
= (Var(f,R2) + 1) ’

para cada n > Ng.

Por lo tanto,

[ gnavifits ta) = [[ gav(fitr,t2)
R2 R2

<. Var(f,R?)
— \WVar(f,R2)+1
<e,
para cada n > Nj.

Es decir,

n— oo

lim ff Gn(t1,t2)dV (fit1,ta) = fjg(t17t2)dv(f;t1,t2)~ (2.3)
R2 R2

Por otra parte, como (g,) converge uniformemente a ¢ y la medida u es
finita, se tiene

n—oo

lfm ﬂ gn(t1, ta)dp(ty, ta) = ﬂg(tl, ta)dpu(ts, t2). (2.4)
2 RQ

Asi, por (2.3) y (2.4) se concluye que

ffg(thh)dV(f%fhb) = jfg(thh)du(thh) para g € Co(R?).
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2.4. Convergencia Uniforme en un Punto

En esta seccion presentamos la definicién de convergencia uniforme sobre
un punto, o también conocida como convergencia localmente uniforme, de una
sucesién de funciones.

Definicién 2.4.1.

1. Sean (gg)ger una coleccion de funciones y g una funcion, ambos de R en
R, con I = [a,00] C R. Se dice que gz converge uniformemente a g
en un punto r € R, cuando  — 00, si para cualquier € > 0, existen
M, >0 y V. una vecindad de x tales que

lgs(y) —g(y)| <e,

para cada B> M. yy € V;.

Notacion:

lim gg(x) = g(z) es uniforme en x (2.5)

B—o0

2. Sean (ga,8)acr,pes una coleccion de funciones y g una funcidn, ambos
de R en R, con I = [a,],J = [¢,d] C R. Se dice que go3 converge
uniformemente a g en un punto r € R, cuando o« — oo y f — ¢, si
para cualquier € > 0, existen M, > 0, L. > 0 y V. una vecindad de x tales
que
19a.8(y) —9(y)| <e,

para cada o > M., |B—¢| < L. yy € V..

Notacion:
Jim_ga (2) = g(x) es uniforme en x (2.6)
B—c

2.5. Sucesiones (L)

Un tipo de sucesiéon compuesta de nimeros positivos y estrictamente cre-
cientes es mostrada a continuacién.

Definicién 2.5.1. Una sucesion creciente {uj}jeN C RT se dice que satisface
la condicion (L), {u;};.y € (L), si existe A > 1 tal que

umi 1 <A m=1,23,...

0
j=m 7

Notar que u; — oo cuando j — oo.
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2.5.1. Propiedades de las Sucesiones (L)

Algunos resultados en los que intervienen las sucesiones en (L) son las si-
guientes.

Teorema 2.5.1 ([17, Lema 2]). Si {u;},;_ € (L), entonces
/” sen(tu)du
Uj—1 u

donde ug := 0 y A proviene de la Definicion 2.5.1.
Teorema 2.5.2 ([17, Lema 3]). Si{u;}; € (L), entonces

/ sen(tu) du
Uj—1 u

Lema 2.5.1. Sea {u;},.y € (L) con constante A. Entonces, para cualquier
ug € (0,u1) se cumple que {uj}je{O}UN € (L) con constante A+ 1 (no depende
de ug).

Demostracion. Sean {u;};. € (L) y uo € (0,u1) arbitrario. Veamos que la

oo

max <3A+4+4, t#0,
- luj—lﬁvSuj
j=

o

E max
uj—1SvSuy

j=mt1

3A
< b
= |t um

m e N; t#0.

sucesion creciente {u; }je{O}UN satisface la Definicién 2.5.1. Por hipétesis,

=1
Un Y — <A<A+1, m=123, ..
j=m

Solo resta probar que se mantiene la desigualdad para m = 0. Asi,

— 1 1 1
wo) o =uo | =)
j=0 " j=0 7
=1+4+u ii
= 0. "
j=1
<l+u ii
1 "
Jj=1
<1+A4
Por lo tanto, {u;},c oy € (L)- O

Observacién 2.5.1. Dado {u;};_y € (L) con constante A, es inmediato que
las desigualdades en los Teoremas 2.5.1 y 2.5.2 se satisfacen para {uj}je{O}UN
con constante A + 1, cualquiera sea ug € (0,u7).

Teorema 2.5.3 ([17, Lema 4]). Si 0 <a < b < oo, entonces

b b b
t d t
lim / sen(tu) du=0 y — </ sen(tu) du) :/ cos(tu)du, te€R.
[t|—oo Jq U dt \ J, U o
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Capitulo 3

Teorema de
Dirichlet-Jordan sobre

BVjjg)|(R?)

En este capitulo se lleva a cabo un andlisis con la intencién de dar respuesta
al problema de inversién puntual. El estudio se basa en los resultados publicados
en [18] y [10], los que permiten deducir el Teorema de Dirichlet-Jordan planteado
sobre el espacio L' (R?)NBVg(R?). Es importante sefialar que en nuestro trabajo
empleamos una coleccién de funciones distinta a L'(R?) N BV (R?) y a L'(R?).

3.1. Espacio BVj(R?)
Al inicio de este apartado definimos el conjunto BV} o|(R?) e inmediatamente
presentamos algunas propiedades de estas funciones.

Definicién 3.1.1. El espacio de funciones f que estdn en BVy, (R?) y satisfacen
que  lim  f(x,y) =0 se denota como BV (R?).

Il(z,y)[| =00

3.1.1. Propiedades de las funciones en BVq(R?)

El siguiente resultado nos proporciona algunas cotas que estan relacionadas
con la variacién de la funcién.

Proposicién 3.1.1. Sean f € BVHOH(R2) y (x,y) € R%. Entonces,

1) |f(z,y)| < Var(f(z,-),R) < Var(f,[z,00) x R),
2) |f(z,y)l < Var(f(z,),R) < Var(f,(—o0,z] x R),
3) [f(z,y) < Var(f(-,y),R) < Var(f,R x [y,0)),
) 1f(z,9)] < Var(f(-,y),R) < Var(f,R x (—o0,y]).

19
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Demostracion. Sean (r,y) € R? y d > z arbitrario. Se toman —oco < yg < ... <
Ym < oo para crear P = {[z,d] X [y;-1,y;] | 7 € {1,...,m}} una particién de
[x,00) x R. Si g =z y 21 = d, entonces

S I (doyy) = Fdyyi—1) + Fl@,yy) — flay—)l =D [AF(z1,y))]
= = (3.1)

<Var(f,[z,00) x R).

Como
ilf(dyyj)f(d,yj—l)l nglf(w?yj)f(:v,yj—l)l
p p
< i|f(d,yj) = fld,yj—1) + fz,y;) — f(@,y;-1)].
Entonces, B
2 1900) = )] = 32 105 ) = 50| < V(s ) ¢ ).

(3.2)

Luego, aplicando el limite, cuando d — oo, en (3.2) se llega a
D N (w.y;) = Flayj-a)| < Var(f, [1,00) x R).
j=1

Por lo tanto, Var(f(z,-),R) < Var(f,[z,00) x R). Para probar la primera
desigualdad en el inciso 1) se utiliza la misma idea.

Para los incisos 2), 3) y 4) se argumenta de manera similar al caso 1) con
cambios adecuados. O

De la Proposicién 3.1.1 y el Lema 2.2.1, obtenemos la siguiente caracteriza-
cién de funciones en BV o|(R?) .

Corolario 3.1.1. f € BVjjo|(R?) si y sdlo si f € BVy(R?) y h’Iin fla,y) =
a—r =00
0= lim f(x,b), para cada x,y € R.
b—+oo
Es importante notar que
L} (B?) N BV (R?) C BVjo) (B) ¢ L' (B?) (33)
es consecuencia del resultado previo y la funcién
1/x)(1/y siz,y>1
flay) = § LW
0 siz<loy<l,

que pertenece a BV)jo)(R?) \ L*(R?).
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Teorema 3.1.1. Sigc Cp(R?) y f € BVHOH(R2), entonces

jgmw#mw ffmmMmm

Demostracion. Sea R = [a,b] x [c,d] C R? un rectdngulo acotado. Como g €
C(R) v f € BVy(R), por el inciso viii) en [18],

{[ gt t2)df (41, 2) =g(b,d) f(b,d) = g(b, 0) f (b, )
R
—ga.d)f(a,d) +g(a,c)f(a,c)
b
_/ g(t1, df tla +/ gt1, df t17 ) (3.5)
ad d
/ (btgdfbt2+/gat2dfat2)
+ﬂfmmem

Como g estd acotada en R?, tenemos que

lim g(b,d)f(b,d) =0, lm g(b,c)f(b,c)=0,

a,c——00 a,c——0oo
b,d— o0 b,d— o0
) (3.6)
lim gla,d)f(a,d) =0y E}Hi gla,c)f(a,c) =0.
b,d—>oo l’;,ld—>oo
Ahora, por el inciso 3) de la Proposicién 3.1.1,
b
[ sttt )] <lgllVar(r . [a.b)
<llgllecVar(f, R x [d, 00)).
Dado que lim Var(f,R x [d,00)) = 0, se tiene que
d—o0
b
i [ ot s, =0
b,d— o0
De esta manera llegamos a que
b b
lim (tla )df(tla ) 07 lim <t17 )df(t17 )_ 0)
a,c——00 a,c——00
bd—oo ¢ bd—oo ¢
4 4 (3.7
ti [ g(bita)df(butz) =0 ¥ | lin [ glasta)df(ata) o

b,d—o0 b,d—o0
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Finalmente, debido a que la integral impropia de Riemann-Stieltjes de g con
respesto a f existe, y de acuerdo a (3.5), (3.6) y (3.7),

ij t1,t2)df (t1,t2) Iff t1,t2)dg(t, t2).

Teorema 3.1.2. Sea f € BVH0||(R2), Entonces, para u; < ug y vy < vg,

. Clgnoo j f(t1,t2) </ cos(tlr)d7'> (/7& cos(tgr)d7'> d(ty,t2)

b,d—oo [a,b]x[c,d] bt

o[ =) ([ =),

Demostracion. Sea R = [a,b] x [c,d] C R? un rectdngulo acotado. Definamos
las siguientes funciones

gt 1) = ( L u cos(tlr)d7'> ( / cos(tgr)d7'> € O(R?)
h(ty,t2) = (/u? Sen(:lﬂdr) (/Uz Wdr) € Cy(R?),

para cada (t1,t2) € R. Observemos que, por el Teorema 2.5.3,

t1 ta
/ / g(xv y)dﬂ?dy :h(tlv t2) - h(tlv C) - h’(a7 t2) + h(a7 C)a (38)
para cada (t1,t2) € R.
Se sabe que h € C(R) y f € BVy(R), entonces la integral doble de Riemann-
Stieltjes de h con respesto a f sobre R existe lo cual implica que, por el inciso
viii) de [18], existe la integral doble de Riemann-Stieltjes de f con respesto a h

sobre R.

Con el mismo argumento del parrafo anterior se prueba que las siguientes
integrales

I ftl,tQ dh tl, j ftl,tg dh(LtQ j ftl,tg dh(LC) (39)

existen y son cero.

Luego, con ayuda de (3.8) se obtiene
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f f(ti,t2)dh(ty,t2) f f(ti,tz)dh(a,tz) f f(ti,t2)dh(ty,c)

+Lj F(t1, t2)dh(a, ¢) = gf(tl,tz)d (/t /;2 g(%y)dwdy) :

Por el Corolario 2.2.1,

,dtthm,dxd: , Jto)d(ty,t2). (3.
Ljf(tl t2) (/a /C 9(z,y) ZU) Lf(tl t2)g(ty,ta)d(t1,t2).  (3.11)

e (3.9), (3.10) y (3.11),

fff(tl,tg)dh(thtg) - H F(ty,t2)g(t1, ta)d(tr, o).
R

R

(3.10)

Ahora, como h € Cy(R?) y f € BV} jo|(R?), por el Teorema 3.1.1, la integral
impropia de Riemann-Stieltjes de f con respesto a h existe. Entonces, aplicando
el limite, cuando a,c — —oo y b,d — 00, a la igualdad anterior se concluye que

jjf(tl,tg)dh(tl,tg): lim ﬂ F(ty,t)g(t1, t2)d(ty, o).
RZ

a,c——0o0
b,d—oo [a,b]X][c,d]

3.2. Integral de Henstock-Kurzweil

Empezamos definiendo la integral de Henstock-Kurzweil sobre un rectdangulo
compacto R = [a,b] X [¢,d], véase [12] y [19].

1. Se dice que la funcién § : R — R es una medidora sobre R, si d(ty,t2) >
0 para cada (t1,t2) € R.

2. Sean P = {R;; = [zi—1, @] X [yj—1,y5]} € P(R) y (&.j:mij) € Rij- Se
dice que P es §—fina, si

= [zi1, 2] C (&g — 0(&igaMig)s &ig + 0(Eigsmig)s
» Y1950 © (Mg — 6(8igsmig)sMig + 0(8igsmig)-
3. Sean P = {R;;} € P(R) y (&,j.mi,j) € Rij. Dado una funcién f: R —

R, la suma de Riemann de f sobre P se define como

= FGagomi) (@ — wio1)(yy — ys—1)-
i

Definicién 3.2.1. Sea f : R — R una funcion. Se dice que f es Henstock-
Kurzweil (HK) integrable sobre R, y se denota como f € HK(R), si existe
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A € R tal que para todo € > 0, existe una medidora 6. sobre R tal que si
P ={R,;} € P(R) es 0.—fina, se satisface

IS(f; P) — Al <e.
Ademds, A serd la integral de Henstock-Kurzweil de f.

El conjunto H KZOC(R2) se define como el espacio de las funciones HK inte-
grables sobre rectdngulos compactos de R?. En [12], se prueba que el espacio
de funciones localmente Lebesgue integrables, L], (R?), est4 contenido propia-
mente en HKj,.(R?).

3.2.1. Teorema del Multiplicador sobre H K,.(R?)

El objetivo de esta seccién es caracterizar a los multiplicadores para el
espacio H Kj,.(R?). Para esto, observamos que un multiplicador para la fa-
milia HKj,(R?) es precisamente cualquier funciéon f € BV (R?) debido a
que, por el teorema que presentamos enseguida, fg € HKjo.(R?) para cada
g € HK,.(R?).

Teorema 3.2.1. Sean g : RS — R una funcion tal que, para cada (s1, $2,7,y) €
R*, g(-, -, 81, 82,%,y) € HK1oc(R?) y f € BVjo(R?). Supdngase que existe K >
0 tal que, para todo (s1,s2,x,y) € R* y cualquier rectdngulo [a,b] x [c,d] C R?,

JI g(ti,t2, 51,82, 2,y)d(ty, t2)| < K.
[a,b] X [c,d]

Entonces, ff[a’b]x[c)d] ft1,ta)g(ty, ta, -+, ) d(t1,t2) converge uniformemente so-
bre R*, cuando a,c — —oo y b, d — co.
Demostracion. Dado € > 0, existe M > 0 tal que
Var(f,[M,00) x R) 4+ Var(f,(—oo,—M] x R) + Var(f,R x [M,c0))
€
+Var(f,R x (—oo,—M]) < K1
Sea [a, b] x [c, d] un rectangulo fuera de [—M, M]?, digamos que [a, b] x [c, d] C

[M,00) x R. Por [12, Teorema 6.5.9] (Teorema de Integracién por Partes), para
cualquier (sq,s2,2,y) € R, tenemos

[t t2)g(ti, ta, 51,82, 2,y) d(t, t2)
[a,b] X [c,d]

S lf(b7d)| J:r g(h17h27817827x3y) d(hlahQ)
[0,b] x[0,d]
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+1£(b,c)l jj g(h1,ha,s1,52,2,y)d(hy, ha)
[0,6]%[0,c]

+1f(a,d)]| jj g(hy,ha, 51,82, 2,y) d(hy, ha)
[0,a] % [0,d]

+1f(a, ) Ij g(hy,ha, 51,82, 2,y) d(hy, ha)
[0,a] x[0,c]

b
+/ ff g(h1, ha, s1, 82, 2,y) d(hi, ha) | df (t1,d)
@ \[0,t1]x[0,d]

b
ff g(h1, ha, 81,82, 2,y) d(h1, ha) | df (t1,c)
(0,¢1] % [0,c]

[0,b] X [0,t2]

d

/
N /Cd [ olhnho.s oo,y dn o) | dr(beta)
/

g(h17 h27 51, SQ,Z‘,ZJ) d(hh hg)) df(a’? tg)

[0,a]x[0,t2]

+ jf ([ fj g(h1,ha, 51,82, 2,9) d(hl,hg)) df (t1,t2)

[a,b] X [c,d] 0,t1]%[0,¢2]

< 4K (19K+1> + K(Var(f(-,d),[a,b]) + Var(f(-,¢), [a,b])
+ Var(f(b7 ')7 [67 d]) + Var(f(a, ')7 [C, d])) + KVCL’I“(f, [C(,, b] X [C’ d])
< AK <19K€+1> + 5K Var(f,[M,00) x R).

Ahora, tomamos dos rectangulos [—M, M|? C [a,b] x [¢,d] y [-M, M)?
[a1,b1] X [c1,d1]. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a,b] x [c,d]
[a1,b1] X [c1,d1]. Entonces, para cada (s, s2,2,y) € R%, se tiene

NN

f(ti,t2)g(ti, t2, 51,52, 2,9) d(t1,t2)

[al,bl] X [Cl,dl]

- jf f(ti,t2)g(ti, ta, 51,52, 2,y) d(t1,t2)
la,b] X [c,d]

< jf f(ti,t2)g(ts, ta, 51,52, 2,9) d(t1,t2)
[b,bl] X[Cl,dl]
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+ fj f(ti,t2)g(ts, t2, 81,52, 2,9) d(t1,t2)

[al,a] X [Cl,dl]

+ jf f(t1,t2)g(te, ta, 51, 82,2, y) d(t1, t2)
[a,6] X [d,d1]

+ fj f(ti,t2)g(ts, ta, 51,52, 2,9) d(t1,t2)

la,b] X [ec1,c]

_c
19K +1
+5KVar(f,R x [M,0))+5KVar(f,R x (—oo0, —M])

e
1K (5
<1 <19K+1>

<e.

< 16K < > +5KVar(f,[M,c0) x R)+5KVar(f,(—oo,—M] x R)

Asi, se cumple el criterio de Cauchy.

O
Corolario 3.2.1. Sea f € BVHOH(RQ), entonces el limite
, sensy(x — t1)sensa(y — ta)
palm H flt,t) (x —t1)(y — t2) d(t1,t2)
l;,d%oo [a,b] X [c,d] A 2
existe y es uniforme sobre (s1,s2,z,y) € RL.
Demostracion. Se sigue del teorema anterior. O

Lema 3.2.1. Sean f € BV,jo(R?) y [a,b] x [¢,d] C R? un rectdngulo. Entonces,

1) El limite

. sensy(x — ty)sensa(y — ta)
L t,t dty,t2) =0
Sl’}qggo[ b]fx{ d] fitte) (x —t1)(y —t2) (t1, )

es uniforme sobre (x,y) € R2.
2) El limite, para i,j € {1,2} con i # j,

sens;(z — t1)sens;(y — t2)
(z —t1)(y — t2)

lim H F(t1,t2) d(ti,t) =0

S,;—)O
5500 [a,b] x[c,d]

es uniforme sobre (x,y) € R%.
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Demostracion. Sea [a,b] X [¢,d] C R? un rectdngulo. Vamos a probar 1). Para
cada (z,y) € R?, tenemos

sensy(x — t1)sensa(y —
(x —t1)(y — t2)

F(t1,t2) %) 4ty t2)| < |1 f]]ools1 l52] (b—a) (d—c).

la,b] X [c,d]

Sea ¢ > 0, existe § > 0 tal que 0%||f||oc(b—a)(d —c) <e.Si0< |s1] <dy
0 < |s2| < 6, entonces, para cada (z,y) € R?,

sensi(x — t1)sensa(y —
(x—t1)(y —t2)

Ftr.12) ) 441, £2)| < [|llood?(b — a)(d — )

[a,b]x[c,d]
< €.

Ahora, probaremos 2) considerando el caso s1 — 0y s3 — 00, el otro es
parecido. Para ello, definamos la funcién

tQ;Slv / f t17t2 Senil(_t ) )dt17

para cada (tg,s1, ) € R3, el cual satisface que F(-,s1,7) € BV|[c,d] y
Var(F(-,s1,),[c,d]) < |si](b—a)Var(f,R?).

Ademas,
[F(t2, 51, 2)] < || fllocls1|(b—a),

para cada (to,s1,x) € R3.

Por el Teorema de Fubini (Teorema 2.5.5) y el Teorema de Integracién por
Partes (Corolario 6.5.10) en [12], para cada (s1, s2,2,y) € R*, se cumple que

sensy(x — t1)sensa(y —

t2)
@ty —t) )

f(t1,t2)

la,b] x[c,d]

/Cd 56n52_ t; t2) </ b ta) 56n51( = )dt1> dts

/Cd (/Ot Sen(Syz(_y};h)d@ dF (t, s, )

< 2| fllocls1] (b — a)mSi(r) + |1 |7 Si(x) (b — @) Var(f, B)
— Js1](b — a)Si(r) (2I|f]|oo + Var(f,R?)),

+
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donde Si es la funcién Integral Seno, ver [14, Remark 2].

Sea € > 0, elegimos M > 0y § > 0 tal que 6(b — a)wSi(m)(2||f]|oc +
Var(f,R?)) < e. Luego, si 0 < [s1| < § y so > M, entonces, para cada (x,y) €
RQ

)

sensy(x — t1)sensa(y — ta)

f(tlatQ) d(tl,tg) <e.
b ] (@ —t1)(y — t2)
U
Teorema 3.2.2. Sea f € BVHOH(]R2), Entonces,
1) El limite
i , sensy(x — t1)sensa(y — ta2)
m ( dm [ f(tt) Yt d(ti,t2) | =0
T\ T soe [abix [ed] (z—t)y—t)
converge uniformemente sobre (r,y) € R2.
2) El limite, para i,j € {1,2} coni # j,
im | im ] f(n ysensile = tysens;ly = ta) 4, o) g
s;—0 a,c——00 1oz (.I—tl)(y—tz) 12 N

8j—00 b,d—oo [a,b]X[c,d]

converge uniformemente sobre (x,y) € R2.

3) El limite, para i,j € {1,2} coni # j,

iz —t (y—t
i | dim [ f )T (= t)sens; (W =ta) oy 4y ) =0

SN e bl [ed) (@ —t1)(y —t2)

converge uniformemente sobre (r,y) € R2.

Demostracion. Definamos la funcién, para cada (sq,s2,7,y) € R4,

. sensi(x — t1)sens —t
A(s1, 82, x,y) = lim jf f(t1,t) 1 ( 1) 2(y — t2)

e (b %[e.d] (@ —t1)(y — t2)

d(ty,ta).

Sea £ > 0, por el Corolario 3.2.1, existe M > 0 tal que si a,b < —M y
¢, d > M, entonces

sensy(x — t1)sensa(y — ta2)
(z —t1)(y — t2)

S
d(tlth) - A(81a827x7y) < §a

(3.12)

f(tlv tQ)

la,b] X [c,d]
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para cada (s1,s2,7,y) € R%.

Tomamos ag > M fijo. Por el Lema 3.2.1, existe § > 0 tal que si 0 < |s1| <
y 0 < |s2| < J, entonces

sensy(z — t1)sensa(y — t2)

[ty t2) (x —t1)(y — t2)

[—ao,a0]?

d(tl,tg) < (313)

€
27
para cada (x,y) € R2.

De (3.12) y (3.13), 81 0 < [s1] < § ¥ 0 < |s2| < § se tiene, para cada
(z,y) € R?,

|A(s1, s2,2,9)| < |A(s1,82,2,y) — ff f(tth)senslg : iiizn_sig — t2)d(h,t2)

[—ao,a0]?

sensy(x — t1)senss(y — to)
(z —t)(y —t2)

+ ff f(t1,t2)
[—a0,a0]?

< E€.

d(t17 t2)

Con esto se prueba el inciso 1). Andlogamente, se demuestran los incisos
restantes.

O

3.3. La Transformada de KP-Fourier

En este apartado enunciamos un operador que extiende a la transformada de
Fourier clésica sobre L (R?) y que puede aplicarse a funciones no absolutamente
integrables.

Definicién 3.3.1. Sea f : R? — R una funcidn tal que f(-)e™"<"v> € HK oo (R?).
La transformada de KP-Fourier de f en (&£,n) € R? se define como

FOEm = lim [ fltt)e O 1Dd(n 1),

a,c——00
b,d—oo [a,b]x[c,d]

cuando el limite anterior existe en el sentido de Pringsheim.

Observacién 3.3.1. Notemos que si f € L(R?), entonces la transformada
de KP-Fourier F(f) estd bien definida para cada (£,m) € R? y es igual a la

transformada de Fourier cldsica f.
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3.3.1. Propiedades de la Transformada de KP-Fourier so-
bre BW'OH(R2)

El siguiente resultado nos muestra que el operador transformada de KP-
Fourier est4 bien definido sobre BV} o||(R?), el cual sabemos, de acuerdo a (3.3),
no estd contenido en L!(R?). Para lo que sigue, definimos Sy = {(£,n) € R? :

£#0, n#0}

Teorema 3.3.1. Sea f € BV|jo|(R?) y (£,n) € So. Entonces

f(f)<§7 77) = _é jf e_i(£t1+nt2)df(t1a t2)7
R2

Demostracion. Sean R = [a,b]x[c,d] y (x,y) € So. Sean g(t1,to) = e~ #h1Hvt2) ¢
HEK,(R?) y G(t1,ty) = —e~"@1+vt2) /2y Por el Ejemplo 6.5.11 de [12], se afir-
ma que fg € HK(R) y

ﬂ F(tr, ta)e @) g4 1)) = f(b,d)G(b,d) — f(b,c)G(b, c)
R
— f(a,d)G(a,d) + f(a,c)G(a,c)

b b
f/ﬂﬂm@#@ma+/cwhd#mw>

¢ d
_/ G(b,tz)df(b,t2)+/ Gla, t2)df (a,t2)
+ [[ Glta, t2)df (11, 12).

R
(3.14)

Como G esta acotado en R?, se sigue

lim  f(b,d)G(b,d) =0, lim f(b,c)G(b,c) =0,

a,c——00 a,c——00

lim  f(a,d)G(a,d) =0 y lim f(a,c)G(a,c)=0.
a,c——00 a,c——00
b,d—o0 b,d—o0

Ahora, por el inciso 3) de la Proposicién 3.1.1,

<2 Var(f(-d), [a,b])

b
/ G(t1,d)df (t1,d)|| < ]

2
—Var(f(-,d),R
< Var(f (). )

2
S@Var(f,R X [d, 00)).
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Dado que dh’m Var(f,R x [d,00)) = 0, se tiene que
— 00

b

a,c+—o0 [,

b,d—o0
De la misma forma como se obtuvo (3.15), al aplicar el limite, cuando a, ¢ — —o0
vy b,d — oo, al resto de las integrales unidimensionales de Riemann-Stieltjes en

(3.14) se concluye que son 0.

Luego, como G € Cy(R?), podemos afirmar que existe la integral impropia
de Riemann-Stieltjes de G con respecto a f. Por lo tanto, aplicando el limite,
cuando a,c¢ — —o0 y b,d — 00, en (3.14) se obtiene que, para z # 0 e y # 0,

a,c——00
b,d—oo R

z —i(x 1 —i(x
lim fjf(t17t2)€ ( tl+yt2)d(f1,t2) = —;y Lje ( t1+yt2)df(t1,t2).
R

O

Enseguida determinamos la transformada de KP-Fourier de una funcién con-
creta y vemos que no estd definida sobre los ejes coordenados de R2.

Observacién 3.3.2. Considerando la funcidn en (3.4), y por el Teorema 3.5.1,
obtenemos que su transformada de KP-Fourier es

F(f)(&n) =T(0,i)I(0,in),

para (&,m) € Sy, donde I'(+,+) es la funcidn incompleta de Gamma, [6]. Notemos
que cuando £ =0 on =0, F(f)(&,n) no existe.

El teorema posterior nos permite demostrar la continuidad de esta transfor-
mada de funciones en BV]jo|(R?) sobre el conjunto Sp.

Proposicién 3.3.1. Sea f € BV|jo(R?). Entonces F(f) es continua sobre Sy.

Demostracién. Sean (£9,m0), (§,n) € So. Como f € BV)o)|(R?), por el Teorema
3.3.1, se tiene que

F(f)(m0) = — ﬁ jj cos(&otr + note)df (11, t2)

(3.16)
fo 10 jj sen(&ot1 + nota)df (t1,t2).

Por el Teorema 2.3.2 y el Teorema de Valor Medio [7, Teorema 2.8], existe
¢ € (0,1) tal que

J] COS ftl —+ T]tg)df(tl, tQ J] COS §0t1 —+ ﬁotg)df(tl, tQ)

la,b] X [c,d] [a,b] X [c,d]
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[a,b] x[c,d]

< ff |cos(&t1 + nta) — cos(Eot1 + note)| AV (fit1,t2)

= ] Imsen((Ben€ + (1= bem)o)ts + (Bem + (1 = be.n)mo)ta)|
la,b] X [c,d]
X (& = &o)t1 + (n —no)ta|dV (f;t1,L2)

< ]l - gt + (= mo)talav (fti,ta)

[ab]x[cd

<le—col || lavifitut) +m—mnl [ [ldV(fits,t).

la,b] X [ec,d] [a,b] X [c,d]
Luego, para cada rectangulo [a, b] x [c,d] C R?,

lim fj cos(&ty + nto)df (t1, ta)
(5777)—>(50,770)[a W% [ed]

[ cos(éots + mota)df (t1,12).  (3.17)
la,b] X [c,d]
Por el Lema 2.2.1, dado € > 0, existe M > 0 tal que
Var(f,[M,00) x R) 4+ Var(f,(—oo,—M] x R) + Var(f,R x [M,))
+Var(f,R x (—oo,—M]) < e

Supongamos que [a, b] x [c,d], [a1,b1] X [c1,d1] D [~ M, M]?. Aplicando el inciso
2) del Teorema 2.3.2 sobre rectdngulos compactos y la desigualdad anterior,
para cada (£,71) € R?, tenemos que

jj cos(&ty + nto)df (t1,t2) — ff cos(&ty + nta)df (t1,ta)
la1,b1]%x[c1,d1] la,b] x[c,d]
< Var(f,[M,00) x R) + Var(f,(—oo,—M] x R) + Var(f,R x [M,))
+Var(f,R x (—oco,—M]) < ¢

Asi, podemos afirmar que el limite

lim jj cos(Ety + nta)df (t1, t2) (3.18)

a,c——00
b,d—o0 [a,b]X[c,d]

es uniforme con respecto a (£,71) € R

Por (3.17), (3.18) y [11, Teorema 1],

1
lim —— || cos(&ty + nta)df (t1,t
&m—(€omo) &N i! (§t1 +nt2)df (81, 12)

= o ﬂcos Sot1 + nota)df (1, t2).  (3.19)
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De manera andloga, se prueba que

fim sen(&ty + mta)df (t1,t
(€m)—=(Eomo) €7 H (&t + nta)df (t1,t2)

gono H sen(&ot1 + not2)df (t1,t2).  (3.20)

De acuerdo a (3.16), (3.19) y (3.20), F(f) es continua en (&y, 7o)

Para 0 < a; < 8; < 00 con i = 1,2, denotamos

RPA1B2 — {(E,n) c R? - o < |§‘ < B, az < |77| < 52}

1,02

hg; a;(t) = (sen(B;t) — sen(a;t))/wt.

Proposicién 3.3.2. Sea f € BV|o|(R?) y sea (x,y) € R%. Entonces, para
0<aj<ﬁj<oo conj=1,2,

’l xT 1 ’.
47T2 fj (e,m)e' =tV (e, n) = ;a,cli{l}oo ff flz+t1,y+t2)
ROLP2 b,d—o0 [a,b]x[c,d]
" (sen(ﬁlh) t— sen(altl)) (sen(ﬁgtg) t— sen(a2t2)> d(t1 ) € R.
1 2

Demostracion. El Teorema 3.3.1 y la Proposicién 3.3.1, nos proporcionan con-
diciones para emplear el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue y
el Teorema de Fubini en las siguientes igualdades,

s ] Fpe e )

Rﬂl ,B2

1,2

= lim ff jf ft1,t2)e t1€+t2n)d(t1 ta)e l(mﬂm)d(s n)

a,c——0o0
bd—>oo Rﬁl ﬁz [a,b]x[c,d]

= lim fj ff f(tr,t)e” = mee = 2 mvng 1y t5)d(e, )

471'2 a,c——00
b d—o0 Rlﬁ f’2 [a,b] X [c,d]

— lim H H F(ty, to)e =D e=ilta=v)ng (2 pyd(ty,ty)

a,c——00
b d—oo [a,b]x[c,d] R51 52

= lim JI f t1, tg h,@1 a1( tl)h,g%az (y - t2)d(t1, tg)

a,c—— 00
b,d—oo [a,b]x[c,d]

= dim | S+ ey Dhsa (W e (D)d( 7). (3:21)

a,c——00
b d—oo [a,b]x[c,d]



34CAPITULO 3. TEOREMA DE DIRICHLET-JORDAN SOBRE BV (R?%)

La ultima igualdad se obtiene con el cambio de variable y =t —x y 7 =
tg — Y. O

Proposicién 3.3.3. Sean f € BVHOH(R2) y (r,y) € R?. Entonces, la funcién

Gy (1, t2) = fx—t1,y—to)+ fx—t1, y+to)+ f(x+t1, y—to)+ f(a+t1,y+t2)
estd en BV)jo)(R?) y el limite

im ] g (b t2) ke a0 ()R, a0 (t2)d(t, ) (3.22)

a—00
[0,a] x[0,a]

existe y es uniforme con respecto a 0 < a; < f; < 00 con i =1,2.
Demostracion. Con el cambio de variable p =z —t; y 7 =y — t3 en (3.21) de
la Proposicién 3.3.2, tenemos que, para 0 < a; < §; < oo con i = 1,2, el limite

im ] @ =ty — )k ()R as (t2)d(tr 1)

a—r o0
[—a,a]x[-a,a]
existe.
Haciendo los cambios de variables adecuados se llega a que, para 0 < «; <
Bi <ooconi=1,2,
im [ Sty — )k (1)hs ey (t2)d(tr 1)

a—00
[—a,a] x[—a,a]

= lim j 9(x,y) (t17t2)hﬂ1,a1 (tl)hﬁz,O@ (t2)d(t17t2)'

a—00
[0,a] x[0,a]

(3.23)

Veamos que el limite en (3.22) es uniforme. Como g(, ) pertenece a BV (R?),
dado € > 0, existe §p > 0 tal que

= Si (t1,t2) € (0,00) x(0,00) con ||(t1,t2)|| > do, entonces |gz ) (t1,t2)| < &,
" Va'r(g(z,y)a [60700) X [O?OO)) <g,
» Var(ge.,y), [0,00) x [0, 00)) < €.

Para cada (21,22) € R2y 0 < a; < B; < 00 con i = 1,2, definamos la funcién

zZ1 zZ2
Hgijgi(%@):/o /O hgy a0 (81) s 0 (t2)dt 1 dts.

Sean az > a; > dp. Por [12, Teorema 6.5.9] (Teorema de Integracién por
Partes) y los incisos anteriores, se obtiene

Iy (15 t2) 5, 00 (B1) g, 0, (t2)d(t1, T2)
[O,al] X [O,al]

= ] et 0 (1) s () d (1 )

[0,(12])([0,(12]
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IN

ff 9(z,y) (tlv t2)h51,061 (tl)h,@maz (t2)d(t1a t2)

[0,a2] X [a1,a2]

] gt ) ke (t1) s, (E2)d (1, 12)
[al,az]x 0 a1
|H£i’§§ (a2, a2)g(zy)(az,az2) — Hgi’gi(o a2)9(z,y)(0, az)
+ HEVP2(0,01)9(0,) (0, a1) — HEVE? (a2, 01)g(a ) (a2, 01)

as az
- /0 Hgi’gi( aaQ)dg(z,y)('v a’2) =+ /O Hgi’gi( ’al)dg(x,y)('v al)

as az
- / HEVE2 (ay,)dg ) (az,-) + / HE22(0,-)dg(z,)(0, )

1 ay

+f) Edge

[0,a2] X [a1,a2]

+ |HZ 02 (a9, 01)g () (a2, a1) — HEHE2 (a1,01) (0 ) (a1, 01)
+ HG12 (a2, 0)g(a.y) (a2,0) — HZVE2 (a1,0)g(a. (a1, 0)
- [ HE g (o + [ HEE G0 (,0)

1 ay

- /0 Hgi’gz (a27 )dg(m,y) (a23 ) + /0 Hgi’gz (ala )dg(:c,y) (ah )

+ [ HERdg,

ap,02

la1,a2]%[0,a1]
< 28i(m)%e 4 Si(m)?Var(gie,y) (- az), [0, as)) + Si(7)*Var(ge.,) (- a1), [0, az))
+ Si(7)?Var(ga.y (a2, ), lar, as]) + Si(m)*Var(gea ), [0, az] x [ar, az])
+28i(m)%e + Si(7)*Var(g) (- a1), [a1, az]) + Si(7)*Var(g 4 (a2, ), [0, a1])
+ Si(m)*Var(ge,y) (a1, ), [0,a1]) + Si(w)*Var(ge,y), a1, az] x [0,a1])
< 128i(nm)%e

donde Si es la funcién integral seno definida en [14, Remark 2].
Concluimos la prueba observando que de las desigualdades anteriores, se
tiene que dado ¢ > 0, existe dg > 0 tal que

[ 9wt t2)hs a0 (01 00 (t2)d(t1 )
[0,(11] X [0,(11]

— ] 9wt a0 (01D, (t2)d (1, 1) | < 12Si(m)%e
[O,GQ]X[O,GQ]
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para cada ag,a1 > dp vy 0 < oy < fB; < 00 con i =1,2.

3.4. Teorema de Dirichlet-Jordan sobre BV (R?)

El siguiente resultado es una versiéon del Teorema de Dirichlet-Jordan para
la transformada de KP-Fourier, el cual consideramos relevante debido a que
generaliza la version clasica al plantearlo sobre un espacio de funciones de dos
variables que contiene propiamente a L'(R?) N BV (R?).

Teorema 3.4.1. Sea f € BV|jo|(R?) y sea (x,y) € R%. Entonces,

lim ff (e,m)e" @Y d(e, )

4’/T2 aq,00—0
ﬁ1752—>00Rﬁ1 ﬂ2

_ f(1'+,y+) + f(x+ay7) + f(x77y+) + f(xfayf)
1 .

Demostracion. Por la Proposicién 3.3.2 y (3.23), para cada 0 < a; < 8; < 00
coni=1,2,

o ] FOEme e = im [ gt s, ()
Rgll ;;22 [0,a]x[0,a]

X h,Bz,a2 (fg)d(tl, tz).
(3.24)

Para a > 0, se cumple

n HI—I}O foa g(ac,y)(tlv t2)h52,0¢2 (tQ)dtQ = Y(z,y) (tla 0+)/2v para t; € [07 a’]?
Q2

52*}00

|f0 v (1, t2)hg, a,(to dt2’ < 25U(m) (|19 (z,m) |00 + Var(g(l,yy),RQ)) para
t1€[0 ]y0<a2<,6’2<oo

" {foa g(w,y)('atQ)hﬁz,az(t2)dt2}0<a2<ﬁ2<oc - Ll([ova])'

Del Teorema de Fubini y del Teorema de la Convergencia Dominada tenemos,
paracadaa >0y 0 < a; < 1 < o0,

@ g(:r,y) (tl7 O+)

] g (0 82)hs o ()b ()01 1) = [ 2200
0

Bz—mo [0,a]x[0,a]
X hg,.on (t1)dt.
(3.25)
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De (3.22), (3.25) y [11, Teorema 1],

lim  lim jj 9(z,y) (t17t2)h[31,a1 (tl)hﬁQ,OQ (tQ)d(tlth)

as—0 a—o0
B2—r00 [0,a]x[0,a]

= lim dim ] g (Bt e (), 0 (t2)d(E1, ). (3.26)

a—o00 az—0
B2—00 [0,a]X[0,a]

Finalmente, con ayuda de (3.24), (3.25) y (3.26) se sigue

7("ce+zﬂl) { { { j
o im, [ PO i = i, i ] g ()
B1,B2—00 RBl 132 B1—00 Ba—r00 [0,a]x[0,a]

X hﬁl,al (tl)hﬁz asz (tQ)d(th t2)
— lim Lm Iim H g(m (t1,12)

a1 —0 a—o00 as—0
B1—00 Ba—o0 [0,a]

X hﬁhal (tl)hﬁmoﬂz (tQ)d(tla t2)
C Giga (t1, 0+
= lim lm Y(aw)(t1,04)

a1—0 a—oo g 2
[‘31*)00

hﬁl,al (tl)dtl

* G(z,y)(t1,0
~ i [ Sen (04

041%0 0 2
B]-}OC

_Y(z,y) (0+7 O+)
774 ,

hﬂhal (tl)dtl

donde g(;.)(0+,0+) = f(x+,y+) + f(z+,y—) + f(a— y+) + f(z—,y—). O

3.5. Inversion Uniforme de la Transformada de
KP-Fourier

En esta seccién abordamos debidamente el problema de inversién uniforme

en un punto. Pero antes, enunciamos algunas propiedades que nos resultan de
utilidad.

Teorema 3.5.1. Sea f € BV|jo|(R?) y sean {u;}ien, {v;}jen € (L) con cons-
tantes Ay y As, respectivamente. Entonces, para cada (z,y) € R2,

o0

1 )
sup sup Jj )(t1, ﬁg)e’(”ﬁyt"‘)d(tl, to)| < kVar(f,R?),

2
i=2,j=2 u€fui—1,u;] vE[vj_1v;] A
’ Uj_1,V5—1

donde k = (3A; +4)(3A3 + 4) /72



38CAPITULO 3. TEOREMA DE DIRICHLET-JORDAN SOBRE BV (R?%)

Demostracion. Sea (z,y) € R? fijo. Para u € [uj—1,u;], v € [vj_1,v;], con
1,7 > 2, definamos la funcién

Aij(u,v) = [ 7t )@, t),

1
471—2 u,v
Rul 1:V5—1
Por la Proposicién 3.3.2, se tiene

A; j(u,v) % lim ﬂ Fla+th,y+t2) (sen(utl) —tfen(uim))

T4 a,c——00
b,d—oo [a,b]X[c,d]

) (sen(vtz) - sen(vj—1t2)> d(ty,t2)

ta
1 3 u
S “’Chﬁnioo ff fla+t,y+ts) (/u Cos(hT)dT)

b,d—oo [a,b]X[c,d]

X </v COS(th)dT) d(tl,tg).

J

Como f(x+-,y+-) € BV|j|(R?), y por los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2, se obtiene

Ai(u,0) = ;fff(xﬂl,wtg)d(ﬁ Ww) </ 5671(:27)%)
7T2jf</u Se’nt17’)d7-> (/U sen(:ﬂ)df>df(x+t1,y+t2),

Ahora, el inciso 2) del Teorema 2.3.2 asegura lo siguiente

ff /“ sen tlT)dT /” sen(th)dT
Uq v T

i—1

dvx,y(f; t17 t2)

\ /\

[ Aij(u, )]

=B

)

(3.27)
donde V, ,,(f;t1,t2) = Var(f, (—oo,x + t1] X (—o0,y + t2]).

Empleando el Teorema 2.3.3, existe M una o—algebra de R? y una medida

Itz sobre M tal que
v
t
/ sen( QT)dT
v T

Y sen tlT)
ﬂ |
1 , v
L (s | e

-
/“ sen(taT) ir
.7

Vj—

dﬂx,y (tl 9 tl)

) (3.28)

) ity (1, t1).

X max
vE[vj—1,7)]
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De (3.27) y (3.28), se cumple para u € [u;—1,u;] y v € [vj_1,v;] lo que sigue

o sen(t17)
‘A = Jj (UE[IJ:a)l(vuf ~/ui1 de )

v 4
/ Wd’r > dﬂm,y(t17t1)~
Vj—1

j—

X max
vE[v;—1,v4]

Definamos, para cada i,j > 2,

M, ;(f;z,y) == sup sup |4 ;(u,v)].
ue[uifl,ui]ve[vjflvj]

Luego, para cada 7,7 > 2,
u
t
/ sen(tiT) dr
Uj—1 T
) dpizy(t1,t1).

M ;(f2,y) jj (ue[g}a)f,ul _

/” sen(taT) dr
T

Vj—1

(3.29)

X max
v€[vj—1,7;]

Sumando la desigualdades (3.29) para i,j > 2, se llega a

1] & u
S5 M (fian) sﬁgiﬂ (m] / <t>d

-
=2 j=2
v
t
/ sen(taT) dr
T

Vj—1

)

) d,ulz,y (tly tl)

N dT)

T
dMLy (th tl)

X max
vE[v;-1,v5]

Uq—1

v
t
/ sen(taT) ir
j=2 Vj—1 T

1
< [ A+ DA + Dduey (b, 1)

X max
vE[v;-1,v5]

Z%(:ml +4)(345 + ) Var(f,R2),
O

Teorema 3.5.2. Sea f € BVjo(R?). Si {u;}ien, {vj}jen € (L) con constantes
Ay y Ao, entonces la serie

>3 e o5 JJ FD ), 1) (3.30)

i=2 j= 2“e Ui—1,U;] VE([vj_1v;] Rxlvl oy

converge uniformemente en puntos de continuidad de f.
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Demostracion. Sean n,m € N arbitrarios. De la 1ltima parte de la prueba del
Teorema 3.5.1, se obtiene para cada (z,y) € R?,
“ sen(t
/ sen(t17) dr
Uj—1 T

Z Z M j(f;2,y) < H( méx

wE[wi—1,u;]

1=n+1j=m+1 1=n+1
e v
, sen(taT
X E max / ydT dpiz,y (t1,t1),
) vE[vj_1,v5] . T

(3.31)

donde iz, es la medida que resulta de aplicar el Teorema 2.3.3 y que satisface

Py (int(R)) < Var(f,c(R) + (x,y)) (3.32)
y
fey(R?) < Var(f,R?). (3.33)
Ademas,
Mi(fiwy) = s  swp o [ F Dt 1)

ue[ui_l,ui]UG[vj_lv] RWV

ul 1:Y5—1

Sean (79,70) € R? un punto de continuidad de f y ¢ > 0. Por el Teorema
2.2.2) existe § > dg = §/2 > 0, tal que

VCL’I“(f, [.130 — 2(50, T + 250} X [yo — 2(50, Yo + 2(50]) <e€

Ahora, si (¢/,y") € (2o — do, 20 + Jo) X (Yo — do,Y0 + o), se cumple [/ —
8o, &'+ 0] X [y — b0,y + o] C [r0—2d0, 20+ 2d0] X [yo — 200, Yo + 200]. Entonces,

Var(f,[x" — o,2" + do] X [y — b0,y +d0]) <e

Sean 0 < 61 < dp fijo y (¢',y') € (w0 — do, 20 + o) X (Yo — do, Yo + do)
cualquiera. De (3.31),

S o s | [ ff e e S

i=n+1j=m+1 [t1|<61  [ti]>61  [t1|<dr [t1]>61
|t2\<51 [t2|<61  |t2|>01  [t2]>01

/u sen(tlT)dT>
Uq—1 T

/” sen(taT) ir
viy T

J

max
WE [w;—1,u;]

2 n+1

oo
X E max

a1 VE[Li—1,v5]

=L+ 1L+ 13+ 14.

dpigr o (t1,t1)

(3.34)
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Del Teorema 2.5.1 y de (3.32), se tiene

3A1 +4)(34A5 +4
Il S( ! )(2 2 ) J:[ dﬂm’,y'@latl)

T [t1]<81
t2]<61
34, +4)(345 + 4
BATDOL ) (500 x [61.81)
o (3.35)
S( 1 2(-(2 2 )Hx,,y/((—(SO’(SQ) X (_50760))
3A; +4)(343 + 4
S( Lt jr(z s )Var(f7[x’—5o,x'+5o] X [y = do,y" + do])
_BAHHBA +4)
7T2

De los Teoremas 2.5.1, 2.5.2 y de (3.33), obtenemos

(345 + 4) 34,
I ST fj Wdﬂx',y' (t1,t1)
|t1]>8 "
[t2|<é1

3A1(345 +4) (3.36)
<22 ey ({|ta] > 61, |t2| <6
S a2 M ({lt1] = 61, [t2| < 61})

3A1(3A2 +4) 9
<—V R?).
< IV ar () R?)

Invirtiendo los indices en el proceso anterior y bajo argumentos similares, se

sigue

(34; +4) 34,
I3 <— dAppgr o (t1,t
3 > ’]T2 fj ‘t2|vm /“LLK Y ( 1 1)
t1]<01

[t2|>61

< 3As (3A1 + 4) (337)

OL U2 tory ({[t1] < 61, [t2| = 61})

_343(341 +4)

— Var(f, R?).

(51vm7r

Finalmente, del Teorema 2.5.2 se llega a

1 3A, 3A,
I <7 — D — v ’
4 _71'2 fj <|t1|un> (|t2|vm>dﬂ'1 Y (tlatl)

[t1]>d1
[t2|=>01

9A1 A,
—Wﬂr’,y’({ltll > 61, [ta] > 61})

94, Ay

= 82Uy vy, 2

(3.38)

Var(f,R?).



42CAPITULO 3. TEOREMA DE DIRICHLET-JORDAN SOBRE BV (R?%)

Sumando (3.35), (3.36), (3.37) y (3.38), se cumple

i i M;;(f;2y) LBATHBA +4)

4 4 2
i=n+1j=m+1

1 1 1
R2
% <E+ (51un + 01Vm + (5%unvm> Var(f, )> ’

para todo (2',y") € (zo — do, 20 + do) X (Yo — do, Yo + do) ¥y n,m € N.

Teniendo en cuenta la Definicién 2.5.1. Para € > 0 dado, existen N, M € N
tales que paran > N y m > M, se tiene

Z Z M]fa; y) (3A1+4)(3A2+4>4

0
i=n+1j=m+1
para todo (z',y") € (zo — do, zo + do) X (Yo — o, Yo + do)- O

Corolario 3.5.1. Sean f € BVjjo|(R?), {u;}ien, {v;}jen € (L), uo € (0,u1) y
vo € (0,v1). Entonces, la serie (3.30) converge uniformemente en (z,y) € R?,
punto de continuidad de f, y uniformemente sobre (ug,vo) € (0,u1) x (0,v1).

Demostracion. Se sigue de la Observacién 2.5.1 y el teorema anterior. O

Corolario 3.5.2. Sean f € BVjjo|(R?), {u;}ien, {v;}jen € (L), uo € (0,u1) y
vo € (0,v1). Entonces, el limite

g dm 47r2 H (e, me' "= d(e,m)

,B
RIS

converge uniformemente en (z,y) € R2, punto de continuidad de f, y unifor-
memente sobre (ug,vg) € (0,u1) x (0,v1).

Demostracion. Es inmediato del Corolario 3.5.1. O

Teorema 3.5.3. Sea f € BVHOH(R2). Entonces, el limite

lim jf e @V d(e,n) = f(x,y)

aq,a2—0
B1 Ba—rooROLO2

converge uniformemente en (x,y) € R? un punto de continuidad de f.

Demostracion. Sean {u;}ien, {v;}jen € (L), a1 € (0,u1) y ag € (0,v1). Por el
Teorema 3.5.1, podemos definir la funcién

A Z(rs—&-yn)d
(anazay) = tm o [ (e (&),
RP1:B2

1,02
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para cada (a1, a2, z,y) € (0,u1) X (0,u;) x R2.

Sabemos que

jf n)ei @ d(e )

(xl,az—)O 4

B1,B2—r00 RELS2
= lim lim JT e @M d(e, )
oL, 1,P2 4r2
1,a2—0 | B1,82—00 47 Rgll i22 (339>
4 bl

para cada (x,y) € R?.

Sea € > 0. Por la Proposicién 3.3.2 y el Corolario 3.5.2, existen M >0y U
vecindad de (x,y) tales que si 31,82 > M, entonces, para cada (2',y’) € U y
(041,0[2) S (O,Ul) X (O,Ul),

L lim jf f(tl,tQ)Senﬁl(m/ —t1) senfBa(y’ — tg)d(

2 / /
T4 a,c——0o0 X — tl - t2
b,d—oo [a,b]x[c,d] Yy

t1,t2)

senfi(z’ —t1) senas(y’ —t2)

.
— — lim JI fty,t2) T s

T4 a,c—>—00
b,d—oo [a,b]X[c,d]

d(ty,ta)

seno (z' —t1) senfa(y’ — ta)

L
—— lim ff f(t1,t2) pa— s

b d—oco [a,b]x[c,d]

d(ti, ta)

senay (' — t1) senaa(y’ — ta2)
T — ty y/ — 12

+ﬁacli>moo Jj f(t1,t2)
b,d—oo [a,b]X[c,d]

d(tq,t2)

€
— Alag,ag,2',y")| < 3

De (3.39) y al aplicar el limite, cuando oy, as — 0, a la inecuacién anterior
obtenemos que si 31, B2 > M, entonces

lim ff Flt1,t2) Senﬁl(zl —t1) senfBa(y’ — tz)d(tth)

/ /
72 a,c——o0 ' — 1t — 1o
b,d—o0 [a,b]X[c,d] Y

_ f(.’)? +,Y +) + f(aj +ay/_) + f(w/_7/yl+) + f(xl_vy/_)
4

<e, (3.40)
para cada (x',y') € U.

e (3.40) y el Teorema 3.2.2 se concluye la prueba.
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Capitulo 4

Conclusiones

De acuerdo a (3.3) y a la Observacién 3.3.1, los cuales nos dicen respecti-
vamente que BV]jg(R?) contiene propiamente a L'(R?) N BVy(R?) y que la
transformada de KP-Fourier extiende a la transformada clésica, podemos afir-
mar que la version del Teorema de Dirichlet-Jordan sobre el espacio BV (R?),
Teorema 3.5.3, es una generalizaciéon del Teorema 5, enunciado en la Introduc-
cién.

Esto nos conduce a que el Teorema 3.4.1 permite realizar las mismas apli-
caciones que el Teorema 5 pero a una gama de funciones mas amplia, lo que
significa que por medio de este resultado damos solucién al problema de in-
version de manera puntual o puntual uniforme a una familia de funciones més
grande. Ademas, es importante resaltar que en el proceso de estudio obtuvimos
nuevos resultados.

45
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