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Introducción

Este trabajo encuadra en la Topoloǵıa, espećıficamente, en la Teoŕıa de
continuos. Presenta un estudio sobre la propiedad topológica denominada
s-conexidad.

El concepto de s-conexidad empezó a gestarse a mediados del siglo pasado,
con el matemático R. E. Basye. En 1935, publicó [B], art́ıculo que aborda el
estudio de los espacios simplemente conexos, en base a los cuales, se definen
los espacios s-conexos. M. M. Marsh dio a conocer dicho concepto en [M].

Para realizar el análisis sobre la s-conexidad, la tesis de divide en tres
caṕıtulos, en los cuales se agrupan los resultados básicos que se tienen so-
bre los espacios s-conexos y se desarrollan, dentro de nuestras posibilidades,
algunas propiedades de los mismos.

En el Caṕıtulo 1, se enlista una serie de resultados generales necesarios
para el desarrollo del trabajo.

En el Caṕıtulo 2, se presenta el concepto de s-conexidad (Definición 2.1.2)
y se trabaja sobre los elementos de la definición, a saber, los términos cortar
y cortar débilmente.

En este mismo caṕıtulo, se demuestra que la s-conexidad es un invariante
topológico, pero no se preserva bajo funciones continuas. También, se hace
ver que a través de las funciones monótonas, cerradas y sobreyectivas la s-
conexidad śı se preserva. Además, se demuestran algunos resultados sobre
uniones, intersecciones y productos de espacios s-conexos.

En of Caṕıtulo 3, se estudia la relación entre s-conexidad y unicoheren-
cia. Se presenta un Teorema, en cuya demostración, se detalla que para los
continuos localmente conexos, la s-conexidad la unicoherencia coinciden. Al
final de este caṕıtulo, se trata la relación entre la unicoherencia hereditaria
y la s-conexidad, en continuos localmente conexos.

La tesis aporta principalmente:
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(a) La equivalencia entre cortar y cortar débilmente en espacios conexos,
localmente conexos y normales (Teorema 2.1.1). Esta equivalencia es
mencionada en el articulo [M], sólo para el caso de espacios métricos
conexos y localmente conexos.

(b) Un Teorema en el cual se afirma, que La unión finita de continuos
s-conexos con un punto en común, es s-conexa (Teorema 2.2.1).

(c) Un ejemplo en donde se demuestra que el teorema del inciso (b), no es
verdadero en el caso numerable (Ejemplo 2.2.1).

(d) Si agregamos que la unión numerable de continuos s-conexos con un
punto es común es un continuo, la unión resulta s-conexa (Teorema
2.2.2).

(e) Una demostración de que la intersección anidada de continuos s-conexos
es s-conexa (Corolario 2.2.2). Este resultado apareció originalmente en
[M].

(f) Una demostración de que la s-conexidad se preserva bajo funciones
monótonas, cerradas y sobreyectivas (Teorema 2.3.2). Este resultado es
mencionado en [M]. Como una aplicación, se obtiene que si el producto
de espacios compactos y Hausdorff es s-conexo, entonces cada espacio
factor es s-conexo.

(g) Los detalles de la equivalencia entre unicoherencia y s-conexidad, en
continuos localmente conexos (Teorema 3.2.3). Este teorema está pro-
bado originalmente en [M]. Como una consecuencia, se prueba que el
producto numerable de continuos s-conexos y localmente conexos es un
continuo s-conexo.

(h) Presentamos todos los detalles de un ejmplo que prueba que el produc-
to de continuos unicohrentes, no es unicoherente, el cual apareció por
primera vez en [GI]

(i) Una demostración de que si un espacio es s-conexo, normal y local-
mente conexo, entonces el espacio es unicoherente (Corolario 3.2.1).
En [M], se establece que en espacios métricos, la s-conexidad implica
unicoherencia.
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Parte 1

Generalidades

En este caṕıtulo aparecen las notaciones, resultados y definiciones que
nos van a ser útiles en el dearrollo de la tesis

1.1. Espacios Topológicos

Si X es un conjunto,

A ⊆ B y A ⊂ B

denotan que A es un subconjunto de B y A es un subconjunto propio de
B, respectivmente. P(X), por otra parte, denota a la familia de los subcon-
juntos de X.

Por sencillez, a la familia de todos los cerrados de un espacio topológico
(X, τ), la vamos a denotar por 2X .

Definición 1.1.1. Si f : (X, τ) −→ (Y, σ) es una función entre espacios
topológicos decimos que:

(a) f es abierta, si f(U) ∈ σ, para todo U ∈ τ

(b) f es cerrada, si f(C) ∈ 2Y , para todo C ∈ 2X .

Teorema 1.1.1. Sea f : (X, τ) −→ (Y, σ) una función estre espacios to-
pológicos. Son equivalentes:

3
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(a) f es cerrada

(b) Para cada U ∈ τ , se tiene que

{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U} ∈ σ

Demostración. En primer lugar, demostraremos que si C ∈ P(X), entonces

f(C) = Y \ {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ X \ C}

Primero tomemos y ∈ f(C). Existe un elemento c ∈ C tal que y =
f(c), por lo tanto c ∈ f−1(y). Esto indica que el conjunto f−1(y), no está
contendido en X \ C. Aśı

y ∈ Y \ {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ X \ C}

La otra contensiónse demuestra de manera similar.

Ahora la demostración del Teorema:

(a) ⇒ (b): Si U ∈ τ entonces f(X \ U) ∈ 2Y . Además, por lo anterior

f(X \ U) = Y \ {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U}

por lo que

{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U} ∈ σ.

(b) ⇒ (a): Sea C ∈ 2X . Sabemos que

f(C) = Y \ {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ X \ C}

Por hipótesis
{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ X \ C} ∈ σ,

luego, f(C) ∈ 2Y .

También, por sencillez, en el caso de un espacio topológico (X, τ), adop-
tamos la notación siguiente:
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(a) UX(x) = {U ∈ τ : x ∈ U}

(b) C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo }

Si no hay peligro de confusión, escribiremos U(x) en lugar de UX(x).

Definición 1.1.2. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo y C ∈ P(X). Se
dice que C separa X, si X \ C no es un conjunto conexo.

Definición 1.1.3. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo y A,B,C ∈
P(X). Se dice que C separa A y B en X, si existen conjuntos P y Q abiertos
en X \ C, no vaćıos y ajenos, tales que

X \ C = P ∪Q y A ⊆ P, B ⊆ Q

Definición 1.1.4. En un espacio (X, τ), se dice que

{A1, . . . , An} ⊆ P(X)

es una cadena simple, en caso de que:

Ai ∩ Aj 6= ∅ si y sólo si |i− j| ≤ 1

La cadena simple conecta a y b si y sólo si a ∈ A1 y b ∈ An.

Teorema 1.1.2. Si a y b son dos puntos en el espacio topológico conexo
(X, τ) y C es una cubierta de X, entonces existe una cadena simple C ′ ⊆ C
que conecta a y b.

Demostración. Sea

D = {x ∈ X : existe cadena simple en C que conecta a y b}

Mostremos que:

(a) D es abierto.
Si x ∈ D, entonces existe una cadena simple

{U1, . . . , Un} ⊆ C

que conecta a y x. Digamos que x ∈ Un. Si

y ∈ Un \ Un−1



6 PARTE 1. GENERALIDADES

entonces {U1, . . . , Un} es una cadena simple que conecta a e y. Por lo
tanto y ∈ D. Si

y ∈ Un−1 ∩ Un
entonces {U1, . . . , Un−1} es una cadena simple que conecta a e y, con
lo cual y ∈ D. En cualquier caso Un ⊆ D

(b) D es cerrado.

Equivalentemente, probemos que X \ D es abierto. Sea y ∈ X \ D.
Debido a que C es una cubierta de X, existe U ∈ C tal que y ∈ U .
Supongamos que

U ∩D 6= ∅
y sea x ∈ U ∩D. Existe una cadena simple {U1, . . . , Un} que conecta a
y x. Si r es el entero más pequeño en {1, . . . , n} tal que

Ur ∩ U 6= ∅,
podemos formar la cadena simple

{U1, . . . , Ur, U} ⊆ C

que une a con y, lo cual es absurdo. Aśı, U ∩D = ∅. De manera que

y ∈ U ⊆ X \D,

por ende X \D es abierto.

Finalmente, como X es conexo y D 6= ∅, entonces D = X.

En la prueba del teorema siguiente se usa el Lema de Zorn. Por esto lo
incluimos a continuación. Conviene recordar que una cadena en un conjun-
to parcialemtne ordenado, es un subconjunto, en el cual, cualesquiera dos
elementos son comparables con el orden parcial dado. Por otra parte, un ele-
mento minimal en un conjunto parcialmente ordenado (X,≤), es un elemento
m ∈ X tal que si x ∈ X y x ≤ m, entonces x = m.

Lema 1.1.1 (De Zorn). Si (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado
y cada cadena en X tiene una cota inferior en X, entonces X contiene un
elemento minimal.
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Papara más detalles, revise [V, pág. 7].

Teorema 1.1.3. Sea (X, τ) un espacio de Hausdorff, compacto y conexo.
Si A,B ∈ 2X \ {∅}, entonces existe un elemento minimal M ∈ C(X), con
respecto a la inclusión de conjuntos, tal que

M ∩ A 6= ∅ 6= M ∩B

Demostración. Consideremos el conjunto

F = {C ∈ C(X) : C ∩ A 6= ∅ 6= C ∩B}

F no es vaćıo (X ∈ F) y es parcialemte ordenado por la inclusión de
conjuntos. Ahora sea

C = {Cα ∈ F : α ∈ ∆}
una cadena en F . Denotemos

C =
⋂
C

Demostremos que C es una cota inferior de C. Directamente se tiene que
C ∈ 2X . Utilizando el hecho de que cualesquiera dos elementos en C son
comparables, para α1, α2, . . . , αn ∈ ∆ se tiene que

n⋂
i=1

Cαi
= Cαk

, donde k ∈ {1, . . . , n}.

Entonces ( n⋂
i=1

Cαi

)
∩ A = Cαk

∩ A 6= ∅.

Aśı, la colección

{Cα ∩ A : α ∈ ∆}
tiene la propiedad de la intersección infinita. Por la compacidad de X, se

tiene que

∅ 6=
⋂
α∈∆

Cα ∩ A = C ∩ A.
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De igual forma C ∩B 6= ∅.

Ahora vamos a probar que C es conexo. Supongamos que existen conjun-
tos ajenos F1, F2 ∈ 2X tales que

C = F1 ∪ F2.

Como X es compacto y Hausdorff, existen conjuntos ajenos V, U ∈ τ tales
que F1 ⊆ V y F2 ⊆ U . Si

Cα ∩ (X \ (V ∪ U)) 6= ∅

para cada α ∈ ∆, entonces la colección

{Cα ∩ (X \ (V ∪ U)) : α ∈ ∆}

tiene la propiedad de la intersección finita y, como X es compacto⋂
α∈∆

Cα ∩ (X \ (V ∪ U)) = C ∩ (X \ (V ∪ U)) 6= ∅,

lo cual es un contradicción. En consecuencia, existe α ∈ ∆ tal que Cα ⊆ V ∪U ,
luego

Cα ⊆ V o Cα ⊆ U,

de donde

C ⊆ V o C ⊆ U.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C ⊆ V . Aśı,

C ⊆ F1

y por lo tanto, F2 = ∅. Esto último implica que C ∈ C(X), de donde, C ∈ F .
Es obvio que

C ⊆ Cα, para cada α ∈ ∆.

De manera que cada cadena en F tiene una cota inferior en F . Luego, por el
Lema de Zorn, F tiene un elemento minimal M . Esto demuestra el teorema.
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1.2. Componentes y cuasi-componentes

Definición 1.2.1. Suponga que (X, τ) es un espacio topológico y que A ∈
P(X). Se dice que A es una componente de X, si:

(i) A es un conjunto conexo y

(ii) si B es un conjunto conexo tal que A ⊆ B, entonces B = A.

Cada punto x en un espacio topológico, está contenido en sólo una com-
ponente, que es llamada la componente de x.

En el siguiente teorema, se usa la noción de conjuntos separados. Para
esto, vamos a recordarla: los conjuntos A y B, en un espacio topológico, se
dice que son seprados si

A ∩B = ∅ = A ∩B.

Teorema 1.2.1. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo. Si C es un con-
junto conexo y

X \ C = M ∪N,

donde M y N son conjuntos separados, entonces C∪M y C∪N son conexos.

Demostración. Supongamos que

C ∪M = A ∪B,

donde A y B son separados. Vamos a probar que A = ∅ o B = ∅. Por
hipótesis, C es un conjunto conexo, en consecuencia

C ⊆ A o C ⊆ B.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C ⊆ B. De manera que C no
tiene puntos en común con A, es decir,

C ∩ A = ∅,

o sea que A ⊆ M . Los conjuntos A y B ∪ N son separados. Efectivamente,
nótese que

A ∩N ⊆M ∩N = ∅.
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Luego, se tiene que

A ∩ (B ∪N) = A ∩B ∪ A ∩N = ∅.

Además,
A ∩N ⊆M ∩N = ∅,

por lo tanto
A ∩B ∪N = (A ∩B) ∪ (A ∩N) = ∅.

Por otra parte, observe que

X = C ∪M ∪N = A ∪ (B ∪N).

Entonces A = ∅ o B ∪ N = ∅, pues X es un conjunto conexo. En cualquier
caso, A = ∅ o B = ∅.

Teorema 1.2.2. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo. Si C es un con-
junto conexo y L es una componente de X \ C, entonces X \ L es conexo.

Demostración. Supongamos que existen conjuntos separados A y B, tales
que

X \ L = A ∪B.

Como C es un conjunto conexo y C ⊆ X \ L, entonces

C ⊆ A o C ⊆ B.

Digamos que C ⊆ A. Es obvio entonces que B ⊆ X \C. Por el teorema 1.2.1,
L ∪B es conexo y

L ∪B ⊆ X \ C.

Como L es una componente, entonces B ⊆ L. Luego, B = ∅. Aśı, X \ L es
conexo.

Existen otros subconjuntos de un espacio (X, τ), que tienen mucha rela-
ción con las componentes: las cuasi-componentes.

Definición 1.2.2. Sea (X, τ) un espacio topológico. La cuasi-componente
de x ∈ X, es el siguiente conjunto⋂

{L ∈ P(X) : x ∈ L y L ∈ 2X ∩ τ}
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Al igual que las componentes, las cuasi-componentes, son conjuntos cerra-
dos; cada punto de X está en una sola cuasi-componente y cuasi-componentes
de puntos diferentes coinciden o son ajenas.

Lema 1.2.1. Suponga que (X, τ) es un espacio topológico compacto. Si Q
es la cuasi-componente de un punto x y

Q ⊆ U,

donde U ∈ τ , entonces existe F ∈ 2X ∩ τ tal que

Q ⊆ F ⊆ U.

Demostración. Como Q ⊆ U , entonces

X \ U ⊆ X \Q =
⋃
{X \ L ∈ P(X) : x ∈ L y L ∈ 2X ∩ τ}.

Tenemos una cubierta abierta para X \ U . Puesto que este último conjunto
es compacto, existen L1, L2, . . . , Ln elementos de 2X ∩ τ tales que x ∈ Li y

X \ U ⊆
n⋃
i=1

(X \ Li).

Aśı pues

Q ⊆
n⋂
i=1

Li ⊆ U.

Para finalizar, sea F =
n⋂
i=1

Li. Es claro que F satisface lo requerido.

Teorema 1.2.3. Sea (X, τ) un espacio topológico. Si C es la componente de
x y Q es la cuasi-componente de x, entonces:

(a) C ⊆ Q.

(b) C = Q, si X es compacto y de Hausdorff.
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Demostración. (a) Tomemos y /∈ Q y mostremos que y /∈ C. Existe

L ∈ 2X ∩ τ tal que x ∈ L, pero y /∈ L.

Si y ∈ C, como
C = (L ∩ C) ∪ (X \ L) ∩ C

y C es un conjunto conexo, entonces C ∩ L = ∅. Es decir

C ⊆ X \ L,

o sea que x /∈ L, lo cual es absurdo. Por lo tanto y /∈ C.

(b) Bastará con probar que Q es un conjunto conexo. Para esto, supon-
gamos que existen conjuntos ajenos F1, F2 ∈ 2Q que satisfacen

Q = F1 ∪ F2

En razón de que X es compacto y Hausdorff, existen conjuntos ajenos U, V ∈
τ tales que

F1 ⊆ U y F2 ⊆ V.

Por consiguiente
Q ⊆ U ∪ V.

Del lema 1.2.1, existe F ∈ 2X ∩ τ tal que

Q ⊆ F ⊆ U ∪ V.

Aśı, U ∩ F ∈ 2X ∩ τ y x ∈ U ∩ F . Por lo tanto

Q ⊆ U ∩ F ⊆ U.

Esto demuestra que F2 = ∅.

Teorema 1.2.4. Sean (X, τ) un espacio topológico compacto, de Hausdorf
y A,B ∈ 2X . Si no existe un conjunto conexo C en X tal que

A ∩ C 6= ∅ 6= B ∩ C,

entonces exsiten conjuntos ajenos X1, X2 ∈ 2X tales que

X = X1 ∪X2 y A ⊆ X1, B ⊆ X2.
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Demostración. Si A ∈ A y Qα es la cuasi-componente de a en X, entonces
en virtud del Teorema 1.2.3, Qα es conexo. Por hipótesis, Qα no intersecta a
A y B, por lo tanto

Qα ⊆ X \B.

Entonces existe Lα ∈ 2X ∩ τ tal que

Qα ⊆ Lα ⊆ X \B,

de manera que

A ⊆
⋃
α∈A

Lα ⊆ X \B.

Tenemos una cubierta abierta de A. Por la compacidad de A, existe una
subcubierta finita

A ⊆
n⋃
i=1

Lαi
⊆ X \B.

Sean X1 =
⋃n
i=1 Lαi

y X2 = X \X1. Obviamente X1, X2 ∈ 2X ,

X = X1 ∪X2

y A ⊆ X1, B ⊆ X2.

A continuación, se demuestran algunos resultados importantes referentes
a la frontera de un conjunto, que nos van a ser muy útiles en situaciones
posteriores. Para eso, recordemos el concepto de frontera.

Definición 1.2.3. Sea (X, τ) un espacio y H ∈ P(X). La frontera de H en
X, denotada por Fr H, es definida por Fr H = H ∩X \H.

Teorema 1.2.5. Sea (X, τ) un espacio un espacio de Hausdorff, compacto
y conexo. Si

U ∈ τ \ {X, ∅}

y K es una componente de U , entonces K ∩ FrU 6= ∅.

Demostración. Sea K una componente de U . Mostremos que existe un con-
junto conexo C en U tal que

K ∩ C 6= ∅ 6= C ∩ FrU
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Supongamos lo contrario, es decir, que no existe un conjunto conexo U
que intersecta a K y FrU . Por el Teorema 1.2.4, existen conjuntos ajenos
M1,M2 ∈ 2U tales que

U = M1 ∪M2, K ⊆M1, F rU ⊆M2.

Sea

M3 = M2 ∪ (X \ U).

Tenemos que M1,M3 ∈ 2X , M1 6= ∅ (pues K 6= ∅), M3 6= ∅ (FrU 6= ∅) y

X = M1 ∪M3.

Ahora bien,

M1 ∩M3 = M1 ∩ (X \ U) ⊆ U ∩ (X \ U) = FrU ⊆M2.

Como M1 y M2 son conjuntos ajenos, entonces M1 y M3 son ajenos. En
consecuencia, estos dos últimos conjuntos, forman una separación de X, lo
cual es falso. Esta contradicción conduce a que exsite un conjunto conexo C
en U tal que

K ∩ C 6= ∅ 6= C ∩ FrU.

Entonces K = K ∪ C, por lo que C ⊆ K. Por ende K ∩ FrU 6= ∅.

En el resultado siguiente se usa que los espacios compactos y Hausdorff
son normales, véase [E, págs. 40 y 125].

Teorema 1.2.6. Si (X, τ) es un espacio de Hausdorff, compacto y conexo
con más de un punto, entonces:

(a) Si A ∈ C(X) \ {X}, A ⊆ U y U ∈ τ entonces existe B ∈ C(X) tal que

A ⊂ B ⊆ U.

(b) Existe A ∈ C(X), con más de un punto, tal que A ⊂ X.

Demostración. (a) Como X es un espacio normal, existe V ∈ τ(V 6= X) tal
que

A ⊆ V ⊆ V ⊆ U.
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Sea B la componente de V que contiene a A. Por el teorema 1.2.5,

B ∩ FrV 6= ∅,

o sea que B ∩ (X \ V ) 6= ∅, de donde B 6= A.

(b) Sea x ∈ X. Claro que {x} ∈ C(X). Basta con tomar U ∈ U(x) \ {X}
y aplicar (a).

Teorema 1.2.7. Sea (X, τ) un espacio de Hausdorff, compacto y conexo. Si
E ∈ P(X) \ {X, ∅} y K es una componente de E, entonces:

(a) K ∩ FrE 6= ∅

(b) Si E es abierto entonces K ∩ (X \ E) 6= ∅

(c) Si E es cerrado entonces K ∩X \ E 6= ∅

Demostración. Supongamos que K ∩ FrE = ∅. Entonces

K ⊆ X \ (X \ E) ⊆ E.

Además, K ∈ C(X). Por el Teorema 1.2.6, existe B ∈ C(X) tal que

K ⊂ B ⊆ X \ (X \ E),

o sea
K ⊂ B ⊆ E.

Esto no puede ocurrir, dado que K es un componente de E. Por lo tanto

K ∩ FrE 6= ∅.

Los incisos (b) y (c), se siguen inmediatamente de (a).

1.3. Espacios Localmente conexos

Definición 1.3.1. Un espacio topológico (X, τ) es localemente conexo, si
para cada U ∈ U(x), donde x ∈ X, existe conexo

V ∈ U(x) ∩ P(U).
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Una caracterización de la conexidad local es la siguiente:

Teorema 1.3.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Son equivalentes:

(a) X es localmente conexo.

(b) Si K es una componente de U ∈ τ , entonces K ∈ τ .

Teorema 1.3.2. Sea (X, τ) un espacio conexo y localmente conexo. Si C es
una componente de A entonces

FrC ⊆ FrA.

Demostración. Sea

p ∈ FrC \ FrA.

En primer lugar,

p ∈ FrC = C ∩X \ C ⊆ A

y

p ∈ X \ FrA = (X \ A) ∪X \X \ A.

Luego,

p ∈ X \X \ A.

La conexidad local, garantiza la existencia de un conjunto conexo K ∈ τ tal
que

p ∈ K ⊆ X \X \ A.

Observe que

K ⊆ X \X \ A ⊆ K ⊆ X \X \ A = A

o sea K ⊆ A. Tenemos entonces que

p ∈ K ∩ FrC,

de donde

K ∩ (X \ C) 6= ∅ 6= K ∩ C.

Luego, K ∪ C es conexo y

K ∪ C ⊆ A.
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En razón de que C es una componente de A. se tiene que K ⊆ C, lo cual es
absurdo. Esta contradicción, conduce a que

FrC ⊆ FrA

Teorema 1.3.3. Sean (X, τ) un espacio conexo, localmente conexo y A,B ∈
2X . Si N es un conjunto conexo tal que

N ∩ A 6= ∅ 6= N ∩B,

entonces existe una componente C de X \ (A ∪B) tal que

C ∩ A 6= ∅ 6= C ∩B

y N ∩ C 6= ∅.

Demostración. Sea
{Cα : α ∈ J}

la familia de componentes de X \(A∪B) que intersectan a N . Por el teorema
1.3.2,

FrCα ⊆ Fr[X \ (A ∪B)] = Fr(A ∪B) ⊆ A ∪B.

Aśı, FrCα ⊆ A ∪B. Definamos

J1 = {α ∈ J : FrCα ⊆ A, }
J2 = {α ∈ J : FrCα ⊆ B}

y J3 = J \ (J1 ∪ J2). Si J3 6= ∅, entonces existe α ∈ J tal que

A ∩ FrCα 6= ∅ 6= B ∩ FrCα

con lo cual terminaŕıamos, pues

Cα ∩ A 6= ∅ 6= Cα ∩B.

Supongamos que J3 = ∅. Claramente

J = J1 ∪ J2.
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Sean
H = A ∪ (

⋃
α∈J1

Cα) y K = B ∪ (
⋃
α∈J1

Cα)

En vista de que

Fr(
⋃
α∈J1

Cα) ⊆
⋃
α∈J1

FrCα ⊆ A

(vea [K, págs. 236, Teorema 1]), H es cerrado . Análogamente K es cerrado.
Además, H,K son conjuntos ajenos y

N ⊆ H ∪K y N ∩H 6= ∅ 6= N ∩K,

lo cual contradice la conexidad de N .

Teorema 1.3.4. Sea (X, τ) un espacio localmente conexo y normal. Si U ∈ τ
es conexo, entonces para cada par de puntos a, b ∈ U existe

C ∈ C(X) ∩ P(U)

que contiene a y b.

Demostración. Sea U un conjunto conexo, tal que U ∈ τ . Para cada x ∈ U
existe

Ux ∈ U(x) ∩ P(U)

tal que Ux ⊆ U (revise [E, pág. 40]). Puesto que X es localmente conexo,
existe un conjunto conexo

Cx ∈ U(x) ∩ P(Ux).

Formemos ahora la cubierta abierta {Cx : x ∈ U} para cada U . Por el
Teorema 1.1.2 existe una cadena simple

{Cx1 , . . . , Cxn}

que une a y b. Denotemos

C =
n⋃
i=1

Cxi .

Es claro que C ∈ C(X), C ⊆ U y a, b ∈ C.
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Recuerde que un espacio topológico (X, τ) es segundo numerable, si τ tie-
ne una base numerable. Además, cada espacio métrico compacto es segundo
numerable (vea [V, pág. 71]).

Teorema 1.3.5. Sea (X, τ) un espacio localmente conexo y segundo nume-
rable. Si V ∈ τ , entonces el número de componentes de V es un conjunto
numerable.

Demostración. El conjunto de componentes de V es un conjunto de abiertos
ajenos.

Teorema 1.3.6. En un espacio métrico compacto (X, d), cualquier cerrado
se puede escribir como la intersección de una sucesión decreciente de abiertos,
y como la intersección de una sucesión decreciente de cerrados.

Demostración. Sea F ∈ 2X . Entonces

X \ F =
⋃
i∈N

Ui,

donde cada Ui se ubica en una base numerable. Como los espacios métricos
son en particular espacios normales, entonces existe conjunto abierto V , tal
que

Ui ⊆ Vi ⊆ V ⊆ X \ F,

entonces

X \ F =
⋃
i∈N

V i,

Por lo tanto F =
⋂
i∈N(X \ V i). Además, la sucesión

Wn =
n⋂
i=1

(X \ V i)

es decreciente y F =
⋂
i∈NWi. Por otra parte, puesto que

F ⊆ W n ⊆
n⋂
i=1

(X \ Vi),

se tiene que F =
⋂
i∈NW i.
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Definición 1.3.2. Un continuo es un espacio métrico no vaćıo compacto y
conexo.

En un continuo X, C(X) \ {∅} es el conjunto de subcontinuos de X.

Ejemplo 1.3.1. Es bien sabido que la cerradura en R2, del conjunto conexo
Y = {(x, sen 1

x
) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1

π
} es

X = Y ∪ {(x, y) ∈ R2 : x = 0 y − 1 ≤ y ≤ 1}.

Aśı pues,X es un conjunto conexo por ser la cerradura de un conexo. Además,
X es cerrado y acotado en R2, o sea compacto. Al continuo X se le conoce
como el seno del topólogo (véase la figura siguiente).

Para finalizar este caṕıtulo, mencionaremos un teorem que puede consul-
tar en [K, pág. 173, Teorema 6]

Teorema 1.3.7 (Sierpiński). Ningún continuo puede ser descompuesto en
una familia numerable de cerrados, ajenos y no vaćıos.



Parte 2

s-conexidad

2.1. Concepto de s-conexidad

La s-conexidad fue introducida por M.M March en el art́ıculo [M]. Surgió
como herramienta para tratar ciertos problemas referentes a la Teoŕıa del
punto fijo.

Definición 2.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo y A,B,H ∈ 2X .
Si A,B son ajenos, se dice que:

(a) H corta entre A y B en X, si para cada componente K de X \ H se
tiene que

K ∩ A = ∅ ó K ∩B = ∅.

(b) H corta débilmente entre A y B en X, si para cada C ∈ C(X) tal que

C ∩ A 6= ∅ 6= C ∩B

se tiene que C ∩H 6= ∅.

(c) X es s-conexo entre A y B, si cada H que corta débilmente entre A y
B contiene al menos una componente K que corta débilmente entre A
y B.

Ahora el concepto principal de este trabajo:

Definición 2.1.2. El espacio topológico conexo (X, τ) es s-conexo, si para
cada par de conjuntos ajenos A,B ∈ C(X), X es s-conexo entre A y B.

21
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Por comodidad, cuando H corte débilmente entre A y B en X escribire-
mos H|XA,B. Aśı pues, X es s-conexo si para cada par de conjuntos ajenos
A,B ∈ C(X) y H tales que H|XA,B existe al menos una componente de K
de H que satidface K|XA,B.
De manera análoga, cuando H corte entre A,B en X, escribiremos H|XA,B.

En lo siguiente, se ponen dos ejemplos ilustrativos en relación al concepto
que nos ocupa, los cuales son subespacios de R2.

Ejemplo 2.1.1. Sea X la circunferencia con la topoloǵıa heredada de R2.
Sobre X están marcados los puntos: a, b, h, g.

Sea A = {a}, B = {b} H = {a, b}. Es claro que cualquier conjunto conexo
que contenga b y a necesariamente tiene que pasar por h, g o ambos, o sea
H|XA,B. Sin embargo, si quitamos uno de los puntos de H, por ejemplo h,
existe al menos un conexo que contien a los puntos a y b, y no contiene al
pnto g. Por estas razones, X no es s-conexo.

Ejemplo 2.1.2. Para cada n ∈ N, sea

An = {(x, 1

n
x) : 0 ≤ x ≤ 1}.

Si A = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1}, ya habrá elementos suficientes para convenserse
de que el espacio

X = A ∪ (
⋃
n∈N

An),
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conocido como abanico armónico (véase figura) es s-conexo.

Los términos cortar y cortar débilmente, no son conceptos independientes,
pues cortar implica cortar débilmente.

Lema 2.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo. Si H|XA,B entonces
H|XA,B.

Demostración. Supongamos que no es cierto que H|XA,B. Existe pues K ∈
C(X) tal que

K ∩ A 6= ∅ 6= K ∩B y K ∩H = ∅.
es decir, K ⊆ X \ H. La componente K ′ de X \ H para la cual K ⊆ K ′

satisface que

K ′ ∩ A 6= ∅ 6= K ′ ∩B.
De este modo, es falso que H|XA,B.

Sin embargo, cortar débilmente no implica cortar.

Ejemplo 2.1.3. Tomenos

A = {(0, 0)}, B = {( 1

π
, 0)} y H = {(0, 1)},

en el seno del topólogo definido en el ejemplo 1.3.1. Sin lugar a dudas
H|XA,B, pues si K ∈ C(X) y



24 PARTE 2. S-CONEXIDAD

K ∩ A 6= ∅ 6= K ∩B,
entonces K = X, de donde H ∩K 6= ∅. Por otra parte, X \H es conexo, de
lo contrario, existen abiertos V, U en X, ajenos y no vaćıos de tal suerte que

X \H = V ∪ U.

Si suponemos que Y ⊆ V , entonces

{(x, y) ∈ R2 : x = 0, y − 1 ≤ y < 1}

es abierto en X (seŕıa igual a U), lo cual obviamente es falso. Igualmente si
Y ⊆ U . Para finalizar, nótese que

(X \H) ∩ A 6= ∅ 6= (X \H) ∩B,

lo que niega que H|XA,B.

¿En qué espacios coinciden ambos conceptos? Hasta el momento, con
las herramientas de que disponemos, en los espacios topológicos que son al
mismo tiempo: conexos, localemente conexos y normales.

Teorema 2.1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico conexo, localmente conexo
y normal. Son equivalentes:

(a) H|XA,B,

(b) H|XA,B.

Demostración. Por el Lema 2.1.1, basta probar (a) ⇒ (b).

Supongamos que no es cierto que

H|XA,B.
Existe una componente K de X \H tal que

K ∩ A 6= ∅ 6= K ∩B.
Por los Teoremas 1.3.1 y 1.3.4, K es abierto y para a ∈ K ∩ A y b ∈ K ∩ B
existe

C ∈ C(X) ∩ P(K)

tal que a, b ∈ C. Obviamente C ∩H = ∅, por lo tanto es falso que H|XA,B.
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Corolario 2.1.1. En un espacio métrico conexo y localmente conexoH|XA,B ⇐⇒
H|XA,B.

2.2. Algunas operaciones en espacios s-conexos

Sabemos que la unión numerable de espacios conexos con un punto en
común, es un conjunto conexo. Después del lema que sigue, mostramos un
resultado análogo, pero en el caso de espacios s-conexos.

Lema 2.2.1. Sean X un espacio topológico y A,B ∈ 2X tales que A ∩ B =
{z}. Si

T ∈ C(A ∪B) y T ∩ A 6= ∅ 6= T ∩B,
entonces T ∩ A ∈ C(A), T ∩B ∈ C(B), y ambos contienen a z.

Demostración. Observe que

T = (T ∩ A) ∪ (T ∩B)

y
T ∩ A, T ∩B ∈ 2T \ {∅}.

No queda más que

T ∩ A ∩ T ∩B = T ∩ {z} 6= ∅.

En otras palabras
z ∈ T ∩ A, T ∩B.

Ahora, si T ∩ A no es un conjunto conexo, existen, conjuntos ajenos

C1, C2 ∈ 2T∩A \ {∅}

tales que
T ∩ A = C1 ∪ C2.

Supongamos que z ∈ C1. Entonces

C2, (T ∩B ∪ C1) ∈ 2T \ {∅}
son conjuntos ajenos y

T = C2 ∪ ((T ∩B) ∪ C1),

lo cual es absurdo.
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Teorema 2.2.1. Sean X un espacio topológico y A,B ∈ C(X) espacios
s-conexos de X. Si A ∩B = {z} entonces A ∪B es s-conexo.

Demostración. Primero nótese que A ∪B es conexo. Tomemos

H|A∪BC,D.

En inicio, supongamos que z /∈ H.

Caso 1: C ⊆ A,D ⊆ B y z /∈ C ∩D.
Necesariamente

H ∩ A|A{z}, C ó H ∩B|B{z}, D.
De lo contrario existen K1 ∈ C(A) y K2 ∈ C(B) que satisfacen lo siguiente

K1 ∩ {z} 6= ∅ 6= K1 ∩ C pero K1 ∩H ∩ A = ∅

y
K2 ∩ {z} 6= ∅ 6= K2 ∩D pero K2 ∩H ∩B = ∅

Sea
K = K1 ∪ {z} ∪K2 ∈ C(A ∪B).

Naturalmente que
K ∩ C 6= ∅ 6= K ∩D.

Por hipótesis K ∩H 6= ∅, en consecuencia z ∈ H, lo cual es falso. Aśı pues,
sin pérdida de generalidad, supongamos que

H ∩ A|A{z}, C.
Como A es s-conexo, existe una componente R′ de H ∩A tal que R′|A{z}, C.
Sea R la componente de H que contiene a R′. Mostremos que

R|A∪BC,D.

Si T ∈ C(A ∪B) es tal que

T ∩ C 6= ∅ 6= T ∩D,

por el Lema 2.2.1 z ∈ T ∩ A y T ∩ A ∈ C(A). En consecuencia

T ∩ A ∩ {z} 6= ∅ 6= T ∩ A ∩ C
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y finalmente

∅ 6= T ∩ A ∩R′ ⊆ T ∩R.

Caso 2: z ∈ C.
Por el Lema 2.2.1

C ∩B ∈ C(B).

Si K ∈ C(B) y

K ∩ C ∩B 6= ∅ 6= K ∩D,

entonces K ∩H 6= ∅. Luego,

H ∩B|BC ∩B,D.

Por hipótesis, existe una componente R′ de H ∩B tal que

R′|BC ∩B,D.

Sea R la componente de H tal que R′ ⊆ R. De manera semejante al caso 1,
R|A∪BC,D, pues si

T ∈ C(A ∪B) y T ∩ C 6= ∅ 6= T ∩D,

entonces T ∩B ∈ C(B).

Caso 3: C ⊆ A y D ⊆ A.

Es el caso más directo. Claramente se tiene que H ∩A|AC,D. Como A es
s-conexo, existe una componente de R′ de H ∩ A, tal que R′|AC,D. Es fácil
probar que la componente de H que contiene a R′ corta débilmente entre C
y D.

Hasta aqúı para z /∈ H.

Son los mismos casos cuando z ∈ H.

Caso 1: Tomemos la componente de H que contiene a z. Cualquier con-
junto conexo cerrado en A ∪ B que intersecta a C y D, por el Lema 2.2.1,
contiene a z.

Los casos 2 y 3 se resuelven de la misma manera.
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Corolario 2.2.1. Si C = {A1, . . . , An} ⊆ C(X) es una familia de espacios
s-conexos tal que para cada i 6= j

Ai ∩ Aj = {z},

entonces
⋃
C es s-conexa.

El Teorema 2.2.1 no se puede ampliar para uniones numerables en general.

Ejemplo 2.2.1. Sea

A0 = {(x, y) : x ∈ {0, 1}, y ∈ [−1, 0]} ∪ {(x,−1) : x ∈ [0, 1]}

y para cada n ∈ N

An =

{
(x,

1

n
x) : x ∈ [0, 1]

}
.

La familia {A0, A1, A2, . . . } está formada por continuos s-conexos en R2 que
tienen al (0, 0) como único punto en común. Sin embargo, si denotamos por
X a la unión de los elementos de esta familia, se tiene que X no es un espacio
s-conexo. Para verificar esto, sean

A = {(0, 0)}, B = {(1

2
,−1)} y H = {(0,−1), (1,−1)}.
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Los conjuntos

C1 = {(0, y) : y ∈ [−1, 0]} ∪ {(x,−1) : x ∈ [0,
1

2
]}

y

C2 = (X \ C1) ∪ A ∪B,

son conexos y cerrados en X e intersectan A y B. Note que el conjunto conexo
C2 intersecta A y B, pero no contiene al punto (0,−1). Lo mismo para el
otro punto de H. De manera que ninguna componente de H corta débilmente
entre A,B.

Bajo ciertas restricciones, la unión resulta ser un espacio s-conexo. Para
esto, será de utilidad el resultado siguiente, que es consecuencia del Teorema
del Sierpiński (véase el Teorema 1.3.7).

Lema 2.2.2. Sean X un espacio métrico y {Ai : i ∈ N} ⊆ 2X tal que para
cada i 6= j,

Ai ∩ Aj = {z}

donde z es un elemento fijo de X. Si el continuo T ⊆
⋃
n∈N

Ai entonces T ∩Ai

es un continuo para cada i ∈ N que satisface

T ∩ Ai 6= ∅.

Demostración. Sea

Λ = {j ∈ N : T ∩ (Aj \ {z}) 6= ∅}.

En primer lugar, supongamos que z ∈ T .
La cardinalidad de Λ mo puede ser mayor que uno. De lo contrario, como

T =
⋃
j∈Λ

T ∩ Aj, T ∩ Ai ∩ T ∩ Aj = T ∩ {z} = ∅

y
{T ∩ Aj : j ∈ Λ} ⊆ 2T \ {∅},

T es la unión numerable de cerrados, ajenos no vaćıos, contrario al Teorema
1.3.7. Por otro lado, si Λ = ∅ entonces T = {z}, en contraposición a lo que
estamos suponiendo, por lo tanto
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T = T ∩ Aj

es un continuo, donde j es el único elemento de Λ. Ahora supongamos que
z ∈ T (si T = {z} el asunto es trivial). Sea j ∈ N y supongamos que T ∩ Aj
no es continuo. De manera que T ∩Aj no es un conjunto conexo. Claramente
j ∈ Λ. Tomemos

a ∈ T ∩ (Aj \ {z})

que no esté en la misma componente de z. Si K es la componente en T ∩Aj
que contiene a a, K es un subcontinuo de T . Pues T ∩ Aj es cerrado en T

(es la intersección de T con un cerrado en
⋂
i∈N

Ai). Ahora veamos que K es

cerrado en T . Sabemos que K, por ser componente, es cerrado en T ∩ Aj, o
sea

K = T ∩ Aj ∩K ′,

donde K ′ es cerrado en T , de manera que K es la intersección de dos cerrados
en T . Tenemos a K que es cerrado dentro del compato T, aśı pues K es
compacto.
En resumen, K es compacto, conexo y no vaćıo, en otras palabras, K es un
subcontinuo propio de T . Los mismo se puede concluir para la componente
L en T ∩ Aj que contiene a z. Existen abiertos ajenos U, V en T de tal que
K ⊆ U y L ⊆ V . Por esta razón existen subcontinuos K ′ y L′ de T tales que

K ⊂ K ′ ⊆ U y L ⊂ L′ ⊆ V.

En consecuencia K ′ ∩ L′ = ∅. Por la maximalidad de K, K ′ no puede estar
contenido en T ∩ Aj, de donde existe m 6= j tal que

K ′ ∩ Am 6= ∅,

pero entonces

z ∈ K ′,

lo cual no puede ser. Por lo tanto T ∩ Aj es conexo.

Teorema 2.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico y

{Ai : i ∈ N} ⊆ 2X
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una familia de s-conexos. Si
⋃
i∈N

Ai es un continuo y para cada i 6= j

Ai ∩ Aj = {z},

entonces
⋃
i∈N

Ai es s-conexa.

Demostración. El espacio

A =
⋃
i∈N

Ai

es un conjunto conexo. Supongmaos que H|AC,D.

Parte 1: z /∈ C y z /∈ D.

Obsérvese que C y D son subcontinuos de A. Igual que en la demostración
del Lema 2.2.2, existen j, s ∈ N tales que

C ⊆ Aj y D ⊆ As.

Por el teorema 2.2.1, Aj,s = Aj ∪ As es s-conexo; no es dif́ıcil ver que

H ∩ Aj,s|Aj,s
C,D.

Sea K ′ la componente de H ∩ Aj,s para la cual

K ′|Aj,sC,D.

y K la componente de H tal que K ′ ⊆ K.
En lo siguiente, probaremos que K|AC,D. Sea T ∈ C(A) tal que

T ∩ C 6= ∅ 6= T ∩D.

Nótese que z ∈ T . Por el Lema 2.2.2,

T ∩ Aj, T ∩ As ∈ C(Aj ∪ As).

Naturalmente que T ∩ Aj ∩ As = {z}, por ende

T ∩ Aj ∪ T ∩ As ∈ C(Aj ∪ As)
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y
T ∩ (Aj ∪ As) ∩ C 6= ∅ 6= T ∩ (Aj ∪ As) ∩D.

Luego
∅ 6= T ∩ (Aj ∪ As) ∩K ′ ⊆ T ∩K.

Parte 2: z ∈ C

Claramente z /∈ D. Exsite j ∈ N tal que

D ⊆ Aj y C ∩ Aj ∈ C(Aj).

No es dif́ıcil probar que

H ∩ Aj|Aj
C ∩ Aj, D.

Sea K ′ la componente de H ∩ Aj, para la cual

K ′|Aj
C ∩ Aj, D

y K la componente de H tal que K ′ ⊆ K.
Veamos que K|AC,D. Si T ∈ C(A) satisface que

T ∩ C 6= ∅ 6= T ∩D,

necesariamente T ∩ C ∩ Aj 6= ∅, pues el hecho de que T ∩ (Aj \ {z}) 6= ∅
(z /∈ D) conduce a que: z ∈ T , cuando exista un número m 6= j tal que

T ∩ (Am \ {z}) 6= ∅

ó T ⊆ Aj, en caso de que no exista el número m anterior. En cualquier caso
T ∩ Aj ∩ C 6= ∅, por lo tanto

∅ 6= T ∩ Aj ∩K ′ ⊆ T ∩K.

Teorema 2.2.3. [M, Teorema 2] En un espacio métrico X, sean

{Si : i ∈ N}, {Ai : i ∈ N}, {Bi : i ∈ N} ⊆ P(X)

familias decrecientes de continuos con
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S =
⋂
i∈N

Si, A =
⋂
i∈N

Ai, B =
⋂
i∈N

Bi.

Si Ai ∪ Bi ⊆ Si y Si es s-conexo entre Ai y Bi para cada i ∈ N, entonces S
es-conexo entre A y B.

Demostración. Supongamos que F |SA,B. De acuerdo al Teorema 1.3.6, exis-
te una familia decreciente {Ui : i ∈ N}, formada por conjuntos abiertos en
S1 tal que

F =
⋂
i∈N

Ui =
⋂
i∈N

Ui.

A continuación, vamos a probar que para cada i ∈ N, existe j ∈ N cumpliendo
lo siguiente:

Ui ∩ Sj|Sj
Aj, Bj

Supongamos lo contrario. Entonces existe i0 ∈ N, tal que para cada j ∈ N,
existe Cj ∈ C(Sj) con

Cj ∩ Aj 6= ∅ 6= Cj ∩Bj y Cj ∩ Ui0 ∩ Sj = Cj ∩ Ui0 = ∅.
Resulta una sucesión {Cj}∞j=1 de subcontinuos de S1. Tomenos una subsuce-
sión de {Cjk}∞k=1 convergente a C ∈ C(S1) (vea [N, pág 61, Corolario 4.18]).
Ahora probemos que C ∈ C(S). Basta con mostrar que C ⊆ S. Supongamos
que

C \ S 6= ∅
y sea x ∈ C \ S. Existe q tal que

x /∈ Sq.

Puesto que S1 \ Sq es abierto en S1 y

x ∈ S1Sq,

existe k0 ∈ N, tal que jk0 > q, k0 > q y

(S1 \ Sq) ∩ Cjk 6= ∅ para toda k ≥ k0

(vea [N, pág. 56]). Pero
Cjk0 ⊆ Sjk0 ⊆ Sq,
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lo cual es una contradicción. En conclusión, C ∈ C(S).
Por otra parte, si ak ∈ Cjk ∩ Ajk , sea

{akm}∞m=p′ −→ a.

una subsucesión convergente. De manera similar a lo hecho en renglones
anteriores, a ∈ S. Si a /∈ A, existe p ∈ N tal que a /∈ Ap. Naturalmente que
si p′ ∈ N es tal que jkp′ ≥ p, entonces {akm}∞m=p′ es una suceción Sp y

{akm}∞m=p′ −→ a.

Como
a ∈ Sp \ Ap,

existe n ≥ p′ ta que para cada m > n,

akm ∈ Sp \ Ap ⊆ Sp \ Ajkm ,

lo cual es falso. Por lo tanto a ∈ A. Además, para cada U ∈ US1(a),

U ∩ Cjk 6= ∅,

para una infinidad de sub́ındices k, o sea a ∈ C ∩ A. De manera análoga,
B ∩ C 6= ∅.
Usando la hipóteis inicial, es decir, F |SA,B, se tiene que ∅ 6= C ∩ F . Sin
embargo,

C ∩ F ⊆ Ui0 ⊆ Ui0 ⊆ S1 \ Cj, para cada j,

donde i0 es aquél ı́ndice fijo tal que Cj ∩ Ui0 = ∅. Esto es absurdo, pues
Ui0 es abierto en S1 y debe intersectar a Cjk para una cantidad infinita de
sub́ındices de k.
En conclusión, para cada i ∈ N, existe un número natural, que vamos a
denotar por ji, tal que:

Ui ∩ Sji |Sji
Aji , Bji .

Sabemos que existe una componente Ki de Ui ∩ Sji , tal que

Ki|Sji
Aji , Bji .

Ahora consideremos a una subsucesión convergente de {Ki}∞i=1 en S1

Kin −→ K.
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Mostremos que K ⊆ F . Para esto, bastará probar que K ⊆ Ui para cada
i ∈ N. Sea i ∈ N. Si k ∈ K y V ∈ Us1(k), entonces

{n ∈ N : Kin ∩ V 6= ∅}
es infinito, por lo tanto existe n ∈ N tal que in ≥ i y Kin ∩ V 6= ∅, pero

Kin ⊆ Uin ⊆ Ui

por lo que Ui ∩ V 6= ∅, luego k ∈ Ui.
Ya casi terminamos: si L ∈ C(S) es tal que

L ∩ A 6= ∅ 6= L ∩B y L ∩K = ∅,
entonces

K ⊆ X \ L.
Existe n0 ∈ N tal que

Kn0 ⊆ X \ L
(vea [N, pág. 54 y 57]), o sea

L ∩Kn0 = ∅,
lo que contradice Km|Sjm

Ajm , Bjm , donde m = n0. Esto demuestra, finalmen-
te, que

K|SA,B.

Corolario 2.2.2. [M, Corolario 2.1] En un espacio métrico, si

F = {Si : i ∈ N}

es una familia decreciente de continuos s-conexos, entonces
⋂
F es conexo.

Demostración. Definamos
F =

⋂
F .

En primer lugar, F es continuo. Sean A,B ∈ C(F ) ajenos. Entonces para
cada i ∈ N,

A,B ∈ C(Si)

(obviamente A ∪ B ⊆ Si). Por hipótesis, Si es s-conexo entre A y B (revise
la Definición 2.1.2), luego

⋂
F es s-conexo entre A y B.
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2.3. Funciones en espacios s-conexos

Afortunadamente, la s-conexidad es un invariante topológico.

Teorema 2.3.1. Si f : X −→ Y es un homeomorfismo donde X es s-conexo,
entonces Y es s-conexo.

Demostración. Como la conexidad es invariante topológico, Y es conexo.
Ahora, digamos que H|YA,B. Tenemos que

f−1(A), f−1(B) ∈ C(X) y f−1(H) ∈ 2X .

Si K ∈ C(X) y

K ∩ f−1(A) 6= ∅ 6= K ∩ f−1(B),

entonces
f(K) ∩ A 6= ∅ 6= f(K) ∩B,

por lo que f(K) ∩H 6= ∅. Luego K ∩ f−1(H) 6= ∅.
Se ha mostrado que

f−1(H)|Xf−1(A), f−1(B).

Como X es s-conexo, existe una componente C de f−1(H) para la cual

C|Xf−1(A), f−1(B).

Es fácil ver que f(C) es una componente de H y f(C)|YA,B.

La s-conexdad no se preserva bajo funciones continuas.

Ejemplo 2.3.1. La función continua

f(θ) = (cos θ, sen θ),

definida para θ ∈ R, produce para el espacio s-conexo R, una imagen que no
es s-conexa, a saber, una circunferencia.

Sin embargo, existen funciones que ayudan a heredar la s-conexidad del
espacio de partida. Se trata de las funciones monótonas.

Definición 2.3.1. Se dice que una función continua f : X −→ Y es monóto-
na, si f−1(y) es conexo para toda y ∈ Y .
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Ejemplos muy importantes de funciones monótonas, son las proyecciones
del producto de espacios conexos.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos a la familia {Xα : α ∈ Λ} de espacios to-
pológicos conexos. Si β ∈ Λ entonces

πβ :
∏
α∈Λ

Xα −→ Xβ

es monótona, pues si x ∈ Xβ

π−1
β (x) =

∏
α∈Λ

Yα =

{
Yα = Xα, si α 6= β
{x}, si α = β∏

α∈Λ

Yα es un conjunto conexo, por ser procutos de conexos.

Lema 2.3.1. Si f : (X, τ) −→ (Y, σ) es monótona, cerrada y sobreyectiva,
entonces para cada conexo C en Y , f−1(C) es no es conjunto conexo.

Demostración. Sea C ⊆ Y . Supongamos que f−1(C) no es un conjunto co-
nexo y sea

U ∩ f−1(C), V ∩ f−1(C)

una separación de f−1(C) (U, V ∈ τ). Por el Teorema 1.1.1,

{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U}, {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ V }} ∈ σ.

La idea es demostrar que los conjuntos

{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U} ∩ C, {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ V }} ∩ C

forman una separación de C.
Probemos primero que son no vaćıos. Si x ∈ U ∩ f−1(C), entonces f−1(f(x))
es conexo y

f−1(f(x)) ⊆ f−1(C).

Aśı
f−1(f(x)) ⊆ U ∩ f−1(C)

y
f(x) ∈ {y ∈ Y : f−1(y) ⊆ U} ∩ C.
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Análogamente se demuestra que

{y ∈ Y : f−1(y) ⊆ V }} ∩ C 6= ∅.

Dichos conjuntos también son ajenos, pues si y ∈ Y está en la intersección,
entonces

f−1(y) ⊆ f−1(C) y f−1(y) ⊆ V, U,

lo cual es falso. En resumen, C no es conexo.

Lema 2.3.2. Si f : (X, τ) −→ (Y, σ) es una función monótona abierta y
sobreyectiva, entonces para cada conexo C ∈ Y , f−1(C) es conexo.

Demostración. Sea C ⊆ Y . Supongamos que f−1(C), no es conexo y sea

U ∩ f−1(C), V ∩ f−1(C)

una separación de f−1(C) (V, U ∈ τ). En este caso,

C = f(f−1(C)) = f(U ∩ f−1(C)) ∪ f(V ∩ f−1(C)) ⊆ f(U) ∪ f(V )

La idea es demostrar que los conjuntos f(U) ∩ C y f(V ) ∩ C forman una
separación de C. Evidentemente,

f(U) ∩ C, f(V ) ∩ C

son conjuntos no vaćıos. Si no fuesen ajenos, existe

y = f(u) = f(v) ∈ C
para alguna u ∈ U y v ∈ V , entonces

u, v ∈ f−1(y) ⊆ f−1(C).

Como f−1(y) es conexo, se tiene

f−1(y) ⊆ U ∩ f−1(C) y f−1(y) ⊆ V ∩ f−1(C),

lo cual es absurdo. Finalmente, los conjuntos

f(U) ∩ C y f(V ) ∩ C

forman una separación de C.
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Teorema 2.3.2. [M, Teorema 4] Si f : X −→ Y es una función monótona,
cerrada, sobreyectiva y X es s-conexo, entonces Y es s-conexo

Demostración. Y es conexo. Supongamos que H|YA,B. Sabiendo que

f−1(H) ∈ 2X , f−1(A), f−1(B) ∈ C(X)

demostremos que

f−1(H)|Xf−1(A), f−1(B).

Si

T ∈ C(X) y T ∩ f−1(A) 6= ∅ 6= T ∩ f−1(B),

entonces

f(T ) ∩ A 6= ∅ 6= f(T ) ∩B.

Puesto que H|YA,B, se tiene que

f(T ) ∩H 6= ∅.

Si y ∈ f(T ) ∩H, entonces

y = f(t) ∈ H.

Luego, t ∈ T ∩ f−1(H), o sea T ∩ f−1(H) 6= ∅. Queda demostrado que

f−1(H)|Xf−1(A), f−1(B).

como X es s-conexo, existe componente K de f−1(H) tal que

K|Xf−1(A), f−1(B).

Mostremos que f(K) es componente de H. Si K ′ es conexo y f(K) ⊆ K ′ ⊆
H, entonces

K ⊆ f−1(f(K)) ⊆ f−1(K ′) ⊆ f−1(H).

Por la maximalidad de K, K = f−1(K ′). Se sigue que

f(K) = f(f−1(K ′)) = K ′.

Para finalizar, veamos que f(K)|YA,B. Si

T ∈ C(Y ) y T ∩ A 6= ∅ 6= T ∩B,
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entonces
f−1(T ) ∩ f−1(A) 6= ∅ 6= f−1(T ) ∩ f−1(B).

Sin embargo, f−1(T ) ∈ C(X), por lo que

f−1(T ) ∩K 6= ∅.

Luego,

∅ 6= f(f−1(T ) ∩K) ⊆ f(f−1(T )) ∩ f(K) = T ∩ f(K).

Corolario 2.3.1. Sean (X, τ) espacio s-conexo y (Y, σ) espacio de Hausdorff.
Si X es compacto, f : X −→ Y es monótona y sobreyectiva, entonces Y es
s-conexo.

Corolario 2.3.2. Sea {Xα : α ∈ Λ} una familia de esapcios topológicos de

Hausdorff. Si
∏
α∈Λ

Xα es compacto y s-conexo, entonces Xα es s-conexo para

cada α ∈ Λ

Demostración. Cada proyección πα es monótona, sobreyectiva y el espacio
de llegada Xα, es de Hausdorff.

Corolario 2.3.3. Sean (X, d1), (X, d2) esapcios métricos. Si X es continuo
conexo y f : X −→ Y es monótona y sobreyectiva, entonces Y es s-conexa.

En el Corolario 3.2.2 , se demostrara que el producto de continuos s-
conexos, que son también localmente conexos, es s-conexo.



Parte 3

Unicoherencia y s-conexidad

3.1. Concepto de unicoherencia

Definición 3.1.1. Se dice que un espacio topológico conexo (X, τ) es uni-
coherente, si para cada representación

X = A ∪B,

donde A,B ∈ C(X), el conjunto A ∩B ∈ C(X).

Ejemplo 3.1.1. Para cada θ ∈ R, [θ] representa al entero más grande, menor
o igual a θ.
Sea

exp(θ) = (cos θ, sen θ).

Definamos
S = {exp θ : θ ∈ R}.

El continuo
X = S ∪ {(1 + e−θ) exp θ : θ ≥ 0}

es inicoherente, pues los continuos en X, son únicamente de tres tipos:

(a) Homeomorfos a X.

(b) Arcos contenidos en el espiral

{(1 + e−θ) exp θ : θ ≥ 0}

(c) S y arcos contenidos en S.

41
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Además, cualquier intersección de dos o más de estos continuos produce un
continuo.

A este espacio se le conoce como el ćırculo con espiral.

El producto de espacios unicoherentes no siempre es un espacio unicohe-
rente.

Ejemplo 3.1.2. Sea X el ćırculo con espiral definido anteriormente. Vamos
a demostrar que

Y = X ×X
no es unicoherente. Definamos A,B,H,K ⊆ Y por

A = {(r1 exp θ1, r2 exp θ2) : [θ] es par}
B = {(r1 exp θ1, r2 exp θ2) : [θ] es impar}
H = {(r1 exp θ1, r2 exp θ2) : θ es par}
K = {(r1 exp θ1, r2 exp θ2) : θ es impar}

donde θ, en cada caso, es igual a
θ1 − θ2

π
. Mostremos lo siguiente:
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1. H ⊆ A y K ⊆ B.

2. H ∩ (S × S) es igual al conjunto conexo

D = {(exp θ, exp θ) : θ ∈ R}

Es claro que D es subconjunto de H ∩ (S × S). Ahora tomemos un
elemento de H ∩ (S × S). Este elemento tiene necesariamente la forma

(exp θ1, exp θ2)

pues está en S × S. A su vez, por estar en H debe cumplir que

θ1 − θ2

π
= 2n.

De aqúı, θ1 = 2nπ + θ2. Por lo tanto

cos θ1 = cos(2nπ + θ2) = cos θ2

y

sen θ1 = sen(2nπ + θ2) = sen θ2

Finalmente,

(exp θ1, exp θ2) = (exp θ1, exp θ1) ∈ D.

D es conexo por ser imagen continua de R.

3. A ∩ (S × S) es conexo.
Sea

p ∈ (exp θ1, exp θ2) ∈ A ∩ (S × S)

De acuerdo a la definición del conjunto A, debe existir n tal que[
θ1 − θ2

π

]
= 2n.

Por ende, 2n ≤ θ1 − θ2

π
< 2n+ 1 y entonces

2nπ + θ2 ≤ θ1 < (2n+ 1)π + θ2.
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Ahora bien, si t ∈ [0, 1], también se tiene que 1− t ∈ [0, 1] y

2nπ + θ2 ≤ tθ1 + (1− t)(2nπ + θ2) < (2n+ t)π + θ2.

Utilizando la desigualdad anterior, es fácil darse cuenta que el conjunto
conexo

{(exp(tθ1 + (1− t)(2nπ + θ2)), exp θ2) : t ∈ I},
donde I = [0, 1], está contenido en A ∩ (S × S). Además, el conjunto
conexo anterior contiene a p (t = 1) e intersecta a H ∩ (S × S), pues
para t = 0, se tiene que

(exp(2nπ + θ2), exp θ2) = (exp θ2, exp θ2)

en conclusión: para cada p ∈ A ∩ (S × S), existe un conjunto conexo
Lp ⊆ A ∩ (S × S) tal que

Lp ∩H ∩ (S × S) 6= ∅ y p ∈ Lp.
Aśı, A ∩ (S × S) es conexo pues

A ∩ (S × S) = H ∩ (S × S) ∪ {Lp : p ∈ A}.

4. A es conexo.
Sea q ∈ A. Supongamos que q tiene la forma

q = ((1 + e−θ1) exp θ1, (1 + e−θ2) exp θ2).

el siguiente subconjunto de A

{(r1(t) expα1(t), r2(t) expα2(t)) : t ≥ 0}

donde

αi(t) = θi, i ∈ {1, 2}
ri(t) = 1 + e−αi(t), ı ∈ {1, 2},

es conexo y contiene a q (t 6= 0). Llamemos a este conexo Cq. Si consi-
deramos a la sucesión tn = 2nπ, entonces

(r1(tn) expα1(tn), r2(tn) expα2(tn))
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es una sucesión de elementos de Cp que converge a (exp θ1, exp θ2). De
manera que

Cq ∩ A ∩ (S × S) 6= ∅.

Supongamos que

A = U ∪ V,

donde U, V son abiertos ajenos en A. Como A∩ (S×S) es un conjunto
conexo, sin pérdida de generalidad supongamos que A ∩ (S × S) ⊆ U .
Si q ∈ A entonces Cq ⊆ U , pues Cq ∩A∩ (S ×S) 6= ∅. Aśı V = ∅. Esto
demuestra que A es conexo.

5. H y K son cerrados.
Probemos que H es cerrado. Tomemos una sucesión de elementos en
H convergente a un elemento de Y

(rθn exp θn, rψn expψn, ) −→ (r1 exp θ, r2 expψ)

Por ser elementos de H

θn = 2mnπ + ψn.

Se quiere hacer ver que

(r1 exp θ, r2 expψ) ∈ H,

es decir, que
θ − ψ
π

es par.

(1 + e−θn) cos θn −→ (1 + e−θ) cos θ

(1 + e−θn) sen θn −→ (1 + e−θ) sen θ

de donde

(1 + e−θn)2 cos2 θn −→ (1 + e−θ)2 cos2 θ

(1 + e−θn)2 sen2 θn −→ (1 + e−θ)2 sen2 θ

Sumando ambas sucesiones se obtiene que

(1 + e−θn)2 −→ (1 + e−θ)2.
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En consecuencia

(1 + e−θn) −→ (1 + e−θ) y cos θn −→ cos θ.

De igual manera se puede probar que

cosψn −→ cosψ.

Anteriormente se mencionó que θn = 2mnπ + ψn, de donde

cos θn = cos(2mnπ + ψn) = cosψn.

Por lo cual cos θ = cosψ. Esto último indica que

θ = 2mπ + ψ.

o sea que
θ − ψ
π

es par. Análogamente se prueba que K es cerrado.

6. A = A ∪K y B = B ∪H.
Demostremos primero que A = A ∪ K. Sean p ∈ A ∪ K. Si p ∈ A
entonces p ∈ A. Si p ∈ K entonces

p = (r1 exp θ1, r2 exp θ2) y
θ1 − θ2

π
es impar.

Existe n tal que
θ1 − θ2

π
= 2n + 1. Sea rm una sucesión convergente a

θ2 tal que
θ2 < rm < θ2 + π.

A partir de esta desigualdad, es fácil llegar a que

2n <
θ1 − rm

π
< 2n+ 1.

Luego,

[
θ1 − rm

π

]
= 2n. Aśı

((1 + e−θ) exp θ1, (1 + e−rm) exp rm)

es una sucesión de elementos en A que converge a p, o sea que p ∈ A.
Esto muestra que A ∪K ⊆ A. Ahora tomemos un elemento p ∈ A. Si
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p = (rθ exp θ, rψ expψ),

existe una sucesión de elementos de A convergente a p. Sea

p = (rθn exp θn, rψn expψn) −→ (rθ exp θ, rψ expψ),

donde [
θn − ψn

π

]
= 2mn.

Se trata de hacer ver que p ∈ A ∪K. Supongamos que p /∈ A. Existe
m tal que [

θ − ψ
π

]
= 2m+ 1,

es decir

2m+ 1 ≤ θ − ψ
π

< 2m+ 2.

Igual que en la parte (5) es posible demostrar que

(1 + e−θn) −→ (1 + e−θ).

(1 + e−ψn) −→ (1 + e−ψ).

y por lo tanto
θn −→ θ

ψn −→ ψ.

Tenemos pues que
θn − ψn

π
−→ θ − ψ

π
.

Si

2m+ 1 <
θ − ψ
π

,

existe un intervalo j, tal que

θ − ψ
π
∈ j ⊆ (2m+ 1, 2m+ 2).

En razón de la convergencia de θn−ψn

π
, existe n0 ∈ N, tal que para cada

n ≥ n0
θn − ψn

π
∈ j.
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Aśı

2m+ 1 <
θn − ψn

π
< 2m+ 2,

o sea

[
θn−ψn

π

]
= 2m+ 1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto

2m+ 1 =
θ − ψ
π

.

Finalemente, p ∈ K.
B = B ∪H se prueba de manera semejante.
Después de todo, tenemos los conjuntos A y B, subconjuntos conexos
de Y , cumpliendo que

A ∪B = Y,

y cuya intersección no es conexa, pues

A ∩B = H ∪K.

En otras palabras, Y no es unicoherente.

Para que el producto de espacios unicoherentes sea un espacio unicohe-
rente, es necesaria la conexidad local. Este es precisamente el contenido del
teorema siguiente, el cual puede consultar en [GI, pág. 47].

Teorema 3.1.1. Si
{(Xα, τα) : α ∈ I}

es una familia de espacios unicoherentes y localmente conexos, entonces∏
α∈I

Xα es unicoherente.

3.2. Relación entre unicoherencia y s-conexidad

Hay una relación muy estrecha entre la unicoherencia y la s-conexidad.
En esta parte, se demuestra que la unicoherencia y la s-conexidad, coinciden
es continuos localmente conexos.

Teorema 3.2.1. Sea (X, τ) s-conexo, normal y localmente conexo. Si F ∈ 2X

separa X, entonces existe componente K de F que también separa X
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Demostración. Debido a que F separa X (véase la definición 1.1.2) existen
abiertos P,Q ajenos y no vaćıos en X \ F tales que

X \ F = P ∪Q.
Sean p ∈ P y q ∈ Q. Si

C ∈ C(X) y p, q ∈ C,

entonces C debe intersectar a F . En caso contrario,

C ⊆ X \ F = P ∪Q.

Por lo tanto C ⊆ P o C ⊆ Q, lo cual no puede ser. Aśı pues

F |X{p}, {q}.

Por hipótesis, existe una componente K de F tal que

K|X{p}, {q}.

Si X \K es conexo, por Teorema 1.3.4, existe C ∈ C(X) ∩ P(X \K) con-
teniendo a p y q, , lo cual no ocurre pues K corta débilmente entre p y q.
Luego, X \K no es conexo. Por lo tanto K separa X.

Es necesario recordar un resultado sobre unicoherencia que viene en [GI,
págs. 24 y 25].

Teorema 3.2.2. Sea (X, τ) conexo y localmente conexo. Si para cada L ∈ 2X

que separa X existe una componente de L que separa X entonces X es
unicoherente.

Demostración. Supongamos que X no es unicoherente. Es decir, supongamos
que existen H,K ∈ C(X) tales que

X = H ∪K pero H ∩K /∈ C(X).

Por lo cual, existen conjuntos ajenos A,B ∈ 2X \ {∅} que satisfacen lo si-
guiente:

H ∩K = A ∪B.
Por otro lado, como H es conexo y

H ∩ A 6= ∅ 6= H ∩B,
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el Teorema 1.3.3, garantiza la existencia de una componente C de X \(A∪B)
tal que

C ∩ A 6= ∅ 6= C ∩B y C ∩H 6= ∅.

Obsérvese también que

C ⊆ X \ (A ∪B) = (X \H) ∪ (X \K),

y como C es un conjunto conexo e intersecta a H, se tiene que

C ⊆ X \K,

de lo cual, se deduce que C es una componente de X \K.
Ahora bien, tomando en cuenta que C intersecta a A y B

A ∩ C = A ∩ (C ∪ FrC) = A ∩ FrC 6= ∅

B ∩ C = B ∩ (C ∪ FrC) = B ∩ FrC 6= ∅

Definamos

P = A ∩ FrC

y

Q = B ∩ FrC.

Sea {Vα : α ∈ ∆} el conjunto de componentes de X \ C y

Θ1 = {α ∈ ∆ : FrVα ⊆ P}

Θ2 = {α ∈ ∆ : FrVα ⊆ Q}

Θ3 = {α ∈ ∆ : P ∩ FrVα 6= ∅ 6= Q ∩ FrVα}.

Definamos

LP = P ∪ (
⋃
α∈Θ1

Vα)

LQ = Q ∪ (
⋃
α∈Θ2

Vα).

Mostremos que:
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(a) FrC no es conexa.
Se sabe que C es una componente de X \(A∪B). Por el Teorema 1.3.2,

FrC ⊆ Fr[X \ (A ∪B)] = Fr(A ∪B) ⊆ A ∪B.

En renglones anteriores, se vio que FrC intersecta a los conjuntos aje-
nos A y B, por lo que

FrC = P ∪Q.

(b) FrC ⊆ K.
anteriormente se explicó que C es una componente de X \K, en con-
secuencia

FrC ⊆ Fr(X \K) = FrK ⊆ K.

(c) Para cada α ∈ ∆, FrV α ⊆ P ∪Q.
Puesto que Vα es una componente de X \ C, entonces

FrVα ⊆ Fr(X \ C) = Fr(C) ⊆ C.

Para terminar se aplica (a).

(d) LP , LQ ∈ 2X

Tomemos primero Lp. Por comodidad, sea

SP =
⋃
α∈Θ1

Vα.

Tenemos que

Fr(
⋃
α∈Θ1

Vα) ⊆
⋃
α∈Θ1

FrVα

(vea [K, pág. 236 Teorema 1]). De la definición del conjunto LP , se
obtiene que FrVα ⊆ P . Por lo cual

Fr(SP ) ⊆ P.

Aśı

LP = P ∪ SP = P ∪ (SP ∪ (FrSP )) = P ∪ SP = LP .

De manera similar se demuestra que LQ es cerrado.
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(e) Θ3 6= ∅. Supongamos lo contrario. Para cada α ∈ ∆,

P ∩ FrVα = ∅ o Q ∩ FrVα = ∅.

Apoyándonos en (c), para cada α,

FrVα ⊆ P o FrVα ⊆ Q,

de donde

X \ C ⊆ LP ∪ LQ.

Bajo estas condiciones

K ⊆ LP ∪ LQ.

En efecto, según (a)

FrC = P ∪Q ⊆ LP ∪ LQ,

entonces

K ∩ (X \ C) ⊆ (X \ C).

En resumen: K es un conjunto conexo contenido en la unión de los
conjuntos ajenos en 2X , LP y LQ, que segúb (b), satisfacen

K ∩ LP 6= ∅ 6= K ∩ LQ,

lo cual contradice la conexidad de K. Por lo tanto, Θ3 6= ∅.

(f) Si LP ∪ LQ y

Θ = Θ1 ∪Θ2,

entonces

L = FrC ∪ (
⋃
α∈Θ

Vα).

(g) Si

S =
⋃
α∈Θ

Vα

entonces

X \ L = [X \ (C ∪ A)] ∪ C.
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(h) C ∪ S ∈ 2X .
Note que

Fr(C ∪ S) ⊆ FrC ∪ FrS
y

FrS = Fr(
⋃
α∈Θ

Vα) ⊆
⋃
α∈Θ1

FrVα.

Por otro lado, utilizando el inciso (c) resulta que⋃
α∈Θ1

FrVα ⊆ C.

ahora, conjugando las tres contensiones anteriores de este inciso, obte-
nemos la siguiente expresión:

Fr(C ∪ S) ⊆ FrC ∪ FrS ⊆ C.

En consecuencia

C ∪ S = Fr(C ∪ S) ∪ C ∪ S = C ∪ S.

Por lo tanto C ∪ S ∈ 2X .

(i) X \ (C ∪ S) 6= ∅.
Si

X \ (C ∪ S) = ∅,
entonces C ∪ S = X, razón suficiente para que

S = X \ C.

Esto contradice (e), es decir, que hay una componente de X \C que no
está contenida en S.

(j) X \ LP y X \ LQ son conexos.
Probemos que X \LP es conexo. C ∪Q es un conjunto conexo, pues C
es conexo y

C ⊆ C ∪Q = C ∪ (B ∩ FrC) ⊆ C.

De manera que el conjunto

R = C ∪Q ∪ (
⋃
{Vα : Q ∩ FrVα 6= ∅})
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es conexo. Para probar que X \ LP es conexo, basta con probar la
igualdad

X \ LP = R.

Supongamos que x ∈ X \ LP . Si x ∈ X \ C, existe α tal que

x ∈ Vα.

Como x /∈ LP , entonces x /∈ P ∪ SP . Por ende

FrVα ⊆ Q o P ∩ FrVα 6= ∅ 6= Q ∩ FrVα.

En cualquier caso, x ∈ R. Supongamos ahora que x ∈ C. En caso de
que x ∈ C, entonces x ∈ R. Si x ∈ FrC, como x /∈ P , se tiene que
x ∈ Q. Por consiguiente, X ∈ R. Se ha probado que

X \ LP ⊆ R.

Para la otra contensión, sabemos que, para cada α,

C ∩ Vα.

Por lo tanto,
LP ∩ C = (C ∩ P ) ∪ (C ∩ SP ) = ∅

LP ∩Q = Q ∩ SP = B ∩ SP ∩ FrC = B ∩ SP ∩ C = ∅

LP ∩ (
⋃
{Vα : Q ∩ FrVα 6= ∅}) = ∅.

Para finalizar, nótese que según los incisos (g), (h) e (i), L separa X. Además,
si T es una componente de L, entonces T es una componente de LP o LQ.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que T es una componente de LP .
En otras palabras, T es una componente de

X \ (X \ LP ),

donde X \ LP es conexo. Por el Teorema 1.2.2,

X \ T

es conexo. En conclusión, ninguna componente de L separa X.

.
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Corolario 3.2.1. Si (X, τ) es s-conexo, normal y localmente conexo entonces
X es unicoherente.

Demostración. Consecuencia inmediata de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2.

Ejemplo 3.2.1. Sea X el ćırculo con esprial. Ya dijimos que este espacio es
unicoherente. Si realizamos sobre S un análisis parecido al del Ejemplo 2.1.1,
resulta que X no es s-conexo.

Teorema 3.2.3. [M, Teorema 1] Sea (X, d) un espacio métrico. Si X es un
espacio localmente conexo, entonces son equivalentes:

(a) X es s-conexo.

(b) X es unicoherente.

Demostración. (a) =⇒ (b): Revise el Corolario 3.2.1.
(b) =⇒ (a): Sea H|XA,B. Por el Teorema 1.3.5, sabemos que la colección
de componentes de X \ H es numerable. Denotemos a dicha colección por
{Wi : i ∈ N}. Por otro lado, H|XA,B. (véase Teorema 2.1.1). Aśı que, para
cada i

Wi ∩ A = ∅ o Wi ∩B = ∅.

Supongamos que ninguna componente de H corta débilmente entre A y B.
Esto último implica que A no está contenido en H, lo mismo B.
En lo siguiente sea a construir una sucesión decreciente

{Ci : i ∈ N ⊆ C(X)}.

Sea C0 = X y U1 = W1. Tenemos que

A ⊆ C0 \ U1 o B ⊆ C0 \ U1,

de manera que existe una componente C1 de C0 \ U1 que contiene A y B.
Nótese que:

(i) U1 = W1,

(ii) U1 ⊆ C0,

(iii) C1 es una componente de C0 \ U1, y
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(iv) C1|XA,B (esto debido a que C1|XA,B).

Procediento por inducción, supongamos que hemos logrado construir {Ci}ki=0

y {Ui}ki=0 tales que:

(i) Ui = Wj, para alguna j ≥ 1.

(ii) Ui ⊆ Ci−1,

(iii) Ci es una componente de Ci−1 \ Ui, y

(iv) Ci|XA,B

Construyamos Ck+1. En primer lugar, Ck es una componente de
k⋂
r=1

(X \Ur),

razón: Si C ′ es un conjunto conexo tal que

Ck ⊆ C ′ ⊆
k⋂
r=1

(X \ Ur),

entonces
C ′ ⊆ C0 \ U1 y C ′ ∩ C1 6= ∅.

O sea C ′ ⊆ C1; más aún, como C ′ no tiene puntos en común con U2, podemos
escribir C ′ ⊆ C1 \U2, pero C2 es componente de C1 \U2, por lo que C ′ ⊆ C2.
De manera sucesiva

C ′ ⊆ Ck−1 \ Uk.
de donde C ′ ⊆ Ck, por lo cual C ′ = Ck.
Ahora bien, existe j ∈ N tal que Ck ∩Wj 6= ∅, de lo contrario

X \H =
⋃
i∈N

Wi ⊆ X \ Ck,

en otras palabras, Ck ⊆ H. Esto es una contradicción, pues se está suponien-
do que ninguna componente de H corta débilmente entre A y B. Si

jk = mı́n{j ∈ N : Wj ∩ Ck 6= ∅},

sea Uk+1 = Wjk . Como Ck ∪ Uk+1 es un conjunto conexo y

Uk+1 ⊆
k⋂
r=1

(X \ Ur),
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entonces

Ck ∪ Uk+1 ⊆
k⋂
r=1

(X \ Ur).

Aśı, Uk+1 ⊆ Ck.
Utilizando Uk+1 definamos Ck+1. Sabemos que

Uk+1 ∩ A = ∅ o Uk+1 ∩B = ∅.

Supongamos que Uk+1 ∩ A = ∅. Si

A ∩ (Ck \ Uk+1) 6= ∅.

Sea Ck+1 cualquier componente de Ck \ Uk+1 tal que Ck+1 ∩ A 6= ∅ Si

A ∩ Ck = ∅,

sea Ck+1 cualquier componente de Ck \ Uk+1 tal que

Ck+1 ∩ IA 6= ∅,

donde IA ∈ C(X), es algún minimal de A a Ck. Para completar el paso
inductivo, probemos (iv), es decir Ck+1|XA,B. Digamos que es falso que
Ck+1|XA,B, entonces también es falso Ck+1|XA,B Aśı, existe Q ∈ C(X) tal
que

Q ∩ A 6= ∅, Q ∩B 6= ∅ y Q ∩ Ck+1 = ∅
(véase Teorema 2.1.1). Como Ck|XA,B, entonces Q∩Ck 6= ∅. Sea IQ ∈ C(Q)
algún elemento minimal, tal que

IQ ∩ A 6= ∅ 6= IQ ∩ Ck.

Probemos lo siguiente:

1. Uk+1 ∩ IQ = ∅.
Supongamos que Uk+1 ∩ IQ 6= ∅. Sea

E = IQ \ Uk+1.

E no es vaćıo, pues si q ∈ IQ ∩ A entonces q ∈ E. E es subconjunto
propio de Iq ( si x ∈ Uk+1 ∩ IQ, x /∈ E) y E ∈ 2IQ . Sea K una
componente de E que intersecte a A, por el Teorema 1.2.7,

∅ 6= K ∩ IQ \ E = K ∩ Uk+1 ⊆ K ∩ Ck.
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Entonces K es un conjunto compacto y conexo tal que

K ∩ A 6= ∅ 6= K ∩ Ck, y K ⊂ IQ,

lo cual no puede ser, pues Iq es minimal.

2. Existe componente C de Ck \ Uk+1 tal que

C ∩ Ck+1 = ∅ y C ∩ IQ 6= ∅.

Supongamos lo contrario. Como IQ no intersecta a Ck+1 (Q ∩ Ck+1 =
∅), entonces no intersecta a ninguna componente de Ck \ Uk+1, pero
IQ ∩ Ck 6= ∅, de donde

IQ ∩ Ck = IQ ∩ (Ck \ Uk+1) ∪ IQ ∩ Uk+1 6= ∅.

Aśı, IQ ∩ Uk+1 6= ∅, lo que contradice (1).

3. Uk+1 ∩ IA = ∅.
Se realiza de la misma manera que (1).
Sea R la componente de X \ Uk+1 que contiene a A. Si A ∩ Ck = ∅,
entonces

∅ 6= IA ∩ Ck+1 ⊆ R ∩ Ck+1.

En consecuencia, R intersecta a dos componentes diferentes de Ck \
Uk+1,a saber, C y Ck+1 (nótese que IQ ⊆ R); si

A ∩ Ck 6= ∅,

entonces R intersecta a C y Ck+1. En cualquier caso, R intersecta a
Ck \ Uk+1 en dos componentes diferentes: C y Ck+1.
De pasada sea dicho que, R es un conjunto compacto y conexo, que no
está contenido en Ck. Si

R ⊆ Ck \ Uk+1,

entonces
C ∪ Ck+1 ∪R = C

y en consecuencia Ck+1 ⊆ C, lo cual no puede ser (véase (2)).
Por otro lado, sea

S = Ck(
⋃
{T : T es componente de X \ Uk+1 y T ∩R = ∅}).
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T es una componente del conjunto cerrado X \ Uk+1, por el Teorema
1.2.7, entonces

∅ 6= T ∩X \ (X \ Uk+1) = T ∩ Uk+1 ⊆ T ∩ Ck,

por ésta razón, S es conexo.
Ahora desmostraremos que S ∈ 2X . Si

x ∈ S \ S

entonces x ∈ R; sea V la componente de X \ Ck (recuerde que Uk+1 ⊆
Ck) que contiene a x. Naturalmente que V ∩ S 6= ∅. Por lo tanto,
V intersecta a alguna componente T de X \ Uk+1 diferente de R. Si
t ∈ V ∩ T , como X es localmente conexo (véase Teorema 1.3.4), existe
L ∈ C(X) ∩ P(V ) tal que

L ∩R 6= ∅ 6= L ∩ T.

Luego, R ∪ L ∪ T es un conjunto conexo en X \ Uk+1 que intersecta a
R, pues R, T ⊆ X \ Uk+1 y

L ⊆ V ⊆ X \ Uk+1.

En consecuencia R ∪ L ∪ T ⊆ R, o sea T ⊆ R, lo cual es falso. Por lo
tanto S \ S = ∅. De manera que S ∈ C(X).
Es evidente que

X = R ∪ S.

Por la unicoherencia, R ∩ S debeŕıa ser conexo. Sin embargo,

R ∩ S ⊆ Ck \ Uk+1

∅ 6= R ∩ Ck+1 ⊆ R ∩ S

y
∅ 6= R ∩ C ⊆ R ∩ S.

En otras palabras, tenemos un subconjunto conexo de Ck \ Uk+1 que
intersecta a dos de sus componentes, lo cual es absurdo. Todo por
suponer que Ck+1|XA,B es falso. Entonces Ck+1 corta débilmente entre
A y B en X.
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Es claro que F =
∞⋂
i=1

Ci ∈ C(X).

Ahora, probemos que
F |XA,B.

Si K ∈ C(X) y
K ∩ A 6= ∅ 6= K ∩B,

entonces
K ∩ Ci 6= ∅, para cada i ∈ N,

pues Ci|XA,B. Si K ∩ F = ∅ entonces

F ⊆ X \K.

Como Ci+1 ⊆ Ci, existe i0 ∈ N tal que

Ci0 ⊆ X \K,

lo cual es una contradicción. Aśı K ∩ F 6= ∅, luego F |XA,B.
En lo siguiente se muestra que

F ⊆ H.

Si f ∈ F \H, entonces existe n0 ∈ N tal que f ∈ Wn0 ; bajo éste supuesto
f ∈ Wn0 ∩ Ci, para cada i ∈ N. Como Wn0 ⊆ Ci para cada i (revise
cómo se demostró que Uk+1 ⊆ Ck), entonces Wn0 ⊆ F . Anteriormente
definimos

jk = mı́n{j ∈ N : Wj ∩ Ck 6= ∅}.
Podemos formar el conjunto

I = {jk : k ∈ N}.

I es infinito, de lo contrario, existen k, h ∈ N (sin pérdida de generali-
dad, k < h, es decir k + 1 ≤ h) tales que jk = jh. De acuerdo a esto,
Uk+1 = Uh+1. Sin embargo,

Uh+1 ⊆ Ch ⊆ Ck+1 ⊆ Ck \ Uk+1

lo cual es absurdo. De manera que I es infinito. Si k es tal que jk > n0,
llegamos a una contradicción, pues jk es el mı́nimo natural tal que

Wjk ∩ Ck 6= ∅.



3.2. RELACIÓN ENTRE UNICOHERENCIA Y S-CONEXIDAD 61

Aśı pues, F ⊆ H.
Si F ′ es la componente de H que contiene a F ,entonces

F ′|XA,B.

De cualquier manera llegamos a una contradicción, pues en el inicio
de la demostración dimos por hecho que ninguna componente de H
cortaba débilmente entre A y B.

Corolario 3.2.2. Si
{(Xi, di) : i ∈ N}

es una familia de continuos s-conexos y localmente conexos, entonces
∏
i∈N

Xi

es s-conexo.

Demostración. Es consecuencia del Teorema 3.2.3 y de que el producto de
espacios unicoherentes y localmente conexos es unicoherente.

La unicoherencia hereditaria, definida en el párrafo siguiente, es otro
concepto muy importante. A partir de la relación tan estrecha entre la s-
conexidad y la unicoherencia, surge una pregunta bastante natural: ¿existe
alguna relación entre la unicoherencia hereditaria y la s-conexidad?

Definición 3.2.1. Se dice que un espacio topológico conexo (X, τ) es here-
ditariamente uicoherente, si cada elemento de C(X) es unicoherente.

Es claro que cada espacio hereditariamente unicoherente es unicoherente.
Por el Teorema 3.2.3, un continuo localmente conexo y hereditariamente
unicoherente, es s-conexo. Sin embargo, no todo continuo localmente conexo
y s-conexo es hereditariamente unicoherente.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = [0, 1] × [0, 1]. X es un continuo, unicoherente y
localmente conexo. Por el Corolario 3.2.2, X no es s-conexo. Es fácil encon-
trar elementos de C(X), que no son unicoherentes. Por lo tanto, X no es
hereditariamente unicoherente.
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