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Introduccion

Este trabajo encuadra en la Topologia, especificamente, en la Teoria de
continuos. Presenta un estudio sobre la propiedad topolégica denominada
s-conexidad.

El concepto de s-conexidad empezé a gestarse a mediados del siglo pasado,
con el matemdtico R. E. Basye. En 1935, publicé [B], articulo que aborda el
estudio de los espacios simplemente conexos, en base a los cuales, se definen
los espacios s-conexos. M. M. Marsh dio a conocer dicho concepto en [M].

Para realizar el analisis sobre la s-conexidad, la tesis de divide en tres
capitulos, en los cuales se agrupan los resultados béasicos que se tienen so-
bre los espacios s-conexos y se desarrollan, dentro de nuestras posibilidades,
algunas propiedades de los mismos.

En el Capitulo 1, se enlista una serie de resultados generales necesarios
para el desarrollo del trabajo.

En el Capitulo 2, se presenta el concepto de s-conexidad (Definicién 2.1.2)
y se trabaja sobre los elementos de la definicion, a saber, los términos cortar
y cortar débilmente.

En este mismo capitulo, se demuestra que la s-conexidad es un invariante
topolodgico, pero no se preserva bajo funciones continuas. También, se hace
ver que a través de las funciones mondtonas, cerradas y sobreyectivas la s-
conexidad si se preserva. Ademds, se demuestran algunos resultados sobre
uniones, intersecciones y productos de espacios s-conexos.

En of Capitulo 3, se estudia la relacién entre s-conexidad y unicoheren-
cia. Se presenta un Teorema, en cuya demostracion, se detalla que para los
continuos localmente conexos, la s-conexidad la unicoherencia coinciden. Al
final de este capitulo, se trata la relacion entre la unicoherencia hereditaria
y la s-conexidad, en continuos localmente conexos.

La tesis aporta principalmente:
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La equivalencia entre cortar y cortar débilmente en espacios conexos,
localmente conexos y normales (Teorema 2.1.1). Esta equivalencia es
mencionada en el articulo [M], s6lo para el caso de espacios métricos
conexos y localmente conexos.

Un Teorema en el cual se afirma, que La unién finita de continuos
s-conexos con un punto en comun, es s-conexa (Teorema 2.2.1).

Un ejemplo en donde se demuestra que el teorema del inciso (b), no es
verdadero en el caso numerable (Ejemplo 2.2.1).

Si agregamos que la unién numerable de continuos s-conexos con un
punto es comun es un continuo, la unién resulta s-conexa (Teorema

2.2.2).

Una demostracion de que la interseccion anidada de continuos s-conexos
es s-conexa (Corolario 2.2.2). Este resultado apareci6 originalmente en
[M].

Una demostraciéon de que la s-conexidad se preserva bajo funciones
mondtonas, cerradas y sobreyectivas (Teorema 2.3.2). Este resultado es
mencionado en [M]. Como una aplicacion, se obtiene que si el producto
de espacios compactos y Hausdorff es s-conexo, entonces cada espacio
factor es s-conexo.

Los detalles de la equivalencia entre unicoherencia y s-conexidad, en
continuos localmente conexos (Teorema 3.2.3). Este teorema estd pro-
bado originalmente en [M]. Como una consecuencia, se prueba que el
producto numerable de continuos s-conexos y localmente conexos es un
continuo s-conexo.

Presentamos todos los detalles de un ejmplo que prueba que el produc-
to de continuos unicohrentes, no es unicoherente, el cual aparecié por
primera vez en [GI]

Una demostracion de que si un espacio es s-conexo, normal y local-
mente conexo, entonces el espacio es unicoherente (Corolario 3.2.1).
En [M], se establece que en espacios métricos, la s-conexidad implica
unicoherencia.



v

Genaro Luna Carreto

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
B. Universidad Auténoma de Puebla
Verano de 2003



VI

INTRODUCCION



Contenido

Introduccién

1. Generalidades

1.1. Espacios Topoldgicos . . . . . . . .. . ... .. ... .. ...
1.2. Componentes y cuasi-componentes . . . . . . . . .. .. ...
1.3. Espacios Localmente conexos

2. s-conexidad

2.1. Concepto de s-conexidad . . . . . . .. ... ...
2.2. Algunas operaciones en espacios s-CONexos . . . . . . . . . ..
2.3. Funciones en espacios S-CONEXO0S . . . . . . . .« « o o . . .

3. Unicoherencia y s-conexidad
3.1. Concepto de unicoherencia

3.2. Relacién entre unicoherencia y s-conexidad . . . . . . . .. ..

Bibliografia

VII

I1I

15

21
21
25
36

41
41
48

61



VIII CONTENIDO



S-CONEXIDAD

Genaro Luna Carreto



CONTENIDO



Parte 1

Generalidades

En este capitulo aparecen las notaciones, resultados y definiciones que
nos van a ser utiles en el dearrollo de la tesis

1.1. Espacios Topoldégicos

Si X es un conjunto,

ACBy ACB

denotan que A es un subconjunto de B y A es un subconjunto propio de
B, respectivmente. P(X), por otra parte, denota a la familia de los subcon-
juntos de X.

Por sencillez, a la familia de todos los cerrados de un espacio topoldgico
(X, 7), la vamos a denotar por 2.

Definicién 1.1.1. Si f : (X,7) — (Y, 0) es una funcién entre espacios
topoldgicos decimos que:

(a) f es abierta, si f(U) € o, para todo U € T
(b) f es cerrada, si f(C) € 2¥, para todo C € 2%.

Teorema 1.1.1. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién estre espacios to-
poldgicos. Son equivalentes:
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(a) f es cerrada

(b) Para cada U € 7, se tiene que

{yeY: f'(yCU}leo
Demostracion. En primer lugar, demostraremos que si C' € P(X), entonces

fO) =Y \{yeY: [y CX\C}

Primero tomemos y € f(C). Existe un elemento ¢ € C tal que y =
f(c), por lo tanto ¢ € f~!(y). Esto indica que el conjunto f~!(y), no estd
contendido en X \ C. Asi

yeY\{yeY:fl(y) CX\C}

La otra contensionse demuestra de manera similar.
Ahora la demostracion del Teorema:

(a) = (b): Si U € 7 entonces f(X \ U) € 2¥. Ademds, por lo anterior

FXNU)=Y\{yeY:f(y) CU}

por lo que

{yeY:f 'y cUreo
(b) = (a): Sea C' € 2%. Sabemos que
fO)=Y\{yeY:f(y) CX\C}

Por hipétesis
{yeY:f(y) CX\C}eo,

luego, f(C) € 27,

]

También, por sencillez, en el caso de un espacio topoldgico (X, 1), adop-
tamos la notacién siguiente:
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(a) Ux(z) ={U eT:2€U}
(b) C(X)={A€2¥: A es conexo }
Si no hay peligro de confusién, escribiremos U(x) en lugar de Ux(z).

Definicién 1.1.2. Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo y C' € P(X). Se
dice que C separa X, si X \ C' no es un conjunto conexo.

Definicién 1.1.3. Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo y A, B,C €
P(X). Se dice que C separa Ay B en X, si existen conjuntos Py () abiertos
en X \ C, no vacios y ajenos, tales que

X\C=PUQy ACP, BCQ
Definicién 1.1.4. En un espacio (X, 7), se dice que
{Ay,..., A} CP(X)

es una cadena simple, en caso de que:

ANA; #0 siysolosili—j| <1
La cadena simple conecta a y bsiysélosia e Ay ybe A,.

Teorema 1.1.2. Si a y b son dos puntos en el espacio topoldgico conexo
(X,7) v C es una cubierta de X, entonces existe una cadena simple C' C C
que conecta a y b.

Demostracion. Sea

D = {z € X : existe cadena simple en C que conecta a y b}

Mostremos que:

(a) D es abierto.
Si z € D, entonces existe una cadena simple

{U,...,U,} CC
que conecta a y x. Digamos que z € U,,. Si

Yy c Un\Un_l
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entonces {U,...,U,} es una cadena simple que conecta a e y. Por lo
tanto y € D. Si

Yy e Un—l N Un
entonces {Uy,...,U,_1} es una cadena simple que conecta a e y, con

lo cual y € D. En cualquier caso U, C D

(b) D es cerrado.

Equivalentemente, probemos que X \ D es abierto. Sea y € X \ D.
Debido a que C es una cubierta de X, existe U € C tal que y € U.
Supongamos que

UND#0
y sea x € U N D. Existe una cadena simple {Uy, ..., U,} que conecta a
y x. Si r es el entero mds pequeno en {1,...,n} tal que

U.NU#0,

podemos formar la cadena simple
{Uy,...,U,, U} CC
que une a con ¥, lo cual es absurdo. Asi, U N D = (). De manera que

yeUCX\D,

por ende X \ D es abierto.

Finalmente, como X es conexo y D # (), entonces D = X.
[

En la prueba del teorema siguiente se usa el Lema de Zorn. Por esto lo
incluimos a continuacion. Conviene recordar que una cadena en un conjun-
to parcialemtne ordenado, es un subconjunto, en el cual, cualesquiera dos
elementos son comparables con el orden parcial dado. Por otra parte, un ele-
mento minimal en un conjunto parcialmente ordenado (X, <), es un elemento
m € X tal que si x € X y x < m, entonces xr = m.

Lema 1.1.1 (De Zorn). Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado
y cada cadena en X tiene una cota inferior en X, entonces X contiene un
elemento minimal.



1.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS 7

Papara mas detalles, revise [V, pag. 7].

Teorema 1.1.3. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff, compacto y conexo.
Si A, B € 2%\ {0}, entonces existe un elemento minimal M € C(X), con
respecto a la inclusion de conjuntos, tal que

MNA#0#AMnNB
Demostracion. Consideremos el conjunto
F={CeCX):CNA#£D)#CnB}

F no es vacio (X € F) y es parcialemte ordenado por la inclusién de
conjuntos. Ahora sea

C={C,eF:acA}
una cadena en F. Denotemos

c=(¢

Demostremos que C' es una cota inferior de C. Directamente se tiene que
C € 2%, Utilizando el hecho de que cualesquiera dos elementos en C son
comparables, para aq, as, ..., a, € A se tiene que

ﬂccw =C,,, donde k € {1,...,n}.
i=1

Entonces

Oﬁ@JmA:C@ﬂA¢@

i=1
Asi, la coleccion

{CaNA:aeA}
tiene la propiedad de la interseccion infinita. Por la compacidad de X, se

tiene que

0#()CanA=CnA.

aEA
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De igual forma C' N B # 0.

Ahora vamos a probar que C' es conexo. Supongamos que existen conjun-
tos ajenos F, Fy € 2% tales que

C == F1 U FQ.
Como X es compacto y Hausdorff, existen conjuntos ajenos V, U € 7 tales
que Fy CV y F, CU. Si
CoN(X\(VUU)) #£0

para cada o € A, entonces la coleccion

{CoanN(X\(VUU)):ae A}
tiene la propiedad de la interseccién finita y, como X es compacto

[N Can(X\(VUU)) =Cn(X\(VUU)) #0,

aEA

lo cual es un contradiccion. En consecuencia, existe o € A tal que C,, C VUU,
luego

CoCVolC,CU,

de donde
CCVoCCU.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C' C V. Asi,

CCF
y por lo tanto, F» = (). Esto tltimo implica que C' € C'(X), de donde, C' € F.
Es obvio que
C C C,, para cada a € A.

De manera que cada cadena en F tiene una cota inferior en F. Luego, por el
Lema de Zorn, F tiene un elemento minimal M. Esto demuestra el teorema.
m
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1.2. Componentes y cuasi-componentes

Definicién 1.2.1. Suponga que (X, 7) es un espacio topoldgico y que A €
P(X). Se dice que A es una componente de X, si:

(i) A es un conjunto conexo y
(ii) si B es un conjunto conexo tal que A C B, entonces B = A.

Cada punto x en un espacio topoldgico, esta contenido en sélo una com-
ponente, que es llamada la componente de z.

En el siguiente teorema, se usa la nocién de conjuntos separados. Para
esto, vamos a recordarla: los conjuntos A y B, en un espacio topolégico, se
dice que son seprados si

ANB=0=ANB.

Teorema 1.2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo. Si C' es un con-
junto conexo y

X\C=MUN,
donde M y N son conjuntos separados, entonces CUM y C'UN son conexos.

Demostracion. Supongamos que

CUM = AU B,

donde A y B son separados. Vamos a probar que A = () o B = (). Por
hipdtesis, C' es un conjunto conexo, en consecuencia

CCAoCCB.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C' C B. De manera que C no
tiene puntos en comun con A, es decir,

CNA=0,

o sea que A C M. Los conjuntos A y B U N son separados. Efectivamente,
notese que

ANNC MNON = (.
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Luego, se tiene que
AN(BUN)=ANB U ANN = 0.
Ademas, o o
ANNCMNN =10,

por lo tanto

ANBUN =(ANB)U(ANN) = 0.

Por otra parte, observe que
X=CUMUN=AU(BUN).

Entonces A = () o BUN = (), pues X es un conjunto conexo. En cualquier
caso, A=0 o B=4. O

Teorema 1.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo. Si C' es un con-
junto conexo y L es una componente de X \ C, entonces X \ L es conexo.

Demostracion. Supongamos que existen conjuntos separados A y B, tales
que

X\L=AUB.

Como C' es un conjunto conexo y C' C X \ L, entonces
CCAoCCB.

Digamos que C' C A. Es obvio entonces que B C X \ C. Por el teorema 1.2.1,
L U B es conexo y

LUBC X\C.

Como L es una componente, entonces B C L. Luego, B = (). Asi, X \ L es
CONexo. ]

Existen otros subconjuntos de un espacio (X, 7), que tienen mucha rela-
cién con las componentes: las cuasi-componentes.

Definicién 1.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. La cuasi-componente
de x € X, es el siguiente conjunto

(WLeP(X):zeLyLe2Xn7}
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Al igual que las componentes, las cuasi-componentes, son conjuntos cerra-
dos; cada punto de X esta en una sola cuasi-componente y cuasi-componentes
de puntos diferentes coinciden o son ajenas.

Lema 1.2.1. Suponga que (X, 7) es un espacio topolégico compacto. Si Q)
es la cuasi-componente de un punto x y

QCU,
donde U € 7, entonces existe F' € 2% N7 tal que
QCFCU.
Demostracion. Como ) C U, entonces
X\UCX\Q=|([{X\LeP(X):zeLyLe2nr}.

Tenemos una cubierta abierta para X \ U. Puesto que este tltimo conjunto
es compacto, existen L1, Lo, ..., L, elementos de 2X N7 tales que v € L; vy

X\Ug(yX\Q)

=1

Asi pues
Qc(\LcU.
i=1
Para finalizar, sea F' = ﬂ L;. Es claro que F satisface lo requerido. O

=1

Teorema 1.2.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si C' es la componente de
x y @ es la cuasi-componente de x, entonces:

(a) C CQ.

(b) C' =@, si X es compacto y de Hausdorff.



12 PARTE 1. GENERALIDADES

Demostracion. (a) Tomemos y ¢ @) y mostremos que y ¢ C. Existe
Le2¥Nrtalquex € L, peroy ¢ L.

Siy e C, como
C=(LNnC)u(X\L)nC

y C es un conjunto conexo, entonces C' N L = (). Es decir
CCX\L,

o sea que x ¢ L, lo cual es absurdo. Por lo tanto y ¢ C.

(b) Bastara con probar que ) es un conjunto conexo. Para esto, supon-
gamos que existen conjuntos ajenos F, Fy € 29 que satisfacen

Q=FUFE

En razon de que X es compacto y Hausdorff, existen conjuntos ajenos U,V &€
7 tales que
FICUyFR,CV.

Por consiguiente

QCUUV.
Del lema 1.2.1, existe F' € 2% N7 tal que

QCFCUUY.
Asi, UNF €2¥nN7yxeUNFE. Por lo tanto
QCUNFCU
Esto demuestra que Fy = 0. O

Teorema 1.2.4. Sean (X, 7) un espacio topoldgico compacto, de Hausdorf
y A, B € 2%, Si no existe un conjunto conexo C' en X tal que

ANC#0+#BnC,
entonces exsiten conjuntos ajenos Xi, X, € 2X tales que

X:X1UX2yAgX1,BgX2
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Demostracion. Si A € Ay @), es la cuasi-componente de a en X, entonces
en virtud del Teorema 1.2.3, @), es conexo. Por hipdtesis, (), no intersecta a
Ay B, por lo tanto

Qa € X\ B.

Entonces existe L, € 2¥ N7 tal que
Qo €L, C X\ B,

de manera que
Ac|JL.CX\B

acA

Tenemos una cubierta abierta de A. Por la compacidad de A, existe una
subcubierta finita

Ac| L., € X\ B
=1
Sean X; = J;"; Lo, y X2 = X \ Xj. Obviamente Xi, X, € 2%,

X=X1UXy
y A Q Xl, B g X2. U]
A continuacién, se demuestran algunos resultados importantes referentes

a la frontera de un conjunto, que nos van a ser muy tutiles en situaciones
posteriores. Para eso, recordemos el concepto de frontera.

Definicién 1.2.3. Sea (X, 7) un espacio y H € P(X). La frontera de H en
X, denotada por Fr H, es definida por Fr H=HNX \ H.

Teorema 1.2.5. Sea (X, 7) un espacio un espacio de Hausdorff, compacto
y conexo. Si

Uer\{X,0}
y K es una componente de U, entonces K N FrU # (.

Demostracion. Sea K una componente de U. Mostremos que existe un con-
junto conexo C en U tal que

KNC#0#+CNFrU
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Supongamos lo contrario, es decir, que no existe un conjunto conexo U
que intersecta a K y FrU. Por el Teorema 1.2.4, existen conjuntos ajenos
M., M, € 2V tales que

U=MUM,, KCM,FrU C M,.

Sea
Ms =M, U (X \U).

Tenemos que My, Mz € 2%, My # () (pues K #0), M3 # 0 (FrU # 0) y
X = My, U M;.
Ahora bien,
My My = M0 (X\U)CTN(X\U) = FriU C M,.

Como M; y M, son conjuntos ajenos, entonces M; y Mj son ajenos. En
consecuencia, estos dos ultimos conjuntos, forman una separacién de X, lo
cual es falso. Esta contradiccién conduce a que exsite un conjunto conexo C'
en U tal que

KNC#0#CnFrU.

Entonces K = K UC, por lo que C' C K. Por ende K N FrU # (). O]

En el resultado siguiente se usa que los espacios compactos y Hausdorff
son normales, véase [E, pdgs. 40 y 125].

Teorema 1.2.6. Si (X, 7) es un espacio de Hausdorff, compacto y conexo
con mas de un punto, entonces:

(a) StAe C(X)\{X}, ACUyU € 7 entonces existe B € C(X) tal que

ACBCU.

(b) Existe A € C'(X), con mas de un punto, tal que A C X.

Demostracion. (a) Como X es un espacio normal, existe V € 7(V # X)) tal
que
ACVCVCU
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Sea B la componente de V que contiene a A. Por el teorema 1.2.5,
BN FrvV # 1),

osea que BN (X \ V) # 0, de donde B # A.

(b) Sea x € X. Claro que {z} € C(X). Basta con tomar U € U(x) \ {X}
y aplicar (a). O

Teorema 1.2.7. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff, compacto y conexo. Si
EeP(X)\{X,0} y K es una componente de E, entonces:

(a) KNFrE#0
(b) Si E es abierto entonces K N (X \ E) # ()
(¢) Si E es cerrado entonces KN X \ E # )
Demostracién. Supongamos que K N FrE = (). Entonces
KCX\(X\E)CE.
Ademsés, K € C(X). Por el Teorema 1.2.6, existe B € C(X) tal que
KCcBCX\(X\E),

0 sea
K cCcBCE.

Esto no puede ocurrir, dado que K es un componente de E. Por lo tanto

KNFrE # (.

Los incisos (b) y (c), se siguen inmediatamente de (a). O

1.3. Espacios Localmente conexos

Definicién 1.3.1. Un espacio topolégico (X, 7) es localemente conexo, si
para cada U € U(z), donde = € X, existe conexo

V e U(z) N PU).
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Una caracterizacion de la conexidad local es la siguiente:

Teorema 1.3.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Son equivalentes:
(a) X es localmente conexo.
(b) Si K es una componente de U € 7, entonces K € 7.

Teorema 1.3.2. Sea (X, 7) un espacio conexo y localmente conexo. Si C' es
una componente de A entonces

FrC C FrA.

Demostracion. Sea
p € FrC\ FrA.

En primer lugar,

s

peEFrC=0CNX\CC

pEX\FrA=(X\A)UX\X\A
Luego,

pe X\ X\ A

La conexidad local, garantiza la existencia de un conjunto conexo K € 7 tal
que

peEKCX\X\A

Observe que

KCX\X\VACKCX\X\A=4

o sea K C A. Tenemos entonces que

pe KNFErC,

de donde
KNn(X\C)#£0#AKnC.

Luego, K U es conexo y
KuC CA.
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En razon de que C' es una componente de A. se tiene que K C C, lo cual es
absurdo. Esta contradiccién, conduce a que

FrC C FrA
O

Teorema 1.3.3. Sean (X, 7) un espacio conexo, localmente conexoy A, B €
2X . Si N es un conjunto conexo tal que

NNA#0#NnNB,
entonces existe una componente C' de X \ (AU B) tal que
CNA#0#CNB
y NNC #0.

Demostracion. Sea

{Cy € J}

la familia de componentes de X \ (AU B) que intersectan a N. Por el teorema
1.3.2,

FrC, CFr(X\(AUB)|=Fr(AUuB) C AUB.
Asi, FrC, C AU B. Definamos

Ji={aeJ:FrC,C A}
Jo={a€J:FrC, C B}

y Js=J\ (J1 U J2). Si J;3 # 0, entonces existe o € J tal que
ANFrC, # 0+ BnFrC,
con lo cual terminariamos, pues
CoNA#D#C,NB.
Supongamos que J; = (). Claramente

J=J1U Js.
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Sean

H=Au(|JC)yKE=BU(Cu)

aeJy acJy

En vista de que

FT(U C,) C U FrC, C A

acJy acJy

(vea [K, pags. 236, Teorema 1]), H es cerrado . Anadlogamente K es cerrado.
Ademas, H, K son conjuntos ajenos y

NCHUKyNNH#0#NNK,
lo cual contradice la conexidad de N. O

Teorema 1.3.4. Sea (X, 7) un espacio localmente conexo y normal. SiU € 1
es conexo, entonces para cada par de puntos a,b € U existe

CeC(X)NnPU)
que contiene a y b.

Demostracion. Sea U un conjunto conexo, tal que U € 7. Para cada x € U
existe

U, € U(z) NP(U)

tal que U, C U (revise [E, pag. 40]). Puesto que X es localmente conexo,
existe un conjunto conexo

C, eU(x)NP(U,).

Formemos ahora la cubierta abierta {C, : © € U} para cada U. Por el
Teorema 1.1.2 existe una cadena simple

{Cyy ., C }

que une a y b. Denotemos

o ye.

i=1

Es claro que C' € C(X), C CU y a,b e C. ]
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Recuerde que un espacio topolégico (X, 7) es segundo numerable, si 7 tie-
ne una base numerable. Ademas, cada espacio métrico compacto es segundo
numerable (vea [V, pag. 71]).

Teorema 1.3.5. Sea (X, 7) un espacio localmente conexo y segundo nume-
rable. Si V' € 7, entonces el nimero de componentes de V' es un conjunto
numerable.

Demostracion. El conjunto de componentes de V' es un conjunto de abiertos
ajenos. O]

Teorema 1.3.6. En un espacio métrico compacto (X, d), cualquier cerrado
se puede escribir como la interseccién de una sucesién decreciente de abiertos,
y como la intersecciéon de una sucesién decreciente de cerrados.

Demostracion. Sea F € 2%, Entonces

X\F=Ju,
ieN
donde cada U; se ubica en una base numerable. Como los espacios métricos
son en particular espacios normales, entonces existe conjunto abierto V', tal
que

<

Ui CV,CV C

U Via
€N

(X \ V). Ademds, la sucesién

\ F,

entonces

X\F

Por lo tanto F' =)

€N

se tiene que F = ;. Wi O
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Definicién 1.3.2. Un continuo es un espacio métrico no vacio compacto y
conexo.

En un continuo X, C(X) \ {0} es el conjunto de subcontinuos de X.
Ejemplo 1.3.1. Es bien sabido que la cerradura en R?, del conjunto conexo
Y ={(z,seni) e R?: 0 <z < L1} es

X=YU{(z,y) eR*:2=0y —1<y<1}.

Asipues, X es un conjunto conexo por ser la cerradura de un conexo. Ademas,
X es cerrado y acotado en R?, o sea compacto. Al continuo X se le conoce
como el seno del top6logo (véase la figura siguiente).

Y

Para finalizar este capitulo, mencionaremos un teorem que puede consul-
tar en [K, pag. 173, Teorema 6]

Teorema 1.3.7 (Sierpiniski). Ningun continuo puede ser descompuesto en
una familia numerable de cerrados, ajenos y no vacios.



Parte 2

s-conexidad

2.1. Concepto de s-conexidad

La s-conexidad fue introducida por M.M March en el articulo [M]. Surgié
como herramienta para tratar ciertos problemas referentes a la Teoria del
punto fijo.

Definicién 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo y A, B, H € 2%.
Si A, B son ajenos, se dice que:

(a) H corta entre Ay B en X, si para cada componente K de X \ H se
tiene que
KNA=06KnB=0.
(b) H corta débilmente entre A y B en X, si para cada C' € C'(X) tal que
CNA#0#+CNB
se tiene que C'N H # ().

(¢) X es s-conexo entre A y B, si cada H que corta débilmente entre Ay
B contiene al menos una componente K que corta débilmente entre A
y B.

Ahora el concepto principal de este trabajo:

Definicién 2.1.2. El espacio topolégico conexo (X, T) es s-conexo, si para
cada par de conjuntos ajenos A, B € C(X), X es s-conexo entre Ay B.

21
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Por comodidad, cuando H corte débilmente entre A y B en X escribire-
mos H|x A, B. Asi pues, X es s-conexo si para cada par de conjuntos ajenos
A, B e C(X)y H tales que H|xA, B existe al menos una componente de K
de H que satidface K|xA, B.

De manera andloga, cuando H corte entre A, B en X, escribiremos H|X A, B.

En lo siguiente, se ponen dos ejemplos ilustrativos en relacion al concepto
que nos ocupa, los cuales son subespacios de R2.

Ejemplo 2.1.1. Sea X la circunferencia con la topologia heredada de R2.
Sobre X estan marcados los puntos: a, b, h, g.

a

h

b

Sea A = {a}, B = {b} H = {a,b}. Es claro que cualquier conjunto conexo
que contenga b y a necesariamente tiene que pasar por h, g o ambos, o sea
H|x A, B. Sin embargo, si quitamos uno de los puntos de H, por ejemplo h,
existe al menos un conexo que contien a los puntos a y b, y no contiene al
pnto g. Por estas razones, X no es s-conexo.

Ejemplo 2.1.2. Para cada n € N, sea

1
A, ={(z,—x): 0 <z <1}
n
Si A={(z,0):0 <z <1}, ya habra elementos suficientes para convenserse
de que el espacio

X =AU A,

neN
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conocido como abanico armonico (véase figura) es s-conexo.

ese

Los términos cortar y cortar débilmente, no son conceptos independientes,
pues cortar implica cortar débilmente.

Lema 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo. Si H|X A, B entonces
H|xA,B.

Demostracion. Supongamos que no es cierto que H|x A, B. Existe pues K €

C(X) tal que

KNA#0#KnNBy KNH=0.
es decir, K C X \ H. La componente K’ de X \ H para la cual K C K’
satisface que
K'NnA#0+#K NB.
De este modo, es falso que H|X A, B. O
Sin embargo, cortar débilmente no implica cortar.

Ejemplo 2.1.3. Tomenos

A= {000}, B = {(5.0)} v H = {(0.1)}

en el seno del topodlogo definido en el ejemplo 1.3.1. Sin lugar a dudas
H|xA,B,puessi K € C(X) y
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KNA#0+#KnNB,

entonces K = X, de donde H N K # (). Por otra parte, X \ H es conexo, de
lo contrario, existen abiertos V,U en X, ajenos y no vacios de tal suerte que

X\H=VUU.
Si suponemos que Y C V', entonces
{(z,y) eR? 2 =0,y —1<y<1}

es abierto en X (serfa igual a U), lo cual obviamente es falso. Igualmente si
Y C U. Para finalizar, nétese que

(X\H)NA#04(X\H)NB,
lo que niega que H|X A, B.

LJEn qué espacios coinciden ambos conceptos? Hasta el momento, con
las herramientas de que disponemos, en los espacios topoldgicos que son al
mismo tiempo: conexos, localemente conexos y normales.

Teorema 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico conexo, localmente conexo
y normal. Son equivalentes:

(a) H|XAa Ba
(b) H|XA,B.

Demostracion. Por el Lema 2.1.1, basta probar (a) = (b).

Supongamos que no es cierto que

H|*A, B.
Existe una componente K de X \ H tal que

KNA#0+#KnNB.

Por los Teoremas 1.3.1 y 1.3.4, K es abiertoy paraa e KNAybe KNB
existe
CeC(X)NP(K)
tal que a,b € C. Obviamente C' N H = (), por lo tanto es falso que H|x A, B.
O
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Corolario 2.1.1. En un espacio métrico conexo y localmente conexo H|x A, B <=
H|*A, B.

2.2. Algunas operaciones en espacios s-conexos

Sabemos que la unién numerable de espacios conexos con un punto en
comun, es un conjunto conexo. Después del lema que sigue, mostramos un
resultado analogo, pero en el caso de espacios s-conexos.

Lema 2.2.1. Sean X un espacio topoldgico y A, B € 2% tales que AN B =

{z}. Si
TeCAUB)yTNA#0+#TnNB,

entonces T'NA € C(A), TN B e C(B),y ambos contienen a z.
Demostracion. Observe que

T=(TNAU((TNB)

TNA TnBe2"\ {0}

No queda mas que
TNANTNB=TnN{z}#0.

En otras palabras
ze€TNA TNB.

Ahora, si T'N A no es un conjunto conexo, existen, conjuntos ajenos
01, CQ < 2T0A \ {@}

tales que
TNA=CLUCs.

Supongamos que z € C;. Entonces

CQ,(TﬂBUCl)€2T\{®}

son conjuntos ajenos y

T=C,Uu(TnB)UuCy),

lo cual es absurdo. O]
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Teorema 2.2.1. Sean X un espacio topolégico y A, B € C(X) espacios
s-conexos de X. Si AN B = {z} entonces AU B es s-conexo.
Demostracion. Primero nétese que A U B es conexo. Tomemos

H‘AuBC’ D

En inicio, supongamos que z ¢ H.

Caso : CCADCByz¢(CnND.
Necesariamente

HNA|a{z},C 6 HN B|g{z},D.
De lo contrario existen K; € C(A) y Ky € C(B) que satisfacen lo siguiente

Kin{z}#0#K,NnCpero KiNHNA=0

Kon{z}#0# KonND pero KeNHNB =10

Sea
K=K U{z} UK, e C(AUB,).

Naturalmente que
KNnC#0#KnND.

Por hipédtesis K N H # (), en consecuencia z € H, lo cual es falso. Asi pues,
sin pérdida de generalidad, supongamos que

HNAl4{z},C.

Como A es s-conexo, existe una componente R de H N A tal que R'|4{z},C.
Sea R la componente de H que contiene a R’. Mostremos que

R|ausC, D.
SiT € C(AU B) es tal que
TNC#0#TND,
por el Lema 221 z€e TNAyTNAeC(A). En consecuencia

TNAN{z}#£0#TNANC
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y finalmente
DATNANR CTNR

Caso 2: z € C.
Por el Lema 2.2.1

CnNBeC(B).

Si KeC(B)y
KNCNB#0#KnND,

entonces K N H # (). Luego,
HnNB|pgCNB,D.
Por hipétesis, existe una componente R’ de H N B tal que
R'|sCNB,D.

Sea R la componente de H tal que R’ C R. De manera semejante al caso 1,
R|ausC, D, pues si

TeCAUB)yTNC#0#+TnND,
entonces T'N B € C(B).
Caso 3: CC Ay D C A.

Es el caso mas directo. Claramente se tiene que H N A[4C, D. Como A es
s-conexo, existe una componente de R’ de H N A, tal que R'|4C, D. Es facil
probar que la componente de H que contiene a R’ corta débilmente entre C'
y D.

Hasta aqui para z ¢ H.

Son los mismos casos cuando z € H.

Caso 1: Tomemos la componente de H que contiene a z. Cualquier con-
junto conexo cerrado en A U B que intersecta a C'y D, por el Lema 2.2.1,
contiene a z.

Los casos 2 y 3 se resuelven de la misma manera. ]
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Corolario 2.2.1. Si C = {Ay,..., A,} C C(X) es una familia de espacios
s-conexos tal que para cada i # j

AinA; =A{z},
entonces | JC es s-conexa.
El Teorema 2.2.1 no se puede ampliar para uniones numerables en general.

Ejemplo 2.2.1. Sea
Ao ={(z,y) : z € {0,1},y € [-1,0]} U {(x,—1) : z € [0, 1]}

y para cada n € N

A, = {(m,lm) cx €0, 1]}.

n

La familia {Ag, A1, As, ...} estd formada por continuos s-conexos en R? que
tienen al (0,0) como tnico punto en comin. Sin embargo, si denotamos por
X ala unién de los elementos de esta familia, se tiene que X no es un espacio
s-conexo. Para verificar esto, sean

A={(0,0)},B = {(%7 -}y H={(0,-1),(L, -1}
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Los conjuntos

1

Cr=10.y):y € [-LO0}U{(z,~1) 2 € [0, 5]}

CQZ(X\Cl)UAUB,

son conexos y cerrados en X e intersectan A y B. Note que el conjunto conexo
Cy intersecta A y B, pero no contiene al punto (0,—1). Lo mismo para el
otro punto de H. De manera que ninguna componente de H corta débilmente
entre A, B.

Bajo ciertas restricciones, la unién resulta ser un espacio s-conexo. Para
esto, sera de utilidad el resultado siguiente, que es consecuencia del Teorema
del Sierpinski (véase el Teorema 1.3.7).

Lema 2.2.2. Sean X un espacio métrico y {A; : i € N} C 2% tal que para
cada i # 7,

donde z es un elemento fijo de X. Si el continuo 7' C U A, entonces T'N A;

neN
es un continuo para cada i € N que satisface

TNA; #0.
Demostracion. Sea
A={jeN:TN(4;\ {z}) £ 0.

En primer lugar, supongamos que z € T
La cardinalidad de A mo puede ser mayor que uno. De lo contrario, como

T=JTNA, TNANTNA;=Tn{z} =0
JEA
{TNA;:jeA}C2m\ {0},

T es la unién numerable de cerrados, ajenos no vacios, contrario al Teorema
1.3.7. Por otro lado, si A = () entonces T' = {z}, en contraposicién a lo que
estamos suponiendo, por lo tanto
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T =TnNA

es un continuo, donde j es el unico elemento de A. Ahora supongamos que
z €T (si T = {z} el asunto es trivial). Sea j € N y supongamos que 7' N A;
no es continuo. De manera que 7'M A; no es un conjunto conexo. Claramente
j € A. Tomemos

aeTn(4\{=})

que no esté en la misma componente de z. Si K es la componente en TN A;
que contiene a a, K es un subcontinuo de T'. Pues T'N A; es cerrado en T'

(es la interseccién de T' con un cerrado en ﬂ A;). Ahora veamos que K es
ieN

cerrado en T'. Sabemos que K, por ser componente, es cerrado en T'N A;, o

sea

K=TnANK,

donde K’ es cerrado en T', de manera que K es la interseccién de dos cerrados
en 1. Tenemos a K que es cerrado dentro del compato T, asi pues K es
compacto.

En resumen, K es compacto, conexo y no vacio, en otras palabras, K es un
subcontinuo propio de T'. Los mismo se puede concluir para la componente
L en T'NA; que contiene a z. Existen abiertos ajenos U,V en T' de tal que
K CUy L CV.Por esta razon existen subcontinuos K’ y L' de T tales que

KcK CUyLcL CV.

En consecuencia K’ N L’ = (. Por la maximalidad de K, K’ no puede estar
contenido en T'N A;, de donde existe m # j tal que

K'nA, #0,
pero entonces
ze K,
lo cual no puede ser. Por lo tanto 7'M A; es conexo. O

Teorema 2.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico y

{AZlEN}QZX
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una familia de s-conexos. Si U A; es un continuo y para cada i # j
ieN

Ai N Aj = {Z},

entonces U A, es s-conexa.
ieN

Demostracion. El espacio

A=J4

1€EN

es un conjunto conexo. Supongmaos que H|C, D.
Parte 1: 2 ¢ Cy 2 ¢ D.

Obsérvese que C'y D son subcontinuos de A. Igual que en la demostracion
del Lema 2.2.2, existen 7, s € N tales que

CCA;yDCA,
Por el teorema 2.2.1, A; ; = A; U A, es s-conexo; no es dificil ver que
H N Ajla,,C,D.
Sea K’ la componente de H N A;; para la cual
K'|A;C, D.

y K la componente de H tal que K’ C K.
En lo siguiente, probaremos que K|4C, D. Sea T € C(A) tal que

TNC#DATND.
Notese que z € T'. Por el Lema 2.2.2,

TNA;, TNAs e C(A;UA,).
Naturalmente que 7'N A; N Ay = {2}, por ende

TNAUTNA, € C(Aj UA)
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TNAUA)NC#D#TN (A UA)ND

Luego
DALTNAUA)NK CTNK.

Parte 2: z € C
Claramente z ¢ D. Exsite j € N tal que
DCA;jyCnNA; e C(4)).
No es dificil probar que
H N Aj|4,CNA;D.
Sea K' la componente de H N A;, para la cual
K'|4,CNA;, D

y K la componente de H tal que K’ C K.
Veamos que K|4C, D. Si T € C(A) satisface que

TNC#0#ATND,

necesariamente 7N C N A; # 0, pues el hecho de que TN (4; \ {z}) # 0
(z ¢ D) conduce a que: z € T, cuando exista un nimero m # j tal que

TN (An\{z}) #0

6T C Aj, en caso de que no exista el nimero m anterior. En cualquier caso
TNA;NC #0, por lo tanto

D#TNANK CTNK.

Teorema 2.2.3. [M, Teorema 2] En un espacio métrico X, sean
{Si:ieN},{4;:1e N}, {B;:i e N} CP(X)

familias decrecientes de continuos con
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S=(1S.A=()4.B=()B:

ieN ieN ieN
Si A; UB; CS;yS; es s-conexo entre A; y B; para cada i € N, entonces S
es-conexo entre Ay B.

Demostracion. Supongamos que F|sA, B. De acuerdo al Teorema 1.3.6, exis-
te una familia decreciente {U; : i € N}, formada por conjuntos abiertos en
S1 tal que

F=U=U.
ieN ieN
A continuacién, vamos a probar que para cada i € N, existe j € N cumpliendo
lo siguiente:
U; N S;ls,Aj, B;
Supongamos lo contrario. Entonces existe ig € N, tal que para cada 7 € N,
existe C; € C'(S;) con
CjﬂAj #@#CjﬂBj YijU_Z‘OﬂSj :CjﬂU_iO:@.

Resulta una sucesién {C;}22, de subcontinuos de S;. Tomenos una subsuce-
sién de {C}, }32, convergente a C' € C(S;) (vea [N, pag 61, Corolario 4.18]).
Ahora probemos que C' € C(S). Basta con mostrar que C' C S. Supongamos
que

C\S#0
yseax € C'\ S. Existe ¢ tal que

z ¢S,
Puesto que S; \ S, es abierto en S; y
xr € 515,
existe ky € N, tal que ji, > ¢, ko >qy
(S1\ S,) NCy, # 0 para toda k > ko

(vea [N, pdg. 56]). Pero
Cjko - Sjko - Sq7
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lo cual es una contradiccién. En conclusion, C' € C(S).
Por otra parte, si a; € Cj, NA;,, sea

{h ey — @

una subsucesion convergente. De manera similar a lo hecho en renglones
anteriores, a € S. Si a ¢ A, existe p € N tal que a ¢ A,. Naturalmente que
si p’ € N es tal que ji, > p, entonces {ak,, fo—, €s una sucecién S, y

{ar,, foep — a.

Como
a€ S, \ 4,

existe n > p’ ta que para cada m > n,
ar,, € Sp \ Ap C Sp \ 4j,
lo cual es falso. Por lo tanto a € A. Ademads, para cada U € U, (a),
unc;, #90,

para una infinidad de subindices k, o sea a € C'N A. De manera anéloga,
BNC #0.
Usando la hipéteis inicial, es decir, F|sA, B, se tiene que () # C' N F. Sin
embargo,

CNFCU, QU_iOQ S1\ Cj, para cada j,

donde 7y es aquél indice fijo tal que C; N U;, = (. Esto es absurdo, pues
Ui, es abierto en S y debe intersectar a C), para una cantidad infinita de
subindices de k.
En conclusion, para cada ¢ € N, existe un numero natural, que vamos a
denotar por j;, tal que:

Ui N Sjls;, Ajis By

Sabemos que existe una componente K; de U; N S;,, tal que
Ki|sjiAji7 Bji'
Ahora consideremos a una subsucesién convergente de {K;}°; en S;
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Mostremos que K C F. Para esto, bastard probar que K C U, para cada
i€N.SeaiteN.Sike KyV els(k), entonces

{neN:K;, NV £}
es infinito, por lo tanto existe n € N tal que i,, > iy K;, NV # (), pero
K, CU;, CUi
por lo que U; NV # 0, luego k € U;.

Ya casi terminamos: si L € C(S) es tal que

LNA#ZOD##LNByLNK =1,

entonces

KCX\L.
Existe ng € N tal que

K, CX\L
(vea [N, pag. 54 y 57]), o sea

LNK,, =10,

lo que contradice Ky,|s, Aj,, Bj,, donde m = ng. Esto demuestra, finalmen-

te, que
K|sA, B.

Corolario 2.2.2. [M, Corolario 2.1] En un espacio métrico, si

es una familia decreciente de continuos s-conexos, entonces [ F €s conexo.

F=(F.

En primer lugar, F' es continuo. Sean A, B € C(F') ajenos. Entonces para
cada 1 € N,

Demostracion. Definamos

A,B € C(S;)

(obviamente AU B C S;). Por hipdtesis, S; es s-conexo entre A y B (revise
la Definicién 2.1.2), luego [ F es s-conexo entre Ay B. O
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2.3. Funciones en espacios s-conexos

Afortunadamente, la s-conexidad es un invariante topoldgico.

Teorema 2.3.1. Si f : X — Y es un homeomorfismo donde X es s-conexo,
entonces Y es s-conexo.

Demostracion. Como la conexidad es invariante topoldgico, Y es conexo.
Ahora, digamos que H|y A, B. Tenemos que

A, fH(B) e O(X) y f71(H) € 2%

SiKeC(X)y

Knf ™ (A)#£0£Knf\(B),
entonces

FK)YN A £0 4 f(K) N B,

por lo que f(K)N H # (). Luego K N f~1(H) # 0.
Se ha mostrado que

FHH) X f7HA), fH(B).

Como X es s-conexo, existe una componente C' de f~!(H) para la cual

Clx /7 (A), f1(B).
Es facil ver que f(C') es una componente de H y f(C)|y A, B. O

La s-conexdad no se preserva bajo funciones continuas.

Ejemplo 2.3.1. La funcién continua

f(0) = (cosf,senf),

definida para 6 € R, produce para el espacio s-conexo R, una imagen que no
es s-conexa, a saber, una circunferencia.

Sin embargo, existen funciones que ayudan a heredar la s-conexidad del
espacio de partida. Se trata de las funciones mondtonas.

Definicién 2.3.1. Se dice que una funcién continua f : X — Y es mondéto-
na, si f~1(y) es conexo para toda y € Y.
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Ejemplos muy importantes de funciones monoétonas, son las proyecciones
del producto de espacios conexos.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos a la familia {X, : @ € A} de espacios to-
polégicos conexos. Si € A entonces

WﬁiHXa—>Xﬂ

a€N

es mondétona, pues si v € Xj

-1 Ya:Xou 1 ﬁ
g (m):HYa:{ {ZE}, siaiﬁ ?é

acA

H Y, es un conjunto conexo, por ser procutos de conexos.
a€A

Lema 2.3.1. Si f : (X,7) — (Y, 0) es mondtona, cerrada y sobreyectiva,
entonces para cada conexo C' en Y, f~1(C) es no es conjunto conexo.

Demostracién. Sea C C Y. Supongamos que f~(C) no es un conjunto co-
nexo y sea

Unfie),vafie)
una separacién de f~1(C) (U,V € 7). Por el Teorema 1.1.1,

lyeY f iy cUh {yeY :f i y) CV}}eo

La idea es demostrar que los conjuntos
yeY: iy CUINC {yeY  fiy) cVIInC

forman una separacién de C.
Probemos primero que son no vacios. Si x € UN f~1(C), entonces f~1(f(x))
es conexo y

FH(f(x) € f7HO).
Asi
T (f@)cunf o)

fl@ye{yey  fi(y) cUINC.
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Anélogamente se demuestra que

{yeY [Ty SVIINC#0.

Dichos conjuntos también son ajenos, pues si y € Y estd en la interseccion,
entonces

) < (@) y fiy) SV,

lo cual es falso. En resumen, C' no es conexo. O

Lema 2.3.2. Si f : (X,7) — (Y,0) es una funcién mondtona abierta y
sobreyectiva, entonces para cada conexo C' € Y, f~1(C) es conexo.

Demostracién. Sea C C Y. Supongamos que f~1(C'), no es conexo y sea
Unf=(C),vnfe)

una separacién de f~1(C) (V,U € 7). En este caso,

C=ffC)=fUNFHONUVNFHC) CFU)UFV)

La idea es demostrar que los conjuntos f(U)NC y f(V) N C forman una
separacién de C. Evidentemente,

foyne, f(vync
son conjuntos no vacios. Si no fuesen ajenos, existe

y=[fu)=fl)eC

para alguna v € U y v € V, entonces
u,v € fH(y) € f-1(0).
Como f~!(y) es conexo, se tiene
iy cunfO) y [Ty cVnf (o),
lo cual es absurdo. Finalmente, los conjuntos
fuyncy f(vync

forman una separaciéon de C. O
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Teorema 2.3.2. [M, Teorema 4] Si f : X — Y es una funcién mondétona,
cerrada, sobreyectiva y X es s-conexo, entonces Y es s-conexo

Demostracion. Y es conexo. Supongamos que H|y A, B. Sabiendo que
fHH) € 2%, f7H(A), f1(B) € O(X)

demostremos que
FHH) X FH(A), fH(B).
Si
TeCX)yTnfHA)#0#TnfY(B),

entonces
[T)NA£D 4 F(T)N B,
Puesto que H|y A, B, se tiene que
f(T)yn H # 0.

Siy e f(T)N H, entonces
y=/f(t)eH.
Luego, t € TN f~1(H), 0sea T'N f~1(H) # . Queda demostrado que
FHH) X f7HA), f7H(B).

como X es s-conexo, existe componente K de f~!(H) tal que

Klxf~(A), f1(B).

Mostremos que f(K) es componente de H. Si K’ es conexoy f(K) C K' C
H, entonces

K C fY(f(K)) C fH(K) C f7Y(H).
Por la maximalidad de K, K = f~1(K"). Se sigue que

Para finalizar, veamos que f(K)|y A, B. Si

TeCY)yTNA#0#+TNB,
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entonces
fAOnfA)#£0# ()N fH(B).
Sin embargo, f~1(T) € C(X), por lo que

(TN K #9.
Luego,

0# f(fHUT)NE) C f(fTHT) N fK) =T N f(K).
0

Corolario 2.3.1. Sean (X, 7) espacio s-conexo y (Y, o) espacio de Hausdorft.
Si X es compacto, f : X — Y es monotona y sobreyectiva, entonces Y es
S-Conexo.

Corolario 2.3.2. Sea { X« : @ € A} una familia de esapcios topoldgicos de

Hausdorff. Si | | X, es compacto y s-conexo, entonces X, es s-conexo para

acA
cada o € A

Demostracion. Cada proyeccién 7, es mondtona, sobreyectiva y el espacio
de llegada X, es de Hausdorff. O]

Corolario 2.3.3. Sean (X, d;), (X, ds) esapcios métricos. Si X es continuo
conexoy f: X — Y es monotona y sobreyectiva, entonces Y es s-conexa.

En el Corolario 3.2.2 , se demostrara que el producto de continuos s-
conexos, que son también localmente conexos, es s-conexo.



Parte 3

Unicoherencia y s-conexidad

3.1. Concepto de unicoherencia

Definicién 3.1.1. Se dice que un espacio topoldgico conexo (X, 7) es uni-
coherente, si para cada representacion

X =AUB,
donde A, B € C(X), el conjunto AN B € C(X).

Ejemplo 3.1.1. Para cada 6 € R, [f] representa al entero mas grande, menor
o igual a 6.
Sea

exp(f) = (cos,sen ).

Definamos
S ={expf: 0 cR}.

El continuo
X=Su{(1+e % exph:0>0}

es inicoherente, pues los continuos en X, son tnicamente de tres tipos:
(a) Homeomorfos a X.

(b) Arcos contenidos en el espiral

{(1+e % exph:0>0}
(c) Sy arcos contenidos en S.

41
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Ademas, cualquier interseccién de dos o mas de estos continuos produce un
continuo.

A este espacio se le conoce como el circulo con espiral.

El producto de espacios unicoherentes no siempre es un espacio unicohe-
rente.
Ejemplo 3.1.2. Sea X el circulo con espiral definido anteriormente. Vamos
a demostrar que
Y=XxX

no es unicoherente. Definamos A, B, H, K C Y por
A ={(ryexpby,raexpby) : [0] es par}

B = {(ryexpfy,roexpbsy) : [0] es impar}
H = {(ryexp by, ryexp by
K ={(

riexp 6y, ry exp by

— — — —

: 0 es par}
: 0 es impar}

0, — 0
L2 Mostremos lo siguiente:

donde 6, en cada caso, es igual a
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I.HCAyKCB.
2. HN (S x S) es igual al conjunto conexo
D = {(expf,expl) : 0 € R}

Es claro que D es subconjunto de H N (S x S). Ahora tomemos un
elemento de H N (S x 5). Este elemento tiene necesariamente la forma

(exp 01, exp 6s)

pues esta en S x S. A su vez, por estar en H debe cumplir que

01 — 0,

™

= 2n.

De aqui, #; = 2nm + 65. Por lo tanto

cos ) = cos(2nm + 6;) = cos Oy

senf; = sen(2nmw + 03) = sen 6y
Finalmente,
(exp by, expby) = (expby,expby) € D.
D es conexo por ser imagen continua de R.

3. AN(S x S) es conexo.
Sea
p € (expbi,expby) € AN(S xS)

De acuerdo a la definicién del conjunto A, debe existir n tal que

[91 —02} o

™

01 — 0,

Por ende, 2n < < 2n + 1y entonces

™

2nm 4+ 0y < 6 < (2n+ 1)w + Os.
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Ahora bien, si t € [0, 1], también se tiene que 1 —¢ € [0,1] y
2nm + 6y <10, 4+ (1 —t)(2nm + 63) < (2n +t)7w + 5.

Utilizando la desigualdad anterior, es facil darse cuenta que el conjunto
conexo

{(exp(t0 + (1 — t)(2nm + 6)),expby) : t € I},

donde I = [0, 1], esta contenido en AN (S x S). Ademds, el conjunto
conexo anterior contiene a p (¢t = 1) e intersecta a H N (S x S), pues
para t = 0, se tiene que

(exp(2nm + 02), exp by) = (exp 02, exp 62)
en conclusién: para cada p € AN (S x 9), existe un conjunto conexo

L,CAN(S xS) tal que

L,NHN(SxS)#Dype L,
Asi, AN (S x S) es conexo pues

AN(SxS)=HN(SxS)U{L,:pe A}

. A es conexo.

Sea g € A. Supongamos que ¢ tiene la forma

g=((1+e ™) expby, (1+e®)expbs).
el siguiente subconjunto de A

{(r1(t) exp a1 (t), m2(t) exp an(t)) : t > 0}
donde

Oél(t) = ‘91,2 c {1,2}
ri(t) =1+e W 1€ {1,2},
(

es conexo y contiene a ¢ (t # 0). Llamemos a este conexo C,. Si consi-
deramos a la sucesién t, = 2nm, entonces

(r1(tn) exp aq (t,), r2(t,) exp as(ty))
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es una sucesion de elementos de C), que converge a (exp 6y, exp ;). De
manera que

C,NAN(S xS)#0.

Supongamos que
A=UUYV,

donde U, V son abiertos ajenos en A. Como AN (S x S) es un conjunto
conexo, sin pérdida de generalidad supongamos que AN (S x S) C U.
Si g € A entonces C, C U, pues C,N AN (S x S) # 0. Asi V = (). Esto
demuestra que A es conexo.

5. H y K son cerrados.
Probemos que H es cerrado. Tomemos una sucesiéon de elementos en
H convergente a un elemento de Y

(70, €XP Op, T, €XP Yy, ) — (11 €xp d, T2 €Xp 1)
Por ser elementos de H
0, = 2m,m + Yy,
Se quiere hacer ver que
(riexpf,roexp) € H,

es decir, que

0 -
m
es par.
(1+e ) cosb, — (1+e?)cosh
(1+e ) senb, — (1 +e?)send
de donde

(1+e ") cos’0, — (1+e%)?cos’0
(1+e ) sen?6, — (1 +e %) *sen?4

Sumando ambas sucesiones se obtiene que

(1+e )2 — (1+e )2
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En consecuencia
(1+e ™) — (1+e )y cosb, — cosb.
De igual manera se puede probar que
cos Y, —> cos .
Anteriormente se mencioné que 6,, = 2m,,w + 1, de donde
cos 6, = cos(2m,m + 1) = cos .
Por lo cual cosf = cos . Esto ultimo indica que

0 =2mm + 1.

0 sea que es par. Andlogamente se prueba que K es cerrado.

6. A=AUKyB=BUH.

Demostremos primero que A = AUK. Sean p € AUK.Sip e A
entonces p € A. Si p € K entonces

b1 — 65

p=(riexpb,roexpby) y es impar.

01 — 6>

Existe n tal que = 2n + 1. Sea r,, una sucesién convergente a

0y tal que
Oy <1y <O+

A partir de esta desigualdad, es facil llegar a que

‘91 —Tm

2n < < 2n + 1.

™

6 —I'm
Luego, [ L7 } = 2n. Asi
s

(L+e %) expby, (1 +e™)expry)

es una sucesién de elementos en A que converge a p, o sea que p € A.
Esto muestra que AU K C A. Ahora tomemos un elemento p € A. Si
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p = (rgexpl,ryexp)),

existe una sucesion de elementos de A convergente a p. Sea

p = (o, exp O, 7y, expipn) — (rgexpl, ry exp ),

donde p
[ n wn} =2m,,.
T
Se trata de hacer ver que p € AU K. Supongamos que p ¢ A. Existe
m tal que
0 —
{ w] =2m+1,
™
es decir
0—v

2m+ 1< — < 2m + 2.
T
Igual que en la parte (5) es posible demostrar que
(1+e ) — (14e7).

(1+e ) — (14e7).
y por lo tanto

6, — 0
Tenemos pues que
en_¢n N 9—?/1
s s
Si 9
2m+1< _w,
s

existe un intervalo j, tal que

0 —
0=% cicomt1,2m+2).
T

On—tn

™

‘gn_1/}n

™

En razén de la convergencia de , existe ng € N, tal que para cada

n > nyg

€j.
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Asi

Y

gn_ n
om+1< 22— < 2m+2,
s

0 sea [@} = 2m + 1, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto

-9

™

2m+1=

Finalemente, p € K.
B = B U H se prucba de manera semejante.
Después de todo, tenemos los conjuntos A y B, subconjuntos conexos
de Y, cumpliendo que
AUB =Y,

y cuya interseccion no es conexa, pues
ANB=HUK.
En otras palabras, Y no es unicoherente.

Para que el producto de espacios unicoherentes sea un espacio unicohe-
rente, es necesaria la conexidad local. Este es precisamente el contenido del
teorema siguiente, el cual puede consultar en [GI, pag. 47].

Teorema 3.1.1. Si
{(Xa,7a) €I}

es una familia de espacios unicoherentes y localmente conexos, entonces
H X,, es unicoherente.

ael

3.2. Relacién entre unicoherencia y s-conexidad

Hay una relaciéon muy estrecha entre la unicoherencia y la s-conexidad.
En esta parte, se demuestra que la unicoherencia y la s-conexidad, coinciden
es continuos localmente conexos.

Teorema 3.2.1. Sea (X, 7) s-conexo, normal y localmente conexo. Si F' € 2%
separa X, entonces existe componente K de F' que también separa X
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Demostracion. Debido a que F separa X (véase la definicién 1.1.2) existen
abiertos P, (@ ajenos y no vacios en X \ F tales que

X\F=PUQ.
Seanpe Pyqe@.Si

Cel(X)ypqgeC,

entonces C' debe intersectar a F'. En caso contrario,
CCX\F=PUQ.

Por lo tanto C' C P o C' C @, lo cual no puede ser. Asi pues

F|x{p},{qa}.

Por hipétesis, existe una componente K de F' tal que

K|x{p}, {q}-

Si X \ K es conexo, por Teorema 1.3.4, existe C' € C'(X)NP(X \ K) con-
teniendo a p y ¢, , lo cual no ocurre pues K corta débilmente entre p y q.
Luego, X \ K no es conexo. Por lo tanto K separa X. ]

Es necesario recordar un resultado sobre unicoherencia que viene en [GI,
pégs. 24 y 25].

Teorema 3.2.2. Sea (X, 7) conexo y localmente conexo. Si para cada L € 2%
que separa X existe una componente de L que separa X entonces X es
unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X no es unicoherente. Es decir, supongamos
que existen H, K € C(X) tales que

X =HUK pero HN K ¢ C(X).

Por lo cual, existen conjuntos ajenos A, B € 2% \ {0} que satisfacen lo si-

guiente:
HNK=AUB.

Por otro lado, como H es conexo y

HNA#0+#HnNDB,
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el Teorema 1.3.3, garantiza la existencia de una componente C' de X'\ (AUB)
tal que

CNA#0#ACNByCNH#0.
Obsérvese también que
CCX\(AUB)=(X\H)U(X\K),
y como C es un conjunto conexo e intersecta a H, se tiene que
CCX\K,

de lo cual, se deduce que C' es una componente de X \ K.
Ahora bien, tomando en cuenta que C' intersecta a Ay B

ANC=AN(CUFrC)=ANFrC #1

BNC=BN(CUFrC)=BNFrC #0

Definamos

P=AnNnFrC

Q=BnFrC.

Sea {V, : a € A} el conjunto de componentes de X \ C'y

0, ={a€A:FrV, C P}
Oy ={acA:Frv, CQ}
Os={ac€cA:PNFErV,A0#QNFrV,}.

Definamos

Lp=PuU(|]J Va)

a€Bq
Lo=Qu(|J Vo).
aEB2

Mostremos que:
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(a)

FrC no es conexa.
Se sabe que C' es una componente de X \ (AU B). Por el Teorema 1.3.2,

FrC CFr(X\(AUB)|=Fr(AUB) CAUB.

En renglones anteriores, se vio que F'rC' intersecta a los conjuntos aje-
nos Ay B, por lo que
FrC =PUQ.

FrC C K.
anteriormente se explicé que C' es una componente de X \ K, en con-
secuencia

FrC C Fr(X\K)=FrK C K.

Para cada a € A, FrV_a C PUQ. B
Puesto que V,, es una componente de X \ C, entonces

FrV, C Fr(X\C) = Fr(C) C C.
Para terminar se aplica (a).

‘LP,LQ € 2X
Tomemos primero L,,. Por comodidad, sea

Sp = U V.

a€EO

Tenemos que

Fr(JVvac | Frva

€O, a€®

(vea [K, pag. 236 Teorema 1]). De la definicién del conjunto Lp, se
obtiene que FrV, C P. Por lo cual

FT‘(SP) Q P.

Asi
Lp=PUSp=PU(SpU(FrSe))=PUSp = Lp.

De manera similar se demuestra que Lq es cerrado.
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(e) O3 # ). Supongamos lo contrario. Para cada o € A,
PNErVy=00QnNFrv,=40.
Apoyéndonos en (c), para cada «,
FrvV,CPo FrV, CQ,

de donde
X \6 CLpULg.

Bajo estas condiciones
K C LpU Lg.

En efecto, segin (a)
FT’O:PUQQLPULQ,

entonces

KN (X\0)C(X\C).

En resumen: K es un conjunto conexo contenido en la unién de los
conjuntos ajenos en 2%, Lp y Lo, que segib (b), satisfacen

KNLp#0+#KnNLg,
lo cual contradice la conexidad de K. Por lo tanto, O3 # ().

(f) Si LPULQ y

© =06, U06,,
entonces
L=FrCcu(|JVa)
ac®
(g) Si
S=Jva
ac®
entonces

X\L=[X\(CUuAjucC.
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()

CuUS e 2¥.

Note que B B
Fr(CuS)C FrCUFrS

Frs=Fr(| JVa) € | Frva.

a€B ac0;

Por otro lado, utilizando el inciso (c) resulta que
U prv.cce
€0,

ahora, conjugando las tres contensiones anteriores de este inciso, obte-
nemos la siguiente expresion:

Fr(CuS)C FrCUFrS CC.
En consecuencia
CUS=Fr(CuS)uCUS=CUS.
Por lo tanto C U S € 2%,

X\ (CuS) #0.
Si
X\ (Cus) =0,

entonces C' U S = X, razén suficiente para que
S—X\C.

Esto contradice (e), es decir, que hay una componente de X \ C' que no
esta contenida en S.

X\ Lpy X\ Lg son conexos.
Probemos que X \ Lp es conexo. C'U(Q es un conjunto conexo, pues C
€s conexo y

CCCuQQ=CU(BnFrC)CC.

De manera que el conjunto

R=CuUQuU( J{Va: QN Frv, +#0})
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es conexo. Para probar que X \ Lp es conexo, basta con probar la
igualdad
X\ Lp=R.

Supongamos que # € X \ Lp. Si z € X \ C, existe a tal que
r eV,
Como = ¢ Lp, entonces x ¢ P U Sp. Por ende

Frv,CQo PNErV,#0#QNFrV,.

En cualquier caso, z € R. Supongamos ahora que x € C. En caso de
que z € C, entonces © € R. Si x € FrC, como = ¢ P, se tiene que
x € . Por consiguiente, X € R. Se ha probado que

X\ Lp CR.
Para la otra contensién, sabemos que, para cada «,
onv,.

Por lo tanto,
LpNC=(CNP)U(CNSp)=1
LprNQ=QNSp=BNSpNFrC=BNSpNC =10

Lo (| J{Va: QN Frvi, #0}) = 0.

Para finalizar, nétese que segin los incisos (g), (h) e (i), L separa X. Ademas,
si T" es una componente de L, entonces T' es una componente de Lp o Lg.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que 71" es una componente de Lp.
En otras palabras, T es una componente de

XA\ (X N\ Lp),

donde X \ Lp es conexo. Por el Teorema 1.2.2,

X\T

es conexo. En conclusién, ninguna componente de L separa X. O]
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Corolario 3.2.1. Si (X, 7) es s-conexo, normal y localmente conexo entonces
X es unicoherente.

Demostracion. Consecuencia inmediata de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2. ]

Ejemplo 3.2.1. Sea X el circulo con esprial. Ya dijimos que este espacio es
unicoherente. Si realizamos sobre S un analisis parecido al del Ejemplo 2.1.1,
resulta que X no es s-conexo.

Teorema 3.2.3. [M, Teorema 1] Sea (X, d) un espacio métrico. Si X es un
espacio localmente conexo, entonces son equivalentes:

(a) X es s-conexo.

(b) X es unicoherente.

Demostracion. (a) = (b): Revise el Corolario 3.2.1.
(b) = (a): Sea H|xA, B. Por el Teorema 1.3.5, sabemos que la coleccién
de componentes de X \ H es numerable. Denotemos a dicha coleccién por
{W; : i € N}. Por otro lado, H|X A, B. (véase Teorema 2.1.1). Asi que, para
cada 1

WiNA=0oW,nB=40.

Supongamos que ninguna componente de H corta débilmente entre A y B.
Esto ultimo implica que A no esta contenido en H, lo mismo B.
En lo siguiente sea a construir una sucesién decreciente

Sea Cy = X y Uy = W;. Tenemos que
AQCO\Ul OBQC@\Ul,

de manera que existe una componente C; de Cy \ U; que contiene A y B.
Notese que:

(i) Uy = Wh,
(11) Ul g 007

(iii) C es una componente de Cy \ Uy, y
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(iv) C1|*¥A, B (esto debido a que Cy|x A, B).

Procediento por induccién, supongamos que hemos logrado construir {C;}¥_,
v {U;}r_, tales que:

(i) U; = W, para alguna j > 1.
(ii

(iii

U; C Ci_y,

)
)
) C; es una componente de C;_1 \ U;, y
(iv) Cy|*A, B
k
Construyamos C}y1. En primer lugar, C) es una componente de ﬂ(X \U,),

r=1
razén: Si C’ es un conjunto conexo tal que

CC O X\ Uy,

r=1

entonces

C'QC’O\UlyC"ﬂC'l%@.

C ('1; mas aun, com no tiene pun n comun con Uy m
O sea ¢! C (y; més ain, como C’ no tiene tos en co con Uy, podemos
escribir " C C4 \ Uy, pero Cy es componente de Cy \ Uy, por lo que C" C Cs.
De manera sucesiva

C' C Cr1 \ Ug.
de donde ¢’ C Cy, por lo cual C" = C}.
Ahora bien, existe j € N tal que C, N W; # (), de lo contrario
X\H=[JW,C X\Cy,
ieN
en otras palabras, C, C H. Esto es una contradiccion, pues se esta suponien-
do que ninguna componente de H corta débilmente entre A y B. Si

Jr =min{j € N: W; N Cy, # 0},

sea Upp1 = Wj,. Como Cj U Uiy es un conjunto conexo y

k
Uks1 © ﬂ(X \ Ur),
r=1
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entonces

k
CrU Ukt €[ (X\T,).

r=1

Asi, Up11 C Cy.
Utilizando Uy, definamos Cy 1. Sabemos que

U1 NA=0 o0 Uy NB=0.
Supongamos que U1 N A= 0. Si
AN (Cp \ Upya) # 0.
Sea Cyy1 cualquier componente de Cy \ Uyy1 tal que Cryg NA #£ 0 Si
ANC, =0,
sea Cj41 cualquier componente de Cy \ Uxyq tal que
CraiNIa#0,

donde I4 € C(X), es algin minimal de A a Cj. Para completar el paso
inductivo, probemos (iv), es decir Cyy1|¥A, B. Digamos que es falso que
Cri1|¥ A, B, entonces también es falso Cyy1|x A, B Asi, existe Q € C'(X) tal
que

QNA#0,QNB#Dy QNCry1 =10

(véase Teorema 2.1.1). Como Cy|¥ A, B, entonces QNCy, # (). Sea I € C(Q)
algin elemento minimal, tal que

IoNA#D#IoNCy.
Probemos lo siguiente:

1. Uk+1 N .[Q — @
Supongamos que Upy1 N 1o # 0. Sea

E - [Q \ Uk-Jrl.

E no es vacio, pues si ¢ € Ig N A entonces ¢ € E. E es subconjunto
propio de I, (siz € Ugyy Nlg, z ¢ E) y F € 22, Sea K una
componente de E que intersecte a A, por el Teorema 1.2.7,

0#KNIg\EF=KNUg1 CKNCy.
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Entonces K es un conjunto compacto y conexo tal que
KﬂA#@#KﬂC}C, yKCIQ,

lo cual no puede ser, pues I, es minimal.

. Existe componente C' de Cy \ Uy tal que

CNCr=0yCnlig#0.

Supongamos lo contrario. Como I no intersecta a Cyyq (Q N Cryr =
(), entonces no intersecta a ninguna componente de Cj \ Uy,1, pero

Io N Cy # 0, de donde
IoNCy=1IoN(Cx\ Ugs1) UlIgNUgsr # 0.

Asi, Ig N Ugyq1 # 0, lo que contradice (1).

. Uk+1ﬂ],4=@.

Se realiza de la misma manera que (1).
Sea R la componente de X \ Upyq que contiene a A. Si AN Cy, = 0,
entonces

0 #IsNCris € RN Cryy.

En consecuencia, R intersecta a dos componentes diferentes de Cf \
Ukt1,a saber, C'y Cyiq (ndtese que I C R); si

ANC, #0,

entonces R intersecta a C'y Cyri1. En cualquier caso, R intersecta a
Ci \ Ugy1 en dos componentes diferentes: C'y Cly1.

De pasada sea dicho que, R es un conjunto compacto y conexo, que no
esta contenido en (. Si

R C Cy \ Ups,

entonces

CUC UR=C

y en consecuencia Ci4; C C, lo cual no puede ser (véase (2)).
Por otro lado, sea

S = Ck(U{T : T es componente de X \ U1 y TN R = 0}).
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T es una componente del conjunto cerrado X \ Uy,1, por el Teorema
1.2.7, entonces

por ésta razon, S es conexo.
Ahora desmostraremos que S € 2X. Si

reS\S

entonces = € R; sea V' la componente de X \ C}, (recuerde que Uy C
Cy) que contiene a x. Naturalmente que V NS # (. Por lo tanto,
V intersecta a alguna componente T de X \ U, diferente de R. Si
t eV NT, como X eslocalmente conexo (véase Teorema 1.3.4), existe
LeC(X)NP(V) tal que

LONR#(OD#LNT.

Luego, RU LUT es un conjunto conexo en X \ U1 que intersecta a
R> pues R7 TrcX \ Uk+1 y

LCV CX\ U

En consecuencia RULUT C R, oseal’ C R, lo cual es falso. Por lo
tanto S\ S = 0. De manera que S € C(X).
Es evidente que

X=RUS.

Por la unicoherencia, R N S deberia ser conexo. Sin embargo,
RNS - Ck \ Uk+1

0#RNCrs1 CRNS

0£RNCCRNS.

En otras palabras, tenemos un subconjunto conexo de Cy \ U1 que
intersecta a dos de sus componentes, lo cual es absurdo. Todo por
suponer que Cyy1|xA, B es falso. Entonces C1 corta débilmente entre
Ay Ben X.
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Es claro que F' = ﬂCi € C(X).
i=1
Ahora, probemos que
F|xA, B.

SiKeCX)y
KNA#0+#KnNB,

entonces
KNC;#0, para cada i € N,

pues Ci|x A, B. Si K N F = () entonces
FCX\K.

Como C;y1 C (, existe ig € N tal que
G C X\ K,

lo cual es una contradicciéon. Asi KN F # (), luego F|xA, B.
En lo siguiente se muestra que

FCH.

Si f € F\ H, entonces existe ng € N tal que f € W,,,; bajo éste supuesto
f € W,, NC;, para cada i € N. Como W,,, C C; para cada i (revise
como se demostr6 que Uy C Cf), entonces W,,, C F. Anteriormente
definimos

Je =min{j € N: W; nCy # 0}.
Podemos formar el conjunto

I es infinito, de lo contrario, existen k, h € N (sin pérdida de generali-
dad, k < h, es decir kK + 1 < h) tales que jr = j,. De acuerdo a esto,
Ugs1 = Upyq. Sin embargo,

Un+1 C C C Criq € Cx \ Ugtr

lo cual es absurdo. De manera que [ es infinito. Si k es tal que j, > ny,
llegamos a una contradiccion, pues ji es el minimo natural tal que

W, NCy # 0.
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Asi pues, FF C H.
Si F’ es la componente de H que contiene a F',entonces

F'|xA, B.

De cualquier manera llegamos a una contradiccién, pues en el inicio
de la demostracién dimos por hecho que ninguna componente de H
cortaba débilmente entre A y B.

]

Corolario 3.2.2. Si

es una familia de continuos s-conexos y localmente conexos, entonces H X;
ieN

es $-conexo.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema 3.2.3 y de que el producto de

espacios unicoherentes y localmente conexos es unicoherente. ]

La unicoherencia hereditaria, definida en el parrafo siguiente, es otro
concepto muy importante. A partir de la relacién tan estrecha entre la s-
conexidad y la unicoherencia, surge una pregunta bastante natural: ;existe
alguna relacién entre la unicoherencia hereditaria y la s-conexidad?

Definicién 3.2.1. Se dice que un espacio topoldgico conexo (X, ) es here-
ditariamente uicoherente, si cada elemento de C'(X) es unicoherente.

Es claro que cada espacio hereditariamente unicoherente es unicoherente.
Por el Teorema 3.2.3, un continuo localmente conexo y hereditariamente
unicoherente, es s-conexo. Sin embargo, no todo continuo localmente conexo
y s-conexo es hereditariamente unicoherente.

Ejemplo 3.2.2. Sea X = [0,1] x [0,1]. X es un continuo, unicoherente y
localmente conexo. Por el Corolario 3.2.2, X no es s-conexo. Es facil encon-
trar elementos de C'(X), que no son unicoherentes. Por lo tanto, X no es
hereditariamente unicoherente.
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