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Introduccion

A finales del siglo XIX, W. Burnside introdujo las ideas sobre lo que actualmente se conoce
como el anillo de Burnside, pero fue Solomon (1967) quien le da la estructura algebraica de
anillo. Dado un grupo finito G, la unién disjunta y el producto cartesiano dan lugar a una suma
y un producto en el conjunto de clases de isomorfismo de los G—conjuntos finitos. A excepcion
de la falta de inversos aditivos, dicho conjunto satisface los axiomas de un anillo conmutativo,
con lo cual, si agregamos formalmente dichos inversos, obtenemos el correspondiente anillo de
Grothendieck, el cual se conoce como el anillo de Burnside B(G) de G. En [2] podemos encontrar
un estudio global mas reciente.

En consecuencia, el anillo de Burnside B(G) es uno de los anillos fundamentales de repre-
sentacion de G. Ademas, es el objeto universal a considerar en el estudio de la categoria de
G-conjuntos. Es un anédlogo para los G-conjuntos finitos del anillo Z (es de hecho isomorfo al
anillo de Burnside del grupo trivial).

Por otra parte, el estudio de su espectro primo y de sus idempotentes primitivos conduce a
varios teoremas de induccién como el de Artin, Brauer y Dress (teoremas de representacion). El
anillo de Burnside es un invariante del grupo, el cual detecta solubilidad. Andreas Dress, probo
que un grupo es soluble si y sélo si los tnicos idempotentes de B(G) son los triviales. También
probo el teorema de induccién de Dress para B(G), el cual, a partir del hecho de que B(G)
actua en los funtores de Mackey, se tradujo en un teorema de induccién para cada uno de estos
funtores, ver [1].

En topologia algebraica, este anillo es un marco, para el estudio de invariantes ligados a G-
conjuntos estructurados, tales como G-copos o G-complejos simpliciales. Estos invariantes son
generalizaciones de la categoria de G-conjuntos, tal como la funciéon de Mdbius y el modulo de
Steinberg.

En 1977, L. Solomon introdujo una funcién zeta para un orden, la cual requiere del cono-
cimiento de todos sus ideales de indice finito, desde entonces, C. J. Bushnell e I. Reiner han
desarrollado atn maés esta funcién y algunas de sus generalizaciones.

Por otro lado la funcion zeta de Solomon, es un invariante del anillo que detecta la distri-
bucion de los ideales primos y es una generalizacion de la funcion zeta usual de Riemann. Asi,
la tematica de este proyecto se inscribe en el desarrollo de la teoria de las funciones zeta en el
anillo de Burnside.



En el primer capitulo, comenzaremos con el estudio de temas previos al anillo de Burnside
tales como los G—conjuntos, daremos varios ejemplos para tener un buen entendimiento de ellos.
Posteriormente, hablaremos sobre la Marca y algunas de sus propiedades. Luego, daremos paso
a la definicion del anillo de Burnside, para continuar con el estudio del su espectro primo y
posteriormente finalizar este capitulo con sus idempotentes primitivos.

Como ya hemos mencionado, la funciéon zeta de Solomon depende del conocimiento de to-
dos los ideales de indice finito; por lo que, en el segundo capitulo, mostraremos un método
empleado por C. J. Bushnell e I. Reiner, que s6lo depende de la coleccién finita de las cla-
ses de isomorfismos de sus ideales de indice finito, el cual lo vamos a desarrollar para el caso
de la funcién zeta del anillo de Burnside para grupos ciclicos de orden p? con p un ntimero primo.

Finalmente, en el tercer capitulo se determinara de forma explicita la funcion zeta del anillo
de Burnside para grupos ciclicos de orden p? con p un primo. Para ello, daremos previamente
los conceptos necesarios para dicha funciéon. Cabe resaltar que los calculos correspondientes a
p3, nunca se habian realizado y se desconocia dicha funcién.

II
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Capitulo 1

Anzillo de Burnside

En nuestro marco natural para el estudio del anillo de Burnside de un grupo G, es importante
mencionar que sbélo se considerard a G como un grupo finito a menos que se especifique lo
contrario, de modo que este capitulo tiene como objetivo desarrollar los elementos necesarios
para una mayor comprension de las nociones basicas en la teoria de los anillos de Burnside.
Sabemos que esto puede ser estudiado desde diferentes puntos de vista, pero en muchos sentidos
el anillo de Burnside es el objeto universal a considerar cuando se habla de la categoria de
G—conjuntos, por tal motivo:

1.1. G-conjuntos

Definicion 1.1.1. Sean X un conjunto y G un grupo. Diremos que G actia sobre X si existe
una funcion
x:Gx X — X

(gm) 7 g*F

que satisface:
i) exx =z para todo x € X, donde e es la identidad en G
it) (gh)*x =g+ (h*x) para todo g,h € Gy z € X.
Diremos que X es un G-conjunto y * una accion de G en X

Observacion 1. Dada * una acciéon de G en X, se tiene que ~ es una relacion de equivalencia
en X, donde x ~ y si y solo si existe g € G tal que z = gx*y

Es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia.

Definicion 1.1.2. Denotaremos a la clase de equivalencia de x en X de acuerdo a la relacion
anterior ~, por Og(z) y la llamaremos drbita de x en G.

Oc(z)={g*xz:9€ G} CX.



Ejemplo 1. Sean X un conjunto y G un grupo. Entonces

x:Gx X — X

(g,x) +— gra=w
es llamada Accion trivial de G en X.

Ejemplo 2. Sean X un conjunto, G un grupo y H < G un subgrupo. Recordemos que
G/H = {gH : g € G} es el conjunto de las clases laterales izquierdas de H. La funcion

*:G x G/H — G/H tal que (g,q1H) — g (g1 H) = (991)H
para todo g € Gy g1H € G/H, es una accién de G en G/H.

Sean (g,91H) y (9,92H) € G x G/H tales que (g,g1H) = (g, 92H), de aqui g1H = goH, se
sigue que g1h = gy para algin h € H puesto que g, *g1 € H. Como g € G, g% (g2 H) = (992)H =
(gg1h)H = (gg1)H = g= (g1 H), asi x esta bien definida. Luego, sea e € G la identidad, entonces
ex (gH) = (eg)H = gH. Ademas, (9192) * gH = (91929)H = g1 * (929H) = g1 * (g2 * gH). Por
lo tanto, * es una accion de G en G/H.

Ejemplo 3. Si {X;}, ; es una familia de G-conjuntos, entonces

i) La unién ajena, denotada por U X; de la familia {X;},.; es un G-conjunto.
i€l
ii) El producto cartesiano []X; es un G-conjunto.
i€l

i) La acciéon de G en U X, es la siguiente:

i€l
*: G x UX,» — UXi tal que (g,x) — g*xx = (g *; ),
i€l iel

donde %; es la accion de G en X; con z € X; para algtn i € [.

i1) La accion de G en [[X; es la siguiente:
iel

2 G x [[Xi — [ tal que (g, (wi)icr) — g% (@:)ier = (9 % @:)ier,
icl iel

donde *; es la accién de G en X; para i € I.

Ejemplo 4. Sean X, Y dos G-conjuntos, si definimos el conjunto de funciones con dominio X
y codominio Y como
Hom(X,Y)={f:X =Y | f es funciéon},

entonces Hom(X,Y') es un G-conjunto.
La acciéon de G en Hom(X,Y) es la siguiente:
x:Gx Hom(X,Y) — Hom(X,Y) tal que (g, f) — g * f donde

gxf: X —Y



y ademas

-1

zr— (g* f)@)=9x flg7 %)

paratodaz € X, f € Hom(X,Y)y g € G.

Se puede ver que * esté bien definida, puesto que f es una funcién y ko % son las acciones

de G enY y X, respectivamente.
Sea f € Hom(X,Y), entonces exf = f yaque (exf)(z) = e;«;f(e;zx) = f(z) paratodax € X.

Ahora, veamos que

((hg) * 1)) = (hg) 5 [[(g™ 0" 5 )

Y
— by lgx A g 2]
=hx(gx* f)(x) para toda z € X.
Por tanto ((gh) * f) = h=*(g* f) con g,h € G.

Ejemplo 5. Sean X un G-conjunto, Y un H-conjunto, entonces Hom(X,Y') es un
(G x H)-conjunto.

La acciéon de (G x H) en Hom(X,Y) es la siguiente:
x:(Gx H)x Hom(X,Y) — Hom(X,Y) tal que ((g,h), f) — (g, h) = f donde
(g M) f: X —Y

y ademas
@ ((9.h) * f)(z) = h* fg™" x )

paratodaz € X, f € Hom(X,Y)y g € G.

Se puede ver que * esta bien definida, puesto que f es una funcién y x*, % son las acciones
H

de H en Y y G en X, respectivamente.

Sea f € Hom(X, Y). de aqui aue (e en)*f = £ yaque ((eq.en)* F)(z) = er  flec £) =
f(z) para toda x € X.

Ahora, veamos que
((91, P1)(g2, h2) * f)(z) = ((9192, hah2) * f)(z)
hiha % (fgstor! k)]

=h1 x[ha % flg3" % (1" %))



= i g (g2 ) * (o )]
= (g1, h1) * ((g2, h2) * f)(z) para toda z € X.
Por tanto ((g1,h1)(g2, h2) * f) = (g1, h1) * ((92, he) * f) con g,h € G.

Ejemplo 6. Sean X un G-conjunto, Y un H-conjunto, entonces X XY es un (G x H)-conjunto.
La accion de (G x H) en X x Y es la siguiente:
x: (Gx H)x (X xY) — X xY tal que
((g,h): (,9)) = (g, h) * (2. y) = (g x 2, h % y)

Ejemplo 7. Sean H < G un subgrupo de G, X un H-conjunto, entonces G x X es un
H-conjunto.

La accion de H en X X Y es la siguiente:
x: Hx (GxX)— Gx X tal que
(h, (g, 2)) — h*(g,2) = (9,h x @)
i) ex(g,x) = (g,e;x) = (g,x) para toda (g,z) € G x X.
i) hiha *(g,2) = (9, (hihe) x @) = (g, % (ha % ) = hn(g, ha % @) = ha * (he * (9, 2))

Ejemplo 8. Sean X un G-conjunto y F' : H — G homomorfismo de grupos, entonces X es un
H-conjunto.

La accién de H en X es la siguiente:

x: H x X — X tal que
(h,az))Hh*x:F(h)ga:

i) eH*x:F(eH)éx:egéxzxparatodaxeX.

ZZ) h1h2 * X = F(hlhg) g.’lﬁ = F(hl)F(hg) >Ck;.’I} = F(hl)
hi * (he * x)

(F(h2) x @) = F(h) % (hy ¥ x) =

Observacion 2. En el ejemplo 7 podemos definir otra accién de H en G x X como sigue:

x: Hx (GxX)— Gx X tal que
(h, (g, 2)) — h*(g,2) = (gh™", hz).

Ejemplo 9. Si G x X es un H-conjunto con la accién definida en la observacion 2, entonces
G x H/ ~ es un G-conjunto, donde G x H/ ~ es el conjunto de orbitas respecto a la accion de H.



La accion de G en G x H/ ~ es la siguiente:
*: G X (Gx Hf ~)— Gx H/ ~ tal que

(g/a Oulg,z)) — g/ * Oul(g,x) = OH(g’g,x).

Veamos que * estd bien definida, sean Ogx(g1,71) y Ou(ge,z2) € G x H/ ~ tales que
On(g1,21) = On(g2, 72).

De aqui que
3 h1 € H tal que (g2, 22) = Iy * (91,21) = (g1hy ', hawy)
Asi
g * Ou(g2,22) = ¢’ * Ou(gihi ", hizy) = Oy(hy * (9'91,71) = ' * Oul(g1,21).

Por tanto, * esta bien definida.

Ejemplo 10. Sea X un conjunto, X™ = X X ... x X, entonces X" es un S,,-conjunto, donde
| —

Sy, es el grupo de simétrico de n letras. B
La accion de S, en X" es la siguiente:
x5, x X — X" tal que
(0, (T1, .y n)) = T (1,00, T0) = (To-1(1) -+ To—1(n))-
Para probar 7 x (o % (x1,...,2,)) = (70) * (21,. .., Ty ), DoOtemos que
T(Zo-1(1) -+ To-1(m) = (Tom1(r-1(1)) -y o1 (r=1(m)) )-

Ejemplo 11. Sea X un G-conjunto, X™ un S,-conjunto, entonces X" es un (S, x G)-conjunto.
La accion de (S, x G) en X™ es la siguiente:
Sea x : (Sp, x G) x X™ — X" tal que

((Ja g)v (‘rlv ce vfn)) — (07 g) * (1’1, LR xn) = (gxa—l(l)a s 7g‘ra—1(n))‘

Notemos que

(91,91) * ((92,92) % (21,1 20)) = (01, 91) * (937,11, -+ 99T )
= (91921'0;1(0;1(1))3 s 79192:7]0;1(0;1(71)))
= ((9192)%(0100)-11)> - -+ (9192)T(102) 1 ()

= (0102,9192) * (X1, ..., xy) = ((01,91)(02,92)) * (T1, ..., Tp).



Observacion 3. En el ejemplo 10 podemos definir otra acciéon de G en X™ como sigue:

Sea x : G x X™ — X™ tal que
(g, (1, s p)) —> g% (X1, 0y Ty) = (gT1,5 -y GTp)-
Dicha acciéon con la accion del ejemplo 10 conmuta, puesto que
0g(x1, .., 2n) = 0(921, .y 920n) = (GTo-1(1), -, GTo-1(n)) = 9O(T1, ..., Tp).
Por tanto, X" es un (G x S,)-conjunto.

Ejemplo 12. Sean X un conjunto, Y C X y ¢ € N — {0}. Denotamos por [X]? al conjunto de
todos los subconjuntos de X que tienen cardinalidad ¢, es decir:

X]P={YcX:|[Y|=gq}.
Si X es un G-conjunto, entonces [X]? es un G-conjunto con la accion siguiente:
*: G x [X]?T — [X]? tal que (¢,Y)— (g*xY)=gY ={gy:y €Y}

Ejemplo 13. Sea X un conjunto, ¢ € N — {0}, definimos

Se(X)={f: X —N| ) f(x)=q}

zeX

Si X es un G-conjunto, entonces Sy(X) es un G-conjunto con la accion siguiente:
%1 G X 8y(X) — S4(X) tal que

(9.f)—gxf=gf
donde gf : X — Ny es tal que 2 — (gf)(z) = f(g ).

1

Notemos que X — X tal que z — ¢~ 'z es una biyeccion, asi gf € S,(X).

Definicién 1.1.3. Sean X, Y dos G-conjuntos con acciones * y x, respectivamente, y sea
X"y

f X — Y una funcién. Diremos que f es un morfismo de G-conjuntos si satisface que
f(g;;x):g;i;f(x) paratodo g€ Gy z € X.

Ejemplo 14. Sean H, K < G subgrupos y H < K, la proyeccion
In:G/H— G/K

tal que
aH — aK

es un morfismo de G-conjuntos y sobreyectivo.
i) Veamos que II esta bien definida.

aH=dH= (d)'ac H<K = aK =dK.



i1) Veamos que II es un morfismo de G-conjuntos. Notemos que la accion es la definida en el
ejemplo 2.

(g x al) = ((9a)H) = (ga) K = g % (aK) = g % I(aH).

Ejemplo 15. Sea X un G-conjunto, la identidad
Idx : X — X
tal que
gr — gT.
es un morfismo de G-conjuntos.

Observacion 4. Se puede ver que la composiciéon de morfismos de G-conjuntos es nuevamente
un morfismo de G-conjuntos.

Definicion 1.1.4. Sean X, Y dos G-conjuntos, definimos el conjunto de morfismos de G-conjuntos
con dominio X y codominio Y como

Homg(X,Y)={f: X =Y | f es de G-conjuntos}.

Definicion 1.1.5. Diremos que X, Y dos G-conjuntos con acciones £V respectivamente, son

isomorfos si existe f : X — Y un morfismo de G-conjuntos biyectivo. Denotaremos que X y
Y son isomorfos como G-conjuntos por

Xz=Y.
G

Definicién 1.1.6. Sean G es un grupo, X un G-conjunto y x € X. Definimos el estabilizador
de x en G como
stabg(x) ={g € G : gre= x}.

Observacion 5. Veamos que stabg es un subgrupo de G.

i) Sea e la identidad en G, sabemos que e rr=ug, entonces e € stabg(x).

ii) Sean g1, g2 € stabg(z), sabemos que (glgg)ga: = glé(gggx) = x, entonces g1 g2 € stabg(x).

1

iit) Sea g € stabg(x), luego g * x = x, asi © = g~ * x, entonces g~ ! € stabg(x).
g 809X gk g

Definicion 1.1.7. Llamaremos a un G-conjunto transitivo si tiene una unica 6rbita; es decir, si
para cada z, y € X existe g € G tal que y = gzx.

Si no hay hay confusion, vamos a abreviar la notacion y escribiremos gx en lugar de g * x.

Teorema 1.1.1. Si G un grupo, X un G-conjunto y xg € X, entonces

7 71.

stabg(gxo) = g(stabg(xo))g
Oc(z0) Za G/stabg(xp).

i
iit) Si H < G subgrupo, entonces G/H es transitivo.

(2%

)
)
)
)

Si X es un G-conjunto transitivo, entonces X =g G/H para algin H < G subgrupo.



DEMOSTRACION. i) Sea a € stabg(gzo) < G, luego a(gzo) = gxo, asi
(ag)zo = gzo,
en consecuencia g~ tagxrg = xo, de aqui que g 'ag € stabg, asi
a € g(stabag)g™",

por tanto stabg(gro) C g(stabg(x))g~t. De manera andloga g(stabg(xg))g™*

por lo tanto

C stabg(gxo),
stabg(gxo) = g(stabg(x0))g™".

i1) Definimos ¢ : Og(z9) — G/stabg(zo) tal que gzg — g(stabg(zo)).
Veamos que ¢ esta bien definida y es inyectiva.

Sean g1x9, gaoxo € Og(wo), entonces g1z9 = goxp i y solo si (gglgl)xo = x¢ sl y soélo si
g5t g1 € stabg(xo) si y solo si go(stabg(20)) = g1(staba(xo)).

Veamos que ¢ es sobre.

Sea g(stabg(xo)) € G/stabg (o), notemos que grg € O (xo) v es tal que p(gzg) = g(stabg(xo)),
asi ¢ es sobre.

Solo falta ver que ¢ es de G-conjuntos.

p(a(gzo)) = p((ag)zo)) = ag(staba(zo)) = alg(stabe(x0))) = alp(gzo))-
Por lo tanto O¢(z0) Z¢ G/stabg(xo).
ii1) Basta ver que G/H = Oq(H).

Sea gH € G/H, entonces gH = (ge)H = g(eH). Por tanto
G/H = O0q(H).

iv) Es inmediato de ). O
Definicion 1.1.8. Sea H < G un subgrupo, llamaremos el conjugado de H a un subgrupo de
G de la forma:

gHg ! = {ghg_1 che H} donde g € G.
Observacién 6. Sillamamos X = {H C G : H < G es subgrupo}, entonces X es un G-conjunto
con la accién siguiente:

x:G x X — X tal que

(9.H) — g+ H=gHg™".

Veamos que * cumple las propiedades de accion.



i) ex H=ceHe ' = H.

i) g1g2 * H = (9192)H(g192) ™ = q192Hgy '97" = g1 % (92Hgy ') =
g1 % (g2 x H).

Definicién 1.1.9. Al conjunto de orbitas de X bajo la accion de G (ver 6) lo denotaremos €(G)
y lo llamaremos las clases de conjugacion de subgrupos de G. Definimos [H| € € (G) como:

[H] = {gHg*1 1g € G}.
Ademss, [K] =g [H] siy solo si K = gHg™! para algtn g € G.

Observacion 7. Sea G un grupo finito, X un G-conjunto, entonces las orbitas de X en G son
ajenas.

Supongamos que Og(z) N Og(y) # 0 con z, y € X.

Sea g1z = goy, entonces = = gy 'goy € Os(y), luego ax = a(gy 'g2)y € Oc(y), asi Og(x) C
Oc(y)-

Analogamente, O¢(y) C Og(z), por tanto Og(y) = Og(x). Por lo tanto

el

Ahora, tomemos f: X — Y un morfismo de G-conjuntos.

Dado z € X, sea O¢(x) la orbita de z en G.

Luego, f(gz) = g(f(x)), ast f(Oc(z)) C Oc(f(2))-

Por otro lado, gf(x) = f(gz) € f(Oq(x)), por tanto
Oc(f(2)) C f(Oc()).

Por lo tanto,
Os(f(z)) = f(Os(x))

En consecuencia, un morfismo de G-conjuntos manda orbitas en orbitas.

Lema 1.1.1. Si H, K < G son subgrupos, entonces G/H =g G/K siy solo si [H] =¢ [K].
DEMOSTRACION. (<=) Sabemos que [K] =g [H], entonces existe g € G tal que K = gHg ™!, asi
g 'kg=H.

Luego, definimos ¢ : G/H — G/K tal que aH — ag ' K.

Sea aH, bH € G/H, entonces



aH = bH siy solo si a™'b € (H = g7'Kg) si y solo si ag”'Kg = bg~'Kg si y solo si
ag 'K =bg K.

Asi @ estéa bien definida y es inyectiva.
Sea bK € G/K con b € G, notemos que bgH € G/H, luego p(bgH) = bgg 'K = bK.
De aqui ¢ es sobreyectiva y, por tanto, biyectiva.

Ahora, p(g1(aH)) = p(giaH) = (g1a9 1)K = g1(ag~')K = gip(aH), con lo cual ¢ es de
G-conjuntos.

Por lo tanto G/H ~¢ G/K.
(=) Sea g € G y tomemos f: G/H — G/K tal que H — gK.

Para todo h € H, gK = f(H) = f(hH) = hgK, asi gK = hgK, luego g~'hg € K, de aqui
g 'Hg C K.

Por otro lado, tomemos f~! y notamos que paracada k € K kg 'H =g 'H, asi gkg' € H
para todo k € K, luego gK¢g~! C H, en consecuencia K C g~ 'Hg, por tanto K = g~'Hg, por
lo tanto

[H] =¢ [K].
O
Teorema 1.1.2. Si X es un G-conjunto finito, entonces
X UG/HZ-
iel
donde H; < G subgrupo para cada i € I.
DEMOSTRACION. Sea X es un G-conjunto, sabemos que
X = JOo(x:)
il
y ademas
Oc(xs) =5 G/ stabg(x;).
Definimos f : U Oc(z;) — UG/stabg(mi) tal que
= i€l
Por tanto, f es un isomorfismo de G-conjuntos. g

Definicion 1.1.10. Sean H, K < G subgrupos. Si existe g € G tal que
gHg ' C K,

diremos que H es subconjugado de K.
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Teorema 1.1.3. Si H, K < G son subgrupos, entonces
Homg(G/H,G/K) # () siy solo si H es subconjugado de K.

DEMOSTRACION. (=) Sea f € Homg(G/H,G/K) tal que f(eH) = aK para cada h € H, luego
aK = f(hH) = hf(eH) = haK, entonces (a~!)ha € K con lo cual (¢ ')Ha C K.

(<) Sabemos que existe a € G tal que a~Ha < K subgrupo.

Asi, tomamos « : G/H — G/a~*Ha un isomorfismo de G-conjuntos y la proyeccion (Ejm.
12)11:G/a"'Ha — G/K.

En consecuencia
Moo € Homg(G/H,G/K).

O

Observacion 8. Si H es subconjugado de K, entonces todo subconjugado de H es subconjugado
de cualquier conjugado de K.

Observacion 9. En € (G) hay una relacion de orden parcial.
Dados [H], [K] € €(G), tenemos que

[H] < [K] siy s6lo si H es subconjugado de K.

1.2. Propiedades de la Marca

Definicion 1.2.1. Dado G un grupo, H < G subgrupo y X un G-conjunto finito. Definimos
X como el conjunto de todos los puntos de X que quedan fijos bajo la accién de H; es decir,

X% ={re X :hxx=uzxparatodo h € H}.
Definimos la Marca de H en X como el nimero de elementos de X! y la denotamos por
pr(X) =] X7 |.
Teorema 1.2.1. Si H, K < G son subgrupos y X, Y son G-conjuntos ajenos, entonces
i) ou(XUY) =pu(X) +ou(Y).
it) eu(X xY) =ou(X)eu(Y).
iit) Si [H] =¢ [K], entonces o = ¢k.
DEMOSTRACION. i) (X UY)? ={2€ XUY :h* 2=z paratodo h € H} =

{z:(z€ XVz€Y)ANh#*z=zparatodohe H} =

{z:(z€XANhxz=2)V(2€Y ANh*xz=7z) paratodo h€ H} =

11



{z€Xo02z€Y :hxz=zparatodohec H} = XH uXH,
Luego | (X UY)H |=| XHUYH |=| XH |+ |YH|.

i) (X x V) ={(z,y) € X xY : h*(z,y) = (z,y) para todo h € H} =
{(z,y) e X xY : (hxz,hxy) = (x,y) para todo h € H} =
{(z,y):x € X" yyecYH paratodoh€ H} =

XH xyH,

Luego | (X x V) |=| XH x Y |=| X || YH|.

iii) Sea X un G-conjunto y [H] =¢ [K], entonces

Jg € G tal que H=gKg ', luego

XH ={re X :h*xx=uxparatodoh e H} =

{r e X :gkg~'*x=uxparatodo k € K} =

{re X :k(g7t*x)=g 'z paratodo k € K} =
{reX:g7'sxx e XX paratodo k € K} =

{r € X :z€gX¥ paratodo k € K} = gX¥X.

Asi | XH |=| gXE |.

Luego, definase ¢ : X¥ — gX X tal que z — gx. Notemos que, ¢ es una biyeccion, con lo
cual | XX |=| gXE |.

En consecuencia, | X |=| XX |

Por tanto, para todo G-conjunto se tiene que g = Qi . (|

Lema 1.2.1. Sean H, K < G subgrupos, entonces existe una biyecciéon entre
(G/H) y Homa(G/K,G/H).

DEMOSTRACION. i) Supongamos que K no es subconjugado de H, entonces Homg(G/K,G/H) =

0.
Por otro lado (G/H)X = {gH € G/H : (kg)H = gH para todo k € K} =

{gH € G/H : g~'kgH = H para todo k € K} =

12



{gH € G/H : g"'Kg C H}=0.
i1) Supongamos que K es subconjugado de H. Definimos
v: (G/H)X — Homg(G/K,G/H)

tal que
aHv+—~,:G/K — G/H

donde
gK — gaH.

Veamos que 7, esta bien definida.

Sean g1 K = g2 K, asi g1 = gok para k € K. Luego, v,(1K) = g1aH

g2(k(aH)) = g2(aH) = va(g2 H).

Ahora veamos que 7, es un morfismo de G-conjuntos.

Sean f € Gy gK € G/K, entonces 7,(f(9K)) = 7. ((f9)K) = fgaH = fr.(9K).

Veamos que 7y esté bien definida.

Sean aH, bH € (G/H)¥ tales que aH = bH. Entonces b = ah para algin h € H.

Luego, v,(9K) = gbH = gahH = gaH = 7,(gK). Por tanto, para toda gK € G/K, se tiene
que

Ya = Vb-
Sea v : Homg(G/K,G/H) — (G/H)¥ tal que

a— a(K).
Veamos que 7' esta bien definida.
Sea k € K, tenemos que ka(K) = a(kK) = a(K).
Ahora, veamos que v o' = Idpome(G/K,G/H)-
7o (@) =7v(v(@)) = y(a(K)) = v(gH) = 7,
Por otro lado v o v/ ((a)(zK)) = v4(zK) = zgH = z(aK) = a(zK).
Asi, para todo zK € G/K, se tiene que 7o+ () = «, de aqui

Yo = Iduome(G/K,G/H)-

Ahora, sea aH € (G/H)X, v oy(aH) = (Va) = va(K) = aH.

13



Por tanto
v oy =IdG mx-
O

Corolario 1.2.1. Sean H, K < G subgrupos. Entonces ¢ (G/H) # 0 si y solo si K es subcon-
jugado de H.

Definicion 1.2.2. Dado G un grupo, H < G subgrupo. Definimos el normalizador de H en G
como:

Ng(H)={g€ G:gH = Hg}.
Observacion 10. Dado H < G, se cumplen las siguiente propiedades:
i) Ng(H) <G.
it) H < Ng(H) subgrupo normal.
i1) H QG siysolosi No(H) =G.
Teorema 1.2.2. ¢p(G/H) =|Ng(H)/H|

DEMOSTRACION. Sélo basta ver que (G/H)® es un Ng(H)-conjunto y
(G/H)" =Ny Ne(H)/H.

Sean aH € (G/H)Y Cc G/H y z € Ng(H) < G; como G actiia en G/H mediante
g(aH) = gaH, se tiene que x(aH) = xaH. Veamos que, raH € (G/H)H.

Sea h € H, debemos ver que h * xzaH = xzaH; es decir, a 'z~ 'hxa € H. Se cumple que,
a~tha € Hy z 'hx € H, asi (G/H)™ es un Ng(H)-conjunto.

Ahora, sea ¢ : (G/H)® — Ng(H)/H tal que
alH — aH.

Veamos que 9 esta bien definida; es decir, a € Ng(H) para a € G. Notemos que a~tha € H
para toda h € H. Luego, tomemos o, : H — H tal que
z— a ‘za

la cual es una biyeccion, asi a € Ng(H), con lo cual ¢ esta bien definida. Notar que v se
comporta como la identidad, en consecuencia

(G/H)" =n. ) Na(H)/H.
O

Teorema 1.2.3 (Cauchy-Frobenious-Burnside). Sean G un grupo finito y X un G-conjunto.
Definimos para cada g € G el conjunto X9 = {x € X : gr = x}. Si N denota el ntmero de

orbitas de X, entonces
1
N=— | X9]|.
P

geG
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DEMOSTRACION Sea 42% = {(g, ) € Gx X :gx=uxa}. Sifijamos g € G, tenemos que & =
geG
En consecuencia, |,52V| => H(g,x) :x e X9} = > |X9].
ge@ geq

Analogamente, si fijamos x € X, tenemos que |&/| = > [stabg(x)].

zeX
Recordemos que Oq(z;) Zg G/stabg(x;). Sea € O(x;), asi O(x) = O(z;), de aqui que
|0(z) |=| O(x;)| para toda x € O(z;). Se obtiene de esta forma:

S xe = Y stab(a)].

eG - N
g z€U,;—, 0(xs)

Como |O¢(z;)| = |G|/ |stabg(z;)], se tiene que

Yo lstabe(@) =" Y 1GI/10c()]

.LEU?;IO(J,@) i=1 \z€0(=;)

N
=163 Z 1/106()
i=1 \2c0(z

=2

N
=|G|Y 1=|G|N
=1

Para saber méas de las marcas, ver [4].

1.3. El anillo de Burnside

Observacion 11. Llamemos A a la familia de todos los G-conjuntos finitos. Dados X, Y € A,
tenemos la siguiente relacién de equivalencia

X ~Y siysolosi X 2¢ Y son isomorfos como G-conjuntos.

Definicién 1.3.1. Sea X € A. Llamaremos a [X]| = {Y € A : X = Y} laclase de G-isomorfismo
de X. Asi, definimos

BT(G) :={[X] : X es un G conjunto finito}.

Teorema 1.3.1. B*(G) es un semianillo conmutativo con unidad, con las operaciones binarias
de unién ajena y producto cartesiano, a las cuales las denotaremos por:

i) [X]+[Y] = [Xuy}

i) [X]- Y] = [X x Y]

15



DEMOSTRACION. Primero notemos que, dado ¢ € Gy z € X UY tenemos que

x 2z size X
gX

g*z=
x 2z sizeY
gY

Ademais g * (x,y) = (g XT,9% y). Ahora, veamos que la suma esta bien definida.
Sean [X],[X'],[Y]y [Y'] € B(G) tales que [X] = [X'] y [Y] = [V]; es decir, existen
c: X —=X'yp:Y —Y
isomorfismos de G-conjuntos.
Seay: XUY — X’ UY’ definida por
o(z) sizeX

z—
B(z) sizeY

Observemos que 7y es biyectiva, falta ver que es un morfismo de G-conjuntos, para ello

notemos que
o(gz) = go(z) sizeX
g*zr—
Blg2) =gB(z) sizeY
Por tanto, [X U Y} - [X’ 0 Y’} .
Para la conmutatividad de la suma, notemos que solo necesitamos usar el morfismo identidad.
Para la asociatividad de la suma, observemos que la unién ajena es asociativa.

El neutro de la suma es [ () |

Veamos que el producto estd bien definido. Sean [X],[X'],[Y] y [Y'] € BT (G) tales que
[X]=[Xly [Y] = [Y']; es decir, existen

c: X —-X'ypB:Y —Y
isomorfismos de G-conjuntos.

Seav: X xY — X' x Y’ tal que
(z,y) — (o(2), B(y))-

Es facil ver que « es un isomorfismo de G-conjuntos. Por tanto, [X x Y] = [X' x Y’].

16



Sea p: X xY — Y x X tal que

(z,y) — (y, 7).

Claramente ¢ es biyectiva, con lo cual el producto es conmutativo. Ahora, veamos que ¢ es un
morfismo de G-conjuntos.

o(g(z,y) = plg*x,9*y) = (g*y,9* x) = g(y, ) = gp(x,y).

Para la asociatividad del producto, notar que el producto cartesiano es asociativo.

Veamos la ley distributiva. Sea 6 : X x (Y U Z) — (X xY)U (X x Z) tal que

(z,w) e X XY siweY
(z,w) —
(r,w)e X x Z siw € Z.

Notemos que ¢ es la identidad, con lo cual esta bien definida, es biyectiva y es un morfismo
de G-conjuntos.

Por tanto, [X]([Y]+ [Z]) = [X][Y] + [X][Z].
Veamos que B1(G) tiene unidad. Sea n: X x G/G — X tal que
(z,eG) —> x.
Claramente § esté bien definida, es biyectiva y es un morfismo de G-conjuntos.

Asi, [X][G/G] = [X], es decir [G/G] es la unidad. O

Ejemplo 16. Tomemos G = {e} y X un conjunto. Note que X es un G-conjunto con accion
trivial (Ejemplo 1), observese que dos G-conjuntos con la accion trivial son isomorfos si existe
una biyeccion entre ellos. Es facil ver que, ¢ : BY({e}) — N tal que [X] > |X| es un
isomorfismo de semianillos, con lo cual N = B*({e}).

Teorema 1.3.2. Hay cancelaciéon en BT(G) con la suma.

DEMOSTRACION. Sean [X],[Y] y [Z] € BT (G) tales que [X] + [Z] = [Y] + [Z], asi existe
v: XUZ — Y UZ isomorfismo de G-conjuntos. Ahora, a XU Z y a' Y UZ los descomponemos
en unién ajena de orbitas, como v manda Orbitas en orbitas, y las 6rbitas de Z se corresponden
con las oérbitas de Z por consecuencia, las 6rbitas de X se corresponden con las orbitas de Y,
asi

Yy : X —Y

es isomorfismo de G-conjuntos, por lo tanto [X] = [Y]. O

Observacion 12. El teorema anterior nos permite definir una relaciéon de equivalencia en
BT(G) x BY(G).

([X1], Y1]) ~ ([X2], [Ya])
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si y s6lo si
[Xa] + [Y2] = [Xa] + [V1].

Para mayor comodidad, denotaremos a la clase de equivalencia de ([X],[Y]) € BT(G) x
B*(G) por
[X]=[¥].

Definicion 1.3.2. Definimos el Anillo de Burnside (B(G)) de un grupo G como:
B(G)=[(BT(G) x BY(G)) / ~] =
{(X] = [Y]: (X].[Y]) € BY(G) x BY(G)}.
El cual recibe el nombre de Anillo de Grothendieck de B+(G).
Observacion 13. B(G) es un anillo conmutativo con unidad, 1 # 0 con las operaciones:
[Xa1] = 1] + [Xo] = [Yo] = ([Xu] + [Xo]) — (V2] + [Y2])
((X1] = M) ([X2] = [¥2]) = ([Xa][Xo] 4+ [V][Ya]) — ([Xa][Y2] + [Xo][YA])
Ademas,
i) El neutro de la suma es 0 = [] — [0] = [X] — [X] con [X] € B*(G).
i) Dado [X] — [Y] € B(G) su inverso aditivo es [Y] — [X].
iii) En el producto la unidad es 1 = [G/G] — [0)].

Teorema 1.3.3. Dado G un grupo, como grupo abeliano B(G) es libre como Z-mdédulo generado
por los elementos de la forma [G/H;], donde [H;] corre sobre un conjunto de representantes de

% (Q).
DEMOSTRACION. Sea GG un grupo finito y X un G-conjunto. Por Teorema 1.1.2,
X =g | JG/H;
iel

donde H; < G es subgrupo para cada ¢ € I. Con lo cual,

UG/Hi € BT(@).

icl

X] =

Recordemos que G/H; =g G/H; siy solo si [H;] =¢ [H;] (ver lema 1.1.1). Con lo cual,
podemos tener repeticiones de algunos G/ H;. Asi, llamemos ay, € N al namero de veces que se
repite el elemento G/H;. De aqui que,

= Z ap,|G/H;] donde ap, € N.
[H;]€€(G)

e

icl
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En consecuencia,

BT (G) = @ N[G/H| como semigrupo abeliano.
[H]e€(G)

Luego, como el Anillo de Grothendrieck de los N son los Z, se tiene que

B(G) = @ Z|G/H] como grupo abeliano.
He?(G)

O

Teorema 1.3.4. Sean G un grupo y H, K < G subgrupos. Entonces hay biyecciones entre cada
par de conjuntos siguientes:

i) El conjunto de las G-orbitas de (G/H) x (G/K).
ii) El conjunto de las H-orbitas de (G/K).
iit) El conjunto de las clases laterales dobles de H \ G/K de la forma HgK para algin g € G.

DEMOSTRACION. [i) y #i4)] Sea gK € G/K. Notemos que Oy(gK) = {hgK :h€ H} = HgK,
claramente se puede ver que podemos definir una biyeccion.

[i) y )] Sea (aH,bK) € (G/H) x (G/K). Notemos que O¢(aH,bK) = Oc(aeH,aa"1bK) =
Ocg(a(eH,a 1bK)) = O¢(eH,a 1bK).

Asi, tenemos una funcion tal que Og(aH,bK) — Oy(a 1 bK).

Veamos que esta bien definida, sean Og(aH,bK) = Oq(a’H, V' K), entonces existe g € G tal
que (a/H,b'K) = (gaH,gbK), de aqui «’'H = gaH y V'K = gbK, con lo cual (a’)"'ga € H y
(b')"1gb e K.

Llamemos h = (a’) tgay k = (b')~1gb, por tanto (a') "W K = ha tg W' K = ha 19 1gbK =
ha='bK. Por lo tanto Oy((a/)"10K) = Oy(a™1bK).

Notemos que O¢(eH, gK) — Oy4(gK) es inyectiva y sobreyectiva. O

Teorema 1.3.5. Sean (aH,bK) € (G/H) x (G/K), entonces stabg(aH,bK) = aHa 'NbKb~1.:
DEMOSTRACION. stabg(aH,bK) = {g € G : (gaH, gbK) = (aH,bK)}

={9g€G:gaH =aH y gbK = bK}
:{geG:a_lgaeHyb_lgbeK}
={9€G:g€ (aHa ' NbKD ")}

=aHa 'NbKb L.
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Corolario 1.3.1. (G/H) x (G/K) = U G/(HNgKg™!) con g € R, donde R son los represen-
tantes de las clases laterales dobles de la forma HgK.

DEMOSTRACION. (G/H) x (G/K) = |J Oy(eH, gK)
geR

= U G/stabg(eH, gK)
geER

I

U G/(HNgKg™).
geR

Corolario 1.3.2. Sean [G/H],[G/K] € B(G). Entonces

[G/H][G/K] =) [G/(HNgKg)).

geER
Corolario 1.3.3. Si K <G es un subgrupo normal, entonces
(G/H][G/K] = |R||G/(HNK)].

Observaciéon 14. En el caso de que K es normal, se tiene que H \ G/K = {HgK : g € G} =
{HKg:g9€ G}.Conlo cual, H\ G/K coincide con el conjunto de las clases laterales derechas
de HK en G, asi |R| =[G : HK] y |[HK|= (|H||K|)/|H N K|, por lo tanto

G/ H)[G/K] = 'H|2|K['(|G' (G/(H N K)).

Observacion 15. Hay una inclusion i : BT (G) — B(G) tal que
Observacion 16. Sean G un grupo finito, R un anillo conmutativo y
f:BY(G)—R

un morfismo de semianillos. Entonces f se extiende de manera tnica a B(G); es decir, existe
F : B(G) — R un morfismo de anillos tal que

F|B+(G) :f-

La forma de extender a f : BT(G) — R un morfismo de semianillos, es de la siguiente
manera:

F(X]=Y]) = f (X)) = £ (IY]).-

Lema 1.3.1. ¢: Bt (G) — [] Z dada por
[(H]e?(G)

[X] — o([X]) = (eu(X))[H1ew(q) (ver la definicion 1.2.1).
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es un morfismo inyectivo de semianillos. De aqui que, ¢ se extiende de manera tnica a un
morfismo inyectivo de anillos; el cual, abusando de la notacién, denotaremos también por .

¢:B(G) — H Z
[H]e€(G)

DEMOSTRACION. Note que  [| Z=7Z!%l conlocual [] Z es un anillo conmutativo

[H]e€(G) [H]e€(G)
con suma y producto definimos de manera usual (entrada a entrada). Ademas, 1pq) = [G/G]
y1lgz= (1,..,1) . Por tanto,
——

|6 (G)|—veces

e([G/G]) = (eu(G/G))imew ()
Ahora, para cada H < G subgrupo, tenemos que [H] < [G], asi p([G/G]) # 0, de modo que
v (G/G) = 1. Por tanto, ¢ manda al uno en el uno para cada [H]| € €(G).

De las propiedades de marca, es facil ver que abre la suma y el producto. Sélo falta ver que
p extendida es inyectiva.

Recordemos que ¢ es inyectiva si y solo si para cada a # 0 € B(G), se tiene que (a) # 0.

Sea a € B(G) tal que a #£0,asia= Y, ay|G/H| con ag € Z, donde no todos los ay
[H]e€(G)
son cero. Se puede ver que la relacion [H] < [K] si y solo si H es subconjugado de K, es un
orden parcial en € (G). Ademas, puesto que G es finito, toda cadena creciente [Hy] < [Hz] <
se estaciona. Elegimos [K] maximal con respecto a este orden tal que ax # 0, de aqui

px(a) = Z ager([G/H]) = aker(G/K) # 0.
[H]e€(G)

O

Corolario 1.3.4. Sean X,Y dos G-conjuntos, entonces X =g Y siy solo si pp(X) = ou(Y)
para todo [H] € €(G).

DEMOSTRACION. (<) Supongamos que ¢y (X) = ¢p(Y) para toda [H] € %(G). Entonces
»([X]) = ¢([Y]), como ¢ es inyectiva, se sigue que [X ] = [Y] en B(G). Por tanto X ¢ Y.

(=) Sea f: X — Y isomorfismo de G-conjuntos. Recordemos que,

H —{yecY :hy=yparatodahe H}
={f(z) €Y : hf(x) = f(x) para toda h € H}

={f(z) €Y : f(hx) = f(x) para toda h € H} .

De aqui que ha = x para toda h € H si y solo si z € X, g
Para saber mas sobre el anillo de Burnside, ver [2].
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1.4. B como funtor contravariante

Sean ¢ la categoria de grupos y Z a la categoria de anillos. Definimos un funtor
B:9 — % como:

G ~~> B(G)
fl TB(f)
H ~~> B(H)

En el diagrama anterior f : G — H es un homomorfismo de grupos. Ahora, si X es un
H-conjunto, entonces para cada h € H y x € X podemos tomar la accion h ;(I x. Asi, podemos

hacer a X un G-conjunto mediante la siguiente accién accion:

géx:f(g)zxparacadagenyeX.

Denotemos por B(X) a este G-conjunto, el cual como conjunto es simplemente X. De esta
forma, es posible definir B(f) : BT (H) — B(G) tal que

X — B(X).

No es dificil ver que B(f) es un morfismo de semianillos; de aqui que, existe F' : B(H) — B(G)
un morfismo de anillos tal que

F|B+(H) = B(f)

Abusando de la notacion F' = B(f).
Lema 1.4.1. B es un funtor contravariante.
DEMOSTRACION. Veamos que:

i) B(lg) = 1p(@) para cada morfismo identidad 1¢ de ¢.

it) B(go f) = B(f) o B(g) para cada dos morfismos f,g € ¢ cuya composicion g o f esta
definida.

i) Sea G € ¢, como ¥ es un categoria, existe 1g : G — G tal que para cada f: A — Gy
g: G — D se tiene que

lgof=fygolg=y.
Asi, B(1g) : B(G) — B(G).

Luego, dado X un G-conjunto, se tiene que

agx:lg(a)gwparacadaaEnyGX.

Por tanto, B(1g) se comporta como la identidad de B(G) € Z. Por lo tanto B(lg) = 1p(q)-
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it) Sean fy g € Hom(¥) tales que g o f esta definida.

G ~—= B(G)

f B(f)

g9

F

Por otro lado, dado X un K-conjunto, se tiene que X es un H-conjunto mediante la accién
siguiente:

a?}w:g(a);xparacadaaenyeX.

Analogamente, dado X un H-conjunto, se sigue que X es un G-conjunto.

De la misma manera, dado X un K-conjunto, se tiene que X es un G-conjunto mediante la
siguiente accion:

azk;m:g(f(a))[*(x:(QOf)(a)I*(xparacadaaGnyeX.

Por tanto B(go f) = B(f) o B(g)- O

1.5. El espectro primo de Bp(G).
Definicion 1.5.1. Llamemos IT a un conjunto de niimeros primos cualesquiera. Definimos

Zn = {% € Q: ptb para todo p € I1}.

Observacién 17. i) Dados ¢, 5 € Zq, se tiene que
a ¢ ad+bc a ¢ ac
-4+ == €z - —=—€Zp.
b TdT e MM Y paT e

11) Se cumple que Zpy es un anillo conmutativo con unidad.

)

ZZZ) Z{p} = {% c Q prb}.
)
)

w) SiII es el conjunto de todos los nimero primos, entonces Z = Z

v) Si Il = (), entonces Zy = Q.

Teorema 1.5.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad tal que Z C A C Q. Entonces existe
IT tal que A = Zy.
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DEMOSTRACION. Sea § € Q tal que § ¢ A con b € Z — {0}. Por el teorema fundamental de la
Aritmética, existen r € N, p1, ..., p, nameros primos distintos y eq, ..., e, € N tales que

b:pil ...pi".

Supongamos que 1% € A paratodai =1,...,7. En consecuencia p% € Aparatodai=1,...,7.
Con lo cual % € A, asi § € Alo cual no es posible. Por tanto, si § € Q — A, entonces existe p
primo tal que p | by % ¢ A.

Tomamos II = {p € Z primo : % ¢ A} . Veamos que A = Z,.

(2) Sea § € Zn y a/b ¢ A, entonces existe p primo tal que p [ by % ¢ A, deaquipeIly
p | b, con lo cual 3 ¢ Z, lo cual es una contradiccion, por tanto Zy C A.

(€) Supongamos que existe § € A—Zn y (a,b) =1, como ¢ ¢ Zy existe p € II tal que p | b,
con lo cual (p,a) = 1, entonces existen r, s € Z tales que rp + sa = 1, notemos que % € A, con
_ab .
lo cual % = %5 € A, asi
1 rp  sa

f:——l——:r—&—s(g)eA
p p p p
1

lo cual no es posible, ya que p € II, en consecuencia 5 1o estd en A Asi
AC 7.
d

Definicion 1.5.2. Sea A a un anillo conmutativo con unidad, definimos el espectro primo de A
como
Spec(A) :={P C A: P es un ideal primo.}

Teorema 1.5.2. Sean A un anillo conmutativo con unidad, entonces Spec(A) tiene estructura
de espacio topologico donde los cerrados son

V(I)={P € Spec(A) : I C P} donde I < A es cualquier ideal.
DEMOSTRACION.
i) Notemos que V(A) =0y Spec(A) = V({0}).

ii) Sean {I;},.; una familia de ideales de A, entonces

Z[l = {Zal ca; € I} y a; = 0 para casi toda [ € L}.

leL leL
Ahora, veamos que (\V(I;) =V(>_1)).
leL leL
(C) Notemos que I; C Y I; para toda | € L, de aqui que V(> 1I;) C V(I;) para toda
leL leL

le L asi V(S2I) C N V().
leL leL
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(D) Sea P € NV(I;) y P < A ideal primo. Sabemos que [; C P para toda [ € L, sea

leL
a€ > Ij,conloquea=ay +---+a, cona, €I, € P,deaquiac P, luego > .I; C P,
leL lelL
por tanto P € V(> I}).
leL

iit) Veamos que V(YU V(J)=V(IJ)=V({INJ).

Sean I, J < A ideales, entonces IJ =< > a;b; :a; € [y b, € J p < A es ideal.
—~

finitos
Como IJ CINJCI,J,setiene que V(J)UV(I) CV(INJ)CV(IJ).
Luego, sea P € V(1J), asi IJ C P < A ideal primo, entonces I C P o J C P, con lo cual
PeV(I)o PeV(J),por tanto P € V(I) UV (J). O
Lema 1.5.1. Sea II a un conjunto arbitrario de nimeros primos. Entonces
i) Spec(Zn) = {pZn : p € 11} U {0}.
i) Zn/pln = Z/pZ =7, con p € I1.

DEMOSTRACION. 1) (D) Sea p € II, notemos que
pZn ={a/beQ:qtbparatodagellyp|a}t={a/b€Zn:p|a}

es un ideal propio (principal) de Z, ya que el uno no pertenece a Zy. Veamos que pZr es
también un ideal primo.

Sean ¢, 9 € Zy tal que ¢ € pZy. Se cumple que p | ac, asi p | a o p | ¢, en consecuencia

¢ € pZn o § € pZn. Por tanto pZn C Spec(Zn).

(C) Sea I C Zy ideal primo, tomemos I NZ, como I es ideal primo, entonces I NZ es ideal
primo, de aqui existe ¢ € Z primo tal que I NZ = ¢Z.

Veamos que I = ¢Zy. Supongamos que ¢ ¢ II, entonces % €ZnyqZ C1Icongqel, asi
%q € I, lo cual no es posible. Por tanto, ¢ € Il y qZp C I.

Ahora, supongamos que existe § € I tal que § ¢ ¢Zm, de aqui que g { a, por otra parte

b€ Z C Zn, con lo cual b($) =a € INZ = qZ, de aqui q | a, lo cual no es posible. Por lo tanto
I CqZ.

i1) Solo basta ver que
0 — pZ — 7 - Zyy /pZyg — 0

es una sucesion exacta, donde ¢ es la inclusion y v : Z C Zy — Zn/pZn tal que

a a
—— — +pZp.
1 1+PH
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Veamos que vy es sobreyectiva. Sea ¢ + pZy € Zy/pZy, como § € Zy se tiene que p { b, asi

(b,p) = 1; en consecuencia, existen r, s € Z tal que sp 4+ rb =1, con lo cual

a

a
— —Ta+sp(b).

b
Por tanto y(ra) = § + pZn. Solo falta ver que I'mag(i) = Ker(y).

(C) Notemos que Imag(i) = pZ, con lo cual I'mag(i) C Ker(y).
(2) Sea a € Ker(y), entonces § € pZ, asi p | a, de aqui que a € pZ.

Por tanto, la sucesién es exacta. O

Definicién 1.5.3. Sean R un anillo, Az un R—moédulo derecho, g B un R—mddulo izquierdo y
G un grupo abeliano (aditivo). Diremos que una funciéon

f: Ar xgp B — G es biaditiva si para todo a1,a2 € AR, b1,bo €g By r € R se cumplen
las siguientes condiciones:

i) f(ay + ag2,b) = f(a1,b) + f(az,b).
it) f(a,by +b2) = f(a,b1) + f(a,bs).
i) f(ar,b) = f(a,rb).

En particular, si R es conmutativoy A, B'y M son R—mddulos, entonces una funcion biaditiva
f:Ax B — M es llamada bilineal si ademéas cumple que:

f(ar,b) = f(a,rb) = rf(a,b).

Definicién 1.5.4. Sean R un anillo, Az un R—modulo derecho y gB un R—mobdulo izquierdo.
Definimos el producto tensorial de Ag 'y g B como el grupo abeliano A® B junto con una funcion
biaditiva
h:AxB— A® B.
tal que para cada grupo abeliano G y cada funcién biaditiva f : A x B — G, existe un
dnico f : A® B — G morfismo de Z-mddulos tal que hace que el siguiente diagrama conmute.

Ax B

Teorema 1.5.3. Si R un anillo, Agp un R—mobdulo derecho y gB un R—moddulo izquierdo,
entonces su producto tensorial existe.
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DEMOSTRACION. Sea F' el grupo abeliano libre generado por los elementos (a,b) € A x B, es

decir
F = @ {(a,b)) donde {(a,b)) ={n(a,b) :ne€Z}.
(a,b)eAxB
Sea S el subgrupo de F' generado por los elementos de la siguiente forma:
) ((11—|—CL2, ) (al,b)—(ag,b).
(a b1 + b2) (a,bl) — (a,bg).

)
i1)
) (ar, b) - (aa T’b)

1%

Ahora definimos A ® B = F/S y denotamos a la clase (a,b) + S como a ® b, donde
(a®b)+ (c®d)=(a+c)® (b+d).

Sea h: Ax B— A® B dada por
(a,b) — a®0D.

Notemos que basta aplicar h a i), ii) y #4) para que h sea biaditiva.

Asi, tenemos las siguientes identidades:
i) (a1 +a2)®b=a1 @b+ az ®Db.
i) a® (b1 +bs) =a®by +a® by.
iit’) ar @b =a®rbd.

Sean G un grupo abeliano y f : A x B — G biaditiva. Luego, consideremos el siguiente
diagrama:

donde i : A x B — F' es la inclusion. Como F' es un grupo abeliano libre, existe un
homomorfismo de grupos ¢ : ' — G con ¥((a,b)) = f((a,b)). Por otro lado, como f es
biaditiva, tenemos que S C Ker(v). Posteriormente, ¢ induce una funcion f : A® B — G tal
que

fla®)) = f((a,b) + 8) = ¥((a, b)) = f((a,)).

Por tanto, fh = f; es deci, el diagrama conmuta.

Finalmente f es Unica porque A ® B esta generado por los elemntos de la forma a ® b. [
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Observaciéon 18. A ® B esta generado por los elementos de la forma a ® b con (a,b) € A x B,
con lo cual para cada u € A ® B, se tiene que

u = Z(ai ®b;).
iel

Asi, en general la expresion para u no es unica. Por ejemplo, hay expresiones de la siguiente
manera;

O:(a1—|—a2)®b—a1®b—a2®b
:a®(b1+b2)—a®b1—a®b2

=ar®b—a®rb.

Por lo que, a la hora de dar un morfismo g : A ® B — G con G un grupo abeliano, este
estara bien definido solamente en F' y ademéas debemos probar que S C Ker(g). Ahora, la
manera méas segura de proceder, es definir una funcién biatitiva en A X B y esto nos dara un
homomorfismo bien definido. Para ver el procedimiento de como hacer dicha funcién biaditiva
en A x B ver [7, Proposicion 8.75].

Definiciéon 1.5.5. Sean R, S anillos y M un grupo abeliano. Diremos que M es un (R, S)—bimddulo,
denotado por Mg, si M es un R—moddulo izquierdo, un S—modulo derecho y las dos multipli-
caciones escalares estan relacionadas por una ley asociativa:

r(ms) = (rm)s paracadar € R, me My s € S.

Si M es un (R, S)—bimo6dulo, es permisible escribir rms sin paréntesis, porque la definicion
dice que las dos asociaciones coinciden.

Ejemplo 17. Si R es un anillo conmutativo con unidad, entonces cada R—moédulo izquierdo
(R—modulo derecho) es un (R, R)—bimodulo. De forma mas precisa, si M es un R—modulo iz-
quierdo, mediante M x R — M tal que (m,r) — rm, se ve que M es un R—modulo derecho.
Finalmente M es un (R, R)—bimoédulo.

Ademas, si M es un R—moddulo, entonces M ® R = M. Se puede ver que m ® r — rm es
bilineal con inverso m — m ® 1. Mas atn, se puede ver que [ M @ N|® P =2 [M ® P|® [N & P],
ya que (m,n) ® p— (m ® p,n ® p) es bilineal con inverso (m ® p1,n ® pa) — [(Mm,0) ® p1] +
[(07 n) by P2]-

Lema 1.5.2. Sean gAg un bimédulo y g B un R—mddulo izquierdo, entonces el producto ten-
sorial A ® B es un S—modulo izquierdo, donde

s(a®b) = (sa) ®b.
Similarmente, dado Ag v rBg, el producto tensorial A® B es un S—modulo derecho, donde
(a®b)s =a® (sb).

La demostracion de este lema puede consultarse en |7, Lema. 8.80].
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Corolario 1.5.1. Si R es un anillo conmutativo, entonces A ® B es un R—modulo.
DEMOSTRACION. Por definicién ar = ra, luego por el lema anterior
rla®b)=ra®@b=ar®b=a®rb= (a®b)r.
O

Observacién 19. El siguiente anillo es una generalizacion de B(G); en el cual, éste se ve como
Z—modulo.

Sea II un conjunto de ntimeros primos cualesquiera. Definimos

i) Bu(G) = (Zn® B(G)) = @ Zn[G/H].
He€(G)

He€(G) He%(G)

Notemos que, es posible definir un morfismo inyectivo de anillos
¢ : Bu(G) — Bu(G).

Ademas,

HZ C Bu(G)

HEE(G)

B(G) € Bu(G).

Definicion 1.5.6. Sean R un anillo conmutativo y M un R—modulo. Diremos que M es una
R—adlgebra si M es un anillo y

r(ab) = (ra)b = a(rd) para cadar € Ry a,b € M.

Definicién 1.5.7. Sean A una R—algebra con R un dominio de ideales principales (DIP). Dire-
mos que A es un orden sobre R si:

i) R A.
i1) Como R—modulo A es libre y finitamente generado.

Ejemplo 18. i) B(G) como Z—modulo es finitamente generado por [G/H] y [H] € €(G);
ademas B(G) es un anillo conmutativo con unidad, con lo cual Z — B(G). Por tanto,
B(G) es un orden sobre Z.

it) Br(G) es un Zy orden

i) BH(G) es un Zp orden maximal. Decimos que es un orden maximal en el sentido que,
dado A’ otro orden sobre Zy tal que Bri(G) C A’ C Ay, se tiene que Br(G) = A’, donde

AL =K® BH(G) vy K es el campo de cocientes de Zp;.
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Para saber méas sobre ordenes, ver [4], [5].

Recordemos que en € (G) tenemos una relacion de orden parcial (Ver Observacion ?7).

Teorema 1.5.4. Si f : Bn(G) — R es un morfismo de anillos, con R un dominio entero,
entonces

i) Existe un tnico [H] € €(G) mas pequeiio tal que f([G/H]) # 0.
it) Si [H] es como en i), entonces f([X]) = on([X]) - 1g.

DEMOSTRACION. ) Como f es un morfismo de anillos, tenemos que f([G/G]) = 1r # 0. Luego,
como G es finito, existe [H] € €(G) mas pequeno tal que f([G/H]) # 0.

Ahora, sea [K] € ¢(G) minimal tal que f([G/K]) # 0. Por otro lado, recordemos que R
consiste de los representantes de las clases laterales dobles H \ G/K. Asi,

[G/H x G/K] =) [G/(H NgKg™")]

= Z ay[G/U] para algtn ay apropiado.
UI<[H], [K]

De aqui que

flG/H X G/K) = Y auf((G/U]) #0,

WI<[H], [K]

asi existe [U] tal que ay f([G/U]) # 0. Obtenemos asi que f([G/U]) # 0, luego por la
minimalidad de [H]
por tanto [H| = [K].

it) Sea X un G-conjunto, sabemos que

[X]= > bkl[G/K]conbg €N
[K]e€(G)
Luego, [(G/H)x X]= . bk[(G/H)x (G/K)]= . ax|G/U] con ax € N apropia-

[K]e€(G) [UI<[H]
dos.

Si aplicamos ¢ a [(G/H) x X], obtenemos que

en([((G/H) x X]) = ou(|G/H])pu([X])-

Por las propiedades de la marca tenemos que ¢y ([G/U]) = 0 para [U] < [H], de aqui que
eu([G/H)pu([X]) = am ¢u([G/H]), ast

ou([X]) = an.
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Por otro lado, f([(G/H) x X]) = f([G/H)) f([X]) = [U];[H]aKf([G/U]). Por la minimalidad
de [H] tenemos que -

Y axf(G/V]) = an f([G/H]) = or([X]) f(G/H]).

UI<[H]

De esta forma, f([G/H))f([X]) = ¢ou([X])f([G/H]). Luego, como R es dominio entero y
f([G/H]) # 0, tenemos que
F(X]) = en([X]) - 1R

O

Corolario 1.5.2. Si f, f': Bn(G) — R con R un dominio entero, entonces f = f’ siempre
que Ker(f) = ker(f').

DEMOSTRACION. Sabemos que existen [H]|, [H'] € €(G) tales que f([G/H]) # 0y f'([G/H']) #
0. Supongamos que [H] < [H'], entonces f'([G/H]) = 0 y como Ker(f) = Ker(f') entonces
f([G/H]) =0, lo cual es una contradiccion. Similarmente, si [H'] < [H] obtenemos una contra-
diccién, con lo cual

[H] = [H].
Luego, como f([X]) = ou([X]) - 1r = ¢u ([X]) - 1r = f([X]), por tanto f = f. O
Definicion 1.5.8. Para cada H < G subgrupo y cada ideal primo P = pZy con p € I, definimos
ﬂH(H,P) = {X € BH(G) : (pH(X) S P}

Observacién 20. Notemos que ¢y : Brn(G) — Zp es un morfismo sobreyectivo de anillos,
con lo cual

Bn(H,P) = ¢y (P)
es un ideal primo de B (G).

Definicion 1.5.9. Sea R un dominio entero. Si existe n € Z minimal, tal que na = 0 para todo
a € R, diremos que n es la caracteristica de R. Si no existe dicho entero, entonces se dice que R
es de caracteristica 0.

Teorema 1.5.5. Todo ideal primo de Br(G) es de la forma Sy (H, P) para H < G subgrupo y
P = pZn < Zy ideal primo.

DEMOSTRACION. Sea P* < B;(G) ideal primo, entonces R = B,(G)/P* es un dominio entero.
Luego, la proyecciéon canénica

p: Bz (G) — R es de anillos,
asi, existe H € €(G) tal que u(X) = pg(X) - 1g para todo X € B, (G).
Sea p la caracteristica de R, entonces dado X un G-conjunto, se tiene que X € P* siy solo

si w(X) =0gsiysolosip|on(X)siysolosipr(X) € Psiysolosi X € o' (P)=pn(H,P).
0
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Observaciéon 21. Recordemos que (Zn/pZn) = Z, es de caracteristica p. Luego, si tomamos
¢y Bn(G) — 7Z, tal que
X — [en (X)),

tenemos que Ker(¢y) = fu(H, P),con lo cual
Imag(py) = Br(G)/Bu(H, P) es de caracteristica p.
Lema 1.5.3. Sean U,V < G subgrupos y P = pZy, @ = qZy ideales primos.

i) Bu(V.Q) C Bu(U, P), implica P = Q.

it) Si P* < B(G) ideal primo y Sr(U,0) C P*, entonces existe p; € II tal que P* =
Bu(U, Py).

iii) Bu(U, P) es maximal en Spec(fr(G)) siy solo si P # 0 con II # 0.
w) Bn(U,0) < Spec(Bn(G)) es minimal.
DEMOSTRACION. ) Llamemos A = g (V,Q) y B = (U, P). Como A C B entonces
v: (B (G)/A) — (Br(G)/B) tal que X + A— X + B

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos. Luego, la caracteristica de B, (G)/A es ¢, entonces
la imagen de la clase de ¢ mediante v es la clase del cero en B, (G)/B, con lo cual p | ¢. Como
P, q son primos, se tiene que p = q.

it) Sean U < G un subgrupo y P* < Bp(G) ideal primo. Sabemos que ¢y : Bn(G) — Zx
es un morfismo sobreyectivo de anillos. Es sencillo ver que ¢y (P*) es un ideal primo de Zi, con
lo cual ¢y (P*) = p1Zn. Por tanto, P* = (U, Pp).
iii) Sea II # () y P # 0 ideal primo. Por el Lema 1.5.1 (Zr/P) = Z,, y Z,, es campo, entonces
P es maximal en Spec(Z.)
Por tanto, B (U, P) = ¢! (P) es maximal en Spec(Brn(G)).
iv) Supongamos que Sr(V,Q) C Bn(U,0). La propiedad i) garantiza que @ = 0, asi

Bn(V,0) C Bu(U,0). A partir de i) podemos asegurar que existe k € II tal que B (U,0) =
Bn(V,K) con K = kZy. De aqui K = 0, por tanto 8 (U, 0) C S (V,0). O

Lema 1.5.4. Las siguientes propiedades son equivalentes:
Z) 6H(Uv O) = 5H(Va 0)
it) U~V en Bn(G).

iii) pu = pv.
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DEMOSTRACION. Supongamos que U ~ V| entonces oy = ¢y, de aqui que A (U, 0) = Ker(py) =
Ker(py) = Bu(V,0).

Ahora, supongamos que 1 (U, 0) = S (V,0), en consecuencia Ker(¢y) = o' (0) = ¢, (0) =
Ker(py), por el corolario 1.5.2, tenemos que ¢y = ¢y, de aqui que ¢y (G/U) = ov(G/U) # 0,
con lo cual [V] < [U], analogamente ¢y (G/V) = oy (G/V) # 0y asi [U] < [V]. O

Definicién 1.5.10. Sea P un nitimero primo. Diremos que un grupo finito G es un p-grupo si
|G| = p™ para algin n > 0.

Definicién 1.5.11. Sea G un grupo. Definimos como OP(G) al minimo subgrupo normal de G
tal que G/OP(G) es un p-grupo, con p primo.

Teorema 1.5.6. OP(G) es tnico con la propiedad de la definicion anterior.

DEMOSTRACION. Sean Ny, Ny <G subgrupos normales, tales que G/N; y G/Ny son p-grupos.
Luego, tomemos _
0— N1 NNa — G = (G/N1) x (G/Na),

donde v es tal que g — (gN1,gN2) y notar que (G/Np) x (G/N3) es un p-grupo, con lo
cual Img(vy) también es un p-grupo, ademas

Ker(y) = N1 N Na.

Asi,
G/(Ny 1 No) = Img(r).

Si N7 y Na son minimales con la propiedad de la definiciéon anterior, entonces
N1 = N1 NNy = Ny
O

Definicion 1.5.12. Sea H < G subgrupo. Diremos que H es caracteristico si para toda T :
G — G isomorfismo, se tiene que T'(H) < H es subgrupo.

Teorema 1.5.7. OP(G) es caracteristico.

DEMOSTRACION. Sea T : G — G un isomorfismo. Luego, tomemos
¢ -5 a5 6/rore)

tal que
ar— T(a) — T(a)T(OP(Q)).

Notamos que Ker(¢oT) = OP(G), con lo cual
G/(07(G)) = G/(T(0%(G)))-
Luego, G/T(OP(G)) es p-grupo, como en la demostracion del teorema 1.5.6 se tiene que

(OP(G)NT(OP(G))) = OP(@G), por lo que OP(G) < T(OP(@)).

Como T es biyeccion, tenemos que

Or(G) =T(07(G)).
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Observacion 22. [U] =¢ [V], implica que [OP(U)] =¢ [OP(V)].

Tenemos que existe g € G tal que V = gUg™ !, asi OP(U) < U, de aqui que
U/(0*(U)) = V/(T4(0P(U))),

donde Ty : G — @ es la conjugacion por g, con lo cual O (V') < T,(OP(U)). Luego, notemos
que Ty-1 = (T,)™ ", asi de manera similar OP(U) < Tj,-1(OP(V)) al aplicar T}, obtenemos que
OP(V) = T,(0P(U)) = gOP(U)g™*.

Lema 1.5.5. Dados U,V < G subgrupos tales que V QU y U/V p-grupo, entonces OF(U) =
OP(V). En particular, OP(OP(U)) = OP(U).

DEMOSTRACION. Notamos que OP(U) <V, asi OP(U) <V, con lo cual
V/(OP(U)) < U/(OP(U)) es p-grupo.

Se obtiene que OP(V') < OP(U). Por otro lado, OP(V) <V es caracteristico en V', de modo
que OP(V) Q U, por el tercer teorema de isomorfismos para grupos, tenemos que

u/or(v) o
viorw) =Y
ademas U/V es p-grupo, asi U/OP(V') es p-grupo, por tanto OP(U) < OP (V) O

Observaciéon 23. Sean U < G subgrupo y X un U-conjunto. Tomemos OP(U) < U y notemos
que los puntos fijos bajo la accién en U estan contenidos en los puntos fijos bajo la acciéon en
OP(U); es decir

XU C XOP(U).

Ademas, X9"U) es un (U/OP(U))-conjunto mediante la accion:
(aOP(U)) *x = axx para a € Uyaxze X0,

Veamos que estd bien definida, sea aOP(U) = bOP(U), con lo cual a='b € OP(U), asi

a 'b* x =z, por tanto b x x = a * .
U U U

Luego, llamemos A = X9"(U) y sea = € A tal que O4(z) = {x}; con lo cual, necesariamente
r € XY, entonces tomemos Y € (A — XY), el cual es un U/OP(U) conjunto con érbitas no
triviales, de aqui que
Ouyorw)(y) = (U/OP(U))/Staby jorw)(y)

Notemos que (U/OP(U))/Staby oy (y) es p-grupo, en consecuencia
P 1 [Ous00 ) ()] -
Por otro lado, X©"(V) = (XU)CUXU, asi
‘XOP(U)’ = |XU| mod p, entonces Yor)(X) = ¢y (X) mod p.

Por tanto, para todo Y un G-conjunto, se tiene que 9or ) (Y) = ¢y (Y) mod p.
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Concluimos que Y € B (U, P) siy solosi py(Y) € P =pZn siy solosip | puy(Y) siy sélo si
P | worw)(Y) siysolosipor)(Y) € PsiysolosiY € @5;(U)(P) siysolosiY € pn(OP(U), P)
si y s6lo si

pu(U, P) = pu(OP(U), P).
Lema 1.5.6. Sea P < Zy ideal primo, entonces
Bu(U, P) = pu(V, P) siy solo si [OF(U)] = [OP(V)].

DEMOSTRACION. (<=) Supongamos que [OP(U)] = [OP(V)], de aqui pory = wor(v),ast
QDE)},(U) = wai(v), con lo cual g (OP(U), P) = Bu(OP(V), P), por tanto O (U, P) = Bu(V, P).

(=) Supongamos que S (U, P) = pu(V, P). Ahora, tomemos
pp Ly — Zn/P la proyeccién canédnica,

ou : Bu(G) — Zn y
(V) vt BH(G) — ZH.
Notamos que Ker(pp o vy) = fn(U, P) = pu(V,P) = Ker(pp o ¢v), por el corolario 1.5.2,

tenemos que pp o py = pp ° Py.

Sea [H] € €(G) minimal tal que (pp o py)(G/H) # 0. Ahora, recordemos que en un grupo
finito G, si S es cualquier p-subgrupo de G, entonces existe un p-subgrupo de sylow P que
contiene a S. Ahora, sabemos que el grupo cociente Ng(OP(U))/OP(U) esta bien definido.

Luego, sea P un p-subgrupo de sylow en Ng(OP(U))/OP(U) tal que
(U/OP(U)) <7

y tomemos
I': Ng(OP(U)) — Ng(OP(U))/OP(U) proyecciéon candnica.

Luego, definimos O,(U) = I'~!(P), notemos que tenemos las siguientes correspondencias:

Or(U) - [0]

c c

U

u/orU)

N
N

N
N

Ng(0P(U)) — Na(0P(U))/OP(U)
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Notemos que OP(U) < 0,(U) y P = O,(U)/OP(U) es p-grupo, por el lema 1.5.5, tenemos
que

0P(0,(U)) = OP(0O"(U)) = O”(U).
De lo anterior y la observacion 23, se tiene que para todo Y un G-conjunto:
eu(Y) = SDOP(U)(Y) modp.

Asi, ppopy = ppowo, ), con lo cual ppopo, ) (G/H) # 0, de aqui que po, ) (G/H) # 0
si y solo si O,(U) es subconjugado de H en G.

Por otro lado, como P es un subgrupo de Sylow, se tiene que
p1[Ng(OP(U))/OP(U) = P] = [Na(O"(U))/O"(U) : Op(U)/O"(U)]
= [Ng(O"(U)) : Op(U)]
Observemos lo siguiente: sea a € Ng(0,(U)) = {g € G : g(0,(U))g~" = 0,(U)}, tomemos
Ta :0,(U) — O, (U) tal que T,(0,(U)) = a(O,(U))a*.

Notemos que T, es un isomorfismo y como OP(U) C O,(U) es caracteristico, entonces
To(0p(U)) = O,(U). Por tanto Ng(O,(U)) € N (OP(U)).
De aqui que,

p1[Na(OP(U)) : Na(Op(U)IN(Op(U)) : Op(U)],
p1[Na(Op(U)) = Op(U)]
Por el teorema 1.2.2, tenemos que

1o, w)(G/0pU)).

De aqui que,
pp © 0,1 (G/0p(U)) # 0.

Por la minimalidad de H, obtenemos que H es subconjugado de O,(U), entonces H =¢
0,(U) hasta conjugados. De manera analoga tenemos que H =g O,(V), en consecuencia
0,(V) =g 0,(U), entonces OP(0,(V)) =¢ OP(O,(U)) si y sblo si

OP(V) =¢ O"(U)
0

Teorema 1.5.8 (Drees). Todo ideal primo en Br(G) es de la forma grp(U,P) con U < G
subgrupo y P < Zyy ideal primo y satisfacen:

i) Si P # Q, entonces A (U, P) # Bu(V, Q).
ii) Br(U,0) es minimal y (U, 0) = Br(V,0) si y solo si U =¢ V.

iii) Si P # 0, entonces B (U, P) es maximal y S (U, P) = B (V, P) siy sélosi OP(U) = OP(V).
w) Pu(V,0) € fu(V, P).
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1.6. Idempotentes primitivos en Bp(G).

Definiciéon 1.6.1. Dado conjunto P # () junto con una relacion ”/ < ’, diremos que es un
conjunto parcialmente ordenado (COPO) si para cada a, b, ¢ € P, se cumple que:

i) a <a.
i) Sia<byb<c, entonces a < c.
iit) Sia <byb< a,entonces a =b.

Definicién 1.6.2. Sea P # () un COPO, diremos que P es localmente finito si paracadaa, b € P,
se tiene que
HzeP:a<zyz<b} <o

Observacion 24. Sea P # () un COPO, localmente finito, R un anillo conmutativo con unidad.
Definimos el siguiente conjunto:

Or(P)={n:PxP — P|n((z,y)) =0siz £y}.

Notemos que O (P) tiene estructura de anillo con unidad, donde la suma es la suma usual
de funciones y el producto esta definido de la siguiente manera:

Dados n, A € Or(P), tenemos que

- M, 9) = D 0z, 2)M(zy) = D _nl(z,2)M(z,9).

r<z<y zeP
La unidad en Or(P) es § : P x P — R tal que

lpsixz=y.

((x,y)) =
Op siz #y.

Sea n € Or(P), asi

(-8)((@.9) = D nl(z,2))8((z,9) = n((z,9)5((y.9)) = n((z,y))-

w<z<y

Por tanto, -6 = 7.
Por otro lado,

@ m((z,y) = D (@ 2)n((zy)) = 6((@,a)n((@,y)) = n((z.y)).

z<z<y

Por lo tanto, 0 - n = 1. En consecuencia, § es la unidad de Or(P).

En general r(P) no es conmutativo.
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Definicion 1.6.3. Un elemento u € R es llamado una unidad en un anillo R si existe v € R tal

que uv = 1 = vu. El elemento v es llamado el inverso de u y es denotado por v~ '.

Si R es un anillo, denotamos por U(R) al conjunto de todas las unidades en R.

Teorema 1.6.1. Sea P # () un COPO localmente finito y R un anillo conmutativo con unidad,
entonces n € U(Or(P)) siy solo si n((z,z)) € U(R) para toda z € P.

DEMOSTRACION. (=) Sea n € U(Or(P)), entonces existe A € Or(P) tal que
n-A=29.

Sia € P, tenemos que 1p = ((2,2)) = (0N (2,2) = ¥ n((e,2)A((z2)) = (e, 2)M((@,2)).

r<z<zx

A

Luego, como R es conmutativo, se tiene que n((z,x)) € U(R).
(<) Sea n € Or(P) tal que para toda x € P, se tiene que n((z,z)) € U(R).
Definimos A el inverso de 7 de la siguiente manera:

M(z,z)) = [n((z,2))] " para cada = € P.

AM(z,y)) =0gsiz £yconx,ye P

Sea x,y € P y supongamos que para toda z € P tal que x < z < y, tenemos que \((z, z))
esté definido. Notemos que

A (@)= D Ma)n(zy) = Y M, 2))n((z9) +A(z,9)0((y, ).

r<z<y r<z<y

De tal suerte, podemos definir A\((x,y)) = —[n((y,v))]™t > A((z,2))n((z,y)), con lo cual
r<z<y

(A-n)((z,y)) = 6((z,y)) para todo (z,y) € P x P.
Analogamente, podemos construir el inverso derecho de 7, por lo tanto n € U(COgr(P)). O
Observacion 25. Si consideramos la siguiente funciéon

lpsix <uy.
C((z,y)) =
Orsiz £y.

Observamos que para todo x € P, tenemos que (((z,z)) = 1g € U(R), con lo cual ¢ €
U(Op(R)). Asi, la funcion ¢ tiene inverso, a dicha funcion la llamaremos la funcion de Mébius
y la denotaremos por

p=¢ .
Teorema 1.6.2. Sea P # () un COPO localmente finito, la funcion de Mobius 4 de P cumple:

i) p((x,x)) =1 para todo x € P.
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it) Y. p((z,y)) =0 para todo z,y € P con = # y.
2<z<y

DEMOSTRACION. i) Sea x € P, sabemos que (1 - ¢)((z,x)) = pu((z,x)){((x,)). Luego, por la
observacion 25, tenemos que pu((x, x))¢((z,z)) = é((z,x)) = 1, ademas (((z,x)) = 1, con lo cual
pu((z,z)) =1 para todo = € P.

it) Sean x,y € P tal que x # y. Por la observacion 24, tenemos que 6((z,y)) = 0, luego por
la observacién 25, se tiene que

Por tanto, > u((z,y)) =0. O

z<z<y
Observacion 26. Si llamamos x a la diferencia de ¢ con §, tenemos que
1p siz<y.

X((z,y) =
0rp sixzLuy.

Definicion 1.6.4. Dado P un COPO localmente finito, sea x = zg < 71 < -+ < T, = ¥
con xg,...,T, € P una cadena de tamano n + 1. Una cadena de tamano n + 1, la llamaremos
(n+ 1) — simplejo.

Teorema 1.6.3. X" ((x,y)) = {xr =29 < z1 < --- < 2, = y}| es el namero de (n+1)—simplejos
entre x y y.

DEMOSTRACION. Procederemos por induccién sobre n. Sin pérdida de generalidad asumiremos
que r < Y.

Sin =1, entonces x < y es el inico 2—simplejo entre = y y.

Supongamos que la conclusién es valida para x" !((z,y)). Veamos que se cumple para
X"((z,y))

X"((@y) = (X" (@) = Y x(@2))x" " ((2,9))

w<z<y

= 37 xl(@2 )X ().

r<z<y

Por la observacion 26, se sigue que

> x(@ )X M=) = D X" (=)

r<z<y r<z<y
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= Z |{z:x0<x1<---<xn71=y}\
r<z<y

Notemos que, por cada z € P tal que x < z < y, tenemos un n—simplejo entre z y y; de aqui
que, si agregamos z < z a cada n—simplejo entre z y y, tenemos un (n 4 1)—simplejo entre = y
y, con lo cual tenemos que la suma anterior es igual al ntimero de los (n + 1)—simplejos entre x
Yy Yy, por tanto

Z He=2o<m < - <wpa=yl=Hz=20<z1 < - <28 =y}
r<z<ly

O

Definicion 1.6.5. Dado P un COPO localmente finito, definimos el complejo simplicial de P
como el conjunto de todos los k—simplejos en P para k € N.

Definicion 1.6.6. Si P es un COPO finito, definimos la caracteristica de Euler de P como:

o0

Y(P) = Z(—l)kam

k=0
donde aj es el nimero de k—simplejos en P.
Lema 1.6.1. Si P es un COPO finito, entonces
W(P)= Y ul(x,y)).
z,yeP

DEMOSTRACION. Por el teorema 1.6.3, tenemos que

B(P) = 3 (e = S0 3 Kk (0,)
k=0 k=0 z,yeP
= > DR, y).-
z,ye Pk=0

Tomemos x como en la observaciéon 26 y § como en la observacion 24. Luego,

oo

[ +0)- ) (=DM )((z,9)) =
k=0

o

DD (@) + ) (DA y) = 6((2,y)).
k k=0

c=0

Por tanto, >, (—=1)kx* = (x +8) "t =("1 = p. 0
k=0

Lema 1.6.2. Sea P un COPO finito con un tnico elemento minimal (0 € P) y p la funcion de
Mobius de P, entonces

P(P) =1 y (P —{0}) =1 u((0.y)).

yeP
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DEMOSTRACION.

(P = Y p((z, > ul(a

r,ycP yEP 0<z<y
=1.
Por otro lado, 1= 3> pu((z,y)) = Z u(( y)+ > wl(o,y)).
z,ycP z#0,yeP yeP
Notemos que Y.  u((z,y)) = (P —{0}), yaque > U((z,0)) =0, puesto que el 0 es
z#0,yEP 0#xz€P
el minimo en P, con lo cual se obtiene la segunda idualdad de este lema. O

Teorema 1.6.4 (Inversion de Mdbius). Sea P un COPO localmente finito, R un anillo con-
mutativo, f, g : P — R funciones y supongamos que existe a € U(Op(R)) con inverso [,

entonces
= S al(,2))g(y) iy s6lo si g(x) = 3 B((y 0
yer yepr
DEMOSTRACION. (—) X A((4. ) /() = X Al(y.) ( > o y>g<z>)
yer yeP z€EP
= Y B e)al(z9)g(z) =Y 9z | D Bly,2)l(2y))
y,z€P zeP z<y<z€eP
=> 9= | D alzy)By.e) | = 9(2)d((z,2)) = g(x).
zeP z<y<zxeP z€eP
De manera anéloga, podemos ver que f(z) = %:Pa((y,x))g(y). O

Definicion 1.6.7. Sean P;, P, dos COPOS localmente finitos y f : P, — P, una funcion
biyectiva. Diremos que f es un isomorfismo de COPOS si se cumple que = < y si y solo si
f(x) < f(y) para todo x, y € Py

Observacion 27. Si f: P — P» es un isomorfismo de COPOS y p la funcién de Mobius de

P, y P,, entonces
n((z, ) = p((f(2), f(y)))-

Definicién 1.6.8. Sean G un grupo finito, denotamos por S(G) al conjunto de subgrupos de G,
el cual resulta ser un COPO con la la relacion de contencion y es llamado la red de subgrupos
de G.

Definicién 1.6.9. Sean H < G subgrupo, diremos que H es p-perfecto si OP(H) = H. Ademas,
Py (G) € €(G) es llamado la clase de conjugacion de subgrupos de G que son p-perfectos.

Definicién 1.6.10. Sea D < G subgrupo y H < G p-perfecto, definimos
i) {py (G H) ={K <G:O(K)=H}

i) o(D,H)= >  wD,K).

KEE{;,,}(G,H)
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Observacion 28. Si o(D, H) # 0, entonces existe S € £,1(G, H) tal que u(D,S) # 0 con
DCS.

Luego, como S € {3 (G, H), se tiene que OP(S) = H, por el teorema 1.5.6, se sigue que
H < S es caracteristico. Sea a € Ng(S) y tomemos T, : S — S tal que g — aga™!, entonces

H+— aHa™ ' =T,(H) = H.

Por tanto, a € Ng(H), asi
D < S < Ng(S)C Ng(H).

Definicion 1.6.11. Sea H < G p-perfecto, definimos

b = oy | S IPle(D.)iG/D)
D<Ng(H)

Observacién 29. Si [H] = [K] en ¥(G), entonces G’C’;}H = eZ’K.
Sea K = g~'Hg para algin g € G, luego
1
P p _
= Chgimg = g Y.  IDlo(D.g'Hy)G/D]
NotHg) | 2=,
<Ng(g~'Hg)
Notemos que Ng(9 'Hg) = g ' Ng(H)g, de aqui que
1
P _
G,g~'Hg — |NG(H)| Z |D|U(D7g 1Hg>[G/D]
gDg~'€Ng(H)
Si D' = gDg~ !, entonces

1 _ .
oy = | Y. ID|olgT'D'g,g Hg)[G/D]
INa(H)I \ 5 o)

Ahora, si tomamos Ty : S(G) — S(G) tal que L — gLg™', tenemos que T, es un isomor-
fismo de COPOS, con lo cual

o(g7'D'g,g ' Hg) = > (g D'g, g7 'Sg)
9=1Sg9€€(py(G.g~1Hg)

= Z w(D',S)=0o(D',H).

SGf{p}(G,H)
Por tanto,
P 1 p
Gamits = ey | 2 P19 IIG/D] | = E6

D’eNg(H)
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Lema 1.6.3. Sean H, K < G subgrupos, entonces

donde
o(H.K) = [{E<G:[E| = [K] y H C E}|
PH,K)={E<G:[E]=[H]y ECK}.
DEMOSTRACION. Sabemos que @i (G/K) = |[{aK : haK = oK para toda h € H}|

= HaK:a_lhaerara todaheH}‘
= |{aK:a71Ha§K}|

= |{aK :HC aKa_1}|.
Ahora, tomemos f: {aK : H C aKa™'} — a(H, K) tal que

aK — aKa™t

Veamos que f esta bien definida, sean a K = bK, de aqui que b~'a = k, asi a = bk, entonces
aKa™' =bkKk™'b~! = bKb™ 1.

Veamos que f es sobreyectiva, sea E € «a(H,K), asi E = aKa™!, solo falta ver que
aK € (G/K)H sea h € H C E, entonces h = aka™!, con lo cual haK = aka 'aK = aK.

Por tanto,

{aK :H CaKa™ '} = EEQL(JH K)f_l(E).

Luego, veamos que f~!(E) = {abK : bK € Ng(K)/K}.
(C) Sea cK € {aK :HC aKa’l} tal que f(cK) = aKa™!, de aqui que cKc™! = aKa™?,

asi a~lceKce ta = K, con lo cual a~!c € Ng(K), en consecuencia a~lc = b € Ng(K), entonces
¢ = ab tal que bK € Ng(K)/K.

(D) Sea abK con bK € Ng(K)/K, en consecuencia f(abK) = abKb~'a™! = aka™! = E,
entonces abK € f~1(E).

Por tanto,
[N (K)|
| K|

Por otro lado, Llamemos A = {a €G:a'Ha C K} y tomemos

en(6/K) = ( )ati. ).

f’:A—){aK:ailHagK}
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tal que a — aK. Es claro que f’ esta bien definida y es sobreyectiva.
Ahora, (f) Y (aK)={ge€ G: f'(9) =aK}
z{gEG:gK:aK}:{gEG:ailgEK}

={geG:g=akparaalgin k € K} = {ak: k€ K} = oK.

Asi, |(f) 7 (aK)| = [aK| = |K]|, de aqui que

Al = [K|ou(G/K).
Ahora, veamos que |A| = |Ng(H)| 8(H, K), para ello tomemos
"+ A— B(H,K)

tal que
a— a 'Ha.

Notemos que f” esta bien definida. Veamos que es sobrevectiva. Sea F € [(H,K), asi
E =a"1'Ha C K, en consecuencia a € A, por tanto f es sobreyectiva.

Por otra parte, (f) ' (E) = {g € G: f"(g9) = a~'Ha}
={9eG:g'Hg=a"'Ha} ={9€G:ag 'Hga " = H}
={9€G:ga”' € Ng(H)} = {g € G:ga' = hpara algtin h € Ng(H)}
={ha:h e Ng(H)} = (Na(H))a.
De esto, |(f")"1(E)| = |(Ng(H))a| = |[Ng(H)|. Por tanto,
|A| = [Ng(H)| 5(H, K).

Por lo tanto,
enlG/x) = (RGP ) s )

Lema 1.6.4. Cp = 0,..,0,1,0,...,0) en [] Q, entonces
HEE(G)

D—esima

o= (25

D<H
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DEMOSTRACION. Sabemos que G/H = Y. ¢p(G/H)ECpen [] Q.
De%(G) De%(G)

Por el lema 1.6.3, tenemos que

Ng(D
ev(G/m) = (o2 s,
de aqui que
Nga(D
o= 5 () sv.men
[DI<[H]
= <|NG |> b
D<H ||
Notemos que, agrupamos en clases de conjugacion; es decir, [D] = [D'], entonces [Ng(D)] =
[Ng(D")], con lo cual |[Ng(D)| = |Ng(D’)|. Por tanto,
[N (D))
|H|
se repite 5(D, H) veces. O

Lema 1.6.5. {eGH : [H] € €(G)} es el conjunto de idempotentes primitivos de Bg(G), donde
1
Cor = v D |PIu(D, H)[G/D).
= TN 2,
DEMOSTRACION. Sean f, g : S(G) — Bg(G) tales que
f(H)=[H|(G/H)
g(H) = |Ng(H)| €y para toda H € S(G).
De aqui que, f(H) = 3 [Ne(H)|€Cu = 3 g(D)
D<H D<H

Y (D, H)g(D)

DES(G)

Por el teorema 1.6.4, tenemos que

g(H)= Y w(D,H)f(D),

DES(G)

En consecuencia,
INa(H)|€x = > u(D,H)|D|(G/D).

DeS(G)
Por tanto,

€y = > ID|u(D. H)[G/ D).

|NG( N5k
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Teorema 1.6.5 (Yoshida). {e’(’; g HE P{p}(G)} es el conjunto de todos los idempotentes
primitivos de By (G), en particular

> Cou=1

[H]ePpy (G)

p .
H| = |K]|.

s [Cln silH=[K

GHVYGK =

0 en otro caso.

DEMOSTRACION. Debemos tener presentes las siguientes definiciones 1.6.9, 1.6.10 y 1.6.11. Ade-
més, se toma [H] € Py, (G) porque si [H] = [K], entonces egH = egK.

Ahora, notemos que si A C B y A es caracteristico en B, entonces Ng(B) C Ng(A). Ade-
més, si A< By B<C, entonces A <C.

Sea H € Pp,y(G)y S € {,3(G, H), ast OP(S) = H 4S. Por el teorema 1.5.6 H es carac-
teristico en S para todo S € £,)(G, H), ademés S < Ng(S), por tanto H < Ng(S) < Ng(H)
para todo S € £, (G, H).

Observacion 30. Si S, S" € {,1(G, H), entonces [S] =¢ [S'] si y solo si [S] =ngm) [S']-

Puesto que, si existe g € G tal que S’ = gSg~!, entonces H = OP(S") = gOP(S)g~! =
gHg™!, con lo cual g € Ng(H).

De aqui, podemos deducir que £, (G, H) es un Ng(H )—conjunto, donde la accion es la la
conjugacion. Sea S € &} (G, H) y a € Ng(H), de aqui OF(aSa™!) = aOP(S)a™' = aHa ' = H,
en consecuencia S’ = aSa~! € £,1 (G, H). Por tanto, la accion esta bien definida.

Recordemos que

[Ne(H)|

1Oxam (] = 1505~ T

, donde Stabym)(S) = Na(S).

Sean S1, Sa, ... representantes de las clases de conjugacion Ng(H) en &gy (G, H). Nos fijamos
que en Bg(G) la suma de idempotentes es idempotente, por otro lado

1
;eG,Si = Z WGG,S

S€&ipy (G,H)

Ne(S)l g

No(H
seeoriam ! NeH)|

por el lema 1.6.5, tenemos que

= [Na(S)| 1
_Ses{§c,H)|NG(H)I \NG(S)\DES;WW(QS)[G/D]
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:—W;(H)' S S 1D (D, 9)[G/D)

S€t(py (G,H)D<S

si S < D, entonces p(D,S) =0, asi

:mZ'D' > u(D.s)|[G/D]

D<G S€&ipy(G,H)

1 P
— w% |D|o(D, S)[G/D] = Cq¢ g

De aqui que, GZH es idempotente en Bg(G).
Observacién 31. eICJ;H = egK si y solo si [H] =¢ [K].
(«<=) Nos la da la observacion 29.

(=) Supongamos que egH = e’(’;,K, con lo cual

p
ConC€l = Cond Cos.
i

Asi, tenemos que

p
eG,Hec:,H = eG,H

engegK = eG,T con OP(T) = K,

asi
€e.n =Car,
por tanto [H] =¢ [T, en consecuencia [H] = [Op(H)] =¢ [OP(T)] = [K]. Ver observacion 22.

Ahora, para ver que e’(’;,H con H € Pp,)(G) son los idempotentes primitivos en By, (G), es
suficiente probar que todo idempotente en By, (G) es suma en Bg(G) de algunos idempotentes

de la forma eg’H.
Sea € ¢ By (G) un idempotente, H € £, (G) y tomemos
e Bipy(G) — Ly

. 2
Como @y es un homomorfismo de anillos, se sigue que ¢z (€7) = i (€)pr(€). Luego,
como € es idempotente, se sigue que

<PH(e)SDH(e) = <PH(e)~

En consecuencia, apH(e) es un idempotente. Por tanto, para cada H < G, se tiene que
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1

@H(e) =
0

Sea H = {H <G: goH(e) = 1} y Hy, ..., H; representantes de la clase de conjugacion de G
en H.

Si vemos a € € Bg(G), entonces
¢
€=> Coun
i=1

Notemos que H € H si y solo si € ¢ B,(H,qZ,). Ver definicién 1.5.8 y la observacion 20
Por otro lado, como H es p-perfecto y de la definicién 1.5.8, tenemos que 3,(H,pZ,) =
Bp(OP(H),pZy), con lo cual

H e Hsiy solosi OP(H) € H.
De aqui que,

H= U {g{p}(G7HZ) : H;y € Hy H; es p-perfecto }
1

Para cada [, sean H;,, ... representantes de la clase de conjugacion de G en £,y (G, OP(H,)),
de esto

€= €on,

=> ([ 2Ceum, | =2 Con.
l j %

J

donde j corre sobre los representantes de las clases de conjugacion de &;,,) (G, Hi)
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Capitulo 2

Ideales de indice finito de Bp(Cp3)

A lo largo de este capitulo, denotamos por Z, al anillo de los enteros p-adicos. No confundir
con el campo de los enteros médulo p. También a lo largo del capitulo se consideran solamente
ideales de indice finito, a los cuales s6lo se les llamara ideales mientras no se indique lo contrario.

Sea p un nimero primo, n € Ny Cp» un grupo ciclico de orden p". Luego, tomemos su anillo
de Burnside, el cual denotaremos B(Cp» ). Denotamos:

Bp(cp") = @ Zp[Cp"/H}-

HEE(Cpn)

Notemos que €' (Cpn) = {C’pn, pCpn, p?Chyny ..., p"Cpn}. Para simplificar la notacién, lla-
memos

H() = Cpn, ,Hn = pnCpn.

Ahora, por el lema 1.3.1, se sigue que

@ : By(Cpn) — HZP tal que
HEE(Cpn)

[(X]— o([X]) = (er (X)) new (@) = (0, (X), o1 (X)), ..., o, (X)),
es un homomorfismo inyectivo de anillos.
Observemos que, sélo basta ver qué pasa con los ¢y, (Cpn/H;) con H; € € (Cyn).
Por el corolario 1.2.1, se tiene que g, (Cpn/H;) # 0 si y solo si i > j. Ademas, por el lema
1.6.3, se obtiene que

_ ‘Ncp” (HJ)|
on,((Cpn /Hj)) = le7

puesto que a(H;, H;) = |{H;}| = 1. Note que N¢,,, (H;) = Cpn, con lo cual
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’NCP”(Hj)’ _ |CP"

‘Hj| |pJCp"|

Por tanto,

Cp"/HO —> (1, 17 ceey 1)
——
n+1—veces

CP”/Hl — (07p7pa 7p)
—
n—veces
CP"/HQ — (OvOPQ,P2»~~,P2)
———

n—1—veces

Cpn/Hn — (0,0, ,0,pn)
——

En consecuencia, podemos ver a B,(Cp») en Zg*l como:
{(1’171‘1 + pxa,...,T1 + pTo +p2x3 + - er”an) S ZZJFI X € Z;,,}

cont=1,...n+1.

{(x1, ey Tny1) € Z;'H YL — XTip1 € pin coni=1,..,n}

2.1. FEstructura de producto fibrado.

Definicion 2.1.1. Dados dos morfismos f : B — Ay g : C — A en una categoria C, una
solucion es una tripleta ordenada (D, «, 3) que hace que el siguiente diagrama conmute:

D—"=C
||
B — A
Un producto fibrado es una solucion (D, a, 8) que es la ‘mejor® en el sentido que: para cada

solucion (X, o', B') existe un tnico morfismo 6 : X — D haciendo que el siguiente diagrama
conmute:




El producto fibrado, cuando existe es tnico hasta isomorfismo.

Ejemplo 19. En la categoria de anillos conmutativos, denotada por CZ hay un producto
fibrado. Sean A, B,C en los objetos de CZy f: B — A, g : C — A en los morfismos de
CZ, el producto fibrado de estos objetos y morfismos esté definido por el subconjunto B x 4 C
del producto cartesiano B x C, definido por:

BxaC={(b,c) € BxC: [(b) = g(c)},
donde a: Bx, C — Cy fp:Bx,C — B son tales que fof=goa.

En base al ejemplo 19, tomemos A;, Ay y A anillos conmutativos, ademas A, Dominio de
Ideales principales (DIP). También, sean

fliA—>A1, fg:A—)AQ, gliAl—)ZyggiAQ—)Z

homomorfismos sobreyectivos de anillos, donde
A= {(al,ag) S Al X AQ :gl(al) = 92(a2)} .
Con lo cual, el siguiente es un diagrama de producto fibrado.

A%Ag

4k

Ay ——~A

Ahora, nos interesa saber como se comportan los ideales de A.

Sea I un ideal de A y llamemos I} = fi(I), Is = fo(I). Veamos que Iy, I5 son ideales de A;
y As, respectivamente.

Sea f1(x1), fi(z2) € I1 con x1, xo € I, como f1 es homomorfismo de anillos, se tiene que
filzr +x2) = fi(z1) + fi(z2).
Claramente, fi(z1 +x2) € fi(I), asi fi(z1) + fi(x2) € L1

Sea a; € Ay arbitrario. Luego, como f; es sobreyectiva, existe y; € A tal que fi(y1) = aq,
ahora sea f1(x1) € I con x1 € I, entonces

arfi(z1) = f1(y1) f1(x1)

como f1 es homomorfismo de anillos, se tiene que

arfi(z1) = fi(y121),
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con lo cual ay f1(x1) € Iy, es facil ver que 0 € I, porque I es ideal y f; es homomorfismo de
anillos, de aqui que I es ideal de A, de manera analoga I es ideal de As,.

Por otro lado, como A es un DIP, se sigue que I, = A5 con 8 € As, como f5 es sobreyectiva,
existe a € A tal que fa(a) = B, tomemos a = (a,8) € I con a € Ay y g1(a) = g2(8).
Posteriormente, tomemos (x,y) € I arbitrario, desde que I = (A, existe ay € Ay tal que
y = Paq, ademas como f7 es sobreyectiva, se tiene que f2(b) = ag para algin b € A, como b € A,
tenemos que b = (a1, as), entonces

b(()(, B) = (a1a7 GQﬁ)

el cual se encuentra en I, por tanto (z — ajc,0) € I.

Definimos J = {c¢ € A; : (¢,0) € I'}; es facil ver que J es un ideal de Ay, de aqui que x—a o =
¢ para algtn ¢ € J, asi © = ¢+ aj«, en consecuencia

(z,y) = (c+ a1, a2f8) = (a1, a2)(ex, B) + (¢, 0),

,y) € A(a, B) + (J,0). Entonces I C A(a, 8) + (J,0). Por otra parte, I es ideal,
0) C I, por tanto

con lo cual (z
asi A(o, 8) + (J,
Ao, B) + (J,0) = 1.
De tal manera, los ideales de A son de la forma
A(a, B) + (J,0)
donde
i) J es un ideal de A; tal que g1(J) = 0.
it) [ es un generador de un ideal principal de Ay, donde fo(I) = BAs.
i1

« es un elemento en A; tal que g1 (a) = g2(8) y ademés « es tinico moédulo J.

)
)
)
) fi(D)a C J, donde D = {a € A: (fs(a))B =0}

w
Veamos que « es Gnico modulo J. Sean (aq, 3), (a2, 8) € I, entonces

(0[1 _QQ,O) GI,

asi oy — ag € J, por tanto
a1+ J =ag+ J.

Ahora, sea D = {a € A: (fa(a))s =0} C A. Luego, tomemos a € D de la siguiente manera:
a = (fi(a), f2(a)),

si multiplicamos a por («, (), tenemos que

a(e, B) = (fi(a)e, f2(a)B) = (fr(a)a, 0) € I.

En consecuencia, fi(D)a C J. Esto, puede ser visto en [6].
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2.2.  Estructura de producto fibrado de B,(Cp).

En base a la secciéon 2.1, podemos dar la siguiente estructura de producto fibrado con
f1, f2, 91 y g2 homomorfismos sobreyectivos de anillos, para saber como se comportan los ideales
de B,(Cpn).

($17$2,..,$n)F 777777777777777777 > T
T T
! \
| £ |
| By(Cpn) —2—> 17, |
! \
[ fli i92 |
! |
| By (Cpn-1) — Ly /p" Ly |
! |
! |
\ y

Como en Z, todos su ideales son principales, entonces tenemos que son de la forma p”Z, con
r > 0. Ahora, sea I < B,(C)n) ideal, sabemos que I es de la forma:

I'=(a,p")Bp(Cpn) + (J,0)
donde
i) J < Bp(Cpn-1) ideal, tal que g (J) = 0.
i) a € By(Cpn-1) es tal que g1(a) = [p"] (mod p"Z,) y a es tnico modulo J.
iii) (f1(D))a € J, donde D = pZ, X p*Z, x -+ x p"Z, x {0}.

Veamos ii1). Por la seccion 2.1, tenemos que
D = {(u1,ug,...,un) € Bp(Cpn) : upp” =0},
como u,p" =0 en Z, y Z, resulta ser dominio entero, se sigue que

2
Up = T1 +pTa +p°x3+ -+ p Tpy1 =0,
en consecuencia,
1 € Py

Ty + pxs € p*Z,

T1 + pro + pias € P°Z,
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T1 4 pro + pPas + -+ p"la, € pZ,.

Por tanto D C pZ, x p*Z, X - -- x p"Z, x {0} . Por otra parte, es facil ver que pZ, x p*Z, x
-+ X p"Zy, x {0} C D. Por tanto,

D = pZ, x p*Zy, % -+ x p"Z, x {0}.

Con lo cual, fi(D) = pZg,, x pQZ{p} X -+ X p"Zpy. En consecuencia, al multiplicar los
generadores del conjunto f1(D) por «, dicho producto se encuentra en J.

2.3. Ideales de B,(C)).

De acuerdo a la seccion 2.2, tenemos el siguiente diagrama de producto fibrado.

(g, ug) b — — = — = = — = — — — — — — — > Ug
T T
| |
‘ I

f

[ Bp(cp) - Zp !

‘ I

| f1 \Lm I

| |

\ L T L [Py :

I

| I

y Y
Uuyk—-——=—=-==-=-=-=-===—== > [U1] = [Uz]

Sabemos que los ideales de Z,, son de la forma p™Z, con m > 0. Con lo cual, dado I un ideal
de B,(C,), este es de la forma

I = (a,p")Bp(Cp) + (p"Zp,0) con m >0, 7> 0.
De i), queremos que g1(p™Z,) = 0, esto ocurre cuando m > 1.

De ii), sea o € Zj. Luego, de i), tenemos que f1(D) = pZ,, ahora si multiplicamos dicho
conjunto por «, tenemos que (pZ,)a C p™Z,, de aqui que

a € an—lZp.

En consecuencia, o = p™~!s para algin s € Z,. Notemos que, s = sg + ps; con sy €
{0,..,p =1} y 81 € Z,. Asi,
a=p" sy +p™sy.

m—1

Como « es tnico modulo J, tenemos que @ = p So- Sustituyendo en I, obtenemos que
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I= (pm_lsoypr)Bp(Cp) + (meva)

={(p™ "(soz +pu),p’(z + py)) € Zi T, Y, U E Lyl

Por tanto, tenemos los siguientes dos casos:
a) so=0.

Puesto que m > 1, por ii), tenemos que:

p" = p™ = 0(mod pZ,)
por lo que r > 1.

a)

I={(p"u,p" (z+py) €L} : x,y,u € Ly}
= (", p") {(U/U) € Zf; Tu,v € Zp}
=" p" )%, conm>1yr>1
Notemos que, v = = + py.

b)
I={(p™ "(soz +pu),p’(z+py)) € Zf) L,y u € Ly}

=(p™ 1, p") {(sox +pu,z+py) € Zf) STy, U E Zp}
= (™t p") {(w,v) € Zf, DSV — W Epr}

m—1=r=0 consy=1yaque sy = 1(mod pZ,).

= (pmilapr[so]il)Bp(Op) con
1<m-—1,r consp€e{l,..,.p—1}.

Note que, w = sgz + puy v =z + py.
En resumen, todos los ideales en B,(C,) son de la forma siguiente.
J1 = (pm,pk)Zi conm>1yk>1.
m=k=0 conwy=1.

Joy = (pm,pkwo)Bp(Cp) con
m>1,k>1 conwge{l,..,p—1}.

Los escribimos de esta forma para realizar de manera mas practica el calculo de los ideales
de B,(Cp2.)
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2.4. Ideales de B,(C)).

Tenemos el siguiente diagrama de producto fibrado.

(ug,ug,ug) bk — — — = — — — — — — — — — — — — - ug

T T

! \

| £ |

‘ Bp(sz) ——— 7y |

‘ \

‘ fll lgz ‘

‘ |

| By(Cy) —— Lp/pZ, |

‘ \

‘ \

v \
(u17 ’LLQ) - == = = > [UZ} = [us]

De manera similar a la seccion 2.3, dado I un ideal de B,(C)2), este es de la forma
I = (o,p")Bp(Cp2) + (J,0) con > 0y J un ideal de B,(C)).
De aqui que, tenemos los siguientes casos:

a) Tomar J = J; de la seccion 2.3.

b) Tomar J = Jo de la seccion 2.3.

a) Si suponemos que J = Jy, obtenemos que

I = (a,p")Bp(Cp2) + (p"Zyp,p*Zp,0) con r >0, m>1y k> 1.

Como queremos que g1(J1) = 0, se sigue que k > 2.

Luego, sea a € B,(C,), asi a = (zg,xo + pyo) y multipliquémoslo por los generadores del
conjunto f1(D), donde D = pZ, x p*Z, x {0}. Recordemos que dichos productos estan en .J;

i) (p,0)a = (pxo,0) € J1.
i) (0,p*)a = (0,p*(xo + pyo)) € J1.

De i) y de ii), tenemos que zo € p" ' Z, y xo + pyo € p’“*QZP7 respectivamente.

Con lo cual,
a = (p™tap, p"2y)) con x), y) € Z,.

Notemos que z{, = so+px{ y yo = S$1+pse+p2yy conzy, y, € Zypy so, 51, s2 € {0,...,p — 1},

en consecuencia

"o k.1

a=(p" 50,052 (s1 + ps2)) + ("2, P ).
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Como « es tinico modulo J, se sigue que o = (p™ s, p*~2(s1 + ps2)). Por tanto

I = (pm_1307pk_2(31 +p52)>p7‘)Bp(Cp2) + (me;mkazn 0)
conr >0, m>1, k>2y s, s1, s2 €{0,...,p—1}.

Solo nos falta ver g;(a) = [p"](mod p*Zy).

Supongamos que r = 0. Asi,

p"2(s1 + ps2) = 1(mod p°Zy)

siysolosi k=2, s =1y sa =0. Luego, como o € B,(C}), debemos ver que p™ 1sy—1 €
pZ,. Con lo cual,
m=1ysg=1.

Por tanto,

Supongamos que r = 1. Asi,

"2(s1 + ps2) = p(mod p*Z,)

p
cuando tenemos los siguientes casos:
ry,) k=2, 8=0ysy=1
r,) k=3, s1=1ys3€{0,....p—1}

r1,) Supongamos que k =2, s; = 0y s3 = 1, como o € B,(C,), debemos ver que p™ s —

p € pZy. Con lo cual, tenemos los siguientes casos:

7“111) S = 0.
7"112) 50 7é 0.

71,,) Si 8o = 0, entonces m > 1, con lo cual
I= (Ovpap)BP(CPQ) + (memeZp,O)
= {(p"u,p(x +py +pv).p(z +py +p’2)) €L} : x,y, 2,u,v € Ly}
= (p™,p,p)) {(w,v,w) €Z3 : w—v € pZy} conm > 1.

Nota 2.4.1. A menudo en esta demostracion, al final de cada subcaso, se redenotara a cada
familia de ideales, por comodidad en la notacion.
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T1,,) Si g # 0, entonces m > 2, con lo cual

I= (pm_1807p7p)Bp(Cp2) + (mep7p2Zp>O)

= {(p™ so(x + pu), p(z + py + pv), p(z + py + p°2)) € Z :
T, Y, 2, U,V € Ly}

_ ( m—1 2 3.
- b b) 9 ) M ) ) ) )
(p sopp){(m—i—pux+py+pvx+py—|—pz)62p wyzuveZp}
= (" tso,pp)) {(w,v,0) €Ly i w — vy v—u€ply}
conm>2ysy€{l,...p—1}.

r1,) Supongamos que k =3, s1 =1y s3 € {0,...,p — 1} como a € B,(C,), debemos ver que

p™lsg — p(1 + psa) € pZ,. Con lo cual, tenemos los siguientes casos:

T‘121) S = 0.
7“122) so # 0.

r1, ) Si sp = 0, entonces m > 1, con lo cual
1

I =(0,p(1+ ps2),p)Byp(Cp2) + (0" Zp, p*Zyp, 0)
= {(pmu7p(1 + psa)(z + py + p*v), p(x + py +p2z)) € Z;’; STy, 2, U,V € Zp}

= (p™,p(1 + ps2),p) {(u,v,w) € Z3 1w —v € p*Z, }
conm>1ysy€{0,...,p—1}.

T1,,) Si 8o # 0, entonces m > 2, de aqui que

I= (" "s0,p(1+ps2),p)Bp(Cp2) + (0™ Zp, p*Zy, 0)

= {(p™ 'so(x + pu), p(1 + psa)(x + py + p°v), p(x + py + p*z)) € Z3 :
z,Y, 2, U,V € Ly}

= (pm_lso,p(l +p82),p) {(u,v,w) € Zi’, V—u€EPL,yw—uve€ pQZp}

= (1™ 50, p(1 + ps2),p) Bp(Cp2)
conm >2, sp €{l,...,p—1}ysy€{0,...,p—1}.
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Por ultimo, supogamos que r > 2, con esto, s6lo nos falta ver que

pk_z(sl + psa) = 0(mod p2Zp)

cuando tenemos los siguientes casos:
7’21) s1 =0 = s9.
re,) s1=0y sz €{l,....,p—1}.
ro,) $1#0y s2€{0,....,p—1}.

72,) Si 81 = 0 = s9, entonces k > 2, como a € B,(C,), debemos ver que p™ sy — 0 € pZ,.

Con lo cual, tenemos los siguientes casos:

7“211) S = 0.

7‘212) S0 75 0.

7*211) Si sg = 0, entonces m > 1, de aqui

I=(0,0,p")By(Cp2) + (p™Zp, p*Zy, 0)
= {(pmu,pkvypr(az + py +p22)) € Zf, DX, Y, 2, U,V € Ly}
= (pmvpkypr) {(u,v,w) € Zf, fu,v,w E Ly}

_ m .k .7 3
= (™. p"p") 2
conm>1, k>2yr>2.
72,,) Si g # 0, entonces m > 2, de aqui

I= (pmilsoaovpr)Bp(sz) + (mepvka:D’O)

={(p™ "so(z + pu), p*v,p"(x + py + p*2)) € Z} : m,y, z,u,v € Ly}

= (pm_lso,pk,pr) {(u,v,w) € Zg fw—u € pr}
conm>2, k>2,r>2ysyge{l,...,p—1}.
T9,) Sis1 =0y sy € {1,...,p— 1}, entonces k > 3, como a € B,(C,), debemos ver que
p"Lsg — pF~lsy € pZ,. Con lo cual, tenemos los siguientes casos:
7“221) S = 0.
7"222) 50 7é 0.
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T2, ) Si o = 0, entonces m > 1, asi
I=(0,p""52,0") By(Cp2) + (0" Lp, 9" Ly, 0)
= {(p™u,p"* 5oz + py + p), p’ (& + py + p°2)) € Z) : 2.y, 2,u,v € Ly}
= (pm,pk_1527p7') {(u,v,w) € Zf’) Tw—vE pr}
conm>1, k>3, r>2ysye{l,..,p—1}.
T2,,) Si 89 # 0, entonces m > 2, asi

I = (pm_1807pk_l‘g??p’r)Bp(OpQ) + (anZp7kap7 0)

={(p™ so(x + pu), p" L sa(x + py + pv), p" (x + py + p*z)) € Z3
Z,Y, 2, U,V € Lp}

m

= (p 7130,pk7182,p’”) {(u,v,w) € Zi U—uyw-—v Epr}

conm>2, k>3, r>2y sp,s2€{l,....,p—1}.

re,) Sis1 # 0y s € {0,...,p— 1}, entonces k > 4, como o € B,(C,), debemos ver que

plsg — pE2(sy + psa) € pZy,. Con lo cual, tenemos los siguientes casos:

7“231) S = 0.
T232> 50 7é 0.

r231) Si sg = 0, entonces m > 1, asi

I=(0,p""2(s1 4+ ps2),p") Bp(Cp2) + (0" Zyp, p*Z,, 0)

= {(p™u,p""2(s1 + psa2)(z + py + p*), " (x + py + p*2)) € Z3 :
Z,Y, 2, U,V € Ly}

= (pmvpk72(51 +p52)apr) {(U,’U,’LU) € Z]3) Tw—ve p2Zp}
conm>1, k>4, r>2 s7€{l,...,p—1} y s2 € {0,....,p—1}.

T2,,) Si s # 0, entonces m > 2, asi

I=(p™ 's0,p" %(s1 + ps2), ") Bp(Cpe) + (0" Zy, p* Z,, 0)
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= {(p™ Lso(x + pu), p*"2(s1 + ps2)(x + py + p*v),p"(x + py + p?2)) € Z3 :
z,Y, 2,u,0 € Ly}

= (p™ 50, 0" 2 (s1+ ps2), p") {(uw,v,w) € ZE v —u € pLy y w—v € p°ZLy}
= (pm_1507pk_2(31 +p52),pr) By(Cyp2)
conm>2, k>4, r>2 s9,851 €{1,....,p—1} ys2€{0,....,p—1}.

b) Si suponemos que J = J,, obtenemos que
I = (a,p")Bp(Cp2) + ((p™, p"wo)Bp(Cp),0) conr >0y
) m=k=0y wy=1.
*Ym>1, k>1ywoe{l,...,p—1}.

Como queremos que g1(Jo) = 0, entonces el caso *) lo descartamos, porque no podemos
mandar a Jo a la clase del cero. Se sigue que, para el caso **), k > 2. En consecuencia,

I = (,p")By(Cp2) + (0™, 9" w0) By(Cy), 0)

conr>0, m>1, k>2 ywye{l,...,p—1}.

Luego, sea o € B,(C,), asi a = (zg,xo + pyo) y multipliquémoslo por los generadores del
conjunto f1(D), donde D = pZ, x p*Z, x {0}. Recordemos que dichos productos estan en .Jo

i) (p,0)a = (pxo,0) € Jo.
i) (0,p?)ar = (0,p*(z0 + pyo)) € Ja.

De i), se obtiene que (pxo,0) = (p™, p*wo)(u, u+pv) con (u,u+pv) € B,(Cp). De aqui que,

(p20,0) = (p™u, p*wo(u + pv)),

De esto,
pro=p"u y u+pv=0,
asi
pro = p" o,
con lo cual
To € mep.
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De ii), se obtiene que
(0,P*(z0 + pyo)) = (0™, p*Wo) (u, u+ pv)

con (u,u + pv) € B,(C)p). De aqui que,

(0,p*(wo + pyo)) = (p™u, p*wo(u+ pv)),

De esto,
0=uy pFwo(u +pv) = p*(zo + pyo),

asi

p* (o + pyo) = p" M wov,

de modo que

To + pYyo € p’“lwoZp.

Con lo cual,

o= (p™xp, p"twoyh) con xf, v € Zy.

2
Notemos que z(, = so+pxy ¥ y( = s1+ps2+p~y, conzy, y5 € Zyp y So, S1, S2 € {0,...,p — 1},
en consecuencia
m k—

a = (p™s0,p" wo(s1 + ps2)) + (", PP wo) (pxfy, pyi )-

Como a es tnico médulo .J, se sigue que a = (p™sg, p*~wo(s1 + ps2)). Por tanto,
I =(p"s0,p" 'wo(s1 +ps2),p") Bp(Cp2) + (0™, 0" Wo) B(Cp), 0)

conr>0, m>1, k>2 woge{l,..,p—1}y so, s1, s2 €{0,...,p—1}.

Soélo nos falta ver gi(a) = [p"](mod p?Z,).

1

Sabemos que g;(a) = p*~lwq(s; + psz2), entonces tomando mod p?Z, con k > 2, se tiene

que, solo basta fijarse que
p* " wos; = p" (mod P’Z,).

Supongamos que 7 = 1, con lo cual

S1 = (WO)_l v k=2.

Entonces,

I = (p"s0,pwo((Wo) "+ ps2), p)Bp(Cp2) + ((p™, p*W0) Bp(Cy), 0)
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= {(p™[s0z + ul,pwo[((wo) ™! +ps2)(z + py) + pu + p*v],
p(x+py +p*2)) € Z3 - u,v,2,y, 2 € Ly}

= (p™, pwo, p){u, v, w) € Z) : pu— v+ [(wo) " + p(s2 — s0)Jw € p*Zy}

= (p™, pwo, plwy "+ p(s5)] ") {u,v,w) € Zy : pu— v+ w € PPLy}
conm>1, woe{l,..,p—1}yshbe{0,...p—1}.

Supongamos que 7 > 2. Con esto, s6lo nos falta ver que
pk_lwosl = 0(mod p2Zp),
tenemos los siguientes casos:
r9,) 1 =0.
r9,) $1 # 0.
r9,) Si s1 = 0 entonces k > 2, como « € B,(Cp), debemos ver que
pMsg — phsy € PLy.

Con lo cual, m > 1y sg € {0, ...,p — 1}. De aqui,

I= (pmsovpkwoszvpr)Bp(sz) + ((PmapkWO)Bp(Op)v 0)

= {(p™[s0x + u], p"wo[s2(z + py) + u+ pv],p" (x + py + p*2)) € Z3 :
T, Y, 2, U,V € Ly}

= (pm,pkwo,pT) {(u,v,w) € Zg tu—v+[s2— 1w € pr}
Si llamamos s, = s3 — $p, tenemos los siguientes casos:
T2, ) 85 =0.
T212) 8/2 7& 0.

T2, ) si s5 = 0, entonces

I= (pm,pkwo,p’“) {(u,v,w) € Zg tu—v € Py}
conm>1, k>2 r>2ywye{l,...,p—1}
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T2,,) si s5 # 0, entonces

I = (pm7pkwo,p7'(s'2)_1) {(u,v,w) € Zf, Tu—v4wéeE pr}
conm>1, k>2 r>2ywgy she{l,..p—1}
r2,) Si s1 # 0 entonces k > 3, como « € B,(Cp), debemos ver que

kfl(

p"so — P (s1+ ps2) € DLy

Con lo cual, m > 1y sg € {0,...,p — 1}. Llamemos A = (s1 4 ps2), de aqui,

I = (p"s0,p" 'WoA, p")By(Cp2) + ((p™, pFwo)B,(Cp), 0)

= {(p™[sox + ul, " 'wo[A(z + py) + pu + p*v],p"(x + py + p*2)) € Z3 : x,y, 2, u,v € Ly}

= (p™ " 'wo,p") {(u,v,w) € Z3 : pu— v + [s1 + p(s2 — s0)Jw € p°Zy}
= (p™. 0" 'wo,p"[s1 + psh] ") {(u,v,w) € ZD : pu—v+w € P°Zy}
conm>1, k>3, r>2 wqy, s1€{l,...p—1}yshe{0,..,p—1}.

En resumen, todos los ideales en B,(C,2) son de la forma siguiente.

i) (pmwo,p" (w1 +pw2),p') Bylcye).

em=k=0l=0,wpg=w; =1y wy =0.
em>1Lk=1l=1wye{l,.,p—1},wy =1y wy €{0,..,p—1}.
em>1k>21>2wyw; €{l,...p—1}ywye{0,....p—1}.

i) (p™,p",p') Ziconm>1k>2yl>2
i11) (pm,pkwo,pl) {(u,v,w) € Zg| w—v € ply}.

em>1k=l=1ywyg=1.
em>1,k>21>2ywye{l,..,p—1}.

iU) (pmw()apkapl) {(U7U,w) € Z;::;| w—uE pZP}
conm>1,k>21>2ywye{l,...,p—1}.

’U) (pmapkW07pl) {(u,'U,UJ) € Zg| V—uE pr}
conm>1,k>21>2ywye{l,.,p—1}.
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UZ) (pmapkw()aplwl) {(U,U,"UJ) € Zg| U—v+we pr}
conm>1,k>21>2y wy, wae{l,..,p—1}.

vii) (pmwo,pkwl,pl) {(u, v, w) er;| (u—v), (w—v) € pZy,}.
em>1Lk=Il=1wy=1ywge{l,...p—1}.
em>1,k>21>2ywo,wy €{l,...p—1}.

viii) (p™, p*(wo + pwi),p') {(u, v,w) € Z3| w—v € p?Zy}.
em>1Lk=l=1wyg=1ywy€e{0,...,p—1}.
em>1,k>21>2wye{l,.,p—1} ywe€{0,....,p—1}.

i) (P, pFwo, pt (w1 +pwa) ™) {(u,v,w) € Z3| pu—v+w € p*Zy}
em>1Lk=l=1lwi=wye{l,.,p—1} ywy €{0,..,p—1}.
em>1k>21>2w,woge{l,...p—1}ywye€{0,....p—1}.

Los escribimos de esta forma para realizar de manera mas practica el calculo de los ideales
de B,(Cps.) Ver, [10].

2.5. Ideales de Bp(Cps).

De manera analoga a las secciones 2.3 y 2.4, podemos dar la siguiente estructura de producto
fibrado con f1, f2, 91 v g2 homomorfismos sobreyectivos de anillos para saber como se comportan
los ideales de B, (Cps).

(o, ur,ug,uz) - — = = = = = = = — = — = — — — — — — > U3
T T
[ [
[ [
\ Bp(cp3) f24> Z{p} \
[ [
[ fll lfh \
[ [
| By(Cp2) —57 Lipy [P L) |
[ [
\ A\

(Uo,ut,ug) - — = = = == == — = — = — = — — — = [uz] = [us]

Sabemos que, dado I un ideal de B,(C)s) es de la forma:
I = (o,p")By(Cps) + (J,0) con 7 >0
donde
= J < By(Cp2) ideal tal que g1(J) = 0.

» o € B,(C)p2) tal que g1(a) = [p"] (mod p*Z,), ademas « es tnico médulo J.
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» (fi(D))a € J, donde D = pZ, x p*Z, x p3Z, x {0}.

De la parte final de la seccion 2.4, tenemos que J puede ser de la forma i), ..., iz). A conti-
nuacion, no iremos tomando J de manera ordenada como se muestra en la seccidénes anteriores,
mas bien, iremos tomando J de tal manera que el célculo de los ideales de B),(Cps) valla de la
forma maés sencilla a la més complicada.

Ahora, como queremos que g;(J) = 0 para i), ..., iz), entonces para los 9 casos, se tiene que
[ > 3. Asi,
m>1, k>2, 1> 3 para los 9 casos.

A continuacioén, enlistaremos los 9 casos de la siguiente manera:
i) (p™,p*,p") Z3.
ii) (pm,pkwmpl) {(u,v,w) € ZE’J| v—u€pLy}
con wg € {1,...,p—1}.
ii1) (pmwo,pk,pl) {(u,v,w) € Zg| w—u€ply}
con wo € {1,....,p—1}.
iU) (pmvpkw(bpl) {(U,’U,’UJ) € Z;::;| w—vE pr}
con wo € {1,....p—1}.
v) (p™,p"(wo + pw1),p') {(u,v,w) € Z3| w—v € p°Z,}
conwg €{l,...,p—1} ywe €{0,....,p—1}.
UZ) (meOapkwlvpl) {(U,U,UJ) S Zg| (U - U)) (U} - U) S pr}
con wo,wi € {1,....p—1}.
vii) (p™wo, p* (w1 + pwa), p') By(cp2)
con wo,wi € {1,...,p—1} y wy €{0,....,p—1}.
vidi) (pm,pkwo,plwl) {(u,v,w) € Z;’J| u—v+weEpZy}
con wo, wy € {1,...,p—1}.
i) (p™, pFwo,p! (w1 +pw2) ") {(u, v, w) € Zj| pu—v +w € p*Zy}
con wi,wg € {1l,...,p—1}ywe €{0,...,p—1}.

Notemos que la lista anterior es la que nos va a permitir saber como se van a comportar los

ideales de B, (Cps).

Consideremos el caso J = (pm,pk,pl) Zz. Asi,

I = (a,p")Byp(Cp) + (0™ Zp,p*Zp,p'Zp,0) con v >0, m > 1, k>2y1>3.

Luego, sea o € B,,(C)2), en consecuencia o = (o, To + pyo, To + pyo + p?20) y multipliqué-
moslo por los generadores del conjunto f;(D). Recordemos que dichos productos estan en J.
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i) (p,0)a = (pxo,0,0) € J.
i) (0,p*)a = (0,p*(x0 + pyo),0) € J.
i) (0,0,p%)a = (0,0, p*(zo + pyo + p?20)) € J.

De i), ) y iii), tenemos que
To € pmilzpv
o + pyo € P* 77,
o + pyo + p°z0 € p' 0Ly,

k—2,/1 1—3./

L, pF2yh, p'32)) con xy, yh, 2, € Z,. Notemos que

respectivamente. Con lo cual, o = (p

.’I]() = S0 +p$g7
Yo = 51+ Dps2 + P yg
20 = 83+ psa + p’ss + PPz
con zy, Yy, 20 € Zpy s; € {0,...,p — 1} parai =0, ...,5. En consecuencia

m—1 k, 1ol //)

a= (p" 's0,p"2(s1 + psa),p' 3 (s3 + psa + p?ss)) + (p"xy, pVy . p' 20

como « es unico mddulo J, entonces tomamos « de la siguiente forma:

m

a=(p “ls0,p" 2 (s1 + ps2), 0! (s3 + psa +p%s5)) -

Por tanto
I=(p™ 's0,p" 2A,p' 3B, p") By(Cps) + (p™Zy, 0" 2, ' Zy, 0)
donde A = s1 + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Solo falta ver que

Supongamos que r = 0, de aqui, veamos que
P73 (s3 4 psa + p’ss) = 1(mod p°Z,).
Tendré solucién cuando [ = 3, lo cual implica que s3 =1,s4 =0y s5 =0.
Sustituyendo en «a, tenemos que
(pm71507pk72(51 + ps2),1) € By(Cpe),
con lo que
k=2 (

D $1 +p82)_1€p22p7 por tanto k=2, s; =1y s9 =0,
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asi
o

P _130 — 1€ pZyp,

con lo cual
m=1ysy=1

Sustituyendo, se sigue que
I=(1,1,1,1)By(Cps) + (pZyp, p*Zp, p°Zy, 0)

Por lo tanto
I=(1,1,1,1)B,(Cp).

p

Supongamos que r = 1, entonces

l73(

p' 3 (s3 + psa + p*ss) = p(mod p°Z,)

cuando tenemos los siguientes casos:
ry,) [ =3.
r1,) | =4.
T1,) supongamos que l\fj’ de aqui s3 = 0, s4 = 1y s5 = 0. Sustituyendo en «, tenemos

que
(p™ 50, p" 2 (81 + psa), p) € Bp(C2),

con lo que
k—2<

P S1+ps2)—p€ pQZp.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7“111) k=2.
7“112) k= 3.
7"111) supongamos que k = 2, entonces s; = 0 y sy = 1. Sustituyendo en «, tenemos que
(P 50,2,0) € By(Cp2),

con lo que
" s0 —p € ply.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘1111 ) S = 0.

T1112> 50 7é 0.
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T, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p,p,p) By(Cps) + (" Zyp, p* Ly, p° Ly, 0)

= {(p™u, plx + py + pv],pM,pN) € Zyy : x,y, 2, u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (@™ p0,p) {(w,v,w,t) €Zy:w—v Eply y t —w € p°Zy}

con m > 1.

7“1112) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" "s0,p,0,0) Bp(Cp) + (0" Zp, 0*ZLyy, p° Ly, 0)

= {(p™ *solx 4 pul, plz + py + pv],pM,pN) € Z, :
:I:7 y’ z7u7v7w’t e Zp}

donde M =z +py + p*2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (pmflso,p,p,p){(u,v,w,t) EZf;:w—v, v—uEpryt—prQZp}
conm>2ysy€{l,...p—1}.

rllz) supongamos que k =3, entonces s; = 1y s2 € {0,...,p— 1}. Sustituyendo en a,
tenemos que
(P 50, p(1 4 psa), p) € Bp(Cpa),

con lo que
P so = p(1+ ps2) € ply.

Asi, se dan los siguientes casos:
7"1121 ) So = 0.
T1122 ) 50 7é 0.

Ty, ) supongamos que sy = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I =(0,p(1+ps2),p,p) Bp(Cys) + (0" Zy, p* Ly, p° Ly, 0)

= {(p™u, p(1 + ps2)[z + py + p*v],pM,pN) € Zj
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z,Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (", p(1 4 psa),p,p) {(w,v,w,t) € Zy:w—vyt—vep°Zy}
conm>1y sy €{0,..,p—1}.

7"1122) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" "s0,p(14ps2),p,p) Bp(Cpa) + (p"Zp, p*Zyp, p*Z,, 0)

= {(p™ "so[z + pul,p(1 + ps2)[x + py + p*v],pM,pN) € Z, :
z,Y,2,u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p*wy N =2 + py + p’z + pit.

= (p™ 50, p(1 + ps2),p, p) {(u,v,w,t) € Z;l, V—uU€EPL,yt—w, w—vE pQZp}
conm >2, sp €{l,...,p—1}ysy€{0,...,p—1}.
r1,) supongamos que | =4, de aqui s3 =1, s4 =07y s5 € {0,...,p — 1} . Sustituyendo en «,

tenemos que
(P50, 9" (51 + psa), p(1 4 p?s5)) € By(Cp2),

con lo que
k72(

P72 (s1+ps2) —p—p’ss € Py,

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7’121) k=2.
T'122) k = 3.
7“121) supongamos que k = 2, entonces s; = 0y so = 1. Sustituyendo en «, tenemos que
(pm_1807p7p(1 +p285)) € Bp(sz)v

con lo que
m

P so —p € Py
Asi, se dan los siguientes casos:

’1"1211) So = 0

T1212) so # 0.
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Ty, ) supongamos que sy = 0, con lo cual m > 1. LLamemos B = (1 + p®s;), entonces

I =(0,p,pB,p) By(Cys) + (p"Zy,p*Zyp, p*Zy, 0)

= {(pmu,pM,pB[x + py +p22+p3w],pN) € Zf) Lx, Y, 2, u, 0, W, t € Lyt

donde M =x+py+pvy N =z +py+p’z + pit.

= (0™, p,pB,p) {(w,v,w,t) € Zy :w —v € pLy y t —w € p°Z,}
conm>1ys; €{0,..p—1}.

7“1212) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ 's0,p,pB,p) Bp(Cps) + (0" Zp,p* Ly, p* Ly, 0)

= {(p™*solz + pul, pM, pBlz + py + p*z + p*w],pN) € Zj :
x7y’z7u7v7w’t e Zp}

donde M =x+py+pvy N =z +py+p>z + pit.

= (™ 's0,p,pB,p) {(u,v,w,1) EZf):w—v, v—uEpryt—w6p3Zp}
conm>2, sg€{l,...p—1}ys5€{0,...,p—1}.

r122) supongamos que k = 3, entonces s; = 1y s2 € {0,...,p— 1}. Sustituyendo en a,
tenemos que
(P 50, p(1 4 psa), pB) € By(Cyp2),

con lo que
P so = p(1+ ps2) € ply.

Asi, se dan los siguientes casos:
Tlay, ) so=0.
Tla,, ) sg # 0.
Ty, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. LLamemos A = (1 + ps»), entonces

I = (0,pA,pB,p) By(Cps) + (0" Zyp, p* Ly, p* 7y, 0)
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= {(p™u, pAlx + py + p*v],pBM,pN) € Zy : z,y, 2, u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p3wy N =z + py + p’z + pit.

= (pm,pA,pB,p){(u,v,w,t) € Zﬁ:wfv EpQZp yt—w GpSZp}
conm >1y sy, s5€{0,....,p—1}.

r1222) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ 's0,pA,pB,p) By(Cp) + (0" Zp, 0Ly, p* Ly, 0)

= {(p™ 'solz + pul, pAlz + py + p°v],pBM,pN) € Zy, :
T, Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

= (p™ s0,pA, pB, p){(u,v,w,t) € Zf) ‘v —u € pZy, w—v E P*ZLy, t —w € p°ZL,}

= (p™ 50, pA, pB,p) By(Cys).
conm >2, so €{l,...,p—1}y s2, s5€{0,....,p—1}.

Supongamos que r = 2, de aqui
p'"3(s3 + psa + p’ss) = p*(mod p°Z,,)

cuando tenemos los siguientes casos:

7“21) [ =3.
7‘22) [ =4.
T‘23) [ =05.

r9,) supongamos que | = 3, de aqui s3 = 0, s4 = 0y s5 = 1. Sustituyendo en «, tenemos
que

(pmils()’pk72(sl +p52)7p2) € Bp(cp2)7
con lo que
p*72(s1 + psa) — p* € p*Z,,.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
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7'211) s1 =0 = s5.
r2,,) 51 =0y sz €{l,..,p—1}.
r2,,) 81 #0y s2 €{0,...,p—1}.
7“211) supongamos que s; = 0 = sg, entonces k > 2. Sustituyendo en «, tenemos que
(PmilSOaOapz) € BP(CPQ)a

con lo que
p" sy —0€ DPZyp.

Asi, se dan los siguientes casos:
Tglll ) So = 0.
T2112 ) So 7é 0

7'2111) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I = (0707]927]92) B;D(Cp3) + (meP7kap’p3ZP’0)

= {(pmu7pkv,p2M,p2N) € Z?; : x,y,z,u,v,w,t € Zp}

donde M =z +py +p*2+pwy N =z + py + p?z + pit.

= (™", 0%, %) {(u,v,w,t) €Zy 1 t —w € pZy }
conm>1yk>2.

1"2112) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I= (pm_180707p27p2) BP(CPB) + (mep7kaP7p3ZP70)

= {(pm’lso[x +pu]7pkv,p2M,p2N) € Z;‘, L, Y, 2, u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+pwy N =z + py + p’z + p3t.

m—1

=
conm>2, k>2ysye{l,..,.p—1}.

307pk,p27p2) {(uvvvwvt) € Z?) w—uy t—we pr}

T2,,) supongamos que s; = 0y s3 € {1,...,p — 1}, entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(p™ ts0,p" 1s0,p%) € B,(Cp2),
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con lo que

m—1 k

p" sy — pFTlsy € pZy.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘2121 ) S = 0
’1“2122) s0 # 0.
7"2121) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I =(0,p" "s2,0% p?) Bp(Cp) + (0" Zp, 0" Zyp, p*Z,, 0)

= {(p™u, p"tsalx + py + pv],p* M, p*N) € Zf) LXLY, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p*z+pwy N =z + py + p?z + p’t.

= (" p" 52,0 07) {(w, v, w,t) €EZY i w—vyt—wE pZ,}
conm>1, k>3ysye{l,...p—1}.

7"2122) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I'=(p™ "s0,0" " 52,0°,0%) Bp(Cps) + (p" Zp, 0" Zp, p*Z, 0)

= {(p™ 'solz + pul,p" ' sa[z + py + pvl, p* M, p*N) € Zy :
T, Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p’z+pwy N =z + py + p?z + pt.

= (pm_1507pk_152up2up2) {(U,’U,’wﬂf) € Z;l; v—u, w—v, t—we pr}

conm >2, k>3y sy, s2€{l,...,p—1}.

T2,,) supongamos que s1 # 0y sg € {0,...,p — 1}, entonces k > 4. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(p™ 50, p" 2 (s1 + ps2),p®) € Bp(Che),
con lo que
P so — PP (s1 + ps2) € pZy,.
Asi, se dan los siguientes casos:

T2131 ) S = 0

’I“2132) So 75 0.
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T2y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. LLamemos A = (s1 + psa), entonces

1= (O7pk_2A,p2,p2) Bp(cp3) + (mep,kap,p3Zp, O)

= {(p™u, p" 2 Alz + py + p*v], pP’ M, p°N) € Zyy : x,y, z,u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’z2+pwy N =z + py + p’z + pit.

=" " A% p?) {(uw,v,w,t) € Zy s w —v EpLy y t —v € P°Ly)
conm>1, k>4, s5€{l,..,p—1} y s2 € {0,....,p—1}.

7“2132) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p" A, 0%, p%) Bp(Cp) + (0" Zyp, 0" Zp, p*Z,, 0)

= {(pm_lso[a: + pu), p* 2 Az + py +p2v],p2M,p2N) € Z;‘) :
:I:7 y’ z7u7v7w’t e Zp}

donde M =z +py +p*2+pwy N =z + py + p?z + pit.

= (p™ s, p"T2A, p?, p?) {(u,v,w,t) € Zf, tv—u, w—v € ply, t—v € P°Ly}
conm>2, k>4, sy, s1€{1l,..,p—1} y 52 €{0,....,p—1}.
r9,) supongamos que | = 4, de aqui s3 =0, sy =1y s5 € {0,...,p — 1}. Sustituyendo en «,

tenemos que
(P 50,072 (51 + ps2), PP (1 + pss)) € By(Cp2),

con lo que
P2 (51 4 ps2) — P2(1+ pss) € p°Zy.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7“221) S1 = 0= S9.
T2,,) 51 =0y s2 €{l,....,p—1}.

ras) 5170y 53€ {0, p—1}.
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7’221) supongamos que s; = 0 = $o, entonces k > 2. Ademaés, llamemos B = 1+ pss5. Sustitu-
yendo en «, tenemos que
(pm_lso,O,pQB) € By(Cp2),

con lo que
p" sy —0€ DPLp.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘2211 ) S = 0
T2212> So 75 0.
1"2211) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,0,p*B,p?) By(Cy) + (0" Ly, p" Ly, p*Zy, 0)

= {(pmu,pkv,szM,pQN) € Zg Fx,Y, 2, u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (™. 0" p*B,p*) {(u,v,w,t) € Zy : t —w € p°Z,}
conm>1, k>2ys;€{0,...,p—1}.

7“2212) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I = (pmils()a Oap287p2) Bp(cps) + (meP7kap’p4Zp’ O)

= {(pm_lso[x —l—pu],pkv,pQBM,pQN) € ij FXL Y, 2 U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p*z+p*>wy N =2 + py + p?z + pit.

= (pm_ls()apkvaBapz) {(U,’U,U},t) € Z?) Tw—-ue pr, t—w GPQZP}
conm>2,k>2 so€{l,...,p—1}ys5€{0,...,p—1}.

T2,,) supongamos que s1 = 0y s3 € {1,...,p — 1}, entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(pm_1807pk_182ap23> € Bp<Cp2)a

con lo que

P rsg —pFlss € DLy.

Asi, se dan los siguientes casos:
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7’2221 ) So = 0
T2222 ) So 7& 0
T2y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I= (Oapk_1827p2Bap2) By(Cpe) + (mep7kapvp4vao)

= {(pmu7pk*132[x + py +pv},pQBM,p2N) € Z;‘) Lx, Y, 2, U, 0, w, t € Lyt

donde M =z +py +p’2+p*wy N =2 + py + p’z + pit.

= (p™.p" 52, p*B,p?) {(uw,v,w,t) € Zy : w — v € plp, t—w € p°ZLy}
conm>1, k>3, s5€{l,..,p—1} ys5 €{0,....,p—1}.

r2222) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ s0,p" 52,0° B, p%) Bp(Cps) + (0™ Zyy, p* Ly, p* Ly, 0)

- {(pm_lso[x + pul, pF sz + py —|—pv],pQBM,p2N) € Z;; :
z,Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py + p*2 +p*wy N =z + py + p’z + pit.

m—1 k

~80,p _152,p23,p2) {(u,uw,t) € Zf, U—U, W—VEPLy, t—wE pQZp}

= (p

conm>2, k>3, sg, s0€{1,..,p—1} ys5€{0,....p—1}.

T2,,) supongamos que s1 # 0y sz € {0,...,p — 1}, entonces k > 4. Sustituyendo en a, tene-
mos que

(pmflso,pk72(81 —|—p32),p2B) € Bp(Cp2)’

con lo que
P so — PP (s1 + ps2) € py.

Asi, se dan los siguientes casos:
’1”2231 ) So = 0

7‘2232) So # O
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T2y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. LLamemos A = (s1 + psa), entonces

1= (Oapk_QAaPQva2) Bp(cp3) + (mepvkaPap4ZP7 0)

= {(p™u, p" 2 Alz + py + p*v], P’ BM,p*N) € Zyy = x,y, 2, u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

=" p" A p°B,p?) {(uv,w,t) €Zy i w—vyt—wep°Ly}
conm>1, k>4, s€{l,...,p—1} y s9, s5 €{0,....,p—1}.

7“2232) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p" 2A,p°B,p?) Bp(Cps) + (0" Zp, p" Ly, p" Zy, 0)

= {(p™ tsolz + pu],p* 2 Alz + py + p*v], p* BM,p*N) € Zy :
:I:7 y’ z7u7v7w’t e Zp}

donde M =z +py +p*2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (pm_lso,pk_2A,p2B,p2) {(u,v,w,t) € Zﬁ U —UEPLy, w—V, t—wE pQZp}
conm>2, k>4, sp, s€{l,...,p—1} y s9, s5 € {0,....,p—1}.
r9,) supongamos que [ =5, de aqui s3 = 1y s4, 85 € {0,...,p — 1}. Sustituyendo en «,

tenemos que
(P V0, 0" 2 (51 + psa), p° (1 + psa + p?s5)) € Bp(Cp2),

con lo que
P*72(s1 4+ psa) — PA(1 + psa+ p*ss) € p°Zy,.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7“231) S1 = 0= S9.
T25,) 51 =0y sz €{l,..,p—1}.

T25,) 51 # 0y s2 €{0,...,p—1}.
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7’231) supongamos que s; = 0 = sy, entonces k > 2. Ademas, llamemos B = 1 + psy + p?ss.
Sustituyendo en «, tenemos que

(pmils()a 07p2B) € Bp(cpz)v

con lo que
pm_lso —-0e€ pr.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘2311 ) S = 0
T2312 ) 50 7é 0.

7'2311) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,0,p°B,p*) By(Cy3) + (p™Zyp, p*Zp, p°Zy, 0)

= {(p™u,p*v, p* BM,p?N) € Ly, y, z,u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =2 + py + p?z + pit.

= (™, 0" p*B,p*) {(u,v,w,t) € Z} : t —w € P°Z, }
conm>1, k>2ysy, s5€{0,...,p—1}.

7“2312) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I = (pm_180a07p237p2) BP(OP‘S) + (meP7kaP’p5ZP’O)

= {(p™ 'so[x + pu],p*v, p* BM,p?N) € Ly x,y, z,u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =z + py + p’z + pit.

= (p™ tso,p", p? B, p?) {(u,v,w,t) € Z;l, W —UEPLy, t—wE pSZp}
conm>2, k>2 spe{l,..,p—1}y s4, s5 €{0,....,p—1}.

r232) supongamos que s1 =0y sy € {1,...,p — 1}, entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(p™ V509" 52,0>B) € By(Cp2),

con lo que

m—1 k

P tso — p" sy € pZy,.

Asi, se dan los siguientes casos:
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7’2321 ) So = 0
T2322 ) So 7& 0
T2y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I= (Oapk_1827p2Bap2) By(Cpe) + (mep7kap7p5Zp70)

= {(pmu7pk*132[x + py +pv},pQBM,p2N) € Z;‘) Lx, Y, 2, U, 0, w, t € Lyt

donde M =z +py +p’2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

= (p™.p" 52, p*B,p?) {(u,v,w,t) € Zy : w — v € plp, t—w € p°Ly}
conm>1, k>3, soe{l,...,p—1} y s4, 85 €{0,...,p—1}.

r2322) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ "s0,p" 52,0° B, p%) Bp(Cps) + (0™ Zyy, p* Ly, p° Ly, 0)

- {(pm_lso[x + pul, pF sz + py —|—pv],pQBM,p2N) € Z;; :
z,Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =z + py + p’z + pit.

= (p’"_lso,pk_lsQ,pQB,pg) {(u,v,w,t) € Zf, U —U, W=V E ply,t—wE p?’Zp}
conm >2, k>3, sp, so€{l,...,p—1}y s4, s5 €{0,....,p—1}.

T2,,) supongamos que s1 # 0y sz € {0,...,p — 1}, entonces k > 4. Sustituyendo en a, tene-
mos que

(pmflso,pk72(81 —|—p32),p2B) € Bp(Cp2)’

con lo que
P so — PP (s1 + ps2) € py.

Asi, se dan los siguientes casos:
’1”2331 ) So = 0.

7‘2332) so # 0.
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T2s5, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. LLamemos A = (s1 + psa), entonces

1= (Oapk_QAaPQva2) Bp(cp3) + (mepvkaPap5ZP7 0)

= {(p™u, p" 2 Alz + py + p*v], P’ BM,p*N) € Zyy = x,y, 2, u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

= (pm,pk*QA,pQB,pz) {(u,v,w,t) € Zﬁ Tw—vE pzZp yt—we€ pSZp}
conm>1, k>4, s€{l,...,p—1}y s2, 84, 85 € {0,...,p—1}.

7“2332) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p" 2A,p>B,p?) Bp(Cps) + (0" Zp, p" Ly, p°Zy, 0)

= {(p™ tsolz + pu],p* 2 Alz + py + p*v], p* BM,p*N) € Zy :
:I:7 y’ z7u7v7w’t e Zp}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =z + py + p’z + pit.

= (p" 's0,p" 2A,p*B,p®) B, (Cps)

conm>2, k>4, sy, s€{1,...p— 1}y s, 54, 85 € {0,...,p—1}.

Supongamos que r > 3, de aqui

pl_3(33 + psg + p235) = 0(mod ngp)

cuando tenemos los siguientes casos:

r3,) 83 =84 =85 =0.

r3,) s3=0=s4y s5€{1,...,p—1}.

r3,) s3 =0, s4 € {1,...,p—1} y s5 €{0,...,p—1}.
r3,) S3#0y sq, s5 € {0,...,p—1}

r3,) supongamos que sz = s4 = S5 = 0, de aqui [ > 3. Sustituyendo en «, tenemos que
—_————

(Pm_lsoapk_Q(& +ps2),0) € By(Cpe),
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con lo que
P2 (51 + ps2) — 0 € p°Z,,.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7“311) 51 =0 = s9.
r3,,) s1=0ys2€{l,..,p—1}.
73,,) 5170y s2€{0,...,p—1}.
Tgll) supongamos que s; = 0 = s9, entonces k > 2. Sustituyendo en «, tenemos que
(pmflsO,O,O) € B, (Cp2),

con lo que
p™ sy —0€ DLy

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘3111 ) S = O
T3112 ) So 75 0.
1"3111) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=1(0,0,0,p") Bp(Cyps) + (p"Zp, p"Z,, p'Z,, 0)

= {(p™u, p*v, p'w,p"N) € Zs, : x,y, 2,u,v,w,t € Ly}
donde N = z + py + pz + p’t.

=™ "0z,
conm>1, k>2,1>3yr>3.
7“3112) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I = (pm715070707pr) BP(C])3) + (meI”kaP’plZp’O)

= {(pm_lso[x —l—pu],pkv,plw,p’“N) € Z; LEL Y, 2, U, 0, W, t € Dy}

donde N = z + py + p?z + p3t.
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= (pm—ls(hpk,pl’pr) {(u,v,w,t) € Z;l) t—-ue pr}
conm>2, k>21>3 r>3ys €{l,..p—1}.

73,,) supongamos que s1 = 0y s € {1,...,p — 1} ., entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(pm_lso,pk_lsQ, 0) € By(Cp2),

con lo que

m—1 k

P sy — pFls, € pZy.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘3121 ) S = 0.
T3122 ) S0 7& 0.

7'3121) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

1= (O>pk_152a prr) Bp(Cp3) + (mepvka:mplZp?O)

= {(p™u, p" L solx + py + pv], plw,p"N) € L} : x,y, z,u,v,w,t € Ly}

donde N = z + py + p?z + p’t.

= (p", 0" V2, 0! p") {(u, v, w0, ) €L it —v € py}
conm>1, k>3,1>3, r>3ysye{l,..,p—1}.

7'3122) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" "s0,p" 52,0,p") By(Cpa) + (0" Zp, 0" Zp, p'Z,,0)

= {(pmflso[x —|—pu]7pk*132M,plw,prN) € Zg FZ,Y, 2,0, 0,w,t € Ly}

donde M =z +py+pvy N =z +py+pz+ pit.

m—1

=
conm>2, k>3,1>3 r>3ys, s2€{l,...,p—1}.

SOapk71323plvpr) {(u,mw,t) € Z; U — U, t—ve pr}

73,,) supongamos que s # 0y sg € {0,...,p — 1}, entonces k > 4. Ademas, llamemos A =
$1 + psa. Sustituyendo en «, tenemos que

(pm_lso,pk*A7 0) € B,(Cyp2),
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con lo que
P lsg —pFT2A e Dy

Asi, se dan los siguientes casos:
7"3131 ) So = 0.

T3132) S0 7& 0.

r3131) supongamos que sg = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p""2A4,0,p") Bp(Cps) + (p"Zp, p"Zy, p'Zy, 0)

= {(p™u, p""2AM,p'w,p"N) € Ly, y, z,u,0,w,t € Ly}
donde M =z +py +p*>vy N =z + py + p?z + p3t.

= (™ p" A L") {(w,v,w,t) € Zy it —v € PZy )
conm>1, k>4,1>3 r>3, s1€{l,.,p—1}ys2€{0,....,p—1}.

7“3132) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p"24,0,p") By(Cp2) + (0" Zyp, 0" Ly, p'Z,, 0)

= {(pmso[x +pu],pk’2AM,plw,prN) € Z;‘, Lx, Y, 2 U, 0, W, t € Ly}
donde M =z +py +p*vy N =z + py + p?z + pt.

= (" "s0, 0" 2A P p") {(uy v, w,t) € Zoy v —w € pZy, t—v € PLy}
conm>2 k>4, 1>3 r>3, so, s1€{1,..,p—1} ys2€{0,....,p—1}.

r3,) supongamos que s3 = 0 = s4, s5 € {1,...,p — 1}, de aqui [ > 4 Sustituyendo en a, tene-

mos que
(p™ L0, p" (51 + ps2),p'ss5) € By(Cpe),

con lo que

Pk72(51 + psa) — p'lss € PQZp

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:

7“321) S1 = 0= S9.
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T3,,) 51 =0y s2€{l,...,p—1}.
T3,,) 81 #0y s2 €{0,...,p—1}.

7'321) supongamos que s; = 0 = sg, entonces k > 2. Sustituyendo en «, tenemos que

(pm_lso, O,pl_ls5) € By(C2),

con lo que
p" sy —0€ DPLyp.

Asi, se dan los siguientes casos:
7'3211 ) S = 0
T3212 ) So 7é 0

T3, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,0,p" "s5,p") Bp(Cps) + (p"Zp, p"Zy,p'Zy, 0)

= {(pmu,pkv,pl_ls5M,p7'N) € Zé DXL Y, 2 U, 0, W, t € DLy}
donde M =z +py +p*z+pwy N =z + py + p?z + p3t.
= (pm,pk,pl_lskr,,p’“) {(u,v,w,t) € Zé t—w € pr}
conm>1, k>2,1>4, r>3ys;e{l,...p—1}.
T3, ) supongamos que so # 0, con lo cual m > 2. Entonces
. So 7Y

I=(p™ 's0,0,p" " s5,0") Bp(Cp) + (0" Zp, 9 Zp, p'Z,, 0)

= {(p™ 'solz + pul,p*v,p'tss M,p"N) € Ly : 2y, %, u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+pwy N =z + py + p?z + pt.

m—1

=
conm>2, k>21>4, r>3ysg, ss€{1,...,p—1}.

307pk7pl_1857pr) {(U,U,wﬂf) € Z;l; W —u, t—we pr}

73,,) supongamos que s1 = 0y s € {1,...,p — 1} ., entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(pm_1807pk_1827pl_1s5) € Bp(cp2)7

con lo que

P rsg —pF sy € DLyp.

Asi, se dan los siguientes casos:
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7’3221 ) So = 0
T3222 ) So 7& 0
T3a,, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p" "s2,p" " 55,0") Bo(Cps) + (0" Lup, 9" Zy, p'Zip, 0)

= {(p™u, p" L solx + py + pv], P s M, p"N) € Z s,y 2 u,v,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+pwy N =z + py + p?z + pit.

= (p",p"!

conm>1, k>3,1>4, r>3yss, s5€{l,...,p—1}.

32,pl*155,pr) {(u,v,w,t) € Z; Tw—v, t—weE pr}

r3222) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ 'so,p" 50,0 5, 07) By(Ci) + (" Zp, p* Ly, p'Z,,, 0)

= {(p™ tsolx + pul,p*LsoL,p!tss M,p"N) € Zé L XY, 2, U, 0, w,t € Ly}

donde L=z+py+pv, M=z +py+p*z+pwy N =z+py+p?z+ pt.

= (p™ tsg, p" sg, p s, p") {(u,v,w,t) € Zf) v—u, w—uv, t—weE pr}
conm>2, k>3, 1>4, r>3y s, s2, $5 € {1,....,p—1}.

73,,) supongamos que s1 # 0y so € {0,...,p — 1} ., entonces k > 4. LLamemos A = s; +psa.
Sustituyendo en «, tenemos que

(P s0,0" 2 A, p " s5) € By(Che),

con lo que
P lsg —pFTtA e DZLyp.

Asi, se dan los siguientes casos:
7'3231 ) So = 0

T3232) 50 7& 0.

86



T35, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p"2A,p"  s5,0") By(Cpa) + (0" Zp, 0" Zp, p'Z,,0)

={(p™u, p" 2 Alz + py 4+ p*0],p' " 'ss M, p"N) € Zyp : 2y, z,u,v,w,t € Ly}
donde M =z +py +p’z2+pwy N =z + py + p?z + pit.

= (pm’pk72A’pl71$5’pr) {(u,v,w,t) € Zﬁ W —vE pra t—ve pQZ;D}
conm>1, k>4,1>4, r>3, 51, ss€{l,...,p—1} ys2 €{0,....,p—1}.

7“3232) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ 's0,p" 2A,p' 5, 0") Bp(Cpa) + (0" Ly, p" Zyy, ' Zy, 0)

= {(p™ tsolx + pu],p*"2AL,p'"ts5M,p"N) € Ly x,y, z,u,0,w,t € Ly}

donde L =z +py +p*v, M =z +py+p’z2+pwy N =z + py + p?z + pt.

= (pmflso,pk*QA,plfls&pr) {(u,v,w,t) € Zﬁ V= U, W=V EPLy, L —VE pQZP}
conm>2, k>4,1>4, r>3, s, $1, S5 €{1,..,p—1} y 52 € {0,...,p—1}.

r3,) supongamos que sz =0, s4 # 0 s5 € {0,...,p — 1}, de aqui ! > 5. LLamemos B = s4 +

pss5 Sustituyendo en «, tenemos que
(p™ Y50, p" 2 (51 + ps2), ' 2B) € B,(Cpa),

con lo que
p*72(s1 + psa) — P 2B € p*Z,,.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
7’331) S1 = 0= S92.
T35,) 51 =0y s2 €{l,....,p—1}.

7’333) 51 # 0 ys2 € {077p7 1}
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7’331) supongamos que s; = 0 = s9, entonces k > 2. Sustituyendo en «, tenemos que
(pm_lso,O,pl_zB) € By(C2),

con lo que
P lsg — 0 € pZy.

Asi, se dan los siguientes casos:
’1“3311 ) S = 0
7’3312) so # 0.
T35, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,0,p'2B,p") Bp(Cps) + (p"Zp, p"Zy,p'Z,y, 0)

= {(p™u,p*v,p'"2BM,p"N) € Ly Yy, z,u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2z+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (™, " °Bp") {(u,v,w,t) €Zy : t —w € p°Zy}
conm>1, k>21>5 r>3,s4€{l,..,p—1} ys5 €{0,...,p—1}.

1"3312) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ '50,0,p" 2B, p") Bp(Cp3) + (0" Zp, p" Zp, p'Z,,0)

= {(pmflso[x eru],pkv,pl*zBM,p’"N) € Zé Lx, Y, 2, u,0,w,t € Lyt

donde M =z +py +p*2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (" "s0,0", 0" 2B p") {(u, 0, w,t) € Zy i w —u € Py, t—w € P Ly}
conm>2, k>2,1>5 r>3, sy, sa€{l,...,p—1}ys5€{0,...,p—1}.

r332) supongamos que s1 =0y sy € {1,...,p — 1} ., entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(p™ 0,0 152,072 B) € B,(Cp2),

con lo que

m—1 k

P tso — pFlse € pZ,.

Asi, se dan los siguientes casos:
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7’3321 ) So = 0
T3322 ) So 7& 0
T35y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p" Ys2,0' 7B, p") Bp(Cps) + (0" Zp, p" L, p' Zp, 0)

= {(pmu7pk*132[x + py +pv},plszM,pTN) € Z;‘) FX,Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p*wy N =2 + py + p’z + pit.

= (p™,p" s, 2B ") {(u,v,w,t) € Zy i w — v € ply, t—w € PPLy}
conm>1, k>3,1>5 r>3, 89, sa€{l,...,p—1} ys5 €{0,....,p—1}.

r3322) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p" 52,0 72B,p") Bp(Cpa) + (0" Zp, 0" Z,p, ' Zp, 0)

= {(pm_lso[x —|—pu],pk_182L,pl_2BM,p’°N) € Z;‘) CEL Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde L =z +py+pv, M =x+py+p’z+p*wy N=uz+py+p?z+pt.

= (pmflso,pkfls%plﬂB,pr) {(u,v,w,t) € Zﬁ U—U, W=V EPLy, t—w E pQZp}
conm>2, k>3, 1>5 r>3, sp, s2, sa€{l,....p—1} vy s5€{0,....,p—1}.

r333) supongamos que s1 # 0y s3 € {0,...,p — 1} ., entonces k > 4. LLamemos A = s1 + pss.
Sustituyendo en «, tenemos que

(p™ 's0,p"2A,p'T2B) € B,(C2),

con lo que
p" sy —pFT2A € PZLp.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘3331 ) S0 = 0.

T3332) So 75 0.
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T35, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p""2A,p'72B,p") By(Cps) + (p"Zp, p* Z,p, p'Z,, 0)

= {(p™u, p" 2 Alz + py + p*v],p' *BM,p"N) € Zy, : x,y, z,u,v,w,t € Ly}
donde M =z +py +p’2+p*wy N =z + py + p’z + pit.

= (p™,p" A, p' 2B, p") {(w,v,w,t) € Zp w — v, t —w € p*Z,}
conm>1, k>4,1>5 r>3, 81, sa €{l,...,p—1} y s9, s5 €{0,....,p—1}.

7“3332) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" 's0,p" 2A, 0B, p") Bp(Cp) + (0" Zyp, 0" Ly, p'Zy, 0)

= {(pm_lso[a: —I—pu],pk_QAL,pl_zBM,prN) € Z;ﬁ CEL Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde L =z +py +p*v, M =x +py+p*2 +p’wy N =x+py +p’z +p’L.

= (pmflso,pk*QA,plsz,p”) {(u,v,w,t) € Z;l, U= U, € Ly, w—v, t—WE pQZp}
conm>2, k>4,1>5 r>3, s, $1, Sa € {1,...,p—1} y 82, 85 € {0,...,p—1}.

r3,) supongamos que sz # 0, s4, s5 € {0,...,p — 1}, de aqui | > 6. LLamemos B = s3 +

ps4 + p?ss Sustituyendo en «, tenemos que
(p™ 50, p" 2 (s1 + ps2),p'3B) € By(Che),

con lo que
P* (51 4+ ps2) —p' T’ B € p°Zy.

En consecuencia, tenemos los siguientes casos:
T'341) S1 = 0 = S9.
73,,) 51 =0y sz €{l,..,p—1}.

r) 5170y s2€ {0, p—1}.
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7’341) supongamos que s; = 0 = s9, entonces k > 2. Sustituyendo en «, tenemos que
(p7”_130,0,pl_3B) € By(C2),

con lo que
P lsg — 0 € pZy.

Asi, se dan los siguientes casos:
’1“3411 ) So = 0.
T3412 ) S0 7é 0.
T34y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

1= (0,0,p'3B,p") By(Cps) + (" Zp, p"Zy,p'Zy, 0)

= {(p™u,p*v,p'*BM,p"N) € Ly Yy, z,u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p*2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

=", 0" " ?Bp") {(u,v,w,t) €Zyy : t —w € p°Ly}
conm>1, k>2,1>6, r>3, s5€{l,...,p—1} y 84, s5 €{0,...,p—1}.

r3 412) supongamos que sg # 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p™ 's0,0,p" B, p") Bp(Cyps) + (" Zp, " Zp, p'Z,,0)

= {(pmflso[x eru],pkv,pl*‘gBM,p’"N) € Zé Lx, Y, 2, u,0,w,t € Lyt

donde M =2 +py +p*2+p3wy N =z + py + p’z + pit.

= (" "s0,0", 0" B, p") {(w,0,w,t) € Zy s w —u € Py, t—w € p*Zy}
conm>2, k>2,1>6,r>3, sp, s €{1,...,p—1} y s4, 85 € {0,....,p—1}.

r342) supongamos que s1 =0y sy € {1,...,p — 1} ., entonces k > 3. Sustituyendo en «, tene-
mos que

(p™ 0,0 152,02 B) € B,(Cp2),

con lo que

m—1 k

P tso — pFlse € pZ,.

Asi, se dan los siguientes casos:
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7’3421 ) So = 0
T3422 ) So 7& 0
T34y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p" 1 s2,0'7°B,p") Bp(Cps) + (0" Zp, p" L, p' Zp, 0)

= {(pmu7pk*132[x + py +pv},pl*3BM,pTN) € Z;‘) FX,Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

= (p™,p" s, B p") {(u,v,w,t) € Zy i w — v € ply, t—w € PPLy}
conm>1, k>3,1>6, >3, 89, ss€{1,...,p—1} y 84, 55 €{0,...,p—1}.

r3 422) supongamos que sg 7 0, con lo cual m > 2. Entonces

I=(p" "s0,p" 52,072 B,p") By(Cpa) + (0" Zp, 0" Zp, ' Zp, 0)

= {(pm_lso[x —|—pu],pk_182L,pl_3BM,p’°N) € Z;‘) CEL Y, 2, U, 0, W, t € Ly}

donde L =2 +py+pv, M =x+py+p’z+piwy N=uz+py+p?z+pt.

= (pmflso,pkfls%pl*?’B,pr) {(u,v,w,t) € Zﬁ U—U, W=V EPLy, t—w E p?’Zp}
conm>2, k>3, 1>6,r>3, sp, s2, s3€{1,....,p—1} y s4, s5 € {0,....,p—1}.

r343) supongamos que s1 # 0y s3 € {0,...,p — 1} ., entonces k > 4. LLamemos A = s1 + pss.
Sustituyendo en «, tenemos que

(p™ 50, 0" 2A,p' 3 B) € B,(C2),

con lo que
p" sy —pFT2A € PZLp.

Asi, se dan los siguientes casos:
7‘3431 ) S = O

T3432) So 75 0.
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T34y, ) supongamos que so = 0, con lo cual m > 1. Entonces

I=(0,p""2A,p'®B,p") By(Cps) + (0" Zp, p* Z,p, p'Z,, 0)

= {(pmu7pk_2A[x + py +pzv],pl_3BM,pTN) € Zf, (LY, 2, u,0,w,t € Ly}

donde M =z +py +p’2+p3wy N =2+ py + p’z + pit.

= (pm,pk_zA,pl_3B,pT) {(u,v,w,t) € Zﬁ Tw—v € p2Zp, t—we p3Zp}

conm>1, k>4,1>6, r>3, 51, s3€{1,...,p—1} y 82, 84, 85 € {0,...,p—1}.
T34, ) supongamos que so # 0, con lo cual m > 2. Entonces
) S50 7Y

I=(p™ ts0,p" 2A,p' 3B, p") Bp(Cpe) + (0" Zyp, 0" Z,p, p'Z,, 0)

= {(pm_lso[x +pu]7pk_2AL,pl_3BM,pTN) € Zf, DEL Y, 2, U, 0, W, t € D}

donde L =z +py+p®v, M =z +py+p?z2+p’wy N =z +py + pz + pit.

= (p™ 's0,p"2A,p' 3B, p") B, (Cyo)

conm>2, k>4,1>6, >3, sy, $1, $3 €{1,....,p— 1}y 82, 84, $5 € {0,...,p—1}.

En resumen, los ideales de la forma I = (o, p")Bp(Cyps) + (J,0) con

m l73(

a= (p™ 50, " (s1 + psa2),p' > (s3 + psa + p’s5))

J =" p"p)Z3.
Se pueden reescribir en:
(p™s0, " (s1 + ps2), p'(s3 + psa + p*ss),p") J' con: J' =
1) By(Cps)
sm>1, k>2,1>3, r>3, sg, s1, s3€{l,....,p—1} vy S92, 54, s5 €{0,...,p—1}.

sm>1, k>2 1l=r=2, 5, s1€{l,....p—1}, s3=1y s9, 54, 55 €{0,....,p—1}.

sm>1, k=l=r=1,s0€{l,..,p—1}, s1 =53 =1y 52, 55 €{0,...,p— 1}, 54 =
0.

sm=k=I]l=r=1 s=s51=83=1y 82 =84 =55 =0.
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2) {(va,w,t) GZ;:wfvegﬂzp’ t*w€p3ZP}

'mZL k2271233 7‘23, 50:1; 81, 536{17"'71771}}7527 S4, S5 €
{0,....,p —1}.
sm>1L, k>2l=r=2s=s3=1; 51 €{l,...,p— 1}y sa, 84, 55 € {0,....,p—1}.
sm>1, k=l=r=1,s=s51=83=1y 82, $5€{0,....,p—1}, s4=0.
3) {(u,uw,t)er,:v—u, W — v € ply, t—w€p3Zp}

sm>1, k>21>3, r>3, so, S2, $3€{1l,..., 0 — 1}y 84, 55 €{0,....p—1}, 51 =

0.

= m > ]-a k> 23 l=r= 2; S0, S2 € {17"'7p71}y347 S5 € {07"'7p71}7 S1 =
0, 83:]..

sm>1, k=l=r=1,s5€{l,..0—1}ys; €{0,...,p—1}, s1 =53 =1, 59 =
54:0.

4) {(w,v,w,t) € Z - w—v € ply, t —w € p°Zy}

= le, k223123,T237 50:1; S2, 536{13"'51’)71}}7545 556{0,---,}7*1},51

0.
sm>1, k>21l=r=2 s9€{l,..,p—1} ys4, s5€{0,...p—1}, 51 =0, sop =
83:1.

sm>1, k=l=r=1,s$5€{0,.,p—1}, sp=s1=83=1, s9 =354 =0.
5) {(u,v,w,t) € Zp : w—u € ply, t —w € p*Zy}

=m > 1, k227 ZZ?” r > 3; So, $3 € {17"'7p_1}y847 S5 e{oaap_l}v S1 =

1, 8220.
sm>1, k>2 1l=r=2 spe{l,..,p—1}y s4, 55 €{0,....,p—1}, 51 = 83 =
1, 8220.

6) {(u,uw,t) € Zf, t—w €p3Zp}

=m > 1, k227 1237 r>3; 836{17'“7p_1}y845 856{03'“7]9_1}7 S0 = 8§51 =
1, 8220.

sm>1, k>2, l=r=2, 54, s55€{0,...,p—1}, so =51 =853 =1, s9=0.
7) {(u,v,w,t)er,:v—uepr, w— v, t—wepzZp}

sm>1, k>2,1>3,r>3; sg, 51, s4 €{1,...,p—1}y s2, s5 € {0,....,p— 1}, s3 =

0.

=m > 1a k > 2a I =r= 25 S0, S1 € {17"'7p71}y527 S5 € {Ovap71}7 S3 =
1, 54:0.

sm>1L, k=l=r=1,s0€{l,.,p—1} ys2€{0,....,p—1}, s1 =s3 =1, s4 =
8520.

8) {(u,v,w,t) EZ;l,:w—v, t—prQZp}
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= mZ]-a k227 1233 T23, S1, S4 € {17""p71}y527 S5 6{07"'7]771}7 S0

]., 83:0.
sm>1, k>2 1l=r=2 s €{l,...p—1} vy s9, s5 € {0,....,p— 1}, so = s3
1, 84:0.

sm>1, k=l=r=1, $5€{0,.,p—1}, sp=s1=83=1, s4 =355 =0.
9) {(u,v,w,t)eZ;l,:v—u, W — v € pLy, t—prQZp}
= mZL k227 l23a T237 S50, S2, S4 G{lvvpil}y55 G{Ovvpil}v S1
83:0.

- le, k227 l:'f‘:2, 50, S2 e{1a"'ap_1}y$56{07"'7p_1}7 51 = 54
0, 53:1.

sm>1, k=l=r=1,s0€{l,..,p—1}, s1=s3=1, s2 =84 =35 =0.
10) {(u,v,w,t)eZ;j:w—vEpr, t—prQZp}

»m>1,k>21>3,1r>3; 52, sa €{l,...,p—1}ys5 €{0,...,p—1}, s1 =53
0, S():]..

sm>1, k>2, l=r=2,s0€{l,.,p—1}yss €{0,...,p—1}, s1=54=0, s¢
83:1.

sm>1, k=Il=r=1, sp=s81=83=1, 89 =54 =55 =0.
11) {(u,v,w,t)er,:w—UEpr, t—prQZp}

sm>1,k>21>3,1r>3; s0, sa €{l,...,p—1} ys5 € {0,...,p—1}, 51 = 82

83:0.
sm>1, k>2 l=r=2 sp€{l,..p—1}, s5€{0,....p—1}, sa =54 =0, 51
8321.

12) {(u,v,w,t) € Zy : t —w € p°Zy}

= mZL k227 l237 nga 54E{17"'7p71}y556{0"“71771}3 S2 = 83
0, 81280:1.

sm>1, k>2 1l=r=2 s5€{0,..,p—1}, s9=854=0, sp =81 =83 = 1.
13) {(u,v,w,t)GZ;‘;:vfu, w—v, t—w€ply}

sm>1, k>2,1>3,r>3; s9, S0, S5 €{l,....p—1} y s1 =83 =54 =0.
sm>1, k>2 l=r=2, 80, 2 €{l,...;p—1}, s1 =84 =155=0, s3=1.

14) {(u,v,w,t) EZ;‘):w—v, t—prZp}

sm>1, k>2,1>3,r>3; 89, s5€{l,...,p—1}ys1=s3=5,=0, s50=1.
= mZL k227 ZZTZQ, 326{1,-..,]7_1}7 81:54285:0a 50:83:1-

15) {(u,v,w,t) EZ;‘):w—u, t—prZp}

= mZL k227 523, T237 50, 556{1,~-~7p—1}}’32:53:34207 81:1'
sm>1, k>2 l=r=2,s0€{l,....,p—1}, s9=84=355=0, s =s3=1.
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16) {(u,v,w,t) € Zy : t —w € pZy}

sm>1, k>2,1>3,r>3; s5€{l,..,p—1}ysa=s3=5,=0, 59 =51 =1.

sm>1, k>2 l=r=2, 8=8,=585=0, s =81 =s3 =1.
17) {(u,v,w,t)er):v—u, W — v € pLy, t—vepQZp}

sm>1, k>21>3 r>3; s, $1, S5 €{1,..,p—1} y 852 € {0,...,p—1}, 54 =

8320.
sm>1, k>2 l=r=2, 8, s1 €{l,...,p—1}, s2 € {0,...,p—1}, 85 = 84 =
O, 83:1.

18) {(u,uw,t) EZ;‘,:w—UEpZP, t—w EpZZp}

sm>1, k>21>31r>3; 51, ss€{l,....,p—1} ys2€{0,...,p—1}, s4 =83 =
O, 8021.

sm>1, k>2,l=r=2 s1€{l,.,p—1}, s2€{0,....,p—1}, s5 =54 =0, 59 =
8321.

19) {(u,uw,t) EZ;‘,:v—uEpr, t—vEpQZp}

sm>1,k>21>3 7>3 s1, 50€{l,..,p—1}ys2€{0,...,p—1},
O, 83:1.

VA
W~
|
VA
ot
Il

20) {(u,uw,t) € Zf, it—w EpQZp}

sm>1, k>2,1>3 r>3 s1€{l,.,p—1}yss€{0,...,p—1}, s4 = 85 =
0, s =s3=1.

21) {(u,v,w,t)er,:v—u, t—vEpr}

sm>1, k>21>3,1r>3; 89, s2€{l,..,p—1}ys1=84=355=0, s3=1.
22) {(u,v,w,t)er,:t—UEpr}

sm>1, k>2,1>3,r>3 so€{l,.,p—1}ysi=s81=85=0, sp =53 =1.
23) {(u,v,w,t)er):t—uEpr}

sm>1, k>2,1>3,r>3 s0€{l,..,p—1}ysa=s8,=85=0, g =53 =1.

24) Zf)

Ahora, si consideremos el caso J = (pm,pkwo,pl) {(u,v,w) € ZI3;| v —u € pZy}, mediante
un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

k—1

o= (p™so,p" " 'wo(s1 +ps2),p' % (s3 + psa +p?ss)),

96



donde s; € {0,....,p — 1} parai=1,...,5.
De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I'=(p™so, P 'woA,p' 2B, p") B,(Cps )+
{(pmu,pkwo(u + pv), plw, 0) € Zé Cu, v, W € Ly}

donde A = s; + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Luego, al ver que
g1() = p" (mod p°Z,)

se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:
(p™, p"wo,p'(s3 + psa + p*s5)[wW1 + pwa] ', p"[ws + pwy] 1)) J' con: J' =
25) {(u,v,w,1) €Zy:pu—v+teply t—w € p®Zy}
sm>1, k>2 1>3 r>3, s3, wo, wi € {1,...,p—1}, 84, 85, wa € {0,...,p— 1},

W1 = W3 Yy Wyu = Wo.
- le,kZQ,l:TZQ, s3=1 Wo, W1€{1,...,p—1},84, 85, W2€{07"‘7p_1}7
W3 = W1 Yy Wy = Wao.
sm>1, k=1l=r=1,s3=1,8=0; woe{l,...p—1}, s5, wo € {0,...,p — 1},
W3:W1:WalyW4:W2.
26) {(u,v,w,t)er,:u—v—i—tepr, t—wepZ,}
=m > ]-7 k > 27 ZZ 37 r > 37 83, Wo, W1 € {177p_]-}7 S4, S5 € {Ovvp_]'}?
wy=wo =0y w; = ws.
sm>1, k>2 1l=r=2,s3=1; wo, wi € {1,....,p—1}, s4, s5 € {0,...,p — 1},
wy =wy =0y wg =wj.
27) {(u,v7w7t)€Z§:u—v€pr, t—w€p3Zp}
sm >1, k>212>3 1r>3 s3 wy € {l,...p—1}, 84, 55 € {0,....,p—1},
wy=woe=0yw; =ws3=1.
sm>1, k>2 1l=r=2; woe{l,...p—1}, 84, 855 €{0,....p— 1}, wo=wy =0y
W3:W1:83=1.
28) {(u,v,w,t) € Zt :pu—v+t, t —w e p°Zy}
sm>1, k>21>3 r>3, s3, wg, wi € {1,....,p—1}, 84, wo € {0,...,p— 1},
85=O,W1:W3yW4:W2.
sm>1, k>2 1l=r=2 s3=1; wo, wy € {1,...,p—1}, 84, wy € {0,...,p— 1},
§5 =0, Wg =W y Wg = Wo.
sm>1, k=l=r=1,s3=1, s4=0=s5; wo€ {l,....p—1}, wo € {0,...,p — 1},

-1
W3 = W1 =W, §y Wy = Wj.

29) {(u,uw,t) EZ;:U—’U—I—tEpZP, t—prQZP}
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= m 2 ]-7 k 2 2; l 2 3; r Z Sa 83, Wp, Wi S {17 , P 1}7 S4 € {07 7p71}7
wy=wy=0=55y w; = w3

sm >, k>2 1l=r=2 s3=1;, wy, wg € {1,....,p—1}, s4 € {0,...,p— 1},
we=wy=0=s5y w3 =w;

30) {(u,v,w,t)EZ?,:ufUEpr, t—w € p?Zy}
-le,k22,123,T23, 53, Wo6{1,...,p71},546{0,...,pf1},w4:w2:
0:S5yW1:W3:1.
sm>1, k>2 1l=r=2 woe{l,....p—1}, 84 € {0,....p— 1}, wa = wy = 0 = s5
yW3:W1283:1.
31) {(u,v,w,t)EZI%:pu—U—FtEpQZp, t—prZp}
=m >1, k>21>3 r>3; s3 wg, wg € {1,....p—1}, wo € {0,...,p— 1},
54 =0=85 Wy =Way Wi = Ws.
sm>1, k>2 l=r=2 s3=1;, wg, wi € {1,....,p—1}, wy € {0,...,p— 1},
84 =0=85 Wy =W3y W =W3.
32) {(u,v,w,t)eZ;‘j:u—v—Ft, t—prZp}
'mZLkZQ,lZ&TZ& 53, Wo, Wl6{17"'7p_1}754:W4:W2:O:S5y
W1 = W3.
sm>1, k>2, l=r=2;s3=1, wo, wi €{l,...,p—1}, wa=wy =0=s85 =84y
W3 = Wjy.
33) {(u,v,w,t)er,:u—v, t—prZp}
sm>1, k>21>3 1r>3 83, wo€{l,..,p—1}, sy =wyg=wa =0=355y
W1:W3:1.
sm >1 k>2 1l=r=2 wog € {l,.,p—1}, wa = wy =0 =355 = 84 %
W3=W1:83=1.
34) {(u,v,w,t) € Zs:pu—v+tepZy}
sm>1, k>21>3,r>3 wy wyg €{l,..,p—1}, 84 =0 =55 = wy, Wy €
{0,..,p—1} yw; =s3=1.
35) {(u,v,w,t)er):u—v—FtEpr}

sm>1, k>2,1>3 r>3 wy, wg €{l,..,p—1}, sa=wy=wa=0=355y
W1153:1.

36) {(u,v,w,t) € Z}:u—v € ply}

lle,kZQ,ZZS,T23;WO6{1,-..,p—1}754:W4:W2:0:S5y
1

W1 = W3 = 1 = S3.
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Ahora, si consideremos el caso J = (p"wo,p", p') {(u,v,w) € Z3| w — u € pZ,}, mediante
un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

a= (p"sowo,p" ?(s1 + psa),p'2(s3 + psa + p’ss))
donde s; € {0,....,p — 1} parai=1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

1= (pmsow(),pkiQAapliZBapr) BZD(CVPS)+
{(p"wou,p*v, p'(u + pw),0) € Z;‘; tu,v,w € Ly}

donde A = s; +psy y B = s34+ psy + p?ss.

Luego, al ver que
g1(a) =p" (mod p?’Zp) ,

se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:

(p™wo, p"(s1 + psa)[s3 + psa + p*wi] 1, pl,p"[s6 + ps7 + pPwa] 1) J' con: J' =

37) {(u,v,w,t) € Z} : pPu—w+t € p’ZLy, t —v € P?Lyp}
- mZ 1a k‘Z 25 ZZ 35 7‘2 37 83, Wp, S1 € {1,7])_1}’ S4, S2, W1 € {077]7_1},
W1 = W2, S¢ = 83 Y S7 = S4.
sm>1, k>2 l=r=2,83=1; wp, s1 €{1l,....p—1}, 84, $2, w1 € {0,...,p— 1},
W1 = W2, S¢ = 83 Y S7 = S4.
sm>1, k=I1l=r=1 s3=1=351, 54 =0=s7; wo € {1,....p—1}, s9, Wy €
{0,....,p — 1}, wo = w1 ¥ S5 = Sg.
38) {(u,v,w,t) € Z} : pPu—w +1t € p*Zy, t —v € pZy}
= m 2 ]-7 k Z 27 ZZ 37 r Z 3a S3, Wq, §1 € {17“@_1}7 S4, W1 € {07717_1}7
s2 =0, Wy =Wy, Sg = S3 Y S7 = Sa.
sm>1, k>2 1l=r=2,s3=1; wo, s1 € {1,...,p—1}, 54, wy € {0,...,p — 1},
s2 =0, Wi =W, s¢ = S3 Y S7 = Sa.
sm >, k=1l=r=1, s83=1=351, 84 =0=8; = s9; wo € {1,...,p— 1},
w1 €1{0,..,p— 1}, wa = w; y 53 = s6.
39) {(u,v,w,t)GZi;:pzu—w+t€p3Zp}
= m 2 17 k Z 25 l Z 35 r Z 37 Wo, S¢ € {177p71}3 S7, W2 € {077]771}7
So=0=w; =54ys3=5=1.
sm>1, k>2 1l=r=2 ss=1=s83 =351; wo € {1,..,p—1}, s7, wa €
{0,..,p—1} y 89 =0=w; = s4.
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40) {(u,v,w,t) GZ?) fpu—w +t, tfvepQZp}

=m > 1, k>2 12> 3, r>3; s3, wo, 81 € {L"';p*l}v 84, 82 € {07

S¢ = S3, W1 = wWg =0y 54 = s7.
sm>1, k>2 1l=r=2 s3=1; wo, 51 € {1,...,p—1}, s4, s2 € {0,..
86:53,W1:W2:0y54157.

41) {(u,v,w,t) € Zy : pu—w +t € p*Zy, t —v € ply}

=m > 17 k > 27 > 35 T2 37 83, Wp, S1 € {177p71}3 sS4 € {07

S0 =0=w; =Wy, S¢ =S3 Y S7 = S4.
= le, k227 lzT:za 53:1:86; Wo, 516{1,-.-,]7_1}7846{0,.-

So=0=w; =Wy y S7 = S4.

42) {(u,v,w,t) € Zy : pu—w +t € p*Zy}

P — 1}7
D= 1}5
7p71}?
D= 1}7

= mZI, k225 l237 TZSa Wo, 566{1,-“,}7_1}, 876{0,-.-,[)_1}, 82:0:

W1:S4:W2y83151:1.

sm>1, k>2 l=r=2,woe{l,..,p—1},87€{0,...,p—1}, 52 =0=w1 =54 =

Wo V S3 =51 = 1 = s¢.
43) {(u,v,w,t) er,:u—w—FtEpr, t—vEpZZp}

=m > 1, k > 27 > 35 ro2> 37 83, Wp, $1 € {177p_1}7 S2 € {07
54 =87 =0=w; =wyy 6= 53.

44) {(u,v,w,t) € Zy : u—w € ply, t —v € p°Zy}

D= 1}5

=m > 17 k22, lZBa nga Wo, S1 6{1771)71}5 52 6{0,,]7*1}, S4 = S7 =

0:W1:W2y86:83:1.

45) {(u,v,w,t) € Zy :u—w+t, t —v € ply}

sm>1,k>21>3,1r>3; wg, s1, s3€{l,....,p—1}, 84 =87 =52 =0=w1 = wy

Yy S¢ = S3.
46) {(u,ww,t) GZ;‘,:u—w, t—vaZp}

sm>1, k>21>3 r>3; wy, si€{l,..,p—1}, s4 =87 =50 =0=w
86283:1.

47) {(u,uw,t) EZf,:u—w—i-tEpr}

sm>1k>21>3 1r>3; wg, $6 €{1,..,p—1}, s4 =87 =82 =0=w,
81283:1.

48) {(u,uw,t) € Zf) SUu—w Epr}

'mZL k227l237T237 W()E{1,...,])_1},84:87282:0:W1
81253:1286.
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Ahora, si consideremos el caso J = (p™, p*wo, p') {(u,v,w) € Z3 - w — v € ply}, mediante
un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

m—1

o= (p s0, 0" " 'wo(s1 + ps2),p' " (s3 + psa +P255)) )
donde s; € {0,...,p — 1} parai=1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I = (pm s, p" 'woA,p' 2B, p") B,(Cps )+
{(pmuapkwovapl(v +pw)70) € Zﬁ U, v,Ww e ZP}

donde A = s +psy y B = 53+ psy + p?ss.
Luego, al ver que

g1(a) =p" (mod pSZp) ,

se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:

(pmso,pk[s1 + ps], p'wols1 + ps], p"[(s2 — s3) + psa —|—p2$6]71) J' con: J =
49) {(u,uw,t) EZ;‘, tpv—w+tE€P Ly v—wit, t—u Epr}

= m > 17 /fZ 27 l237 T2 37 S0, Wo, 82, W1 € {17717_1}; S4, 85 € {07717_1}7
s1=1ys=s53=0.

sm>1, k>2 1 =1r=2 s, wp, wi € {L"'ap*]-}v S4, S5 € {0,72971},
So=81=1ys=s53=0.

sm>1, k=1l=r=1, so, wo € {1,....p—1}, s5 € {0,...,p—1}, s = 51 = 1,
5:53:0yw1:w0_1.

50) {(u,v,w,t) € Zy : pv —w +t € p*Zy; v — Wit € pZy}

=m Z 17 k > 27 ZZ 37 r 2 3; Wo, S2, Wi € {1,...,])71}, S4, S5 € {07"'7p71}7
sp=s1=1ys=s3=0.

sm>1, k>2, l=r=2; wy, wi €{1,...,p—1}, s4, 55 € {0,...,p— 1}, 50 = 51 =
l=s53ys=s3=0.

sm>1, k=Il=r=1, wyoe{l,...,p—1},s5 € {0,....p—1}, 59 = 51 = 50 = 1,
825320754:—w51yw1:w0_.

51) {(u,v,w,t) € Zy : p*v —w+t € pPPLy; t —u € ply}

= mZL k227 ZZ?), TZSa S0, Wo, 826{1,-.-,])_1},54, 856{07"'7])_1}781:1

ys=s53=0.
sm>1, k>2, 1l=r=2; 59, wo€{1l,...,p—1}, 54, 55 €{0,...,p— 1}, 55 =51 =1
y s=s3=0.
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52) {(u,v,w,t)GZ?):p2vfw+tEpSZp}
=m > 17 k > 27 l > Sa ro> 37 Wo, S2 € {177])71}3 S4, S5 € {077p71}7
sp=s1=1ys=s3=0.
sm>1, k>21l=r=2; woe{l,....p—1}, 84, 55 €{0,..,p— 1}, 50 =51 = 1 = 59
ys=s53=0.
53) {(u,v,w,t)GZ;‘;:vfwepQZp; v—t, t—u € ply,}
= mZL k227 ZZ3, TZ37 S0, Wp, S1 E{laap71}75€{055p71}7 52:1y
§3 =84 = 85 = 0.
sm>1, k>2 l=r=2; s, wo€{l,...,p—1}, s€{0,..,p—1}, 80 =81 =1y
5325428520.
54) {(u,v,w,t) EZ;‘):v—w—FptEpZZp; v — wit, t—UEpr}
=m > 17 k > 25 l > 37 ro> 37 So, Wop € {177p_1}? S2 € {Ovvp_1}7 83 €
{0,..;p—1}—82,8s =84 =55 =0,81 = 1l ywy = sg(s2—s3) L consg € {1,....p—1}.
sm > 1, k>2 1l =r =2 sg, wo € {1,...,p—1}, s2 € {0,....p—1}, s3 €

{0,..;p—1} — 89, 8s=84=85=0,8, =1y wy = (52— s3)"%.

55) {(u

sm>1, k>21>3,r>3; sg, wo, s2 € {1,..,p—1}, s3 € {1,..,p—1} — 9,
s4 €{0,..,p—1} 51 = 1,5 = 55 = 0y w; = s3(s2 — s3)" L. Observacion w; €
{1,...,p—2}.

sm>1,k>21=r=2;s,wye{l,...p—1},s3€{2,....p—1},50€{0,...,p— 1}
51 =83=1,8=55=0y wy = s3(1 —s3)"L. Observacion w; € {1,....p — 2}.

U,w,t)EZ;f:U—w—FtepQZp; v — wit, t—uEpr}

56) {(u,v,w,t) € Zy:v—w € p*Ly; v—t € plly}

= mzly k22a 123, 7’237 Wo, 516{17.-.7]7—1},56{07.-.7]7—1},50252:1y
83184:55:0.

sm>1,k>2 123 r>3 woe{l,..,p—1},s€{0,...,p—1},sp =51 =523 =1
V83 =384 =85 =0.

57) {(u,v,w,t) € Z;f :v—w+ pt € p*ZLy; v — wit Epr}

sm > 1, k>21>3 r>3 wy € {1,.,p—1}, s € {0,....,p—1}, s3 €
{0,..;p—1} — 89, 8 = 84 = 85 = 0,50 = 51 = 1y w; = s¢(s2 — s3)"! con
s¢ €{1,...,p—1}.

sm>1, k>2 l=r=2; wo€{l,...p—1}, 50 €{0,....p—1}, 53 € {0,...,p— 1} —
Sy, 8=84=85=0,8 =5 =1y w; = (s9 —s3)" L.

58) {(u,v,w,t) €Z§:U—w+t€p2Zp; U — Wi Epr}

em >1, k>21>3 r
s4 € {0,...,p—1} 59 = 51
wi €{1,...,p—2}

37 Wo, S2 € {laap_ 1}7 83 € {1aap_1} — 52,
1, s =385 = 0y wy; = s3(s2 — s3)~ 1. Observacion

IV

102



59) {(u

60) {(u

62) {(u

63) {(u

64) {(u

65) {(u

66) {(u

b

b

b

)

)

m>1, k>2,l=r=2 woe{l,..,p—1},s3€{2,....,p—1}, 54, € {0,...,p — 1}
sop=58 =s83=1,58=255=0y wy = s3(1 — s3)"%. Observacion w; € {1,...,p — 2}.

v, w, t) GZf,:pv—w—l—tGﬁZp; t—uEpr}

mzlv k227 ZZSa TZB; S0, Wo, 826{1,...,]7—1}, 846{07"'7]7_1}7 31:1y
s =383 =355 =0.

m>1,k>2 1l=r=2; s, wo€{l,...p—1}, 84 € {0,....p— 1}, s =89 =1y
s =83 =155 =0.

v, w, t) GZ;‘) :pv—w+t€p22p}

mz]-a k22a 1237 TZSa Wo, 526{17"'71)71}7 546{07"'71)71}» sg=s51=1
ys=s53=55=0.

m>1 k>2 l=r=2; woe{l,...,p—1},8,€{0,..,p—1}, 50 =81 =855=1y
s =83 =155 =0.

v,w, t) GZi;:pwvartGpQZp; t—uepr}

mZL k227 523, 7’23; S0, Wo, 52E{L"'vp*l}?546{07-"71771}7 51:1}7
s =83 =55 =0.

v, w, t) GZ;‘, :pw—v+t€p2Zp}

m>1,k>2,1>3, r>3; wo, sa€{l,...p—1}, 54 €{0,....;p—1}, s0 =51 =1
ys=s83=55=0.

uwj)er;:v—w—i—t; t—uEpr}

m>1, k>2,1>3r>3; sg, wo, $2€{1l,..,p—1}, 51 =1y s=s83=584=385 =
0.

uw,t)EZf,:v—w—f—tEpr}

m>1,k>21>3,r>3; wo, s2 € {l,....p—1}, 50
8520.

s1=1ys=83=s54=

v,w,t)EZf,:v—w; t—uEpr}

m>1,k>21>3,r>3; sp, wop €{l,....p—1}, s1
8520.

So =1y s8=83 =854 =

v, w,t) er,:U—prZp}

m>1,k>2,1>3, r>3;, wope{l,..p—1},s0=851=82=1ys=83 =254 =
85:0.
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mediante un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

m—1

= (p Smpk(wo + pw1)(s1 +p82)7pl_1(83 + psq +P285)) )

donde s; € {0,...,p — 1} parai=1,...,5.
De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I = (p™so,p"(wo + pwi1)A, p' 1B, p") By(Cpe)+
{(pmuapk(w() +pW1>Uapl(U +p2w)70) € Z;l) U U,WE ZP}

donde A = s; 4+ psy y B = 83 + psy + p2ss.

Luego, al ver que
g1(a) =p" (mod p3Zp) ,

se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:
(p™sols1 + ps2 +p°ss] ', p"(wo + pw1),p', p"[54 + pss + pPse] ') T con: J' =

67) {(u,v,w,t) € Zy :pv —w+t € p*Ly, t —u € ply}

sm>1, k>21>3,r>3; sg, Wo, s1 € {1,...,p—1}, 59, 53, wy € {0,...,p— 1},
84 = 81, 85 = 83 ¥ S = S3.

sm>1, k>2 1l=r=2 s =1=3s4 wp, o € {1,...,p—1}, 82, 83, W1 €
{0,....;p — 1}, 52 = 85 ¥ $3 = S6.

68) {(u,v,w,t) € Zp : pv —w+t € p*Zy,}

sm>1, k>21>3 r>3 s9=9 =1, wo, 84 € {1,....,p—1}, s5, 86, W1 €
{0,....,p— 1} y s =383 =0.

sm>1, k>2 1l=r=2 s =8 =5 =1; wo € {1,...,p—1}, s5, 86, W1 €
{0,...;p—1} y 59 =383 =0.

69) {(u,v,w,t) €Zp:v—w+t€p* Ly, t —ucply}

sm>1, k>21>3 r2>3; s, wo, 51 € {1,...,p—1}, s2, wy € {0,...,p—1},
S4 = 81, S5 = S22y S¢ = s3 = 0.

70) {(u,v,w,t) EZf,:v—w—l—ptEpZZp, t—uepr}

sm>1, k>2,1>3, r>3; so, Wo, 51 €{1,...,p—1}, w; € {0,..,p— 1}, s4 = $1
yV 85 = 89 = 5 = s3 = 0.

71) {(u,v,w,t) EZf,:v—prQZp, t—uEpr}

sm>1,k>21>3,r>3; s, woe{l,.,p—1}, wy €{0,...,p—1}, 54 =51 =1
yV 85 = 89 = 8¢ = s3 = 0.

72) {(u,v,w,t) € Zp: v —w+t € p*Ly}
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=m > ]-7 k227 1237 r > 3; sg = 81 :17 W0, S4 € {17"'7p71}, S5, W1 €
=0.

{0,..;p— 1} y 82 = 83 = 8¢
73) {(u,v,w,t) € Zy : v — w+ pt € p*Zy}

= mZL k22a 1237 nga 50:51:1a Wo, 546{1,“-,])71}7‘”16{0,---,[)71}
y82283:86285:0.

74) {(u,v,w,t) € Z?, cv—w € p*Zy}

sm>1,k>2,1>3,1r>3; s9=s51=84=1, woe{l,....p—1},w; € {0,...,p— 1}
y52183:86:S5:0.

Ahora, si consideremos el caso

J = (pmw()vpkwlvpl) {(U,U,UJ) € Zz VU, W=V E pr},

mediante un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

a = (p™woso, p"'wi(s1 + ps2),p' % (s3 + psa +p’ss5))
donde s; € {0,....,p — 1} parai=1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I = (p"woso, p" w1 A,p' 2B, p") B,(Cps)+
{(pmwou,pkwl(u +pv), p'(u —|—pw),0) € Zf) CU, v, W E Ly}

donde A = s; + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Luego, al ver que
g1() = p" (mod p°Z,)
se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:
(p™wo,p"w1,p',p"[s5 + pss + p?s5] ) J' con: J' =
75) {(u,v,w,t) € Z} : p*u— w4t € p*Zy, pu— v+ (s1+ ps2)t € p*Zy}

=m 2 17 k 2 27 l Z 37 T 2 37 Wo, Wi, 83, S1 S {]-77p_]-}7 82, S4, Sp S

{0,....,p —1}.
=m 2 11 k 2 27 l=r= 27 Wo, Wi, S1 € {laap_ 1}7 S2, 84, S5 € {077p_1} y
83:1.

sm>1, k=l=r=1; wo, wi €{l,...p—1}, 52, 855 €{0,...,p—1},83=1,5,=0
yslzwl_l.

76) {(u,v,w,t) € Z} : pPu—w+t € p*Zy, u— v+ s1t € plp}

sm>1, k>2 1>3,r>3; wg, wi, s3, 51 €{1l,...,p—1}, s4, 85 €{0,....,p—1}.
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sm>1, k>2 l=r=2; wog, wi, s1€{l,....p—1}, 84, s55€{0,...,p— 1}y s3=1.
77) {(w,v,w,t) € Zy : p*u—w+t € pPPLy, u—v € ply}

= m > 15 k227 ZZ33 nga Wo, Wi, 536{17"'72771}7 S4, S5 6{0771)71}
sm>1, k>2 l=r=2; wy, wi €{1,....,p—1}, 84, 85 €{0,...,p—1} y s3 =1.

78) {(u,v,w,t) EZ;‘):pu—w—l—tEpQZp, pu— v+ (s1 +p82)t€p2Zp}
sm>1, k>2 1>3, r>3; wog, Wi, s3, 51 € {1,..,p—1}, 84, 52 €{0,....,p—1} y
8520.
sm>1, k>2 l=r=2; wog, wi, 51 €{1,...,p—1}, 84, 82 € {0,...,p—1}, 85 =0
y s3 = 1.

79) {(u,v,w,t) € Zy : pu—w +1t € p*ZLy, u— v+ 51t € plyp}

sm>1, k>21>3 r>3; wg, wi, 83, 1 € {1,..,p—1}, 84 € {0,...,p—1} ¥

8520.
sm>1, k>2 1l=r=2; wy, wi, s € {l,...p—1}, 8, €{0,...,p—1}, 85 =0y
8321.

80) {(u,v,w,t) € Z:pu—w+t€p?Ly, u—v € ply}

sm>1, k>2 1>3,r>3; wg, wi, ss€{l,...,p—1}, 84 €{0,...,p—1} y s5 = 0.
sm>1L, k>2 1l=r=2, wo, wy €{1,....,p—1}, 84 €{0,....,p— 1}, 85 =0y s3 = 1.

81) {(u,v,w,t)EZésuwarsltEpr, pu7v+t€p22p}
= m > 1; k > 25 ZZ 33 r > 37 Wo, Wi, 83, S1 € {1,,])*1}, S4 € {0,,])*1} y
85:0.

82) {(u,v,w,t) € Z} : u—w € ply, pu—v+t€p°Ly}
«m>1,k>2 1>3,r>3; wg, wi, ss€{l,....,p—1}, 84 €{0,....,p—1} y s5 = 0.
83) {(u,v,w,t) €L} :u—w+t€ply, u—vepl,)
sm>1, k>2,1>3,r>3; wg, wi, ss€{l,....,p—1} y s4 =55=0.
84) {(u,v,w,t) € Z) :u—w € ply, u—v € ply}
sm>1, k>2,1>3,r>3; wy, wi €{l,...p—1},s3=1y 54 =55 =0.
85) {(u,v,w,t) € Z} :u—w+ s1t € ply, u—v+t € ply}
sm>1, k>2,1>3, r>3; wg, Wi, S3, s1 €{1,..,p—1} y s4 =55 =0.
86) {(u,v,w,t) € Z):u—w € ply, u—v+te€ply,)

»m2>1, k>212>3,r>3; wo, wi, s3€{l,...,p—1}yss=s55=0.
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Ahora, si consideremos el caso
J = (p"wo,p"(w1 + pw2),p') Bp(Chpe)

mediante un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

a = (p"woso,p" (W1 +pwa)(s1 + psa), '~ ! (s3 + psa + p?s3))
donde s; € {0,...,p — 1} parai=1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I = (p™woso, p*(wi +pw2) A, p' "' B,p") By(Cpa)+
{(p"wou, p* (w1 + pw2)(u + pv), p' (u + pv + p*w),0) € Z;‘; TU, U, W E Ly}

donde A = s1 + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Luego, al ver que
g1(a) = p" (mod p*Z,) ,
se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:
(p™wo, p" (w1 + pwa), p', p"[s1 + psa + p?ss] ') J con: J' =
87) {(u,v,w,t) € Zy:pv—w+t € p?Ly, pu—w+ (1+pws)t € P°Zy}

= m 2 17 k Z 2; l Z 3; r Z 37 Wwp, Wi, S1 € {1aap_1}7 W2, W3, S2, 83 €

{0,...,p—1}.
= m > 17 k > 27 l=r= 25 Wo, W1 € {177p7 1}? W2, W3, S2, 83 € {077p7 1} y
S1 = 1.

88) {(u,v,w,t) € Z:v—w+pt € p*ZLy, u—w € ply}

= m Z 13 k 2 25 l 2 35 r 2 31 Wo, Wi, 81 € {157p_1}a Wo € {Oaap_l} y
8215310.

89) {(u,uw,t) GZg:v—prQZp, u—wepr}

= mZL k227 l237 7”23, Wo, W1€{1,...,p—1}, W2€{07"'7p_1}a 51:1}’
82253:0.

90) {(u,v,w,t) € Z):v—w+t € p?Zy, u—w € ply}

sm>1, k>21>3 r>3; wg, wi, 1 € {1,....,p—1}, wa, 82 € {0,..,p—1}y
8320.

91) {(u,v,w,t)EZ;:vwapZZp, u—w+t€pr}
sm>1, k>21>3 r>3 wo wi, 1 € {1,...,p—1}, wy € {0,....p—1} ¥

82283:0.
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92) {(u,v,w,t) € Z} : v —w+pt € p*Zy, u—w + wst € pZy}

= m > 17 kZQa 1237 T237 Wo, Wi, 81 € {]‘?"'3p71}7 Wg, W3 € {0,...,])*

82283:0.

93) {(u,v,w,t) GZ;l,:v—w—l—tE}azZp7 u—w+W3t€pr}

sm>1, k>21>3, r>3; wog, wi, s1 € {1,....,p— 1}, wa, ws, s2 € {0,...

y 83 = 0.
Ahora, si consideremos el caso

J= (pm,pkwo,plwl) {(u,v,w) € Zf’, tu—v+wE pLy},

1}y

_1}

mediante un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:

o= (PmSO,Pkflwo(Sl + psa), p' 2 w1)(s3 + psa +p235)) )
donde s; € {0,...,p — 1} parai=1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I= (pm805pk71W0A7plwlB,pr) BP(CP3)+
{(pmu,pkwo(u + w —|—pv),plw1w,0) € Zﬁ Tu,U,w E Ly}t

donde A = 51 +psy y B = 53+ psy + p?ss.

Luego, al ver que
g1(a) = p" (mod p°Zy) ,
se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:

(p™, pwo, p'w1,p"[(s5 — 8) + psa + p?ss] ') J con: J' =

94) {(u,v,w,t) €Zy:pv—w—pu+teply, v—sit € pZy}

=m > 17 k227 1237 TZ?’; Wo, W1, §3, 51 6{1,...,]7_1}, 84, S5 E{Ovvp_]-}y

s=0.

=m>1, k22a l:r:2; Wo, Wi, 516{1,---,17*1}7 S4, 556{0,-“,]771}75:0}7

83 = wfl.

sm>1, k=1=7r=1; wo, w; € {1,...,p—1}, s5 € {0,...,p—1}, 53 = w; '

54:7W0_1,5:0y51:w1w0_1.

95) {(u,v,w,t) € Z?, (p?v —w — pPu+t €p3Zp}

3

= m > 1; k > 25 ZZ 33 r > 37 Wo, Wi, §3 € {177p71}3 S4, 85 € {Oaapil}y

s=0.
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sm>1, k>2 l=r=2; wy, wi € {1,...,p—1}, 84, s5 € {0,....,p—1}, s =0y
53:Wf1.

%) {(u
= m > 1; k227 1237 T237 Wo, W1, 51 € {L"'ap_]-}v 836{1,...,])—1}_{81},
s4 €{0,...,p— 1}y s=s5=0.
sm>1, k>2 l=7r=2 wy wi € {l,..,p—1}, 53 € {1,..,p—1} — {wi'},
846{0,...,])—1},SZS5=0YS1=S3_1(—33+W1_1).

v, w, t) GZf,:v—w—pu+t€p2Zp, v—sltEpr}

97) {(u,v,w,t) €Z§:U—w—pu+pt6p22p, v—sltEpr}

=m > 1, k>21>3 r >3 wy wi, $1 € {1,...,p—1}, s3 € {0,..p—1},
s€{0,..p0—1} —s3y 84 =55 =0.

sm>1, k>2,l=r=2, wg, wy €{1,...p—1},53€{0,..0—1},5s€{0,..0 — 1} —
s3, S1=W1_1(8—3—S)_1y8425520.

98) {(u,v,w,t) EZﬁ:v—w—puepQZP, v—tEpr}

=m >1, k>21>3 r2>3 wy wi, s3 € {1,...,p—1}, s4 € {0,..p—1} ¥y

s =s5=0.
u le, k227 l:T:2, Wo, W1€{17"'7p_1}7 546{07-“?_1};3:55:0}’
83=W1_1.

99) {(u,v,w,t) € Z} :pv —w —pu+t € p?Zy}

sm>1, k>21>3,r>3; wg, wy, s3 € {1,....,p—1}, s4 € {0,...,p—1} ¥y
s =s5 =0.

sm>1, k>2 l=r=2 wy, wi €{1,..,p—1}, 84 €{0,..,p—1}, s=55=0y
33:wf1.

100) {(u,v,w,t) € Z} : v —pw — pu+t € p?Zy}

sm>1, k>212>3 7>3 wo, wi, s3 € {l,.,p—1}, 54 € {0,...,p—1} y
s =s5 =0.

101) {(u,v,w,t)EZﬁ:v—w—u—l—tEpr}

sm>1, k>2,1>3,r>3; wo, wy, s {l,...,p—1}y s=s4 =155 =0.
102) {(u,v,w,t)EZf,:v—w—uepr}

sm>1, k>21>3,r>3 wg, wi€{l,..,p—1},s3=1ys=354=385=0.

Ahora, si consideremos el caso
J = (™, pPwo, p' (w1 +pwa) 1) {(u,0,w) € Z) s pu— v +w € pPZy},

mediante un argumento similar al hecho anteriormente, podemos tomar « de la siguiente forma:
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o= (PmW/S(J,PkWoWI(ﬁ +ps2),p' " (s34 psa +P285)) )
donde w =wy +pwy y s; € {0,...,p— 1} parai =1,...,5.

De esta manera, los ideales para este J son de la siguiente forma:

I= (PmW'SO,pkWoW’Aml*lB,pr) By (Cps)+
{(p"w'u, p*wow’ (pu + w + p?v), plw,0) € Zﬁ Su,v,w € Lyt

donde A = s; +psy y B = s3 + psy + p2ss.

Luego, al ver que
g1(a) = p" (mod p°Zy)

se tiene que, los ideales se pueden reescribir en:
(Pm[Wl +pW2],pkW0[W1 +pW2],pl’pr[S3 + psy +p285]71) J' con J =

103) {(U,U7’I,U,t) S Z;l) LpU —w —p2u+t c p3Zp}

sm>1, k>2 1>3, r>3; wg, wi, s3 €{l,....,p—1}, s4, 85, wa € {0,...,p—1}.

=m > 1a k > 2a I =r= 2’ W, Wi, € {157p71}7 S4, S5, W2 € {077p71} y
83:1.

104) {(u,v,w,t) € Zy : pu+w — v+t € p?Zy}

sm>1, k>21>3, r>3; wg, wi, s3€{1,...,p—1}, s4, wo € {0,...,p—1} vy
85:0.

105) {(U,’U/Llht) S Zg pu'i‘W—?J-l-pt EpQZp}

sm>1, k>21>3 r>3 wo wy, s3 € {l,..,p—1}, wy € {0,....p—1} ¥y
84285:0.

106) {(u,v,w,t) € ZL : put+w —v € p°Z,)}

sm>1, k>2,1>31r>3 wy, wi €{l,..,p—1}, wao €{0,...,p—1},83 =1y
84:85:0.

Es importante notar que, los resultados anteriores nos han permitido obtener un método
recursivo para la obtencion de todos los ideales de indice finito para grupos ciclicos de orden P"
con n € N, lo cual nos lleva a tener mucho cuidado con el desarrollo de la obtenciéon de dichos
ideales.
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Capitulo 3

Funcion zeta de B(Cpg)

Del ejemplo 18, se puede observar que Bp = B),(C)s3) es un orden sobre Z,; de modo que, a
partir de la definicién dada por Solomon de la funcion zeta de un orden A, podemos definir la
funcién zeta local de B, en s como:

(B, (s) = Z By 177,
I<B,
donde s es una variable compleja y el indice de I en B, ([B, : I]) es finito.
En nuestro contexto, nos remitimos a llamar a la funcién zeta local de B, simplemente la

funcién zeta de B,. Ademas, dicha funciéon converge uniformemente en subconjuntos compactos
del conjunto {s € C: Re(s) > 1}. Este resultado puede ser visto para B,(G) en [8].

Notemos que, de la observacion 19, se tiene que B,(G) = Z,® B(G). Luego, Solomon muestra
en [8, Lema. 6] que, si A, = Z, ® A, entonces

) = I &,
p—primo
Con lo cual, el calculo de la funcion zeta de B(Cs) se reduce al caso local, es decir

CB(C,5)(8) = II ¢s.0s).

p—primo

Ahora, dado p un ntmero primo, es necesario saber qué pasa con las funciones zeta de By,
donde g es nimero primo, para ello tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 3.0.1. Sea G un grupo finito y B(G) su anillo de Burnside. Si p es un nimero primo,
entonces

o, (5) = £, (),
donde f(p~*) es un polinomio en Z[p~*].
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La demostracion de este teorema se puede ser vista en [3, teorema 1]:

Observacion 32. En nuestro caso By(Cps) C Zg. Ahora, si g # p, entonces para cada (z,y, w,t) €
Zg, tenemos que

P’ (x,y,w,t) € By(Cpa).
Luego, como p® es unidad de By(C,3), se tiene que (z,y,w,t) € By(C)s). Por tanto,
By(Cps) = Z,,
En consecuencia, f(p~°) = 1 siempre que q # p.

Por otro lado, ng(s) = ﬁ7 con lo cual

ey @)= 107) T1 = omaye

g—primo

Llamemos I' = Zg. Del capitulo 2, sabemos que nuestros ideales de indice finito en B, son
de la forma
I:aAdondeAgl"yael"ng,.

Por otro lado,

T:B))= [I [Ne,(H):H]
HeE(C3)

- 10

HE%(Cpa)

|Op3’
|H|

=pxp’xp’=p°.

Notemos que, vamos a encontrar casos donde B, < A <T', con lo que tenemos que:
[': B, =[I': A][A: By,

con lo cual

[A: B, = P°[l': A].

Sabemos que el indice generalizado se puede definir sin ambigiiedad si X contiene ono a Y,
de la siguiente manera:

[X:XNY]

XY= XAy

en consecuencia

[Y:X]=[X: Y]

De tal manera, que nos interesa calcular [B, : a4;] con i = 1,...,106, ver capitulo 2 seccion
2.5. Mediante métodos conocidos, se puede ver que

[Bp N OZA,L] = pm+k+l+r_6[F N Al],
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donde [I" : A;] puede ser alguno de 1, ..., pS.

En consecuencia, solo hay que calcular [Aay : 4], donde i = {1,...,106}. Esto lo podemos

hacer de dos maneras:

i) Buscando contenciones propias, por ejemplo:

A C A3 C Ay C Ag C A1z © Arg © Ay, de aqui que

[A24 . Al] = PG [A24 : A:ﬂ = p5 [A24 : A4] = p4
[A2q : Ag] = p? [Asq : Ar2] = p? [Aos : A1l =p
[Agg : Aga] =1

i1) No siempre podemos hacer contener propiamente A; en algin A;, lo cual nos causa un

problema al querer saber como son dichos indices, por ejemplo: A1 no esta contenido pro-
piamente en As9. Cuando tengamos estos casos, procedemos de la siguiente manera:

Agg = {(u,v,w,t) €Z} :pv —w+t € p’Zy; v —wWiw y t —u € pZp} .

Notemos que, si miramos a A4 como grupo abeliano aditivo, entonces A9 es un subgrupo
abeliano aditivo de Agy. Con lo cual, s6lo basta tener un homomorfismo ¢ de grupos,
sobreyectivo que tenga como Ker(yp) = Ayg.

Tomemos 7 7 7
P 2 x P tal que

@ A24 —
p*ZLy,  pLy,  pLy

(u, v, w,t) — ((pv —w +¢t) —l—pSZp, (v —wrw) + pZy, (t — u) + pZy)

Es facil, probar que ¢ esta bien definida y es de grupos. Ahora, veamos que ¢ es sobre-
yectiva.

Sea

/
(z +p*Zp,y + DLy, 2 + py) € > Lo x = x

Tomemos
-1 -1 -1
(x—wiy—20,—w y,z—w] y) € Agg.
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Por tanto, ¢ es sobreyectiva. Claramente, el ker(¢) = Agg. Con lo cual,

Azs
Asg

Zy Zy Zy

= X —2 x —2 1.
pZ,  pZ, pL,

De modo que,
[A24 : A49] = p5.

Ahora, podemos buscar contenciones propias de una manera similar a i), con lo cual:

[Az4: Aq] = p° [A24 : Ao] = p° [A2q : As] = p°
[A2q : Aq] = p* [A24 : A5] = p* [A24 : Ag] = p°
[Agq : A7] = p° [Agq : Ag] = p* [Ag4 : Ag] = p*
[A24 : Avo] = p° [A24 + A = p? [Az4 : Ar2] = p°
[A2q : Ay3] = p? [A2q : Arg] = p? [A24 1 Ass] = p°
[Ag4 : Al =p [Agy : Ay7] = p? [Aq : Ars] =p?
[Agq 1 Asg] = p° [Agq : Ago] = p? [Agq 1 Az = p?
[Agq : Aol =p [Agq : Aos] =D [Agg 0 Agg] =1
[A24 + Ags] = p° [A24 1 Agg) = p* [A24 1 Ag7] = p*
[Agq 1 Agg] = p* [Agq : Agg] = p? [Agy 1 Azo] = p?
[Asq : A1) = p? [Asq : Ago] = p? [Asq : Ass] = p?
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[Agy = Ag7] = p*
[Ag4 1 Azg] = p?
[Agy : Azz] = p?
[Agy : Aga] = p?
[Agg : Az7] = p°
[A24 : Ago] = p*
[Agy = Ays] = p?
[Agq 1 Agg] = p?
[Agq 1 Agg] = p°
[Agy : As] = p?
[Agy : Ass] = p*
[Agq : Asg] = p?
[Agy : Ag1] = p?
[A24 : Aga] =p

D Ags] = p?
cAn]=p?
: Aza] = p?
tAgs)=p
s Asg] = p!
tAn] =p°
cAg) =p?
P Ay =p
: Aso] = p!
: Ass] = p?
D Ase) = p?
: Asol = p?
: Ago) = p?

Ags] = p*
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Ago] = p?
Az = p?
Azs] =p°
Asgl =p
Asg) = p?
Ap] =p?
Ags) = p°
Ag|=p
D As] = p*
: Asa] = p*
D Agg] = p?
: Ago] = p°
Aes} = P2
Aes] =p



[A24 .

[A24 N

[A24 :

[A24 .

[A24 :

[A24 .

[A24 :

[Agg

Azg] = p*
Azg] = p?
Ago] = p?
Ags) = p°
Agg] = p*
Agi] = p?
Agy] = p*
Ag7] = p?
Aigo] = p?
Ags] = p’
: Ajos] = p?

3.1.  La funcion (pc,)(s).

Notemos que, tenemos todo lo necesario para saber cual es el valor de [B, : aA;] con
i = 1,...,106. En consecuencia, mediante la definicion dada por Solomon, podemos calcular
la funcién zeta de B,. Para simplificar un poco los calculos, hacemos z = p~* y resolvemos par-
cialmente para cada una de las 106 familias de ideales, para finalizar sumando dichos resultados.

Para A;, tenemos que [B,, :
capitulo 2, seccion 2.5. Ademas, por cada a tenemos uno diferente, con lo cual:

DAz =pt
: Agol = p?
: Ags] = p?
Ags] = p?
Ago| = p?
Ago] =p?
Ags] = p?
: Agg] = p?
s Aron] =p
: A104] = p2
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: Azg] = p*
D Asi] =p?
D Ag] =p?
Ag7] = p°

: Ago] = p?
: Agg] = p?
: Ags] = p°
s Ago] = p?
tAjoe] = p
: Ajgs] = p?

aAi] = pmtFHHET Por otro lado, A tiene cuatro incisos, ver



oo
R 200 1 Z 23 41
2 m=1

gL
gL

R 3 1)2

3 m

gL
gL
gL
gl

p’(p—1)°

3
Il
-
E
Il

N
Il

w

r

I
-

k

(—1+pp?z*  (=1+p)?pz” (-1+p)>p*a®

e (—1+2)2 (—1+ )

= ﬁ[1—4x+6x2—4x3+x4 (1 —p*+p®)+3p®a® (1 — p)+3p*a® (1 — p) + p?a” (1 — 2p* + p*)+
2p3 28 (—1 +2p — pQ‘) + pta?® (1 —2p +p2)].

Luego, para Az, tenemos que [B, : ads] = p™T*++7=1 Por otro lado, A, tiene tres incisos,
ver capitulo 2, secciéon 2.5. Ademaés, por cada « tenemos uno diferente, con lo cual:

oo oo oo oo
p _ 1)2 Z wm+k+l+r71 + pB(p _ 1) Z Z wm+k+3 +p2 Z ZDm+2
m=1

m=1 3 m=1k=2

gL
gL
Mz

e
Il

2

Il
©

T

~pPrt (1 4+pppPa® | (=14p)PpPa®
-1+ (—14x)? (—14x)4

p?a® — 3p2xt + 3p?a® — p?ab(1 + p — p?) + 2p32"(1 — p) — p*aB(1 — p)
(=1+2z)t

Luego, para As, tenemos que [B, : aA3] = p™T*++7=1 Por otro lado, A3 tiene tres incisos,
ver capitulo 2, secciéon 2.5. Ademaés, por cada « tenemos uno diferente, con lo cual:

PPp-1°>

m=1

oo

2R 4 pp— 1) Z ™2
2 m=1

gL

oo
$m+k+1+r—1 + p2(p _ 1)2 Z
3 m=1

gl
gk
i[M8

ko
I

2

Il
w

r

B
I

(—1+p)px3 ( 1_|_p)226 ( 1+p)328
-1+ (—1+4x)? (=14 x)*

W[—pw?’(l —p) +3pzt(1 —p) — 3pz°(1 — p) + pa°(1 — 2p + p°) — 2p*27(1 - 2p + p*) +
p’2®(1 = 2p +p)].

Procediendo de una manera similar, para Ay, ..., A4, obtenemos su respectivo cociente. Lue-
go, sumando y simplificando dichos cocientes, tenemos que el cociente obtenido es la suma de las
primeras 24 familias de ideales; es decir, para los ideales de la forma I = (a/,p")B,(Cps) +(J,0)
con

! m

o' = (p™ s, p" 2 (s1 + psa), ' (53 + psa + p?ss))

J =" p" )z,

se tiene que, la suma es:
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L = 3x 4+ 327 (1 + p) — (1 + 8p — 3p?) + pa*(7 — 5p + p?) — 2pa®(1 — p*)+
3p?25(1 — 2p+ p?) — p22"(1 — 3p + 3p% — p3) — p*aB(1 — p) + p*2°(1 — 2p + p?)].

Para los ideales de la forma

I= (p™s0,p" 'woA,p' 3B, p") B,(Cps)+
{(p™u, p"wo(u + pv), p'w,0) € Zy - u,v,w € Ly}

donde A = s; +psg y B = s3 + psa + p?ss.
Se tiene que, la suma es:

e (L= p) +pr®(2 = 3p +p*) — pr'(1 = 2p +p?) — 2p*2°(1 — p)+
p’a%(3 —dp +p?) —p’2T(1 —p) +p'a®(1 — 2p + p?)].

Para los ideales de la forma

I= (pmsowo7pk_2A7pl_QB,pT) B, (Cps)+
{ (™ wou, p"v,p'(u + pw),0) € Z2 : u,v,w € Zp}

donde A = 51 +psy y B = s3 + psy + p*ss.
Se tiene que, la suma es:

Crporpr? (L —p) +pr®(2 = 3p +p?) — pr'(1 = 2p +p°) + p*2°(1 = 3p + 2p?)—
p?a(1 = 3p+3p® —p®) +p'a®(1 - 2p+p°)].

Para los ideales de la forma

1= (pmilsovpkilwoAapli2B,pr) BP(CP3)+
{(p™u, pPwov,p! (v + pw),0) € Z}) : u,v,w € Zy}
donde A = 51 +psy y B = 53+ psy + p?ss.

Se tiene que, la suma es:

el (L= p) +pa®(3 — 4p +p®) — 3pat (1 — p) + pa®(1 + 3p — p° + 3p”)—
p?a(4 —8p +5p? + p*) + p*a"(1 — p — p*> +p*) — p*2%(1 — 3p + 3p* + p?)].
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Para los ideales de la forma

I= (pm_1807pk(wo +pW1)A7pl_1vaT) Bp(cp3)+
{(pmuvpk(wo +pW1)”apl(U +p2’UJ),O) € Zg UV, W E Z;D}

donde A = s; + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Se tiene que, la suma es:

—p’zt(1—p) +p*2°(2 = 3p+p?) — p*2°(1 — p) + p'a’(1 = 2p + p°)

1+ )

Para los ideales de la forma

I = (p"woso, p* Wi A, p' T2 B,p") By(Cys )+
{(pmwou,pkwl (u + pv), p'(u —|—pw),0) € ij Su,v,w E Lyt

donde A = s; + psa y B = s3 4 psa + pss.
Se tiene que, la suma es:

PPt (L= 2p +p?) = 2p°* (1 = 2p +p°) + p*a®(1 — 3p + 2p%)—
pPa®(3 —Tp+5p* — p*) + pPaT(1 — 2p + p?) — p*a®(1 — 3p+ 3p® — p?)].

Para los ideales de la forma

I = (p™woso, p"(w1 + pw2)A, p' 1B, p") B,(Cpa )+
{(pmwou,pk(wl +pw)(u + pv), p(u + pv —|—p2w),0) € Zﬁ Su,v,w E Ly

donde A = s; +psy y B = s3 + psy + p?ss.
Se tiene que, la suma es:

—paS(1 —2p + 3p* —2p°) = 2p*a"(1 — 2p +p?) +p°2°(1 = 2p + p?)
(—14x)4 '

Para los ideales de la forma
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I= (pm505pk71W0A7plwlepT) Bp(0p3)+
{(pmu,pkwo(u +w +pv),plw1w,0) € Zf) Tu, U, W E Lyt

donde A = 51 +psy y B = s3 + pss + p*ss.
Se tiene que, la suma es:

e (1= 2p+p?) = 2pa®(1 = 2p + p?) + pa* (1 - 3p® + 2p°) — p?2° (3 — Tp + 5p* — p°) +
p?a(1—2p+p®) — p*2"(1 = 3p+ 3p” — p°)].

Para los ideales de la forma

I = (pmw'so, p"wow' A, p' =1 B, p") By(Cyps )+
{(pmw’u,pkwow’(pu +w —|—p2v),plw70) € Zf, CU, U, W E Ly}

donde A = s; + psa y B = s3 + psy + p*ss.

Se tiene que, la suma es:

Pat(1—2p+p?) —a®(1 —dp +6p® — 3p* — p* +p°) +p*2®(1 - 2p + p?)
1+ |
Ahora, estamos en condiciones de calcular la funcién zeta de B), lo tinico que hay que hacer

es sumar los cocientes obtenidos, los cuales tienen un mismo factor comian; de aqui que, después
de una manipulacién algebraica, tenemos que:

(B, (s) =
ol =3+ B+p+p® +p%)2® + (-1 -2p+p?) (L+p+p?) 2+
p(3-—p*+p )x4+(—1+p)(1—2p+2p2+3p4)335+
(=1+p)°p (-1 =p+p° +4p>) 2® + (=1 + p)p*(—1 + 2p)z"+
(=1 +p)p” (1= 2p+2p%) 2% + (=1 + p)*pa?].

Finalmente,

CB(s) =
(1=3p+B+p+p*+p°)p 2+ (-1 -2p+p?) (1+p+p?)p 3+
p(B=p*+p")p ¥+ (-1+p)(1-2p+2p* + 3p4) PO+
(=14+p)°p (-1 —p+p*+4p*) p % + (-1 +p) B(=142p)p~ "+
(=1+p)p* (1 —2p+2p°) p~3* + (=1 +p)?p*p~2*)[Cz(s)]*,

donde (z(s) = T[] (1_%) es la funcion zeta usual de Riemman.
g—primo
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Conclustones

Es importante notar, que se logro obtener la funcion zeta para el anillo de Burnside del grupo
ciclico mencionado a lo largo de este trabajo.

Por otro lado, se puede observar que dicho céalculo depende fundamentalmente de la obten-
cion de la coleccion finita de las clases de isomorfismo de sus ideales de indice finito, lo cual no
necesariamente es sencillo. Ademas, cabe resaltar que la teoria aqui desarrollada, no necesaria-
mente es sencilla, s6lo basta observar el abuso de notacién que se tiene que hacer en muchos casos.

Sin mas, este trabajo queda en manos de quien desee hacer uso de él. Este trabajo, ha sido
para mi una vivencia llena de esfuerzos muy gratificantes por los resultados mateméaticos (en
mi persona) obtenidos. Sé que este trabajo podra tener una mejora en un futuro; puesto que,
aquellos aspectos que no pudieron atenderse por la diversidad de conceptos que se manejan es
muy dificil cubrir en una sola investigacion.
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