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A "Salmis” que me enseñó a no rendirme nunca

No necesitamos magia para cambiar el mundo,
llevamos todo el poder que necesitamos

dentro de nosotros mismos:
tenemos el poder de imaginar algo mejor.”

J.K. Rowling.
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Introducción

En la historia de las matemáticas griegas, los dos primeros lugares pertenecen a Euclides
y Arquímedes. El tercer lugar esta generalmente reservado para Apolonio. La fama del “Gran
geómetra” como lo llamaban sus contemporáneos, se basa en sus sorprendentes secciones cónicas,
una obra en ocho libros, de los cuales los primeros 7 han llegado a nosotros.

La obra de Apolonio comienza a filtrarse lentamente hacia Occidente por vía de la matemática
árabe. Vitelio, monje polaco establecido en Italia, escribe en 1260 un tratado de óptica, que en
el fondo es un comentario al tratado de óptica del árabe Al-Hazen, que residió en la península
ibérica en el siglo XI, y en el que se contienen diversas proposiciones geométricas de Apolonio.

El primer texto griego de Las Cónicas que aparece en Occidente es el que Francisco Filelfo,
nacido en Tolentino en 1398, se trajo de Constantinopla a Venecia en 1427.

La primera versión al latín de los cuatro primeros libros de Las Cónicas fue realizada por
el matemático Juan Bautista Memo, en Venecia. Revela grandes lagunas en el conocimiento del
griego, pero a pesar de ello, al morir Juan Bautista, un sobrino suyo, Juan María Memo, editó la
obra en 1537. En 1566, en Bolonia, Federico Commandino publica una segunda traducción, mucho
mejor, de los cuatro primeros libros, basada sobre los textos griegos, y acompañada de los lemas
de Pappus, del comentario de Eutoquio y de dos libros sobre cónicas de Serenus Antissensis. Una
segunda edición de esta obra fue impresa en París en 1626.
En 1655 aparece publicado un exponente de lo que constituía el ejercicio de moda en ese tiempo,
la reconstrucción conjetural de las obras perdidas de los clásicos. El Padre Claude Richard publica
en Amberes un comentario de los cuatro primeros libros sobre las cónicas de Apolonio, basado en
los textos de Memo y Commandino, seguido de otros cuatro libros que, a juicio del P. Richard,
pretendían reconstruir el contenido de los cuatro libros de Apolonio desconocidos entonces en
Occidente. En 1675 Isaac Barrow, el maestro de Newton en Cambridge, publicó en Londres un
manual de geometría en que condensaba los cuatro primeros libros de Apolonio, además de otras
obras de Arquímedes y de Teodosio.

A partir de 1629 comienzan a conocerse en Occidente los primeros manuscritos árabes de la
obra de Apolonio, que contenían más libros que los hasta entonces conocidos, a través de Golius,
profesor de lenguas orientales en Leyden. El Padre Mersenne se hace eco de ello en una obra
en 1644. Golius los trajo consigo a Holanda, después de un viaje por el Pronio, y en principio
planeó traducirlos y publicarlos. No se sabe bien por qué no llevó a cabo su proyecto ni por qué
su colección se dispersó después de su muerte. Mientras el geómetra Viviani, en 1658, se ocupaba
de reconstruir conjeturalmente el contenido de los cuatro libros desconocidos de Apolonio, otro
geómetra italiano, Borelli, encontró en la biblioteca de los Médicis, en Florencia, un manuscrito
árabe, probablemente de la colección de Golius, que contenía los libros V, VI y VII de Las Cónicas,
en una versión resumida y más o menos retocada por el matemático persa Abalphat de Ispahan,
en 994. Viviani logró que Borelli no publicase tal hallazgo sino después de que él hubiese publicado
su reconstrucción, lo que hizo en 1659. Como se pudo ver después, la reconstrucción del libro V de
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X Introducción

Viviani fue de un acierto sorprendente y extendía el campo de Apolonio considerablemente. Borelli
por su parte hizo traducir el libro de Abalphat al latín y lo publicó con numerosos comentarios en
Florencia en 1661. Otro manuscrito árabe que contenía una versión abreviada de los mismos libros
de Las Cónicas, comentada por el geómetra persa Abdolmelek de Chiraz en 1250, fue adquirida
en 1641 por el orientalista alemán Christian Rau. Este lo tradujo al latín y lo publicó en Kiel
en 1669. La primera versión completa en árabe de los libros V, VI, VII, aparece públicamente en
Occidente al comienzo del siglo XVII en Irlanda, en un manuscrito que los herederos de Golius
habían vendido al obispo de Armach (Codex Armachanus). Se trataba de una traducción del griego
al árabe realizada en el siglo IX por Thabit ben Kurra, en Bagdad.

En 1704 Halley sustituyó a Gregory como profesor de geometría en Oxford. Gregory había
traducido los Elementos de Euclides y en 1703 los había publicado en latín y griego. Él y Halley
se habían propuesto traducir y publicar los siete libros de las Cónicas de Apolonio.

Con tal fin Halley decidió aprender árabe. En 1706 publica Halley el tratado de Apolonio
sobre la sección de la razón. Muerto Gregory, Halley emprende en solitario la conclusión de
la publicación de los siete libros conservados de las Cónicas y en 1710 aparece la obra en una
impecable presentación. Se compone de tres partes. La primera contiene el texto griego de los
cuatro primeros libros, publicado (en griego) por vez primera, junto con la versión latina de
Commandino más o menos corregida, con los textos griegos de los lemas de Pappus y con el
comentario de Eutoquio, todos los textos griegos acompañados de sus versiones en latín.

En la geometría plana euclidiana, el problema de Apolonio consiste en encontrar las circun-
ferencias tangentes a tres circunferencias dadas; dicho problema se plantea en el tratado sobre
tangencias y se enuncia de la siguiente forma:

“Dados tres objetos, cada uno de los cuales puede ser punto, recta o circunferencia, construir
una circunferencia que sea tangente a los tres objetos dados. (o que los contenga en el caso de los
puntos).”

Cabe señalar al hacer las combinaciones de tres objetos resultan hasta diez tipos de problemas
de Apolonio. Excluyendo a las familias de posiciones particulares que presentan infinitas soluciones,
o ninguna, y a las familias de posiciones que, por simetría, tienen algunas soluciones equivalentes
o prohibidas, la resolución general del problema resulta en ocho circunferencias que son tangentes
a las tres circunferencias dadas.

En el siglo XVI, Adriaan van Roomen resolvió el problema utilizando la intersección de
hipérbolas, pero ésta solución no se basa únicamente en construcciones con regla y compás, por
lo que puede considerarse menos elegante. François Viète encontró una solución aprovechando
la simplificación de los puntos y rectas como casos extremos de circunferencias. El enfoque de
Viète, que utiliza casos extremos sencillos para resolver otros más complicados, se considera una
reconstrucción plausible del método de Apolonio.

A su vez, Isaac Newton simplificó el método de van Roomen y mostró que el problema
de Apolonio es equivalente a encontrar una posición conociendo las diferencias de distancias a
tres puntos conocidos. Esta formulación tiene aplicaciones en la navegación y en sistemas de
posicionamiento como el LORAN —Long RAnge Navigation, navegación de largo alcance—, y,
por otra parte, se han desarrollado generalizaciones del problema para otras superficies diferentes
al plano, como puede ser la superficie esférica y otras superficies cuádricas.

Algunos matemáticos posteriores introdujeron métodos algebraicos, que transforman el
problema geométrico en una ecuación algebraica. A estos métodos se les realizó una abstracción
o simplificación, aprovechando las simetrías inherentes al problema de Apolonio: por ejemplo, las
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circunferencias resolutorias suelen encontrarse en parejas; en una de estas parejas, una circunferen-
cia solución contiene las circunferencias dadas en su interior mientras que la otra no las contiene.
Joseph Diaz Gergonne aprovechó esta simetría desarrollando un elegante método para encontrar
las soluciones con regla y compás, mientras que otros matemáticos utilizaron transformaciones
geométricas como la reflexión en una circunferencia —para que ésta se utilice debe haber simetría
del problema— para simplificar la disposición de las circunferencias dadas. Estos desarrollos
ofrecen una representación geométrica a través de métodos algebraicos (utilizando la geometría
de la esfera de Lie, introducida por el noruego Sophus Lie) y una clasificación de soluciones para
las treinta y tres disposiciones esencialmente diferentes posibles en la posición inicial de las tres
circunferencias.

El problema de Apolonio ha impulsado mucha investigación adicional. Se han estudiado
generalizaciones en tres dimensiones —la construcción de una esfera tangente a cuatro esferas
dadas— y en dimensiones superiores. La disposición de tres circunferencias tangentes entre ellas
ha recibido una atención especial. René Descartes dio una fórmula que relaciona los radios de
las circunferencias dadas y los de las circunferencias resolutorias, que se conoce actualmente
como teorema de Descartes. En este caso, la resolución iterativa del problema de Apolonio lleva
a la formación de uno de los primeros fractales descubiertos y dibujados, el tamiz de Apolonio,
importante en teoría de números, concretamente en los círculos de Ford y en el método del círculo
de Hardy-Littlewood.

Su aplicación principal es determinar una posición a partir de las diferencias entre las distancias
de, al menos, tres puntos conocidos mediante la trilateración hiperbólica, utilizada en navegación
y en los sistemas globales de navegación por satélite como el GPS. Otras aplicaciones incluyen los
códigos de corrección de errores utilizados en los discos DVD, así como desarrollos en farmacología.

El presente trabajo de tesis versa sobre el estudio del problema de Apolonio y el Tamiz de
Aplonio (aplicación recursiva del problema de Apolonio) desde un punto de vista geométrico, para
ello solucionaremos dicho problema utilizando la perspectiva del mismo Apolonio hasta Klein; es
decir,

i) Con ayuda de la Geometría Euclideana estudiamos la solución del problema de Apolonio
utilizando regla y compás, y considerando los casos propuestos por Viète en el siglo XVII.

ii) Con la Geometría Cartesiana mostramos el Teorema de los 4 puntos de Descartes y su
aplicación en la solución del Problema de Apolonio.

iii) Con la Geometría conforme, estudiamos las Transformaciones de Möbius y sus propiedades
geométricas, para poder obtener el Tamiz de Apolonio vía la composición de Transformaciones de
Móbius.

iv) El Programa de Erlangen, propuesto por Klein en 1872 define geometría como seleccionar
un grupo G cualesquiera, y luego definir la «geometría» correspondiente con el estudio de los
invariantes de G:

Dicho estudio lo realizamos en los 4 capítulos y dos anexos que constituyen este trabajo de
tesis y que a continuación se describen.

El capítulo 1 versa sobre la solución del problema de Apolonio considerando los 10 casos
propuestos por Viete usando para ello Geometría Euclideana clásica para los primeros 9 casos
(regla y compás) e inversión para el décimo. También se demuestra el Teorema de los 4 círculos
de Descartes y se define que es el Tamiz de Apolonio.



XII Introducción

En el capítulo 2 se estudia la definición, clasificación y propiedades de las transformaciones
de Möbius de variable. Así como la invarianza de los círculos bajo este grupo para garantizar la
existencia y unicidad del Tamiz de Apolonio así como la solución del problema de Apolonio.

En el capítulo 3 se introduce el concepto y propiedades de los grupos Kleinianos. En particular,
se demuestra que el Tamiz de Apolonio es el conjunto límite de un grupo Kleiniano generado por
dos transformaciones de Möbius parabólicas.

En el capítulo 4 se prueba que el Tamiz de Apolonio es un continuo mediante el estudio del
triángulo de Sierpinski, pues de este último se prueba que es el atractor de un Sistema Iterado de
Funciones, el límite inverso de continuos y homeomorfo al Tamiz de Apolonio.

En los anexos presentan el código en lenguaje Python con el que se generó la solución numérica
del Tamiz de Apolonio y el código en lenguaje M de Octave que generó las figuras de la dinámica
de algunas transformaciones de Möbius.

Finalmente se dan las conclusiones de este trabajo.



Capítulo 1

Solución del Problema de Apolonio
Usando Geometría Euclideana y
Cartesiana

En el presente capítulo hablaremos sobre la solución del problema de Apolonio y su solución
desde el punto de vista de la Geometría Euclideana y de la Geometría Analítica.

1.1. Solución por medio de Geometría Euclideana
A continuación demostraremos la solución al problema de Apolonio usando regla y compás.

Cabe mencionar que para el caso 10 es necesario utilizar inversión.

Observación 1.1. La estrategia básica de los métodos inversos es transformar un problema de
Apolonio dado en otro que sea más sencillo de resolver, las soluciones del problema original se
encuentran a partir de las soluciones del problema transformado, al deshacer la transformación.
Las transformaciones examinadas deben cambiar un problema de Apolonio en otro; además, deben
transformar las circunferencias, rectas y puntos dados en otras circunferencias, rectas y puntos, y
no en otras formas.

La inversión de la circunferencia tiene esta propiedad y además permite elegir de forma libre
el centro y el radio de la circunferencia invertida.

La inversión de la circunferencia de centro O y radio R consiste en la siguiente operación: a
cada punto P se le asigna un nuevo punto P como O, P y P 0 deben estar alineados, y el producto
de las distancias desde P y P 0 hasta el centro O sea igual al radio R al cuadrado:

OP �OP 0 = R2:

Antes de dar la solución a nuestro problema debemos introducir los siguientes conceptos.

Definición 1.1. 1. Se llama potencia de un punto P respecto de una circunferencia c al
producto de los segmentos determinados por dicho punto y los de intersección de una secante
trazada por el punto P con la circunferencia A y B. Véase figura 1.1.

2. Se denomina eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de todos los pun-
tos del plano que tienen la misma potencia respecto de las circunferencias y es una recta
perpendicular a la que une los centros de las circunferencias. Véase figura 1.2.
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Figura 1.1: Definición gráfica de potencia

Figura 1.2: Eje radical de dos circunferencias

Teorema 1.1 (Problema de Apolonio). Dados tres objetos tales que cada uno de ellos puede ser
un punto, una recta o una circunferencia, existe al menos una circunferencia que es tangente a
cada uno de los tres elementos dados.

Demostración:
Dado que deseamos construir al menos una circunferencia tangentes a tres objetos dados y los
cuales pueden ser circunferencias, rectas o puntos. Si consideramos las combinaciones de estos
objetos resultan hasta 10 configuraciones de Apolonio distintas, a las cuales se les puede designar
un código de tres letras C;R; P , para denotar si los objetos dados son una circunferencia, una recta
o un punto respectivamente. Los casos que resultan de las combinaciones de los objetos anteriores
son los casos siguientes y su correspondiente solución que enlistamos a continuación:

1. Dados tres puntos no colineales, el problema se reduce a construir una circunferencia que los
contenga, (PPP).

2. Dadas tres rectas, el problema se reduce a construir una circunferencia que sea tangente a
las tres rectas, (RRR).

3. Dados dos puntos y una recta, el problema se reduce a construir una circunferencia tangente
a la recta y que contenga a los dos puntos, (PPR).
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4. Dadas dos rectas y un punto, el problema se reduce a construir una circunferencia que sea
tangente a las dos rectas y que contenga al punto, (RRP).

5. Dados dos puntos y una circunferencia, el problema se reduce a construir una circunferencia
que contenga a los dos puntos y sea tangente a la circunferencia dada, (PPC).

6. Dadas dos circunferencias y un punto, el problema se reduce a construir una circunferencia
que contenga al punto y que sea tangente a las dos circunferencias dadas, (CCP).

7. Dadas dos rectas y una circunferencia, el problema se reduce a construir una circunferencia
que sea tangente a las rectas y a la circunferencia dada, (RRC).

8. Dadas una circunferencia, una recta y un punto, el problema se reduce a construir una
circunferencia que pase por el punto y sea tangente a la recta y la circunferencia dada,
(CRP).

9. Dadas dos circunferencias y una recta, el problema se reduce a construir una circunferencia
que sea tangente a la recta y a las dos circunferencias dadas, (CCR).

10. Dadas tres circunferencias, construir una circunferencia que sea tangente a tres circunferen-
cias dadas, (CCC).

Problema 1: Dados tres puntos no colineales, construir una circunferencia que los
contenga (PPP). Véase figura 1.3

Pasos para la construcción:

a) Trazar los segmentos que unan dichos puntos AB;BC;CA.

b) Trazar las mediatrices de los segmentos.

c) Encontrar el punto de intersección de las mediatrices (P ).

d) Trazar la circunferencia con centro P y radio PA.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.3: Solución geométrica problema 1 (PPP).
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Problema 2: Dadas tres rectas, construir una circunferencia que sea tangente a las
tres rectas (RRR).

Este caso a su vez tiene dos posibles configuraciones; la primera es que dos de las rectas
sean paralelas y la otra es que las tres rectas se corten entre sí. La solución que se describe a
continuación es cuando las tres rectas se cortan entre sí. Véase figura 1.4

Pasos para la construcción:

a) Trazar las bisectrices de los ángulos que se forman cuando se cortan las rectas.

b) Hallar el punto de intersección de las bisectrices(Q), así como la intersección de las bisectrices
con las rectas(D;E; F ).

c) Trazar la circunferencia C1con centro en Q y radio QD(o radio QE,QF ).

d) Trazar rectas perpendiculares a los puntos de intersección de las rectas.

e) Hallar los puntos de intersección de las rectas trazadas en el punto anterior con las bisectrices
(P1; P2; P3).

f) Trazar las circunferencias C2(P1; P1E); C3(P2; P2F ); C4(P3; P3D).

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

Figura 1.4: Solución geométrica problema 2 (RRR): Configuración 2.

Problema 3: Dados dos puntos y una recta, construir una circunferencia tangente
a la recta y que contenga a los dos puntos (PPR).

Configuración 1: Si los dos puntos dados A y B están en una recta paralela a la
recta L dada. Véase figura 1.5

Pasos para la construcción:

a) Se construye un punto C sobre la recta L:

b) Se traza la mediatriz del segmento AB:
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c) C es la intersección de la mediatriz y la recta dada.

d) Se construye la circunferencia que contiene a los puntos A; B y C:

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.5: Solución geométrica problema 3 (PPR): Configuración 1

Configuración 2: Si los puntos A y B no están en una recta paralela a la recta L.
Véase figura 1.6

Pasos para la construcción:

a) Trazamos la recta AB.

b) Hallamos la intersección de AB y la recta L (El punto de intersección es M).

c) Trazar la circunferencia C1 de diámetro AB:

d) Desde M trazar una tangente a la circunferencia C1:

e) Marcar el punto de tangencia T:

f) Trazar circunferencia con centro M y radio MT:

g) Hallar intersecciones entre la recta L y la circunferencia C2: (P y Q)

h) Construir las circunferencias que pasan por A;B; P y A;B;Q:
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

(g) Paso 7 (h) Paso 8

Figura 1.6: Solución geométrica problema 3 (PPR): Configuración 2

Configuración 3: Cuando uno de los puntos está sobre la recta L. Véase figura 1.7

Pasos para la construcción:

a) Trazar el segmento AB.

b) Trazar la mediatriz del segmento AB:

c) Trazar perpendicular a la recta L; que pase por B:

d) Hallar intersección de la mediatriz y la perpendicular a L ( Punto C ).

e) Trazar circunferencia con centro C y radio BC.
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5

Figura 1.7: Solución geométrica problema 3 (PPR): Configuración 3

Configuración 4: Cuando los puntos están sobre una recta perpendicular a la recta
L: Véase figura 1.8

Pasos para la construcción:

a) Trazar la recta AB.

b) Señalar la intersección de las recta L y AB; (punto P ).

c) Hallar el punto medio M1 entre los puntos A y B:

d) Trazar la perpendicular a la recta AB que pase por M1:

e) Trazar la circunferencia con centro A y radio PM1.

f) Marcar la intersección entre la perpendicular 1 y la circunferencia CA:

g) Trazar circunferencia con centro C y radio CA:
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

(g) Paso 7

Figura 1.8: Solución geométrica problema 3 (PPR): Configuración 4

Problema 4: Dadas dos rectas y un punto, construir una circunferencia que sea
tangente a las dos rectas y que contenga al punto (RRP).

Configuración 1: Si las rectas se cortan y el punto queda comprendido entre ellas.
Véase figura 1.9

Pasos para la construcción:

a) Trazar la bisectriz del ángulo formado por las rectas L y M:

b) Hallar el punto simétrico del punto A respecto a la bisectriz.

c) Realizar la construcción del problema 3: (PPR).

Configuración 2: Si el punto dado A pertenece a una de las rectas dadas. Véase
figura 1.10
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(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

Figura 1.9: Solución geométrica problema 4 (RRP): Configuración 1

Pasos para la construcción:

a) Trazar perpendicular P a la recta L por el punto A.

b) Trazar las bisectrices de los ángulos determinados por las dos rectas.

c) Hallar intersecciones entre la perpendicular y las bisectrices ( P y Q ).

d) P y Q son los centros de las circunferencias buscadas.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.10: Solución geométrica problema 4 (RRP): Configuración 2

Configuración 3: El punto A está comprendido entre dos rectas que son paralelas.
Véase figura 1.11

Pasos para la construcción:
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a) Trazar circunferencia con centro A y diámetro igual a la distancia entre las rectas.

b) Trazar la paralela media M:

c) Hallar intersecciones entre la circunferencia y la paralela media. (P y Q ).

d) P y Q son los centros de las circunferencias buscadas y los radio son AP y AQ:

Si el punto B está en una de las dos rectas dadas, la construcción se reduce a encontrar el centro,
que es la intersección entre la media paralela y la recta que pasa por B y es perpendicular a la
media paralela.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4

Figura 1.11: Solución geométrica problema 4 (RRP): Configuración 3

Problema 5: Dados dos puntos y una circunferencia, construir una circunferencia
que contenga a los dos puntos y sea tangente a la circunferencia dada (PPC).

Este caso considera tres configuraciones

i) Los puntos son exteriores a la circunferencia.

ii) Los puntos son interiores a la circunferencia.

iii) Uno de los puntos esta sobre la circunferencia y el otro puede ser interior o exterior.

A continuación se presenta la solución de I). Véase figura 1.12

a) Trazar la recta AB.

b) Trazar una circunferencia que pase por A y B; que corte la circunferencia.

c) Trazar el eje radical de las circunferencias.
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d) Hallar la intersección del eje radical con la recta AB(k).Desde k trazar rectas tangentes a la
circunferencia.

e) Marcar los puntos de tangencia (L;M).

f) Trazar la circunferencia que pasa por A;B;L.

g) Trazar la circunferencia que pasa por A;B;M .

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

(g) Paso 7

Figura 1.12: Solución geométrica problema 5 (PPC): Configuración 1

Problema 6: Dadas dos circunferencias y un punto, construir una circunferencia
que contenga al punto y que sea tangente a las dos circunferencias dadas (CCP).

Configuración 1: Cuando el punto P es exterior a ambas circunferencias. Véase figura
1.13

Pasos para la construcción:

a) Hallar los centros de homotecia directo e inverso.

b) Trazar el segmento C1C2 (Que une los centros de las circunferencias dadas).

c) Hallar las intersecciones del segmento C1C2 con las circunferencias dadas.

d) Trazar la circunferencia que pasa por los puntos A, B y P.

e) Trazar el segmento PH (Une el punto P con el centro de homotecia H).
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f) Hallar la intersección entre el segmento PH y la circunferencia ABP:

g) Ocultar las rectas tangentes, el segmento C1C2; los puntos A;B;H y K:

h) Para desarrollar el paso (9), seguir el problema 5 (PPC).

i) Construir la circunferencia que pasa por P y M; tangente a la circunferencia C1.

j) Se pueden obtener dos circunferencias más, repitiendo los pasos anteriores para el centro de
homotecia inverso K.

(a) Paso 1 (b) Paso 2 (c) Paso 3

(d) Paso 4 (e) Paso 5 (f) Paso 6

(g) Paso 7 (h) Paso 8,9

Figura 1.13: Solución geométrica problema 6 (CCP): Configuración 1

Configuración 2: Cuando el punto P pertenece a una de las circunferencias (C2).
Véase figura 1.14

Pasos para la construcción:

a) Hallar los centros de homotecia directo e inverso (directo H, inverso K).

b) Trazar la recta PH (del punto P al centro de homotecia H).

c) Hallar la intersección de la recta PH con la circunferencia C1 (punto Q).

d) P y Q son los puntos de tangencia para una de las circunferencias buscadas.
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