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Capítulo 1

Introducción

La Teoría Cuántica de Campos o Quantum Field Theory (QFT) en ingles, es el
marco que nos ha permitido descubrir y describir los constituyentes fundamentales
de la naturaleza y sus interacciones; históricamente un paso muy importante para
describir interacciones fue reemplazar la acción a distancia por el concepto de campo,
en el caso estático esta descripción se ha basado en el concepto de potencial. Con el
nacimiento de la Mecánica Cuántica y la posterior unión con la Relatividad Especial
se llegó al concepto de partícula mediadora de la interacción, por ejemplo el papel
del fotón en la interacción electro-magnética, sin embargo es importante recobrar el
limite de una teoría para obtener la descripción previa. En nuestro caso nos interesa
ver como se recupera el concepto de potencial en QFT.

El análisis de las diversas interacciones mediadas por un potencial es el punto de
arranque del estudio de las interacciones al nivel clásico, en un principio se llega a
tales potenciales de una manera empírica, desde el potencial de Newton, el oscilador
armónico hasta el de Coulomb, y se presentan así desde el nivel de bachillerato o
licenciatura, los cuales resultan ser la primer forma de comprender la interacción.
Mediante la mecánica clásica se estudian las implicaciones de estos potenciales
para estudiar el movimiento de las particulas sometidas a los mismos, incluidas las
consideraciones de conservación de la energía y la estabilidad de las orbitas.

A lo largo del siglo XX hemos visto el impresionante avance de la física cuántica,
con sus muy variadas aplicaciones para sistemas moleculares, atómicos, nucleares
hasta llegar a las partículas elementales, para las cuales necesitamos considerar los
efectos relativistas. El tratamiento riguroso de los efectos cuánticos relativistas se
realiza mediante el formalismo de la teoría cuantica de campos, en la cual se trabajan
las amplitudes de dispersión mediante técnicas perturbativas. El enfoque mas conocido
usa los diagramas de Feynman, con sus reglas especificas para cada teoría, y los
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métodos de regularización y renormalización para tratar las divergencias que aparecen
en ordenes altos de teoría de perturbaciones.

Dado que tenemos una descripción de las fuerzas o interacciones, valida al nivel
fundamental, nos podemos preguntar si es posible recuperar los potenciales clásicos en
cierto limite a partir de QFT. Esta tesis trata justamente de revisar este tema, tanto
como una revisión didáctica. Como punto de partida vamos a considerar el caso en que
las interacciones son mediadas por partículas vectoriales, esto es cuando dos particulas
interactúan por medio del intercambio de partículas representadas por un vector, esto
lo haremos primero al nivel clásico, para presentar el formalismo relativista, luego
lo haremos al nivel cuántico, construyendo una amplitud de dispersión entre dos
particulas cargadas, que intercambian un fotón, veremos que en este caso es posible
tener un potencial atractivo o repulsivo, dependiendo de los signos de las cargas.
Como segundo ejemplo discutiremos el caso en que la interacción es mediada por
partículas escalares, las cuales producen el llamado potencial de Yukawa, el cual
describe las fuerzas nucleares fuertes entre los protones y neutrones que forman el
núcleo atómico. Finalmente consideramos el caso en que la interacción es mediada
por particulas tensoriales, como son los gravitones hµν , y veremos que este tipo de
particulas reproduce el potencial de Newton, a bajas energías. Por ultimo se ha de
discutir el tema del Principio de Equivalencia (el cual se refiere a la conexión entre
masa inercial mi y la masa gravitacional mg) y la relación que guarda este con el
potencial de Newton.

El sustento y estructura de los cálculos a realizar tiene su base en la bibliografía
dada al final de este trabajo, siendo las principales fuentes los libros “An Introduction to
Quantum Field Theory”, “Quantum Field Theory in a Nutshell”, “Einstein Gravity in
a Nutshell”, “Effective Field Theories”, y como articulo principal tomamos la obra de
John F. Donoghue “General relativity as an effective field theory: The leading quantum
corrections”, los cálculos, ecuaciones y definiciones presentados en este trabajo se
pueden encontrar en esas obras, el objetivo de la presente tesis fue reproducir los
pasos esenciales que no se presentan en las obras mencionadas para tener una imagen
clara de lo que implica el calculo de los potenciales no relativistas.

3



Capítulo 2

QFT y el potencial de interacción
no relativista

2.1. QFT Historia
Comenzando con este capitulo y como un buen punto de partida demos una idea

general de lo que ha sido el desarrollo de “QFT” desde los años 20 en que fuese
formulada. En la física clásica, la razón principal para introducir el concepto de campo
es construir las leyes de la Naturaleza que sean locales, las antiguas leyes de Coulomb
y Newton implican “acción a distancia”, esto significa que la fuerza que siente un
electrón (o un planeta) cambia inmediatamente si se mueve un protón (o una estrella)
distante, esta situación es filosóficamente insatisfactoria, más importante aún, es
experimentalmente incorrecto, las teorías de campo de Maxwell y Einstein remedian
la situación, con todas las interacciones mediadas de manera local por el campo.

La Teoría Cuántica de Campos nace a finales de los años 20 gracias a los estudios
de Erwin Schrödinger y Paul Dirac, quienes deseaban explicar los fenómenos cuánticos
teniendo en cuenta también las leyes de la relatividad general, de ahí que sea una
teoría cuántica relativista, sin embargo la Teoría Cuántica de Campos primigenia
tenía problemas teóricos graves, pues muchos cálculos daban valores infinitos. Entre
los años 30 y 40, Richard Feynman, Julian Schwinger, Shinichiro Tomonaga y Freeman
Dyson fueron capaces de resolver estas divergencias matemáticas, en los años 60 se
logra llegar al desarrollo de la electrodinámica cuántica. Posteriormente, en la década
de los 70, esta Teoría Cuántica de Campos permitió explicar la naturaleza cuántica de
dos fuerzas fundamentales, además de la electromagnética, las cuales eran la fuerza
nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte, todo lo anterior representa un paso increíble
ya que en 5 décadas aproximadamente se sentaron las bases de una de las teorías
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mas poderosas que el hombre haya desarrollado, sin embargo está aún en desarrollo,
faltan puntos claves como lograr dar una descripción completa de la gravedad como
una fuerza fundamental.

Teniendo una idea de lo que fuera el desarrollo de “QFT” es buen momento para
tratar de responder a la pregunta, “¿Qué es la Teoría Cuántica de Campos?”. La
pista está en el nombre: es la cuantización de un campo clásico, cuyo ejemplo más
familiar es el campo electromagnético. En la mecánica cuántica estándar, se nos
enseña a tomar los grados de libertad clásicos y promoverlos a operadores que actúan
en un espacio de Hilbert. Las reglas para cuantificar un campo no son diferentes.
Por lo tanto, los grados de libertad en la teoría cuántica de campos son funciones de
espacio y tiempo con valor de operador, esto significa que estamos tratando con un
número infinito de grados de libertad, al menos uno para cada punto en el espacio. Las
interacciones en la teoría cuántica de campos están gobernadas por algunos principios
básicos: localidad, simetría y flujo de grupo de renormalización (el desacoplamiento
de fenómenos de corta distancia de la física a escalas más grandes). Estas ideas hacen
de QFT un marco muy robusto: dado un conjunto de campos, muy a menudo hay
una forma casi única de unirlos.

La teoría cuántica de campos ha tenido un gran impacto en la materia condensada,
la física de altas energías, la cosmología, la gravedad cuántica y las matemáticas
puras. Es literalmente el lenguaje en el que están escritas las leyes de la Naturaleza[1].

2.2. Potencial
El análisis de potenciales mediados por partículas vectoriales es de gran interés

dentro de la física, desde el comienzo de su estudio en nivel bachillerato o licenciatura
resultan ser la primer forma de comprender la interacción entre dos sistemas por medio
del intercambio de partículas representadas por un vector, es con este tratamiento que
las bases para entender lo que es un potencial son sentadas, entendiendo el potencial
como una magnitud que sirve para describir la evolución o variación probable de otra
magnitud, generalmente los potenciales aparecen para describir a un campo físico.

El primer potencial mediado por partículas con el que trabajamos es el de Cou-
lomb nombrado así en honor del físico francés Charles-Augustin de Coulomb, quien
enunciara su famosa ley en 1785 la que fuera la base de la electrostática, el potencial
es responsable de las interacciones electromagnéticas del entorno; en un estudio más
avanzado y en particular de las interacciones fundamentales de la naturaleza se
encuentra uno con el llamado potencial de Yukawa, demostrado en los años 30’s por
Hideki Yukawa, responsable de las interacciones nucleares de la fuerza fuerte, este
potencial nos dice que los nucleones pueden experimentar interacción fuerte de tipo
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atractivo debido al intercambio de piones cargados, de una manera similar a como
dos partículas interaccionan electromagnéticamente mediante intercambio de fotones.
Así como el campo electromagnético es “transmitido” por fotones, el campo piónico
descrito por el potencial de Yukawa es “comunicado” por piones.

Atreviéndonos a ir un poco mas lejos con el concepto de potencial, podemos
mencionar bajo el contexto relativista al Potencial de Higgs, descrito por el Modelo
Estándar bajo este fundamento: “Los quarks y leptones tienen interacciones
que se derivan del principio de Gauge, es decir, las fuerzas están mediadas
por partículas vectoriales asociadas con simetrías de gauge, y hay un
campo de gauge para cada generador de las álgebras de Lie asociadas con
las simetrías del sistema”.[2]

La idea de trabajar con partículas vectoriales que medien potenciales es bastante
poderosa a la hora de tratar con fenómenos microscópicos como los son los de la
teoría electromagnética y nuclear, sin embargo no es necesario remitirse a escalas
tan pequeñas para apreciar el valor del potencial, a nuestro al rededor interactuamos
constantemente con el potencial gravitatorio (o de Newton), el cual tiene su partícula
análoga al de Coulomb y Yukawa para su interacción, el supuesto gravitón.

2.3. Aproximación de Born
En la mecánica cuántica no relativista, la aproximación de Born de primer orden

de la amplitud de dispersión elástica viene dada por la transformada de Fourier del
potencial. En consecuencia, el potencial se da como la transformada inversa de Fourier
de la amplitud de dispersión. [3].

Figura 2.1: El momento entrante y saliente de una dispersión elástica en
el marco del centro de masa.

El vector de transferencia de momento ~q, viene dado por:

~q = ~p′1 − ~p1. (2.1)
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Donde ~p1 y ~p′1 son respectivamente el momento final e inicial de una de las
particulas en el marco del centro de masas. Para una dispersión elástica |~p1| = |~p′1| = p
, teniendo:

q = 2p sin

(
θ

2

)
. (2.2)

Con θ ∈ [0, π] , q ∈ [0, 2p]. Para un potencial simétrico esférico, V (r), la amplitud
de dispersión en la aproximación de Born viene dada por:

fB = −m

2π

∫
V (r)e−i~q·~rd3r. (2.3)

Aplicando la transformada inversa de Fourier obtenemos:

V (~r) = −(2π)3
∫
d3ke−i~k·~rTfi. (2.4)

Así pues la prescripción para obtener el potencial no relativista de QFT es
relativamente simple: calcular la amplitud de transición relativista para la dispersión
elástica en la teoría de perturbaciones de orden más bajo (Tfi = M); hacer el límite
no relativista; y calcular su transformada inversa de Fourier.

2.4. Transformada de Fourier
Como cierre a este capitulo daremos un par de definiciones claves para realizar la

transformada de Fourier.
Recordar que la transformada de Fourier de una función-δ es simplemente 1 :

δ̃(k) = 1. Lo cual se traduce en la expresión siguiente [7] :

δ3(~x) =

∫
d3k

(2π)3
ei
~k~x. (2.5)

Ya que el Laplaciano se define como 4 = δ2~x, obtenemos

4nδ3(~x) =

∫
d3k

(2π)3
4nei

~k~x =

∫
d3k

(2π)3
(− ~k2)nei

~k~x. (2.6)

Con lo anterior es posible definir:

[4̃nδ](~k) = (− ~k2)n. (2.7)
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Lo anterior es aplicable para cantidades invariantes de Lorentz:

δ4(x) =

∫
d4k

(2π)4
eikµxµ . (2.8)

�nδ4(x) =

∫
d4k

(2π)4
�neikµxµ =

∫
d4k

(2π)4
(−k2)neikµxµ . (2.9)

De forma general:

�nf(x) =

∫
d4k

(2π)4
�nf̃(k)eikµxµ =

∫
d4k

(2π)4
(−k2)nf̃(k)eikµxµ . (2.10)

De lo anterior:
[�̃nf ](k) = (−k2)nf̃(k). (2.11)

Así en general es posible establecer:

4 ↔ − ~k2 y � ↔ −k2. (2.12)

Estas definiciones serán clave para el calculo de los tres potenciales a analizar
en el presente trabajo, usarlas nos dará un camino claro al momento de aplicar la
transformada de Fourier.
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Capítulo 3

Potencial de interacción no
relativista, casos de Coulomb y
Yukawa

El presente capitulo lo hemos de dedicar a la construcción de los potenciales de
Coulomb y Yukawa en ese respectivo orden, daremos primero un repaso general de
deducción a partir de principios primero de QFT y luego procederemos a obtenerlos
a partir del calculo de una amplitud con reglas de Feynman y la aplicación de
una transformada inversa de Fourier. Antes de comenzar con nuestros cálculos es
conveniente mencionar las reglas de Feynman para el caso de la Electrodinámica
Cuántica ( Quantum Electrodynamics “QED”).

3.1. QED y el potencial de Coulomb
Como se menciono de manera breve en el capitulo anterior, QED o “la electro-

dinámica cuántica”, es la teoría que nos brinda la descripción de partículas tales
como los electrones, positrones y fotones, así como las interacciones entre estos y
es la base para estudiar procesos de dispersión; el formalismo que mayor éxito tuvo
para trabajar con las dispersiones fue el de los Diagramas de Feynman, propuestos
por Richard P. Feynman, este método permite representar una “amplitud”, así como
computar la sección eficaz a partir del conjunto de propagadores y vértices conocidos
como Reglas de Feynman. Otro resultado importante para calcular procesos consiste
en una expresión que permita relacionar las funciones de Green con los elementos de
la matriz S, este resultado es conocido como la formula de reducción LSZ, obtenida
por Lehmann, Symanzik y Zimmermann.
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A partir de la introducción del concepto de matriz S se puede calcular los proceso
de dispersión dentro de la teoría, la matriz S es el objeto definido en el espacio de
estados que contiene toda la información fisica del proceso de colisión, esta matriz se
puede ver como la probabilidad de que un estado inicial evolucione en un estado final.
Sin embargo al trabajar con la matriz S, y la formula LSZ vemos que QFT no se
puede resolver de manera exacta, por lo tanto se recurre a teoría de perturbaciones,
para lo cual necesitamos de las reglas de Feynman.

3.1.1. Reglas de Feynman para QED
Para referirnos a un diagrama de Feynman conectado es necesario establecer las

siguientes definiciones.

Línea externa: es aquella que une causalmente un punto externo con un punto
interno.

Línea interna: es aquella que une casualmente dos puntos internos.

Vértice: Es un punto donde convergen tres o más líneas, nos describen el tipo
de interacción que participa en el proceso.

Las reglas de Feynman nos dicen como construir la amplitud invariante M dado
el diagrama correspondiente. En QED las reglas han de ser:

1. Para cada vértice escribimos −ieQγµ, donde Q es el signo de la carga de la
partícula:

Figura 3.1: QED Vértice.

2. Para cada línea interna que contenga dos vértices, se escribe el propagador
correspondiente:
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a) Para el electrón es de la siguiente forma − i(γµqµ+m)

q2−m2 :

Figura 3.2: Propagador del fermión.

b) Para el fotón es de la forma − igµν
q2

:

Figura 3.3: Propagador del fotón

3. Para cada línea externa asociamos los siguientes factores:

a) Un electrón incidiendo sobre un vértice, escribimos el espinor u(pi, si)

Figura 3.4: Estado inicial de la partícula.

b) Un electrón partiendo de un vértice, escribimos el espinor û(pf , sf )

Figura 3.5: Estado final de la partícula
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c) Un positrón incidiendo sobre un vértice, escribimos el espinor ν(pi, si)

Figura 3.6: Estado final de la antipartícula.

d) Un positrón partiendo de un vértice, escribimos el espinor ν̂(pf , sf )

Figura 3.7: Estado inicial de la antipartícula.

e) Un fotón incidiendo sobre un vértice, escribimos su vector de polarización
εµ(ki, αi)

Figura 3.8: Estado inicial del fotón.

f ) Un fotón partiendo de un vértice, escribimos el vector de polarización
ε∗ν(kf , αf )

Figura 3.9: Estado final del fotón.
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3.1.2. Potencial de Coulomb a partir de la teoría clásica de
campos

Siguiendo el orden en que comenzamos a trabajar con los potenciales vectoriales
durante los cursos escolares pasamos ahora a discutir el potencial de Coulomb.

Comencemos con una carga en el origen. Esto se puede representar con una
corriente externa, con densidad de carga ρ(x) :

Jµ(x) :

{
J0(x) = ρ(x) = eδ3(x),

Ji(x) = 0
(3.1)

El operador D’Alambertiano está definido como:

� = ∂µ∂µ = ∂0∂0 + ∂i∂i = ∂20 − ∂i∂i =
∂2

∂x02
−∇2. (3.2)

En QFT los potenciales van a estar asociados con los fotones. Para describirlo en
forma covariante empleamos el cuadripotencial: Aµ = (A0, ~A) , donde: A0 = φ

El lagrangiano es:

L = −1

4
F µνFµν − AµJ

µ. (3.3)

siendo F µν = ∂µAν − ∂νAµ , el tensor de intensidad de campo electromagnético.
Agregamos las corrientes al lagrangiano libre mediante la suma del término −AµJ

µ.
Una propiedad importante del lagrangiano es que es invariante bajo la transfor-

mación de norma:

φ(x) → eiαφ(x), Aµ → A′
µ = Aµ + ∂µα(x) (3.4)

Para calcular las ecuaciones de movimiento, primero expandimos el lagrangiano

L =− 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂µAν − ∂νAµ)− AµJ

µ

=− 1

4
[∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ − ∂νAµ∂µAν + ∂νAµ∂νAµ]− AµJµ

=− 1

2
[∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ]− JµAµ

=
1

2
[∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ]− JµAµ.

(3.5)

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange
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∂L
∂Aµ

− ∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
= 0. (3.6)

Haciendo primero

∂L
∂Aµ

(−JνAν) = −Jνδµν = −Jµ. (3.7)

Por otra parte

∂L
∂(∂ν∂µ)

=
∂

∂(∂ν∂µ)

(
1

2
[∂µAν∂µAν − ∂µAν∂νAµ]

)
= −F µν . (3.8)

Lo que nos da

∂L
∂Aµ

− ∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
= −Jµ − ∂ν(−F µν) = 0 (3.9)

⇒ ∂νF
µν = Jµ. (3.10)

Estas son solo las ecuaciones de Maxwell en presencia de una fuente.
Trabajando con la ecuación 3.10.

Jν = ∂ν(∂µAν − ∂νAµ) = �Aν − ∂ν(∂µAµ). (3.11)

Ahora bajo la simetría de norma y la condición de Lorentz ∂µAµ = 0:

�Aν(x) = Jν(x). (3.12)

lo cual tiene como solución formal

Aν(x) =
1

�
Jν(x). (3.13)

1
� es el inverso de �. Lo anterior quiere decir que el campo Aν es determinado

por la fuente Jν después de que se propague con el propagador.
Para la fuente particular que nos interesa, la carga puntual en el origen, las

ecuaciones de movimiento son

Ai = 0. (3.14)

A0(x) =
e

�
δ3(x). (3.15)

A continuación tomamos la transformada de Fourier.
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Ya que δ3(~x) es independiente del tiempo, nuestro potencial escalar se simplifica a

A0(x) =
e

�
δ3(~x) = − e

4
δ3(~x). (3.16)

Podemos resolver esta ecuación es el espacio de Fourier:

A0(x) =

∫
d3k

(2π)3
e

~k2
ei
~k~x =

e

(2π)3

∫ ∞

0

k2dk

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dφ
1

k2
eikr cos θ

=
e

(eπ)2

∫ ∞

0

dk
eikr − e−ikr

ikr
=

e

8π2

1

ir

∫ ∞

−∞
dk
eikr − e−ikr

k
.

(3.17)

Para poder simplificar la expresión, tomamos un cambio infinitesimal en el deno-
minador, con lo cual obtenemos:∫ ∞

−∞
dk
eikr − e−ikr

k
= ĺım

δ→0

[∫ ∞

−∞
dk
eikr − e−ikr

k + iδ

]
. (3.18)

Si δ > 0, entonces el polo en k = −iδ se encuentra en el eje imaginario negativo.
Para eikr debemos cerrar el contorno hacia arriba para obtener un decaimiento
exponencial en k. Esto pierde el polo, así que este término da cero. Para e−ikr

cerramos el contorno hacia abajo y obtenemos:∫ ∞

−∞
dk
eikr − e−ikr

k + iδ
= −(2πi)(−e−δr) = 2πie−δr. (3.19)

Por lo tanto,

A0(x) =
e

4π

1

r
. (3.20)

Con lo cual hemos logrado deducir la expresión deseada a partir del cuadripotencial
y el tensor del campo electromagnético[4].

3.1.3. Potencial de Coulomb con reglas de Feynman
Como una simple aplicación de las reglas de Feynman podemos construir la

amplitud del proceso para nuestras particulas fermionicas involucradas, tal como lo
muestra el diagrama de Feynman siguiente[5]. La contribución de primer orden dada
por las reglas de Feynman enumeradas al principio del capitulo:

iM = (−ie)2ū(p′)iγµu(p) −gµν
(p′ − p)2

ū(k′)γνu(k). (3.21)
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p

p′

k

k′

Figura 3.10: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Coulomb.

Para evaluar la amplitud en el límite no relativista, mantenemos los términos solo
en el orden más bajo en el tri-momento |p| � m y energía p0 ≈ m.

p = (m, p), κ = (m, k), p′ = (m, p′), κ′ = (m, k). (3.22)

Usando estas expresiones, tenemos

(p′ − p)2 = −|p′ − p|2 +O(p4), (3.23)

us(p) =
√
m

(
ξs

ξs

)
. (3.24)

Donde ξs es un spinor constante de dos componentes normalizado, esto es ξs′†ξs =
δss

′ .
Para simplificar más la expresión (3.27) hemos usado la propiedad siguiente los

espinores:

ūs
′
(p′)γ0us

′
(p) = u†(p′)u(p) = 2mξs

′†ξs = 2mδss′

ūr
′
(k′)γ0ur

′
(k) = u†(p′)u(p) ≈ 2mξr

′†ξr == 2mδrr′
(3.25)

Es posible verificar que los términos espaciales, ū(p′)γiu(p), desaparecen si p =
p′ = 0; por lo tanto, pueden despreciarse, así solo conservamos el termino ū(p′)γ0u(p).

ū(p′)γiu(p) = m(ξ†, ξ†)

(
~σ 0
0 −~σ

)(
ξs

ξs

)
= 0. (3.26)

Es posible observar que la amplitud esta dominada por los términos µ = 0.
Así obtenemos lo siguiente:

iM ≈ +ie2

−|p′ − p|2
(2mξ

′†ξ)p(2mξ
′†ξ)k · g00 =

ie2

|p′ − p|2
(2mξ

′†ξ)p(2mξ
′†ξ)k. (3.27)
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Donde g00 = −1.
Para continuar con el calculo de nuestro potencial debemos comparar la expresión

previa con la aproximación de Born para la amplitud de dispersión en mecánica
cuántica no relativista, escrito en términos de la función potencial V (x):

〈p′| iT |p〉 = −iṼ (q)(2π)δ(Ep′ − Ep), (q = p′ − p). (3.28)

En términos de la amplitud de dispersión normalizada no relativista:

Ṽ =
1

2Ep′

1

2Ep

M (3.29)

con Ep′ = Ep ≈ m.
Las deltas adicionales δ(3)(p′ − p) se van cuando integramos sobre el momento.
Tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas llegamos a que la

interacción de Coulomb a de tener la forma:

Ṽ (q) =
g2

|q|2
(3.30)

Aplicando la trasformada inversa de Fourier para hallar V (x):

V (x) =

∫
d3q

(2π)3
g2

|q|2
eiq·x

=
g2

4π2

∫ ∞

0

dqq2
eiqr − e−iqr

iqr

1

q2

=
g2

4π2ir

∫ ∞

∞
dq
qeiqr

q2
.

(3.31)

Evaluando la integral en el plano complejo, tomando el polo en q = imφ, además
de sustituir g = e y con m = 0. Obtenemos:

V (r) =
e2

4πr
=
α

r
. (3.32)

donde α = e2/4π ≈ 1/137 es la constante de estructura fina. La forma de esta
expresión nos dice que tenemos un potencial de Coulomb repulsivo.

Sin embargo sabemos que la principal característica del potencial es su natura-
leza repulsivo y atractivo, para hallar este ultimo veamos la dispersión partícula-
antipartícula.

El diagrama para este proceso a de ser:
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p

p′

k′

k

Figura 3.11: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Coulomb, dispersión partícula-antipartícula

Siguiendo las reglas de Feynman obtenemos la expresión para la amplitud:

iM = (−1)
−(ie)2igµν
−|p′ − p|

(2mξ
′†ξ)p(2mξ

′†ξ)k. (3.33)

En nuestro limite no-relativista, tenemos:

ν̄(k)γ0ν(k′) = ν†(k)ν(k′) = −2mξ†ξ′ (3.34)

Para resolver y llegar al resultado deseado seguimos el proceso ya conocido, sin
embargo el factor extra −1 nos da como resultado un potencial atractivo.

V (r) = − e2

4πr
= −α

r
. (3.35)

Hemos verificado en la Teoría Cuántica de Campos que al intercambiar una
partícula vectorial, unas cargas se atraen mientras otras se repelen.

3.2. Potencial de Yukawa - mediado por partículas
escalares

Como pudimos apreciar en el desarrollo del potencial de Coulomb este tiene una
naturaleza repulsiva y atractiva correspondiente a lo observado en las interacciones
electromagnéticas a las que esta asociado, bajo esta premisa nos preguntamos, ¿cuál
es la naturaleza del potencial de Yukawa?. Este potencial fue desarrollado por Yukawa
en la década de 1930 con el objetivo de explicar las interacciones a escalas del núcleo
atómico.
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Antes de continuar con la discusión de QED, es conveniente dar un paso atrás
de la abstracción hacia la física concreta y considerar una aplicación simple de estas
reglas: la dispersión de fermiones distinguibles, en el límite no relativista. Comparando
la amplitud de este proceso con la fórmula de aproximación de Born de la mecánica
cuántica no relativista, podemos determinar el potencial V (r) creado por la interacción
de Yukawa.

Los dos diagramas que conforman el proceso que nos interesa analizar son:

p

p′

k

k′

+

p

k k′

p′

Figura 3.12: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Yukawa.

Recordemos que denotamos las particulas escalares mediante lineas punteadas y a
los fermiones con lineas continuas. La correspondiente amplitud se puede escribir de
la siguiente manera:

iM =(−ie)2
(
ū(p′)u(p)

i

(p′ − p)2 −m2
φ

ū(k′)u(k)

−ū(p′)u(k) i

(p′ − k)2 −m2
φ

ū(k′)u(p)

)
.

(3.36)

El signo negativo entre las expresiones de los diagramas es un reflejo de la
estadística de Fermi.

Si las dos partículas que interactúan son distinguibles, sólo contribuye el primer
diagrama:

iM = ū(p′)u(p)
−ig2

(p′ − p)2 −m2
φ

ū(k′)u(k). (3.37)

Los productos espinoriales en (3.39) son
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ūs
′
(p′)us(p) = 2mξs

′†ξs = 2mδss
′
; (3.38)

ūr
′
(κ′)ur(κ) = 2mξr

′†ξr = 2mδrr
′
. (3.39)

Entonces, nuestra primera conclusión física es que el espín de cada partícula se
conserva por separado en esta interacción de dispersión no relativista, un resultado
agradable a nuestra descripción clásica.

Tomando las mismas consideraciones para los espinores que mencionamos en la
amplitud para Coulomb tendremos la ecuación:

iM = ū(p′)u(p)
−ig2

|p′ − p|2 −m2
φ

2mδss
′
2mδrr

′
. (3.40)

Comparando con la aproximación de Born a la amplitud de dispersión en la
mecánica cuántica no relativista, escrita en términos de la función potencial V (x),
para la interacción de Yukawa tendremos:

Ṽ (q) =
−g2

|q|2 +m2
φ

. (3.41)

Trabajando la función inversa de Fourier:

V (x) =

∫
d3q

(2π)3
−g2

|q|2 +m2
φ

eiq·x

=
−g2

4π2

∫ ∞

0

dqq2
eiqr − e−iqr

iqr

1

q2 +m2
φ

=
−g2

4π2ir

∫ ∞

−∞
dq

qeiqr

q2 +m2
φ

.

(3.42)

En el paso anterior utilizamos la siguiente igualdad:∫ ∞

−∞
dq

qeiqr

q2 +m2
φ

= −iπemφr. (3.43)

El contorno de esta integral se puede cerrar arriba en el plano complejo, y tomamos
q = +imφ. Así encontramos:

V (r) = − g2

4π

1

r
e−mφr. (3.44)

Resultando en un “potencial de Yukawa” atractivo, con rango 1
mφ

= ~
mφc

. Yukawa
utilizó el potencial anterior como la base de su teoría de la fuerza fuerte. Uno asume
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que existe una partícula que es responsable para mantener juntos el protón y el
neutrón en el núcleo atómico . A partir del rango de la fuerza (aproximadamente 1
fm) fue posible predecir la masa (aproximadamente 200 MeV) del bosón requerido, el
pión. El pión fue descubierto con una masa de mπ ≈ 140MeV [7].

Como hicimos para el caso de Coulomb merece la pena preguntarse, ¿qué pasa
si tenemos involucradas antipartículas?. El punto de partida a de ser el diagrama
correspondiente al proceso, dado por:

p

p′

k′

k

Figura 3.13: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Yukawa, partícula-antipartícula

La amplitud correspondiente es:

iM = (−1)ū(p′)u(p)
−ig2

(p′ − p)2 −m2
φ

ν̄(k′)ν(k). (3.45)

Evaluando no relativisticamente:

ν̄s(k)ν̄s
′
(k′) ≈ m(ξs†,−ξs†)

(
0 1
1 0

)(
ξs

′

−ξs′
)

= −2mδss
′
. (3.46)

Lo que cancela el signo negativo extra, siguiendo los pasos ya conocidos obtenemos
el potencial entre fermiones y anti-fermiones, lo que nos permite concluir que el
potencial de Yukawa es universalmente atractivo.

Como un preámbulo a los capítulos siguientes vale la pena notar que la repulsión
entre la dispersión fermión-fermión surge directamente del factor extra −g00 = −1
en el propagador. Un boson tensor, como el gravitón, tendrá un propagador de la
siguiente forma:
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µν ρσ

Figura 3.14: Propagador del gravitón.

=
1

2

(
ηµαηνβ + ηναηµβ − ηµνηαβ

)( i

q2 − iε

)
. (3.47)

En colisiones no relativistas da un factor (−g00)2 = 1, esto resulta en un potencial
universalmente atractivo. Con este resultado podemos ver complacientemente que la
teoría cuántica de campos reproduce las características de las fuerzas nuclear fuerte,
eléctrica y gravitacional.

Podemos resumir en la siguiente tabla los resultados reunidos en este capitulo.

Partícula intercambiada ff y f̄ f̄ f f̄

Escalar (Yukawa) atractivo atractivo
Vector (eléctrico) repulsivo atractivo
Tensor (gravedad) atractivo atractivo

22



Capítulo 4

Gravedad Cuántica perturbativa
como una teoría efectiva

El sentido de realizar este capitulo es dar una idea del tratamiento que se le da a
la teoría de la relatividad general como si esta fuese una teoría efectiva, para lograr
esta comprensión necesitamos entender que es este tipo de teorías y su utilidad; una
vez hecho lo anterior se ira desglosando y desarrollando los conceptos y herramientas
necesarias para poder llegar al calculo del Potencial Gravitacional no-relativista a
través de los principios de la Teoría Cuántica de Campos.

4.1. Teoría de Campo Efectiva
En la actualidad nuestro conocimiento sobre la naturaleza del universo tiene

sustento en los dos grandes pilares de la física moderna, la mecánica cuantica (MC)
y la relatividad, ambos marcos ofrecen una descripción increíble de los distintos
fenómenos que podemos observar y registrar (incluso especular sobre aquellos que
aun se investigan) sin embargo cada una de estas teorías operan en distintas escalas
y niveles de energía, lo cual hace que el tratamiento aplicado a los fenómenos físicos
sea una aproximación, creemos que para lograr una comprensión mejor, e incluso
total, necesitamos de una nueva teoría que “unifique” nuestras teorías. Han habido
progresos en el camino de esta unificación, como ya dijimos QFT opera en el dominio
de la cuántica y la relatividad especial, sin embargo la relatividad general (RG) es mas
reacia al tratamiento cuántico, sin embargo es un tema que suscita varias discusiones,
muchas de las cuales giran en torno a la escala de Plank y a las nuevas interacciones
y nuevos grados de libertad que puedan tener lugar a ese nivel.

Con el objetivo de hacer un acercamiento al marco conjunto de MC y RG
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tomaremos una postura conservativa, usando ambas teorías a energías ordinarias,
donde ambas sean validas. El objetivo es argumentar que RG es un teoría cuantica
a energías cotidianas, y buscamos una clase de “correcciones cuánticas” que son los
efectos cuánticos dominantes a largas distancias. El obstáculo es que las correcciones
incluyen integración sobre todas las escalas de energía, incluyendo las extremadamente
altas, la solución es el uso de teoría de campo efectiva. Una teoría de campo efectiva o
solo teoría efectiva, es una técnica que permite separar los efectos de altas energías de
aquellos a bajas energías, incluye los grados de libertad apropiados para describir un
fenómeno físico mientras que ignora la subestructura y los grados de libertad a otras
escalas. Típicamente, las teorías de campo efectivo funcionan mejor cuando existe
una gran separación entre la escala de longitud de interés y la escala de longitud de
la dinámica fundamental. Las teorías de campo efectivo han resultado ser útiles en
la física de partículas, la mecánica estadística, la física de la materia condensada,
la relatividad general y la hidrodinámica. Estas teorías simplifican los cálculos y
permiten tratar los efectos de disipación y radiación.

En el marco de la gravedad como ya mencionamos tenemos un problema, no cono-
cemos la correcta explicación a a altas energías, sin embargo como una consecuencia
del principio de incertidumbre, sabemos que al trabajar a bajas energías, los grados de
libertad de altas energías no tienen mayor efecto, estos pueden ser integrados fuera de
la teoría, dejando un lagrangiano local, aunque este lagrangiano en general contenga
interacciones no-renormalizables. En contraste los grados de libertad a bajas energías
se propagan grandes distancias y no pueden ser sumados por una interacción local,
deben de ser incluidos explícitamente.

Para una teoría a altas energías desconocida, es necesario escribir el Lagrangiano
general que contenga las interacciones a bajas energías, y que sea consistente con
las simetrías y la estructura del vacío de la teoría. En el caso de la interacción de la
gravedad con un campo masivo de materia:

L = LRG + Lmateria (4.1)

El segundo fundamento clave en una teoría de campo efectiva es la expansión de
la energía, donde los términos del Lagrangiano efectivo se ordenan en potencias de la
escala de baja energía sobre la escala de alta energía.

En general, las técnicas de la teoría efectiva organizarán cualquier elemento de
matriz dado en los efectos calculables de baja energía y los efectos desconocidos de la
teoría de altas energías, comúnmente los términos no analíticos son las principales
contribuciones a gran distancia. Esta división no se ha aplicado comúnmente a las
interacciones gravitatorias y gran parte de la sabiduría estándar de la relatividad
general debe examinarse a través de los ojos de la teoría del campo efectivo. Espe-
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ramos que los efectos de las correcciones cuánticas sean pequeños en un fenómeno
macroscópico, muchos de sus efectos no son obsérvales en los experimentos de hoy.

4.2. Repaso de Relatividad General
La relatividad general es una teoría construida sobre el principio de la covarianza

general. Este principio establece que la física es insensible a la elección del sistema de
coordenadas, es decir, las formas de las leyes físicas son invariantes bajo transforma-
ciones arbitrarias de coordenadas.
Recordemos un par de nociones las cuales serán de gran importancia durante la
discusión de este capitulo. En la teoría de Einsten, la gravedad cambia la geometría
del continuo espacio-tiempo continuo. Esto significa que los objetos, cuando no actúan
sobre ellos fuerzas externas, ya no se mueven en línea recta. Para restablecer la
Primera Ley de Newton, esta desviación de las líneas rectas puede reinterpretarse
como proveniente de una nueva fuerza: ¡la fuerza de la gravedad! [8].

Hemos de comenzar definiendo la convención de la métrica que hemos de usar en
donde el espacio plano es dado por[9]:

ηµν = diag(1,−1,−1,−1). (4.2)

Usando que gµν = (gµν)
−1 , gµν = ηµν , se puede obtener sencillamente el conocido

resultado siguiente:
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = δµρ . (4.3)

esto es

gµνg
νρ = δρµ. (4.4)

El tensor de curvatura de Riemann-Christoffel es definido como[10]

Rσ
ρµν = ∂µ(Γ

σ
νρ) + Γ ρ

νλΓ
λ
µσ − ∂ν(Γ

σ
µρ)− ΓνλρΓ

λ
µσ. (4.5)

Si deseamos contraer el tensor de Riemann Rσ
µσν podemos sumar sobre uno de los

índices covariantes con uno de los contravariantes. En principio:

Rσ
σµν 6= Rσ

ρσν 6= Rσ
ρµσ. (4.6)
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La simetría de índices tiene algunas implicaciones para Rσ
ρµν . Si estamos contra-

yendo sobre el primer índice Rσ
σµν podemos ver que Rσ

σµν = gσλRλσµν = −gσλRσλµν =
−gλσRσλµν = −Rλ

λµν = −Rσ
σµν . La unica manera en que esto puede ser cierto en

general es si Rσ
σµν = 0. Así que tenemos la opción de contraer sobre los índices 3 ó 4.

Pero Rσρµν = −Rσρνµ ⇒ Rσ
ρσν = −Rσ

ρνσ. Por tanto solo hay una contracción distinta
de cero del tensor de Riemann que llamamos el tensor de Ricci: Rσρ = Rµ

σρµ, el cual
se define como sigue:

Rµν = ∂νΓ
λ
µλ − ∂λΓ

λ
µν + Γ σ

µλΓ
λ
νσ − Γ σ

µλΓ
λ
νσ. (4.7)

El símbolo de Christoffel esta definido como:

Γ λ
αβ =

gλσ

2
(∂αgβσ + ∂βgασ − ∂σgαβ). (4.8)

Las fluctuaciones cuánticas en el campo gravitacional pueden expandirse sobre
una métrica de fondo suave, esto es:

gµν = ηµν + κhµν . (4.9)

gµν = ηµν − κhµν + ... (4.10)

El desarrollo de las Ecuaciones (4.3) y (4.8) se encuentran en el Apéndice A y B
Como ultimo término a analizar definamos

√
−g =

√
det(−g) = exp

(
1

2
Tr ln g

)
=

√
gexp

(
1

2
Tr ln(δαν + hαν )

)
=

√
g exp

(
1

2
Tr

(
hαν − 1

2
hαβh

β
α

))
=

√
g exp

(
1

2
hαα − 1

4
hαβh

α
β

)
√
−g = √

g

(
1 +

1

2
hαα − 1

4
hαβh

β
α +

1

8
hα2α

)
.

(4.11)

4.2.1. Acción de Einstein-Hilbert
Partamos de la acción de Einstein-Hilbert[11]:
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SEH =

∫
d4x

√
−g
[
2

k2
R

]
. (4.12)

con k2 = 32πG y R = gµνRµν

Los campos pesados de materia sin espín interactúan con el campo gravitacional
por la acción:

Smateria =

∫
d4x

√
−g
[
1

2
gµν∂µφ∂νφ− 1

2
m2φ2

]
. (4.13)

Haciendo variar ambas acciones

δ(SEH) =
1

16πG

[∫
d4x

√
−gRσρδ(g

σρ) +

∫
d4xδ(

√
−g)Rσρg

σρ +

∫
d4x

√
−gδ(Rσρ)g

σρ

]
.

(4.14)
donde:∫
d4x

√
−gRσρδg

σρ =

∫
d4x

√
−gRσρ(−gσµδgµνgνρ) = −

∫
d4x

√
−gRµνδgµν∫

d4xδ
√
−gRσρg

σρ =

∫
d4x

√
−g
(
1

2
gµνRµν

)
δgµν∫

d4x
√
−gδRσρg

σρ = 0.

(4.15)

δ(SEH) = − 1

16πG

∫
d4x

√
−g
(
Rµν − 1

2
gµνR

)
δ(gµν). (4.16)

Variando Smateria podemos ver que de los dos términos a trabajar solo nos ha de
interesar el primero

δ(Smateria) =
1

2

∫
d4x

√
−gδ(gµν)∂µφ∂νφ

= −1

2

∫
d4x

√
−gRµν∂µφ∂νφδ(gµν)

= −1

2

∫
d4x

√
−gT µνδ(gµν).

(4.17)

La acción total viene dada por

δ(S) = δ(SEH)+δ(Smateria) =

∫
d4x

√
−g
[
− 1

16πG

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− 1

2
T µν

]
δ(gµν) = 0.

(4.18)
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− 1

16πG

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− 1

2
T µν = 0. (4.19)

de lo anterior podemos concluir

Rµν − 1

2
gµνR = −8πGT µν . (4.20)

Estas ecuaciones nos dicen inmediatamente que es la energía del cuerpo, no su
masa, la que define la curvatura del espacio tiempo a su alrededor.

Ahora elegimos el espacio de Minkowski, el cual es apropiado para describir campos
gravitatorios débiles. Para este caso el cambio infinitesimal de las coordenadas en
xµ = xµ + εµ(x) toma la forma de una transformación de norma.

hµν → hµν = hµν − ∂µεν − ∂νεµ. (4.21)

Usando lo anterior obtenemos el tensor de Riemann[13]:

Ra
bcd =

1

2
κηaf

[
∂2hbd
∂xc∂xf

+
∂2hdf
∂xc∂xb

− ∂2hbc
∂xd∂xf

− ∂2hcf
∂xd∂xb

]
. (4.22)

El tensor de Ricci puede ser encontrado usando Rab = Rc
acb. Si definimos el

operador Dalambertiano

� =
∂2

∂t2
−
[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

]
= ηab∂a∂b. (4.23)

y h = ηcdhcd
el tensor de Ricci puede ser escrito como:

Rab =
1

2
κ

(
�hab −

∂2hca
∂xb∂xc

− ∂2hcb
∂xa∂xc

+
∂2h

∂xa∂xb

)
. (4.24)

donde el escalar de Ricci es:

R =

(
�h− ∂2hcd

∂xc∂xd

)
κ = (�h− ∂λ∂σh

λσ)κ. (4.25)

Para lidiar con la invarianza propuesta se debe hacer una elección de norma y
eligiendo una armónica (gµνT λ

µν = 0) obtenemos:

0 = ∂βhβα − 1

2
∂αh = ∂λhλα − 1

2
∂αh (4.26)

⇒ ∂λhλα =
1

2
∂αh. (4.27)
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donde la ecuación de Einstein linealizada es:

Rµν −
1

2
ηµν =

κ

2

[
�

(
hµν −

1

2
ηµνh

)
− ∂µ

(
∂λhλν −

1

2
∂νh

)

−∂ν
(
∂λhλν −

1

2
∂µh

)
+ ηµν∂

α

(
∂λhλα − 1

2
∂αh

)]
.

= −8πGTµν = −1

4
κ2Tµν . (4.28)

la ultima igualdad esta dada por 4.28 y κ2 = 32πG.
Trabajando con el primer termino y la ultima igualdad de 4.20

�

(
hµν −

1

2
ηµνh

)
= −1

2
κTµν . (4.29)

�hµν = −1

2
κTµν +

1

2
�ηµνh (4.30)

�hµν = −1

2
k

(
Tµν −

1

2
ηµνT

)
. (4.31)

Estas ecuaciones pueden resolverse para obtener varias soluciones las cuales
dependen de la forma de los términos del lado derecho. En regiones donde no hay
materia, la ecuación se simplifica a �hµν = 0, es decir la ecuación de onda[12].

4.2.2. Tensor de Energía-Momento
Regresando por un instante a la expresión δ(Smateria) podemos definir el tensor de

energía-momento Tµν [14]

δ(Smat) = −1

2

∫
d4x

√
−gTµνδ(gµν) (4.32)

Tµν ≡ − 2√
−g

δ(Smat)

δ(gµν)
. (4.33)

Usando esta expresión buscamos utilizar las interacciones gravedad-materia, es
decir, una forma consistente de acoplar campos gravitatorios a fuentes externas.Las
propiedades de transformación de los campos de materia se pueden escribir como:

φ′(x′) = φ(x) Escalar
A

′µ = Λµ
ν(x)A

ν(x) Vector.
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En el caso más simple, el campo escalar φ puede acoplarse a la gravedad vía:

Smat =

∫
d4x

√
−g
(
gµν

2
∂µφ∂νφ− m2

2
φ2

)
. (4.34)

esta acción puede expandirse, esto es:

Smat =

∫
d4x

√
−g{L(0)

m + L(1)
m + L(2)

m + ...}. (4.35)

Donde
√
−gL(0)

m =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2. (4.36)

Representa una expresión familiar para el Lagrangiano escalar en el espacio-tiempo
plano.

Este lagrangiano puede ser usado para calcular el tensor de energía-momento para
campos escalares, usando (4.33). Con lo cual obtenemos la expresión familiar:

Tmuν = ∂µφ∂νφ− 1

2
ηµν(∂αφ∂

αφ−m2φ2). (4.37)

A mayor orden en k el lagrangiano tendrá la siguiente forma:

√
−gL(1)

m = −k
2
hµνT

µν , (4.38)

√
−gL(1)

m =− k

2
[
1

8
(h2 − 2hµνh

µν)(∂αφ∂
αφ−m2φ2)

+

(
hµαhνα − 1

2
hhµν

)
∂µφ∂νφ

]
.

Estos lagrangianos juegan un papel fundamental en la obtención de las expresiones
para el vértice del gravitón.

El tensor de energía momento se define como sigue T grav
µν es:

T grav
µν = −2hλκ(∂µ∂νhλκ + ∂λ∂κhµν − ∂κ(∂νhµλ + ∂µhνλ))

− 2∂λhσν∂
λhσµ + 2∂λhσν∂

σhλµ − ∂νhσλ∂µh
σλ

− ηµν

(
∂λhσξ∂

σhλξ − 3

2
∂λhσξ∂

λhσξ − hαβ�hαβ

)
− hµν�h. (4.39)

La comprensión de los fundamentos de QFT ha sido objeto de una intensa
investigación durante más de un siglo. La QFT ha tenido bastante éxito para describir
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las interacciones de las partículas elementales, es decir, las interacciones fuertes y
electro débiles de los quarks y los leptones. Sin embargo, dicho marco incluye un
tratamiento cuántico consistente de la gravedad. Se han realizado muchos intentos
durante mucho tiempo para construir una teoría completa de la gravedad cuántica
[Cuerdas o la Gravedad Cuántica de Lazos (Loop Quantum Gravity "LQG")], y
se puede afirmar que se ha logrado cierto progreso, al menos a bajas energías. En
particular, dentro del tratamiento perturbativo, la interacción gravitatoria se supone
mediada por el gravitón, una partícula sin masa con espín-2, y el enfoque lagrangiano
efectivo nos permite calcular el proceso gravitacional incluso a nivel de bucle cuántico,
a pesar del hecho de que tal teoría no es renormalizable[15].

4.2.3. La gravedad como una teoría efectiva
Desde el punto de vista de la teoría efectiva de campos, no hay una razón para

que el lagrangiano efectivo de la gravedad conserve la estructura clásica de la acción
de Einstein-Hilbert, en cambio tres operadores adicionales deben ser incluidos para
generalizar la expresión:

SRG efec =

∫
d4x

√
−g
[
Λ +

2

k2
R + c1R

2 + c2R
µνRµν + ...

]
. (4.40)

El primer termino “Λ”, representa la constante cosmológica (λ = −8πGNΛ), sus
efectos como sabemos son importantes para la evolución del universo, sin embargo,
debido a su pequeño valor es irrelevante para los experimentos. Los términos pro-
porcionales a ci, con valores ci < 1074 tendrán un efecto despreciable en cualquier
experimento gravitacional.

Con lo anterior podemos trabajar de manera tranquila con la acción de Einstein-
Hilbert clásica para los efectos prácticos de la relatividad general.

Sin embargo, si seguimos lo principios de TEC (EFT), no hay ningún motivo para
despreciar los términos adicionales de 4.40. A bajas energías solo k2 es importante,
podemos esperar que se logren desarrollar experimentos, con la suficiente precisión
para medir ci. Si lográramos obtener la teoría completa de la gravedad podríamos
predecir estos valores. Con nuestro incompleto conocimiento a bajas energías, debemos
tratar estos términos como parámetros libres.

Es sabido que la información de una teoría puede ser obtenida a través del método
de integral de caminos (path integral). Esta información de un teoría total de la
gravedad se encontrara en una función generatriz. La gravedad como teoría efectiva
de campos tendría la función generatriz:
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W [J ] = eZ[J ] =

∫
[dφ][dhµν ]e

iSefec(φ,ḡ,h,J). (4.41)

Ya que estamos solo interesados en pequeñas fluctuaciones y configuraciones de
energía bajas para hµν , no necesitamos preocuparnos de valores grandes de hµν . Es
posible utilizar cualquier esquema de regularización que no viole la covarianza general.
Debido a que el acoplamiento de las fluctuaciones de baja energía es muy débil, la
integral de camino tiene un buen comportamiento al hacer la expansión perturbativa.

El lagrangiano efectivo más general contendrá tanto términos gravitacionales como
de materia:

Sefec =

∫
d4x

√
−gLefect. (4.42)

Lefec = Lgrav + Lmateria

Lgrav = Lg0 + Lg2 + Lg4 + ...

L = Lm0 + Lm2 + ...

(4.43)

Lg0 = Λ

Lg2 =
2

k2
R

Lg4 = c1R
2 + c2RµνR

µν

(4.44)

Los dos primeros términos en el lagrangiano general de la materia, para un campo
masivo son:

Lm0 =
1

2
[gµν∂µφ∂νφ−m2φ2]

Lm2 = d1R
µν∂µφ∂νφ+R(d2∂µφ∂

µφ+ d3m
2φ2).

(4.45)

La teoría efectiva de campos gravitacional es una teoría cuántica completa y
se requiere de diagramas de bucle para satisfacer principios generales, como la
unitariedad. También se obtienen en el cálculo habitual de muchos diagramas de
bucle las divergencias ultravioleta. Estos surgen en una región donde la teoría efectiva
a bajas energías puede no ser confiable y, por lo tanto, las divergencias pueden no
ser de gran importancia. Sin embargo, como cuestión técnica, deben abordarse sin
influir en las predicciones de bajas energías, las divergencias pueden pueden ser
absorbidas en valores renormalizados para los coeficientes desconocidos que aparecen
en el Lagrangiano general. Además, se puede demostrar que para bucles que involucran
términos de orden bajo en la expansión de energía, la renormalización involucra los
coeficientes que aparecen en orden superior.[11].
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Capítulo 5

Potencial de Newton

EL capitulo previo ofreció una perspectiva amplia de lo que implica tratar a la
gravedad como una teoría efectiva, ahora es turno de aplicar todo lo que obtuvimos
previamente para poder obtener el potencial de Newton tal cual lo conocemos clásica-
mente y las respectivas correcciones cuánticas, para comenzar debemos dar las reglas
de Feynman que describen los procesos para nuestra hipotética partícula, el gravitón,
con estas reglas construiremos las amplitudes a estudiar.

5.1. Gravedad Cuántica Perturbativa y Reglas de
Feynman

La cuantización de la gravedad puede desarrollarse a través de dos métodos, el
formalismo canónico y mediante “path integrals”, a partir del segundo enfoque es
que podemos obtener nuestras reglas de feynman para el graviton; el lagrangiano
propuesto para trabajar tiene la forma:

L = LEH + Lmateria + Lgf + Lfantasma. (5.1)

Se propone que la condición que fije la norma sea:

Lgf = −GµG
µ Gµ ≡ ∂λhµλ −

1

2
∂µh

λ
λ = 0. (5.2)

El término fantasma corresponde a:

Lfantasma = −cµ
[
δGµ

δεν

]
cν . (5.3)
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Con estos términos es posible construir la acción de tal forma que la extracción
del propagador del gravitón se vuelve posible:

S =
1

2

∫
d4xhαβ(x)P

αβ,µν�hµν(x) + Sfantasma. (5.4)

El propagador del gravitón toma la forma[16]:

iDαβ,µν =
iP µν,αβ

p2 + iε
. (5.5)

con

P µν,αβ =
1

2
[ηµαηνβ + ηναηµβ − ηµνηαβ]. (5.6)

Usando el lagrangiano siguiente:

L(2)
m = −κ

2

2

[
1

8
(h2 − 2hµνh

µν)(∂αφ∂
αφ−m2φ) +

(
hµαhνα − 1

2
hhµν

)
∂µφ∂νφ

]
.

(5.7)
las reglas de Feynman para los vértices de interacción gravedad-materia pueden

ser derivados. El vértice de interacción de un gravitón con un campo de materia
es[17]:

Vµν(p2, p1,m) = −iκ
2

[
p1µp2ν + p1νp2µ − ηµν(p1 · p2 −m2)

]
. (5.8)

El vértice de dos gravitones con un campo de materia tomara la forma:

Vµν,αβ(p2, p1,m) = i
κ2

2

[
2Iµν,γδI

δ
λ,αβ (pγ1p

λ
2 + pλ1p

γ
2)

− (ηµνIδλ,αβ + ηαβIδλ,µν)p
δ
1p

λ
2

−Pµν,αβ(p1 · p2 −m2)
]
.

(5.9)

La expresión para el vértice de tres gravitones con un campo de materia es:
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V µν
αβ,γδ(k, q) =

iκ

2

[
Pαβ,γδ

[
kµkν + (k − q)µ(k − q)ν + qµqν − 3

2
ηµνq2

]
+ 2qνqσQ

λσ,µν
αβ,γδ + [qλq

µ(ηαβI
λν

γδ + ηγδI
λν

αβ)

+ qλq
ν(ηαβI

λµ
γδ + ηγδI

λµ
αβ)− q2(ηαβI

µν
γδ + ηγδI

µν
αβ)

− ηµνqλqσ(ηαβIγδ,λσ + ηγδIαβ,λσ)]

+ [2qλ(IσναβIγδ,λσ(k − q)µ + IαβσµIγδ,λσ(k − q)ν

− IσναβIγδ,λσk
µ − IσµαβIγδ,λσk

ν)

+ q2(IσναβI
ν

γδ,σ + I ν
αβ,σI

σµ
γδ)

+ ηµνqνqσ(Iαβ,λρI
ρσ

γδ + Iγδ′λρI
ρσ

γδ)]

+

{
(k2 + (k − q)2)

[
IσµαβI

ν
γδ,σ + IσναβI

µ
γδ,σ − 1

2
ηµνPαβ,γδ

]
− (k2ηγδI

µν
αβ + (k − q)2ηαβI

µν
γδ)]

}
.

(5.10)

donde definimos

Qλσ,µν
αβ,γδ = IλσαβI

µν
γδ + IλσγδI

µν
αβ − IλµαβI

σν
γδ − IσναβI

λµ
γδ. (5.11)

Figura 5.1: Gravitón-Materia
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Figura 5.2: Dos Gravitones-Materia

Figura 5.3: Tres Gravitones-Materia

5.2. El potencial gravitacional a nivel árbol
Es sabido que la interacción de dos objetos masivos en reposo es descrito a menor

orden por el potencial de Newton[18]

V (r) = −Gm1m2

r2
. (5.12)

este es modificado en relatividad general para efectos de orden mayor en v2

c2
y por

términos no lineales en las ecuaciones de campo por Gm
rc2

. Las correcciones generales
toman la forma:

V (r) = −Gm1m2

r2

[
1 + a

G(m1 +m2)

rc2
+ ...

]
. (5.13)

A cierto nivel habrá correcciones cuánticas, nos podemos dar una idea la forma
que tendrá. Dado que se originan de los diagramas de “loop” serán k2 ∼ G y deben
ser lineales en ~. Otro parámetro a considerar es “r′′, dando la combinación
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G~
r2c3

. (5.14)

La modificación al potencial sera entonces de la forma:

V (r) = −Gm1m2

r2

[
1 + a

G(m1 +m2)

rc2
+ b

G~
r2c3

]
. (5.15)

La meta es poder calcular el termino “b′′.
El potencial Newtoniano puede ser encontrado en el limite no relativista del

intercambio del gravitón.
Donde nuestra convención de normalización es:

〈p′|p〉 = 2E(3π)3δ3(p− p′). (5.16)

Usaremos el enfoque más simple para calcular el potencial en el espacio de
coordenadas. En este enfoque se estudia el elemento de matriz para la dispersión de
dos masas de prueba. En el límite no relativista, este elemento de la matriz, después
de un cambio adecuado de normalización, corresponde a la amplitud de transición
de la mecánica cuántica[20]. La aproximación de Born nos dice que el potencial del
espacio de coordenadas se puede obtener mediante una transformada de Fourier
simple

Figura 5.4: Diagrama para el calculo del potencial de Newton.

La amplitud de dispersión a nivel de árbol se puede obtener de la figura 4.4
utilizando el vértice de la ecuación. (9.50) y el propagador de la ecuación. (4.48)
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M12 = V (1)
µν (q)Dµν,αβ(q)V

(2)
αβ (−q)

=
(
−iκ

2

[
p1µp2ν + p1νp2µ − ηµν(p1 · p2 −m2

1)
])

(
iP µν,αβ

p2 + iε

)(
−iκ

2

[
p1αp2β + p1βp2α − ηαβ(p1 · p2 −m2

2)
])
.

(5.17)

=
k2

4
[p1µp2ν + p1νp2µ − ηµν(p1 · p2 −m2

1)]

(
iP µν,αβ

p2 + iε

)
[p1αp2β + p1βp2α − ηαβ(p1 · p2 −m2

2)]

=− k2

4q2
{[p1µp3ν + p1νp3µ − ηµν(p3 · p1)−m2

1][η
µαηνβ + ηναηµβ − ηµνηαβ]

[p2αp4β + p2βp4α − ηαβ(p4 · p2)−m2
2]}

=− k2

4q2

{
1

2
[pα1p

β
3 + pβ1p

α
3 − ηαβ(p3 · p1 −m2

1)− ηβα(p3 · p1 −m2
1)

+ δ µ
µ η

αβ(p3 · p1 −m2
1)] [p2αp4β + p2βp4α − ηαβ(p4 · p2)−m2

2]
}
.

(5.18)

tomando en cuenta δ µ
µ = 4 y ηβα = ηαβ

=− k2

4q2

{
2

2
[pα1p

β
3 + pβ1p

α
3 − 4ηαβ(p3 · p1 −m2

1) + 4ηαβ(p3 · p1 −m2
1)]

[p2αp4β + p2βp4α − ηαβ(p4 · p2)−m2
2]
}

=− k2

4q2

{
[pα1p

β
3 + pβ1p

α
3 ][p2αp4β + p2βp4α − ηαβ(p4 · p2 −m2

2)]
}
.

(5.19)

usando que pαi pjα = pi · pj

=− k2

4q2

{
pα1p2αp

β
3p4β + pα1p4αp

β
3p2β − p1αp

α
3 (p4 · p2 −m2

2)

+ pβ1p4βp
α
3p2α + pβ1p2βp

α
3p4α − p1αp

α
3 (p4 · p2 −m2

2)
}

=− k2

4q2

{
2(p1 · p2p3 · p4 + p1 · p4p3 · p2 − p1 · p3p2 · p4)(p4 · p2 −m2

2)
}
.

(5.20)

Usando el marco de referencia del centro de masa con momentos entrantes p1 = −p2
y momento saliente p3 = −p4 de igual forma definiendo las siguientes variables

q2 = (p1 − p23) = (p4 − p2)
2 → p1 · p3 =

1

2
(2m2

1 − q2). (5.21)
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s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 → p1 · p2 = p3 · p4 =
1

2
(s−m2

1 −m2
2). (5.22)

y

p21 = p23 = m2
1. (5.23)

p22 = p24 = m2
2. (5.24)

=− k2

4q2

{
2[p1 · p2p3 · p4 + p1 · p3p3 · p1 − p1 · p3(p3 · p1 −m2

2)]
}

=− k2

4q2

{
2

[
1

4

(
(s−m2

1 −m2
2)(s−m2

1 −m2
2) + (2m2

1 − q2)(2m2
1 − q2)

− (2m2
1 − q2)(2m2

1 − q2)
)
+ (2m2

1 − q2)
m2

2

2

] }
=− k2

4q2

{
1

2
(s−m2

1 −m2
2) +m2

1m
2
2 − q2m2

2

}
=− k2

4q2

{
(s−m2

1 −m2
2 + 2m2

1m
2
2 − 2q2m2

2

2

}
=− k2

8

{
(s−m2

1 −m2
2 + 2m2

1m
2
2 − 2q2m2

2

q2

}
.

(5.25)

En el limite no relativista q2, p2 � m2 , pµ = (m, 0) , q = (0, q)

= −k
2

8

2m2
1m

2
2

q2
. (5.26)

1

2m12m2

M12 ∼ −k
2

8

m1m2

q2
. (5.27)

El potencial Newtoniano se obtiene a partir de la transformada de Fourier del
termino anterior.

V (r) = −
∫ ∞

−∞

d3q

(2π)3
e−iq·r k

2

8

m1m2

q2

= −k
2

8
m1m2

∫ ∞

−∞

d3q

(2π)3
1

q2

= −k
2

8
m1m2

[
1

(2π)3

∫ ∞

0

q2

q2
dq

∫ 2π

0

dφ

∫ π
2

−π
2

cosθe−iqr sin θdθ

]
.

(5.28)
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sea ∫ 2π

0

dφ = 2π. (5.29)

y ∫ π
2

−π
2

cos θe−iqr sin θdθ

=

∫ −iqr

iqr

− ez

iqr
dz = −e

−iqr + eiqr

iqr
=

2i sin(qr)

iqr

=
2 sin(qr)

qr
.

(5.30)

Regresando al primer termino de nuestra transformada y sustituyendo los resulta-
dos anteriores:

= −k
2

8
m1m2

[
1

(2π)2
1

r

∫ ∞

−∞

eiqr

q
dq

]
= −k

2

8
m1m2

[
1

(2π)2
1

r

∫ ∞

−∞

sent

t
dt

]
= −k

2

8
m1m2

[
1

4πr

]
= − k2

32πr
m1m2.

(5.31)

Usando la definición k2 = 32πG

V (r) = −Gm1m2

r
. (5.32)

Lo cual nos ha regresado el potencial clásico de Newton.

p1 p3

p2 = p1 − q p4 = p3 + q

Figura 5.5: Cinemática básica de la dispersión gravitacional.
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5.3. Corrección cuantica del potencial de newton
Para definir un potencial cuántico, se puede considerar el diagrama 5.6, donde

los puntos gruesos representan el conjunto completo de correcciones radiativas a la
función del vértice y al propagador del gravitón.

Figura 5.6: Diagrama de la corrección a nivel cuántico.

Los puntos representan el conjunto completo de correcciones a la función del
vértice y al propagador del gravitón. Estas correcciones explícitamente son:

Figura 5.7: Correcciones del vértice del gravitón a nivel de un lazo.

Figura 5.8: Correcciones del vértice del gravitón a nivel de un lazo.

Afortunadamente la información necesaria y los cálculos para la polarización del
vacío se encuentra en los trabajos de ’t Hooft y Veltman. Esto permite analizar la
corrección del vértice.
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Los diagramas involucrados en la corrección del vértice son los que observamos en
5.8 donde d, e, f no contribuyen a las correcciones cuánticas, solo es necesario calcular
los diagramas b y c, que tienen la forma:

Mµν(3b) =

∫
d4k

(2π94
iτηλ(p, p

′ − k)
i

(k − p′)2 −m2 + iε
iτρσ(p

′ − k, p′)

iDηλ,αβ(k − q)iτµναβ′γδiD
γδ,ρσ(k).

(5.33)

Mµν(3c) =

∫
d4k

(2π)4
iVηλ,ρσiD

ηλ,αβ(k − q)iτµναβ,γδiD
γδ,ρσ(k). (5.34)

El vértice general estaría descrito por dos factores:

Vµν ≡ 〈p′|Tµν |p〉 =F1(q
2)
[
pµp

′
ν + p′µpν + q2

ηµν
2

]
+ F2(q

2)[qµqν − qµνq
2].

(5.35)

Con la condición de normalización F1(0) = 1. La expansión en energía corresponde
a una expansión de los factores en potencias de q2. Los diagramas de bucle producen
términos no analíticos con la forma ln(−q2) y m2

−q2
, que son adimensionales. De

igual forma se observa que contribuyen a los “factores de forma” los términos en el
lagrangiano de orden superior, ya que estos dan factores adicionales q2.

Al tomar las contribuciones y la forma general de los diagramas de bucle a partir
de consideraciones dimensionales se consigue :

F1(q
2) = 1 + d1q

2 + k2q2

(
`1 + `2ln

(−q2)
µ2

+ `3

√
m2

−q2

)
+ ... (5.36)

F2(q
2) = −4(d2 + d3)m

2 + k2m2

(
`4 + `5ln

(−q2)
µ2

+ `6

√
m2

−q2

)
+ ... (5.37)

Para q2 , ln(−q2) y m2

−q2
escogemos la parte imaginaria, que corresponde a los

estados físicos intermedios (“on shell”) descritos por la unitariedad.
Al formar una interacción gravitacional de dos particulas, se debe combinar el

vértice con el propagador[21]:
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k2

4
V (1)
µν (q)Dµν,αβ(q)V

(2)
αβ (−q)

=
k2

2q2

[
F

(1)
1 (q2)F

(2)
1 (q2)p1 · p2p′1 · p′2 + p1 · p′2p2 · p′1 −m2

1m
2
2

+
q2

2
F

(1)
1 (q2)F

(2)
2 (q2)m2

1 + F
(2)
1 (q2)F

(1)
2 (q2)m2

2

]
≈ k2m2

1m
2
2

2

{
1

q2
+ 2(d1 − 2d2 − 2d3)

+ k2

(
(2`1 − `4) + (2`2 − `5)ln

(
−q2

µ2

)
+ (2`3 − `6)

√
m2

−q

) }
.

(5.38)

La segunda línea es el resultado aproximado en el límite estático. Los términos
analíticos lineales en q2 en los factores de forma, producen constantes en las interac-
ciones, que a su vez corresponden a una interacción puntual (función delta)∫

d3q

(2π)3
e−i~q·~r = δ3(x). (5.39)

Los términos no analíticos conducen a un comportamiento de ley de potencia ya
que ∫

d3q

(2π)3
e−i~q·~r 1

q
=

1

2π2r2
(5.40)∫

d3q

(2π)3
e−i~q·~r ln ~q2 =

−1

2π2r3
. (5.41)

Al enfocarnos en los términos no analíticos, simplificamos un poco el cálculo ( los
cuales son independientes del esquema de regularización).

Una de las propiedades que podemos usar, por ejemplo, es que cualquier factor de
k2 ó (k − q)2 en el numerador, automáticamente remueve cualquier comportamiento
no analítico, por ejemplo:∫

d4k

(2π)4
1

k2(k − q)2
k2

(k − p′)2 −m2
=

∫
d4k

(2π)4
1

(k − q)2
1

(k − p′)2 −m2

=

∫
d4k′

(2π)4
1

k′2
k2

(k′ − p)2 −m2
= I(p2).

(5.42)

Donde se hace uso de k′ = k−q. Este resultado es función de m2 y es independiente
de q2. Por lo tanto los términos no analíticos se desvanecen.
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Como resultado, la función de vértice se simplifica, ya que todos los componentes
entre {} de la ecuación 5.10 no contribuyen.

El cálculo de los términos no analíticos es sencillo, aunque tedioso debido a
la forma del acoplamiento triple del gravitón. Para el diagrama de la Figura 5.8b
Donoghue [17] nos dice que a de ser:

4F1(q
2) =

k2q2

32π2

{[
1

4
− 2 + 1 + 0

]
ln
(
−q2

)
+

[
1

16
− 1 + 1 + 0

]
π2m√
−q2

}

=
k2q2

32π2

{
−3

4
ln
(
−q2

)
+

1

16

π2m√
−q2

}

4F2(q
2) =

k2m2

32π2

{
[1− 3 + 8− 3] ln

(
−q2

)
+

[
7

8
− 1 + 2− 1

]
π2m√
−q2

}

=
k2m2

32π2

{
3 ln
(
−q2

)
+

7

8

π2m√
−q2

}
.

(5.43)

Para la Figura 5.8c tendríamos:

4F1 =
k2q2

32π2
[0 + 2 + 0− 2] ln

(
−q2

)
= 0

4F2 =
k2m2

32π2

[
−25

3
+ 0 + 2 + 2

]
ln
(
−q2

)
=
k2m2

32π2

[
−13

2
ln
(
−q2

)]
.

(5.44)

Los diagramas de la Figura 5.8d,e,f no tienen términos no analíticos de la forma
considerada aquí porque los campos de materia son masivos o las integrales de bucle
son independientes de q2. La Figura 5.8d tiene una divergencia infrarroja similar a la
de la corrección de vértice en QED.

Las contribuciones no analíticas resultantes F1 , F2 son entonces:

F1(q
2) = 1 +

k2q2

32π2

[
−3

4
ln
(
−q2

)
+

1

16

π2m√
−q2

]

F2(q
2) =

k2m2

32π2

[
−4

3
ln
(
−q2

)
+

7

8

π2m√
−q2

]
. (5.45)
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Por lo tanto, las correcciones de larga distancia a las interacciones gravitatorias
provienen únicamente de los términos no analíticos en los diagramas de bucle.

Παβ,γδ =− k2

32π2
ln
(
−q2

){ 21

120
q4Iαβγδ +

23

120
q4ηαβηγδ

− 23

120
(ηαβqγqδ + ηγδqαqβ)

+
21

240
(qαqδηβγ + qαqγηβδ + qβqγηαδ + qβqδηαγ)

+
11

30
qαqβqγqδ

}
+ (nonlogs).

(5.46)

Cuando construimos el potencial, se necesitará calcular

Pµν,αβΠ
αβ,γδPγδ,ρσ =

k2q4

32π2

[
21

120
(ηµρηνσ + ηνρηµσ) +

1

120
ηµνηρσ

]
[− ln

(
−q2

)
] + ...

(5.47)

Si combinamos estos diagramas como se muestra en la Figura 4.6 para formar
una interacción gravitacional para una partícula, encontramos

− 1

2m1

V (1)
µν (q)[iDµν,αβ(q) + iDµν,ρσiΠρσ,ηαiD

ηλ,αβ]Vαβ(q)
1

2m2

. (5.48)

Para poder desarrollar el calculo de la amplitud, comenzamos realizando el
producto [V

(1)
µν ][V

(2)
αβ ], esto es:

[V (1)
µν ][V

(2)
αβ ] =

k2

4
[p1µp2ν + p1νp2µ − ηµν(p1 · p2 −m2

1)][p1αp2β + p1βp2α − ηαβ(p1 · p2 −m2
2)]

= −k
2

4
[p1µp3νp2αp4β + p1µp3νp2βp4α − p1µp3νηαβ(p4 · p2 −m2

2)

+ p1νp3µp2αp4β − p1νp3µηαβ(p4 · p2 −m2
2)− p2αp4βηµν(p3 · p1 −m2

1)

− p2βp4αηµν(p3 · p1 −m2
1) + ηµνηαβ(p4 · p2 −m2

2)(p3 · p1 −m2
1)].

(5.49)

Con el calculo anterior podemos obtener el primer termino del paréntesis, el cual
corresponde al potencial gravitacional a nivel árbol, obtenido arriba, la segunda
expresión es similar a la obtenida en la Ecuación (4.90), queda calcular el producto
con (4.92)
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[V (1)
µν V

(2)
αβ ][iDµν,ρσiΠρσ,ηαiD

ηλ,αβ] = [p1µp3νp2αp4β + p1µp3νp2βp4α

− p1µp3νηαβ(p4 · p2 −m2
2) + p1νp3µp2αp4β − p1νp3µηαβ(p4 · p2 −m2

2)

− p2αp4βηµν(p3 · p1 −m2
1)− p2βp4αηµν(p3 · p1 −m2

1) + ηµνηαβ(p4 · p2 −m2
2)(p3 · p1 −m2

1)][
21

120
(ηµρηνσ + ηνρηµσ) +

1

120
ηµνηρσ

]
[−ln(−q2)].

(5.50)

M =

(
23m2

1

15
− 23

30
(p1 · p2)

)
(m2

2 − p3 · p4) +
23

30
m2

1(p3·4 ) +
7

10
(p1 · p4)(p2·3 )

+
7

10
(p1 · p3)(p2 · p4)−

11

15
(p1 · p2)(p3 · p4)[− ln

(
−q2

)
].

(5.51)

para seguir simplificando la amplitud recordamos las variables de Mandelstam
definidas en 5.21, 5.22 , 5.23 y 5.24, además de una nueva definición dada por:

p4 · p2 = m2
2 −

q2

2
(5.52)

p1 · p3 =
q2

2
−m2

1. (5.53)

las definiciones previas nos da:

M =
7

10

(
−m2

1m
2
2 −m2

2

q2

2
+m2

1

q2

2
+
q4

4

)
+

23

60
m2

1(−m2
1 −m2

2 + s)

− 11

60
(−m2

1 −m2
2 − s)2 +

(
1

2
(m2

1 +m2
2 − s) +m2

2

)(
23

15
m2

1 −
23

60
(−m2

1 −m2
2 + s)

)
+

7

40
(2m2

1 − q2)2[− ln
(
−q2

)
].

(5.54)

nuevamente nos interesan los términos dados por el producto m2
1m

2
2[22]:(

−23

60
+

23

120
+

23

30
+

23

120
+

23

15
+

23

60
− 7

10
− 11

30
+

30

60

)
(m2

1m
2
2)[− ln

(
−q2

)
]

=− 127

60
(m2

1m
2
2)[ln

(
−q2

)
].

(5.55)

tomando en cuenta el resultado previo y el limite no relativista la amplitud dada
por la ecuación 5.48 es:
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M ≈ 4πGm1m2

[
i

q2
− iκ2

32π2

[
−127

60
ln
(
q2
)
+
π2(m1 +m2)

2
√
q2

]
+ const

]
. (5.56)

Esta expresión puede ser escrita en el espacio de coordenadas aplicando la trans-
formada de Fourier, dando el resultado:

V (r) = −Gm1m2

r

[
1− G(m1 +m2)

rc2
− 127

30π2

Gh

r2c3

]
. (5.57)

Lo cual nos da la estructura general del potencial gravitacional dada en la
ecuación 5.15.

Una consecuencia interesante de la corrección cuántica es que parece no existir
una fuente de gravedad puramente clásica. En electrodinámica, las correcciones
a la función de vértice son tales que cuando uno lleva la masa de las partículas
al infinito, todas las correcciones cuánticas se desvanecen. Por lo tanto, al llevar
el límite m → ∞ a la teoría completa, se obtiene una fuente puramente clásica
para el electromagnetismo. En el caso de la gravedad, esto no funciona, ya que las
correcciones cuánticas se mantienen incluso cuando m→ ∞. Esto se debe a que el
propio acoplamiento gravitacional crece con m, de modo que la disminución esperada
de los efectos cuánticos a medida que m → ∞ se compensa con el aumento de la
constante de acoplamiento.

5.4. El Principio de Equivalencia
Para una mayor comprensión de la teoría cuántica de la gravedad, también se

puede intentar obtener una comprensión más profunda de sus fundamentos y ver
cómo su descripción está conectada con el límite clásico. En este sentido, elegimos
partir del Principio de Equivalencia (EP) y ver cómo se puede aplicar a las partículas
cuánticas. En la mecánica clásica, y en muchas otras áreas de la física, la masa aparece
como parámetro, la constante de proporcionalidad entre la fuerza y la aceleración,
y es una propiedad de la materia. Entonces, cuando se incluye la gravitación, la
masa aparece como la fuente de la fuerza gravitatoria. Sin embargo, en la física de
partículas elementales moderna, las masas de partículas aparecen en un nivel más
fundamental, asociado con las propiedades del vacío. Es decir, se necesita recurrir al
vacío para restaurar el choque entre simetrías y masa, para la estructura quiral de
las partículas dentro del Modelo Estándar (Standar Model “SM”). Esto se logra a
través del mecanismo de Higgs, que se encuentra en el origen de masas de partículas
dentro del Modelo Estándar. Entonces, es pertinente preguntar qué masa genera el
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mecanismo de Higgs, pero como el SM no sabe nada sobre la fuerza gravitatoria, solo
se puede hablar de la masa inercial. Sin embargo, una vez que se reconoce que las
partículas se acoplan con la gravedad a través del tensor Energía-Momento, al aplicar
las reglas de la teoría cuántica de campos, se obtiene la igualdad de masa inercial
y gravitatoria. Este es el Principio de Equivalencia (PE), es decir, la declaración
sobre la igualdad de la masa inercial y gravitatoria. Pero incluso antes de hablar de
gravitones, estamos interesados en estudiar cómo incluir la gravedad al nivel de las
ecuaciones relativistas que describen las partículas elementales del MS, que pueden
tener espín 0, 1/2 o 1. Comenzamos considerando primero el caso más simple de
spin-0, a saber, el campo de Klein-Gordon[23].

5.4.1. El Principio de Equivalencia en Mecánica Clásica y
Mecánica Cuántica

En la mecánica clásica, la masa de una partícula aparece primero en la se-
gunda Ley de Newton, como un parámetro: la constante de proporcionalidad en-
tre la fuerza y la aceleración, es decir, F = ma. Entonces, cuando se incluye la
gravitación, la masa también aparece como la ”carga” de la interacción gravita-
cional. Entonces, en principio hay que distinguir esta masa, la masa gravitacio-
nal (mg) de la masa que aparece en la ley de Newton, que es la masa inercial
(mi). Pero es un hecho experimental que ambas masas son iguales, (mi = mg)
”cuerpos de diferente masa caen con la misma aceleración”, así es preci-
samente el enunciado del PE, una de sus versiones más sencillas y antiguas.

Dentro de la mecánica cuántica no relativista, la información sobre la evolución de
una partícula está contenida en su función de onda Ψ(x, t), que obedece a la ecuación
de Schrödinger. Las interacciones se pueden incluir a través de un potencial V .

5.4.2. La ecuación de Schrödinger
La función de onda obedece a la ecuación de Schrödinger; para una partícula que

interactúa con una fuerza externa descrita por un potencial (V ), dada por:

−ih∂
∂
Ψ(x, t) = − h2

2m
∇2Ψ(x, t) + VΨ(x, t). (5.58)

Así, en principio se pueden incluir los efectos gravitatorios en esta ecuación, y se
han medido efectos interesantes, como la caída libre de neutrones, etc. Al menos los
efectos de la gravedad clásica se han medido para un sistema cuántico.
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5.4.3. El principio de Equivalencia en la Relatividad de Eins-
tein

Para acoplar el campo KG con la gravedad, uno tiene que trabajar dentro de
un marco relativista completo. En el nivel clásico, en la teoría de la relatividad de
Einstein, la fuerza gravitatoria surge de la curvatura del espacio-tiempo, que está
contenida en el tensor métrico gµν(x). De la geometría diferencial se sabe que el tensor
de Riemann, construido a partir del tensor métrico, caracteriza un espacio curvo. Pero
para definir un formalismo lagrangiano el campo gravitatorio, uno necesita trabajar
con la curvatura escalar (R). El acoplamiento de la materia con la gravedad, se realiza
a través del tensor energía-momento, i.e. L = −kGgµνTµν , y aquí está la raíz del
principio de equivalencia, como veremos. En el espacio-tiempo plano, el tensor de
energía-momento para un campo escalar viene dado por:

Tµν = ∂µφ(x)∂νφ(x)−
1

2
gµν [∂

λφ(x)∂λφ(x) +m2φ(x)2]. (5.59)

Se debe considerar tres campos escalares φ1,2, Φ, con las masas m1,2 y M, estamos
interesados en el acoplamientos de la correspondiente partícula escalar con la gravedad,
lo cual esta descrito por el lagrangiano

L = −gµνTµν(φi)− gµνTµν(Φ). (5.60)

En el enfoque de la gravedad cuántica perturbativa, se comienza expandiendo la
métrica alrededor del fondo plano de Minkowski,

gµν = ηµν + khµν . (5.61)

hµν es interpretado como el campo del gravitón, el mediador de la interacción
gravitacional. La constante define la fuerza del acoplamiento del gravitón con los
campos de KG. Aquí permitiremos la posibilidad de que las constantes gravitatorias
para φ1,2 , relativas a Φ, son diferentes, es decir, dejamos 1 y 2. Entonces, las
interacciones están dadas por:

L = −hµνTµν(φi)− hµνTµν(Φ). (5.62)

Es posible evaluar la amplitud para dos procesos de dispersión: A[φi(p1)+Φ(p2) →
φi(p3) + Φ(p4)]arbol A nivel árbol, los diagramas de Feynman contienen un gravitón
en el canal t. La amplitud resultante se evalúa en el límite no relativista, con el límite
M � mi. Esta amplitud puede aplicarse una transformada de Fourier del espacio de
momento al espacio de coordenadas, y este resultado se interpreta como el potencial
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gravitacional newtoniano para las dos masas mi y M, separadas una distancia r, que
vienen dadas por:

V1 =
k1m1G

r
(5.63)

V2 =
k2m2G

r
. (5.64)

Es un hecho experimental que ambas masas m1 y m2 caen con la misma aceleración,
lo que debe implicar

k1 = k2. (5.65)

lo cual es precisamente el principio de equivalencia.
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Capítulo 6

Conclusiones

En este proyecto de tesis, se ha presentado una revisión de la derivación de los
potenciales clásicos de Yukawa y Coulomb utilizando las herramientas de teoría
cuántica de campos. Primero, discutimos esto a partir de las ecuaciones de campo
clásicas en electrodinámica, para familiarizarnos con el formalismo relativista y el
uso de funciones de Green y propagadores fue así como tuvimos un primer vistazo al
potencial de Coulomb. Luego mediante el uso de los diagramas y reglas de Feynman
para QED estudiamos las amplitudes de dispersión en el orden principal (nivel de
árbol) y consideramos el límite de baja energía, del cual pudimos extraer/definir el
potencial mediante la transformada inversa de Fourier, siguiendo estos pasos fuimos
capaces de obtener nuevamente el potencial de Coulomb y derivar el de Yukawa,
gracias a las herramientas de QED es que fuimos capaces de comprobar que es posible
obtener las características conocidas para cada uno de estos potenciales y comprobar
que sean atractivos o repulsivos.

Para el caso de la teoría gravitacional fue gracias al tratamiento de teoría efectiva
que fuimos capaces de usar las reglas de Feynman para el gravitón para con ellas
obtener el deseado potencial de Newton con un procedimiento similar al de sus contra
partes en QED. Cerramos con una discusión de los posibles efectos cuánticos que
surgirían del cálculo de bucles, en particular como correcciones a los propagadores,
vimos que estas correcciones son muy pequeñas, tal como se esperaba para las escalas
de energías trabajadas, aunque estas correcciones no son observables en nuestros
experimentos actuales vale la pena considerarlas en las simulaciones que se realizan
en súper ordenadores.

Por otra parte se discutió cómo enunciar el principio de equivalencia con el
marco de la teoría cuántica de campos. Es decir, partimos de la observación de
que el Modelo Estándar no conoce la gravedad a priori. Luego, para incluir la
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gravedad de las partículas MS, se las acopla con el tensor Energía-Momento. Aquí
nos interesa identificar una receta para incluir la interacción gravitatoria dentro de
las ecuaciones de ondas relativistas, y averiguar las interacciones tanto de partículas
como de antipartículas. Como primer paso en esta dirección, analizamos el caso del
campo escalar, que se describe mediante la ecuación de Klein-Gordon. En este caso
tenemos un campo real, y es su propia antipartícula. Resulta que para una descripción
consistente, uno debe trabajar con un formalismo relativista completo, y para esto
consideramos el enfoque perturbativo de la gravedad cuántica. Entonces, el gravitón
de spin-2 se interpreta como el mediador de la interacción gravitatoria. La conexión
con el principio de equivalencia surge cuando se considera la dispersión de partículas
masivas. Luego, aplicando las reglas de la teoría cuántica de campos, se obtiene la
igualdad de masa inercial y gravitatoria.

Uno de los objetivos para la elaboración de este trabajo fue crear una “guia”
que motivase a alumnos de licenciatura (e incluso otros niveles) a adentrarse en el
estudio de la teoría cuántica de campos, aunque el análisis descrito fuese superficial,
al no mencionar de manera explicita como construir las reglas de Feynman para
cada marco, al ver que los principios de esta teoría nos conducen a la obtención de
resultados clásicos y de suma importancia como los potenciales estudiados aquí, vemos
el porque esta teoría es el marco mas solido y fuerte que tenemos en la actualidad
para comprender la estructura y funcionamiento del universo en que vivimos.
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Apéndice A

Aproximación de Born

La ecuación de Schrôdinger puede convertirse en la ecuación integral

ψ(~r) = ei~p·~r − m

2π

∫
eip|~r−

~r′|

|~r − ~r′|
V (r′)ψ(~r′)d3r′ (A.1)

donde V (r′) es un potencial simétrico. La ecuación integral (A.1) es exacta y
tiene la ventaja de que está construida de manera que la condición de frontera se
satisface automáticamente por la solución ψ(~r). Nos ocupamos del término de orden
más bajo en la serie de Born, la llamada aproximación de Born. Para calcular este
término, tenemos que hacer algunas aproximaciones razonables a la Ec. (A.1). Si
asumimos que V (r′) disminuye lo suficientemente rápido a medida que r′ se vuelve
grande, entonces el dominio de integración sobre r′ es esencialmente finito y para r
muy grande podemos escribir

|~r − ~r′| = r

(
1 +

(r′)2

r2
− 2~r · ~r′

r2

)1/2

≈ r − ~r · ~r′
r

(A.2)

Aproximando |~r− ~r′ ∼ r| en el denominador de la integral, la exponencial depende
de r′

eip|~r−
~r′| ≈ e

ip

(
r−~r·~r′

r

)
= eipr−i ~p′1·~r′ (A.3)

Usando Ec. (A.2) y (A.3) podemos simplificar (A.1)

ψ(~r) ≈ ei~p·~r − m

2π

(
eipr

r

)∫
e−i ~p′1·~r′V (r′)ψ(~r′)d3r′ (A.4)
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f(p, θ) = −m

2π

∫
e−i ~p′1·~r′V (r′)ψ(~r′)d3r′ (A.5)

la aproximación de menor orden para ψ(~r′)

ψ(~r′) ∼ ei
~p′1·~r′ (A.6)

fB(p, θ) = −m

2π

∫
ei(

~p′1− ~p1)·~r′V (r′)d3r′

= −m

2π

∫
ei~q·

~r′V (r′)d3r′
(A.7)
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Apéndice B

Tensor de Riemann-Christoffel

Calculando el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, para lo cual usamos el
conmutador: [Dµ, Dν ]Sρ = DµDνSρ −DνDµSρ ≡ Rβ

ρµνSβ

Donde
DνSρ = ∂νSρ − Γ σ

νρSσ

DµDνSρ = ∂µ(DνSρ)− Γ σ
µνDσSρ − Γ σ

µρDνSσ

Partiendo de lo anterior podemos emplear el conmutador de modo que

[Dµ, Dν ]Sρ = ∂mu(∂nuSρ − Γ σ
νρSσ)− Γ σ

µν(∂νSσ − Γ κ
νσSκ)− Γ σ

µρ(∂νSσ−
Γ σ
νσSκ)− (µ↔ ν) (B.1)

= ∂µ∂nuSρ − (∂muΓ
σ
νρ)Sσ − Γ σ

νρ∂muSσ − Γ σ
µρ∂νSσ + Γ sigma

µρ Γ κ
νσSκ−

Γ σ
µλ∂µ∂λ − (µ↔ ν)

= ∂µ∂νSρ − ∂µΓ
σ
νρSσ − Γ σ

νρ∂µSσ − Γ σ
µρ∂νSσ+

Γ σ
µρΓ

κ
νσSκ − Γ σ

µλ∂µSλ − ∂ν∂µSρ + ∂νΓ
σ
µρSσ+

Γ σ
µρ∂nuSσ + Γ σ

νρ∂µSσ − Γ σ
νρΓ

κ
µσSκ + Γ σ

νλ∂nuSλ

= −∂µΓ σ
νρSρ − Γ σ

νρ∂µSσ + ∂νΓ
σ
µρSσ + Γ σ

µρ∂νSσ

con −∂µΓ σ
νρSρ − Γ σ

νρ∂µSσ = −∂µ(Γ σ
νρSσ) y ∂νΓ σ

µρSσ + Γ σ
µρ∂νSσ = ∂ν(Γ

σ
µρSσ)

= −∂µ(Γ σ
νρSσ) + ∂ν(Γ

σ
µρSσ)− ΓµλρΓ

λ
µσSσ + ΓµλρΓ

λ
µσSσ

= −[∂µ(Γ
σ
νρ) + ΓµλρΓ

λ
µσSσ − ∂ν(Γ

σ
µρ)− ΓµλρΓ

λ
µσSσ]Sσ = Rσ

ρµνSσ (B.2)
Podemos concluir

Rσ
ρµν = ∂µ(Γ

σ
νρ) + ΓµλρΓ

λ
µσSσ − ∂ν(Γ

σ
µρ)− ΓµλρΓ

λ
µσ (B.3)
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Apéndice C

Metrica

Partiendo de la métrica dada y trabajando con el símbolo de Christoffel

Γ a
bc =

gad

2
(
∂gbc
∂xd

+
∂gcd
∂xb

− ∂gdb
∂xc

) (C.1)

considerando uno de los términos
∂gbc
∂xd

=
∂

∂xd
(ηbc + κhbc) =

∂ηbc
∂xd

+
∂κhbc
∂xd

(C.2)

debido a como esta dada establecida la métrica de Minkowski ηµν es posible
afirmar lo siguiente:

∂ηbc
∂xd

= 0
∂gbc
∂xd

= κ
∂hbc
∂xd

(C.3)

por otra parte necesitamos conocer la forma de gab. Sabemos que usando la métrica
podemos subir y bajar índices, recordando que gabgbc = δca

hab = ηacηbdhcd (C.4)

supongamos gab = ηab + κεhab

δca = (ηab + κhab)(η
bc + κεhbc)

= ηabη
bc + κηbchab + κεηabh

bc + κ2εhabh
bc

= ηabη
bc + κηbchab + κεηabh

bc

= δca + κ(ηbchab + εηabh
bc)

(C.5)

para que lo anterior sea cierto el paréntesis a de ser 0
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εηabh
bc = −ηbchab

εηabh
bc = −εηabηbeηcfhef
= −εδeaηcfhef

εηabh
bc = −εηcfhaf

(C.6)

usando el hecho que ηcb = ηbc se puede concluir que ε = −1 dándonos como
resultado la conclusión:

gµν − κhµν + ... (C.7)

58



Apéndice D

Tensor de energía-momento

Tµν = − 2√
−g

∂

∂gµν

(
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2

)
= ∂µφ∂νφ− 1

2
ηµν(∂αφ∂

αφ−m2φ2)

(D.1)

por otra parte

L(1)
m = −κ

2
hµνT

µν (D.2)

L(2)
m = −κ

2

2

[
1

8
(h2 − 2hµνh

µν)(∂αφ∂
αφ−m2φ2) + (hµαhνα − 1

2
hhµν)∂µφ∂νφ

]
(D.3)

La expresión correspondiente para el tensor de energía-momento puede ser encon-
trado como:

Rµν −
1

2
ηµνR = −κ

2
(Tmat

µν + T grav
µν ) (D.4)

donde

T grav
µν =

4

κ2

(
Rµν −

1

2
ηµνR

)
− 2

κ
hµνR (D.5)

con

Rµν = κ2
[
−1

4
∂µhαβ∂νh

αβ − 1

2
∂αhµα∂

αhαν +
1

2
∂αhµα∂

λhαν +
1

2
hλα[∂λ∂νhµα

+∂α∂µhνα − ∂µ∂νhλα − ∂λ∂αhµν ] +
1

2

(
∂λh

λα − 1

2
∂αh

)
(∂µhνα + ∂νhµα − ∂αhµν)

]
(D.6)
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por tanto

R = ηµνRµν = κ2
{
−3

4
∂µhαβ∂

µhαβ +
1

2
∂αhµα∂

αhµα+
1

2
hλα

(
2∂λ

(
∂λhλα − 1

2
∂αh

)
−�hλα

)
+

(
∂λh

λα − 1

2
∂αh

)(
∂λhλα − 1

2
∂αh

)}
(D.7)

con lo anterior se llega a que T grav
µν es:

T grav
µν = −2hλκ(∂µ∂νhλκ + ∂λ∂κhµν − ∂κ(∂νhµλ + ∂µhνλ))

− 2∂λhσν∂
λhσµ + 2∂λhσν∂

σhλµ − ∂νhσλ∂µh
σλ

− ηµν

(
∂λhσξ∂

σhλξ − 3

2
∂λhσξ∂

λhσξ − hαβ�hαβ

)
− hµν�h (D.8)

60



Apéndice E

Expresión para el propagador

Cuando construimos el potencial, se necesitará calcular

Pµν,αβΠ
αβ,γδPγδ,ρσ =[ηµαηνβ + ηναηµβ − ηµνηαβ]

[
− k2

32π2
ln(−q2)

{
21

120
q4Iαβγδ

+
23

120
q4ηαβηγδ − 23

120
(ηαβqγqδ + ηγδqαqβ) +

21

240
(qαqδηβγ

+ qαqγηβδ + qβqγηαδ + qβqδηαγ) +
11

30
qαqβqγqδ }

]
[ηγρηδσ

+ ηδρηγσ − ηγδηρσ]

(E.1)

=− k2

32π2
ln(q2)

[ { 21

120
q4ηµαηνβ(η

αγηβδ + ηαδηβγ)

+
23

120
q4ηµνη

γδ − 23

120
(ηµνq

γqδ + ηµαηνβη
γδqαqβ)

+
21

240
(qαqδηµαηνβη

βγ + qαqγηµαηνβη
βδ) + qβqγηµαηνβη

αδ

+ qβqδηµαηνβη
αγ +

11

30
qµqνq

γqδ

+
21

120
q4ηναηµβ(η

αγηβδ + ηαδηβγ) +
23

120
q4ηνµη

γδ
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− 23

120
(ηνµq

γqδ + ηναηµβη
γδqαqβ) +

21

240
(qαqδηναηµβη

βγ

+ qαqγηναηµβη
βγ + qβqγηναηµβη

αδ + qβqδηναηµβη
αγ)

+
11

30
qνqµq

γqδ − 21

120
q4ηµνηαβ(η

αγηβδ + ηαδηβγ)

− 23

120
q4ηµνηαβη

αβηγδ +
23

120
(4ηµνq

γqδ + ηµνηαβη
γδqαqβ)

− 21

240
(ηµνη

βγqβq
δ + ηµνη

βδqβq
γ + ηµνη

αδqαq
γ + ηµνη

αγqαq
δ)

− 11

30
qαqαq

γqδ
} ]

[ηγρηδσ + ηδρηγσ − ηγδηρσ]

=− k2

32π2
ln(−q2)

[
21

120
q4ηµαηνβηγρηδσ(η

αγηβδ + ηαδηβγ) +
23

120
q4(ηµνηρσ)

− 23

120
(ηµνqρqσ + qµqνηρσ) +

21

240
(qµqσηνρ + qµqρηνσ + qνqρηµσ + qνqσηµρ)

+
11

30
qµqνqρqσ +

21

120
q4(ηνρηµσ + ηνσηµρ) +

23

120
q4ηνµηρσ −

23

120
(ηµνqρqσ + qνqµηρσ)

+
21

240
(qνqσηµρ + qνqρηµσ + qµqρηνσ + qµqσηνρ) +

11

30
qνqµqρqσ

− 21

120
q4(ηβρηµνηδσ + ηβσηµνηγρη

βγ)− 23

120
q4(4ηµνηρσ) +

23

120
(4ηµνqρqσ + qαqαηµνηρσ)

− 21

240
(qρqσηµν + qσqρηµν + qσqρηµν + qρqσηµν)−

11

30
qαqαqρqσ

+
21

120
q4ηµαηνβηδρηγσ(η

αγηβδ + ηαδηβγ) +
23

120
q4ηµνησρ −

23

120
(ηµνqσqρ + qµqνησρ)

+
21

240
(qµqρηνσ + qµqσηνρ + qνqσηµρ + qνqρηµσ) +

11

30
qµqνqσqρ +

21

120
q4(ηνσηµρ + ηνρηµσ)

+
23

120
q4ηµνησρ −

23

120
(ηνµqσqρ + qνqµησρ) +

21

240
(qνqρηµσ + qνqσηµσ + qµqσηνρ + qµqρηνσ)
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+
11

30
qνqµqσqρ −

21

120
q4ηβσηµνη

βδηδρ + ηβρηµνη
βγηγσ −

23

120
q4(4ηµνησρ)

+
23

120
(4ηµνqσqρ + ηµνη

γδηδρηγσqβq
β)− 21

240
(ηµνqσqρ + ηµνqρqσ + ηµνqρqσ + ηµνqσqρ)

− 11

30
qαqαqσqρ −

21

120
q4ηµαηνβηγδηρσ(η

αγηβδ + ηαδηβγ)− 23

120
q4(4ηµνηρσ)

− 23

120
(ηµνηρσqδq

δ + 4qµqνηρσ)−
21

240
(qµqγηνβη

βγηρσ + qµqδηνβη
βδηρσ + qνqµηρσ + qνqµηρσ)

− 11

30
qµqνqδq

δηρσ −
21

120
q4(ηαδηµβηρση

βδ + ηνγηµβηρση
βγ)− 23

120
q4(4ηµνηρσ)

+
23

120
(ηνµqδq

δηρσ + qνqµ4ηρσ)−
21

240
(qνqµηρσ + qνqµηρσ + qµqνηρσ + qµqνηρσ)

− 11

30
qνqµqδq

δηρσ +
21

120
q4(ηβδηµνηνση

βδ + ηβγηµνηνση
βγ) +

23

120
q4(16ηµνηρσ)

− 23

120
(4ηµνηρσqδq

δ + 4ηµνηρσq
αqα) +

21

240
(ηµνηρσqδq

δ + ηµνηρσq
δqδ + ηµνηρσq

δqδ + ηµνηρσq
δqδ)

+
11

30
qαqαqδq

δηρσ

]
donde todos los términos relacionados con qµ, qρ, etc. pueden eliminarse ya que

qµ contraído con la función de vértice da un resultado nulo.

=
k2q4

32π2

[
21

120
(ηµρηνσ + ηνρηµσ) +

1

120
ηµνηρσ

]
[−ln(−q2)] + ... (E.2)

63



Apéndice F

Método de integral de caminos

A modo de una pequeña introducción al formalismo de QFT haremos una breve
descripción del método de “Path Integral” o en español, integral de caminos, que
nos permite obtener el propagador a partir del cual se pueden deducir alguno de los
resultados conseguidos en esta tesis.

Tenemos la representación de path integral:

Z ≡ 〈0| e−iHT |0〉 =
∫
Dq(t)ei

∫ T
0 dt[ 1

2
mẋ2−V (q)]. (F.1)

A partir de lo cual tras una serie de tratamientos es posible obtener la path
integral que define a una teoria escalar en d = (D + 1) espacio-tiempo dimensional:

Z =

∫
Dϕei

∫
ddx( 1

2
(δϕ)2−V (ϕ)). (F.2)

En (0 + 1) QFT es solo mecánica cuántica.
Si se desea ahora perturbar el vacio, añadiendo un generador J(t, ~x) el cual

desaparece en todas partes del espacio-tiempo, excepto en algunas regiones. Tenemos:

Z =

∫
Dϕei

∫
d4x[ 1

2
(∂ϕ)2−V (ϕ)+J(x)ϕ(x)]. (F.3)

La función integral es imposible de resolver, excepto cuando:

L(ϕ) = 1

2
[(∂ϕ)2 −m2ϕ2]. (F.4)

Trabajando en este caso especial, escribimos:
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Z =

∫
Dϕei

∫
d4x 1

2
[(∂ϕ)2−m2ϕ2]+Jϕ =

∫
Dϕei

∫
d4x[− 1

2
ϕ(∂2+m2)ϕ+Jϕ]. (F.5)

Evaluando la integral obtenemos:

=

(
(2πi)N

det[A]

) 1
2

e−(i/2)J ·A−1·J . (F.6)

El papel de A en la expresión anterior esta dado en (F.5) por −(∂2 +m2). La
ecuación para el inverso, A · A1 = I ó AijA

−1
jk = δik, en el limite continuo:

−(∂2 +m2)D(x− y) = δ(4)(x− y). (F.7)

La función D(x), conocido como el propagador, juega un rol esencial en QFT.
Podemos resolver (F.7) trabajando en el espacio de momento:

δ(4)(x− y) =

∫
d4k

(2π)4
eik(x−y). (F.8)

La solución es

D(x− y) =

∫
d4k

(2π)4
eik(x−y)

k2 −m2 + iε
. (F.9)

Sustituyendo en (F.7):

−(∂2+m2)D(x− y) =

∫
d4k

(2π)4
k2 −m2

k2 −m2 + iε
eik(x−y) =

∫
d4k

(2π)4
eik(x−y) = δ(4)(x− y).

(F.10)
Ahora para la teoría libre tenemos:

W (J) = −1

2

∫ ∫
d4xd4yJ(x)D(x− y)J(y). (F.11)

Consideremos J(x) = J1+J2, tendríamos que J1 = aδ3(~x− ~x1) y J2 = bδ3(~y− ~y2),
tomando en cuenta que d4xd4y = dx0dy0d3~xd3~y y (F.9) tenemos para (F.11):

W (J) =− 1

2

∫
dx0dy0d3~xd3~yδ3(~x− ~x1)δ

3(~y − ~y2)∫
dk0

(2π)

d3k

(2π)3
eik(x−y)e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
.

(F.12)
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Haciendo la integral sobre d3x y d3y:

W (J) = −
∫ ∫

dx0dy0
∫
dk0

2π
eik

0(x−y)0
∫

d3k

(2π)3
ei
~k( ~x1− ~x2)

k2 −m2 + iε
. (F.13)

Integrando sobre y0 tenemos una función delta haciendo k0 = 0, Lo que nos deja
con:

W (J) =

(∫
dx0
)∫

d3k

(2π)3
ei
~k( ~x1− ~x2)

k2 +m2
. (F.14)

Del formalismo de path integrals Z = CeiW (j) representa 〈0| e−iHT |0〉 0e−iET , E
representa la energía de dos fuentes actuando sobre cada una. El termino (

∫
dx0)

produce el intervalo de tiempo T . Fijando iW = −iET se llega a:

E = −
∫

d3k

(2π)3
ei
~k( ~x1− ~x2)

k2 +m2
. (F.15)

Al realizar la integral llegamos a un conocido resultado:

E = − 1

4πr
e−mr (F.16)

Con E = V siendo este nuestro conocido potencial de Yukawa.
Haber obtenido el potencial de Yukawa por este método es un gran logro, ¿ podría

este mismo método darnos el potencial de Coulomb?. Para comenzar con esta tarea
dotemos al fotón con una masa m, para al final tomarla como m = 0. Modificando el
lagrangiano para electromagnetismo:

M = −1

4
FµνFµν +

1

2
m2AµA

µ + AµJ
µ. (F.17)

Añadimos una fuente Jµ(x), conocida como corriente, asumimos que la corriente
es conservada, por tanto:

∂µJ
µ = 0. (F.18)

La teoría de campo para nuestro mesón esta definida por la integral de camino:

Z =

∫
DAeiS(A) ≡ eiW (J). (F.19)

Con la acción:
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S(A) =

∫
d4L =

∫
d4x

1

2
Aµ[(∂

2 +m2)gµν − ∂µ∂ν ]Aν + Aµ.(F.20)

La segunda igualdad surge de desarrollar el lagrangiano siguiendo la definición de
Fµν y comparando con (F.5).

Como aprendimos del caso de Yukawa, debemos encontrar el inverso del operador
diferencial:

[(∂2 +m2)gµν − ∂µ∂ν ]Dνλ(x) = ∂µλλ
(4)(x). (F.21)

Pasamos al espacio de momento definiendo:

Dνλ(x) =

∫
d4k

(2π)4
Dνλ(k)e

ikx. (F.22)

Obteniendo:

[−(k2 −m2)gµν + kµkν ]Dνλ(k) = δµλ . (F.23)

Por tanto llegamos a:

Dνλ(k) =
−gνλ + kνkλ/m

2

k2 −m2
. (F.24)

Lo que resulta ser el propagador del fotón. Entonces:

W (J) = −1

2

∫
d4k

(2π)4
Jµ(k)∗

−gνλ + kνkλ/m
2

k2 −m2 + iε
Jν(k). (F.25)

Gracias a la conservación de la corriente es que podemos olvidarnos del termino
kµkν . La acción efectiva se simplifica:

W (J) =
1

2

∫
d4k

(2π)4
Jµ(k)∗

gνλ
k2 −m2 + iε

Jν(k). (F.26)

En este punto resta seguir los pasos a partir de (F.12), observando que la teoría
a producido un signo extra. La energía potencial entre dos “lumps” de densidad de
carga J0(x) es positiva. Lo cual se traduce en que la fuerza electromagnética entre
dos cargas es repulsiva.

E =
1

4πr
e−mr

⇒ 1

4πr
.

(F.27)
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Para obtener el caso en que el potencial sea atractivo basta tomar la consideración
siguiente Jµ = Jµ

p − Jµ
n . Con este ultimo resultado observamos el poder y utilidad

que presenta el método de “path integral”, así como vemos que desde el formalismo
de QFT es posible seguir reproduciendo resultados clásicos, lo que nos indica la valía
de QFT como teoría.
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