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Capitulo 1

Introduccion

La Teorfa Cuantica de Campos o Quantum Field Theory (QFT) en ingles, es el
marco que nos ha permitido descubrir y describir los constituyentes fundamentales
de la naturaleza y sus interacciones; histéricamente un paso muy importante para
describir interacciones fue reemplazar la acciéon a distancia por el concepto de campo,
en el caso estatico esta descripcion se ha basado en el concepto de potencial. Con el
nacimiento de la Mecanica Cuéntica y la posterior unién con la Relatividad Especial
se llegd al concepto de particula mediadora de la interaccion, por ejemplo el papel
del fotén en la interaccion electro-magnética, sin embargo es importante recobrar el
limite de una teoria para obtener la descripcion previa. En nuestro caso nos interesa
ver como se recupera el concepto de potencial en QFT.

El analisis de las diversas interacciones mediadas por un potencial es el punto de
arranque del estudio de las interacciones al nivel clésico, en un principio se llega a
tales potenciales de una manera empirica, desde el potencial de Newton, el oscilador
armoénico hasta el de Coulomb, y se presentan asi desde el nivel de bachillerato o
licenciatura, los cuales resultan ser la primer forma de comprender la interaccion.
Mediante la mecéanica clasica se estudian las implicaciones de estos potenciales
para estudiar el movimiento de las particulas sometidas a los mismos, incluidas las
consideraciones de conservacion de la energia y la estabilidad de las orbitas.

A lo largo del siglo XX hemos visto el impresionante avance de la fisica cudntica,
con sus muy variadas aplicaciones para sistemas moleculares, atémicos, nucleares
hasta llegar a las particulas elementales, para las cuales necesitamos considerar los
efectos relativistas. El tratamiento riguroso de los efectos cudnticos relativistas se
realiza mediante el formalismo de la teoria cuantica de campos, en la cual se trabajan
las amplitudes de dispersién mediante técnicas perturbativas. El enfoque mas conocido
usa los diagramas de Feynman, con sus reglas especificas para cada teoria, y los



métodos de regularizacion y renormalizacion para tratar las divergencias que aparecen
en ordenes altos de teoria de perturbaciones.

Dado que tenemos una descripcion de las fuerzas o interacciones, valida al nivel
fundamental, nos podemos preguntar si es posible recuperar los potenciales clasicos en
cierto limite a partir de QFT. Esta tesis trata justamente de revisar este tema, tanto
como una revision didactica. Como punto de partida vamos a considerar el caso en que
las interacciones son mediadas por particulas vectoriales, esto es cuando dos particulas
interactian por medio del intercambio de particulas representadas por un vector, esto
lo haremos primero al nivel clasico, para presentar el formalismo relativista, luego
lo haremos al nivel cuantico, construyendo una amplitud de dispersion entre dos
particulas cargadas, que intercambian un fotén, veremos que en este caso es posible
tener un potencial atractivo o repulsivo, dependiendo de los signos de las cargas.
Como segundo ejemplo discutiremos el caso en que la interaccion es mediada por
particulas escalares, las cuales producen el llamado potencial de Yukawa, el cual
describe las fuerzas nucleares fuertes entre los protones y neutrones que forman el
nicleo atémico. Finalmente consideramos el caso en que la interaccién es mediada
por particulas tensoriales, como son los gravitones h,,,, y veremos que este tipo de
particulas reproduce el potencial de Newton, a bajas energias. Por ultimo se ha de
discutir el tema del Principio de Equivalencia (el cual se refiere a la conexién entre
masa inercial m; y la masa gravitacional m,) y la relaciéon que guarda este con el
potencial de Newton.

El sustento y estructura de los calculos a realizar tiene su base en la bibliografia
dada al final de este trabajo, siendo las principales fuentes los libros “An Introduction to
Quantum Field Theory”, “Quantum Field Theory in a Nutshell”, “Finstein Gravity in
a Nutshell”, “Effective Field Theories”, y como articulo principal tomamos la obra de
John F. Donoghue “General relativity as an effective field theory: The leading quantum
corrections”, los célculos, ecuaciones y definiciones presentados en este trabajo se
pueden encontrar en esas obras, el objetivo de la presente tesis fue reproducir los
pasos esenciales que no se presentan en las obras mencionadas para tener una imagen
clara de lo que implica el calculo de los potenciales no relativistas.



Capitulo 2

QFT y el potencial de interaccion
no relativista

2.1. QFT Historia

Comenzando con este capitulo y como un buen punto de partida demos una idea
general de lo que ha sido el desarrollo de “QFT” desde los afios 20 en que fuese
formulada. En la fisica cléasica, la razon principal para introducir el concepto de campo
es construir las leyes de la Naturaleza que sean locales, las antiguas leyes de Coulomb
y Newton implican “acciéon a distancia”, esto significa que la fuerza que siente un
electrén (o un planeta) cambia inmediatamente si se mueve un protén (o una estrella)
distante, esta situacién es filoséficamente insatisfactoria, mas importante atn, es
experimentalmente incorrecto, las teorias de campo de Maxwell y Einstein remedian
la situacion, con todas las interacciones mediadas de manera local por el campo.

La Teoria Cuantica de Campos nace a finales de los afios 20 gracias a los estudios
de Erwin Schrédinger y Paul Dirac, quienes deseaban explicar los fenémenos cuénticos
teniendo en cuenta también las leyes de la relatividad general, de ahi que sea una
teoria cuantica relativista, sin embargo la Teoria Cuantica de Campos primigenia
tenia problemas tedricos graves, pues muchos calculos daban valores infinitos. Entre
los afios 30 y 40, Richard Feynman, Julian Schwinger, Shinichiro Tomonaga y Freeman
Dyson fueron capaces de resolver estas divergencias matematicas, en los afios 60 se
logra llegar al desarrollo de la electrodinamica cuantica. Posteriormente, en la década
de los 70, esta Teoria Cuantica de Campos permitié explicar la naturaleza cuantica de
dos fuerzas fundamentales, ademas de la electromagnética, las cuales eran la fuerza
nuclear débil y la fuerza nuclear fuerte, todo lo anterior representa un paso increible
ya que en 5 décadas aproximadamente se sentaron las bases de una de las teorias

4



mas poderosas que el hombre haya desarrollado, sin embargo esta atin en desarrollo,
faltan puntos claves como lograr dar una descripciéon completa de la gravedad como
una fuerza fundamental.

Teniendo una idea de lo que fuera el desarrollo de “QFT” es buen momento para
tratar de responder a la pregunta, “; Qué es la Teoria Cuantica de Campos?”. La
pista esta en el nombre: es la cuantizaciéon de un campo clasico, cuyo ejemplo més
familiar es el campo electromagnético. En la mecénica cuantica estandar, se nos
ensena a tomar los grados de libertad clasicos y promoverlos a operadores que actiian
en un espacio de Hilbert. Las reglas para cuantificar un campo no son diferentes.
Por lo tanto, los grados de libertad en la teoria cuantica de campos son funciones de
espacio y tiempo con valor de operador, esto significa que estamos tratando con un
numero infinito de grados de libertad, al menos uno para cada punto en el espacio. Las
interacciones en la teoria cuantica de campos estan gobernadas por algunos principios
bésicos: localidad, simetria y flujo de grupo de renormalizacion (el desacoplamiento
de fenémenos de corta distancia de la fisica a escalas més grandes). Estas ideas hacen
de QFT un marco muy robusto: dado un conjunto de campos, muy a menudo hay
una forma casi nica de unirlos.

La teoria cuantica de campos ha tenido un gran impacto en la materia condensada,
la fisica de altas energias, la cosmologia, la gravedad cuantica y las matematicas
puras. Es literalmente el lenguaje en el que estan escritas las leyes de la Naturaleza[l].

2.2. Potencial

El anélisis de potenciales mediados por particulas vectoriales es de gran interés
dentro de la fisica, desde el comienzo de su estudio en nivel bachillerato o licenciatura
resultan ser la primer forma de comprender la interaccién entre dos sistemas por medio
del intercambio de particulas representadas por un vector, es con este tratamiento que
las bases para entender lo que es un potencial son sentadas, entendiendo el potencial
como una magnitud que sirve para describir la evolucion o variaciéon probable de otra
magnitud, generalmente los potenciales aparecen para describir a un campo fisico.

El primer potencial mediado por particulas con el que trabajamos es el de Cou-
lomb nombrado asi en honor del fisico francés Charles-Augustin de Coulomb, quien
enunciara su famosa ley en 1785 la que fuera la base de la electrostatica, el potencial
es responsable de las interacciones electromagnéticas del entorno; en un estudio mas
avanzado y en particular de las interacciones fundamentales de la naturaleza se
encuentra uno con el llamado potencial de Yukawa, demostrado en los anos 30’s por
Hideki Yukawa, responsable de las interacciones nucleares de la fuerza fuerte, este
potencial nos dice que los nucleones pueden experimentar interaccion fuerte de tipo



atractivo debido al intercambio de piones cargados, de una manera similar a como
dos particulas interaccionan electromagnéticamente mediante intercambio de fotones.
Asi como el campo electromagnético es “transmitido” por fotones, el campo pidnico
descrito por el potencial de Yukawa es “comunicado” por piones.

Atreviéndonos a ir un poco mas lejos con el concepto de potencial, podemos
mencionar bajo el contexto relativista al Potencial de Higgs, descrito por el Modelo
Estandar bajo este fundamento: “Los quarks y leptones tienen interacciones
que se derivan del principio de Gauge, es decir, las fuerzas estan mediadas
por particulas vectoriales asociadas con simetrias de gauge, y hay un
campo de gauge para cada generador de las algebras de Lie asociadas con
las simetrias del sistema”.[2]

La idea de trabajar con particulas vectoriales que medien potenciales es bastante
poderosa a la hora de tratar con fenémenos microscopicos como los son los de la
teoria electromagnética y nuclear, sin embargo no es necesario remitirse a escalas
tan pequenas para apreciar el valor del potencial, a nuestro al rededor interactuamos
constantemente con el potencial gravitatorio (o de Newton), el cual tiene su particula
andloga al de Coulomb y Yukawa para su interaccion, el supuesto graviton.

2.3. Aproximaciéon de Born
En la mecanica cuantica no relativista, la aproximacion de Born de primer orden
de la amplitud de dispersion eldstica viene dada por la transformada de Fourier del

potencial. En consecuencia, el potencial se da como la transformada inversa de Fourier
de la amplitud de dispersion. [3].

o1

[

Figura 2.1: E1 momento entrante y saliente de una dispersién elédstica en
el marco del centro de masa.

El vector de transferencia de momento ¢, viene dado por:

!

q=7p,—pi. (2.1)



Donde p; y p_’; son respectivamente el momento final e inicial de una de las

particulas en el marco del centro de masas. Para una dispersion elastica [p1| = |p}| = p
, teniendo:

q = 2psin (g) : (2.2)

Con 6 € [0, 7] , g € [0,2p]. Para un potencial simétrico esférico, V' (r), la amplitud
de dispersion en la aproximacion de Born viene dada por:

fB= V(r)e T dr. (2.3)

o

Aplicando la transformada inversa de Fourier obtenemos:
V() = —(2n)® / Ble *T,. (2.4)

Asi pues la prescripciéon para obtener el potencial no relativista de QFT es
relativamente simple: calcular la amplitud de transicion relativista para la dispersion
elastica en la teoria de perturbaciones de orden més bajo (1; = M); hacer el limite
no relativista; y calcular su transformada inversa de Fourier.

2.4. Transformada de Fourier

Como cierre a este capitulo daremos un par de definiciones claves para realizar la
transformada de Fourier.

Recordar que la transformada de Fourier de una funcién-é es simplemente 1 :
d(k) = 1. Lo cual se traduce en la expresién siguiente [7] :

53(Z) = / (;l:;g ke, (2.5)

Ya que el Laplaciano se define como A = §2, obtenemos

n 3= dSk n ikz dSk D\n_ikE
A" (T) :/<27T>3 A" :/(27)3(_k2) ek, (2.6)

Con lo anterior es posible definir:

\]



Lo anterior es aplicable para cantidades invariantes de Lorentz:

5h(x) = / %eik“x“. (2.8)

d*k - d*k <
L 4 — » ikuxy, :/ _ 1.2\n zk“:pu. 2
0" (x) /(2704 € (27‘(‘)4( k7)"e (2.9)

De forma general:

0'f(0) = [ et = [ SR et @10

De lo anterior: - )
(O f](k) = (=k*)" f (k). (2.11)

Asi en general es posible establecer:
Ao -k y O -k (2.12)

Estas definiciones seran clave para el calculo de los tres potenciales a analizar
en el presente trabajo, usarlas nos dard un camino claro al momento de aplicar la
transformada de Fourier.



Capitulo 3

Potencial de interaccién no
relativista, casos de Coulomb y
Yukawa

El presente capitulo lo hemos de dedicar a la construcciéon de los potenciales de
Coulomb y Yukawa en ese respectivo orden, daremos primero un repaso general de
deducciéon a partir de principios primero de QFT y luego procederemos a obtenerlos
a partir del calculo de una amplitud con reglas de Feynman y la aplicacién de
una transformada inversa de Fourier. Antes de comenzar con nuestros calculos es
conveniente mencionar las reglas de Feynman para el caso de la Electrodindmica
Cuantica ( Quantum Electrodynamics “QED?”).

3.1. QED vy el potencial de Coulomb

Como se menciono de manera breve en el capitulo anterior, QED o “la electro-
dindmica cuantica”, es la teoria que nos brinda la descripciéon de particulas tales
como los electrones, positrones y fotones, asi como las interacciones entre estos y
es la base para estudiar procesos de dispersion; el formalismo que mayor éxito tuvo
para trabajar con las dispersiones fue el de los Diagramas de Feynman, propuestos
por Richard P. Feynman, este método permite representar una “amplitud”, asi como
computar la seccion eficaz a partir del conjunto de propagadores y vértices conocidos
como Reglas de Feynman. Otro resultado importante para calcular procesos consiste
en una expresion que permita relacionar las funciones de Green con los elementos de
la matriz S, este resultado es conocido como la formula de reduccion LSZ, obtenida
por Lehmann, Symanzik y Zimmermann.



A partir de la introduccién del concepto de matriz S se puede calcular los proceso
de dispersion dentro de la teoria, la matriz S es el objeto definido en el espacio de
estados que contiene toda la informacién fisica del proceso de colision, esta matriz se
puede ver como la probabilidad de que un estado inicial evolucione en un estado final.
Sin embargo al trabajar con la matriz S, y la formula LSZ vemos que QFT no se
puede resolver de manera exacta, por lo tanto se recurre a teoria de perturbaciones,
para lo cual necesitamos de las reglas de Feynman.

3.1.1. Reglas de Feynman para QED

Para referirnos a un diagrama de Feynman conectado es necesario establecer las
siguientes definiciones.

» Linea externa: es aquella que une causalmente un punto externo con un punto
interno.

» Linea interna: es aquella que une casualmente dos puntos internos.

= Vértice: Es un punto donde convergen tres o més lineas, nos describen el tipo
de interaccién que participa en el proceso.

Las reglas de Feynman nos dicen como construir la amplitud invariante M dado
el diagrama correspondiente. En QED las reglas han de ser:

1. Para cada vértice escribimos —ie@v", donde Q es el signo de la carga de la
particula:

Figura 3.1: QED Vértice.

2. Para cada linea interna que contenga dos vértices, se escribe el propagador
correspondiente:
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a) Para el electrén es de la siguiente forma — pe——:

®
\
[ ]

Figura 3.2: Propagador del fermién.

b) Para el fotén es de la forma —%:

Figura 3.3: Propagador del fotén

3. Para cada linea externa asociamos los siguientes factores:

a) Un electrén incidiendo sobre un vértice, escribimos el espinor u(p;, s;)

Figura 3.4: Estado inicial de la particula.

b) Un electrén partiendo de un vértice, escribimos el espinor @(py, sy)

°
Y

Figura 3.5: Estado final de la particula

11



¢) Un positron incidiendo sobre un vértice, escribimos el espinor v(p;, ;)

°
A

Figura 3.6: Estado final de la antiparticula.

d) Un positrén partiendo de un vértice, escribimos el espinor 2(py, sy)

Figura 3.7: Estado inicial de la antiparticula.

e) Un fotén incidiendo sobre un vértice, escribimos su vector de polarizacion

€M<ki7 ai)

Figura 3.8: Estado inicial del foténm.

f) Un fotén partiendo de un vértice, escribimos el vector de polarizacion
e (ky, ay)

Figura 3.9: Estado final del fotén.
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3.1.2. Potencial de Coulomb a partir de la teoria clasica de
campos

Siguiendo el orden en que comenzamos a trabajar con los potenciales vectoriales
durante los cursos escolares pasamos ahora a discutir el potencial de Coulomb.

Comencemos con una carga en el origen. Esto se puede representar con una
corriente externa, con densidad de carga p(z) :

sy { ) =) = e -~

El operador D’Alambertiano esta definido como:

82
8x02

O = 019, = 8°0y + 0'0; = OF — 80 = —— — V2. (3.2)

En QFT los potenciales van a estar asociados con los fotones. Para describirlo en

forma covariante empleamos el cuadripotencial: A* = (A°, ff) , donde: A° = ¢
El lagrangiano es:

1
L= _ZFWFW —A,J". (3.3)
siendo F* = gt AY — 9V A* | el tensor de intensidad de campo electromagnético.
Agregamos las corrientes al lagrangiano libre mediante la suma del término —A,, J*.

Una propiedad importante del lagrangiano es que es invariante bajo la transfor-
macién de norma:

P(z) — e“p(x), Ay — A, = A, + 0,a(r) (3.4)
Para calcular las ecuaciones de movimiento, primero expandimos el lagrangiano
L=— i(@“A" — 0"A")(0,A, — 0,A,) — A, J"
:_ﬁmm@m—mm@@—ywﬁm+WM@@pAMi .
:_gwmmm—wm@@meu
:%[8“14”8#14” — 0'AY0,A,] — JV'A,,.

Usando las ecuaciones de Euler-Lagrange
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oL oL

2 Oy =0 3.6
04,  "Y0(0,A,) (3.6)
Haciendo primero
oL
— (— VA — _ JVSH — #' ‘
Por otra parte
oL 0 1
= — MAV A _ MAV A :—FNV, ‘
90,0,)  0(0,0,) <2[8 Oudy — 0" A0, ;J) (3.8)
Lo que nos da
oL oL
—_— = S ——— L _ Y — ‘
DA, a”a(a,,AM) JH =0, )=0 (3.9)
= O, F" = J". (3.10)

Estas son solo las ecuaciones de Maxwell en presencia de una fuente.
Trabajando con la ecuacion 3.10.

JV =0"(O" A — 9" A*) = TAY — 9" (0" AM). (3.11)
Ahora bajo la simetria de norma y la condiciéon de Lorentz 0" A" = 0:
OA,(x) = J,(x). (3.12)

lo cual tiene como solucién formal

A () = = (). (3.13)
O
é es el inverso de [J. Lo anterior quiere decir que el campo A” es determinado
por la fuente J después de que se propague con el propagador.
Para la fuente particular que nos interesa, la carga puntual en el origen, las
ecuaciones de movimiento son

A =0. (3.14)
Ao(z) = %53(:(;). (3.15)

A continuaciéon tomamos la transformada de Fourier.
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Ya que §*(Z) es independiente del tiempo, nuestro potencial escalar se simplifica a

Ao(z) = %63(9?) - —%53(93'). (3.16)

Podemos resolver esta ecuacion es el espacio de Fourier:

&’k e ikZ € = 2 ' o 1 ikr cos 6
AO(J:)_/(QT)Bﬁe —W/O k dk\/_ldCOSQ/O dQﬁﬁ@

e /oo dkeikr _ 6—ikr e 1 00 dkeik'r _ e—ik'r ‘
)* Jo ik

:(67T r ~ 8n2ir ) k

(3.17)

o

Para poder simplificar la expresiéon, tomamos un cambio infinitesimal en el deno-
minador, con lo cual obtenemos:

0 ikr —ikr 0 ikr —ikr
e —e e —e
dk————— = 1lim dk————| . 3.18
R e = 1)
Si o > 0, entonces el polo en kK = —id se encuentra en el eje imaginario negativo.

k7 debemos cerrar el contorno hacia arriba para obtener un decaimiento

—ikr

Para e
exponencial en k. Esto pierde el polo, asi que este término da cero. Para e
cerramos el contorno hacia abajo y obtenemos:

/OO dkM = —(2mi)(—e %) = 2mie®" (3.19)
IR T B Ceme ‘
Por lo tanto,
el
Ao(z) = —=. 2
o(®) = -~ (3.20)

Con lo cual hemos logrado deducir la expresion deseada a partir del cuadripotencial
y el tensor del campo electromagnético|4].

3.1.3. Potencial de Coulomb con reglas de Feynman

Como una simple aplicacién de las reglas de Feynman podemos construir la
amplitud del proceso para nuestras particulas fermionicas involucradas, tal como lo
muestra el diagrama de Feynman siguiente[5]. La contribucién de primer orden dada
por las reglas de Feynman enumeradas al principio del capitulo:

iM= <—e’e>2a<p'>zwu<p>ﬁa(/«w(k)- (3.21)
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p k
Figura 3.10: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Coulomb.

Para evaluar la amplitud en el limite no relativista, mantenemos los términos solo
en el orden més bajo en el tri-momento |p| < m y energia p° ~ m.

p=(m,p), k= (m, k), p = (m,p), K = (m, k). (3.22)
Usando estas expresiones, tenemos
W —p)* =~ —p[*+ 0", (3.23)

w(p) = Vi (g) . (3.24)

. . /
Donde £* es un spinor constante de dos componentes normalizado, esto es £57¢% =

/

0%,
Para simplificar més la expresién (3.27) hemos usado la propiedad siguiente los
espinores:

—s' /N _0 s — i~ — SIT L — /
@ ()7 u” (p) = u (p)u(p) = 2me* 1" = 2ma,, (3.25)
= U

" (K7 u” (k) = ul (p")u(p) = 2me™ 1" == 2m,.

Es posible verificar que los términos espaciales, u(p’)y'u(p), desaparecen si p =
p’ = 0; por lo tanto, pueden despreciarse, asf solo conservamos el termino u(p’)y u(p).

u(p')y'ulp) = m(eh, €7 (g _05) (g) = 0. (3.26)

Es posible observar que la amplitud esta dominada por los términos p = 0.
Asi obtenemos lo siguiente:

)
M~ Lp@mﬁ’*f%@mf’*ﬁﬂ * Joo =

- 2
—p' —p %W<2m€'¥)p(2m£’*£)k. (3.27)

Ip
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Donde goo = —1.

Para continuar con el calculo de nuestro potencial debemos comparar la expresion
previa con la aproximacién de Born para la amplitud de dispersiéon en mecanica
cuantica no relativista, escrito en términos de la funcién potencial V' (z):

([T |p) = =iV (q)(2m)d(Ey — E,), (¢=p"—p) (3.28)
En términos de la amplitud de dispersiéon normalizada no relativista:

1 1

| ——
2E, 2E,

(3.29)

con by = E, =~ m.

Las deltas adicionales §® (p’ — p) se van cuando integramos sobre el momento.

Tomando en cuenta todas las consideraciones mencionadas llegamos a que la
interacciéon de Coulomb a de tener la forma:

V(g) = 9—|2 (3.30)

Aplicando la trasformada inversa de Fourier para hallar V' (x):

d3q 92 1q-T
V(l’) —/—(27)3We

2 00 eiqr _ e—iqr 1
™ Jo gr q
2 00 iqr
Ar2ir [ q>

Evaluando la integral en el plano complejo, tomando el polo en g = imy, ademas
de sustituir g = e y con m = 0. Obtenemos:

e Q@
Vi) = —==- (3.32)
donde a = €?/4m ~ 1/137 es la constante de estructura fina. La forma de esta
expresion nos dice que tenemos un potencial de Coulomb repulsivo.
Sin embargo sabemos que la principal caracteristica del potencial es su natura-
leza repulsivo y atractivo, para hallar este ultimo veamos la dispersion particula-
antiparticula.

El diagrama para este proceso a de ser:
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p /
Figura 3.11: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y

obtener el potencial de Coulomb, dispersidén particula-antiparticula

Siguiendo las reglas de Feynman obtenemos la expresion para la amplitud:
. _(26)27/9#1, /T /.'.

En nuestro limite no-relativista, tenemos:
o(k)Yv (k') = vl (k)v(K) = —2méTe (3.34)

Para resolver y llegar al resultado deseado seguimos el proceso ya conocido, sin
embargo el factor extra —1 nos da como resultado un potencial atractivo.

2

Vir)=—=——. 3.35

(r) 4dmr r ( )

Hemos verificado en la Teoria Cuantica de Campos que al intercambiar una
particula vectorial, unas cargas se atraen mientras otras se repelen.

3.2. Potencial de Yukawa - mediado por particulas
escalares

Como pudimos apreciar en el desarrollo del potencial de Coulomb este tiene una
naturaleza repulsiva y atractiva correspondiente a lo observado en las interacciones
electromagnéticas a las que esta asociado, bajo esta premisa nos preguntamos, jcual
es la naturaleza del potencial de Yukawa?. Este potencial fue desarrollado por Yukawa
en la década de 1930 con el objetivo de explicar las interacciones a escalas del nicleo
atomico.
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Antes de continuar con la discusion de QED, es conveniente dar un paso atras
de la abstraccion hacia la fisica concreta y considerar una aplicacién simple de estas
reglas: la dispersién de fermiones distinguibles, en el limite no relativista. Comparando
la amplitud de este proceso con la formula de aproximacion de Born de la mecanica
cudntica no relativista, podemos determinar el potencial V' (r) creado por la interaccion
de Yukawa.

Los dos diagramas que conforman el proceso que nos interesa analizar son:
/

p K
k k'
------ +
P P
p k
Figura 3.12: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y

obtener el potencial de Yukawa.

Recordemos que denotamos las particulas escalares mediante lineas punteadas y a
los fermiones con lineas continuas. La correspondiente amplitud se puede escribir de
la siguiente manera:

(3.36)

El signo negativo entre las expresiones de los diagramas es un reflejo de la
estadistica de Fermi.

Si las dos particulas que interactian son distinguibles, s6lo contribuye el primer
diagrama:

iM = i )u(p) _;;29 R (3.37)

Los productos espinoriales en (3.39) son
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@ (p)u® (p) = 2me* e = 2mo**'; (3.38)
o (K)u" (k) = 2me™tem = 2mo™ . (3.39)
Entonces, nuestra primera conclusion fisica es que el espin de cada particula se
conserva por separado en esta interaccion de dispersion no relativista, un resultado
agradable a nuestra descripcién clasica.
Tomando las mismas consideraciones para los espinores que mencionamos en la
amplitud para Coulomb tendremos la ecuacion:

—Z'g2

M—222m(585l2m(5”"/. (340)
P —pl"—mj

iM = u(p)u(p)

Comparando con la aproximaciéon de Born a la amplitud de dispersién en la
mecédnica cudntica no relativista, escrita en términos de la funcién potencial V(x),
para la interacciéon de Yukawa tendremos:

2

> —9

Trabajando la funcién inversa de Fourier:
d3 q _ g2 )
V(z) = / e’
31402 2
(2m)3 |q|? + my
_ 2 00 eiqr _ efiqr 1
=5 | deg— T3
A7 J, qr q° +my
2 00 iqr
e
= '29 / dq—Qq 5
4r2ir ) q° +my

o0

(3.42)

En el paso anterior utilizamos la siguiente igualdad:

/oo p qeiqr g (3 43)
——F = —ITEe . .
. qq2 + mi

El contorno de esta integral se puede cerrar arriba en el plano complejo, y tomamos
¢ = +imy. Asi encontramos:
21
V(r) = —L Ze=mor, (3.44)

A r

h
mgc

Resultando en un “potencial de Yukawa” atractivo, con rango m%zz = . Yukawa

utilizé el potencial anterior como la base de su teoria de la fuerza fuerte. Uno asume
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que existe una particula que es responsable para mantener juntos el protén y el
neutrén en el nicleo atémico . A partir del rango de la fuerza (aproximadamente 1
fm) fue posible predecir la masa (aproximadamente 200 MeV) del bosén requerido, el
pion. El pién fue descubierto con una masa de m, ~ 140MeV[7].

Como hicimos para el caso de Coulomb merece la pena preguntarse, ;qué pasa
si tenemos involucradas antiparticulas?. El punto de partida a de ser el diagrama

correspondiente al proceso, dado por:
p k

p
Figura 3.13: Diagrama de Feynman para el calculo de la amplitud y
obtener el potencial de Yukawa, particula-antiparticula

La amplitud correspondiente es:

M = (1) u(p) 7B (3.45)

Evaluando no relativisticamente:

_ gs’

Lo que cancela el signo negativo extra, siguiendo los pasos ya conocidos obtenemos
el potencial entre fermiones y anti-fermiones, lo que nos permite concluir que el
potencial de Yukawa es universalmente atractivo.

7 ()7 (k) ~ m(¢*, —¢) <(1) (1)) ( & ) — _oms, (3.46)

Como un preambulo a los capitulos siguientes vale la pena notar que la repulsion
entre la dispersién fermion-fermion surge directamente del factor extra —ggy = —1
en el propagador. Un boson tensor, como el graviton, tendra un propagador de la
siguiente forma:
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Figura 3.14: Propagador del gravitoén.

q% — i€

1 1
= B (nuanvb’ + Nvallus — nullnaﬁ) ( - ) . (3.47)

En colisiones no relativistas da un factor (—gg)? = 1, esto resulta en un potencial
universalmente atractivo. Con este resultado podemos ver complacientemente que la

teoria cudntica de campos reproduce las caracteristicas de las fuerzas nuclear fuerte,
eléctrica y gravitacional.

Podemos resumir en la siguiente tabla los resultados reunidos en este capitulo.

Particula intercambiada ff vy ff ff

Escalar (Yukawa) atractivo atractivo
Vector (eléctrico) repulsivo  atractivo
Tensor (gravedad) atractivo atractivo
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Capitulo 4

Gravedad Cuantica perturbativa
como una teoria efectiva

El sentido de realizar este capitulo es dar una idea del tratamiento que se le da a
la teoria de la relatividad general como si esta fuese una teoria efectiva, para lograr
esta comprension necesitamos entender que es este tipo de teorias y su utilidad; una
vez hecho lo anterior se ira desglosando y desarrollando los conceptos y herramientas
necesarias para poder llegar al calculo del Potencial Gravitacional no-relativista a
través de los principios de la Teoria Cuantica de Campos.

4.1. Teoria de Campo Efectiva

En la actualidad nuestro conocimiento sobre la naturaleza del universo tiene
sustento en los dos grandes pilares de la fisica moderna, la mecanica cuantica (MC)
y la relatividad, ambos marcos ofrecen una descripcién increible de los distintos
fen6menos que podemos observar y registrar (incluso especular sobre aquellos que
aun se investigan) sin embargo cada una de estas teorias operan en distintas escalas
y niveles de energia, lo cual hace que el tratamiento aplicado a los fenémenos fisicos
sea una aproximacion, creemos que para lograr una comprensiéon mejor, e incluso
total, necesitamos de una nueva teoria que “unifique” nuestras teorias. Han habido
progresos en el camino de esta unificacion, como ya dijimos QFT opera en el dominio
de la cuantica y la relatividad especial, sin embargo la relatividad general (RG) es mas
reacia al tratamiento cudntico, sin embargo es un tema que suscita varias discusiones,
muchas de las cuales giran en torno a la escala de Plank y a las nuevas interacciones
y nuevos grados de libertad que puedan tener lugar a ese nivel.

Con el objetivo de hacer un acercamiento al marco conjunto de MC y RG
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tomaremos una postura conservativa, usando ambas teorias a energias ordinarias,
donde ambas sean validas. El objetivo es argumentar que RG es un teoria cuantica
a energias cotidianas, y buscamos una clase de “correcciones cuanticas” que son los
efectos cuanticos dominantes a largas distancias. El obstaculo es que las correcciones
incluyen integracion sobre todas las escalas de energia, incluyendo las extremadamente
altas, la solucién es el uso de teoria de campo efectiva. Una teoria de campo efectiva o
solo teoria efectiva, es una técnica que permite separar los efectos de altas energias de
aquellos a bajas energias, incluye los grados de libertad apropiados para describir un
fenémeno fisico mientras que ignora la subestructura y los grados de libertad a otras
escalas. Tipicamente, las teorias de campo efectivo funcionan mejor cuando existe
una gran separacion entre la escala de longitud de interés y la escala de longitud de
la dindmica fundamental. Las teorias de campo efectivo han resultado ser ttiles en
la fisica de particulas, la mecanica estadistica, la fisica de la materia condensada,
la relatividad general y la hidrodinamica. Estas teorias simplifican los calculos y
permiten tratar los efectos de disipacién y radiacion.

En el marco de la gravedad como ya mencionamos tenemos un problema, no cono-
cemos la correcta explicacion a a altas energias, sin embargo como una consecuencia
del principio de incertidumbre, sabemos que al trabajar a bajas energias, los grados de
libertad de altas energias no tienen mayor efecto, estos pueden ser integrados fuera de
la teoria, dejando un lagrangiano local, aunque este lagrangiano en general contenga
interacciones no-renormalizables. En contraste los grados de libertad a bajas energias
se propagan grandes distancias y no pueden ser sumados por una interaccion local,
deben de ser incluidos explicitamente.

Para una teoria a altas energias desconocida, es necesario escribir el Lagrangiano
general que contenga las interacciones a bajas energias, y que sea consistente con
las simetrias y la estructura del vacio de la teoria. En el caso de la interaccion de la
gravedad con un campo masivo de materia:

L= ERG + Lmateria (41>

El segundo fundamento clave en una teoria de campo efectiva es la expansién de
la energia, donde los términos del Lagrangiano efectivo se ordenan en potencias de la
escala de baja energia sobre la escala de alta energia.

En general, las técnicas de la teoria efectiva organizaran cualquier elemento de
matriz dado en los efectos calculables de baja energia y los efectos desconocidos de la
teoria de altas energias, cominmente los términos no analiticos son las principales
contribuciones a gran distancia. Esta divisién no se ha aplicado comtinmente a las
interacciones gravitatorias y gran parte de la sabiduria estandar de la relatividad
general debe examinarse a través de los ojos de la teoria del campo efectivo. Espe-
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ramos que los efectos de las correcciones cudnticas sean pequenos en un fenémeno
macroscopico, muchos de sus efectos no son obsérvales en los experimentos de hoy.

4.2. Repaso de Relatividad General

La relatividad general es una teoria construida sobre el principio de la covarianza

general. Este principio establece que la fisica es insensible a la eleccion del sistema de
coordenadas, es decir, las formas de las leyes fisicas son invariantes bajo transforma-
ciones arbitrarias de coordenadas.
Recordemos un par de nociones las cuales seran de gran importancia durante la
discusion de este capitulo. En la teoria de Einsten, la gravedad cambia la geometria
del continuo espacio-tiempo continuo. Esto significa que los objetos, cuando no actian
sobre ellos fuerzas externas, ya no se mueven en linea recta. Para restablecer la
Primera Ley de Newton, esta desviacion de las lineas rectas puede reinterpretarse
como proveniente de una nueva fuerza: jla fuerza de la gravedad! [8].

Hemos de comenzar definiendo la convencién de la métrica que hemos de usar en
donde el espacio plano es dado por[9]:

N = diag(1, -1, -1, —1). (4.2)

Usando que ¢" = (¢u) ™", g = N, se puede obtener sencillamente el conocido
resultado siguiente:

1 0 0 0 10 0 0 1000
o0 1 olloo 0| looo|TH 63
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0001
esto es
Guwg”* = 0y, (4.4)
El tensor de curvatura de Riemann-Christoffel es definido como[10]
R = 0uI5,) + T\T iy = 0,(L,) = ToapD (4.5)

Si deseamos contraer el tensor de Riemann R, podemos sumar sobre uno de los

indices covariantes con uno de los contravariantes. En principio:

RS, + RS, # RS (4.6)

pov ppo”
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- .
o Si estamos contra
(o3

podemos ver que Ry, = 97 Ryoyy = =97 Rorp =

La simetria de indices tiene algunas implicaciones para R
yendo sobre el primer indice R

loa

ouY

Ao _ X o : ‘
-9 Roxw = —R3,, = —Rg,,. La unica manera en que esto puede ser cierto en
general es si Ry, = 0. Asi que tenemos la opcién de contraer sobre los indices 3 6 4.
Pero R,p = —Ropy = R;,, = —R7,,. Por tanto solo hay una contraccion distinta

de cero del tensor de Riemann que llamamos el tensor de Ricci: R,, = RY ), el cual
se define como sigue:

Ry, = 0,00 — O\, + T Loy — T o, (4.7)

El simbolo de Christoffel esta definido como:

Ao
g
1—2\5 = 7(80{950 + aggag — aggaﬁ). (48)

Las fluctuaciones cuanticas en el campo gravitacional pueden expandirse sobre
una métrica de fondo suave, esto es:

Guv = Mpv + KJh,uu- (49)
g =" — kh" + .. (4.10)

El desarrollo de las Ecuaciones (4.3) y (4.8) se encuentran en el Apéndice A y B
Como ultimo término a analizar definamos

V=g = \/det(—g) = exp (% Trlng)
_ Jgeap (% Tr In(5® + hg>>

1 1

= \/gexp <§ Tr (hfj - §hgh§)) (4.11)
1 1

= /g exp <§hg — Zhghg)

1 1 1
V—g = 1+ =h® — —h%h? + —ho% ).
\/§< + 2 «@ 4 B _I_ 8 o )

4.2.1. Acciéon de Einstein-Hilbert

Partamos de la accién de Einstein-Hilbert[11]:
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Sgn = /d4x\/—_g [%R] : (4.12)

2
con k* = 321Gy R=g" R,
Los campos pesados de materia sin espin interactiian con el campo gravitacional
por la accién:

1 1
Smateria - /d4x\/ —g |:§g/w ,ugbaugb - §m2¢2:| . (413>
Haciendo variar ambas acciones
1
(S(SEH) l6n G {/d‘lx\/ RUP(S( ‘7/3) /d4x(5<\/—g)Rang/’—|—/d4x\/—g(5(Rgp)gap

(4.14)
donde:

/d4l‘v _gRap(SgUp = /d4l’v _gRUp(_gaH(Sg;wng> == / d4x\/ _gR'Lw(;g;w
/d4x5\/—gRgpg‘7p = /d4x\/ < ad RW) 00 (4.15)
/dA‘x\/—g(SRgpg"p =

§(Sex) = toy=g (R = 50 ) 80 (4.16)

16G

Variando Spateria podemos ver que de los dos términos a trabajar solo nos ha de
interesar el primero

S(Sue) = 5 [ '/ =5(5™)2,00,0
= —% / d*z/=gR" 0,60,96(g,u) (4.17)
- / A =g 5(g,0).
La accion total viene dada por

3(5) = 0(S) +0(Ssr) = [ d'0/5 |~z (1 = 50 R) = 57| g =0
(4.18)
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1 1 1
(RW - —g‘“’R) — 2T = 0. (4.19)

167G 2 2
de lo anterior podemos concluir
1
RN — ig“”R = —8nGT". (4.20)

Estas ecuaciones nos dicen inmediatamente que es la energia del cuerpo, no su
masa, la que define la curvatura del espacio tiempo a su alrededor.

Ahora elegimos el espacio de Minkowski, el cual es apropiado para describir campos
gravitatorios débiles. Para este caso el cambio infinitesimal de las coordenadas en
a# = x# + e(x) toma la forma de una transformacién de norma.

hyw = by = hyy — Ou€, — Oy (4.21)
Usando lo anterior obtenemos el tensor de Riemann[13]:

1 [ 62 hbd 82 hdf 62 hbc 82 hcf :|

a _ —af _ _
Ryeq M orcont T orcort  orlort  oxddrd

5 (4.22)

El tensor de Ricci puede ser encontrado usando R, = R¢,. Si definimos el

ach*
operador Dalambertiano

92 92 92 92 .
ﬁ - {@ + 8_y2 + @] =" aaab- (423>
y h= 77th<:d
el tensor de Ricci puede ser escrito como:
1 0?he 0%hg 0*h
= =k | Ohgy — o _ b : 4.24
Ray 2" ( b 9xb0xc  Brodxe * 395“896”) (4.24)
donde el escalar de Ricci es:
thcd N
— _ = — k. 4.
R (Dh 8xc(9xd> k= (Oh — 0,0,h™7 )k (4.25)

Para lidiar con la invarianza propuesta se debe hacer una eleccion de norma y
eligiendo una armoénica (g**T7,, = 0) obtenemos:

1 1
0=0hg, — 50ah = M haa — 50ah (4.26)
1

= Phyg = 50ah. (4.27)

28



donde la ecuacién de Einstein linealizada es:

1 K 1 1
R'Lw — énl“/ = 5 |:|:| <hwj — 577#”}7’) — 8# (8)\}1)\1/ - Eal,h)

-0, (a%,, - %am) + 7w 0® (aAhM — %%h)} :

1
= —8r1GT,, = —Z—LMTW. (4.28)

la ultima igualdad esta dada por 4.28 y k? = 327G.
Trabajando con el primer termino y la ultima igualdad de 4.20

1 1
0 (h,w - 577“”11) = 5T (4.29)
1 1
Dh'mj = —alﬁlTuy + EDnHVh (430)
1 1
Dhuy = —51{? (T#V - §n#VT> . (431)

Estas ecuaciones pueden resolverse para obtener varias soluciones las cuales
dependen de la forma de los términos del lado derecho. En regiones donde no hay
materia, la ecuacién se simplifica a Ok, = 0, es decir la ecuaciéon de onda[12].

4.2.2. Tensor de Energia-Momento

Regresando por un instante a la expresion 0(Smateria) Podemos definir el tensor de
energia-momento 7}, [14]

5(Sat) = —% / /=g T (g (4.32)
2 85w
V=9 0(gu)

Usando esta expresion buscamos utilizar las interacciones gravedad-materia, es
decir, una forma consistente de acoplar campos gravitatorios a fuentes externas.Las
propiedades de transformacién de los campos de materia se pueden escribir como:

T,

1%

(4.33)

¢'(2") = ¢p(x) Escalar
A" = A* (2)A¥(z)  Vector.

v
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En el caso mas simple, el campo escalar ¢ puede acoplarse a la gravedad via:
4 g m? 2
Smat = | d'x/—g 5 90, — 7@25 : (4.34)
esta accion puede expandirse, esto es:

Sinat = / dio/—g{LO + LY 4+ £2 1 1 (4.35)

Donde ) )
m
V=IL = 50,0010 — -, (4.36)

Representa una expresién familiar para el Lagrangiano escalar en el espacio-tiempo
plano.

Este lagrangiano puede ser usado para calcular el tensor de energia-momento para
campos escalares, usando (4.33). Con lo cual obtenemos la expresién familiar:

1
Tmuu = au¢au¢ - §nuu(8a¢8a¢ - m2¢2)' (437)

A mayor orden en k el lagrangiano tendra la siguiente formas:

k

V _QL‘%) = _§huVTMV7 (438)
(1) k1 2 uv rel 2 42
V=gLly' == 5 [ (07 = 2huwh*)(0a¢0%¢ — m”¢7)

+ (hmh; - %hh‘“’) auapa,,qﬁ] :

Estos lagrangianos juegan un papel fundamental en la obtenciéon de las expresiones
para el vértice del graviton.
El tensor de energia momento se define como sigue TS es:

T = =20 (0,0, hak + O30kl — On(Oyhyun + Ouhun))
— 20510, 0N, 4 207hey, 07 1, — 0, hor0h
— N (8,\h058"h’\5 - gaAhagaAhf’f — h“ﬁmha5> — h,Oh. (4.39)

La comprension de los fundamentos de QFT ha sido objeto de una intensa
investigaciéon durante mas de un siglo. La QFT ha tenido bastante éxito para describir
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las interacciones de las particulas elementales, es decir, las interacciones fuertes y
electro débiles de los quarks y los leptones. Sin embargo, dicho marco incluye un
tratamiento cuantico consistente de la gravedad. Se han realizado muchos intentos
durante mucho tiempo para construir una teoria completa de la gravedad cuantica
[Cuerdas o la Gravedad Cuéntica de Lazos (Loop Quantum Gravity "LQG")], y
se puede afirmar que se ha logrado cierto progreso, al menos a bajas energias. En
particular, dentro del tratamiento perturbativo, la interaccién gravitatoria se supone
mediada por el graviton, una particula sin masa con espin-2, y el enfoque lagrangiano
efectivo nos permite calcular el proceso gravitacional incluso a nivel de bucle cuantico,
a pesar del hecho de que tal teorfa no es renormalizable[15].

4.2.3. La gravedad como una teoria efectiva

Desde el punto de vista de la teoria efectiva de campos, no hay una razoén para
que el lagrangiano efectivo de la gravedad conserve la estructura clasica de la accién
de Einstein-Hilbert, en cambio tres operadores adicionales deben ser incluidos para
generalizar la expresion:

SRG  efec = /dA‘a:\/ {A + SR+ R+ R Ry + .. (4.40)

El primer termino “A”, representa la constante cosmolégica (A = —87GyA), sus
efectos como sabemos son importantes para la evolucion del universo, sin embargo,
debido a su pequeno valor es irrelevante para los experimentos. Los términos pro-
porcionales a ¢;, con valores ¢; < 10™ tendrdn un efecto despreciable en cualquier
experimento gravitacional.

Con lo anterior podemos trabajar de manera tranquila con la acciéon de Einstein-
Hilbert clasica para los efectos practicos de la relatividad general.

Sin embargo, si seguimos lo principios de TEC (EFT), no hay ningtin motivo para
despreciar los términos adicionales de 4.40. A bajas energias solo k% es importante,
podemos esperar que se logren desarrollar experimentos, con la suficiente precision
para medir ¢;. Si lograramos obtener la teoria completa de la gravedad podriamos
predecir estos valores. Con nuestro incompleto conocimiento a bajas energias, debemos
tratar estos términos como parametros libres.

Es sabido que la informacion de una teoria puede ser obtenida a través del método
de integral de caminos (path integral). Esta informacién de un teoria total de la
gravedad se encontrara en una funcién generatriz. La gravedad como teoria efectiva
de campos tendria la funcién generatriz:
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W[J} p— ez[‘]] — /[d¢] [dhuy]eisefec(ﬁbvg:hv‘])‘ (441)

Ya que estamos solo interesados en pequenas fluctuaciones y configuraciones de
energia bajas para h,,, no necesitamos preocuparnos de valores grandes de h,,,. Es
posible utilizar cualquier esquema de regularizacion que no viole la covarianza general.
Debido a que el acoplamiento de las fluctuaciones de baja energia es muy débil, la
integral de camino tiene un buen comportamiento al hacer la expansion perturbativa.

El lagrangiano efectivo mas general contendra tanto términos gravitacionales como
de materia:

Sefec = /d4$\/ _gﬁefect' (442>

‘Cefec - 'Cgrav + 'Cmateria
Lo = Lg0+ Lz + Lot + . (4.43)
L=Lyo+ Lo+ ...

Lgo=A
2
Lo =R (4.44)

£g4 = 61R2 + CQRW,RIW

Los dos primeros términos en el lagrangiano general de la materia, para un campo
masivo son:

1
Lo = §[glwau¢au¢ - m2¢2]
Lo = diR*"9,00,¢ + R(d20,00"¢ + dzm®¢?).

(4.45)

La teoria efectiva de campos gravitacional es una teoria cuantica completa y
se requiere de diagramas de bucle para satisfacer principios generales, como la
unitariedad. También se obtienen en el calculo habitual de muchos diagramas de
bucle las divergencias ultravioleta. Estos surgen en una region donde la teoria efectiva
a bajas energias puede no ser confiable y, por lo tanto, las divergencias pueden no
ser de gran importancia. Sin embargo, como cuestion técnica, deben abordarse sin
influir en las predicciones de bajas energias, las divergencias pueden pueden ser
absorbidas en valores renormalizados para los coeficientes desconocidos que aparecen
en el Lagrangiano general. Ademas, se puede demostrar que para bucles que involucran
términos de orden bajo en la expansion de energia, la renormalizacion involucra los
coeficientes que aparecen en orden superior.[11].
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Capitulo 5

Potencial de Newton

EL capitulo previo ofrecié una perspectiva amplia de lo que implica tratar a la
gravedad como una teoria efectiva, ahora es turno de aplicar todo lo que obtuvimos
previamente para poder obtener el potencial de Newton tal cual lo conocemos clasica-
mente y las respectivas correcciones cuanticas, para comenzar debemos dar las reglas
de Feynman que describen los procesos para nuestra hipotética particula, el graviton,
con estas reglas construiremos las amplitudes a estudiar.

5.1. Gravedad Cuantica Perturbativa y Reglas de
Feynman

La cuantizacién de la gravedad puede desarrollarse a través de dos métodos, el
formalismo candénico y mediante “path integrals”, a partir del segundo enfoque es
que podemos obtener nuestras reglas de feynman para el graviton; el lagrangiano
propuesto para trabajar tiene la forma:

L= EEH + ‘Cmateria + ﬁgf + ['fantasma- (51)
Se propone que la condicién que fije la norma sea:
1
Ly = —G,G" G, =0 hu — §8Hh§ = 0. (5.2)

El término fantasma corresponde a:

oG
Efantasma = —ct |: 565:| c’. (5?))
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Con estos términos es posible construir la accién de tal forma que la extraccion
del propagador del gravitén se vuelve posible:

1
S = 2 /d4:1:ha,6’($)Pa/B7WDhuu(x) + Stantasma- (5:4)

El propagador del gravitén toma la forma[16]:

g, | 1PHTEB
ZDaﬁnu — p2 n P (55)
con
o _ L1 ua vB | ovaup o aB
P = Sl 0™ =", (5.6)

Usando el lagrangiano siguiente:

k2 [1

5 §<h2 — 2, W) (00 p0“ P — m*P) + (h“o‘hg 1

£2 - _
m 2

hhw) Guqﬁ&,(b] .
(5.7)
las reglas de Feynman para los vértices de interaccion gravedad-materia pueden
ser derivados. El vértice de interaccién de un graviton con un campo de materia

es[17]:

K
Vw/(p%pl? m) = _7/5 [pl,upZu +p11/p2,u - nuu(pl P2 — mz)} . (58)

El vértice de dos gravitones con un campo de materia tomara la forma:

2
K
Vi (P2, p1,m) = i [2Lu01 % as (P1P3 + P1p3)
(5.9)

— (N Isnap + Naplsr,uw)PIP)
_Puu,aﬂ(pl s P2 — m2):| :

La expresion para el vértice de tres gravitones con un campo de materia es:
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1K
2

+ 20,0 Q0515 + [ard" (MapI™ 5 + s 0p)

a0 (asT™ 5+ 161" 05) = @ (MapI™ 5 + 115 1" o5)
=" q*¢" (Naplys e + Mhslas o))

+ I gplispo(k — )" + 1%, Lisra (b — q)"

uv 2

Vopns(k,q) = {Paﬁ,w {k“/f” + (k=" (k— )" +¢"¢" — =1"q

o v 5.10
— 17 s Lspak — I s Lsak”) (5.10)

+q (Imjoz/ﬁ['wso + [a V[UM%S)

+ 0" ¢" 4o (TapapI” v T IV‘W\PIPUW;)]

1

+ {(k2+<k_Q)2) |:I uaﬁ]'yéd +IUV I’yéa — inﬂypa,(?m&

- (k2n75juyaﬁ + (k - Q)Qnaﬁjlw,y(;)] } .
donde definimos

Aa,uv o v o v A ov ov A
Qaﬁ’lfﬂ;:[)\ oz,BIM 75—{—[)\ 'y(SIM aﬁ_I ualBI 75_[ aﬁ[ Mm/j' (511>

%

Y

P1 D2

Figura 5.1: Graviton-Materia
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P1 D2

Figura 5.2: Dos Gravitones-Materia

Figura 5.3: Tres Gravitones-Materia

5.2. El potencial gravitacional a nivel arbol

Es sabido que la interaccion de dos objetos masivos en reposo es descrito a menor
orden por el potencial de Newton|[18]

mimes
5

V(r)=—-G (5.12)

’
. .. 2
este es modificado en relatividad general para efectos de orden mayor en % y por
términos no lineales en las ecuaciones de campo por %7; Las correcciones generales
toman la forma:
mime G(m1 + mg)

1+a
r2 rc2

V(r)=-G + ... (5.13)

A cierto nivel habra correcciones cuanticas, nos podemos dar una idea la forma
que tendrd. Dado que se originan de los diagramas de “loop” serdn k* ~ G y deben
ser lineales en h. Otro parametro a considerar es “r”, dando la combinacion
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Gh

o (5.14)
La modificacién al potencial sera entonces de la forma:
mq1ms G(m1 -+ mg) Gh
V(r) = -G—5— [1+a———5——+bo5|. (5.15)

La meta es poder calcular el termino “b”.

El potencial Newtoniano puede ser encontrado en el limite no relativista del
intercambio del graviton.

Donde nuestra convenciéon de normalizacién es:

(P'lp) = 2E(3m)*6°(p — 1) (5.16)

Usaremos el enfoque mas simple para calcular el potencial en el espacio de
coordenadas. En este enfoque se estudia el elemento de matriz para la dispersién de
dos masas de prueba. En el limite no relativista, este elemento de la matriz, después
de un cambio adecuado de normalizacién, corresponde a la amplitud de transiciéon
de la mecénica cuantica[20]. La aproximacién de Born nos dice que el potencial del
espacio de coordenadas se puede obtener mediante una transformada de Fourier
simple

/ /

Py Py

1 D2

Figura 5.4: Diagrama para el calculo del potencial de Newton.

La amplitud de dispersiéon a nivel de arbol se puede obtener de la figura 4.4
utilizando el vértice de la ecuacién. (9.50) y el propagador de la ecuacion. (4.48)
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Ms = VID(q) DF* (V2 (—q)

«,

= (—if [PruP2y + PruDay — T (P1 - P —mz)})
9 1ul2v 1wl2u uv\M1 2 1 (517)
L YN P
iz e a ~ o : —m .
7+ ie 9 P1aP2s T P1sP2 Nap\P1 - P2 2
k? 9 i prves
Zz[pmpzu + PruPoy — v (1 - p2 — 7)) i
[Pmpzﬁ + D18P20c — Nap (p1-p2 — m%)]
2
= - F{[plup&/ + P1wDsy — M (p3 'Pl) - mf] [77#&77”5 + Uyanw - 77“”77&6]
q , (5.18)
[P2aPas + D2pPac — Nap(Pa - P2) — M3}
k2 1 (0% (0% (0% 0%
=~ {5[ 105 +PPs =0 (ps - 1 — mF) — 0" (ps - pr — )
+ 6,1 (ps - pr — m3)] [P2aPas + P28Paa — Nas(pa - P2) — M3 } :
tomando en cuenta 0 /' =4y nPe = ns
k2 2 a B 5 o af 2 af 2
R 5[ D5 + i — 40 (ps - pr — my) + 4™ (ps - p1 — my))
[P2aP1p + P25P1a — Nap(pa - P2) — m3)] } (5.19)
k2 o, B 8« 2
=- 4_q2 { [PIP5 + Py P5][P2aPas + P28Paa — Nap(Pa - P2 — mz)]} .
usando que p'pja = p; - p;
k?2
v a B + p? B i a( . . m2)
A2 P1DP20P3P4B T P1P4aP3P28 — P1aP3\P4 - P2 2
+ P PagPE a0 + DL P26P5s Pac — Prap§ (pa - p2 — m3) } (5.20)
k? 9
=TI { 2(p1 - pap3 - Pa+P1 - paps - P2 — P - Psp2 - Pa)(pa - P2 — mz)} :
Usando el marco de referencia del centro de masa con momentos entrantes p; = —po
y momento saliente p3 = —p,4 de igual forma definiendo las siguientes variables
1
¢ =(p1—p3) = (pa—p2)> = p1-ps = 5(27”% — ). (5.21)
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1
s=(p1+p)’=(ps+ps)? =D p2=p3 ps= 55— mi —m3). (5.22)

y
pi = p3 =m;. (5.23)
Py = Py = mj (5.24)
g { 2[p1 - paps - pa+p1 - paps - p1—p1-pa(ps - P — m%)]}
k? 1 2 2 2 2 2
=52 12|73 (G =mi—md)s —mi —md) + 2mi — )2m — )
m2
- @mi — @)emd - ) )+ 2mi-¢) |
- 2 (5.25)
=- 4_q2 {5(5 —my - m2) +m1m2 q m2}
_kf_z (s —mi —m3 + 2mim3 — 2¢°mj
4q? 2
__k_2{(s—mf—m§+2m%m2—2q mz}
8 q?
En el limite no relativista ¢, p* < m? , p, = (m,0) , ¢ = (0,q)
k% 2m3m}3
1 ]CZ m11Mmso
e —— ~—— ) 5.27
2m12m2 12 8 q2 ( )

El potencial Newtoniano se obtiene a partir de la transformada de Fourier del
termino anterior.

o0 d3q 7“]7“]{? mime
W)__/_oo et 8¢

k? °° d3q 1
= g mime (5.28)

k2
= m, [ / ¢ L 4q / dé ? oste- Wsmed(a]
8 2m)3 e
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sea

/QW do = 2. (5.29)
0

Wl

/ cos fe 1 sind gg

us
2

—iqr z —igr iqr 24 si
_ / B -e Q- € '—l— er zs%n(qr) (5.30)
iqr iqr iqr iqr
_ 2sin(qr)
==

Regresando al primer termino de nuestra transformada y sustituyendo los resulta-
dos anteriores:

_ K _LE/OO -y

8 e (2m)%r J_o q 1
k2 [ 1 1 [ sent

= —— —_— dt 5.31
8 e (27)%r /_OO t ] ( )
k2 (1 k2

- _§m1m2 drr| —327Trm1m2.

Usando la definicién k2 = 327G
V(r) = —Gmler. (5.32)

Lo cual nos ha regresado el potencial clasico de Newton.

P2=p1—¢q Ps=p3+4q

y41 P3

Figura 5.5: Cinemdtica béasica de la dispersién gravitacional.
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5.3. Correccion cuantica del potencial de newton
Para definir un potencial cuantico, se puede considerar el diagrama 5.6, donde

los puntos gruesos representan el conjunto completo de correcciones radiativas a la
funcién del vértice y al propagador del graviton.

;

Figura 5.6: Diagrama de la correccién a nivel cuédntico.

Los puntos representan el conjunto completo de correcciones a la funcion del
vértice y al propagador del gravitén. Estas correcciones explicitamente son:

T Yy

sl ) i)

[&9]

Figura 5.8: Correcciones del vértice del gravitdén a nivel de un lazo.

Afortunadamente la informacion necesaria y los calculos para la polarizacion del
vacio se encuentra en los trabajos de 't Hooft y Veltman. Esto permite analizar la

correccion del vértice.
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Los diagramas involucrados en la correccion del vértice son los que observamos en
5.8 donde d, e, f no contribuyen a las correcciones cudnticas, solo es necesario calcular
los diagramas b y ¢, que tienen la forma:

d*k i
(3b) = | ——=1 '~k Too (P — kD
M ( ) / (27T94ZTT])\(p7p )(k o p/)2 o m2 + iGZTp (p 7p) (533>
iD"™F(k — q)itly, siD"" (k).
uv 'k ;s ynxaf KV 2 TyY6,p0
MM (3¢) = WZV;MWZD (k — q)ith5.,50 D777 (k). (5.34)
El vértice general estaria descrito por dos factores:
Vv L= ! T . —F 2 / / 5 2@
o = (0 Taw [P) =FA(G7) [Py, + P + 05 (5.35)

+ FQ(QQ)[Qqu - Q/u/q2]'

Con la condiciéon de normalizacién F;(0) = 1. La expansion en energia corresponde
a una expansion de los factores en potencias de ¢%. Los diagramas de bucle producen
términos no analiticos con la forma In(—g¢?) y T—;, que son adimensionales. De
igual forma se observa que contribuyen a los “factores de forma” los términos en el

lagrangiano de orden superior, ya que estos dan factores adicionales ¢?.

Al tomar las contribuciones y la forma general de los diagramas de bucle a partir
de consideraciones dimensionales se consigue :

(—=¢*) m?
Fl(q2> =14+ d1q2 + k2q2 fl —+ Egln ILLQ + 63 — + ... (536)

2 2 2 2 (—q2) m?
F2(q ) = —4(d2 —+ dg)m + k m 64 + €5ln ,u2 + 66 —_(]2 4+ ... (537)

Para ¢* , In(—¢?) y T—;Q escogemos la parte imaginaria, que corresponde a los
estados fisicos intermedios (“on shell”) descritos por la unitariedad.
Al formar una interaccién gravitacional de dos particulas, se debe combinar el

vértice con el propagador|21]:
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k,2
i VI (q) D" (q) V) (~q)

4
K o)) oy @) 2 e ! ’ 22
= 2_(12 [F1 (@)Y (q°)p1 - pap’ - Py + D1 - papa - Py — mims;
2
q 1 2 2 1
+ 5F1( NP FP ()m? + F2 (P FY (?)m? ] (5.38)

k,? 2,,,2 1
~ %{q—zw(dl — 2d, — 2d3)

2

s < (201 — £4) + (205 — l5)In <_M—Z) 4 (205 — L) T_”—2> } .

q

La segunda linea es el resultado aproximado en el limite estatico. Los términos
analiticos lineales en ¢? en los factores de forma, producen constantes en las interac-
ciones, que a su vez corresponden a una interaccion puntual (funcién delta)

/ (gﬂ‘ige—iﬁ — 53(x). (5.39)

Los términos no analiticos conducen a un comportamiento de ley de potencia ya

que
43 .1 1
/ : 4 gl L (5.40)

27)3 q 2m2r?
dBq ... = -1
RNy — 5.41
/ erp" T T s (5:41)

Al enfocarnos en los términos no analiticos, simplificamos un poco el célculo ( los
cuales son independientes del esquema de regularizacién).

Una de las propiedades que podemos usar, por ejemplo, es que cualquier factor de
k% 6 (k — q)? en el numerador, automaticamente remueve cualquier comportamiento
no analitico, por ejemplo:

/ d'k 1 k2 B / A1 1
@m)tk2(k—q)? (k—p)>—m?> | 2r)*(k—q)?(k—p)?—m?
(271-)4 k./2 (k" _ p)2 _ m2 :

Donde se hace uso de k' = k—gq. Este resultado es funcién de m? y es independiente
de ¢2. Por lo tanto los términos no analiticos se desvanecen.
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Como resultado, la funcién de vértice se simplifica, ya que todos los componentes
entre {} de la ecuacién 5.10 no contribuyen.

El calculo de los términos no analiticos es sencillo, aunque tedioso debido a
la forma del acoplamiento triple del gravitén. Para el diagrama de la Figura 5.8b
Donoghue [17] nos dice que a de ser:

AR = £2 {F—2+1+0} In(—¢*) + {l_1+1+0} mm }

~ 3272 ) |4 16 =
k2q? 3 1 mm
— __]_ J— 2 -
327?2{ e SR _q2}
k2m? 7 m
2y _ _ _ P _ —
AFa(Q)—g%Q{[l 3+8— 3] In( q)+[8 142 1} _q2}
) , (5.43)
k*m 7 mm
= In(—q¢%) + -
3272 {3 n(=0) +3 _qz}
Para la Figura 5.8c¢ tendriamos:
A k2q2 )
F1=%[0+2+0—2]ln(—q)
=0
E*m? [ 25
AF, = 327:2 [_E +0+ 2+2] In(—¢?)
5 o (5.44)
_ k*m —El (_ 2)
T3 | 2 V)

Los diagramas de la Figura 5.8d,e,f no tienen términos no analiticos de la forma
considerada aqui porque los campos de materia son masivos o las integrales de bucle
son independientes de ¢%. La Figura 5.8d tiene una divergencia infrarroja similar a la
de la correccion de vértice en QED.

Las contribuciones no analiticas resultantes F; , F5 son entonces:

]{32 2 3 1 2
Fi(g®) =1+ q [_Zln(_q2) n T™m ]

3272 16 —
k2m? 4 7T mm
%) = ——In(—¢? - . 4



Por lo tanto, las correcciones de larga distancia a las interacciones gravitatorias
provienen tunicamente de los términos no analiticos en los diagramas de bucle.

n () { P s+ B
« = — -5 inl— TAn o TAn o
23
120 (nOéHQ'an + 7776¢]aQ,8)
51 (5.46)
+ 510 (905 + GaGyMss + 48G4Tas + 495N ar)
11
+ %QQQ5QWC](5 + (nonlogs).

Cuando construimos el potencial, se necesitara calcular

K244 T 21 1
Ll o | [= 10 (=¢2)] + ..
3272 [120 Tog" e | [~ I0(=")] +

p, uv,aﬁnaﬂwp V8,00 = 120
(5.47)

(nupnucr + 77up7];w>

Si combinamos estos diagramas como se muestra en la Figura 4.6 para formar
una interaccion gravitacional para una particula, encontramos

- v,x . V.00 * . o 1
i A D) D Do 6

Para poder desarrollar el calculo de la amplitud, comenzamos realizando el
producto [V,f,} ][Vaﬁ)] esto es:

2

Vv = o [Pub2y + Propw = T (P1 - p2 = mi)][prap2s + P1aP2a — Nas(p1 - P2 — m3)]

k‘2

= —Z[pmp:aupmmﬁ + P1uP3uD2a P10 — D1puP3uNas(Pa - P2 — m%)

+ P1uP3uP2aPas — PruP3uNas(Pa - P2 — M3) — DaaPaguw (P3 - p1 — m3)

- pzﬁpzxaﬂw(m “P1— mf) + Uuuﬁaﬁ(m “P2 — m%)(ps “P1— m%)]-
(5.49)

Con el calculo anterior podemos obtener el primer termino del paréntesis, el cual
corresponde al potencial gravitacional a nivel arbol, obtenido arriba, la segunda
expresion es similar a la obtenida en la Ecuacién (4.90), queda calcular el producto
con (4.92)
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VOV D" 7i1,,0iD™ %] = [p1,pauP2aPas + PryPavPasPia
— P1uP3 s (Pa - P2 — M3) + PruPsuD2aPas — PruD3ullas(Da - P2 — ™)

— P20l (D3 1 — M) — PopPaatuw (D3 - D1 — M7) + NuwNas(Pa - p2 — m3) (p3 - p1 — m})]
21 1
[120 (NupTve + Nuplue) + 120%77,)0} [—in(—¢%)].
(5.50)
23m2? 23 23 7

M = L — —(pl p2) (m§ — D3 «p4) ml(pg 4) ( p4)(p2-3)

15 30 30 10 (5 51)

7 11 '

+ 10( - p3) (P2 - Pa) — 1—5(]91 P2)(p3 - pa)[— ln(—qz)]-

para seguir simplificando la amplitud recordamos las variables de Mandelstam
definidas en 5.21, 5.22 , 5.23 y 5.24, ademas de una nueva definicion dada por:

q2

Pa-pa=mj — 5 (5.52)
¢
Piops=5 — mi. (5.53)
las definiciones previas nos da:
7 2 2 4 23
M =10 <—m%m§ - mg% + m%% + %) + @mf(—m% —mj + s)

+ o omd = P In(—?)]

nuevamente nos interesan los términos dados por el producto mim3[22]:

_§+§+§+§+§+§_1_E+@ (QOQ)[_ln(_ 2)]
60 120 30 120 15 60 10 30 60 172 9
127,

== E(mlmQ)[ln( CIQ)]-

(5.55)

tomando en cuenta el resultado previo y el limite no relativista la amplitud dada
por la ecuacién 5.48 es:
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7 iK?
M=~ 47er1m2 [q—2 — 3972 [

127 5y m(ma +my)
e n( )+—2\/q—2

Esta expresion puede ser escrita en el espacio de coordenadas aplicando la trans-
formada de Fourier, dando el resultado:

+ Const] . (5.56)

Gm1m2

V(r) = — {1 -

r

rc? 3072 r2¢3

Lo cual nos da la estructura general del potencial gravitacional dada en la
ecuacion 5.15.

Una consecuencia interesante de la correcciéon cudntica es que parece no existir
una fuente de gravedad puramente clasica. En electrodinamica, las correcciones
a la funcién de vértice son tales que cuando uno lleva la masa de las particulas
al infinito, todas las correcciones cuanticas se desvanecen. Por lo tanto, al llevar
el limite m — oo a la teoria completa, se obtiene una fuente puramente clésica
para el electromagnetismo. En el caso de la gravedad, esto no funciona, ya que las
correcciones cuanticas se mantienen incluso cuando m — oo. Esto se debe a que el
propio acoplamiento gravitacional crece con m, de modo que la disminucion esperada
de los efectos cuanticos a medida que m — oo se compensa con el aumento de la
constante de acoplamiento.

5.4. El Principio de Equivalencia

Para una mayor comprension de la teoria cuantica de la gravedad, también se
puede intentar obtener una comprension mas profunda de sus fundamentos y ver
coOmo su descripcién esta conectada con el limite cldsico. En este sentido, elegimos
partir del Principio de Equivalencia (EP) y ver como se puede aplicar a las particulas
cuanticas. En la mecanica clasica, y en muchas otras areas de la fisica, la masa aparece
como parametro, la constante de proporcionalidad entre la fuerza y la aceleracion,
y es una propiedad de la materia. Entonces, cuando se incluye la gravitacion, la
masa aparece como la fuente de la fuerza gravitatoria. Sin embargo, en la fisica de
particulas elementales moderna, las masas de particulas aparecen en un nivel méas
fundamental, asociado con las propiedades del vacio. Es decir, se necesita recurrir al
vacio para restaurar el choque entre simetrias y masa, para la estructura quiral de
las particulas dentro del Modelo Estandar (Standar Model “SM”). Esto se logra a
través del mecanismo de Higgs, que se encuentra en el origen de masas de particulas
dentro del Modelo Estandar. Entonces, es pertinente preguntar qué masa genera el
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mecanismo de Higgs, pero como el SM no sabe nada sobre la fuerza gravitatoria, solo
se puede hablar de la masa inercial. Sin embargo, una vez que se reconoce que las
particulas se acoplan con la gravedad a través del tensor Energia-Momento, al aplicar
las reglas de la teoria cuantica de campos, se obtiene la igualdad de masa inercial
y gravitatoria. Este es el Principio de Equivalencia (PE), es decir, la declaraciéon
sobre la igualdad de la masa inercial y gravitatoria. Pero incluso antes de hablar de
gravitones, estamos interesados en estudiar cémo incluir la gravedad al nivel de las
ecuaciones relativistas que describen las particulas elementales del MS, que pueden
tener espin 0, 1/2 o 1. Comenzamos considerando primero el caso més simple de
spin-0, a saber, el campo de Klein-Gordon[23].

5.4.1. El Principio de Equivalencia en Mecanica Clasica y
Mecanica Cuantica

En la mecanica clasica, la masa de una particula aparece primero en la se-
gunda Ley de Newton, como un parametro: la constante de proporcionalidad en-
tre la fuerza y la aceleracién, es decir, F' = ma. Entonces, cuando se incluye la
gravitacion, la masa también aparece como la "carga” de la interaccion gravita-
cional. Entonces, en principio hay que distinguir esta masa, la masa gravitacio-
nal (m,) de la masa que aparece en la ley de Newton, que es la masa inercial
(m;). Pero es un hecho experimental que ambas masas son iguales, (m; = my)
" cuerpos de diferente masa caen con la misma aceleracion’, asi es preci-
samente el enunciado del PE, una de sus versiones més sencillas y antiguas.

Dentro de la mecanica cuantica no relativista, la informacién sobre la evoluciéon de
una particula estd contenida en su funcién de onda ¥(z,t), que obedece a la ecuacion
de Schrodinger. Las interacciones se pueden incluir a través de un potencial V.

5.4.2. La ecuacién de Schrodinger

La funcién de onda obedece a la ecuacion de Schrodinger; para una particula que
interactia con una fuerza externa descrita por un potencial (V'), dada por:

0 h* _,
—zhélll(x,t) = —%V U(x,t)+ VU(z,t). (5.58)

Asi, en principio se pueden incluir los efectos gravitatorios en esta ecuacién, y se
han medido efectos interesantes, como la caida libre de neutrones, etc. Al menos los
efectos de la gravedad clasica se han medido para un sistema cuantico.
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5.4.3. El principio de Equivalencia en la Relatividad de Eins-
tein

Para acoplar el campo KG con la gravedad, uno tiene que trabajar dentro de
un marco relativista completo. En el nivel clasico, en la teoria de la relatividad de
Einstein, la fuerza gravitatoria surge de la curvatura del espacio-tiempo, que esta
contenida en el tensor métrico g, (x). De la geometria diferencial se sabe que el tensor
de Riemann, construido a partir del tensor métrico, caracteriza un espacio curvo. Pero
para definir un formalismo lagrangiano el campo gravitatorio, uno necesita trabajar
con la curvatura escalar (R). El acoplamiento de la materia con la gravedad, se realiza
a través del tensor energia-momento, i.e. L = —kGg"'T),, ,y aqui esta la raiz del
principio de equivalencia, como veremos. En el espacio-tiempo plano, el tensor de
energia-momento para un campo escalar viene dado por:

Ty = 0,0()0(x) — L0l 6(2)0r0(x) + m*(x )] (559

Se debe considerar tres campos escalares ¢ 2, ®, con las masas m; o y M, estamos
interesados en el acoplamientos de la correspondiente particula escalar con la gravedad,
lo cual esta descrito por el lagrangiano

L=—=g"Tu(d:) — 9" T (P). (5.60)

En el enfoque de la gravedad cuéntica perturbativa, se comienza expandiendo la
métrica alrededor del fondo plano de Minkowski,

Juv = N + khuy- (561)

h,. es interpretado como el campo del gravitén, el mediador de la interaccion
gravitacional. La constante define la fuerza del acoplamiento del gravitén con los
campos de KG. Aqui permitiremos la posibilidad de que las constantes gravitatorias
para ¢;o , relativas a ®, son diferentes, es decir, dejamos ; y 2. Entonces, las
interacciones estan dadas por:

L= —h" Ty () — hT (D). (5.62)

Es posible evaluar la amplitud para dos procesos de dispersion: A[¢;(p1)+P(p2) —
®i(p3) + P(p4a)]arvor A nivel arbol, los diagramas de Feynman contienen un gravitén
en el canal t. La amplitud resultante se evaliia en el limite no relativista, con el limite
M > m;. Esta amplitud puede aplicarse una transformada de Fourier del espacio de
momento al espacio de coordenadas, y este resultado se interpreta como el potencial
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gravitacional newtoniano para las dos masas m; y M, separadas una distancia r, que
vienen dadas por:

kymy G

V= ”’:1 (5.63)
kymaG

Vy = 2“:2 . (5.64)

Es un hecho experimental que ambas masas m; y mq caen con la misma aceleracion,
lo que debe implicar

ky = k. (5.65)

lo cual es precisamente el principio de equivalencia.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este proyecto de tesis, se ha presentado una revision de la derivacion de los
potenciales clasicos de Yukawa y Coulomb utilizando las herramientas de teoria
cuantica de campos. Primero, discutimos esto a partir de las ecuaciones de campo
clasicas en electrodinamica, para familiarizarnos con el formalismo relativista y el
uso de funciones de Green y propagadores fue asi como tuvimos un primer vistazo al
potencial de Coulomb. Luego mediante el uso de los diagramas y reglas de Feynman
para QED estudiamos las amplitudes de dispersién en el orden principal (nivel de
arbol) y consideramos el limite de baja energia, del cual pudimos extraer/definir el
potencial mediante la transformada inversa de Fourier, siguiendo estos pasos fuimos
capaces de obtener nuevamente el potencial de Coulomb y derivar el de Yukawa,
gracias a las herramientas de QED es que fuimos capaces de comprobar que es posible
obtener las caracteristicas conocidas para cada uno de estos potenciales y comprobar
que sean atractivos o repulsivos.

Para el caso de la teoria gravitacional fue gracias al tratamiento de teoria efectiva
que fuimos capaces de usar las reglas de Feynman para el gravitén para con ellas
obtener el deseado potencial de Newton con un procedimiento similar al de sus contra
partes en QED. Cerramos con una discusion de los posibles efectos cudnticos que
surgirian del calculo de bucles, en particular como correcciones a los propagadores,
vimos que estas correcciones son muy pequenas, tal como se esperaba para las escalas
de energias trabajadas, aunque estas correcciones no son observables en nuestros
experimentos actuales vale la pena considerarlas en las simulaciones que se realizan
en super ordenadores.

Por otra parte se discutié como enunciar el principio de equivalencia con el
marco de la teoria cuantica de campos. Es decir, partimos de la observacion de
que el Modelo Estdndar no conoce la gravedad a priori. Luego, para incluir la
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gravedad de las particulas MS, se las acopla con el tensor Energia-Momento. Aqui
nos interesa identificar una receta para incluir la interaccién gravitatoria dentro de
las ecuaciones de ondas relativistas, y averiguar las interacciones tanto de particulas
como de antiparticulas. Como primer paso en esta direccién, analizamos el caso del
campo escalar, que se describe mediante la ecuacién de Klein-Gordon. En este caso
tenemos un campo real, y es su propia antiparticula. Resulta que para una descripcion
consistente, uno debe trabajar con un formalismo relativista completo, y para esto
consideramos el enfoque perturbativo de la gravedad cudntica. Entonces, el graviton
de spin-2 se interpreta como el mediador de la interaccién gravitatoria. La conexiéon
con el principio de equivalencia surge cuando se considera la dispersion de particulas
masivas. Luego, aplicando las reglas de la teoria cuantica de campos, se obtiene la
igualdad de masa inercial y gravitatoria.

Uno de los objetivos para la elaboracién de este trabajo fue crear una “guia’
que motivase a alumnos de licenciatura (e incluso otros niveles) a adentrarse en el
estudio de la teoria cuantica de campos, aunque el analisis descrito fuese superficial,
al no mencionar de manera explicita como construir las reglas de Feynman para
cada marco, al ver que los principios de esta teoria nos conducen a la obtenciéon de
resultados clasicos y de suma importancia como los potenciales estudiados aqui, vemos
el porque esta teoria es el marco mas solido y fuerte que tenemos en la actualidad
para comprender la estructura y funcionamiento del universo en que vivimos.

Y
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53



Apéndice A
Aproximacion de Born

La ecuacién de Schrédinger puede convertirse en la ecuacion integral

zp\r r’|

() (A1)

Y(r) =€ -
|7 — 7“

donde V(7') es un potencial simétrico. La ecuacién integral (A.1) es exacta y
tiene la ventaja de que esta construida de manera que la condicién de frontera se
satisface autométicamente por la solucién ¥ (7). Nos ocupamos del término de orden
mas bajo en la serie de Born, la llamada aproximacion de Born. Para calcular este
término, tenemos que hacer algunas aproximaciones razonables a la Ec. (A.1). Si
asumimos que V (r') disminuye lo suficientemente rapido a medida que r’ se vuelve
grande, entonces el dominio de integracién sobre r’ es esencialmente finito y para r

muy grande podemos escribir

SN\ 1/2 -
. N2 27 - ! 20l
]F—r’]zr(l—i-(rg — TT) L (A.2)

r 72 r

Aproximando |7— o~ 7| en el denominador de la integral, la exponencial depende
de 1’

T ip(rf’“—> N
ezplT T‘| =~ e r = eZpT Zpl r (A?))

Usando Ec. (A.2) y (A.3) podemos simplificar (A.1)

U ~ 7T <> [V uer (A.4)

r

54



m
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la aproximacion de menor orden para (')

/
/u,

»—A\l

f E——

r!

m
o
m
o
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Apéndice B
Tensor de Riemann-Christoffel

Calculando el tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, para lo cual usamos el
conmutador: [D,, D,]S, = D,D,S, — D,D,S, = RS ,Ss
Donde
D,S,=09,5,—1,,S,
D,D,S,=0,(D,S,) — I}],Ds5, —I'],D,S,

Partiendo de lo anterior podemos emplear el conmutador de modo que

[Dy., D,]S, = 0mu(0puS, — I,S,) — I5,(8,50 — I'5,S:) — I'7,(0,8,—
I7,5:) — (pv) (B1)
= 0,0,uS, — (Omul}],)Ss — I OpuSe — I,0,55 + L9 I, S, —
I7\0u0x — (1 > v)
= 0.0,8, — 0,I7,55 — I,0,5, — I'5,0,8,+
Iy I Se — In0uSxy — 0,0,8, + 0,17, S.+

pp~ vo K
[ 0,uSy + 50,5, — I Sy + T50,uSy
= —0,05,S, — I5,0uSs + 0,10,Ss + I2,0,5,

con =0,I7.S, = I],0,5, = —=0,(17,5,) y 0,177,595 + I,0,S, =0,(I},S,)
= —0,(1,9) + 0,(17,55) — LnpL o + Luapl iy Ss

= _[8H<F17p> + F#)\IOF:\JSU - al/(FZp) - Fﬂ)\pr;i\asﬂ]sﬂ = RZ}U/SJ (B2>
Podemos concluir
R, = 0u(I7,) + Lapl 0, So — 0,(17,) — LIy, (B.3)
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Apéndice C

Metrica

Partiendo de la métrica dada y trabajando con el simbolo de Christoffel

g ( Ogpe . OGea 8gdb)

19 ==— — C.1
be 2 “0xd  Oxb ox° (C.1)
considerando uno de los términos

agbc 0 677bc a’fhbc

ord Wwbc + #ihie) = Ox? + Ox? (C2)

debido a como esta dada establecida la métrica de Minkowski 7, es posible
afirmar lo siguiente:

OMpe B OGbe B Ohpe
oxd 0 Ord R@xd (C.3)

por otra parte necesitamos conocer la forma de g?°. Sabemos que usando la métrica
podemos subir y bajar indices, recordando que gqgbc = 95

hab — 77acnbdhcd (04)
supongamos g% = n® + keh®
0y = (Mab + Khay) (0" + reh™)
— nabnbc + /ﬂ/]bchab 4 Henabhbc + /€2€habhbc

— nabnbc + ’fnbchab + KJGT]abth
= 0, + ﬁ(nbchab + Enabhbc)

(C.5)

para que lo anterior sea cierto el paréntesis a de ser 0
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Nab hbc — _nbchab
Gnabhbc — _enabnbencfhef

C.6
= —edn heg (C6)
Enabhbc = —E??thaf
usando el hecho que 7 = 7* se puede concluir que ¢ = —1 dandonos como
resultado la conclusion:
g — khM + . (C.7)
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Apéndice D
Tensor de energia-momento

2 0 1 m?
—__ = _~Z [z bt 42
o=~ (3200~ 50)

: (D.1)
= u¢azz¢ - §nuu(aa¢aa¢ - m2¢2)

por otra parte

£h = —ghWT“” (D.2)

211 1
L3 = _% g(fﬂ — 2R, ") (00p0*d — M*¢?) + (R**RV™ — §hh“”)ﬁugbﬁy¢} (D.3)
La expresion correspondiente para el tensor de energia-momento puede ser encon-
trado como:

1 K rma rav
R;w - 577MVR = _§(Tpu "+ Tgl/ ) (D4>
donde
rav 4 1 2
T/fl/ == E (R/u/ - §77MVR) - EhuVR (D5>
con

1 1 1 1
R, =K’ —Zauhaﬁayhaﬁ - 5(9&%8%3 + §8ahua8Ah§‘ + §hm[aAath

1 1
+0aDuha — 0uBuhra — 0r0al] + 5 (awa - 58%) (Ouhve + Ovhyua — Ouhy)
(D.6)
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por tanto
v 2 3 afs 1 o N6t 1 Ao A 1
R =" Ry = 62§ = 0uhapd"h” + S 0abyad* W+ (201 ( 8 haa = 502k | = Ohia

+ ((%hm — %aah) (aAhM — %aah)} (D.7)

con lo anterior se llega a que T9*" es:

Tgl'r/‘av = _2h>\n(aual/h)\n + a)\af’ih’[J,V - an(auhp)\ + ap,huz\»
— 2050, OB, + 2050, 07 W) — 0, hpr0,h

— Ny (axhggaﬂh*f — gaAhggaAhﬂﬁ — haﬁmhaﬁ> — h, Ok (D.8)
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Apéndice E
Expresion para el propagador

Cuando construimos el potencial, se necesitara calcular

k2 21
af,yo o a8v0
P,uzx,aBH By Pfyé,pa —Muanuﬁ + Nvallus — nuunaﬂ] |:_ 3972 ln(_qz) {m(fl[ By
234aﬁ’y§ 23 aB v .0 Y6 o B 21 a 6, By
+ 1500 1 120(77 ¢ +n"q%q )+240(q q°n
11
+ ¢ + P + ) + Tk 74} ] (10750

+ NopTyo — 77%577;)0]
(E.1)

k2 21
. l 2 |: e 4 oy avy, Bd ad, By
3%2”((1) {120qm Mus(N* 70 +0*°n7)
23 4 ¥o 23 v 0 Y6 o, B
+ 1509 M 120(%6} ¢+ Nuanosn°q*q”)
21 , . . .
+ 520 Cuatos” + O Natsn™) + ¢ O npansn™

11
+ P + @ququ”q(S
21

23
4 vy, B8 ad, By 4 o
+ 1501 NvaMus (M0 +n*n )+—120q N
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3 . 21
0w+ Moats°00°) + = (0 Nvanusn™

120 240
+ N + PO + PP nvansn™)
11 1 . .
+ 5@ g’ ¢ - 204 Nuas (M0 + 1°°nP7)
23 . 23 .
120(1 D Nasn ™ + Ho(élqu”q‘S + N asn 0%
21
~ 510 —— 0wn”458° + 1 450" + M 00q” + M 4aq’)
11
- %q 0q"q° } } [MypNse + N6pTve — NyaTpo]
k2 21 . N 23
T 3972 In(—q*) {120 q 77ua771/[3777p7760(77 " + 1 677B7) + qu (77;w77p0)
23 21
~ 130 — (M + Q@ Npe) + —= 50 (9u9oMvp + QoMo + GWhpNue + GwdoNpp)
1 21 23, 23
+ 5y blplo + 1554 G (MupMuo + Mvolup) + 1909 Mutles — 150 — (M9 + @9uMpo)
21 11
+5m (@ loNpp + ©lpNuo + Qoo + QuldoNvp) + 30 Lnd040
21 23 23 N
- 1—20(] (77/3977W7750 + nﬂanuvnwnlgv) - qu4(477uvnpa> + m(‘lnuu%% +q %ﬂ?,ﬂﬂ?pa)
21 11
~ 510 — (4o + Qo + ol + QpdoNuw) — 307" 1atpts
21 5 as 23 23
+ 12061 nuanl/ﬁnépnva(n 77/3 +n 7767) + 1_20q NuwMop — 120 (nMVQJQp + quunap)
21 11 21
+ 510 —— (9o + Qulovp + WhoMpp + QWhpMuo) + 30 v lolp + 1554 0 (MuoMup + Mopluo)
23 23 21
+ Foq N MNop — 120 (nu,uQUQp + QVanap) + = 240 ((_ZI/qpnMO’ + Qvo Mo + qu90Mvp + qMQpnua)
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+

+

4u C

11 21

23
0

3o Doty — qu“naammﬁ N5p + MM Mo — 504 H(40,070p)

3 21
120( Nuwloqp + 7]#1/7] népn'yUQﬁq ) 240 (anQJQp + Nuws + Muwqpqs + anQUQp)
11 21 , o s 5 g 23

aYo allv o « « - 4 vifpo

3Oq Galolp — 7559 MallvsThalp (™" +n*n"7) 1267 q* (4077p0)
23 21
~ 130 (Mo 59 + 44,0 pe) — 50 —(Qua s Mo + Qua5M0 M Npo + G QMo + G luTpe)
11 21 23
3OQ,uQV%(] Npe — 120 (naénuﬂnpan + 771/777#,377/)077 ) - qu (477;w77pa)

23 21
150 e (Mop5Q Mpo + QW uAn,0) — 510 — (@ Mpo + QLMo + Qo Npo + QudMpo)

11 21 ( 5 1) 4 23 ( 16 )

BOQunQqu npo 120 nﬁﬁnuunuan nﬂvnuunuan 120q N po

23 21

120 (4nuunpUQ5q + 4nuvnpoq Qa) + 5 240 (nuvnpaqw + nuynpaq qs + nuunpoq qs + NuvMped Q(5)

11 }
30 -=q” QaQ6q Npo

donde todos los términos relacionados con g, g,, etc. pueden eliminarse ya que

ontraido con la funcién de vértice da un resultado nulo.
k2q* [ 21 1
- vo v o vipo _l —¢ E.2
372 [120(77“”77  pTluo) + T Tloo | [=In(=a7)] + (E:2)
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Apéndice F
Método de integral de caminos

A modo de una pequena introduccién al formalismo de QFT haremos una breve
descripcion del método de “Path Integral” o en espanol, integral de caminos, que
nos permite obtener el propagador a partir del cual se pueden deducir alguno de los
resultados conseguidos en esta tesis.

Tenemos la representacion de path integral:

Z =(0|e T |0) = /Dq(t)eif@Tdt[%miQ_V(q”. (F.1)

A partir de lo cual tras una serie de tratamientos es posible obtener la path
integral que define a una teoria escalar en d = (D + 1) espacio-tiempo dimensional:

7 - / Dyt 5(3(607-V (2)) (F.2)

En (04 1) QFT es solo mecdnica cudntica.
Si se desea ahora perturbar el vacio, anadiendo un generador J(t,Z) el cual
desaparece en todas partes del espacio-tiempo, excepto en algunas regiones. Tenemos:

7 — / Dyt 43007~V (o) +I ()6 0)] (F.3)
La funcién integral es imposible de resolver, excepto cuando:
1 2 2 2
L(p) = 5(09)" = m"¢7]. (F.4)
Trabajando en este caso especial, escribimos:
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7 — /Dspeifd4xé[(8@)2_m2@2]+J¢ _ /Dgpeifd4x[—;<p(82+m2)<p+Jcp]. (FE))

Evaluando la integral obtenemos:

- (%) e (7.6

El papel de A en la expresiéon anterior esta dado en (F.5) por —(9* +m?). La
ecuacién para el inverso, A- Al =16 AijA;kl = 0;x, en el limite continuo:

—(0*+mHD(x —y) = 5(4)(90 — ). (F.7)

La funcién D(z), conocido como el propagador, juega un rol esencial en QFT.
Podemos resolver (F.7) trabajando en el espacio de momento:

d*k

La solucién es

dAk eik(ac—y)
D(x —vy) = . F.
(r=y) / (2m)* k2 — m? + ie (F.9)

Sustituyendo en (F.7):

d*k B2 —-m? d*k
(92 2 D(r— — / ik(z—y) _ / ik(z—y) _ 5(4) —).
(07 +m ) Dz —y) (2m)* k2 — m? e’ (27r)46 e —y)
(F.10)

Ahora para la teoria libre tenemos:

W(J) = —% / / dizd'y ] (@)D(z — y)J(y). (F.11)

Consideremos J(z) = J; + Jo, tendriamos que J; = ad*(Z—21) y Jo = b6*(J — yz),
tomando en cuenta que d*zd'y = dx°dy°d*zd®y y (F.9) tenemos para (F.11):

1
W) == 5 [ e a5 55 @ - )5 - )
(F.12)

dkO B3k eik(x—y)e*““@*y)
/ (27) (2m)3 k2 —m?2 +ie
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Haciendo la integral sobre d®z y d®y:

dk,() 0 0 d3k} eik(fi_@)
_ 07 0 s ik (x—y) ) F.1
wJ) //dx dy / o / (2m)3 k2 — m? + ie (F.13)

Integrando sobre 3° tenemos una funcién delta haciendo k° = 0, Lo que nos deja

con:
A3k eil;(flfx})
_ 0
W(J) = (/d:c ) / 2 I Tt (F.14)

Del formalismo de path integrals Z = Ce" ) representa (0| e=*#7 |0) 0e~*#7, E
representa la energfa de dos fuentes actuando sobre cada una. El termino ( [ da°)
produce el intervalo de tiempo 7. Fijando iWW = —iET se llega a:

Bk eiE(afi—fg)
E=- . F.15
| G .15
Al realizar la integral llegamos a un conocido resultado:
E L —mr (F.16)
Ay

Con E =V siendo este nuestro conocido potencial de Yukawa.

Haber obtenido el potencial de Yukawa por este método es un gran logro, ; podria
este mismo método darnos el potencial de Coulomb?. Para comenzar con esta tarea
dotemos al fotén con una masa m, para al final tomarla como m = 0. Modificando el
lagrangiano para electromagnetismo:

1 1
M = =S FuFuv + imz’AﬂAﬂ + A, J". (F.17)

Anadimos una fuente J*(x), conocida como corriente, asumimos que la corriente
es conservada, por tanto:

o, J" = 0. (F.18)
La teoria de campo para nuestro meson esta definida por la integral de camino:
7 = / DA = W), (F.19)

Con la accién:
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1
S(A) = / d'L = / d4a:§AM[(62 +m?) gt — "OA, + A, (F.20)

La segunda igualdad surge de desarrollar el lagrangiano siguiendo la definicion de
F,, y comparando con (F.5).

Como aprendimos del caso de Yukawa, debemos encontrar el inverso del operador
diferencial:

(0% +m?)g" — 0"0"|Dyx(x) = IND (x). (F.21)

Pasamos al espacio de momento definiendo:

D,\(z) = / <;l47k)4Dm(k)e“m. (F.22)
Obteniendo:
[—(k* — m*)g" + k"k"| D, (k) = 5% (F.23)
Por tanto llegamos a:
Dyg (k) = Z9a Tt FukA/m? (F.24)

k2 —m?2

Lo que resulta ser el propagador del fotén. Entonces:

1 [ d% — g + Koy /m?
= —— Hk)* Y(k). F.2
W) = =5 [ gy b SR (F.25)

Gracias a la conservacion de la corriente es que podemos olvidarnos del termino
k,k,. La accion efectiva se simplifica:

1 d4]{3 gu
W(J) == JH(k) ————J"(k). F.26
(=3 [ G0 e b (F.26)
En este punto resta seguir los pasos a partir de (F.12), observando que la teorfa
a producido un signo extra. La energia potencial entre dos “lumps” de densidad de
carga J°(x) es positiva. Lo cual se traduce en que la fuerza electromagnética entre
dos cargas es repulsiva.

= e
dnr (F.27)



Para obtener el caso en que el potencial sea atractivo basta tomar la consideracién
siguiente J* = JJ! — Ji'. Con este ultimo resultado observamos el poder y utilidad
que presenta el método de “path integral”, asi como vemos que desde el formalismo
de QFT es posible seguir reproduciendo resultados clasicos, lo que nos indica la valia
de QFT como teoria.
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