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Resumen

Las matematicas han ayudado a evolucionar nuestra comprensién de nosotros mismos y del
universo en el que vivimos, desde nuestro propio origen y, seguramente, hasta el fin. La humanidad
usaré esta herramienta para aprender y desarrollar conocimiento que pueda garantizar su super-
vivencia y mejorarla, pero también para lograr el entendimiento de aquello que atn desconoce y
prevalecerd en el futuro, como grandes desafios que atn tiene por enfrentar.

El desarrollo de las matemaéticas siempre ha sido un hito fundamental en cualquiera de sus
etapas. ;Qué seria de la invencién del calculo sin el desarrollo de sistemas numéricos que permi-
tieran al hombre realizar una simple suma? La probabilidad ha sido un descubrimiento "nuevo",
claro, si nos situamos en una linea temporal donde hay vestigios de esta ciencia dejados por los
antiguos babilonios. Su desarrollo ha tenido enormes y considerables avances en el ultimo siglo,
desde sus origenes que se remontan a grandes mentes como Fermat o Pascal, hasta la invenciéon
tedrica que la constituyd como una ciencia pura. Entonces, empiezan a sobresalir nombres como
Kolmogorov, Markov, Fisher, etc. Uno de los avances més importantes, del cual se abordan sus
aplicaciones en este trabajo, es la construccién de una nueva integral bajo un contexto estocastico,
mas precisamente la integral de Itd y los resultados siguientes que unen la probabilidad con otra
de las areas més importantes de las matemaéticas: Ecuaciones Diferenciales.

El desarrollo del célculo es, hasta ahora, quizas uno de los mayores logros de la humanidad.
En la modelacién matematica, nos ha permitido entender y estudiar fenémenos sociales, fisicos,
biolégicos y quimicos. En la modelacién se requiere mucha abstraccién para poder construir un
sistema que explique la informacion de algin fendémeno; sin embargo, también se requiere de otras
herramientas para que estos resultados sean ttiles. La programacion y los métodos numéricos
constituyen el puente entre la abstraccion y una utilidad real para la humanidad, ya que las
computadoras son capaces de optimizar procesos que nosotros simplemente no podriamos.

Los modelos matematicos que se han desarrollado a menudo se adaptan a una situaciéon particu-
lar, tratando de capturar la mayor informacién posible en un sistema observable. Sin embargo, hay
informaciéon que muchas veces queda fuera de nuestro control y que dificilmente es posible calcular
sus efectos o el momento en que pueda emerger. Como se vera, esta informaciéon “no observada” es
un fenébmeno completamente aleatorio que naturalmente no puede ser descrito como parte de un
modelo determinista. Se debe incursionar en una teoria mas desarrollada de modelacion en la que
un sistema pueda tener caracteristicas indeterministas, pero conservando la parte que no lo es.

En esta tesis, se desarrollan modelos estocésticos, es decir, sistemas que expliquen fen6menos
tratando de juntar la mayor informacion posible, tanto la que es determinista como la que no.
A esta ultima, se le llamara “ruido”. Se observa, que toda esta informacién aleatoria puede ser
explicada por un resultado probabilistico el cual se denomina movimiento browniano. Asi pues, se
introducird la nocién de ecuaciones diferenciales estocésticas, las cuales seran primordiales para
aplicaciones en dos ciencias: fisica y biologia, que de manera breve se resumen:

= El oscilador armonico estocastico es la extension probabilistica del mismo fenémeno visto
de manera determinista. En una primera instancia, se estudia el modelo mas simple, que es
el resorte amortiguado, con el objetivo de comprender e inducir a una ecuacion diferencial
estocéastica. Se explica el proceso de discretizacion de una ecuacion diferencial para obtener
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su forma estocéstica. Posteriormente, se aborda un fenémeno més complejo, el péndulo doble,
cuya forma matemaética esta constituida por un sistema de ecuaciones diferenciales. De esta
manera, se introducen los sistemas de ecuaciones estocasticas (EDE’s) junto con formas mas
complejas de elementos probabilisticos, como el movimiento browniano multidimensional. Se
comparan tanto las soluciones estocasticas como las deterministas, con el proposito de realizar
un analisis y resaltar los resultados que presentan los modelos aleatorios en comparaciéon con
los deterministas.

Con las bases establecidas para crear y desarrollar un modelo de ecuaciones diferenciales esto-
casticas, nos sumergimos en el estudio de un fenémeno biologico: el modelo logistico aplicado
a una especie migratoria de dos fases, en particular a la ballena gris en México. Se trata de
una especie marina para la cual se han recopilado datos reales, los cuales son procesados para
ajustarlos a los modelos mencionados, posteriormente, se simula el sistema determinista y el
estocéastico, para compararlos, con el fin de enfatizar como los datos verdaderos obedecen de
mejor manera el modelo probabilistico. Este resultado contribuye a un mejor entendimiento
del sistema y del fenbmeno en cuestion.

Un factor crucial para llevar a cabo estas investigaciones es la implementaciéon de métodos
numéricos, en particular, los métodos de Euler-Maruyama y Runge-Kutta de cuarto orden. Estos
métodos son el medio a través del cual se discretizan los modelos, permitiéndonos programarlos y
obtener simulaciones que, segun la teoria, convergen o se aproximan a la solucién exacta.

El desarrollo de este trabajo implica contar con la teoria suficiente que garantice su fiabilidad.
Por ello, se exploran y presentan resultados significativos de procesos estocésticos y calculo estocés-
tico, que constituyen nuestras principales herramientas y nos proporcionan todas las habilidades
técnicas necesarias para llevar a cabo este trabajo de tesis.

Palabras clave: Proceso de Wiener, Movimiento Browniano, Ecuaciones Diferenciales Esto-
casticas, Ito, Runge Kutta, Sistemas, Fisica, Oscilador Armoénico, Péndulo Doble, Resorte Amor-
tiguado, Biologia, Ballena Gris, Logistico, Simulacién, Modelacion.
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Capitulo 1

Movimiento browniano

[Caro, 2020] “Puedes ver la multitud de pequefias particulas moviéndose en un sinnimero de
caminos, su baile es un indicio de movimientos subyacentes de materia escondidos de nuestra
vista,... asi el movimiento de los dtomos emerge gradualmente de un mivel de sentido, que estos
cuerpos estdn en movimiento, movidos por soplos que parecen invisibles”.

Sobre la naturaleza de las cosas, Lucrecio.

1.1. ;Qué es el movimiento browniano?

El movimiento browniano, como se le llama usualmente, debe su nombre a Robert Brown, a
quien se le atribuye su descubrimiento por observar un grano de polen suspendido en el agua y
ver como las particulas comenzaban a experimentar movimientos "sin sentido". Sin embargo, no
fue él quien descubri6 este fendémeno, ya que cualquier persona que observara agua a través de un
microscopio es propensa a ver pequenas particulas en movimiento.

En [Antonio, 2013] se sefiala que la primer teorfa dindmica del MB sugeria que las particulas
estaban vivas, lo que llevaba a un problema observacional al preguntarse si una particula era un
organismo, involucrando asi el miedo al vitalismo.

Brown neg6 haber afirmado que las particulas estuvieran animadas. Su teoria se basa en que
la materia estd compuesta por pequenas particulas a las que llamd moléculas activas, las cuales
exhiben un movimiento rapido e irregular que tiene su origen en las propias particulas y no en el
fluido circundante.

La contribucién de Robert fue establecer el MB como un fenémeno importante, demostrar su
presencia en materia organica como en inorganica, y refutar mediante la experimentacion explica-
ciones mecanicas simplistas del fenémeno.

En un contexto histérico, [Rincon, 2012], es Albert Einstein quien da una solucién matemaética
a este fenémeno fisico al resolver la ecuacion de difusion:

Op o0
= =553 (1.1)

ot 209y
como un fenémeno dindmico de ecuaciones diferenciales parciales, sin embargo, en este trabajo
daremos un enfoque matematico para su construccion, dado por un proceso limite al cual se de-
nominaré proceso de Wiener, aclarando que este ultimo es el modelo matematico y el movimiento
Browniano el fenémeno fisico.

[

'La ecuacién de calor (I.1)) es una ecuaciéon en derivadas parciales que describe fluctuaciones de densidad en un
material que se difunde.




Movimiento browniano
1.2 Construccién matemaéatica

1.2. Construcciéon matematica

En primer instancia, definimos lo que es un proceso estocéstico con la notacion de
|[Rincédn, 2012, sugiriendo consultar [Oksendal, 2013] para un mayor adentramiento de los pro-
cesos estocasticos.

Definicion 1.2.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X;:t € T}
parametrizada por un conjunto T , llamado espacio parametral, y con valores en un conjunto S
llamado espacio de estados.

Definicion 1.2.2. Sea X,, un proceso estocdstico {X,,,n = 1,2, ...} con valores en Z, tal que Xy =
0, con funcion de probabilidad:

P, stj=1+1

P(Xpp1 =jlXn=i)=4 q  sij=i—1
0, en otro caso.

con 4,5 €40,1,2,...} es una caminata aleatoria.

Observemos que:

Xl = XO +e1, - 7Xn+1 = Xn + En41-

tal que parai € 1,...,n:
- 1, con probabilidad p.
*7 1 —1, con probabilidad g =1 — p.

se tiene ademas que X,, es una cadena de Markov, haciendo un desarrollo algebraico:

Xn+1 =X, + Ent+1 = Xn_1+en+ En+1
n+1 n+1
:X0+25i = Xn+1:ZEi

=1 =1

— X, = i{fi.

i=1
Se cumplen las siguientes propiedades:

Teorema 1.2.1. Sea X,, una caminata aleatoria, n € 1,2, ..., entonces:

E[Xn] =n(p - q),
Var[X,] = 4npg.

Demostracion.

E[X,)|=E

= Z(p—Q)

=n(p—q), paran € 1,2, ....
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1.2 Construccién matemaéatica

Para agilizar la prueba del segundo resultado, empezamos con la siguiente identidad:

Varle;] = Ele?] — E?[g4]
=p+q—(p—q)°
=1-(p—q)?
=@p+9*-(—0q?
=[p+a+@-9lllr+q9 - (-9
= (2p)(29)
= 4pq.

Por ser ¢;, con i € [1,...,n] independientes, se tiene que:

Var[X,] =Var

Zé—:l] = Z Varle;] = nldpq] = 4npq.

i=1

Una caminata aleatoria simétrica, es una caminata aleatoria que cumple: p = % = q, es decir:

(n {1, 220

-1 ¢=1/2.
Por el teorema 1.2.1. se tiene que: E[X,] =0y Var[X,] =n.
Mediante un proceso de normalizacién, para t > 0, y usando la parte entera de un nﬁmenﬂ,

definamos:
[nt] [nt]

Syl s
Denotemos por ¢, (u) a la funcion generadora de momentos de X,:

[nt]

¢on(u) = Elexp (uX,(t))] = FE |exp - Z €

() ()]

2La parte entera de un numero x € R es la funcién: [ : R — Z, definida de la siguiente manera:

lz] = min{k € Z|z < k}




Movimiento browniano
1.2 Construccién matemaéatica

Aplicando la funcion logaritmo natural a ¢, (u) y haciendo x = % tenemos:

o= ([ () i (F)]”)
b e () 10 ()
Ahora, notemos que z — 0" cuando n — oo, asi:

lim In (¢n(u)) = lim LH In <6w+2em>

n—o00 z—01

Aplicando dos veces de la regla de L’ Hopital EL obtenemos que:

lim 1 ~ s deci:

Jim n (pn(u)) = —» s decir:
, tu?
Jim (¢ (u)) ==

Sea Z ~ N(0,t), su funciéon generadora de momentos es M, (u) = 6“‘2/27 por la convergencia de la

medida de probabilidad, 1fm, e (¢n(u)) = € /2 = M._(u). Por lo tanto:

X, (t) —E— W(t) ~ N(0,1). (1.2)

n—-+o0o

Se cumplen las siguientes condiciones para W (t) :

1. W(0) =
Demostracion.
W(0) = lim X,(0)= lim 0=0.
n—oo n—oo
O
[nti]
2.8 eaneN 0=ty <t < - <ty Xty = ﬁ Zei, para i € [0,...,n], notemos que

i=1
t; >tio1 < nt; > nti_1 < [nt;] > [nt;_1], entonces:

[nt;] [nt;—1]
1 1
Xo(ti) = Xn(ticn) = —= Y ei——= > &
\/ﬁ 1=1 \/ﬁ =1
[nti]
1
= — Z i
\/ﬁ i:[nt171]+1

son diferenciables en un intervalo abierto

3Regla de L’ Hopital: La regla establece que si dos funciones f(z) y g(z)
=g(c) =00 f(c) = g(c) = oo, entonces:

que contiene un nimero ¢, excepto posiblemente en ¢ mismo, y si f(c)
x
lim —f( ) = lim /@)
Tr—cC g(gj) Tr—c g ( )
Siempre y cuando el limite de la fraccion original exista como una indeterminacién del tipo: “0/0” o “oco/00”.
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1.3 Propiedades y simulacién

Sean I,m € [1,n] : | > m entonces:

P[Xn(tl) - Xn(tl—l) = Slan(tm) - Mn(tm—l) = Sm]
_ P[Xn(tl) - Xn(tl—l) = Sl7 Mn(tm) - Mn(tm—l) = Sm]

PRI s =S Zfﬁ::tm o= 5]
[f Zlm[::tm 418 = Sm:|
[\F Zlm[lr]”’ 4150 Sl} P {ﬁ Zgzt[:im_l]ﬂ & = Sm}
Pl Sl = 5]

1 [nt]
=P |— Z g = Sl
\/ﬁ i:[nt171]+1

= P[Xn(t) — Xp(ti1) = SI].

Es decir, X, (t;)— X, (t1—1) = Si y My (tm) — My (tm—1) = Sm son independientes, para | > m,
por tanto, W, (t;) — Wy, (ti—1) ¥y Wi (tm) — Wi (tm—1) tiene n incrementos independientes.

3. W(t) : t # 0, tiene trayectorias continuas en el tiempo. Para verificar la demostracién rigurosa
ver [Morters and Peres, 2010|, pag. 14.

4. W(t) se distribuye normalmente, con media 0 y varianza o2, se deduce de ([1.2)).
Un proceso que cumple con las propiedades siguientes es un proceso de Wiener o Movimiento

browniano, asi definimos:

2

Definiciéon 1.2.3. Un proceso de Wiener unidimensional de pardmetro o* es un proceso estocdstico

{W; : t > 0} con valores en R que cumpla con las propiedades:
1. Wo=0 c.qY
2. Wy tiene incrementos independientes y estacionarios.

3. wy tiene trayectorias continuas.

4. La variable Wy — W, ~ N(0,02%(t — 5)), para 0 < s < t.

1.3. Propiedades y simulaciéon

Simular el movimiento browniano es una tarea sencilla cuando se tienen funciones que permitan
simular variables aleatorias, de ser asi, podemos simular un proceso de Wiener usando el algoritmo
descrito en el apéndice.

Repitiendo el algoritmo una cantidad finita de veces, las graficamos en una sola imagen y se
analiza visualmente su comportamiento natural, mismo que se muestra en la siguiente imagen, en
la cual se simulé 50 veces el proceso y como resultado se observa:

4(Casi seguramente se define como el evento que ocurre con probabilidad uno, en esté caso, la convergencia:

P(Wo = lim Xn(0)=0) =1
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Movimiento Browniano

o _|

N

o _|

—
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H —
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o
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0 20 40 60 80 100
t

Figura 1.1: Simulaciones del movimiento browniano, para ¢t = 100 y N = 100.

Tras n simulaciones del movimiento browniano, se observa un comportamiento promedio que
este toma en el tiempo:

Movimiento Browniano

W(t)
0
|

0 20 40 60 80 100

Figura 1.2: Simulaciéon del movimeinto browniano, ¢ = 100, N = 100.

En general, el MB es de suma importancia en el desarrollo del calculo estocastico, pues posee
propiedades que permiten la construcciéon matemética de una integral muy particular, que si bien,
se puede definir con respecto a otro tipo de procesos, el movimiento browniano es con el que se
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1.4 Movimiento browniano multidimensional.

obtienen resultados muy importantes, asi en lo que sigue, se enunciaran algunas caracteristicas
que nos servirdn para entender y justificar aspectos fundamentales de la integral de It6 y las
ecuaciones diferenciales estocésticas.

Antes de enunciar algunos resultados importantes del movimiento browniano, enunciamos algunos
conceptos fundamentales de la teoria de procesos estocasticos:

Definicion 1.3.1. Una filtracion es una coleccion de o—dlgebras {Fn} conn > 1, tal que §,, C Fom,
cuando n < m.

Definicion 1.3.2. Un proceso {X,} es adaptado a una filtracion {§.} si la variable X, es
Sn—medible, para cada n < 1.

Teorema 1.3.1. El proceso de Wiener {Wy : t > 0} es una martingala.

Demostracion. Es evidente que W es adaptada a su propia filtracién natural §s. Sean ¢, s tales
que t > s > 0, entonces:

EW,[3s] = E[W; — Ws + W;|Fs]
= E[Wt - W9|39] + E[Ws|gs]
= Ws.

O

Teorema 1.3.2. Con probabilidad 1, el proceso de Wiener {Wi|t > 0}, no es diferenciable en
ningun t.

1.4. Movimiento browniano multidimensional.

El movimiento browniano multidimensional o proceso de Wiener multidimensional, segin
[Rincédn, 2012], es una extension de nuestra definicion de proceso de Wiener con valores en R™.
Evidentemente, su aplicacion se vuelve méas compleja al considerar varias dimensiones, lo cual nos
permite adentrarnos en el analisis matricial y todas las aplicaciones que pueden surgir al emplear es-
tas herramientas. Por ende, enunciamos la definicion formal segtn la notacion de [Oksendal, 2013)|:

Definicién 1.4.1. Un proceso estocdstico con valores en R™, W, = (th, ceey Wt”) es un Mmovi-
miento browniano multidimensional st cumple que:

= Para cada k=1,...,n, Wtk, es un proceso de Wiener unidimensional.

= Las o—dlgebras generadas W* :=U (Wk(t)|t < O), son independientes, k =1, ..., n.

Bajo los supuestos de los puntos anteriores, podemos construir un espacio de probabilidad y en
él, n movimientos brownianos unidimensionales independientes WE, k = 1,... n. P| Entonces W,

es un movimiento browniano n—dimensional.

A continuacion, se presentan las simulaciones realizadas en Python para el caso bidimensional
y tridimensional del movimiento browniano:

5En esta tesis adoptaremos la notacién Wy, sin embargo es usualmente encontrada en otros textos como W (t),
sin pérdida de generalidad, W} representa la i-ésima componente del movimiento browniano W; n-dimensional.
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1.5 Movimiento browniano bidimensional correlacionado

Proceso de Wiener 3D

Simulacion de un proceso de Wiener Bidimensional

—— Proceso de Wiener Bidimensional

=3 -2 -1 o 1 2

Figura 1.3: Simulacion del proceso de Wiener Bi-

dimensional. Figura 1.4: Simulacion del proceso de Wiener

Tridimensional.

1.5. Movimiento browniano bidimensional correlacionado

Aunque la caracterizacion del proceso de Wiener correlacionado [Chen, 2016] se extiende a n
dimensiones, pero para nuestros fines, s6lo abordaremos la correlacion del movimiento browniano
bidimensional, ya que sera de gran importancia en las investigaciones que se realizan en este trabajo.

Definicion 1.5.1. Sea X un proceso estocdstico y consideremos una particion ® del intervalo [0, t],

tal que:
P:0=tg<t1 <...<t,_1<t,=t.

La norma de ® se define como:
@[] = 1;?;;3571“-&-1 — ti.
Entonces, definimos la variaciéon cuadratica de X como:
n—1

<X>t = lim Z (XtiJrl — Xt1)2 .

[ @[] =0 =
1=0

Definicion 1.5.2. La covarianza entre los procesos estocdsticos X,Y se define como:
n—1

<X7 Y>t = qu)lﬁgog (th'+1 - th) (Y;fiﬂ - Y;fl) :

Asi, sea V = (V4, V) un proceso de Wiener bidimensional y

[ at sii=j
d{Vi, Vj)e = { 0 en otro caso.

Nuestro objetivo, como el de [Chen, 2016], es la construccion de un proceso de Wiener
n—dimensional W, basado en el proceso V, con una matriz de correlacion p(t) = (pi;(t))nx2,

tal que: _ _
d<Wl, Wj>t = Dij (t)dt.

Si la matriz de correlaciéon es definida positiva, tiene descomposicion de la forma:

p(t) = CiCF,




Movimiento browniano
1.5 Movimiento browniano bidimensional correlacionado

donde C es una matriz triangular superior con entradas reales y positivas, y C} es la transpuesta
de C}. Entonces, dW} = CdV,, si suponemos que C; = (cij(t)) entonces dW; puede ser escrita
como:

2x27
2
AW} =" e (t)dViE.
k=1

. ; 2
ASI, thZ = Zk:l Cik(t)Cjk(t)dt = Pij (t)dt
Por tanto, en el espacio bidimensional la matriz de correlacién tiene la forma:

w0 =y "] (1)

Como p(t) = C,CY, se tiene que:

o=l ) (14

D1 1—pi(t)

[Z%ﬂ - [pll(t) 1 *0 p%(t)] [3“221]

A continuacion se presenta la simulacién de dos movimientos brownianos correlacionados, cuyo
codigo para la implementacion en Python se puede encontrar en el apéndice, con coeficiente de
correlacion p = 8:

Por lo tanto,

Simulacién de movimiento browniano correlacionado

Walt)
Ws(t)

10

[, M\w

'|
-10 \JI J illl‘ ’\M _'b.f
W P

W m.m }4"

=30 '

Posicion

—20

0 200 400 600 800 1000
Tiempo

Figura 1.5: Simulacion de Wi (¢t) y Wa(t) con p = 0.8.







Capitulo 2

Integral Estocastica

Para comenzar con la construccion de la integral estocéstica, en particular, la integral de Ito,
se enuncia una definicién importante acerca del espacio al que perteneceran los procesos X; para
los cuales existe la integral.

2.1. Espacios £?

Definicion 2.1.1. Sea (Q2,F,P) un espacio de probabilidad, se define el siguiente espacio vectorial
de variables aleatorias:
£2:={X:Q->R:E[X|’] < oo}

Definicién 2.1.2. Sea X € L£? definimos una norma sobre el espacio L% como sigue:
1
1X[l2 = (B [|X[])? (2.1)
Nota: La ecuacion (2.1) se puede escribir como:

X2 = / X (w) 2dP(uw).

El espacio £? es semi-normado, pues se cumplen las siguientes propiedades:
 [IX]| = 0.
» | X]|=0 < X =0cs.
« X+ Y| < IX] -+ Y.
v [|aX]|| = |a] - ||X]|, @ constante.
Los detalles en [Allen, 2007], también se puede demostrar como en [Rincén, 2012], que £2? es un

espacio de Banach, es decir, toda sucesion de Cauchy en este espacio tiene limite en él. A la
convergencia generada por esta norma se le llama convergencia en £2 o en media cuadrdtica v la

denotamos por:

X, £, X, ie. E[|X, — X|*] = oo cuando n — cc.
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Integral Estocastica
2.2 Integral de Ito

2.2. Integral de Ito

Definiremos la integral de It0 para procesos estocasticos simples, luego mediante una propiedad
del espacio £? se extiende la definicién a procesos méas generales.
Denotamos al espacio lineal £2, dado por todos los procesos X : [a,b] x @ — R, adaptados al
proceso de Wiener, con t € [a, b], que cumplen con la condicién:

1X1[3,00 == E

/b Xt|2dt] < oo. (2.2)

Donde || X||?, es la norma para este espacio lineal.

Definicién 2.2.1. Sea a = tg < t1 < ... < t, = b, una particion del intervalo [a,b], (w) la
funcion indicadora, un proceso estocdstico simple es de la forma:

n
X(t,w) = Zgi—l(w)l[ti,l.,ti](t)y conw € Q,t € [a,b].
i=1

Donde €, . ..,en—1 €s una coleccion de variables aleatorias que son cuadrado integrables y adapta-
das a la filtracion:
Fs=0(W(s):0<s<t).

Denotamos al conjunto de procesos estocésticos simples por ”Hg wq- Por tanto, estamos en con-
diciones de dar la primer definicién de la integral de It6 para procesos simples:

Definicion 2.2.2. Sea X (t,w) € Hgd, definimos la integral de Itd como sigue:
n b
I00) = 3 e ) W(8) - Witin)] = [ Xw)aw (o)
i=1 a

Enunciaremos algunas propiedades importantes de esta integral:

Teorema 2.2.1. La integral de Ito es lineal, es decir, para los procesos simples X,Y y una cons-
tante c € R se cumple la igualdad:

I(cX+Y)=cl(X)+ I(Y).
Teorema 2.2.2. La integral de It6 tiene esperanza cero.

Demostracion.
E[I(z)] = E i€i1(w)[W<ti) — W(ti-1)]
- i Elei_1(w)[W(t;) — W (ti_1)]]
_ Xn; LBl (w)[W (1) — W (ti )| Fis]]

_ Z Elgi—1(w)E[W (t;) — W (ti—1)]]

=0.
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Integral Estocastica
2.2 Integral de Ito

Teorema 2.2.3. La integral de Ité es cuadrado integrable y se cumple la siguiente igualdad, lla-
mada Isometria de Ito.

b
EICOP) = [ BX (0P

Demostracion.
EI(X)P]=E (Z gim1(w)[W(t;) — W@mﬂ) (Z gj—1(w)[W(t;) — W(%‘l)])]
i=1 i=1
= > Eleia()eia @)W (k) = Wt-)]W () — Wt

Supongamos que ¢ # j, en particular para i < j:

B(I1(X)[]

I

E[E [eic1(w)ej—1(w)[W(t;) — W (ti—1)[[W(t5) — W (t;—1)]|Fe, ]|

©,J

Eleimi(w)ej—1(w)[W(t:) — W(Eti-)IE[W(t;) — W(tj-1)]]

Il

1

%]

Eleimi(w)ej_1(w)[W(t:) — W(ti—1)] x 0]

.

Il

2]

Ahora supongamos que i = j, entonces:

FE [51‘2—1[W(ti) - W(ti—l)]Z] =E[E [53—1[W(tz’) - W(ti—l)]2| Friall
= B[e2 B [(W(t:) — W(ti—1))?]]
= EBle2 | (ti —tii1)]

= (ti — ti—1)Ele] 4]

Por tanto,
EI(X)P] = Z(ti — ti—1)Elei_4]
n b
=Y BE) [ D (e
- /bE [(isi—lh ~ 1(t)) ] dt
. i=1
= [ Blx@P @
O
FEsto es,
LX) = 11X (®)]13,0a (2.3)
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Integral Estocastica
2.2 Integral de Ito

La isometria de It6 establece que, tanto el proceso X como I(X) tienen la misma norma en
sus respectivos espacios, asf la integral de It6 asigna a cada elemento de ’H;ad una variable del

espacio £2, induciendo asi una transformacion lineal, que ademaés es continua, por la isometria de
It6. Véase |[Rincon, 2012].
I:L2,— L2 (2.4)

Asf la integral de It asocia un proceso X € H3 ,; a una variable aleatoria X € £2.
Ahora se enuncia un resultado importante sobre el espacio £2 que nos permitira definir la integral
de It6 sobre procesos estocasticos méas generales, al cual llamaremos resultado de aproximacion.

Teorema 2.2.4. Sea X € L2, entonces existe una sucesion (X,) C H3 ., que converge en media
cuadrdtica a X, esto es:

2
X, 55 X <= || X, — X||2.0a —— 0.
n—roo
Definicién 2.2.3. Definicion de la integral de Ito para X € L2 ,.

Sea X € L2,, por el teorema (2.2.4) de aprozimacion, existe una sucesion (X,) C H3 .4

tal que:
b

lim [ E[|X,-X[’]dt=0

n—oo

Asi para cada n,m > 1 se tiene:
H(I(Xn) - I(Xm))QHQ,ad = HI(Xn - Xm)2||2,ad =K [|I(Xn - Xm)|2]
b
Ast, lim E[|X, — Xm|?] dt = 0.

n,m—oo J,

(I(X,)) es de Cauchy en L2, por consiguiente se define la Integral de Ité como el limite:

I(X) = lim I(X,). (2.5)

n—oo
Sean X,Y € L2, a constante, se cumplen las siguientes propiedades para la integral estocastica:

« [(aX +Y) = al(X)+I(Y)
Demostracion. Como X,Y € L2, existen (X,,),(Y,) C H3 4, tal que:

IaX +Y)= lim I(aX, +Y,)
n—oo
= nh_}rrgo [al(X,) + 1(Yy)]
= nh_}rr;o al(X,)+ nh—>Holo 1(Yy,)
= al(X)+1(Y).

Para las siguientes propiedades, la demostracion se sigue de la definicion de la integral de Ito.

n—oo

« BI(X)]=E (nlggo I(Xn)> = lim E[I(X,)] = 0.

- Var[I(X)] = E [[I(X)]’] = [} BX?dt.
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Integral Estocastica
2.2 Integral de Ito

A continuacion resolvemos la integral estocéastica:

/ "W (b).

Siguiendo la definicion de la integral de Ito:
L, = Z W (ti—)[W(t:) — W ()]
i=1
Ry =) W(t)[W(t) - W(t)]
i=1

Ly + Ry =Y [W(t:) + W (t:)][W(t:) — W(t:)]

—
o~
<.
~
V)
—~
~
N
~
N

Luego, desarrollando y aplicando artificios algebraicos:

n

Ly — Ry =Y [W(t:) = W(ti-1))?

=1

R, =L, + zn:[W(ti) = W(ti-)]?

In=3 (W(b)? —W(@? = YW (t) = W(tioa) )
i=1
o i 1) = 5 [W0? = W(@)? = (b a)]

Por tanto, , :
I(X) = / W (t)dW (t) = 3 [W(b)? — W(a)® — (b—a)].

Asi, es evidente que el célculo de integrales estocasticas puede volverse bastante complicado, sobre-
todo en la parte algebraica, al igual que en el calculo tradicional, se desarrollan algunas técnicas
de “integracion estocastica”, que facilitan el calculo de estas, sin embargo, al igual que las inte-
grales clasicas, la gran mayoria no tienen una soluciéon exacta, por ello, en la siguiente seccion,
analizaremos algunas formas de estas integrales para las cuales se ha desarrollado un método bas-
tante famoso, la formula de Itd, pero también abordaremos métodos numéricos que nos permitan
aproximar su solucion.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas

3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

La modelacién matematica mediante ecuaciones diferenciales es una poderosa herramienta que
se utiliza practicamente en toda ciencia como la fisica, quimica, econémica y social; nos provee de
una metodologia para poder abstraer de algin fenémeno su representacion matematica. De manera
general, explica [Evans, 2012], una ecuacion diferencial ordinaria (EDO), toma la forma general:

dx
= = b(X ().t 20 (3.1)

X(0) = zo (3.2)

Donde X (t) es la solucion de la EDO, en el caso mas simple, esta solucion es una funcion
definida en el tiempo, cuya gréfica se denomina curva solucion o trayectoria del sistema, con una
condicion inicial xg, mateméaticamente se dice que esta es una curva suave, en el sentido de que es
diferenciable y continua. Tal como se observa en la imagen:

x(t)

Xp

Figura 3.1: Trayectoria de una ecuacion diferencial ordinaria.
Nota: “Trajectory of the differential equation ODE”, por [Evans, 2012].

Sin embargo, en la realidad, cuando ajustamos una base de datos reales a un modelo, el com-
portamiento grafico no pareciera obedecer a las ecuaciones que lo determinan, pareciendo maés a
una grafica como la que se muestra en la figura (3.2)).
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3.2 Ecuaciones diferenciales estocésticas

X(t)

Figura 3.2: Trayectoria de una ecuacion diferencial estocastica.
Nota: “Trajectory of a stochastic differential equation (SDE)”, por [Evans, 2012].

Se observan ciertas perturbaciones que hacen ver la trayectoria de forma irregular y no como
se esperaria, estos cambios se deben a fenémenos aleatorios que ocurren en lapsos muy pequenos,
los cuales nombramos "fluctuaciones”.

Asi parece intuitivo que debemos agregar un término extra a la ecuacion 3.1, el cual contenga
la informacién generada por estas fluctuaciones aleatorias, a cuyo coeficiente le llamaremos ruido
(drift) como normalmente se le llama en la mayorfa de textos, el ruido a su vez, estara representado
por el diferencial del movimiento browniano, que si bien carece de un sentido matematico, su forma
integral es algo de lo que ya tenemos conocimiento previo del capitulo anterior y podremos entender.

3.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Definiremos lo que es una ecuacion diferencial estocéstica (EDE) unidimensional, siguiendo la
notacion de [Allen, 2007, luego vamos a trabajar en un contexto n-dimensional, lo cual solo es la
extension de esta definicion.

Sea (€, §, P) un espacio de probabilidad, y sea {W}} el movimiento browniano unidimensional,
adaptado a su filtracion natural §.

Definicion 3.2.1. Sea {X:(w) : ¢t € [0,T]} un proceso estocdstico, sean f(t,x), g(t,x) dos funcio-
nes de [0,T] x Q = R, si Xy cumple la ecuacion:

Xt(w):Xo(w)+/0 f(s,Xs(w))dtJr/O g(s, Xs(w))dWe(w) (3.3)

donde el primer término, corresponde a una integral de Riemman y el segundo término es la integral
de Ito, X; es un proceso de Itéﬂ y su forma diferencial es una ecuacion diferencial estocdstica:

dXi(w) = f(t, Xe(w))dt + g(t, Xe(w))dW(w) (3.4)
a los coeﬁcientez{ﬂ f, g se les suele denominar términos de deriva y difusion, respectivamente.

De la misma manera que existen métodos algebraicos y numeéricos para resolver o aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, para las ecuaciones diferenciales es-
tocasticas existe una férmula que nos proporciona un método para hallar soluciones analiticas
exactas. Sin embargo, esta formula solo es aplicable a EDE que son un proceso de It6, y atn asi, en
la mayoria de los casos que cumplan dicha condicién, tal método podria complicarse y convertirse
en un problema més dificil de abordar, también exploraremos dos métodos numeéricos, los cuales
resultan ser una extension de aproximaciones numéricas famosas. En lo que sigue, hablaremos de
la férmula de It y los métodos de Euler-Maruyama y Runge Kutta.

1Un proceso de Ité también es llamado un proceso de difusion.
2Tambien a f y g se les denomina como los coeficientes: “drift” y “diffusion” de una ecuacién estocéstica.
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3.3 Formula de It6

3.3. Formula de Ito

Sea un proceso de It6 {X;}, sea F(t,z) de clase C! en t y de clase C? en z, es decir, continua

; ; . OF 9F 9°F
y con derivadas parciales: G-, 5, 55

cumple la siguiente férmula:

= F(t, X;) es un proceso de Itd y se

Teorema 3.3.1. La formula de Ito.

OF(t, X OF(t,X) 1 D?F(t, X
F(t, X
+g(t,X)%th.

Esta formula nos permite encontrar los momentos la soluciéon de una EDE y su soluciéon exacta
como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3.1. Sean {X;} = {Wi,t > 0} y F(t,x) = tx, por la formula de Ité tenemos:

1
d(F(t, W) = Fi(t, Wa)dt + Fo (8, W) d Wi + 5 Fo (1, W2) (dW3)?
d(tWy) = Wydt + tdWr,

t t
sty solo st / sdWs = tW; — Wds.
0 0

Ejemplo 3.3.2.

X()
X ()= — .
d (t 1+tdt+1+ AW (t) (3.5)
Sea f(t,z) = 155, por la formula de Ito se tiene que:
1
dX (t) = fi(t, Wy)dt + fo(t, W)dWy + ifm(t’ Wy)dt. (3.6)
Comparando las coeficientes de (3.5) y (3.6]) se tiene que:
1 _ fta)
fi(t,x) + ifm(t,x) =T (3.7)
1
folt,2) = 10 et (3.8)
De la ecuacion de (3.8):
af 1 T
—(1 = — t t).
gz b0 = 1 @G = 5+ 00
Sustituyendo en la ecuacion (3.7), obtenemos que:
_ 1 —T C(t)
_ 1 2 !/ = — I S
z(1+1) +C’(t)+2(0) 0102 1+t
- c()
C'(t —* —
(1+t) * )= (14162 1+t

(
—z+ (1+1)2C'(t) = —x — (1 +1)C(t)
e (14120 +(1 +t)C(t)

3El uso de la notacién dX(t) en el ejemplo, tiene como fin, no confundir los términos al momento de manipular
términos en funcién de sus derivadas parciales, sin embargo, para W; se mantiene la notacién, pues ya se ha aclarado
el significado en este contexto del calculo estocastico.
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Ahora, mediante la técnica de factor integrante:
w(t) = ef I = () — 1 4.

Entonces,

(1+wd@yuxw=0¢>%«x@u+n)=o
k

& OO+ =ke 0) = 7

€T n k
14+t 14t

LSt x) =

y el proceso solucion es Xy = f(t,Wy) = % + 1L+t Usando la condicion inicial:

Wo k

= —_— k: .
170 170 0 k=0

X(0)

En conclusion, la solucion de la ecuacidon diferencial estocdstica es:

W,
X(t) =+ ;t, t>0.

3.4. Aproximacién numérica de EDE

3.4.1. Meétodo de Euler-Maruyama

Los métodos numéricos para EDE son una extension de los métodos para aproximar soluciones
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y Ecuaciones Diferenciales Parciales, en este trabajo
implementamos la extension del método de Euler, descrito en [Asmussen and Glynn, 2007], el cual
fue propuesto por el matematico japones Korezumi Maruyama quien dedico su vida al campo de
la probabilidad y las EDE, tanto que actualmente dicho método numérico recibe el nombre de
Euler-Maruyama.

Una de las principales condiciones para poder utilizar este método, es que el modelo tiene que
ser escrito como una EDO a la cual se le ha agregado un término estocéstico explicado por el MB,
en otras palabras, el método se ajusta para simular la solucién de un proceso de Itd X (¢) el cual
se describi6 en la seccion anterior.

Entonces, sea dX (t) un proceso de It6 definido en el intervalo [0, ], con condicion inicial X (0) =
Xo, luego dividimos el intervalo [0,¢] en n subintervalos de longitud idéntica h, definimos asi:
th = nh, tal que:

AW =W (ty) = W(t;_y)

Una aproximacién para la solucion X al tiempo t" e interpolada linealmente, la cual denotamos
por X"(t) tal que debemos entender por notaciéon: X" = X"(t"), donde denotamos X} = X(0)
tiene la siguiente forma:

X=X+ f (8

n—1»

X'Z—l) h+f (tZ,—h Xﬁ—l) AlB (3.9)

Donde AW son i.i.d N(0,h), a esta discretizacion se le llama el método de Euler-Maruyama.
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3.4.2. Meétodos de Runge Kutta para EDE

Uno de los métodos numéricos méas famosos para aproximar ecuaciones diferenciales, caracteri-
zado por su rapida convergencia y simplicidad en comparacién con otros métodos, son los métodos
de Runge-Kutta, en particular, el de cuarto orden: RK4, cuyo desarrollo y analisis se puede ver en
[Chapra et al., 2011], este método tiene la siguiente forma:

1
Yi+1 = Yi T 6 (k1 + 2ka + 2k3 + k4) b
donde,
k1= f(zi,9:),

1 1
ko = i+ =h,yi +=kih],
9 f<m+2 y+21)

1 1
ks = f\xi+ sh,yi + Skah |,
2 2
ky = f(zi +h,y; + ksh).
En el desarrollo de sistemas de ecuaciones diferenciales, resulta practico adaptar RK4 a sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Dado que nuestro objetivo posterior sera calcular numeérica-
mente soluciones para Ecuaciones Diferenciales Estocasticas, es de gran interés estudiar la forma
que tiene este método cuando queremos agregar términos de probabilidad. Naturalmente, como en
la mayoria de los casos, pasar del caso unidimensional al multidimensional, en particular, el bidi-
mensional, para los fines de este trabajo, implica simplemente aplicar una serie de pasos recursivos

y trabajar con matrices. Asi pues, tal como se puede encontrar en [Ahmad, 1988|, el Método de
Runge-Kutta para EDE tiene la siguiente forma aplicado a:

dX = f(t, X)dt + g(t, X)dW.

1
Xn=Xp_1+ 6 {[Fo + 2F; + 2F5 + F3] h + [Go + 2G1 + 2G2 + G3) AW, }
donde,
Fo=f(th-1,Xn-1),

1 1 1
P = f <tn—1 + §haXn—1 + iFOh + 2GOAW7L> ;

1 1 1
I = f <tn—1 + ihaXn—l + §F1h + 2GlAWTL> 5
F3 = f (tn7Xn—1 + F2h + GQAWn) 5
y los G; se definen como los mismos puntos evaluados en g, es decir:

GO =g (tn—lan—l) s

1 1 1
Gy, = g (tnl + ih’ X1+ §F0h + 2G0AWH) R

1 1 1
G2 =4g (tn—l + ih’ Xn—l + §F1h + 2G1AWTL) )
Gs = g (tn, Xn—1 + Foh + G2 AW,,) .

A esté método recursivo se le llama método de RK4 para Ecuaciones Estocasticas.
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El estudio de ecuaciones diferenciales estocésticas de manera analitica como su implementa-
cion numeérica, constituyen una parte fundamental de este trabajo, pues nos permitiran dar un
razonamiento matemaético riguroso y bien fundamentado a nuestras posteriores hipotesis sobre la
construccion de modelos de ciertos fenémenos, pues en lo siguiente, abordaremos temas de inves-
tigacion, aplicaremos todo lo estudiado hasta este punto, teniendo la certeza de que los resultados
presentados, tienen una base matematica sélida y rigurosa.
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Capitulo 4

Aplicaciones de EDE

4.1. Modelaciéon matematica estocastica

Los fenémenos que se modelan mateméaticamente, se basan en el cambio que estos tienen en
pequenos intervalos de tiempo, asi un estudio infinitesimal en el tiempo nos brinda ecuaciones que
son interpretadas por el cédlculo tradicional, surgiendo asi las ecuaciones diferenciales, sin embargo
estos modelos tienen una desventaja, pues no consideran aquellos cambios de los cuales no podemos
tener la seguridad de que ocurran o el momento que puedan pasar, dichos cambios son ocasionados
por la aleatoriedad de la propia naturaleza; el desarrollo de la probabilidad como un campo propio
dentro de las matemaéticas, nos dotan de herramientas para poder incluir estos efectos aleatorios a
los modelos que ya han sido desarrollados en areas como la fisica, biologia, quimica e ingenierias, etc.

De esta manera, la mayoria de modelos estocasticos han sido desarrollados bajo la metodologia
que se detalla en [Allen, 2007], que de manera general, se describe en el siguiente proceso de
modelacion:

= Se estudia un sistema dinamico el cual experimenta influencias aleatorias, al cual queremos
desarrollar un modelo estocastico discreto.

= Para intervalos de tiempo At se determinan los cambios posibles con sus transiciones de
probabilidad, respectivamente.

= Se calcula el cambio esperado y la matriz de covarianza para los cambios de este proceso,
esta informacion induce al modelo de ecuaciones diferenciales estocasticas que nos interesa,
haciendo el siguiente paso: El cambio esperado divido por At se toma como el coeficiente
de deriva y la raiz cuadrada de la matriz de covarianza dividida por At se acepta como
el coeficiente de difusion, esto como resultado del estudio de las ecuaciones de Kolmogorov
[Allen, 2007].

Esta metodologia nos induce de manera natural una EDE de It6 o proceso de Itd, para lo cual, en
este punto, ya hemos abordado la teoria suficiente para poder desarrollar un estudio analitico y
numérico de los fenémenos que abordaremos a continuacion.

4.2. Movimiento arménico simple
Empezamos con un sistema clasico de la fisica, el cual se aborda de manera descriptiva en

[Nagle et al., 2000], el sistema masa-resorte con amortiguamiento, al cual aplicaremos la metodo-
logia ya mencionada y se analiza numéricamente las diferencias que hay con el modelo determinista.
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Supongamos el sistema masa-resorte amortiguado, en el que actian dos fuerzas principales:
Fs : Fuerza eléstica y Fr : Fuerza de amortiguamiento, tales que:

dx
FS:—kx(t), FR:—CE
Por la ley de Newtoﬂ F = ma, obtenemos:
Az dx

En esta ecuacion diferencial, x(t) representa la posicion del objeto con masa m, v(t) denota su
velocidad de movimiento, k corresponde a la constante de rigidez y ¢ representa el coeficiente de
amortiguamiento.

Figura 4.1: Sistema Masa-Resorte con amortiguamiento. Nota: Escalante, Martinez. (2016).
Esquema del sistema masa resorte amortiguador (MRA). Recuperado el 05 de sep-
tiembre de 2023, de http://www.scielo.org.mx/scielo.php?script=sci_arttext&pid=
S1870-35422016000200066&1ng=es&tlng=es.

Retomando, ahora con el enfoque de [Gitterman, 2005] y guidndonos de [Allen, 2007] para

construir el modelo estocastico, por la definicién de velocidad: i%” = v(t), entonces denotemos por

M(t) = muo(t), de la ecuacion (4.1) obtenemos el siguiente sistema de ED:
dx(t) dM (t)
=v(t
a W dt
Para pequenos cambios de tiempo, At podemos aproximar:

AM = M(t+ At) — M(t) ~ —(kz(t) + cv(t))

= —ka(t) — cv(t)

Si impulsos aleatorios son aplicados a la masa, en pequenos lapsos At y la probabilidad de que
ocurran es AAt, tanto para un cambio positivo como negativo, con magnitud 7, ademés existe un
tercer escenario que serd el complemento de ambos caos, es decir, cuando no hay perturbacién
alguna y los tres posibles escenarios quedan descritos por:

AM; = v+ (kX (t) — cv(t)) At p1 = AAt + ¢(At)
AMy = —y + (—kX(t) — cv(t)) At p2 = AAt + ¢(At)
AM;z = (—kX(t) — cv(t)) At p3=1—p1—ps

Calculando E[AM] = (—kX (t) — cv(t)) At y E[(AM)?] = 2y2\At, permitiendo que el valor espe-
rado divido por dt sea el coeficiente de deriva y la raiz cuadrada de la varianza dividido por dt el
coeficiente de difusion, obtenemos el sistema estocastico:

dX(t) = v(t)dt, dM(t) = (kX (t) — cv(t)) dt + /272X dW (¢).

Una simulacion de la trayectoria del sistema estocéastico, dado por el método de discretizacion de
Euler-Maruyama, en contraste con la simulacion del sistema determinista dado por el método de
Runge-Kutta, bajo las condiciones iniciales: X (0) = 10, v(0) = 3, m =5, v = 20, k = 24.

Se muestra la diferencia entre usar un modelo determinista y uno estocastico, la grafica que
se observa muestra las trayectorias de lo que se denomina: El Oscilador Armoénico Simple y el
Oscilador Arménico Estocéstico?]

1La tercera ley de Newton (Accién y reacciéon): F = m - a.
2 A menudo se le denomina como el Oscilador arménico cuéntico, por la fuerte relacién que existe entre la mecanica
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Figura 4.2: Oscilador armoénico

El péndulo doble estocastico

Como caso complementario, y para adentrarnos en los sistemas de ecuaciones diferenciales
estocasticas (EDE’s), estudiaremos y analizaremos de forma analoga el caso del oscilador armoénico
aplicado a un fenémeno fisico mas complejo: el péndulo doble, del cual examinaremos su modelo
probabilistico.

En general, segin |[Lozano et al., 2017], un péndulo doble es un sistema compuesto por dos
péndulos, con el segundo colgando del extremo del primero. En el caso més simple, se trata de
dos péndulos simples, con el inferior colgando de la masa pendular del superior.

LSS

Figura 4.3: El péndulo doble. (Wikipedia).

estadistica y la fisica moderna, sin embargo, darle ese nombre puede ocasionar confusién entre lo que es esta area y
una muy distinta como lo es la fisica.
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Motivados por [Lozano et al., 2017], también describiremos el modelo como un sistema Lagran-
giano, el cual describe el estado de un sistema mecanico en términos de variables de posicién y
momento. Este enfoque sirve como base para la reformulaciéon de la mecéanica clésica, conocida
como mecénica Lagrangiana.

Iniciando un anélisis trigonométrico, donde 1, xo representan la posicion del péndulo uno y
dos al eje x, asi como y1,y2 denotan la posiciéon sobre el eje y del primer y segundo péndulo
respectivamente, obtenemos las siguientes relaciones trigonométricas:

x1 = Lysen(6q) 29 = Lysen(01) + Lasen(6s)
y1 = Lo + L1 (1 — cos(6y)) ya = La(2 — cos(62)) — Licos(61)

Bajo el supuesto fisico de que la energia cinética esta dada por la siguiente igualdad:

m'v2

B = —

Entonces la energia cinética T' del sistema del péndulo doble, queda descrita por:

1 1
T = 7™M (50'12 + y'12) + 52 (CU'QQ + y'22) .
1

— §m1L% (0052(91912 + sen2(91912)) +

1 . N2 . )
§m2 <L1608(9191 + L12COS(9202)> + (Llsen(0191) + L12sen(9292)2).

1 . 1 . . ..
= fmlL%t%Q + *TTLQ(L%COS2(01912) + L30032(92022) + 2L5L1601605c05(01)cos(62)

2 2
+ L%sen2(92922) + 2L1L2919256n(91)sen(ﬁg)).

_ !

. 1 . . .
2m1L%912 + —mgy (Lf@f + L%922 + 2L1 Lo61605(cosbicoshs + sen9156n92)) .

2

Simplificamos el sistema en base a la identidad: cosficosts + senfisenfs = cos(61 — 6), tal que:
1 . 1 . . ..

T = §m1L1912 + §m1 (.[3912 + L§922 + 2L1L29192008(91 - 92)) .

La energia potencial V', del péndulo doble tiene la siguiente forma:
V =migyr + magys = mig (Lo + L1(1 — cos(61))) + mag (La(1 — cos(02)) + L1 (1 — cos(67))) .

De acuerdo con postulados de la mecéanica lagrangiana, el lagrangiano del sistema queda descrito
por:
L=T-V.

Asi, definimos el primer y segundo momento angular del sistema como: 6, = Do, ¥ 6, = Do,
respectivamente,por tanto el sistema que describe el fenémeno mecéanico que sigue el péndulo
doble tiene la siguiente forma:

l%mgpgl + l%(ml + M2)p32 — 2mglllgp92605(91 — 92)
21212my [my + sen?(6; — 63)ms]

— (m1 + ma)glicos(01) — maglacos(6s).

H(91;027p915p92) =

Donde los parametros en el sistema representan lon siguiente:
» 01,05 := son los angulos del primero y segundo péndulo, respectivamente.

" Pp,, Do, ‘= son los momentos del primer y segundo péndulo respectivamente.
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= M1, Mg := son las masas del primer y segundo péndulo respectivamente.
= [1,ls := representan las longitudes del primer y segundo péndulo de manera respectiva.
= g := es la constante gravitacional, 9,8.

Bajo estos supuesto, podemos describir los cambios en el tiempo del sistema, tanto de los d&ngulos
como de los momentos, haciendo la derivacion del Lagrangiano, asi como en [Lozano et al., 2017]
obtenemos las siguientes formulas del sistema:

O0H _ lape, — lipg,cos(61 — 03)
8;091 l%lz [m1 +2 sen2(01 — 92)} ’
OH  l1(m1 +ma)pg, — lamape, cos(th — 02)

Opo, o 1112mg [my + masen?(0; — 62)]
0H

8701 = —(m1 + mg)gllsen(ﬁl) — K1 + KQ,
0H

- = 77712_9125671(92) + K1 — K2.

005

donde K7 y K5 son:
Ko e Popoysen(fy — 65)
t lllg [m1 + m286n2(91 — 92)]’
B l%mgpgl +13(mq + mg)pg2 — [1lamape, pe,cos(B1 — 02)
B 20212 [mq + masen?(6; — 6)]

K2 : sen [2(01 — 92)] .

Una implementacion numérica mediante los métodos de Runge Kutta de cuarto orden (RK4),
nos muestra el comportamiento en los cambios de la velocidad angular del sistema determinis-
ta. El estudiado en ecuaciones diferenciales e implementado mediante RK4, presenta el siguiente
comportamiento:

Velocidad angular wif)

Tiempo f

Figura 4.4: Implementacién numeérica del sistema de ecuaciones diferenciales del péndulo doble
mediante RK4.

Sin embargo, ahora nuestra intencion es analizar el comportamiento del sistema, en particular

de los cambios en el tiempo de la velocidad angular tomando en cuenta aquellas perturbaciones
que puedan ocurrir en pequenios lapsos.
En primera instancia, se podria pensar que también podriamos analizar esas perturbaciones en
los angulos de cada péndulo, sin embargo por la naturaleza del problema, se podria obtener que
la distancia del primer péndulo al pivote es mayor que [1, aunque a escalas microscopicas, esto
violentarfa el sistema segtn [Haan, 2021].
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Por ello, nos centraremos en estudiar los efectos causados en el momento angular, es decir,
agregar el ruido o coeficiente de difusion al sistema:

OH
-
81701 891 ’
OH
=
Opo: =~ 54,

Como hemos visto en el ejemplo pasado, y como se vera en el ejemplo siguiente, la discretizacion del
sistema y su adaptacion estocéstica, nos dard un sistema compuesto por la suma de los coeficientes
de deriva y de difusion, que siguiendo el procedimiento descrito al inicio de esta seccion, el término
de deriva correspondera al valor esperado del sistema determinista, es decir, aquel que solo cambia
con el tiempo, osea la informacion contenida por el sistema descrito anteriormente, a esto, le
debemos sumar el término de difusion, que sera el factor [, el cual contendra la variabilidad del
sistema, descrita por el movimiento browniano.

Aqui algo importante que hay tomar en cuenta, es que el movimiento browniano que afecta el
fenomeno, es el movimiento browniano bidimensional, es decir W (t) = (W7, Ws), puesto existen
dos ecuaciones que son regidas por ello y a la vez, es claro que existe una relacién entre ambas,
por tanto, existe un coeficiente de correlaciéon p que explica la fuerza con la que perturbaciones del
segundo péndulo afectan al primero. Asi, siguiendo las ecuaciones de Lagrange, segtin [Haan, 2021,
el sistema estocastico queda descrito de la siguiente manera:

OH
dpe, = —aialdt — B101dW1 + BobadWo
0H
dp92 = ——dt — ﬁlgldWl + BQQQdWQ
005
Escribiendo el sistema de EDE’s en su forma compacta:
OH
dpg = ———dt — BOdW (t).
pe 5y &t — B0aW (1)

Realizando las simulaciones para el sistema estocastico y el determinista, tenemos los siguientes
resultados:

Primero analizamos los cambios en el momento angular o velocidad angular para el primer
péndulo:

Velocidad angularwif)

200 W) con ruido. |f
— W determinista. i

T T T T T
Z 1 11} 8 10
Tiempa f

Figura 4.5: Comparativa del comportamiento del momento angular: Con ruido vs Determinista.

Posteriormente se visualizan los cambios en el momento angular o velocidad angular para el
segundo péndulo:
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Velocidad angular wif)

Gz Con Tuida.
= iz determinista.

1] 2 1 [ & 10
Tiempa f

Figura 4.6: Comparativa de la simulaciéon del momento angular determinista y con ruido, para el
segundo péndulo.

Una trayectoria que en promedio deberia seguir el sistema, es decir, el promedio de la realiza-
ci6n numérica de un namero “considerable” de simulaciones de este sistema, presenta la siguiente
solucion:

]

Velocidad angular wif)

200

Tiempao f
Figura 4.7: Simulacion del sistema estocéstico para el péndulo doble, mediante RK4.

El cual, por propiedades de la integral de 1t6, esa trayectoria converge a la solucién estocastica
del sistema.

La forma en que se presentan los resultados, nos proporciona una vision de la importan-
cia que tiene la implementacién de ecuaciones diferenciales estocasticas, en cuanto a la natu-
raleza indeterminista de un fend6meno. Aunque al principio parecieran converger, con el tiempo
se observa como las trayectorias de cada solucién van difiriendo una de la otra. Resumiendo a
|Espinosa and Ureta, 2014], se establece que algin pequefio cambio en cierto momento provocan
soluciones totalmente diferentes. A este tipo de comportamiento se le denomina sistema caéticdﬂ
En resumen, esto nos dice que “pequenas variaciones de las condiciones iniciales de un sistema
determinista no lineal acabardn dando lugar a una diferencia mayor en los estados posteriores".
Aunque esta es un area totalmente distinta y esta fuera de los alcances de este trabajo, podemos
destacar el hecho de que este tipo de modelos probabilisticos se vuelve méas complejo. Una tra-
yectoria de soluciéon no representa precisamente el comportamiento real, sino el comportamiento
que, en promedio, un sistema tiende a seguir. Considerar la relaciéon con los sistemas dinamicos

3Un sistema caético es el comportamiento que pueden llegar a tener algunos sistemas dinamicos, engloba toda
una area completamente distinta pero con una estrecha relacion con la estadistica y probabilidad.
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caodticos nos ofrece una vision de cuanto atin queda por explorar en esta area y las posibles lineas
de investigacion que podrian surgir en el futuro, asi como su importancia para la comprension de
la realidad. Se puede consultar [Hirsch et al., 2012] como un texto introductorio para aquellos que
ya tienen conocimientos previos de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Modelo logistico: Una aplicacién biolégica.

En la biologia, un fenémeno que resulta importante estudiar es el crecimiento de poblaciones de
especies con ciertas caracteristicas dadas, las ecuaciones diferenciales juegan un papel fundamental
en el desarrollo de modelos mateméticos que puedan describir tales fenémenos. Un modelo de
crecimiento poblacional o logistico como se le denomina en [Fernandez Pérez et al., 2003], tiene a
consideracion todos los factores que puedan afectar a la poblacién en observacién.

Sin embargo, suele volverse casi imposible considerar todos los factores que puedan provocar
cambios pequenios en cierta poblacion, ya que algunos pueden suceder o no de manera aleatoria,
por tal motivo, se suelen considerar solo aquellos factores con mayor peso en los cambios del
sistema y los de menor consideraciéon pueden ser explicados por un solo término, en funcién del
movimiento browniano.

Como ya hemos visto, la mayoria de modelos estocasticos son una adaptacion de algiin modelo
de ecuaciones diferenciales, en este trabajo, damos seguimiento y desarrollo a un modelo de dinami-
ca de poblaciones desarrollado en [Martinez, 2013], el cual es un trabajo de tesis doctoral, enfocado
a especies migratorias, dicho modelo comparte similitudes con uno desarrollado en [Allen, 2007],
partiremos de ambos con el objetivo de poder hacer el ajuste a una base de datos sobre tamanos
de poblacién de la ballena gris en México, hacer la simulaciéon del sistema usando métodos que ya
hemos abordado y finalmente, tener un modelo de EDE para esta especie en particular.

4.2.1. Dinamica poblacional de una especie migratoria de dos etapas con
captura.

Presentaremos el modelo ordinario de dindmica poblacional para una especie estructurada en
dos fases, esto es, existe una relacion establecida por la transicion de una fase a otra (reclutamien-
t0), y un factor de captura a la especie en general.

Como dice, [Martinez, 2013|, “Un modelo matematico de dindmica de una especie debe involu-
crar los diferentes cambios de estado relacionados con su ciclo de vida ecologico y su explotacion”.

Siguiendo estas ideas y las estructuras del modelado matemético de poblaciones biolégicas;
[Martinez, 2013], presenta el siguiente sistema de ecuaciones no lineales que modelan la dinamica
poblacional, bajo los siguientes supuestos:

= La poblacion total N(t) se divide en dos subpoblaciones:

X1 (t) := Poblacion pre-recluta. X5(t) := Poblacion explotable.

= El parametro § := Tasa de reproduccion de Xs, ya que solo la poblacién adulta puede
reproducirse.

s El parametro p := Tasa de muerte natural asumida igual para ambas subpoblaciones.

= El reclutamiento implica una migraciéon a la poblacion explotable de la poblacién de crias
(pre-recluta).
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s Los individuos crias que logren sobrevivir a la muerte natural, pasaran a la fase pos recluta,
integrandose a la poblacién explotable.

= El namero de reclutas depende solo del tamano de la poblacién pre-recluta, tal que:

R— - X1 (t)
B+ Xq(t)
e o := maximo numero de reclutas producido.

e [ := poblacion necesaria para producir un reclutamiento igual a «//2 reclutas.
= ¢ := coeficiente de capturabilidad.
s F:= esfuerzo de captura.

El modelo queda escrito por el siguiente sistema:

a-le(t) « Xl(t)
dt Thrxi) M
8X2(t) Oé'X1<t)

= 0X5(t) X1(t),

Este modelo se ha aplicado para distintas especies migratorias, en particular, acuaticas. En
[Martinez, 2013] se pueden consultar algunos articulos donde se utilizo este sistema determinista.

4.2.2. Modelo logistico estocastico.

Basandonos en la construccion del sistema dindmico de interacciéon entre dos especies descrito
previamente, y como se lo hicimos anteriormente, adaptaremos el modelo logistico a su forma
estocastica, inspirandonos en [Allen, 2007], seguiremos el proceso de modelaciéon descrito al inicio
de esta seccion, para la construccién de un modelo estocastico.

Para facilitar el proceso, sustituiremos términos en el sistema por variables mas simples, también
por simplicidad de la notacién, omitiremos escribir la dependencia del tiempo de las variables X
de manera explicita.

O['Xl
0X1=6Xo — ——— — X
1 2 B+ X, KA
Oé'Xl
00Xy = —(p+qF)- X
2= 50 x, (b +qE) - X,

Sean /‘;_XTII((% = mia, § = ma1, el término u = dy y p + qFE = ds, entonces tenemos el sistema

de ecuaciones no lineales:

0X1 =maXo — (M2 +d1) Xy
8X2 = m12X1 - d2X2

Supongamos que cambios aleatorios provocan alteraciones en algunos de los factores que deter-
minan el comportamiento del sistema en pequenos lapsos At, entonces 4 cambios pueden ocurrir,
denotados por Ax; coni € [1,2,3,4] en At. Asi, por ejemplo, la alteracion Axzs = [—1, 1] representa
un decremento en la poblacion X7 y un incremento en X5 con probabilidad: p = m12X1At, note-
mos que existe el complemento del sistema, es decir, aquella alteracion nula en ambas poblaciones,
denotada por Azs = [0,0]7, por tanto, se muestran en la siguiente tabla los posibles cambios:
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Azy = [-L0T | p1 =di XAt
Azy = [-1,1]T | po = mi1a X1 At
Al‘g = [O, -1 T P3s = dQXQAt

Azy = [L0]7 | ps = ma XoAt
Azs = (0,07 | ps=1->pi
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Ahora nuestro fin es poder calcular E [Az], y la matriz de covarianza E [Az(Az)T] del sistema,
visto de forma matricial:

At

_ 55: _ ) mo1 X — d1 X1 — m12X4
Elaz) = ; lijx] { —da X2 +mi2Xy
i=

Para la matriz de covarianza, tenemos:

5
E [Az(Az)T] = ijij(ij)T
j=1
_ |:le1 +m2 X1 +molXs —mi2 X1 — ma1 Xo

A
daXo +mi2 X1 + mo1 Xo t

—my2X1 — moa1 Xo

Como el producto E[Az] - (E[Az])" es de orden (At)®, la matriz de covarianza V se iguala a
E [AI(AZ)T] /At, la cual es definida positiva y por ende, tiene raiz cuadrada positiva definida
B = V2, entonces la esperanza, denotada por u y la matriz de covarianza V quedan escritas

como:
= ma1 Xo — d1 X1 — m12 Xy
—da Xo +mi2X,

V= |:le1 + m12X1 + m21X2

—m12X1 — ma1Xo
—mi12 X1 — ma1 Xo

doXo + m2 X1 +mo1 Xo

La matriz B = V!/2 se puede obtener exactamente y esta dada por:

1 la+w b
—_vi/2 _ =
B=V _d[ b c+w}’

Donde w = Vac — b2, d = va + ¢+ 2w, con

m12X1
a=d X1+ + ma1 Xo.
141 ﬂ+X1 21422
mngl
= ————" — Mo — M1 Xa.
B+X1 21 2142
_ m1a Xy

c= + doXo + mo1 Xo.
31X, 24X 2 214X2
En consecuencia y siguiendo la metodologia que se ha abordado en este trabajo, el modelo de
ecuaciones diferenciales estocésticas para este sistema dindmico logistico queda escrito en su forma
compacta de la siguiente manera:
dX:U(Xl,Xg,t)dt+B(X1,X27t)dW (42)

con condiciones iniciales X7 = 21, X3 = @9, donde W (t) es el movimiento browniano bidimensional,
es decir W = [W1(t), Wa(t)]”.
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4.2.3. La ballena gris.

El fin de este trabajo es poder aplicar un modelo de EDE a un fenémeno real, que expongan
la importancia del desarrollo de estos modelos y su relevancia, por ello, se hizo la investigaciéon de
una especie marina migratoria, la ballena gris en las costas de Baja California, ver [Urbéan et al., |
para detallar mas acerca de esta extraordinaria especie, cuya poblacion se puede dividir en dos
etapas: Etapa de ballenatos o prerecluta, y la etapa adulta o poblacién explotable, dicha especie
es descrita a continuacién, segin en |[de Medio Ambiente Y Recursos Naturales, |:

= La ballena gris es una de las especies mas grandes del mundo marino. Mide de 11 a 15 metros
con un peso aproximado de 30 toneladas.

= Este cetaceo realiza una de las migraciones més largas, al recorrer mas de 9 mil kilémetros
al ano, durante toda su vida.

= Fue intensamente cazada desde mediados del siglo XIX hasta principios de XX. Para la
década de 1870, la captura se detuvo principalmente por el decremento en la demanda de
aceite de estos animales.

Figura 4.8: Nota: |[de Medio Ambiente Y Recursos Naturales, |, desde la década de los treinta, la
ballena gris se encuentra protegida internacionalmente a través de la Comisiéon Ballenera Interna-
cional de la que México forma parte.

En se analizan algunos datos numéricos, mismos que se hallaron en dos bases
de datos actualizadas, que contienen el registro de llegadas de la ballena gris en su etapa adulta y el
total de ballenas a costas mexicanas, en su temporada de apareamiento, los registros van desde el
ano 1995 hasta 2022, asi mismo, se pueden verificar su existencia asi como futuras actualizaciones
en el siguiente link https://www.snib.mx/proyectos/L229/SNIB-L229-DwC.zip.

Se realiz6 un tratamiento de ambas bases, para obtener informacién estadistica importante, también
se combinaron para obtener los valores numéricos solo de las ballenas adultas y ballenatos, estos
altimos, bajo la suposicion de que por ano:

Buallenatos = Ballenas — Ballenasadultas

La siguiente gréafica nos muestra de manera mas intuitiva la informacion tratada de ambas subpo-
blaciones:
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Figura 4.9:

Retomando el modelo estocéstico:
dX:u(Xl,Xg,t)dt+B(X1,X27t)dW (43)
En su forma explicita:

dX, (t) = [mngg(t) - (m12 + dl)Xl (t)] dt + (CL + w)dW1 + bd Wg(t)
dXQ(t) = [m12X1 (t) — ngg(t)] dt + bd dW1 + (C + w)dWQ(t)

Con el tratamiento se estimaron los parametros y en base a [Fleischer et al., 2007] donde se obtienen
ciertos valores que caracterizan a esta especie, se establecen las siguientes condiciones:

= X190 =595 Poblacién inicial de ballenatos.

= X5y =880 Poblacion inicial de ballenas adultas.
s mio = 338 Capacidad de transicion a adultas.

= mo; = 0.2597 Capacidad reproductiva.

= d; =0.40 Mortalidad en ballenatos.

s do =0.109 Mortalidad en adultos.

= 3 =900.

Bajo estos supuestos, simulando el sistema mediante Runga-Kutta de cuarto orden, con un valor
para p = 0.9565 obtenido a partir de formulas implementadas en Python, que determina la corre-
lacién para el proceso de Wiener bidimensional correlacionado, el cual se abord6 anteriormente,
se obtienen los siguientes resultados, que para ejemplificar su eficiencia con respecto a los valores
reales, se presentan en el mismo tipo de grafico:
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Figura 4.10: Simulacién del modelo estocastico para la ballena gris.

También se simuldé mediante RK4 el sistema determinista, cuyas soluciones se comportan de la
siguiente manera:

&
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=
=1

=
=]

—— Ballenatos
Ballenas adultas

Z
=]

(=
=]

Valores de las funciones

5

o 2 4 B B 10
Tiempo

Figura 4.11: Simulacién del sistema determinista.

Como se observa, el modelo estocastico al contener la informacién aleatoria que no logra captu-
rar el modelo ordinario, presenta un mejor comportamiento apegado al fenémeno real, claro esta, se
necesita una mayor cantidad de datos para poder perfeccionar y tener una mejor aproximaciéon de
los pardmetros, sin embargo, el modelo se apega a los datos reales de anos mas actuales, destacando
que en el mismo, se pueden apreciar esos cambios que no da el modelo determinista.

Como se mencionaba antes, un sistema estocéastico al tener en consideracién esos cambios
aleatorios de los cuales no podemos estar seguros o tener un control, los cuantifica en funcion del
movimiento browniano, lo cual, lo hace un modelo méas preciso y mayor confiabilidad al tener en
consideracion la aleatoriedad del entorno.

Es importante recordar que en promedio, el sistema estocéstico tendra como valor esperado los
valores del sistema determinista, esto por propiedades de la integral de It6, sin embargo, de alli su
importancia de considerar cambios aleatorios en el modelo, que como ya se observo, muestra una

35



Aplicaciones de EDE
4.2 Movimiento armoénico simple

aproximacion mas realista de un fenémeno fisico o biolégico.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis, se abordaron dos areas cientificas: la fisica y la biologia, con el objetivo de
proporcionar un enfoque multidisciplinario. Mediante la modelacién matemaética, se exploraron
fenomenos dinamicos utilizando herramientas clasicas, como las ecuaciones diferenciales, para el
analisis y la construccion de modelos. Ademas, se incorporé matemética méas moderna con el fin
de estudiar estos fenémenos en un contexto probabilistico. Para lograr estos objetivos, se estudio
el calculo estocastico, aplicindolo a ecuaciones diferenciales, y la construccién matemética de una
integral de probabilidad proporcion6 herramientas para la modelacién matemaética estocéstica.

La adaptacion de fenémenos clasicos, como el resorte con amortiguamiento, en un contexto no
determinista resulté6 de gran interés. En un modelo aparentemente simple, se destaco la notable
diferencia en las soluciones en comparacion con los modelos deterministas. Este enfoque permi-
ti6 presentar, en la Semana Internacional de la Estadistica y Probabilidad (BUAP), la version
estocastica del oscilador armoénico.

Sin embargo, la mayoria de los fenémenos reales se modelan con més de una ecuacion. Para
abordar el campo multidimensional de las ecuaciones estocasticas, se estudié y analiz6 el sistema
dindmico del péndulo doble. Su solucion, que corresponde a una forma més compleja del oscilador
armonico, resaltd la fuerte relacion entre sistemas dinamicos, cadticos y estocésticos, sugiriendo
una posible linea de investigacion futura.

El uso de herramientas numeéricas fue fundamental para estudiar estos fenomenos. Aunque
contamos con una rica teorfa matematica, sin las ciencias computacionales, esta seria practica-
mente obsoleta debido a la limitaciéon natural del ser humano para procesar grandes cantidades
de informacion. Por lo tanto, es destacable el uso de métodos numéricos y su adaptacion al modo
estocastico. Ademaés, el uso de lenguajes de alto nivel, como Python y R (ambos empleados en
este trabajo), facilito la interaccion entre el aspecto matematico y computacional, haciendo mas
digerible la implementacién teorica.

Con todas estas herramientas, se explor6 el campo biologico, analizando bases de datos sobre
ballenas grises en México. Se ajustaron los pardametros necesarios para el modelo logistico estocés-
tico, se implement6 numéricamente y se compararon los resultados con el modelo determinista y
los valores reales.

Al final, se desarroll6 un modelo continuo y estocastico que explica un fenémeno que existe en
tiempo discreto, teniendo mejores resultados en comparaciéon al modelo determinista, al conside-
rarse el poder explicativo y predictivo del modelo probabilistico.

Pensar que las matemaéticas solo generan soluciones perfectas, alejadas de la realidad, es un
error grave, mas bien, falta priorizar la implementacion de teoria probabilistica, como las ecuaciones
diferenciales estocéasticas y el movimiento browniano, que en conjunto nos conducen a la integral
de Tto, en este trabajo, se demuestra que con un desarrollo adecuado, es posible explicar casi de
manera exacta algin fenémeno fisico o biologico.
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Apéndice A: Algoritmos computacionales.

Movimiento browniano. Implementacién del movimiento browniano.

#Simulacion del movimineot browniano unidimensional
h <- 1000 #Numero de puntos en la malla.

T <- 1 #Tiempo de paro.

Delta <- T/h # Incrementos de tiempo

t <- seq(0,T,length=h+1)

W <- c(0,cumsum(sqrt(Delta)*rnorm(h)))

plot(t,W, type = "1", col="#A50021", 1lwd = 2,
main="Movimiento Browniano",xlab="t", ylab="W(t)")

Codigo para simular el movimiento browniano bidimensional correlacionado:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def movimiento_browniano (num_pasos):
x = np.zeros (num_pasos)

for i in range(l, num_pasos):
paso_x = np.random.normal (0, 1)
x[i] = x[i - 1] + paso_x

return x

# Numero de pasos en la simulacion
num_pasos = 1000

#Coeficiente de correlacion
rho = 0.8

#Simular movimiento Browniano
dW_1 = movimiento_browniano (num_pasos)
y = movimiento_browniano (num_pasos)

dW_2 = rho*dW_1 + np.sqrt(l-rho**2)x*y

# Visualizar el resultado

plt.plot(dW_1, ’*#ff7f0e’ ,label=r’$W_1(t)$’)

plt.plot(dW_2, ’#17becf’,label=r’$wW_2(t)$’)
plt.title(’Simulacion de movimiento browniano correlacionado’)
plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel (’Posicion’)

plt.legend ()

plt.show ()

Péndulo estocastico.

#Resorte masa amortiguador
#Constantes

k<-24 #Constante de rigidez

c<-2 #Coeficiente de amortiguamiento
m<-5 #Masa

lamda<-4

gamma<-20

t <- 15 #Tiempo
N <- 10000 #Particiones
dt <- t/N

#Valores iniciales
X <- rep(0,N)

M <- rep(0,N)

Xrep <-rep(0,N)

dw <-rep(0,N)

X[1] <- 10
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M[1] <- 3*m #M = v (t)x*m
dw[1] <- sqrt(dt)*rnorm(1,0,1)

Xaux <- X
Maux <- M
dwaux <- dw

for (j in 1:100) {
for (i im 2:N) {
dw[i] <- sqrt(dt)*rnorm(1,0,1)
X[i]l=X[i-1]1+M[i-1]1*(dt/m)

M[i1=M[i-1]-(k*X[i-11+(c/m)*M[i-1])*dt+sqrt (2*gamma~2*lamda)*dw[i-1]

}

Xrep <- Xrep+X

X <- Xaux

M <- Maux

dw <- dwaux
}
X <- Xrep/100
#Sistema sin ruido
Y <- rep(0,N)
M1 <-rep(0,N)

#Condiciones iniciales
Y[1] <- 10
M1[1] <- 3*m

for (i in 2:N) {
Y[i] <- Y[i-11+(dt/m)*M1[i-1]

M1[i] <- M1[i-1]-(k*Y[i-11+(c/m)*M1[i-1]) *dt

}

plot (X, type = "1", col="#A50021", lwd=2, main="Sistema Masa-Resorte", xlab="t",
ylab="Xt (w)")

lines(Y, type = "1", col="#264CFF", 1lwd=2, xlab="t", ylab="Xt(w)")

legend ("bottomright", legend = c("Oscilador estocastico", "Oscilador Simple"),

bty = "n",cex = .7, lwd = 2, col = c("#A50021", "#264CFF"))

Péndulo doble estocastico.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Definir las ecuaciones del pendulo doble

def pendulo_doble(t, estado, 11, 12, ml, m2, g):

thetal, thetal_dot, theta2, theta2_dot

estado

# Ecuaciones de movimiento del pendulo doble
) * np.sin(thetal) - m2 * g * np.sin(thetal -

thetal_dot_dot = (-g * (2 * ml + m2
2 * theta2) -

2 * m2 * np.sin(thetal - theta2) * (12 * theta2_dot#**2 + 11 * np.cos(thetal -

theta2) * thetal_dot**2)) \

/ (11 * (2 * m1 + m2 - m2 * np.cos(2 * (thetal - theta2))))

theta2_dot_dot = (2 * np.sin(thetal
g * (m1 + m2) * np.cos(thetal) +

12 * m2 * theta2_dot**2 * np.cos(thetal
/ (12 * (2 * m1 + m2 - m2 * np.cos(2 *

theta2) * (11 * (ml + m2) * thetal_dot*x*2 +

theta2))) \

(thetal - theta2))))

return np.array([thetal_dot, thetal_dot_dot, theta2_dot, theta2_dot_dot])

# Implementar el RK4 Estocastico
def runge_kutta_cuarto_orden(func,
n = len(t)

h = t[1] - t[0]

y = np.zeros ((n, len(y0)))

yo,

t,

*args):
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24 y[0] = yoO
26 #Movimiento browniano y coeficiente de correlacion
27 rho = 0.9

28 dWl = np.random.normal (scale=np.sqrt(h), size=len(t))
29 dW2 = rho*dWl + np.sqrt(l-rho**2)*np.random.normal (scale=np.sqrt(h), size=len(t))

31 for i in range(n - 1):

32 k1 = h * func(t[i], y[il, *args)

33 k2 = h * func(t[i] + 0.5 * h, y[i]l + 0.5 * k1, *args)
34 k3 = h * func(t[i] + 0.5 * h, y[i] + 0.5 * k2, *args)
35 k4 = h * func(t[i] + h, y[i]l + k3, *args)

36 y[i + 1] = y[i]l + ((k1 + 2 x k2 + 2 * k3 + k4) +
37 np.sqrt(t[il)*(0.9*dW1[i] - 0.7xdw2[il))/ 6
38 return y

10 # Implementar el RK4 Estocastico
11 def rk4(func, yO, t, *args):

42 n = len(t)

13 h = t[1] - t[o0]

44y = np.zeros ((n, len(y0)))

15 y[0] = yoO

46

47 for i in range(n - 1):

48 k1 = h * func(t[i], y[il, *args)

19 k2 = h * func(t[i] + 0.5 * h, y[i]l + 0.5 * k1, *xargs)
50 k3 = h * func(t[i] + 0.5 * h, y[i] + 0.5 * k2, *args)
51 k4 = h * func(t[i]l + h, y[i]l + k3, *args)

53 y[i + 11 = y[i]l + (k1 + 2 * k2 + 2 * k3 + k4)/ 6

55 return y

56

57 i e

58 # Parametros del pendulo doble

59 11 = 1.0 # Longitud del primer pendulo

60 12 = 1.0 # Longitud del segundo pendulo

61 mli = 1.0 # Masa del primer pendulo

62 m2 = 1.0 # Masa del segundo pendulo

63 g = 9.8 # Aceleracion debida a la gravedad

64

65 # Condiciones iniciales

66 thetal_O0 = np.radians(45.0) # Angulo inicial del primer pendulo en radianes
67 theta2_0 = np.radians(0.0) # Agulo inicial del segundo pendulo en radianes

68 thetal_dot_0 = 0.0 # Velocidad angular inicial del primer pendulo
69 theta2_dot_0 = 0.0 # Velocidad angular inicial del segundo pendulo

71 # Condiciones iniciales del sistema
72 estado_inicial = np.array([thetal_O, thetal_dot_O, theta2_0, theta2_dot_0])

74 # Tiempo de integracion

75 tiempo_inicio = 0.0

76 tiempo_final = 10.0

77 puntos_temporales = 100000

78 tiempo = np.linspace(tiempo_inicio, tiempo_final, puntos_temporales)

80 #SIMULACION

81 ede = runge_kutta_cuarto_orden(pendulo_doble, estado_inicial, tiempo,1l1, 12, ml,
m2, g)

82 edo = rk4(pendulo_doble, estado_inicial, tiempo,l1, 12, ml, m2, g)

84 # Graficar resultados

85 plt.plot(tiempo, np.degrees(edel:,1]),’#FF4500° ,label=r’$\omega_1$.7)
86 plt.plot(tiempo, np.degrees(edel[:,3]), ’#000080°,label=r’$\omega_2$.°)
87 plt.xlabel(r’Tiempo $t$°)
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plt.ylabel(r’Velocidad angular $\omega (t)$’)
plt.legend ()
plt.show ()

Modelo logistico.

import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#Tratamiento de base de datos de poblaciones totales

#PTBO := Poblacion total de ballenas de 0jo de Liebre

#PTBS := Poblacion total de ballenas de San Ignacio

PTBO = pd.read_csv(r"C:\Users\oscar\Downloads\PoblacionDeBallenasOjo.csv")

PTBS = pd.read_csv(r"C:\Users\oscar\Downloads\PoblacionDeBallenasSnIgnacion.csv")

PTBO.rename (columns={"Temp O0jo de Liebre":"temporada","Poblacion de ballenas":"
poblacion"}, inplace=True)

PTBS.rename (columns={"Temp San Ignacio":"temporada","Poblacion de ballenas":"

poblacion"}, inplace=True)
totalballenas = PTBS.poblacion + PTBO.poblacion

#Tratamiento base de registro de ballenas adultas
#PBAO := Poblacion de ballenas adultas de Ojo de Liebre
#PBAS := Poblacion de ballenas adultas de San Ignacio

PBAO = pd.read_csv(r"C:\Users\oscar\Downloads\ConteoDeBallenasAdultasOjo.csv")
PBAS = pd.read_csv(r"C:\Users\oscar\Downloads\ConteoDeBallenasAdultasSnIgnacio.
csv")

PBAO.rename (columns={"Laguna 0jo de Liebre":"temporada", "Conteo maximo de
ballenas adultas":"conteo"}, inplace=True)
PBAS.rename (columns={"Laguna San Ignacion":"temporada","Conteo maximo de ballenas
adultas":"conteo"}, inplace=True)
totaladultas = PBAO.conteo+PBAS.conteo

totalbabys = totalballenas-totaladultas
n = np.arange (1995,2022,1)

fig, ax = plt.subplots()

ax.scatter (x=n, y=totaladultas)
ax.scatter(x=n, y=totalbabys)
plt.show ()

figl, ax = plt.subplots ()

ax.plot(n,totalbabys, label=’Ballenatos’)
ax.plot(n,totaladultas, label=’Ballenas adultas?’)
plt.legend ()

plt.show ()

#Natalidad

b = []

a=0

p=0

for i in range (26):

B = (totalballenas[i+1] - totalballenas([il)/totalballenas[i+1]
b.append (B)

if b[i]1>0:

p +t=1

a += b[il

correlation_matrix = np.corrcoef (totalbabys, totaladultas)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
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#DEFINICION SISTEMA DE EDO

def funcionil1(t, f1, f2):

X1 m21*f2 - (m12/(beta+f1l) + d1)=*f1
X2 = mi12xf1/(beta+f1) - d2xf2

return X1,X2

#METODO RUNGE KUTTA 4

def rk4(func, f1_0, f2_0, tO, tn, h, rho):

t_values = np.arange(tO, tn + h, h)

f1_values = []

f2_values = []

#Estocastico

dWl = np.random.normal (scale=np.sqrt(h), size=int(tn/h)+1)

dW2 = rho*dWl + np.sqrt(l-rho**2)*np.random.normal (scale=np.sqrt(h),

h)+1)
f1 = £f1_0
f2 = £2_0
i=0

for t in t_values:
f1_values.append(£f1)
f2_values.append (£2)

k11 ,k12 = func(t, f1, £f2) + np.sqrt(t)*(-45.4*xdWi[i] + 679.6*dW2[i])

size=int (tn/

k21,k22 = func(t + 0.5 * h, f1 + 0.5 * kiilxh, £f2 + 0.5 * k12*h) + np.sqrt(t)

*(-45.4xdW1[i] + 679.6*dW2[i])

k31,k32 = func(t + 0.5 * h, f1 + 0.5 * k21xh, f2 + 0.5 * k22xh) + np.sqrt(t)

*(-45.4*%dW1[i] + 679.6*xdW2[i])

k41 ,k42 = func(t + h, f1 + k31xh, f2 + k32xh) + np.sqrt(t)*(-454xdWi[i] + 679.6%

dw2[i])
f1 = f1 + (k11*h + 2*k21xh + 2xk31*h + k41x*h)
£f2 = f2 + (k12*h + 2*xk22*h + 2*k32*h + k42xh)
i +=1
return t_values, fl_values, f2_values

~N NN

6.0
6.0

#CONDICIONES INICIALES

t0 = 0.0
tn = 30
h = 0.025

f1_0 = 595 #Poblacion inicial de ballenatos
f2_0 = 880 #Poblacion incial de ballenas adultas

mi2 = 338 #Maximo de trancision a adultas

m21 = 0.101 #Capacidad reproductiva

di = .09 #Mortalidad en ballenatos

d2 = .08 #Mortalidad en adultos

beta= 900 #Poblacion necesaria para alcanzar una transicion m12/2

rho = 0.9565
t_values, f1_values, f2_values = rk4(funcionl, f1_0, £f2_0,

# Visualizacion de los resultados

plt.plot(t_values, fl1_values, label=’Ballenatos’)
plt.plot(t_values, f2_values, label=’Ballenas adultas’)
plt.xlabel (’Tiempo’)

plt.ylabel(’Valores de las funciones?’)

plt.legend ()

plt.show ()

rho)

42



Bibliografia

[Ahmad, 1988] Ahmad, R. (1988). Introduction to stochastic differential equations.

[Allen, 2007] Allen, E. (2007). Modeling with Ité stochastic differential equations, volume 22. Sprin-
ger Science & Business Media.

[Antonio, 2013] Antonio, J. S. (2013). El movimiento browniano: un paradigma de la materia
blanda y de la biologia. Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
106(1):39-54.

[Asmussen and Glynn, 2007] Asmussen, S. and Glynn, P. W. (2007). Stochastic simulation: algo-
rithms and analysis, volume 57. Springer.

[Caro, 2020] Caro, T. L. (2020). De la naturaleza de las cosas. Editorial Verbum.

[Chapra et al., 2011] Chapra, S. C., Canale, R. P., Ruiz, R. S. G., Mercado, V. H. 1., Diaz, E. M.,
and Benites, G. E. (2011). Métodos numéricos para ingenieros, volume 5. McGraw-Hill New
York, NY, USA.

[Chen, 2016] Chen, P. (2016). Modelling the stochastic correlation.

[de Medio Ambiente Y Recursos Naturales, | de Medio Ambiente Y Recursos Naturales, S. Conoce
mas de la ballena gris.

|[Espinosa and Ureta, 2014] Espinosa, A. E. and Ureta, C. (2014). La creacion de la metafora.c!
efecto mariposa". Ciencia-Academia Mezicana de Ciencias, 65(4):66-73.

[Evans, 2012] Evans, L. C. (2012). An introduction to stochastic differential equations, volume 82.
American Mathematical Soc.

[Fernandez Pérez et al., 2003] Fernandez Pérez, C., Vazquez Hernandez, F. J., and Vegas Monta-
ner, J. (2003). Ecuaciones diferenciales y en diferencias: sistemas dindmicos. Ediciones Para-
ninfo, SA.

[Fleischer et al., 2007] Fleischer, L. A., Michel-Guerrero, E., Zérate-Villafranco, A., and Alvarez
Andrade, A. (2007). Variabilidad interanual (1983-87) y (1996-97) de la ballena gris (eschrichtius
robustus) en la zona norte de bahia magdalena. Estudios Ecoldgicos en Bahia Magdalena, page
251.

[Gitterman, 2005] Gitterman, M. (2005). Noisy Oscillator, The: The First Hundred Years, From
FEinstein Until Now. World Scientific.

[Haan, 2021] Haan, D. (2021). Numerical time integration of stochastic differential equations.
Master’s thesis, University of Twente.

[Hirsch et al., 2012] Hirsch, M. W., Smale, S., and Devaney, R. L. (2012). Differential equations,
dynamical systems, and an introduction to chaos. Academic press.

43



[Lozano et al., 2017| Lozano, A., Ortiz, J. P., Fontanot, E. M., and Diaz, J. M. (2017). La dinamica
del péndulo doble. Instituto Tecnoldgico Auténomo de México, 3.

[Martinez, 2013] Martinez, L. M. L. (2013). Modelos de Dindmicas Migratorias con factores de
reclutamiento, depredacion y captura. PhD thesis, Universidad de Castilla-La Mancha.

[Morters and Peres, 2010] Morters, P. and Peres, Y. (2010). Brownian motion, volume 30. Cam-
bridge University Press.

[Nagle et al., 2000] Nagle, R. K., Saff, E. B., and Snider, A. D. (2000). Ecuaciones diferenciales y

problemas con valores en la frontera. Pearson Educacion.

[Oksendal, 2013] Oksendal, B. (2013). Stochastic differential equations: an introduction with ap-
plications. Springer Science & Business Media.

[Rincon, 2012] Rincon, L. (2012). Introduccion a los procesos estocdsticos. UNAM, Facultad de
Ciencias.

[Swartz et al., | Swartz, S. L., Urban, J., Gamez-Gallardo, A., Martinez, S., Nanduca, H., Urbén,
A. L., Mercado, J. R., and Rojas-Bracho, L. Incremento en el nimero de ballenas grises (es-
chrichtius robustus) que visitaron la laguna de san ignacio, baja california sur, méxico, durante
el invierno del 2011.

[Urban et al., | Urban, J., Swartz, S. L., and Aguilar, S. M. La ballena gris en la laguna de san
ignacio, baja california sur méxico.



	Movimiento browniano
	¿Qué es el movimiento browniano?
	Construcción matemática
	Propiedades y simulación
	Movimiento browniano multidimensional.
	Movimiento browniano bidimensional correlacionado

	Integral Estocástica
	Espacios L2
	Integral de Itô

	Ecuaciones diferenciales estocásticas
	Ecuaciones diferenciales ordinarias
	Ecuaciones diferenciales estocásticas
	Formula de Itô
	Aproximación numérica de EDE
	Método de Euler-Maruyama
	Métodos de Runge Kutta para EDE


	Aplicaciones de EDE
	Modelación matemática estocástica
	Movimiento armónico simple
	Dinámica poblacional de una especie migratoria de dos etapas con captura.
	Modelo logístico estocástico.
	La ballena gris.


	Conclusiones
	Bibliografía

