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Introduccion

Esta tesis es realizada en el drea de cosmologia del modelo de Gravedad Unimodular, siendo
el principal tema a tratar la energia oscura. La convencién de unidades utilizada, a lo largo de
esta tesis, es la de unidades naturales (unidades de Planck). Se dan por entendido los conceptos
bésicos, que no serén tratados aqui y pueden ser consultados en la literatura, sobre los antecedentes
de Relatividad General, como son: la gravitaciéon y la mecanica de Newton, la electrodinamica
de Maxwell, la relatividad especial de Einstein, el lenguaje de geometria diferencial y el algebra
tensorial; los temas abordados, en los primeros dos capitulos introductorios, comenzaran desde
las herramientas tensoriales para la construccién de las ecuaciones de campo de Einstein y para
el desarrollo de su cosmologia al construir las ecuaciones de Friedmann y de continuidad, por
mencionar un par. En el capitulo de cosmologia se explica el comportamiento de las densidades de
energia del Universo y como logran modelar la evolucion de éste, dando énfasis a estas variables
sobre todas las demas debido a su importancia en la hipotesis de esta tesis, la cual funge como un
primer acercamiento al modelo de energia oscura de Gravedad Unimodular; se cuenta la evolucion
térmica del Universo; se explica a mas detalle el surgimiento de la idea de Constante Cosmologica
y de las teorfas alternas de Emnergia Oscura; se realiza el calculo de la edad del Universo y su
formulacion, que sera util para los modelos presentados en el dltimo capitulo sobre Gravedad
Unimodular.

El meollo de esta tesis radica en la energia oscura, por lo que conviene contextualizar esta
misma. Las observaciones de Supernovas tipo TA (1998) [1] indican que el Universo se encuentra
en una etapa de aceleracién que comienza en un “redshift” alrededor de z = 0.7, correspondiente
al momento donde la Constante Cosmolégica se vuelve dominate a las otras densidades del Uni-
verso. Normalmente se atribuye la expansion del Universo a esta Constante Cosmoldgica [2] que, a
pesar de ser compatible con observaciones, no se termina de conocer su naturaleza; teniendo como
principal problema una discrepacia entre su calculo teérico y su observacion de hasta 120 6rdenes
de magnitud. Debido a esto, se plantean diversos modelos que intentan explicar la aceleracion del
Universo [3], acuniando asi el término de Energia Oscura al conjunto de los diversos modelos compe-
titivos. Un enfoque novedoso surge con la teoria de Gravedad Unimodular, donde una aparente no
conservacion del tensor de energia momento [4] permite el estudio de las propiedades de una nueva
energia oscura que puede resolver la gran discrepancia entre el cédlculo tedrico y la observacion
que presenta el modelo de Constante Cosmologica [5]. En el capitulo de Gravedad Unimodular
se explica en qué consiste esta teoria, que permite mantener las bases de Relatividad General,
alterandolas al restringir la métrica como no dindmica al fijar el determinante de la métrica a la
unidad, haciendo asi validos solo los grupos invariantes que transformen dejando el determinante
de la métrica sin cambios.

De la teoria, surge un parametro “jerk”, con forma como la encontrada en [6], el cual depende las
densidades de energia y sus factores de proporcionalidad; de esto dltimo, surge la hipotesis de esta
tesis que consiste en que las funciones del “jerk” con forma de combinacion lineal de los factores
de propocionalidad de las densidades son soluciones de la ecuacién de continuidad. Con esto, se
propone formular la funcion de los “jerk” propuestos, analizar las implicaciones cosmologicas de las
soluciones formuladas, comparar los modelos analizados entre si, y contrastar los modelos obtenidos
con datos de observaciones del Telescopio Hubble.
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Capitulo 1

Relatividad General

1.1. Contexto de Relatividad General

A continuacion se hard un breve resumen divulgativo para contextualizar la Relatividad Ge-
neral. Cualquier experto en el tema puede saltarse esta seccion. Las personas principiantes, que
busquen una explicacion mas detallada, pueden consultar: de [7] a [16] para consultar los antece-
dentes historicos y teoricos de la Relatividad Especial, asi como el desarrollo y aplicaciones de la
misma,; [7, 8] y [17, 18] para los antecedentes y el desarrollo tedrico de la geometria diferencial, y
sus aplicaciones en la fisica.

El espacio-tiempo le dice a la materia como moverse, la materia le dice al espacio-tiempo cémo
curvarse [19]. En 1915, Albert Einstein presenta su teoria de Relatividad General, respaldada
experimentalmente en 1919, por observaciones de deflexion de la luz, durante una expedicion
de Sir Arthur Eddington. La Relatividad General surge de incorporar la teoria de gravedad de
Newton, cuya mecanica se basa en transformaciones de Galileo [7], a la dindmica impuesta por la
Relatividad Especial, que se basa en la invariancia ante transformaciones de Lorentz. Esto tltimo,
debido a que la teoria electrodinamica de Maxwell, presentada en 1864, no satisface el principio de
relatividad galileana, pero si es invariante ante las transformaciones de Lorentz; Maxwell calculo
una velocidad de propagaciéon para las ondas electroméagneticas, en un supuesto éter luminifero,
coincidente con el valor medido de la velocidad de la luz. La existencia de un éter luminifero era
con el fin de conseguir las ecuaciones invariantes en marcos galileanos en reposo respecto al éter.
Experimentos para detectar dicho éter fallaron, destacando el realizado por Michelson y Morley
en 1887 [10]. Lorentz y Poincairé idearon un grupo de transformaciones para intentar responder la
razon por la cual el éter no era detectable, estas transformaciones serian usadas por la Relatividad
de Einstein en 1905. Einstein fue quien perfeccioné y entendi6 los conceptos fisicos y mateméticos,
creando asi su teoria que tiene como principio mantener la velocidad de la luz como constante para
cualquier observador y conservar toda ecuacion fisica invariante ante transformaciones de Lorentz,
manteniendo asi la teoria de Maxwell [15]. Toda ecuacion fisica, incluyendo la teoria de gravitacion
de Newton la cual, para incorporarse a la Relatividad de Einstein, debe modificarse en sus conceptos
geométricos referentes al espacio. Para entender la trayectoria de los objetos en el espacio, hay que
entender la geometria del mismo. La geometria euclidea, en la cual se basan todas las ecuaciones de
movimiento antes de la Relatividad, se construye a partir de pocos axiomas y postulados [17]. Entre
1799 y 1844, Gauss y Riemann presentan trabajos de geometria no euclidea que se desarrollan a
partir de la negacion del quinto axioma de Euclides, el cual dice (en forma equivalente) que la suma
de los dngulos internos de un tridngulo suman dos angulos rectos [7]. En 1854, Riemann presenta
las bases de lo hoy en dia conocido como Geometria Diferencial o Geometria de Riemann. Entre
los conceptos que mas destacan, para lo que ahora interesa, es que en la localidad de una variedad
(con cierta curvatura propia de este espacio) se observa una geometria euclidea. Einstein encontro
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en esto el enlace para la gravedad y su teoria de Relatividad: localmente la fisica de Relatividad
General se reduce a Relatividad Especial. Asi, se procede a desarrollar la teoria de Gravitacion
de Einstein mediante las herramientas tensoriales de la Geometria Diferencial, construyendo la
relacién entre energia y espacio-tiempo en las Ecuaciones de Campo de Einstein.

1.2. Herramientas Tensoriales de la Relatividad General

En esta seccién se presentan algunos conceptos y herramientas bésicas para la construcciéon
usual de las ecuaciones de campo. Empezando con el tensor métrico denotado en la teoria como
guv y del cual, usando derivadas parciales del tensor métrico y el concepto de transporte paralelo
se construyen las geodésicas, intimamente relacionadas con los simbolos de Christoffel o conexién
métrica. Se puede seguir con el transporte paralelo para construir la curvatura del espacio, pero
en esta tesis se opta por un camino mas facil al usar un método que mide la diferencia al derivar
un vector respecto a dos coordenadas, de forma que no es lo mismo (en un espacio no euclideo)
derivar respecto a una coordenada y luego respecto a otra, que derivar respecto a la segunda y
luego respecto a la primera. De esta forma es que se contruye el tensor de curvatura, o tensor
de Riemann, el cual es una funciéon de los elementos de la métrica y sus derivadas espaciales y
temporales (resultado que se puede ver en seguida). Con estos elementos es que Einstein pudo
ver matematicamente el Principio de Equivalencia con el cual se sostendria su teoria, dado que
al trabajar con una métrica de Minkowski, el resto de resultados es cero y se puede trabajar con
Relatividad Especial. En resumen, el procedimiento para obtener las herramientas es como sigue:
se parte de una métrica de donde se obtiene el tensor métrico g,,,,, de donde al obtener sus derivadas

parciales se construye la conexion I‘f;l,, la cual al combinarla con derivadas parciales y productos
con esta misma se construye el tensor de curvatura RKA)W (donde R;‘W: matriz 4 x 4 de matrices

4 x 4, un tensor de rango 4). Antes se vio una forma de definir la métrica, pero también se puede
escribir en términos de los elementos de la base: g, := e, - e, y de esto construir los simbolos de
Christoffel [7], como:

@ =1én, (11)

simétrico, i.e, I, = I'} . Y al comparar la ecuacion de una geodésica con la del trasporte paralelo,
se obtiene la relacion entre la métrica y los simbolos de Christoffel:

« 1 «
~s = 59 ﬂ(aygﬂé + 059y — 8[3976)~ (1.2)

Se desarrolla el tensor de Riemann partiendo de la métrica, usando la diferencia de segundas
derivadas de un vector [12] (Ver Apéndice A.1):
Ry, =01, -0, +1I7 L, —T T (1.3)

np kY v kP

Una propiedad del tensor de Riemann es que es antisimétrico al cambiar los primeros dos o los
ultimos dos indices: R}, = —R] . También se define el tensor de Ricci, que es una contraccion
del tensor de Riemann:

Ry = By (1.4)
Y la curvatura escalar se define como: R = g"”R,,,,. Serd util recordar las propiedades del simbolo
de Levi-Civita [17]: €;,,e/*™ = 5g5lk — 5?5{, Eim €t = 255, Eim €™ = 6.

De relatividad especial, un fluido perfecto se define teniendo cada punto a una velocidad tal
que un observador que se mueva con esta velocidad vea el fluido a su alrededor is6tropo, cierto si el
camino libre promedio entre colisiones es pequeno comparado con la escala de longitud dada por el
observador [7]. Su tensor de energia momento toma la forma 777 = pd;;, T"°° = p en coordenadas
comoviles, siendo p y p la presion y densidad propia de energia que cumplen las transformaciones
de Lorentz, entonces:

™ =pg" + (p+ p)U"UY, (1.5)
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siendo U,U® = —1, la normalizacién del vector cuadrivelocidad; donde U? = 0 y U° = 1 heredado
del sistema comovil [12]. Su traza mantendra 3 componentes de presion y 1 de energia bajo la
métrica de Minkowski:

T=3p—p. (1.6)

Usando la ecuaciéon para particulas interactuantes solo en puntos concretos [7], se obtiene p =

1/323’:1 T% =1/3> W4 /EN)P(x—,), p=T" =3\ En6*(x —2an), siendon =Y 83 (z —
Zn) la densidad numérica de particulas. De aqui sigue en general que

0<p<t. (1.7)
Un fluido perfecto puede incluir hasta una cantidad conservada, aparte de la presion y la densidad
de energia, tal puede ser el nimero de densidad de particulas. Incluyendo este término, se obtienen
valores dependientes de la entropia del sistema [17]. Ademaés, se puede considerar fluidos imperfectos
de los cuales se obtendran términos pequetios referentes a los coeficientes de viscosidad [7].
Conviene mencionar la identidad de Bianchi [8]:

1
VHRLL = 5V,,R, (18)

siendo también que: V,g,, = 0. Es conveniente recordar que la derivada covariante de un tensor
es [12]:
V'yT,uV = a’yTp,u - FZVTO'V - ].—‘?,,YTH(S, (19)

por lo que, al multiplicar por la métrica para volver la derivada contravariante:

VT =0Ty — g1, Toy — g7°T0, Tys. (1.10)

1.3. Ecuaciéon de Campo de Einstein

Una vez construidas las herramientas, da paso a aplicarlas para construir una ecuacién relacio-
nada con la energia y que pueda describir la gravedad. Einstein supuso una relacién proporcional
entre el espacio-tiempo curvo, descrito por el tensor de curvatura, y la energia, descrita por el
tensor de energia (el tensor de energia-momento T}, es una matriz 4 x 4, un tensor de rango 2 que
representa energfa, densidad, presion, tension), i.e., existe una relacion entre la energia y el espacio-
tiempo descrito por el tensor de curvatura R;\W < Ty, pero dado que el primero es un tensor
de rango 4 y el segundo un tensor de rango 2, la relacién debe ser mediante una contraccion de
RQW (como nota, el tensor de Riemann tiene 64 elementos, que al contraerse = R,, = >, R;‘M el
tensor de Ricci, con 16 elementos, donde al contraerse con la métrica da como resultado = R = R§
el escalar de curvatura de 1 elemento). Por lo que la relacion entre espacio-tiempo y energia esta
dada por la proporcionalidad entre el tensor de Ricci y el de energia R,, = kT),, [13]. Pero al
derivar covariantemente la ecuacién anterior, esta no da como resultado cero, implicando que el
tensor de energia no se conservaba. Una mejor suposiciéon a esta ecuaciéon diferencial fue restar al
tensor de Ricci un medio del tensor métrico multiplicado por el escalar de Ricci proporcional al
tensor de energia, de forma que este nuevo tensor G, = kT, (siendo G, = R, — (1/2)Rgu. €l
tensor de Einstein) permite la conservacion del tensor de energia. La constante k esta dada por el
limite newtoniano [17] de curvatura plana g,, ~ 7,, y velocidades muy pequenas en comparacion
a la luz v < 1; por lo que se recupera F' = Gmimar—2 si k = 87G, que es independiente de las
masas, respondiendo asi el porqué estas masa inercial y gravitacional son las mismas en la teoria
de Newton, pues todo recae en la curvatura del espacio. Asi es como Einstein pudo demostrar que
la gravedad es una consecuencia de la curvatura del espacio y no es méas que el trayecto que siguen
los objetos en un espacio curvo, siendo congruente con el Principio de Equivalencia. Entonces:

1
Ry, = 5 Ry = 87GT,, (1.11)
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la ecuacién de campo de Einstein. Hilbert, poco después, hallaria una forma de recuperar las
ecuaciones de campo a través del principio de minima accion [13]:

1 1
S = /dtL = /d4x£; L= RR + Loateria = RHV - iRg/tu = 87TGT/MM (112)

la acciéon de Einstein-Hilbert. De la ecuacién de campo de Einstein se han obtenido cientas de
distintas soluciones, aplicaciones y predicciones, entre ellas estan: la precesion de la 6rbita de
Mercurio y la defleccion de la luz, el “redshift” (corrimiento al rojo), los agujeros negros y sus
singularidades, las ondas gravitacionales, y la cosmologia, siendo esta tltima tema del siguiente
capitulo.




Capitulo 2

Cosmologia

2.1. Antecedentes de Cosmologia

En 1912 Leavitt mide la relacién entre la luminosidad y el periodo de cefeidas [7], siendo las
de mayor luminosidad las que mayor periodo tienen; aunque no pudo encontrar la constante de
propocionalidad, su método fue mejorado en posteriores medidas, midiendo la distancia de pocas
cefeidas por paralaje (método inicial para medicion en la escalera cosmica), como las de Hertzsprung
y Russell [15], generando los diagramas de Hertzsprung-Russell que mantienen una relacion entre
la luminosidad y su clasificacién espectral; mediante la ley del inverso cuadrado L = 4wd? f es como
se logra obtener la distancia de las estrellas (a partir de sus valores aproximados en el diagrama
Hertzsprung-Russell), generando el siguiente peldafio de la escalera cosmica. El altimo escalon de
la escalera cosmica, por ahora conocido, son las candelas estandar extragalacticas: de los métodos
méas populares se encuentra la ley de Hubble y las Supernovas tipo IA. En 1925 Hubble hace
observaciones de la forma espiral de las galaxias [11], y usando la ley de Leavitt logra calcular sus
distancias.

De las ecuaciones de campo de Einstein se procede, como una aplicacion de estas, a la Cosmo-
logia. En un principio, Einstein imaginaba el Universo como un espacio infinito y estatico, quizas
cayendo en el mismo engano que Newton; de la Relatividad General, si el Universo tiene densidad
uniforme entonces inevitablemente se expande o se contrae; asi fue que Einstein incluy6 un término
constante a su ecuaciéon G, +Ag,, = 81GT),, a manera que se igualara con la cantidad de materia
en el Universo y lo mantuviera estéitico; a esta constante se le conocié como constante cosmologica
[7]. Sin embargo, predicciones tedricas de Friedmann, Lemaitre, Robertson y Walker (incluyendo
trabajos de De Sitter) indicaban que ese caso tan particular debia estar regido por ecuaciones mas
generales, dependientes de una métrica en evoluciéon con un Universo o bien, en expansién o en
contraccion; fue con las observaciones de Hubble, en 1929 [11], que se confirman estos modelos de
evolucién de un Universo en expansion, ademés de obtener la ley de Hubble z = Hd (ver Figura 2.1,
marcando esta relacion en la grafica de arriba); asi es como la constante cosmologica desapareci6
por un tiempo y asi nacié a la cosmologia. Con la llegada del concepto de un Universo evolutivo,
surge la clasificaciéon de densidades de energia y su evolucién con la expansiéon del mismo: materia,
radiacion y alguna otra especie que explique la expansién del Universo. Pero no fue hasta 1998 con
las observaciones de Supernovas IA [1], midiendo su corrimiento al rojo, que se not6é que no solo se
expande el Universo, sino que esta expansion es acelerada, concluyendo que algo oculto debia estar
acelerando el Universo, regresando asf la Constante Cosmologica (en la parte inferior de la Figura
2.1 se puede ver la relacion de las densidades del Universo de acuerdo a mediciones de Supernovas).
Las Supernovas IA (candela estandar) es la explosion de una enana blanca [8], la cual se debe a
un par de estrellas: una enana blanca y una normal; la materia de la estrella normal es absorbida
por la enana blanca, generando una masa, en esta tltima, mas alla de donde la degeneracion de
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Figura 2.1: Diagrama de Hubble de supernovas distantes, magnitud contra “redshift” [20].

electrones no puede contrarrestar la fuerza gravitacional ocasionando un colapso hacia una estrella
de neutrones (o un agujero negro) liberando tanta energia en el proceso [21]. El limite de masa se
conoce como limite de Chandrasekhar, este indica que una enana blanca puede tener una maxima
masa posible de 1.4 masas solares antes de colapsar en una estrella de neutrones o un agujero
negro. Antes se conocian alrededor de 60 STA, ahora se tiene un catélogo de alrededor de 1200 STA.

2.2. Principio Cosmolégico

Homogéneo e isdtropo es el Universo Observable a grandes distancias. Eso es lo que dicta el
Principio Cosmologico, siendo una de las bases en la construccion de la cosmologia. Homogéneo
significa que existe misma cantidad y distribucion de algo (especies de densidad de energfa, en
cosmologia) en un espacio (considerando el Universo una variedad, indica que la métrica es la misma
sobre toda esta variedad) [8], e isotropo significa que todo se observa igual en todas direcciones.
La idea es que el Universo se puede considerar uniforme, basandose en el principio Copernicano; es
debido a este principio, que la isotropia observada implica homogeneidad [11], méas no siempre una
implica la otra. Existen matices en esta aseveracion, puesto que en lo cotidiano (escala usual
de percepcion humana, o a nivel de laboratorio) no existen esas homogeneidades e isotropias
que se mencionan, inclusive yendo a niveles estelares o galacticos se sigue viendo anisotropias;
es posible que sea necesario analizar el principio cosmologico a mas detalle [22], dado que se
observan estructuras mas grandes de lo permitidas por dicho principio (faltan mas observaciones,
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pues atn puede ser una coincidencia estadistica de 4.5 sigmas). El principio cosmolégico se aplica
para escalas de 10% afios luz en adelante [17], i.e., aproximadamente 300Mpc. Existen factores
dependientes de la expansion del Universo, que son consecuencia directa del principio cosmologico,
y que se veran en las siguientes dos subsecciones.

2.2.1. Factor de Escala

El principio cosmologico y la expansion del Universo llevan al siguiente tensor métrico:

-1 0 0 0
o @ o 0 1.
=10 0o a2t o0 |’ (21)
0 0 0 a2(t)

donde a(t) es el factor de escala, siendo asi la expansion lineal dl,, = a(t)dz, normalizada de forma
que a(tg) = ap = 1 en la actualidad [13]; siendo esta una proporcion del cambio de las distancias
al expandirse el Universo, a modo que do/dy = a(t2)/a(ty) [17]. El término dl, corresponde a una
distancia fisica (o real) y el término dx a una distancia en coordenadas comoéviles. En cosmologia
se utiliza el concepto de coordenada comovil presentado en relatividad especial (el cuadrivector de
una particula en un sistema comévil solo tendra componente temporal, dado que ésta permanece
en reposo respecto al marco comovil); estas coordenadas siguen la expansion del Universo, de modo
que dos puntos cuyo movimiento sea dominado por la expansién mantienen siempre las mismas
coordenadas. El factor de escala es un pardametro que depende del tiempo, cuya proporciéon entre
un factor de escala a un cierto tiempo final entre uno a tiempo inicial es la misma que la proporciéon
entre distancias reales, tutil para medir la expansion del Universo de manera escala sin preocuparse
por los nimeros. Debido a que la métrica del Universo debe seguir el Principio Cosmolégico, se
deben adoptar idealizaciones como [9]: el espacio-tiempo se puede seccionar en hipersuperficies
a tiempos constantes que sean perfectamente homogeneas e isotropas; y que el marco de reposo
de las galaxias este acorde a la definicion de simultaneidad. El problema se simplifica al adoptar
coordenadas comoviles, que adoptan una forma ortogonal [8]. Debido a que la expansion es isotropa,
el factor de escala se puede usar con total tranquilidad para indicar una expansion a una misma
escala. Algo importante de aclarar es que la expansion es intrinseca, lo que quiere decir que no
se expande dentro de algo mas. También, se puede ver desde el Principio Cosmologico, no existe
centro; lo que implica que la expansion ocurre en todos lados asi como ocurrié en todos lados en
Su comienzo.

De forma ttil se puede encontrar que z + 1 = ag/a(t), por lo que a = (z + 1)~1. A diferencia
del factor de escala que va de un valor cero a uno, el “redshift” z va de infinito a cero, siendo
el “Big Bang” esta singularidad z — oo, y 2 = 0 el momento actual. Por lo mismo, existe una
singularidad en a(t) = 0; esta singularidad se puede analizar igual que la tratada con agujeros
negros: se encuentra que el término escalar de Kretchsmann (recordando su utilidad para hallar
singularidades dada una métrica) es k = RapeqR¥? = 12a7%[(aid)? + a*], por lo que, para para
a = 0, k se indefine, es decir el Big Bang. También se puede remarcar que el desacoplamiento que
produce el CMB abarca entre z = 1000 y z = 1200. Por observaciones de Supernovas TA [1], se
encuentra que el Universo empieza una etapa de aceleraciéon aproximadamente en z = 0.7, i.e.,
cuando la energia oscura se vuelve dominante.

Finalmente, es bueno introducir al pardmetro de desaceleracién ¢ y al “jerk” j que surgen de
una expansion en Taylor del factor de escala. Siendo el parametro de desaceleracion una funcion de
la constante de Hubble en segundas derivadas del factor de escala y el “jerk” en terceras derivadas.
Haciendo una expansion de Taylor del factor de escala:

alt) = alto) + alto)(t — to) + Llio) ¢ — f0)° + T (to)(t —10) + - (22
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y dividiendo todo entre a(tg) para obtener la constante de Hubble Hy = H(zp) en primer orden:

a(t)

2ty = 1 Hot = to) = a0 (1~ t0)* + jo (1~ to)” + -+ (2.3)

siendo qo = —i(to)(a(to)HZ)™! el parametro de desaceleraciéon y jo = @(to)(a(to)Hs) ! el pa-
rametro “jerk”, aunque en cosmologia es mas comun usar el pardmetro de desaceleracion que el
parametro “jerk” (a diferencia de esta tesis que empleara j en el siguiente capitulo).

2.2.2. Parametro de Hubble

El pardmetro de Hubble H = aa™! [16] es dependiente del factor de escala a; a su vez, con
este pardmetro de Hubble, se logra definir la velocidad a la que se expande el Universo como el
producto de este parametro por la distancia entre dos puntos v = Hd, o z = Hd en su forma
méas usual (siendo z el “redshift” mencionado anteriormente). En un inicio, este parametro se po-
dia obtener de mediciones directas de supernovas (subiendo en la escalera cosmica), siendo asi
una constante medida en 73.5 £ 1.4[km/s/Mpc] [23]; sin embargo, tomando distancias mayores
(bajando en la escalera cosmica; siendo el término de escalera césmica la forma usual para re-
ferirse a las mediciones a distintas distancias en el Universo observable), se encuentra que este
parametro debe depender de las densidades del Universo, por lo que seré dependiente del modelo
y observaciones el valor de la constante de Hubble: 67.04 £ 0.5[km/s/Mpc] en el modelo ACDM
[24]. La diferencia entre mediciones y modelo se conoce como la crisis en cosmologfa, y con las
mediciones de ondas gravitacionales se planea afrontar esta crisis, actualmente la medida es de
70+£12.8[km/s/Mpc] [25] (pero dejando el terreno como estaba, debido al margen de error). Como
sea, parece prometedor que el error no sea debido al modelo, sino a la calibracion de medidas,
tal como muestra la reciente calibracion en el método TRGB (“Tip of the Red Giant Brach”) con
datos de Gaia: 69.8 +0.6(estadistico)+1.6(sistematico)kms ! Mpc~! [26], medida ascendente en la
escalera césmico y acorde con el valor Hy del modelo estandar.

En la siguiente secciéon se partird como base lo visto hasta ahora en la tesis y se construiran
las ecuaciones de Friedmann y la de continuidad, viendo asi la construcciéon del paramétro de
Hubble dependiente de las densidades del Universo. Mas adelante en el capitulo, se analizara
el comportamiento de las distintas densidades del Universo y la evoluciéon de estas conforme el
Universo se expande, asi como el uso del pardmetro de Hubble para calcular la Edad del Universo
(que sera de ayuda para acotar valores del modelo estudiado en el Capitulo 3); se vera brevemente la
necesidad de una Constante Cosmolégica y algunos de los modelos de Energia Oscura que intentan
explicar la expansién del Universo.

2.3. Desarollo Teérico de Cosmologia

Para aplicaciones de cosmologia se deben considerar tres ingredientes [16]: El principio cosmo-
logico, que lleva a una métrica especial que incluye el factor de escala; el postulado de Weyl, que
requiere que el Universo se comporte como un fluido perfecto; y la relatividad general representada
por la ecuacion de Einstein. El elemento de linea Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
del tensor métrico (2.1), se define como:

ds? = gudatdz” = —dt* + a®(t)da'da? . (2.4)

Para el espacio plano tipo FLRW, se puede calcular las componentes del tensor de Ricci y su escalar

(ver Apéndice B.1):
i i (a\’
Rop =3—, Rij = (ad+2a)d;; y R=6|— - . 2.5
00 P j (CLCL+ a) iy a+(a) ‘| ( )
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Luego, tomando la notacion de Weinberg de (1.11): R, = —87G(T,, — 1/29,,T); y considerando
la ecuacion de un fluido perfecto (1.5) y (1.6), se obtiene la ecuacién de Friedmann, de la cual
se puede sustituir el parametro de Hubble en ella. Sustituyendo en (2.5) temporal, se tiene que:
3ifa = —87G(Too — (1/2)gooT), siendo Too = pgoo + (p + p)UoUo y T = 3p + p; por lo que
3d/a = —8rG[(1/2)p + (3/2)p], o bien:

34 = —47G[3p + pla. (2.6)

Cabe senalar que basta con sustituir una métrica general en el tensor de energia de un fluido perfecto
de Relatividad Especial (antes mencionado), aunque mas detalle de su construccion adecuada y de
los conceptos se encuentra en [27]. Mismo procedimiento para (2.5) espacial y se obtiene:

<d)2 _a +47G(p + p). (2.7)

a) a
Sustituyendo (2.6) en (2.7), se obtiene la Ecuacion de Friedmann:

(2.8)

dependiente de las densidades de energia en su forma general p = p,,,+p,; siendo materia compuesta
por materia bariénica y materia oscura y radiacion por fotones y neutrinos (a las densidades de
energia se les dedicara una seccion entera mas adelante); notese que esta ecuacion de Friedmann
surge de una ecuaciéon de campo sin una constante cosmologica A, cuya inclusion en la ecuaciéon
de Friedmann harifa sumar un p, (asociado a la constante cosmologica en el modelo estandar) a
p, v la cual es importante introducir una vez se presente la ecuacién de aceleracion de la siguiente
seccion.

Si la derivada covariante del tensor de energia es cero V.1, = 0, entonces la Ecuacién de
continuidad se define como la derivada temporal de la densidad més tres veces la constante de
Hubble por la suma de la presion y la densidad igual a cero, la derivada explicita de (1.6) (toda
Ecuacion de campo tiene asociada una Ecuacion de Continuidad):

> 1pi+3H(pi + pi)] = 0, (2.9)

K2

con el indice ¢ corriendo para las distintas especies existentes en el Universo.

2.4. Enmergia Oscura

2.4.1. Ecuaciéon de Estado

De los analisis estadisticos de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac se obtiene la ecuacion de estado
p = pw , la cual indica que la presion de un gas ideal (fluido perfecto en cosmologia) es proporcional
a su densidad y el parametro que los iguala debe ser w = 1/3 (para gas de fotones, radiacion en
cosmologia) y w = 0 (para gas de fermiones, materia en cosmologia). En cosmologia, esta ecuacion
de estado es aplicable para un fluido barotropico [28], término dado de un sistema isentropico
de entropia s = s(p,p) constante [29], conocido como barotrépico si se cumple que p = p(p),
e isotérmico, ademas, si w es constante. Méas atn, 0 < w < 1 (aunque en casos especiales se
puede w < 0 sin violacion del principio fuerte de energia [16]) para mantener la primer ley de
termodinamica (la cual puede ser obtenida a partir de la ecuacion de continuidad [27]). En esta
tesis, se llamara parametro de proporcion (de densidad de energia) a w, aunque en la literatura se
encuentra como energia de fluido o trabajo de fluido [29].
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2.4.2. Ecuacion de Aceleracion

Derivando (2.8) y sustituyendo en (2.9) se obtiene la ecuacion de Raychaudhuri o ecuacion de
aceleracion: )
&= —an (p+2): (2.10)
a 3/’
con esta ecuacion se analiza la aceleracion del Universo. Notese que el lado izquierdo de la ecuacion
puede ser mayor, menor o igual a 0, dependiendo de las variables p y w (al sustituir la ecuacion
de estado) del lado derecho de la ecuacion. Estas dos variables corresponden, en un primer acer-
camiento, a materia y radiacién; sin embargo, aunque el resultado general depende de todas las
densidades de energia, el estudio se realiza para las especies de forma individual.

Variable p

En el analisis de la variable w se presentard la constante cosmologica como fuente de una
expansion acelerada, mas desde aqui se puede ver que para hacer que el lado izquierdo de (2.10)
reproduzca los tres casos antes mencionados (<,>,= 0) es necesario incluir una nueva densidad
de energia pp o< A. El valor de A determinaré la evolucién del Universo, siendo este primer caso
estudiado en la fila II de la Figura 2.2; de esta misma fila, (i) alberga el caso de la constante
cosmologica y (ii) el caso de las ecuaciones de campo sin constante cosmologica (luego de los
descubrimientos de Hubble y antes de las observaciones de un Universo con expansion acelerada).

A=0 A=0 A<D
R R i
I
k=-1 /—\
; ! t >t t
1] i i
A R Einstein- R
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k=0
t + *
{ (il . i} '
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Figura 2.2: Evolucién del Universo distancia contra tiempo, para valores de curvatura k y de energia
oscura A [16]

Para estudiar las filas I y III se debe ver un caso atn mas completo de (2.8). En la ecuacion de
Friedmann se puede incluir un término dependiente de la curvatura del Universo, el cual sumaria
k/a? en el escalar de Ricci y restarfa el mismo en la ecuaciéon de Friedmann: H2 = (8/3)nGp—k/a?
[8]; siendo p general que puede, o no, incluir A (el caso donde no se incluye es en la columna A = 0).
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Esta curvatura surge del hecho de un espacio uniforme, lo que lleva a la conclusion de que debe
tener curvatura constante la cual puede ser positiva, negativa o cero [16]; el dltimo caso ya fue
estudiado arriba, el de curvatura positiva corresponde a la fila III y el de curvatura negativa a la fila
I. Dependiendo de los valores de curvatura k o de energia oscura A, el Universo puede evolucionar
de distintas formas (Ver Figura 2.2): expandirse eternamente a distintos ritmos, o expandirse y
contraerse.

Variable w

De igual forma que para la variable p, la variable w resultaba constante a forma de no afectar el
analisis, ahora se invierten los papeles y se buscan los casos que definen a esta. Como las observables
son de un Universo en expansién acelerada, el lado izquierdo de la ecuacién de Raychaudhuri
debe ser mayor a cero da~!' > 0, por lo cual la presién debe ser menor a menos un tercio de la
densidad p < —p/3, w = —1/3!l; pero esto es contradictorio pues las soluciones de la constante de
proporcionalidad no son negativas, ya que esto viola el principio de conservaciéon de energia. Cabe
notar que la constante cosmologica, como energia del vacio, satisface dicha condicién para la cual
w = —1 [30]. El término hallado de w = —1/3, sustituido en la ecuacion de Friedmann, corresponde
a un valor critico A, que permite un Universo estético, tal como Einstein lo deseaba.

El término A se agrega a mano en la ecuacion de Einstein, y estara asociado a la expansion
acelerada del Universo; pero es importante hacer una aclaracién, debido a un abuso de lenguaje: el
parametro A se refiere a todo lo asociado con la expansion acelerada del Universo (como se ha visto
hasta ahora), y su valor cambiara conforme evoluciona el Universo. Esto tltimo se puede ver del
desarrollo en la ecuacion de continuidad, reescrita como p = —3Hp(1 4+ w) al sustituir la ecuacion
de estado, y donde H = a/a; asi, sustituyendo este ultimo y haciendo los pasos necesarios para
quitar las diferenciales de tiempo:

dp da
— =-3(1 — 2.11
2= 314w T (211)
que al integrar
In(p) = =3(1 +w)in(a) + ¢ (2.12)
siendo esto ultimo
p = poa~ 30+, (2.13)

Asi, al tomar la densidad de energia del vacio pp, la A tomara distintos valores dependiendo
del valor que tome su w en la ecuaciéon de estado. El caso particular de la constante cosmologica
w = —1 hace que coincida A = A, por lo que es entendible la confusién al nombrar A a la constante
cosmologica y, a su vez, a la energia oscura; pero, al conjunto de estas distintas A se les conoce
como energia oscura y, de no ser que el tema tratado sea constante cosmolégica, en esta tesis se
tratard el caso general. A continuacién se mostraran los distintos casos de w y los modelos que
generan, tanto de energia oscura como de destino final del Universo.

= wp = —1 permite una energia oscura constante. A esto, esta asociada la constante cosmol6-
gica. Aprovechando que ya se ha llegado a este punto, es necesario mencionar que existe una
incongruencia entre el calculo teérico y la observacion al asociar una energia del vacio a esta
constante cosmologica. En realidad, no es tan facil poner un valor a la Constante Cosmologi-
ca, pues cualquier cosa que contribuya a la densidad del vacio (campos cuanticos en general)
puede actuar como una A [2]. Cuando se calcula el valor esperado de la densidad de energfa
oscura y se compara con el valor observado, se encuentra un enorme error de més de 118
ordenes de magnitud. El valor observado ya se esperaba por la teoria de Relatividad General
que debia tener un valor méaximo en A., por lo que Qy < (87Gpoa)/(3HE), con un valor
medido py ~ 10747GeV*. El valor teérico se obtiene a partir de calcular el valor esperado
de la energia de vacio correspondiente a teorias supersimétricas a partir del formalismo de
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teoria cuantica de campos:

A 2 4
Ark?dk 1 A
<p>:/ VR v m2 ~ (2.14)
0

(2m)3 2 ~ 1672’
siendo \ ~ (87G)~1/2, asi (p) ~ 2 x 107 GeV*.

El destino del Universo que provoca esta constante cosmoldgica se conoce como “Big Free-
ze” (Gran Congelamiento, o muerte térmica), siendo que la expansiéon contintia por siempre
haciendo que los sistemas eventualmente queden aislados y su energia se disperse en la in-
mensidad del espacio teniendo un final térmico.

= wp < —1 genera energfa oscura que aumenta su densidad con la evolucién del Universo. La
energia oscura tipo “phantom” (fantasma, nombre dado por sus propiedades tan sorprenden-
tes) cumple esta propiedad. Es causante del “Big Rip” (Gran Desgarro), debido a que su
aceleracion es tan abrupta que termina por separar no solo sistemas estelares como en la
constante cosmolbgica, sino inclusive la estructura fundamental de la materia.

= wp > —1 genera energia oscura que disminuye su densidad con la evoluciéon del Universo.
Existen distintos modelos que cumplen esta propiedad, e.g. energia oscura quinta escencia
(“quintessence” en inglés) que es un campo cuéntico escalar [13] asociado a esta presion
negativa y que disminuye con el tiempo, disminuyendo con ello la expansiéon del Universo. Si
A > A, se permiten Universos que se expanden por un periodo de tiempo, y terminan por
contraerse, estos modelos son causa del “Big Crunch” (Gran Colapso) que incluye Universos
ciclicos; existen otros modelos, como los modelos asociados a campos cuanticos surgidos de
la idea de Universos ciclicos que dan pie al “Big Bounce” (Gran Rebote), donde debido a las
fluctuaciones cuanticas del Universo se puede generar un nuevo “Big Bang” (Gran Explosion)
y reiniciar con otro Universo.

Recientemente se presentaron resultados de la colaboracion DES (“Dark Energy Survey Year 3”)
que presenta valor de wy = —O.98J_r8:§2 [31] en contraste con el valor aceptado anteriormente

wp = —1.03179218 [32].

2.5. Densidades del Universo

De la ecuacion de estado p = wp , se analizan los tres casos més estudiados en cosmologia de la
constante de proporcionalidad w, se encuentra materia, radiacién y vacio con valores cero, un tercio
y menos uno respectivamente [30]. Sustituyendo en la Ecuacion de Continuidad, se obtienen las
ecuaciones respectivas a cada especie de densidad en el Universo dependientes del factor de escala,
o de forma general (2.13): p = poa=3+%) [8]. Los parametros de densidad Qg oc py pueden ser
arbitrarias dependiendo el tiempo inicial que se considere y se mida, o del modelo que se estudie.
Ademas, se puede sustituir la expresion encontrada p(a) en la ecuacion de Friedmann, y hallar una
relacion a(t) para cada densidad dominante.

1. Materia: la constituyen particulas que se mueven lentamente (v < 1), entonces de £ = m =
p = mn ; n es la densidad numérica (particulas por volumen). n « a=3 = p,, o< a~3. La
materia oscura y barionica tienen un w = 0 tipo polvo = p =0y de (2.9):

a
,0'+3ap:():\pm = poma>. (2.15)

Sustituyendo (2.15) en (2.8) y desarrollando para el factor de escala, se encuentra al integrar

que:
o § [8nG
- 2 3 Pom
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Figura 2.3: Evolucion del Universo de las especies de densidad del Universo (en escala logip y en
forma adimensional de parametro cosmologico) contra factor de escala [20]

2. Radiacion: la constituyen paticulas livianas (masa nula o casi nula) moviéndose a velocidades
relativistas cercanas a las de la luz (o igual a la luz). Se sabe, para fotones, que la longitud de
onda debe ser proporcional al factor de escala A & a; por lo que su frecuencia seré proporcional
al reciproco del factor de escala v oc A™! oc ™! y su energia serd E = hv o< a~!. Por lo que
pr = E,n x a"'a™® = p, o« a*. Luego, para un gas de fotones (aplicable también para un
gas de fermiones relativista, en especifico los neutrinos) se obtiene que w = 1/3 (del analisis
de fisica estadistica [20]) tipo radiacion. Y de (2.9):

: _ p_ ,a _ —4

p+4pr0:>;774aépr—p0ra , (2.17)
incluido neutrinos por masa pequena. En los inicios del Universo la radiaciéon era dominante.
Sustituyendo (2.17) en (2.8) y desarrollando para el factor de escala, luego de integrar se

tiene que:
[81G
= 2 —_— r
a [ 3 Po

3. Energia del vacio: lo constituye toda energia oscura, pero en este anélisis se considera la
constante cosmologica con w = —1 = p = —p, a modo que al sustituir en (2.9), se obtiene
una constante:

1/2
/2, (2.18)

p=0= p=poa- (2.19)

Sustituyendo (2.19) en (2.8) y desarrollando para el factor de escala, después de integrar se

obtiene:
181G
a = exp [ gpoAt] ; (2.20)
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o bien, a = eflot. Luego, @ = Hyefo! = Hya ; siendo Hy una constante, indicando que el

Universo se expande aceleradamente.

Las tres densidades comparadas evolucionan conforme se expande el universo como en la Fi-
gura 2.3. Y la expansién del Universo con sus distintas etapas de dominancién de las especies de

2.5 T T I /
—— radiation

—— malter

ﬂ(f) vacuum——

=
N
|

0 |
0 0.5 1 [ 1.5 2

Figura 2.4: Evolucion del factor de escala respecto al tiempo, se marcan los instantes en que cada
especie es dominante respectivamente [15]

densidades como en la Figura 2.4.

2.6. Parametros Cosmoloégicos

Es ttil definir una densidad critica del Universo de la siguiente forma p. = 3H2/87G, de
modo que al dividir las densidades de todas las especies por esta densidad critica, se obtienen
los parametros de densidad del Universo Q(t) = p(t)/pc. Luego, sustituyendo en la ecuacion de
Friedmann (2.8), se encuentra una constriccion: 1 = (87G/3H?)[p, + pm + pa] = Qp + Qm + Q.
Y al sustituir la forma a(z), antes mencionada en la subseccion de factor de escala, se obtiene la
ecuacion de Friedmann adimensional:

H2

F?(2) = Viel
0

= Qo (2 + 1)* + Qo (2 + 1) + Qoa; (2:21)

con valores, inferidos de las obsevaciones, de los parametros [6]: Qo,, = 0.315, Qo = 9.07 x 1075,
Qor = 0.685 y Hy = 67.8km(s - Mpc)~t. Algo que se puede mencionar, es la transformacion del
parametro de desaceleracion; de la ecuacion de Friedmann adimensional (2.21) se encuentra que:

a(z) = = LdB(z) _ 1, (2.22)
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pero es mas facil medir E(z)? que E(z), por lo que dE(2)?/dz = 2E(z) - dE(2)/dz para:

z+1 dE(2)?
_ —1: 2.23
12) = 350 ge " (223)
y al sustituir las especies de densidad, se tiene:
z+1 3 9
q(z) = ——— - 4 (z2 +1)° +3Qm(z+1)*) — 1=

(2E(2)?) 7 (490, (z + 1)* + 3Q0m (2 + 1)3) — 1.

Los valores de los parametros de densidades del Universo se obtienen de las BAO (“Barionic Acustic
Oscilations”, Oscilaciones Actisticas Barionicas) observadas del CMB (“Cosmic Microwave Back-
ground”, Fondo Cosmico de Microondas). La idea se basa en que el Universo no es perfectamente
homogéneo, notable si se toma escalas de dp(z)p~! ~ 1077, teniendo irregularidades propias de
la composicién inicial de densidades de energia en el Universo y su naturaleza cadtica atin incom-
prensible (ver [20] para un anélisis mas profundo que incluye el efecto de cada parametro). Estas
pequenas perturbaciones primordiales crecieron debido a inestabilidades gravitacionales; estas per-
turbaciones de densidad son (aproximadamente) libres de escala. Las perturbaciones lograron dejar
marca conforme el Universo evolucionaba, y pueden ser observadas en el CMB; para una mejor
medicion, se puede asociar dp/p = 9T /T. Como primera suposicion, siguiendo el Principio Cos-
mologico, se esperarfa que el resultado de graficar 9T /T contra la escala de distancia usada (yendo
de lo méas grande a lo pequeno) sea una funcion constante, esto porque el Principio Cosmologico
supone un Universo liso (libre de perturbaciones). Sin embargo, la evolucion de las perturbaciones
genera oscilaciones que se puede caracterizar en tres situaciones (este caso queda graficado por una
especie de funcion de Bessel, aunque la Figura 2.5 mantiene la misma informacion y por eso se usa
como ilustracién):

1. Primero ocurre una inestabilidad gravitacional, i.e, regiones demasiado densas que se con-
traen. En la Figura 2.5 se representa por la pendiente positiva en las oscilaciones.

2. Las regiones contraidas se calientan y se recuperan (lo que se conoce como oscilaciones acts-
ticas), i.e, se vuelven a expandir. En la Figura 2.5 se representa por las crestas y pendientes
negativas en las oscilaciones.

3. Las perturbaciones enmudecen porque la radiaciéon fluye entre ellas. En la figura 2.5 se re-
presentan por los valles en las oscilaciones.

Dando como resultado una especie de oscilador arménico amortiguado (una funcion de Bessel),
debido a que las perturbaciones a escalas mas grandes evolucionan més lentamente que las pequenas
por la densidad de energia acumulada, siendo asi que en escalas mas grandes existan oscilaciones
més grandes pero en menor cantidad y en escalas mas pequenas haya oscilaciones mas pequenas
en mayor cantidad; las escalas mas grandes, en la escala de medicién, no tienen oscilaciones debido
a que son més grandes que el Universo primitivo y no tiene tiempo de propagar una oscilacién
acustica. Es importante recalcar que en esta segunda grafica esperada, solo se supone la interaccion
de materia barionica y radiacion. Entonces, teniendo esta nueva suposicion, se hacen observaciones
en el CMB y se encuentra que los picos de las oscilaciones no presentan un comportamiento perfecto
a una oscilacion amortiguada esperada: se observa que las oscilaciones impares se expanden mas de
lo esperado y las pares se suprimen mas de lo esperado (Ver Figura 2.5). La explicacion a esto es que
alguna, o las tres etapas de evolucion de las oscilaciones estan siendo afectadas por alguna particula
neutra (que no interactua con la radiacion o con la materia barionica, mas que posiblemente de
forma gravitacional en la altima), que solo contribuye en la contraccion o en la expansion de los
bariones, i.e, se debe incluir materia y energia oscura. La cantidad de cada especie se determina
de la diferencia entre picos del modelo que solo considera materia bariénica y las observados BAO.
Con los datos proporcionados de [33], se puede deducir un inventario de densidades del Universo:
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Figura 2.5: Visualizacion de los picos actsticos de la radiacion césmica de fondo [33].

5% Materia Bariénica,

= 10~* % Radiacién,
s 26 % Materia Oscura,

= 69 % Energfa Oscura.

2.7. FEdad e Historia del Universo

Es de notar que al moverse los fotones por el espacio, su energia disminuira (debido al corri-
miento al rojo gravitacional) conforme el Universo se expanda, haciendo asf la densidad de energia
de la radiacion dependiente de la expansion y muy util para medir la temperatura 7' del Universo
la cual evolucionard como el inverso del factor de escala. De la estadistica de Bose-Einsten para
fotones y de la ecuacion de continuidad se puede obtener que: po.a~* = (72/15)T*. Siendo asi que
T = (15p0r/7r2) V410 bien, se encuentra que T'(t) = Tpa(t)™!, siendo la temperatura actual
To = 2.725K [20]. A continuacion se presenta la historia térmica del Universo, siendo 7' la tempe-
ratura (dada en [K] a2 10~%[eV] [30]) y ¢ el tiempo, donde se representan las diferentes etapas de
la historia del Universo a diferentes escalas de energia:

» T > 101K (t < 10710): a esta escala, la fisica que describe el Universo en este rango de
energia se encuentra abierta a especulaciones [30]; sin embargo, existen modelos bastante
aceptados a nivel tedrico. La era de Planck ocurre en T > 102K (¢t < 107%3s) [13]: el
Universo se encuentra lleno de plasma de particulas relativistas elementales y quizas mas
alla del Modelo Estédar de Particulas fuera de la fisica conocida. Para 107%3s < ¢ < 10733
ocurre una época de inflacién, ocurriendo la bariogénesis en t = 1073%s. En T ~ 10*"K

16



CAPITULO 2. COSMOLOGIA
2.7. EDAD E HISTORIA DEL UNIVERSO

(t = 1073%) se aplican los modelos de Gran Unificacién, aunque la inflacién es una prediccion
de estos modelos. La era del quark y la del hadrén ocurren entre 10733s < ¢t < 107265
y 107255 < ¢t < 107 %s respectivamente, siendo la era electrodébil comprendida entre estas
10733s < t < 107 10s;

» T~ 10K (t ~1071%): ocurre el rompimiento espontdneo de la simetria eletrodébil por el
mecanismo de Higgs;

» T~ 108K (1 GeV, t ~ 107%s): durante la era del hadrén, sucede confinamiento de quarks y
gluones haciendo fuerte la teoria de cromodinamica cuéntica, en este momento se crean los
protones y neutrones. A pesar de que se hayan confinado los quarks en bariones y mesones,
la dominancia en materia era lepténica, comprendiendo la época del lepton 107 %s < ¢ < 10s;

» T ~ 5 x 101K (50 MeV, 4 - 107%s): la fuerte interaccién entre bariones y mesones hace
dificil el estudio de temperaturas superiores a esta |7], para T ~ 1.3 x 101'K (t ~ 1073s)
la energia no es suficiente para generar pares muon-antimuon, y comienza su aniquilacion
(cuando T' > 2m, ocurre la aniquilacion de las especies del Universo; siendo m la masa
respectiva a cada fermioén) y el desacoplamiento de los neutrinos de las demés particulas;

» T ~ 10%V: para la escala de 0.5 MeV (4 s) existe la aniquilacién positron-electron liberando
radiacion, manteniendo el Universo con radiacién dominante;

» 10°K > T > 10*K (1 s<t<720 s) [13]: la Nucleosintesis del Big Bang tiene lugar haciendo
que protones y neutrones se junten apareciendo asi los primeros ntucleos de Deuterios, Helio
y Litio;

« T ~ 3000K (300 000 afios): finalmente ocurre la recombinacion del hidrégeno, generando
los primeros dtomos juntando ntcleos y electrones. Durante toda esta etapa, los fotones
se encuentran altamente acoplados debido a la dispersion de Compton, y es al final de la
recombinaciéon que los fotones quedan liberados, haciendo asi el Universo transparente y
formando el CMB que se observa hoy en dia. La época de reionizacién ocurre entre los 300
mil y 400 mil anos luego del “Big Bang”.

Finalmente, es necesario calcular la edad del Universo para verificar consistencia de los modelos
a tiempos tardios. En la seccion anterior, sobre densidades del Universo, se mencioné el valor de la
constante de Hubble. Lo que sigue es calcular el tiempo de Hubble: t5 = H; ' ~ 4.55 x 10'7[s] ~
14.43 x 10 |afios]|, cercano (por menos de mil millones de afios) al valor de la edad del Universo
de 13.7 Giga afios. A partir de la ecuacion de Friedmann, se despeja de un lado lo dependiente
del factor de escala y del otro del tiempo explicito. Se integra y se obtiene el valor de la edad del
Universo. La integral (nombrada A en el siguiente capitulo) serd un factor de ajuste para tg, y
se integrara de 0 a 1, debido a que tiene como variable al factor de escala a(t). Considerando la
constriccién de Friedmann: 1 = Q, + Q, + Q, + Qpas + Qa (es una constriccion mas detallada,
donde Q, + Q, = Q, radiacion y Qy + Qpay = 2, materia), si solo se tomase un Universo de
materia, entonces: a oc t2/3 y a o (2/3)t7Y/3 = H = (2/3)t™! = to = (2/3)tg, sustituyendo ¢z se
encuentra tg = 9.62 mil millones de anos; aunque se observan estrellas de 10 mil millones de anos
de edad [34] y el nacimiento de las primeras estrellas se estima mas alla de los 13 mil millones de
afios [35]. Por lo tanto, es necesario incluir a la energfa oscura: H2 = (8/3)7G(pm + pa), por lo que
H? = HZ[Qoma3 4 Qoa]. Separando de un lado lo referente al factor de escala y de los parametros
de densidad, y del otro del tiempo, se tiene que:

2in(v/Qpa® + Q Qpa/?
py 2 (V407 + Dy + V800 )|5; (2.25)
3O

luego to = 13.72 x 10? afios. Y este valor se ajustara mejor al incluir radiacién, pero no cambiara
mucho debido a que es subdominante (para un Universo tardio); lo que puede afectar mas es el valor

to =
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de la constante de Hubble. Estudios recientes ubican la edad del Universo en unos 13.77070 51
mil millones de afios [36] (edad y error calculados del Hy = 67.9 4+ 1.5km(sMpc)~! dados por el
articulo). La edad del Universo servira en el siguiente capitulo para acotar los parametros de los
modelos propuestos ahi, pero también para el modelo de materia se debera modificar el factor de

ajuste A para reproducir la teoria de Gravedad Unimodular.
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Capitulo 3

Cosmologia de Gravedad Unimodular

3.1. Antecedentes de Gravedad Unimodular

En sus inicios, la Gravedad Unimodular se rastrea como una idea de Einstein [5] en la cual todo
funciona tal como Relatividad General salvo por una condicién unimodular que implica o establece
que las ecuaciones de Einstein no tengan traza. Gravedad Unimodular surge como una forma
de resolver la incongruencia de la constante cosmolégica entre su valor observado y el calculado,
discutidos en el capitulo anterior. Existen varias formas de afrontar el problema de la constante
cosmologica [37], haciendo enfésis en que lo siguiente se trata de hipotesis al no conocer la naturaleza
misma de la energfa oscura o una teoria de gravedad cuantica:

1. otros grados de libertad que modelan la energfa oscura podrian contribuir con energia negativa
que permita reducir el valor esperado de la energia oscura hasta el observado;

2. el valor de la energia oscura, inferido por las observaciones, es un caso especial de un conjunto
de valores en un multiverso;

3. la teoria cuantica de campos no es relevante en la formacién de estructuras, de distribucién
de materia y geometria espacial, a escalas césmicas: por lo que las ecuaciones de Einstein, y
en especifico la constante cosmolédgica, no deben tomar a consideracion los campos cuanticos
en sus calculos;

4. las ecuaciones de Einstein no son las correctas y debera existir unas mejores ecuaciones,
para describir las interacciones gravitacionales, surgida de una teoria completa de gravedad
cuéntica, negando los efectos gravitacionales del vacio.

La forma de enfrentar el problema de la constante cosmologica escogida por Gravedad Unimodular
es la cuarta de la lista anterior, alterando las ecuaciones de Einstein al imponer la condicion de que
el tensor de energia momento sea invariante ante una transformacion T}, — T}, +Agp, [12]; siendo
A una constante, consiguiendo lo que se conoce como las ecuaciones de Einstein libres de traza.
Lo anterior implica que cualquier potencial de energia, incluyendo energia del vacio proveniente de
campos, quedan desacoplados de las ecuaciones gravitacionales; como sea, la derivada del campo
escalar potencial aparece en las ecuaciones de materia y sigue afectando en la evolucion del espacio-
tiempo [5]. Las ecuaciones de movimiento obtenidas de Gravedad Unimodular tienen las mismas
predicciénes experimentales que las obtenidas a nivel clasico por Relatividad General, sin ser
alterada esta equivalencia por correcciones de orden superior [38]; por lo tanto, la cosmologia de
Gravedad Unimodular resulta degenerada con la cosmologia de Relatividad General en presencia
de una constante cosmologica, asi, ambas teorias son indistinguibles en observaciones de Hubble y
en la mayorfa de observaciones de energia oscura [37]. A lo largo de este capitulo se desarrollaran
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las ecuaciones de Einstein, modificadas para la métrica, de la teoria de Gravedad Unimodular,
siguiendo con un desarrollo de la cosmologia de estas y de la realizacion de los objetivos de la tesis
a través de tres modelos: modelo de materia, modelo de radiaciéon y un modelo general que incluye
dos casos; se concluye el capitulo comparando el modelo de materia con Datos Observacionales de
Hubble (“Observational Hubble Data”, OHD) y la comparacion con los otros dos modelos.

3.2. Desarrollo Teé6rico del Campo de Einstein de Gravedad
Unimodular

A continuacion se realiza un anéalisis a partir de la accion, imponiendo la condicion unimodular,
y con ello obtener la ecuacion de campo de la teorfa. Tomando como inspiracion [6], y siguiendo el
procedimiento de [38] (de donde se puede revisar cualquier detalle que aqui se omita). El espacio
de Gravedad Unimodular puede considerarse (al medirse) a un conteo de los modulos que lo
componen, lo que indica que tiene una estructura modular debajo del limite de resolucién en los
instrumentos de medida actuales. Por esto, se define un campo de medida pu, que se interpreta
como el nimero de modulos miscroscoépicos en un volumen, y que esta sujeto a ningtn desarrollo
dinamico; bajo coordenadas unimodulares p(z) = 1. También se define, un tensor simétrico f,, ()
de peso 1/2, signatura 1 —3 y determinante —1 en todo sistema de coordenadas, con 9 componentes
independientes definidos por el sistema de trayectorias de la luz tal que f,, dz"dz” = 0; esta es
la tnica variable estructural sujeta a ecuaciones dinamicas, y juega el papel del tensor métrico en
esta teoria:

Guv = \/ﬁfp.l/(x)v (31)
con determinante

—g = detgm, — _/1‘27 (32)

conocida como la condicién unimodular. En Relatividad General, esta condicion se conoceria como
condicion "gauge" (traduccion ambigua como norma), mas en Gravedad Unimodular esta depende
de los eventos en el volumen y no puede ser considerada como una restricciéon. Se puede obtener
las ecuaciones de campo de gravedad unimodular a partir de la acciéon:

S = /d% <ER+£M> ; (3.3)

siendo I' = 1/47G , R el escalar de Ricci calculado de la métrica unimoduar y £y el lagrangiano
de densidad de materia en presencia de g, = \/fifu . Agregar un término A,/g no aplica debido
a que /g = {4 no varia; en general, los términos que expresan la condicién unimodular rompen
la covariancia general. De la misma forma, S no es invariante en la forma funcional porque p
es constante y genera una escala absoluta a cada evento. Por esto se introducen variedades que
permiten esta invariancia al considerar g # p2, de donde se debe transformar S — S’ al agregar
un multiplicador de lagrange A, fijado por la condicién unimodular, que expresa la condicion
unimodular y al agregar arbitrariamente un termino corrector sujeto a desaparecer en el sector
unimodular al variar respecto al multiplicador de lagrange. Luego de un anélisis (que se puede ver
mas detallado en el articulo original), se obtiene que:

+ Ly + AL, (34)

S’:/\/@d‘lx

2 g(z)

gR(m)—&—E)\(:c) l me)
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donde la variacion de A en S’ recupera la condicion \/g(z) = u(x), y Ay L desaparece cuando la
condicion unimodular permanece. Luego, la variacion de g,,,, de S’ da las ecuaciones de movimiento

1 1
58’ = / Jgdz {r (2gWR - RW) + 21“)\9’“’] 5y

(3.5)
1 46
+/ gd'z [ 9Ly + VgAML ] g = 0.
V9 75 39m N VIAML) | g,
Lo que indica que
1 1
RHY — ig“”R — 5/\g‘“’ =8rGT'", (3.6)
Y )
= L AyL). 3.7
\/559#,,(\@ M+ V9AML) (3.7)
De la ecuacion (3.6) se obtiene la traza y con esto se obtiene el valor de
1
A= —5(87rGT’ + R). (3.8)
Sustituyendo, se tiene que
1 1
RM — §ng = 8rGT" — Zg’“’(&TGT’ + R). (3.9)
Simplificando y bajando indices
1
Ry = SR = 8rGT), (3.10)
donde )
T;g = T;/uz - *ngT/. (3.11)

4

Véase que T"*” no es covariantemente continua porque en general S’ no es covariante. Pero T'H¥
es ambiguo por un término aditivo

1
ATV — —§g’“’lM, (3.12)

y su traza es ambigua por
AT = =2ly,. (3.13)

Por lo que, de acuerdo a [38], sustituyendo en (3.10), se obtiene

1
Ryy — Ry = 87GT!,, (3.14)

con TMTV covariantemente continua (el tensor de tension-energia del campo de materia).

3.3. Desarrollo de Ecuacion de Continuidad de Gravedad
Unimodular

Ahora, con la ecuacion de campo, se analizara la cosmologia de Gravedad Unimodular restringi-
da a una métrica FLRW. Cambiando la forma obtenida a la notaciéon de Weinberg y desarrollando

hasta obtener la ecuacion de continuidad. Entonces, se vuelve a la ecuacion (3.9) y se sustituye por
los tensores sin primar (por el tensor de tension-energia):

1 1
RM _ 5Rgl“’ = 8nGTH — Zg‘“’(87rGT + R), (3.15)
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o bien

1 1
R;w - §guuR — 87TGT,u1/ = <4R + 27TGT> Guv- (3'16)

Ahora, sustituyendo las ecuaciones del tensor de energia momento de un fluido perfecto (1.5), (1.6),
y las del tensor de Ricci para una métrica de Friedmann (2.5) en (3.16):

. . 9
Ry — %9#116 [ZEE; + (Zgg) ] — 877G [pguw + (p + p)uyuy] =

NERLONNZION
47 | a(t) a(t)
Analizando indices de (3.17), se obtiene (ver Apéndice C.1):

(ZEE;) = Zgg +47G p+ p]. (3.18)

Usando el hecho de que H = i/a — H?, (3.18) se reescribe:

(3.17)

+27G [3p — p]) Guw-

H = —47G[p+ p]. (3.19)

Por otra parte, a la ecuacion (3.16), derivandola entera de manera contravariante, y usando la
identidad de Bianchi (recordando que se esta usando una signatura {—,+,+,+}) (Ver Apéndice
C.2):

1
V(R +87GT) = 87GVT,,,. (3.20)

Sustituyendo nuevamente (1.5), (1.6) y (2.5), se tiene que:
1 at)  [at)\’
i (6 lam + (50

Desarrollando la derivada contravariante (Ver Apéndice C.3):
V.6 d(t)+ a(t))” + 81GI[3 ] 327G (p+3 [0+ D] (3.22)
v — —= 7r — =— —= . .
a(t) " \a(t) her EERTOR
Ahora son funciones escalares y no tensores, por lo que la derivada covariante ahora serad una

parcial. Sea v = 0, que es la que dara informacion interesante. También se usa p/p = w y se pone
todo en términos de H (Ver Apéndice C.4):

3 [a()
167G {a(t)

Sustituyendo (3.19) en (3.23) y definiendo @ (t)/a(t) = jH? el parametro “Jerk”, introducido en el
capitulo anterior de la expansion de Taylor del factor de escala, se obtiene la ecuacion de continuidad
(ver Apéndice C.5):

+ 87G[3p — p]) = 8nGV*pgu, + (p+ p)uyu,]. (3.21)

a(t)

. . 4nG
+H [H+H2} —2H® + ”T[?M— 1]4 =—p—3H[p+p|. (3.23)

H3[j—1
Notese que el lado izquierdo, de la ecuacion de continuidad, funge como una fuente de algo que
hace violar la conservaciéon de energia; las ecuaciones de Relatividad General no indican de forma
explicita lo anterior, aunque la constante cosmologica genera una violaciéon de este principio, es de
la diferencia en la simetria entre Relatividad General y Gravedad Unimodular que esta tltima si
dice de forma explicita la no conservaciéon del tensor de energia.
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3.4. Discusién sobre Cosmologia de Gravedad Unimodular

Recapitulando, la Gravedad Unimodular se identifica por no poseer una traza en las ecuaciones
de campo. Esto implica que no existird una conservaciéon covariante del tensor de energia momento,
haciendo que la solucién a estas implique un término de energia oscura que no esté acoplado al
tensor de densidad métrico (no gravita, en el sentido anglosajon del término), dado que su origen
resulta de la integraciéon y no como un término impuesto. El valor atin depende de las observaciones,
pero su naturaleza afecta de manera distinta la evolucién del Universo. Que el término de energia
oscura surja de manera geométrica, ayuda a resolver el problema de la constante cosmologica
[5]; no explica el porqué posee este valor, pero ayuda con la gran incongruencia que existe en
otros modelos de hasta 120 ordenes de diferencia. Una forma de relacionar Relatividad General y
Gravedad Unimodular es tomando (3.16) y notando que el lado izquierdo son las ecuaciones de
campo usuales y el derecho es el término extra de Gravedad Unimodular: la constante de integracion
surgida de integrar la derivada covariante de los tensores libres de traza CA}’W = R,, —1/4Rg,.
y le = T, — 1/4Tg,,,, dando como resultado de la integracion R + 87GT = 4A una constante
[37]; este caso es particular, dado que la condicién unimodular viola la covariancia del tensor
de energia momento; este caso particular (y los propuestos mas adelante en la tesis) impone la
violacién de la condicién unimodular para mantener la covariancia del tensor de energia momento.
Otra forma de ver esto es definiendo J, = 87GV"1),, y suponiendo la integrabilidad de Gravedad
Unimodular dJ = 0, y usando las identidades de Bianchi, se reproduce las ecuaciones de Einstein
con un término de energia oscura [39]: G, — 87GT,, = —Ag,,, siendo A = Ag + fl J. Es de
notar que en la expresiéon anterior, la violaciéon de la energia de J es una fuente a un término
de la Ecuacién de Einstein que satisface la ecuacion de estado de la energia oscura; ademas, de
cumplirse la conservacion de energia en J, i.e. J = 0, se recuperan las ecuaciones de campo usuales
para la constante cosmologica. La gravedad y la cuantica poseen grandes problemas para encajar,
uno de ellos es la energia oscura; el modelo de gravedad unimodular podria a resolver esto debido
a que la violacién de la conservacion del tensor de energia-momento admitiria una descripcién mas
fundamental de los grados de libertad de una gravedad cuantica [40].

Uno de los elementos prometedores para el desarrollo de estos mencionados grados de libertad
en gravedad cuantica, se encuentra en la forma de este nuevo término “jerk” introducido en (3.24),
con una nueva apariencia comparada con el de Relatividad General (cuyo valor es 1); esta nueva
forma puede ser constante también, pero destaca su dependencia en las densidades de energia
p, de modo que se pueden considerar distintos modelos para este pardmetro, dependiendo de las
especies que se tomen en cuenta. En un principio es preferente mantenerlo lo més simple posible,
tomando en cuenta la materia y radiacion (siendo la materia dominante a radiacién) unicamente;
posteriormente se podrian agregar méas términos, con el fin de ganar mas precision y prediccion,
siempre y cuando se pueda reproducir los modelos ya observados y aceptados de ACDM (el modelo
estandar de cosmologia). Con esto en mente, se puede seguir analizando para encontrar los “jerk”
que reproduzcan la expansion del Universo, de los cuales determinar si existe un tnico “jerk” o una
familia de soluciones y su forma.

3.5. Ecuacion de Friedmann Gravedad Unimodular

Continuando con el anélisis, se despeja de la ecuacion de continuidad de Gravedad Unimodular
la densidad y se continua hasta encontrar la Ecuacion de Friedmann de Gravedad Unimodular,
la cual tiene la suma de la Ecuacion de Friedmann usual de Relatividad General y un término
correctivo de la teorfa de Gravedad Unimodular en forma de una integral y un término constante
dado por el factor de proporciéon de densidad y la ecuacién de Friedmann usual. Es de recordar
que al sustituir las ecuaciones del tensor de energia y del tensor de Ricci en la ecuacion de Campo
de Gravedad Unimodular se obtiene la ecuacion (3.19) que deberia ser la ecuacion de Friedmann
de este modelo, pero al no tener una forma usual de H? (la cual se puede medir) es que se busca
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esta forma a partir de la ecuacion de continuidad de Gravedad Unimodular. Entonces, despejando
p de la ecuacion de continuidad (3.24):
B b

127G +w) 3H (3:25)

y sustituyendo en (3.19) escrita en términos de w y p:

: Hi—-1
H=-4 Nl -——————; 2
TGl ]( 127G(1 + w) 3H) (3.26)
que al desarrollarse se obtiene
. H[j -1 p
H=—"——+447G 3.27
3 +47G w + 1] =— ST (3.27)

De esta ecuacién se quiere obtener de nuevo H 2| pero esta se denotara como una HZ;; obtenida
por Gravedad Unimodular. Notese que 2H H = d/dt(H?), asi que se multiplica (3.27) por 2H:

3._ .
EHQ* 2H°[j — 1] +87er[w+1}.

= 3.28
dt 3 3 ( )
De modo que al integrar, se obtiene la ecuacion de Friedmann (ver Apéndice C.6):
8w Gp| 1] H?[j — 1
Hgy = d p s / b (3.29)

3.6. Forma del “Jerk”

Buscando la forma del jerk, se reescribe la ecuacion de continuidad (3.24), recordando que

o= pla): o
H°[j—1] dp. )
4rG(l +w) daa+3pH’ (3:30)

se divide todo entre a, seguido de H

H*[j—1] _dp  .p

— = - 3.31
drGa(l+w) da +3a’ (3:31)
se multiplica todo por —(8/3)7G
2H?[j—1] _ 8 dp | .p
bl e R PYE T o 3P 32
3 . 37TG( +w) [da—’—ga}’ (3.32)

luego, realizando las operaciones adecuadas, se agrega un da a toda la ecuacion y se integra

/sz_l :—wal—kw [/dp—i—?)/ da}, (3.33)

notando que se puede acomodar la ecuaciéon a manera de recuperar del lado izquierdo la ecuacién
de Friedmann (3.29)

H2e = —87G(1 +w) / gda. (3.34)

Luego, de (3.34) se derivara respecto a a y se despeja j, que bien devuelve a la ecuacion (3.32), de
donde al despejar j se obtiene:

_AnG(1+w) {Sp N dp
da

= a} +1=7j (3.35)
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Se busca un comportamiento tipo p = pga™, por lo que al sustituir este p en la ecuacion (3.35), se

obtiene: e )

. ™ +w

J=——m [3 4 n] poa™ + 1. (3.36)
Se compara esta forma hallada con la del articulo [6], siendo entonces que se sospecha n debe ser
menos cuatro, lo que indica que heredaria de la ecuacion los términos de radiacion.

3.7. Propuesta al Problema Planteado

Como contribucioén, se sustituyen las distintas especies de densidades, siendo estas solo materia
y radiacién con el fin de hacer surgir la energia oscura de forma natural de las ecuaciones y no como
un término impuesto a mano (sea el caso de la constante cosmolégica), en la ecuacion de continuidad
de Gravedad Unimodular y se supone recuperar la ecuacion de continuidad de Relatividad General
con el fin de encontrar una solucién a la forma del “jerk” y poder desarrollar la cosmologia de esta.
Del resultado de este analisis, se obtiene una ecuacion solucién a la forma del “jerk” dependiende de
las w; correspondientes a cada especie considerada; se proponen algunas exploraciones para estas
w; v densidades p; asociadas:

= considerar solamente materia, dado que radiaciéon es subdominante;

= considerar una combinacién lineal de materia y radiacion, usando una variable primero igual
a uno y luego general;

= considerar una densidad extra, potencial, asociado un factor de proporcionalidad y hacer una
combinacién lineal de las tres especies;

= finalmente, una ecuacién general que reproduzca todos los modelos.

Luego de la primer interaccion, se llega a la misma conclusion que el articulo de Garcia-Aspeitia [6]
de que el “jerk” debe heredar los términos de radiacién sin que esto implique que la energia oscura
sea radiacion. Luego, para cada exploracion, se despejara el “jerk” y se hara el anélisis de la ecuacion
de Friedmann y de las densidades asociadas con la energia oscura. Entonces, volviendo a la idea de
recuperar la ecuacién de continuidad usual para resolver la forma del “jerk”; se hace el término extra
de la ecuacién de continuidad de Gravedad Unimodular igual al producto de la constante de Hubble
v la densidad de radiacién, esto como resultado de lo a continuacién expuesto. Recordando, las ecua-
ciones de Gravedad Unimodular llevan a una aparente no conservacion de energia V*T,, # 0, de
donde explicitamente se obtiene la ecuacion (3.24): >, [(p; + 3Hp;) = [H3(1 — j)]/[4nG(1 + w;)]].
Es de recordar también que, en Relatividad General, se tiene la ecuacion de continuidad (2.9):
p+3H(p+ p) = 0; donde w,, = 0 = p = 0 tipo polvo, por lo que p + 3Hp = 0 para materia
y wy = % = p= %p obteniendo p + 4Hp = 0 para radiacion (ecuaciones usadas en la secciéon
correspondiente a las Densidades del Universo). Entonces, al solo considerar materia y radiacion
(por la razén antes expuesta), y sustituir en la ecuacion de continuidad de Gravedad Unimodular
(3.24):

H(1 - j)
m + 3Hppm, or +3Hp, — ————— ] =0, 3.37
(pm +3Hp )+(p+ P Gt w) (3.37)
siendo asi, la expresion que devuelve la ecuacion de continuidad de Relatividad General es:
H3(1 - j)
_ = Hp,, 3.38
Gl t+w) 7 (3:38)

i.e., es intuitivo que para recuperar la Ecuacion de Continuidad de Relatividad General (obtenida
por la suma de todas las especies de densidad): (pp, + 3Hpm) + (pr + 4Hp,) = 0, se tenga que
cumplir la ecuacion (3.38). A esta ecuacion (3.38) se le llamara en adelante ecuacion solucion.

25



CAPITULO 3. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
3.8. DESARROLLO DE LA FORMA DEL “JERK” E IMPLICACIONES

3.8. Desarrollo de la forma del “Jerk” e implicaciones
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Figura 3.1: Qga,=0.685 obtenida con un z;,; = 12.1833 (emergente para este valor z;,;), en con-
cordancia con el valor de la Constante Cosmologica de ACDM

Aqui se hace el analisis de los “jerk” y las densidades A de Gravedad Unimodular, se grafican y
se calculan las edades del Universo de cada caso para tener un filtro en el cual aceptar o descartar
modelos. Se ve que existen ciertas constantes del modelo, y se nota el porqué se considera una
energia oscura emergente.

3.8.1. Primer modelo: Materia

Antes de comenzar, es bueno resaltar que este primer modelo de materia coincide con los
estudios de Gravedad Unimodular (e.g. [6] que asume la no covariancia general del tensor de
energia-momento), pero que aqui se encuentra de forma independiente y desde el enfoque (la
hipédtesis de esta tesis, que asume de forma implicita la covariancia general del tensor de energia
momento) propuesto en las anteriores secciones. Explorando una primera posibilidad, donde la
radiaciéon es subdominante, se considera w; = w,, = 0. Se sustituye esta expresion en la ecuaciéon
solucion (3.38) y se despeja j, obteniendo:

) 4G
Sustituyendo en la ecuacién de Friedmann (3.29), recordando que p, = po.a~*:
81G 81G 1
HEc = —(pr+ pm) + —por / —da. (3.40)
3 3 a
Al realizarse la integral, notese que:
8rG 1 1
Hio=Hie+ —por | —— 3.41
ife] RG T 5= /o ( 4a4> o (3.41)
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la integral deberfa realizarse en a € [0,1], pero, de hacerse eso, el valor diverge. Por lo que es
concluyente decir que para obtener los valores observados de energia oscura, este deberia aparecer
en un cierto ag. De forma que

8rG 1 1
Hpe = Hp — —3 Porg <1 - aé) ; (3.42)

donde se puede distinguir un término extra correspondiente a la contribucién de la energia oscura:

1/1
—l—=—=1)= , 3.43
Po 4 <aé ) Pody ( )

que termina siendo un valor constante, en analogia a pgp de ACDM, i.e., la constante cosmolo-
gica. A diferencia de la constante cosmologica, esta energia aparece en un cierto valor z;,; de la
evolucion del Universo. Ahora, para graficar (3.43)(Ver Figura 3.1), se usard la notacion de para-
metro adimensional visto en la ecuacion de Friedmann adimensional (2.21), siendo el parametro
Qoa el obtenido de (3.43). Luego, para reproducir el modelo ACDM se debe obtener de (3.43) el
valor del pardmetro Qps = 0.685 observado, i.e., que 0.685 = Qy,./4 (aa4 — 1). Asi, se obtiene que
ag ~ 0.07585, o bien z;,; ~ 12.1833. Por tltimo, si se quiere calcular la edad del Universo desde
aqui, se toma la Ecuacion de Friedmann escrita a partir de (2.21), considerando (3.43):

H? = d%a™% = Hi (Qoma™> + Qora™ + Qon, ), (3.44)

por lo que, siguiendo el procedimiento usado para hallar la ecuacion de la edad del Universot =ty A
(2.25), recordando del capitulo anterior que ty ~ 1.4431 x 10'%afios = 14.431Gafos y la integral
nombrada A (para mayor agilidad) es un factor de ajuste, y considerando que esta nueva energia
oscura emerge, se define A = Ay + Ap de la siguiente manera:

a0 da ! da
° o VQoma ™t + Qra?  Jay /Qoma " + Qora=2 + Qoyp, a?

(3.45)

en la forma usual de Relatividad General, la integral A, se integraria en el intervalo [0,1] y Ag
no se tomaria en cuenta, sin embargo, en este modelo se considera una energia oscura emergente
y se debe realizar como arriba se muestra (siendo realmente no muy grande la diferencia). Es
de notar que, para evolucionar el Universo tal como se observa (un ajuste fino conocido como
el problema de la planicidad), 2 en tiempos iniciales debe ser casi 1, y dado que los parametros
cosmologicos juegan un papel casi de porcentaje de densidad (debido a 2 ~ 1 y a la restriccion
de Friedmann), entonces, conservando la proporcion que tienen Qg y Qomn, Se encuentra que
Qor ~ 2.8785 x 107% y Qoar ~ 0.9997 (coincidente con el valor ¢ obtenido para la edad del
Universo con solo materia y radiacién de la seccion referente a la edad del Universo, en un error
del 0.0278 % calculado de la diferencia ntumerica de la integral y del valor analitico antes obtenido).
Finalmente, el valor obtenido de Relatividad General es A = 0.9506+1.1352x 10712 (error obtenido
de la integral nimerica), mientras que en este modelo de Gravedad Unimodular se calcula A =~
0.0138(Ag) +0.9259 + (Error)(Aa) = 0.93978 + 1.0465 x 10714, siendo asf la edad del Universo de
t ~ 13.562Gafios, que entra dentro del margen de error (discutido en el capitulo anterior) esperado
a la Edad del Universo.

3.8.2. Segundo modelo: Materia y Radiacién

Como segunda exploracién, se propone una combinacion lineal de materia y radiaciéon w; =
awyy, + bw,. Luego, sustituyendo en la ecuacion solucion (3.38); siendo wy, = 0, w, = %, primero se
considera el caso b = 1:

HP(1—j)

L ) R VP 3.46
4nG(1+ 1) P (3.46)
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Figura 3.2: Qpa, para valores de b > 0

que al despejar j:

167G
| =14 ——pr. 3.47
=14 5 (3.47)
Sustituyendo en la Ecuacién de Friedmann (3.29):
187G 2167G 1
H} . = H? =——(pm +pr) + s——por | —=da; 4
lige: RG+3 3 (p +P)+3 3 Po/a5 a; (3.48)

donde se supone la misma evaluacion de la integral, que en la anterior exploracion:

1 1 4\ 887G 1 1
Hpe = Hpe + [<3H12%Gm> + (3H12%GT - <3> 5 Porg <1 - a‘é))] . (3.49)

Asi, se obtiene que

1 1 1 Pom Por 4
=5 |Pm r rl—=—1 =3 ( — ) - s 3.50
por, = 3 [p + pr+ po (aé ﬂ 33 T4 ) T 3o (3.50)

lo que indica esto es que no solo emergié un valor en cierto factor de escala, sino que existe un
valor que cambi6 conforme el factor de escala cambiaba, i.e.,

1
pors = 3 (Pm + pr+ pors) + pon (3.51)

o bien, escrita en términos de parametros coésmicos:

1
Qoa, = "’ZAQ = 5 (Qom (= + 13 + Qo (2 + 1)* + Qon, ) + Qoa, - (3.52)

Para un caso general de b en (3.38):
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b=-10%-5) b=-0.01

QUJ 2

Qop 2

Figura 3.3: Qoa, para valores de b < 0

H3(1—j
L G )V (3.53)
de donde j sera:
i7G
| =14+ — . .54
=14 5 (3+Y) (3.54)
Sustituyendo en (3.29):
b 8rG 2 4G 1
H H2 o m T o b - HFOr 7d ) .
ve = Hra + 35 (pm +pr) + 3B +b)—=por | —da (3.55)
que al integrar resulta
b b 3+0\ 8G 1 1
Hio = Hio + [(3 IZ%G,,L) + <3H123G,, - (3 ) 3 pory (1 — a%))] ) (3.56)
Asi, identificando lo correspondiente a energia oscura:
1 3+b (1 b (pom |, por 3+0b
=_-1b m b r r— - |\ 41 — 1 == (7 ) — 5 .
Porz, = 3 [ Pm + bpr + po 1 (aé )} 3 3 + 4 + 3 Pon (3.57)
o bien )
Porz, = 3 K% + %) + pOAl} + poa, - (3.58)

Usando el mismo ag de la exploracion anterior, el comportamiento de 2,, para distintas b es tal
como se muestra (Ver Figura 3.2 y 3.3). En la Figura 3.2, correspondiente a b > 0, se muestra
un comportamiento en el que antes la densidad de energia era mayor y luego disminuy6; mientras
que cuando b < 0, correspondiente a la Figura 3.3, se muestra un compotamiento emergente en el
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Figura 3.4: Qoa, para todos los valores b y z

que antes, en el tiempo, la energia oscura era menor y luego aumenté. Por otro lado, si se quisiera
hacer una correccion de ag, este dependeria de b. Recordar que las mediciones de €y se hacen en
a = 1; por lo que al dividir (3.58) por la densidad critica, y sustituyendo los valores observados (y
haciendo una aproximacion namerica en lo a continuacion presentado) de los parametros:

b 1/1 b
0.685 = =(9.07 x 1075+ 0.315) + (9.07 x 1075) - = ( - — 1) (= +1), (3.59)
3 4\ al 3

asi, haciendo el cambio de ag a z;n;, y despejando esta (donde se abrevia esta primer correccion
como cl):

L [0685—b-(9.07x 1077+ 0315)/3 v )
el = 9.07 x 105 (b/12 + 1/4) (3.:60)
0.685 — b - 0.105 1/4 '
~ [(132304.3) | ————— 1 -1,
oo (B2 41
y volviendo a ag, por conveniencia en los célculos de la integral A de la edad del Universo:
0.685 — b - 0.105 1/
= [(132304.3) | ————— 1 . 3.61
aner = | (132300.3) (MR ) (361
Asi, al sustituir en (3.57) y obtener el pardmetro césmico:
2.055 —0.315-b
Qopy,y = 0227 (3.62)

b+3

Graficando lo obtenido para Qga,,, usando las variables b, z (usando ag .1, que depende de las
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Qvszvshb
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Figura 3.5: Qpa, proyectada en b vs z

anteriores dos variables) (Ver Figura 3.4). Aunque se puede hacer ajustes a la hipersuperficie, pues
se sabe que z€[0, zin;] ¥ Qoa no puede ser negativa y por mucho puede ser 1. Siendo asi, la region
de interés de la Figura 3.4 es toda la superficie de la parte derecha en z y acotada entre 0 y 1
en (gp. Cabe destacar que las Figuras 3.2 y 3.3 seran cortes transversales de la Figura 3.4; se
podria teorizar un comportamiento de b = b(z) tal que su evolucién no sea necesariamente un
corte transversal, como se mencion6 antes, sino un camino potencial sobre la superficie vista en la
Figura 3.4, sin embargo ese estudio no se analizara en esta tesis debido a que se intenta hacer una
visualizacién a partir de valores ntimericos, cosa que variaria mucho dependiendo de la forma que
tome la funcion b(z). Se puede ver una proyeccion sobre el plano bz de los valores aceptados de la
Figura 3.4 (Ver Figura 3.5), donde las Figuras 3.2 y 3.3 reproducen un z;,; ~ 12, que se marcé en la
primera exploracion, se encuentran muy cercanos a b = 0. El que los valores de b sean tan cercanos
a cero puede ser debido a la viscosidad del la energia oscura, la cual puede ser analizada al tomar
en cuenta la ecuacion de un fluido imperfecto en lugar de un fluido perfecto (1.5), e incluyendo
dos cantidades conservadas extras a la densidad de energia p y a la presion p; como resultado de
este anéalisis, surge un valor muy cercano a cero, dependiente del factor de proporcionalidad de
la radiacion w = 1/3 [7], muy coincidente con este valor b y de energia oscura que se analiza.
El desarrollo tomando un fluido imperfecto para comprobar la hipotesis de la viscosidad no se
trabajara en esta tesis, debido a que solo se esta planteando un primer acercamiento a la energia
oscura de Gravedad Unimodular. Ahora, para acotar el parametro b, se calcula la edad del Universo.
Tomando la ecuacion (3.45), sustituyendo el valor Qga, de la primera exploracion por el QOA% de
esta segunda exploracion en términos de la primera:

A(b)—/ao da +/1 da
o VQoma Tt +Qora™?  Ja, \/(Qomzr1 + Qora=2 + Qop,a?)(1+ 8)

(3.63)
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b [ Alsc] | E[sc](1071%) | A fcc] | E [cc](10714) | O [ec] | ao [ec] | Ag [cc] | An [cc]
-1 | 1.1479 1.2817 1.0485 2.9741 1.1850 | 0.0661 | 0.0113 | 1.0373
-0.9 | 1.1206 1.2509 1.0351 2.4953 1.1136 | 0.0672 | 0.0115 | 1.0236
-0.8 | 1.0951 1.2221 1.0225 2.1461 1.0486 | 0.0682 | 0.0118 | 1.0107
-0.7 | 1.0713 1.1952 1.0104 1.8725 0.9893 | 0.0692 | 0.0121 | 0.9984
-0.6 | 1.0491 1.1700 0.9990 1.6574 0.9350 | 0.0702 | 0.0123 | 0.9866
-0.5 | 1.0282 1.1464 0.9880 1.5005 0.8850 | 0.0711 | 0.0126 | 0.9754
-0.4 | 1.0085 1.1242 0.9775 1.3626 0.8388 | 0.0721 | 0.0128 | 0.9647
-0.3 | 0.9899 1.1032 0.9675 1.2528 0.7961 | 0.0731 | 0.0131 | 0.9544
-0.2 | 0.9723 1.0833 0.9579 1.1713 0.7564 | 0.0740 | 0.0133 | 0.9445
-0.1 | 0.9556 1.0645 0.9487 1.1043 0.7195 | 0.0749 | 0.0136 | 0.9351
0 0.9398 1.0466 0.9398 1.0444 0.6850 | 0.0759 | 0.0139 | 0.9259
0.1 | 0.9247 1.0295 0.9312 1.0182 0.6527 | 0.0768 | 0.0141 | 0.9171
0.2 | 0.9104 1.0133 0.9230 1.0087 0.6225 | 0.0777 | 0.0144 | 0.9086
0.3 | 0.8967 0.0998 0.9150 1.0000 0.5941 | 0.0786 | 0.0146 | 0.9004
0.4 | 0.8836 0.0983 0.9073 0.0991 0.5674 | 0.0795 | 0.0149 | 0.8924
0.5 | 0.8711 0.0969 0.8999 0.0982 0.5421 | 0.0804 | 0.0151 | 0.8848
0.6 | 0.8591 0.0955 0.8927 0.0974 0.5183 | 0.0813 | 0.0154 | 0.8773
0.7 | 0.8476 0.0942 0.8857 0.0966 0.4958 | 0.0822 | 0.0156 | 0.8701
0.8 | 0.8366 0.0930 0.8790 0.0958 0.4745 | 0.0831 | 0.0159 | 0.8631
0.9 | 0.8259 0.0918 0.8724 814.20 0.4542 | 0.0841 | 0.0162 | 0.8562
1 0.8157 0.0906 0.8661 703.80 0.4350 | 0.0850 | 0.0164 | 0.8496
1.1 - - 0.8599 635.58 0.4167 | 0.0856 | 0.0166 | 0.8433
1.2 - - 0.8539 527.05 0.3993 | 0.0868 | 0.0170 | 0.8539
1.3 - - 0.8480 456.75 0.3827 | 0.0877 | 0.0172 | 0.8308
1.4 - - 0.8423 390.66 0.3668 | 0.0887 | 0.0175 | 0.8248
1.5 - - 0.8368 339.15 0.3517 | 0.0896 | 0.0178 | 0.8190
1.6 - - 0.8315 311.79 0.3372 | 0.0901 | 0.0180 | 0.8135
1.7 - - 0.8261 252.77 0.3233 | 0.0915 | 0.0184 | 0.8078
1.8 - - 0.821 217.00 0.31 0.0925 | 0.0187 | 0.8023
1.9 - - 0.816 186.47 0.2972 | 0.0935 | 0.019 0.797
2 - - 0.8111 162.61 0.285 | 0.0944 | 0.0193 | 0.7918

Tabla 3.1: Valores de A(b), con correccion (abreviado cc) y sin correccion (abreviado sc) en ag,
para distintas b con paso igual a 0.1.

Siendo asi, se procede a calcular el factor de ajuste A(b). Tomando distintos valores de b, se
observan valores variados para A(b). Existe una cota en b = —3 donde el valor a integrar diverge y
menores a esto se vuelven valores imaginarios que no interesan de momento. Para valores b > 0 la
edad del Universo se reduce conforme b crece. Para acotar estos valores vélidos de b, se hace que
la edad del Universo este restringida entre [12,15]G afios de manera casi arbitraria siguiendo las
suposiciones de la edad del Universo de los astronomos del siglo XX antes de las mediciones del
telescopio WMAP. Los valores actuales se restringen mucho (y fueron presentados en el capitulo
anterior), pero con fines de estudio del modelo, se amplian estos valores. Asi, solo se consideran
valores resultantes en el intervalo A ~ [1.0394, 0.8315]. Primero se tabulan los valores para un ag
idéntico al de la primera exploracion (Ver valores sc de Tabla 3.1) y se grafican (Ver parte superior
de Figura 3.6), seguidos de los valores de A(b) con un ag corregido (Ver valores cc de Tabla 3.1)
y se grafican (Ver parte inferior de Figura 3.6); en la Tabla 3.1 se incluye el error (abreviado E)
asociado a la integracion namerica de cada A(b), de igual forma, se incluyen los valores corregidos
de Qa, y apcl para incluirse a cada valor de Ay y Ap corregidos (siendo su suma el valor de A(b)).
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Parametro de Ajuste Sin Correccion Edad del Universo
Funcion de Ajuste

A= ——+[3]"Exp([4]™x)
0159 57462

[1]=-0.072507
[2]=-0.163196
[3]=0.492379

[4]=-0.400576

1.15
11
1.05

0.95
0.9
0.85

0.8¢

Parametro de Ajuste Con Correccion Edad del Universo
Funcion de Ajuste

: A= —+[3]"Exp([4]"X)
1.05 —\ - 019 453 ™)
C [1]=-0.048549
1— [2]=-0.047555
: [3]=0.458835
0.95 [4]=-0.248221
0.9
0.85—
0.8 :_I 1

Figura 3.6: Parametro de Ajuste de la Edad del Universo a diferentes b

Para las graficas de la Figuras 3.6, se procede primero a hacer un ajuste exponencial a los datos,
el cual no satisface todos los puntos (no se ajusta como deberia). Luego se procede a un ajuste del
tipo a/(b+ c- expld)]), el cual satisface mejor los valores de A para un ag sin corregir, pero no para
el corregido. Entonces, con un ajuste del tipo

(0]

4']b

Ab) =

se logran satisfacer ambos modelos. Mas combinaciones se intentaron, e.g, funciones hiperboélicas
y combinaciones lineales de estas, suma de exponenciales en combinacién lineal; sin embargo, la
funcién de ajuste (3.64) fue (con diferencia) la que mejor se ajustaba a los datos.
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3.8.3. Tercer modelo: Materia, Radiacién y un Potencial

En esta tercer exploraciéon se introduce un término potencial en combinacién lineal con las
anteriores, tal que w; = awy, + bw, + cw, siendo p alguna otra especie de densidad de energia
desconocida, considerada aqui como un potencial. El valor de p, es insignificante debido a las
observaciones, ademéas de que coincide muy bien con la propuesta de surgir una energia oscura de
forma natural de las ecuaciones y de los datos de materia y radiacion observadas; de ser significativo
este valor, podria ser observado como parte de la energia oscura, y seria redundante su célculo. Lo
que si es considerable es su w), asi como lo es el de radiacion. Considérese un primer caso b =c =1,
por lo que al sustituir en la ecuacion solucion (3.38):

301 -
_4WG71<+1 : i)wp) — Hp,, (3.65)
y despejando j, se tiene
j=1+ ZZ—? (;1 + wp> pr- (3.66)
Sustituyendo en la Ecuacion de Friedmann (3.29):
W2 = I 87G (pm + p?:) [1/3+w)] §4WG (g + wp) Por / a%da, (3.67)

e integrando como se ha hecho:

&G (1 11 8rG 111
H[ZJG = HIZQG + T (3 -‘rwp) (Pm + pr + pOTZ [(14 — 1]) + Tpori |:a4 — 1:| . (3.68)
0 0

Parece conveniente nombrar

111
<pm + pr + pO'ri |:4 - 1:|> = PUGH (369)
g

pues parece un valor que se repite. Notar que pya = 3(poa, — poa, ); asi, poa, = (1/3 + wp) pua +
Pon, - Ahora, tomando el caso general donde b,c en (3.38):

H3(1 - j)
- =Hp,, 3.70
G+ b3 +am) (3.70)
de donde j sera
. AnG b
Sustituyendo en (3.29) y realizando directamente la integral:
87G (b 8rG 1 /1 b
Hf o = Hpe + = (3 + cwp) (or + pm) + —3 Porg <ag - 1) (1 +3+ cwp> . (3.72)

Asi, se identifica el término correspondiente a la energia oscura:

b 1/1 1/1
POA%‘C = (3 + pr> |:p7n + pr + pOV'Z (ag - 1>:| + pOTZ (aé - 1> ) (373)

o bien, en términos de (3.69)

b
PoAs, . = (3 + pr) PUG + POA, - (3.74)
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Figura 3.7: b’=0

Para graficar esta tercera interaccion, se debe tener cuidado, pues son 4 variables independientes:
z,b,c,wp, por lo que de una interaccién a otra se pasa de 3 a 5 dimensiones en su visualizacién.
Primero se encuentran 10s Z,; c2, 00,02 (abreviando esta segunda correccién como ¢2) para ver
como se comportan las variables juntas. Recordar que esto se hace para a = 1 o bien z = 0, se
sustituyen los valores observados de los parametros en (3.74) luego de que se convierta en parametro
adimensional:

b 9.07 x 1075 [ 1 b
0.685 = (5 + cwp) (0:315+9.07 x 1077) + =2 (F - 1) <§ +oewy + 1) . (3.75)
0

de donde se despeja zin;

0.685 — 0.3150907 - (b/3 + cw,)

- Ni_1= 3.76
(zinic2 + 1) (9.07 x 1075/12) - ((b + 3cwy) + 3)’ (8.76)
que al simplificarse queda:
0.685 — 0.105 - (b+ 3cw,) . 1*
Zinico = | (132304.3) - (bt 300) 13 +1] -1, (3.77)
p
o bien, al hacer el cambio de z;,; a ag:
0.685 — 0.105 - (b+ 3cw,) 1~ *
ag.c2 = |(132304.3) - (bt 300) 13 +1 . (3.78)
p

Notese que zini 2 (3.77) y apc2 (3.78) tienen la misma forma que las zjn; 1 (3.60) y agc1 (3.61)
de la segunda interaccién. En esta tercera interacciéon solo se sustituye todo lo que tenga término
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b'=0.9 b'=-0.5

]

2151050 05 115 215105005115 2
0.6 = [+ c

1-08060402 0 020.4 06 0.8 5
[

3

Figura 3.8: Proyecciones en los distintos planos b,c,w, de A(b’).

b por b+ 3cwy; lo cual es de gran ayuda pues, sin tener que graficar, ya se sabe que al calcular la
edad del Universo se obtendra para esta Qoy,, :

ao da
A(b,c,w,) =
( 2 /0 VQorra=t + Qopa=?

1 ~1/2
—I—/ <(nga_1 + Qora=? 4 Qo a?) (1 + H%)) da.
ag

(3.79)

Y tomando las mismas cotas de A(b) usadas en la interaccion anterior, sea ag corregida o no, se
obtendran los mismos valores, en este caso para la variable b’ = b + 3cw,. Asi que lo interesante
en este caso es graficar las hipersuperficies a distintos valores de b’ tales que A(Y’) sean fijos. Por
ejemplo, los limites superior e inferior en el analisis anterior fueron A = [0.8259, 1.0282] a los que le
correspondian los valores b = 0.9,b = —0.5 respectivamente; y para los valores corregidos se tuvo
como limites A = [1.0225,0.8261] que corresponden a valores b = —0.8,b = 1.7 respectivamente. Y
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A(b'(b,c0_p))

Figura 3.9: A(b’(b,c,w,))

como forma control, se tomara A(b’) = 0.9398 que le corresponde el valor fijo &’ = 0. Desde lejos,
todas las proyecciones de b’ aceptadas tendran la misma forma (Ver Figura 3.7), es acercandose a
la interseccion cuando cambian, véase primero las proyecciones de b’ = 0 (Ver ilustraciones 1, 2 y
3 de Figura 3.8). En el lado izquierdo de la Figura 3.8 se presentan los valores b’ = 0, siendo la
ilustracion 1 una proyeccion en b — wp, la ilustracién 2 una proyeccién en ¢ — wy,, y la ilustracién
3 una proyeccion en b — c. Resulta la ilustraciéon 2 la mas resaltante; ahora, comparase con las
proyecciones ¢ — w,, para distintas b (Ver ilustraciones 4 y 5 de Figura 3.8) y notese que el centro
termina rotando y estrechandose (situacion similar para los distintos valores de b’ en los otros dos
planos, siendo el caso de la ilustracion 1 y 3). El lado derecho de la Figura 3.8 presenta distintos
valores de b’ arbitrarios, y correspondientes a los limites aceptados de A(b), proyectados en el plano
¢—wp; la ilustracion 4 presenta valores b’ = 0.9, b’ = —0.5 respectivamente en A(b) sin correccion, y
la ilustracion 5 presenta valores b’ = —0.8, b’ = 1.7 respectivamente en A(b) con correccion. Lo que
se puede visualizar a simple vista de las ilustraciones mostradas en la Figura 3.8, es la independencia
entre las variables b — ¢ y b — w, (como se esperaba), y la dependencia en las variables ¢ — wy;
lo interesante de esta dependencia es que solo pueden existir en una determinada combinacién
que resulta simétrica y rotacional (estrechandose sobre una simetrfa diagonal izquierda o derecha
para valores b’ negativos o positivos, respectivamente) conforme b’ cambia, siendo mas restrictiva
para valores més lejanos de ' = 0 y ain més considerando valores A(b’) corregidos. Luego, se
puede ampliar mas el anélisis al considerar todo el espectro de A(b), y no solo los valores fijos,
al sustituir & en la funcion de ajuste de la segunda interaccion (para valores de A corregidos),
visualizando la relacién entre b, ¢, w, general (Ver Figura 3.9). Es interesante, a nivel de curiosidad
matematica, ver el comportamiento que tienen estas tres variables para valores atin mas grandes
de ¢ y wp. Los valores de b estan restringidos para reproducir los A aceptados, pero los de ¢, w,
pueden ser cualquier combinacién y se observan patrones diversos pero que, a valores muy grandes,
se vuelven ciclicos. Entre valores de 1 y 100 se observa un ciclo no tinico, pues para valores atin mas
grandes se observan patrones atin méas diversos que se repiten para ciertos valores (quizas debido a
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la naturaleza ciclica de la funcion), de los cuales no se analizaran pero es interesante de mencionar
para futuras ideas en la fisica que involucren esta clase de comportamiento ciclico.

3.8.4. Resumen de los Tres Modelos y Forma General

Como resumen de las tres interacciones hechas, se hallan valores correspondientes a energia
oscura:

1. en la primera interaccion se halla un valor correspondiente a energfa oscura (3.43): Qop, =
(Qor/4) (aa4 -1);

2. en la segunda interaccion, la expresion general correspondiente a energia oscura (3.58):
QOA2b = b/3QUG + QQAI; donde Quag = Q. + Q, + QOA1§

3. de la tercera interaccion, se encuentra que la energia oscura (3.74): Qoa,,.
(b/3+cwp)QUG+QOA1.

Por induccién, es facil concluir que no importa si existen otras especies de w; o inclusive si es una
combinacion lineal de estas, siempre se obtendra una familia de soluciones con la forma:

J=1+ 2—?(1 + ciwi) pr, (3.80)
para el “jerk”;
Hiq = Hpe + ? (ciwipuc + poay ) » (3.81)
para la ecuaciéon de Friedmann;
POA = CiWipUG T POA:, (3.82)

para las expresiones de energia oscura. Luego, haciendo el mismo analisis que en la tercer explora-
cién, generando una z;,; 4 (abreviando general como g), sustituyendo los valores de los paramétros
cosmologicos:

0.685 = c;w; - 0.3150907 +9.07 x 1077 - 0.25 - ((2ini,g + 1)* — 1)(1 + ciw;), (3.83)

y despejando asi zjni g4

685 — 0.31 Wi 1/4
Zinig = ( 0.685 = 0.8150907 - citwi 1411 4333 + 1) 1, (3.84)
’ Ciwi + 1
o bien, en su transformacion ag 4:
0.685 — 0.3150907 - c;w; —1/4
a0y = < G 44101.4333 + 1) . (3.85)
’ ciw; +1

Y por lo tanto, la edad del Universo (con el fin de ajustar parametros y determinar el mejor
modelo):

a0 da ! da
t=ty + . (3.86)
0 \/(QoMa—l + Qora—2 ao \/(QOma—l + Qora=2 + Qon, a?) (1 + cw;)

donde se trabaja con las variables z, ¢;,w; (con i # j), es decir con 2n+ 1 variables independientes,
pero como ya se vio antes, las ¢;,w; si dependeran entre ellas y estaran restringidas a las hiper-
superficies que reproduzcan los A = [limy s, limgyp) (los limites inferior y superior). Notese que
las combinaciones lineales de c;w; son subdominantes, por lo que es probable que, de existir, sean
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Q4 VS Z VS O,

—t
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Figura 3.10: Qg proyectada en w-z

dificiles de detectar, tal como se mencioné para la densidad p, en la exploraciéon 3. A su vez, estas
deben reproducir materia y radiaciéon, en principio.

Como caso particular, quizas se quiera incluir un campo escalar. Este dependeria de un potencial
dependiente del tiempo, teniendo como expresiones que la definen [8]: ® = ®(t) + 6P(Z, 1), pp =
(1/2)@% + V(®), we = [(1/2)D2 — V(®)]/[(1/2)D? + V(®)]. Asi bien, siendo wp = weg, se sigue el
analisis como se hizo en la exploracion 3, ahora con variables z,b, wg, y haciendo arbitrariamente
b = 1 (reproduciendo los valores de radiaciéon usual) se acotan los valores de wg a la diferencia
entre b’ = 2 (como limite superior) y los valores validos de b'. Finalmente se puede ajustar el
modelo hasta obtener solo variables z y wg, que se pueden graficar con {295 en un espacio de 3D y
proyectarse sobre el plano z — Qg (Ver Figura 3.10). También se puede analizar otro caso, al usar la
forma general que se encontr6 arriba y al hacer que todos los wj;, e inclusive sus ¢;, sean funciones
escalares dependientes del tiempo, salvo claro las constantes iniciales que siempre deben recuperar
materia y radiacion. Es beneficioso incluir términos dependientes del tiempo, pues p = p(a) y a
su vez a = a(t), manteniendo asi un tnico parametro que seria el tiempo; para observaciones,
serfa mas 1til usar el “redshift” z. Realmente de ser asi, el “jerk” podria tomar cualquier funcion,
asi como la ecuacion de Friedmann y las consiguientes aplicaciones, siendo infinitas las posibles
combinaciones surgidas de ¢;,w;; donde ya se vi6 un pequeno ejemplo en la tercer exploracion
(posibilidades ciclicas o de cualquier forma que siga la ecuacion de ajuste). Aunque, esto supondria
tener suficientes campos escalares dependientes del tiempo como para modelar las funciones, lo
cual supone muchas preguntas sobre la existencia de esos campos esclares y sus caracteristicas tan
particulares. Otra cuestion a tratar es el tamafno tan pequeno de los pardmetros propuestos; quizas,
la forma de encontrar un sentido fisico a esto, seria analizando un tensor de energia momento de
un fluido imperfecto que incluya la densidad de particulas como cantidad conservada (mencionado
anteriormente [7]), recordando que en esta tesis se trabajo con un fluido perfecto, y ver si los
parametros b y b’ pueden corresponder a los coeficientes de viscosidad o similares; estos trabajos se
basan en la teoria de Eckart, aunque también seria interesante analizar el trabajo de [41]. A su vez,
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seria ilustrativo hacer un estudio para las anisotropias del Universo, del cual se podrian encontrar
similitudes con los pardametros o descartar su existencia; sin duda el anélisis no deberia costar mas
de lo debido, pues muchas de las ecuaciones de Relatividad General son recuperadas en Gravedad
Unimodular (como se mencioné antes [37]).

3.9. Expresiones encontradas

A continuacion se resaltan las expresiones méas importantes encontradas:

= Al tomar solo materia dominante:
1. de sustituir en la ecuacion solucion (3.38), se halla la forma del “jerk” (3.39): j =
1+ 47GH2p,;

2. de donde se obtiene, al sustituir en la ecuacion de Friedmann (3.29), la parte correspon-
diente a energfa oscura (3.43): poa, = (por/4) (ag* — 1);

3. de donde, al sustituir los valores de los parametros cosmologicos, se despeja el valor
doénde esta energia oscura emerge: z;,; = 12.183;

4. valor que sirve para sustituir en la integral A de ajuste de la Edad del Universo, y
calcular esta: t = 13.562Ganos.

= Al considerar radiacion ajustada con un paramétro b:

—

. al sustituir en (3.38), se despeja el “jerk” (3.54): j = 1 + 4rGH 2p,(3 + b)/3;

2. que se sustituye en (3.29), obteniendo la parte correspondiente a energia oscura (3.58):
POAg, = (b/g)pGU + PoA;

3. siendo (3.69): pau = (pm + pr + pPonr,);

4. luego, sustituyendo los valores de los parametros cosmologicos y despejando
una expresion para el surgimiento de esta energia oscura (3.60): zn(b) =

[(132304.3) ((0.685 — b - 0.105) /(b + 3)) + 1]/ — 1,
5. que es usada para sustituir en el factor de correccion de la Edad del Universo (3.64):
A(b) = 0.459 ((—0.048 + exp(—0.049 - b))~ + eaxp(—0.248 - b))

= Considerando un factor de ajuste potencial w, en combinacién lineal con la radiacién:

1. al sustituir en (3.38) y despejar el “jerk” (3.71): j = 1+ 47GH ~2(p, (3 + b+ 3cwy))/3;

2. que se sustituye en (3.29), para distinguir la expresion correspondiente a energfa oscura
(3.74):p0Ag,. = (b+ 3cwp)/3pcu + poa,s

3. que conserva la misma forma de la segunda interaccién, solo haciendo un cambio de
variable b’ = b + 3cw,; por lo que hereda la misma forma para z;,;(b') y para A(b').

= Ecuacién general, obtenida por induccién de los tres modelos estudiados:

1. la forma del “jerk” sera (3.80): j = 1+ 47GH (1 + c,w; ) py;
2. la expresion de energia oscura tendra la forma (3.82): poa, = ciwipau + pon,;

3. y la expresion del “redshift” inicial se obtiene (3.84): z;,; = [44101.4333 - (0.685 —
0.3150907 - ciw;)/(cows + 1) +1]1/4 — 1.
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3.10. Comprobaciéon de modelo con datos de cronémetro cos-
mico

Se usan datos de crondmetros cosmicos (Ver Tabla 3.3) para comprobar que el modelo de
materia se ajusta bien al modelo estdndar y contrastar sus predicciones. Los datos observacionales
de Hubble (’Observational Hubble Data’, OHD por sus siglas en inglés) corresponden a galaxias
estandar con misma metalicidad, luminosidad y produccion de estrellas baja (lo que equivale a
galaxias viejas), asi como que deben tener en comparacion “redshift” similares. Los procesados son
obtenidos mediante la expresion del parametro de Hubble [42]:

1 dz
z4+1dt’
y corresponden a datos libres de sesgo de modelo, donde dz/dt se mide utilizando la funcion de
ruptura D4000(z). Este método es usado por esta libertad de sesgo, en comparacion a los datos
BAO que dependen del modelo ACDM. El parametro H(z) libre de sesgo del modelo es muy
atil para comparar la veracidad de modelos cosmologicos, los cuales se contrastan mediante la
expresion:

H(z) =

(3.87)

Nowup
[H (21) — Hous(2:)]?
Xoup= ) g (3.88)
i=1 H;

donde se toman los Nogp datos comparando la H(z;) del modelo estudiado y la Hops(2;) obser-
vada, divididas entre el error asociado (712%. Por definicién, los modelos que minimicen el valor de
x2 son los que mejor se ajustan a los datos.

La funcion D4000 depende de la metalicidad y de la poblacién estelar, haciendo que la técnica
empleada mida directamente el parametro Hubble de datos espectroscopicos de galaxias en evo-
lucion pasiva, proporcionando H(z) independiente del modelo [43]. El método usado parte de la
estadistica inferencial, cuyos resultados basados en datos representativos pueden concluir observa-
ciones de toda una poblacion (en contraste a la descriptiva que concluye para los datos empleados
solamente), y lo mejor es tomarlo desde un punto de vista bayesiano, que postula la probabili-
dad de un suceso dependiente de que no ocurra: P(H|E) = P(H)P(E|H)/P(E), siendo, en otras
palabras, que un dato depende de todos los datos de la muestra. Para este analisis de modelo
cosmologico, se usard una postura bayesiana de estadistica inferencial. Para el analisis de los para-
metros de dichos modelos, se usan cadenas de Markov de modo que en el método de Monte Carlo
se obtenga que la funcion de distribucion sea la misma que la verosimilitud (cuya forma esta dada
por la minimizacién de x?). El método de la cadena de Markov calcula la distribucién de un punto
anterior a partir de uno anterior (utilizando el algoritmo de Metropolis-Hastings que tiene forma
del Teorema de Bayes) a manera que se minimice la x2. A continuacién, se hace un contraste de
los datos OHD con el modelo de materia estudiado, encontrando el valor éptimo en la interseccion
de la cruz de la grafica h vs z;,; (Ver Figura 3.11):

Los datos usados son los mismos 52 puntos de H(z) usados en [42] para el modelo de expansion
Cardassian (Ver Tabla 3.3 al final del capitulo), estos puntos son mediciones hechas en galaxias
distantes y quedan libres de sesgos de modelo al hacer su analisis. Usando el programa en “python”
de Garcia-Aspeitia en el cual se modela la cosmologia de Gravedad Unimodular, se encuentran
valores para h y para z;,; aceptados y mostrados en la figura anterior. El valor mas aceptado es
de z;,; = 11.93, pero existe una region de z;,;€[11.7,12.2] que regresa valores aceptados de h, del
cual el valor medido por Planck es h = 0.678 [6]. En la Tabla 3.2 se muestran los valores de los
parametros obtenidos en una corrida del programa, donde se tiene 200 pasos y 2000 cadenas.

Con los datos obtenidos, se puede decir que los modelos que mejor se ajustan son los de valores
acotados [—0.19,0.82] (Ver Figura 3.12). Se toma valido tanto para valores de b como de b que
modelan A aceptadas para la Edad del Universo. Es notable que todos los valores validos para
A son acotados aiin mas por estos valores de z;,; obtenidas de las mediciones. Las caracteristicas
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Zini

Figura 3.11: Datos obtenidos de Cronémetros Cosmicos

h 0.71834 tgggz‘;
Qom | 0.49776 705205,
Zini | 11.93318 T0-23202
Coin 17.54609

Tabla 3.2: Valores de los pardmetros obtenidos por el método de Markov Monte Carlo

finales que se pueden resaltar de estos modelos son que predicen una Edad del Universo bastante
cercana a la medida para valores de b y b’ cercanas a cero. El modelo de Gravedad Unimodular
ya predice una energia oscura emergente pero, para valores negativos de b se hace una aparicion
suavizada y de igual forma para valores positivos siendo ahora este el caso que modela una energia
oscura que no emerge, sino mas bien disminuye su valor. Debido a la etapa de desaceleracién del
Universo cercana a la Epoca de Recombinacion, es preferible los valores negativos de b ante los
positivos; mas no se descarta la posibilidad de valores positivos.
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Zini
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Figura 3.12: z;,;(b) comportamiento para valores aceptados de by z;n;

43



CAPITULO 3. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
3.10. COMPROBACION DE MODELO CON DATOS DE CRONOMETRO COSMICO

Tabla 3.3: Datos OHD de H(z) mostrados en [42] donde se especifican las referencias y el método

de observacion.

z

H(z) (kms I1Mpc—1)

o (Ems~YMpc—1)

0 73.24 1.74
0.07 69 19.6
0.1 69 12
0.12 68.6 26.2
0.17 83 8

0.1791 75 4
0.1993 75 5
0.2 72.9 29.6
0.24 79.69 2.65
0.27 77 14
0.28 88.8 36.6
0.3 81.7 6.22
0.31 78.17 4.74
0.35 82.7 8.4
0.3519 83 14
0.36 79.93 3.39
0.38 81.5 1.9
0.3802 83 13.5
0.4 95 17
0.4004 77 10.2
0.4247 87.1 11.2
0.43 86.45 3.68
0.44 82.6 7.8
0.4497 92.8 12.9
0.47 89 34
0.4783 80.9 9
0.48 97 62
0.51 90.4 1.9
0.52 94.35 2.65
0.56 93.33 2.32
0.57 92.9 7.8
0.59 98.48 3.19
0.5929 104 13
0.6 87.9 6.1
0.61 97.3 2.1
0.64 98.82 2.99
0.6797 92 8
0.73 97.3 7
0.7812 105 12
0.8754 125 17
0.88 90 40
0.9 117 23
1.037 154 20
1.3 168 17
1.363 160 33.6
1.43 177 18
1.53 140 14
1.75 202 40
1.965 186.5 50.4
2.33 224 8
2.34 222 7
2.36 226 8
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Conclusiones

Durante esta tesis se explicaron y discutieron las teorfas de Relatividad General y de Cosmolo-
gia, pasando por sus antecedentes, las herramientas necesarias para su construccion, las ecuaciones
que las describen, sus aplicaciones en el caso de Relatividad General, asi como la evoluciéon del
Universo, datos observables y problemas en el caso de Cosmologia; se trabajé con el modelo de
Gravedad Unimodular, presentando la inspiraciéon del modelo una vez presentadas sus bases en los
dos capitulos anteriores, desarrollando este por el camino de [38] y, posteriormente, desarrollando
la cosmologia con la gufa de [6]. Se discute la importancia de esta teoria y de sus partes, entre ellas
las del parametro “jerk”, del cual se termina por encontrar su expresion general. Una vez hallada la
forma general del “jerk”, se propuso recuperar la ecuaciéon de continuidad de la Relatividad General,
con el fin de encontrar una expresion como via a solucionar la forma del “jerk”. La idea a tratar era
encontrar diversas soluciones a este parametro, y de ah{ analizar la cosmologia que estas implican,
o determinar si la solucién hallada en el articulo de Garcia-Aspeitia era tinica. Al mismo tiempo,
se observd que las ecuaciones resultantes eran dependientes de las especies de densidad p; y del
factor de proporcionalidad de las especies de densidad w;; por esto mismo, se toman inicialmente
tres casos: solo considerando materia (al ser dominante), considerando una combinacion lineal de
materia y radiacion y, finalmente, considerando una combinacién lineal de materia, radiaciéon y
alguna especie desconocida que se toma como potencial. Asi, se igual6 la ecuacion de continui-
dad de Gravedad Unimodular con la de Relatividad General, encontrando la expresion del “jerk”
mostrando que, para el caso de solo materia, el parametro tiene dependiencia con la densidad de
radiacion; esto tdltimo acorde con el resultado encontrado en el articulo antes mencionado. Una
vez hecho esto, se sustituyo en la ecuacion de Friedmann de Gravedad Unimodular y se predispuso
a recuperar el modelo estandar de cosmologia, haciendo que se encuentre la parte de la ecuacion
correspondiente a la energia oscura emergente y con la forma poa, = por/4(ay 4 1). Esto no
significa que la densidad correspondiente a la energia oscura deba ser la de radiacion, pero si que
hereda sus valores al desarrollar el término de ajuste de la teoria. El valor en el que emerge esta
especie de energia oscura coincide con el encontrado por Garcia-Aspeitia de ag = 0.07, que se en-
cuentra al recuperar el valor observado del parametro cosmolégico de energia oscura de ACDM, i.e,
Qa = 0.685. Este modelo de energia oscura corresponde con una constante cosmologica emergente.

Para los siguientes modelos, se sigui6 el mismo algoritmo de encontrar la forma del “jerk” al
considerar las diferentes especies, seguido de sustituir en la ecuacién de Friedmann y encontrar
la relaciéon de densidad de energia oscura correspondiente. Para el segundo caso, que toma una
combinacioén lineal de materia y radiacion, se encuentra que el parametro de densidad de energia
oscura es la misma constante hallada al considerar solo materia , i.e. pga,, mas la densidad de
Gravedad Unimodular definida por pya = pm+pr+poa, ajustada por el factor de proporcionalidad
de densidad de este segundo modelo wy = b/3. Se hace una correccion de ag al recuperar el valor del
parametro de densidad de energia oscura medido en el modelo estandar, y se sustituye en todos los
términos dependientes de este. Se observa la relacion entre las variables b, z, {25 y se determina que
para valores negativos de b se modela una energia oscura emergente de manera suave, y para valores
de b cercanos a 0 se halla que z;,; =~ 12. Solo se estudié cuando los valores de b son constantes,
pero se discute sobre una familia entera de soluciones dadas por b = b(z) de manera que puedan
tomar distintos valores tanto en b > 0 como de b < 0, siguiendo la superficie trazada por la

45



CAPITULO 3. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
3.10. COMPROBACION DE MODELO CON DATOS DE CRONOMETRO COSMICO

grafica de b — z — Q, ayudando a no restringirse a una posible tnica soluciéon que reproduzca
como emerge la energia oscura en época de reionizacién. Finalmente, se acotan los valores de
b entre [—1,2] y entre [—1,1] para ag con y sin correccion, respectivamente, al calcular valores
aceptados (en este estudio) de la Edad del Universo; se hallan los mejores ajustes. En la siguiente
exploracion se incluye una densidad potencial p,, considerada lo suficientemente pequeila para no
afectar a las otras densidades en la ecuacién, pero si contribuyendo su factor de proporcionalidad
wp a la w del modelo, tal como lo hace el de radiacién. La razén de ser un valor insignificantes
surge de las observaciones y del deseo de obtener una energia oscura surgida naturalmente de las
ecuaciones y datos observados, de modo que debe ser lo suficientemente pequeno como para ser
desconocido. Al proceder a realizar un ajuste de z;,;, se encuentra que este tendréa la misma forma
que el encontrado para la segunda exploracion, renombrando b’ = b + 3cw,. Por lo que, para esta
interaccion, es interesante ver el comportamiento de estas tres variables a modo que reproduzcan
los valores de el valor de ajuste A de la Edad del Universo; para esto, se pueden considerar valores
fijos de A o todos al usar la funcion de ajuste. Se encuentran resultados bastante resaltantes, que
evolucionan para diversos valores de ¢,w, (con b restringida a valores que reproducen la edad del
Universo) y que hacen pensar en la creacion de funciones ciclicas o de cualquier comportamiento
regido por la funcién de ajuste.

Se logra encontrar un comportamiento predecible para las ecuaciones que caracterizan estas
tres interacciones, por lo que es facil crear una forma general de combinaciones lineales c;w; para
las diversas expresiones analizadas de “jerk”, ecuacion de Friedmann, parametro de densidad de
energia oscura y z;,; corregido; todo regulado por la Edad del Universo y la ecuacién de ajuste
encontrada. De aqui, se propone un avance a futuro, con campos escalares dependientes del tiempo;
primero para uno solo y luego para una combinacién de campos dependientes del tiempo y valores
constantes, haciendo de esta forma todo dependiente de una tinica variable: el tiempo, o el “redshift”
z en observaciones. De esto ultimo, incluyendo el analisis de la ecuacion de ajuste y la posibilidad
de una funcion b(z), se hacen infinitas las posibles funciones para definir el comportamiento de la
energia oscura. El dilema, referente a esto, es encontrar una interpretacion fisica de las expresiones
matematicas encontradas, asf como de un mejor soporte al modelo (observaciones y mas teoria,
principalmente). Finalmente, se realiza un analisis nimerico por el método de Markov-Monte Carlo
de los datos del parametro H(z) obtenidos de los “OHD” y de los propuestos por el modelo de
materia, obteniendo valores mediante cadenas de Markov con el uso del algoritmo de Metropolis.
Se confirma el valor predicho de z;,; y, con el intervalo de confianza, se logra acotar ain mas
los valores de los parametros b y b’ para el modelo de radiacion y para el modelo que incluye un
potencial y el modelo general.
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Apéndice A

Relatividad General

A.1. Construccion del Tensor de Riemann

El siguiente procedimient sigue el método estandar encontrado en la literatura, como de [7] a
[9] v de [11] a [17], donde se puede observar su desarrollo mejor detallado. El tensor Riemann se
construye con la diferencia, al intercambiar indices, de realizar una segunda derivada covariante a
un vector, denotado como:

(A"p) v — (Aen) wp = ngA“e,\, (A1)
siendo A = A"e,, un vector, y los indices p,v las direcciones clave para medir el cambio en una
superficie curva [12]. Si no existe torsion, se puede realizar la derivada covariante del vector, tal
que coincida §,(A"e,) = (Ae,),, = V,(A%e,). Por la regla de Leibniz (A"ectq), = V., (A%e;;) =
(V,AMe, + A"(V,ey). La derivada covariante sobre la base opera como (1.1), mientras que el
componente contravariante del vector serd operado como V, = 9, (aplicable solo en este caso,
dado que la informacion del vector es contenida en la base). Luego, se procede a realizar la segunda

derivadas:
(A%y) vp = Af’l,#en + A%y up + Alenu + A,npenm (A.2)

de donde, se prosigue a realizar el lado izquierdo de (A.1):

(Anen),;u/ - (Anen),uu = (An - A?uu)en + An(en,uu - en,uu); (A3)

v

donde el primer término se hace cero dado a lo discutido arriba y a que es continuo, por lo que se
reescribe:

(A"e) v — (Aen) wu = A ey, uw — enup)- (A4)

Por esto, solo es necesario conservar la base (dado que esta posee toda la informacion del vector;
aunque de usar la componente contravariante del vector, entonces este debe poseer toda la infor-
macion del vector y se operaria como la forma usual de la derivada covariante de un vector). Asi,
se puede reescribir (A.1) como:
— pA .
Cnpv — Cnop = meeA’ (AB)

que opera como (1.1), por lo que se puede denotar como:
A
(aHV - a’/l»t)eﬁ = Rnul/e)\' (A6)
Entonces, usando (1.1), se prosigue a realizar la segunda derivada de la base:

engw = 0,1 ex + 17,1, €p; (A7)
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o bien:

engw = (0,15, + 17,17 ex. (A.8)

Finalmente, se realiza la diferencia de (A.6):

(O — Ovp)en = (0,1, — 0,15, + T8, T, =T8T Jex; (A.9)

nu pv v pp

aplicable para toda base, siendo asi que el tensor de Riemman es:

R =9,T

nuv i

-9, + 10,1, —T0, T (A.10)

nu pv vt ppt
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Apéndice B
Cosmologia

B.1. Construcciéon del Tensor de Riemann y del escalar de
Ricci a partir del elemento de linea FLRW

Del elemento de linea, se ve que:
eo-eo=goo = —1, e;-e; = gij = 65a°(t) y eo - € = goj = 0; (B.1)

donde, al realizar sus parciales (1.1), se obtienen los simbolos de Christoffel. Primero respecto a
Jp, se tiene para los primeros dos términos de (B.1):

80(60 . 60) =0 Yy 60(67; . ej) = 5;80((12(t)), (BZ)
de donde, al usar la regla de Leibniz y (1.1), se obtiene:
2(T9e0 + Thoes) - eo = 0y 2(T%e0 + Thyex) - ej = 672a(t)al(t); (B.3)

y sustituyendo (B.1): _
T80900 = 0y Diygr; = dia(t)a(t). (B.4)

Finalmente, sustituyendo lo que vale la métrica, aparece la expresiéon de la conexion o simbolos de
Christoffel para estos primeros indices:

. alt)
19, — 0, % — afagt). (B.5)

Ahora, respecto a las coordenadas espaciales J, para los primeros dos términos de (B.1):
Or(eg - e9) =0, Ok(e; - e5) =0; (B.6)
que, una vez usada (1.1):
2(Tore0 + Thpei) -eo = 0, 2(T9.e0 + Tipes) - e; =0, (B.7)
donde se sustituye (B.1), obteniendo estos simbolos de Christoffel para estos segundos indices:
Y, =0, I =0. (B.8)
Ahora, el altimo término de (B.1):

80(60 . ej) = 0, 8k<€0 . ej) = 0; <B9)
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aplicando la regla de Leibniz, (1.1) y desarrollando la parcial:
(Tse0 +Thoes) - e; + (F?Oeo —i—Fé-Oei) eg =0, (T9.e0+The;) e;+ (ngeo + F;kei) -eg = 0; (B.10)
sustituyendo (B.1): ' '
Ti09i5 + Tog00 = 0, Torgij + Tirgoo = 0; (B.11)
o bien o _
Thodia®(t) — Ty =0, Tf85a>(t) — T, = 0; (B.12)
finalmente, se identifica (B.8) en la primer expresion; se sustituye y se obtiene:

Ty =0, T, = dpalt)a(t). (B.13)

Entonces, de los términos distintos de cero obtenidos en (B.5) y en (B.13), la conexion es:

Iy =46 8 LY, = bija(t)a(t). (B.14)

Ahora, calculando el tensor de Riemann usando (A.l), siendo ahora A, = e, sin afectar lo ya
calculado por (A.6). Se toman los tnicos dos casos posibles dada la métrica (B.1): p=0,v =iy
w=1,v = j. Primero el caso u = 0, = i , donde se tienen tres casos para nn = 0,14, j (recordando
que los indices griegos se usan para las cuatro componentes del espacio-tiempo, y los indices latinos
para las componentes espaciales tnicamente); asi, sustituyendo los indices en (A.1):

(000; — 0:;00)eo, (000; — D;00)eq, (000; — 0;00)e;, (B.15)

los tres casos a la vez; se desarrolla usando el como se definié el simbolo de Christoffel (1.1) de
manera explicita:

o(To;e0 + Tzex) — 9:(Thoeo + Tooen),
80(F?i€0 + Ff’iek) — (%(F?Oeo + Ff’oek), (B16)
80(F?ieo + F?iek) — 8,»(1“?060 + F?Oek);

se sustituye (B.14):

on (Sger ) - anfatatoe] - 0 (S ) denlaite -0 (S )i @)
se hace uso de la regla de Leibniz y de (1.1):
Wi 86 + 20 (Moo + Ther).
(@(t)eo + alt)it)eo + a(t) [[yeo + Thoex]) — th; (Meo+Ther),  (B.IS)
5t (6 (t)eo + al(t)i(t)eo + a(t) [Foeo + Thoex]) — (2 (M%e0 + Thier)
se sustituye (B.14) y se simplifica
jgez — Rigies, (a(t)i(t)) co = oo, 8t (a(t)i(t)) co = Ropicos
para todo e,. Entonces:
Ry = Zgg Ry = a(t)i(t), Ry = d%a(t)i(t). (B.19)
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Ahora, el caso u = i,v = j, donde se tienen cuatro casos para n = 0,1, j, k. De la misma manera,
se calculan los cuatro casos a la vez, se sustituye en (A.1):

(ai(’)j - aj&»)eo, (&8] - 8j8,»)ei7 (&@ — 8j8i)ej, (8iaj — 8j8i)ek; (B20)
se sustituye la forma explicita de (1.1):

0;(I0, €0 + T'jex) — 0;(Th,e0 + Thier),
)

Gi(F?jeo + Ff'jek) — aj(l"?ieo + Ffiek , (B.21)
9;(T%e0 + Ik er) — 0;(T%e0 + T ex), '
8i(rgj€o + F%jel) — 6j (ngeo + Fi.iel);

se sustituye (B.14):
Ja(t)eo] — dsla(t)a(t)eo], (B.22)
(

se usa la regla de Leibniz y (1.1):

a(t) o k 0 k
— (T, e, — T eg — TV

al(t) ( ji€o T 1jiek ij €0 uek) )

0, (B.23)
0

b

a(t)a(t) (6x;[T0ie0 + Lhser] — 610 €0 + Lojer]) ;

se sustituye (B.14):

. (1) a(t)
t)a(t 5-54i — Ot [—2e] ) ; B.24
0,0, 0. ate)a(t) (3050 el - budl g1l ) (B.24)
se simplifica:
0 = R je0, 0= R} e0, 0,= RY;je0, a*(t) (650, — 6ri6}) €1 = Rjyjen, (B.25)
para todo e,. Asi:
0= Ry, 0= Ry, 0= R, a*(t) (0r;0; — 0ri0;) = a°(t) (ewtmejim) = Riij- (B.26)

Los tnicos términos que no se hacen cero, de los casos vistos (B.19) y (B.26), son:

4 a(t) . . ! .
00i = m, R?Oj = dijla(t)a(t)], Ry = az(t) (€itmEijkm) - (B.27)
Ahora, se construye el tensor de Ricci, recordando que es una contraccion de indices repetidos del
Tensor de Riemann (1.4). También recordando las propiedades del tensor de Levi-Civita (enuncia-
das en la seccion de Herramientas Tensoriales de la Relatividad General) y que la suma en indices
cuenta para tres coordenadas espaciales, entonces:

) a(t .. .. .
Roo = —Ry;p = —BQ Rij = R?Oj + Rfkj = bij [a(t)a(t) + 2a2(t)] ) (B.28)

a(t)’
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APENDICE B. COSMOLOGIA
B.1. CONSTRUCCION DEL TENSOR DE RIEMANN Y DEL ESCALAR DE RICCI A
PARTIR DEL ELEMENTO DE LINEA FLRW

Para construir el escalar de Ricci, se debe hacer una contraccion con la métrica R = g"" R,,,,; por
lo que es necesario calcular antes la métrica contravariante a (B.1):

0 0_ 00 _ % _ 4 _ i 0 _ 0 _
e e’ =g ——1,e~ej—gj—63a27(t),e~ej—gj—0. (B.29)
Entonces, el escalar de Ricci es: N
R = ¢" Roo + g Rij; (B.30)
sustituyendo (B.28) y (B.29):
a(t) o1 . .9
R=3—+ 4% 1 t)a(t) + 2a=(t)| ; B.31
e 09 0 [a(0)le) + 2020 (B.31)

que cuenta para tres indices espaciales:

L a(t) 1 . 2T
R= 3@ + (D) [Ba(t)d(t) + 6a°(t)]; (B.32)
que se simplifica:
el (am))’
R=6 o(®) + (a(t)) (B.33)

Los resultados importantes de este apéndice son (B.28) y (B.33).
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Apéndice C

Cosmologia de Gravedad Unimodular

C.1. Analisis de indices del Tensor de Energia-Momento para

FLRW

Partiendo de (3.17), se analizan los indices. Los tinicos, dada la forma diagonal de la métrica,
son los temporales y espaciales de indices repetidos. Primero se analiza p = 0,v = 0, que se

sustituyen en (3.17):

Roo — goo3 Z(g + ZE?) ] —87G [pgoo + (p + p)uouo]
(3 a) | fa®)\? .
=13 EJF (a(t)) +2TFG[3p—p}> 9003

i) g la) (e
3a(t)+3 a(t)+<a(t ) ] 817G [—p+ (p+ p)]
3 |a(t a(t)\?
:+<2 a(tﬁ(a@)) *2”(”3]’_”)

se simplifica:

GOV gy 3[H0 L (MY | g,
(i) —sroe=3 o + () |+t
se multiplica por 2/3:
60N 16 G, (80, (OV] L,

2<a(t)> 5 TP = a(t)+<a(t)> M

se despeja (a/a)?: ) 2 .
(Z(g) :ZgjL:wG[?,p—erﬁlp];
y se simplifica: . 9 .
<Z(g> —28+4WG[]9+P]~
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APENDICE C. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
C.2. DERIVADA CONTRAVARIANTE DE LA ECUACION DE CAMPO

Ahora, se analiza u = v =4 de (3.17). Sustituyendo indices:

Rii — gii3 Z(g + (Zg;) ] —87G [pgii + (p + p)uiui] o
.7
= - g Z(g + (Zg) +27G 3p — p]) gii3
se sustituyen (B.1) y (B.28):
i) + 2620 — 3020 | 2O 1 (AON] _ sre a2(e)] -
[a()i(t) +20°(1)] = 3a%(1) | Ty + (at)) ] 8G [pa”(1)] ox
.. . 2 '
- <2 lzgg + (ZEQ) +27G [3p — p}) a’(t);
se divide todo por —a?:
[a()a(t) +2a%(t)] it)  (at) W B
gy () | +oeo - oo
g jg;-l—(%) +27G [3p — p|;
se simplifica el lado izquierdo:
at) | (a®)\* 3 lat)  [at)\® .
2@ + (Cl(t)) = 5 [a(t) + (Cl(t)) + 227G [Sp - 4p - p} ) (ClO)
se multiplica por dos, se simplifica el lado derecho:
i), (o) _ [, a0\
4a(t)+2<a(t)) 3 a(t)+<a(t)> ] 4G [p + p|; (C.11)
se despeja (a/a)?: . , )
—<Zgg> :—322—4776'[]34—,0]; (C.12)
y se cancelan signos: . .
(Zg;) = Zgg +4nGp+p|. (C.13)
De (C.6) y (C.13) se ve que es la misma ecuacion Vu = v.
C.2. Derivada contravariante de la ecuacién de campo
Partiendo de (3.16), se realiza su derivada contravariante:
\%s (RW - %g,“,R - 8nGT),, = —(%R + 27rGT)gW> ; (C.14)
reescrita al distribuir términos:
VR~ L[V 0] R — 3 0 [V*B] — 87G[V4T,0.] = o

—(iR +27GT)[VFg..] — V“(%R +27GT) g
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APENDICE C. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
C.3. DESARROLLO DE LA DERIVADA CONTRAVARIANTE EN FLRW

se sustituye la identidad de Bianchi (1.8), considerando también que V*g,, = 0:

1 1 1
iv,,R — ivl,R —87G[VHT,,| = _VU(ZR +27GT); (C.16)
simplificando:
1
8nGVHT,, = ZVVR + 27[V,GT). (C.17)
Asi, reescrita, se halla que:
1
ZVV(R +87GT) = 8nGVHT,,. (C.18)

C.3. Desarrollo de la derivada contravariante en FLRW

Partiendo de (3.21), se sustituye (1.10):

iv” (6 Zg + (ZEE;)Q +87TG[3p—p]> -
817G (6" [pgw + (p + p)upw] — ¢*7TG, [pgor + (p + p)uou,] (C.19)
—g" T2, Ipgus + (P + p)upus));
se escribe de manera explicita el indice u:
b (o] 9+ (4] v -
(C.20)

87G(8°[pgow + (p + p)uous] — 27T [Pgow + (p + p)usus] — g° T [pgos + (p + p)uous))
+87G (5 [pgin + (p + p)uiws] — 9 TGpgow + (P + P)uows] — 97T, [pgis + (p + p)uius));

solo sobreviven los indices que sean iguales en la métrica (y por definicion, que no sean todos los
indices iguales en la conexioén):
N . 2
1 a(t al(t
,vy 6 Q + Q
4 a(t) a(t)

8 (60 [pgoo + (p + p)uouo] — QOOFBO [pgoo + (p + p)uouo])
+81G (8'[pgii + (p + p)uiwi] — g"TG[pgos + (0 + P)ustic] — ¢"TL[pgii + (p + p)usus) ;

+ 87G[3p — p]) =
(C.21)

sustituyendo (B.1), (B.29) y la normalizacion de la cuadrivelocidad (tal que ugp =1y u; =0 de un
sistema comovil), asi como respetando las tnicas conexiones que sobreviven (B.14):

1 i) (AN g ) =
812G (6°]0]) + 87C (5%‘ pa(t)] a%(t)r;; D900 + (p + p)totis] — a%(t)ri,» [pa? (t)]) :

la presion es constante y debido a (B.14), solo sobrevive los indices griegos que sean igual a cero

de las conexiones:
1 at)  [fa)\’
'v, (e l(t) n ((t))
1
t

Tlpgon + -+ phuata] + e Thlpa(0)] )

+8rG[3p — p]) =
(C.23)

. 1
—8rGp — 8nG (aQ(t)
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APENDICE C. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
C.4. DESARROLLO DERIVADA PARCIAL RESPECTO AL TIEMPO

sustituyendo (B.1), el valor de las velocidades y (B.14) en suma con las tres coordenadas espaciales:

1 at)  [at)\’ )
EV,, <6 [a(t) + (a(t)) + 87G[3p p]) = o
—87Gp — 871G (a;(t)3a(t)d(t)[p] + 3253])) ;
que se simplifica como:
%VU (6 Zg + <Zg> +87G[3p — p]) = —8rG (p'Jr 3222[p+p]) ; (C.25)
por lo que se tiene:
i), (80N 4 i) = g0 (51530
A\ (6 a(t) + (a(t)> + 87G[3p p]> 327G (p—|—3a(t) [p+p]) : (C.26)

C.4. Desarrollo derivada parcial respecto al tiempo

Partiendo de (3.22), i.e., el resultado (C.26); con la consideracion hecha de ser el resultado
funciones escalares, siendo ahora la derivada covariante una parcial, se sustituye asi la derivada
covariante por parcial respecto al tiempo, dado que las funciones escalares solo dependen del tiempo
(siendo asi que la parcial respecto al tiempo es la tinica que sobrevive):

oo fs ()

del lado derecho, se hace la sustitucion w = p/p y se desarrolla la derivada:
+81GBw — 1]p =

aw amatt) , (a®) (a0 [an]?
G[a(t) a2(t) +2<a(t)> (a(t) L(ﬂ”
a(t)

-32rG (p + 3@@ +p]> ;

se divide todo por —327G con el fin de dejar libre el lado izquierdo, y se simplifica el lado izquierdo:

+ 87G[3p — p]> = -327G <,b + 328[;} —|—p]> ; (C.27)

(C.28)

3 [aw (a0 [a0] _y (60N, 1 o0,
iorc at * (an) L) 2 (a) | 8= v agilonnt com
sustituyendo a(t)/a(t) = H y a(t)/a(t) = H + H?:
1616, [.Z.((f)) +H [H - Hﬂ —2H3 + %[3&1 — 1]4 =—p—3H[p+p] (C.30)
C.5. Ecuacion de continuidad
Sustituyendo (3.19) en (3.23), i.e., en (C.30):
16iG [.Z.((f)) + H [-4nG[p+ p) + H?| — 2H® + ?[Sw - 1],.5} =—p—3H[p+p; (C.31)
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APENDICE C. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
C.6. INTEGRACION DE LA VARIACION DE H?2 PARA OBTENER LA ECUACION DE

FRIEDMANN
distribuyendo H y simplificando el lado izquierdo:
3 a(t) 3 anG . .
— H° —47nG H+ —[Bw—-1lp| =—p—-3H ; C.32
16nC [a(t) nGlp + plH + —=[3w —1]p p [p+ pl; (C.32)

se acomodan los términos de la izquierda, teniendo en mente la definicién @ /a = jH?, haciendo
asi que se aislen los términos dependientes de H?:

3 [
167G [ a(t)

usando @ (t)/a(t) = jH3, el parametro “Jerk”, se obtiene al despejar los términos con H3:

—Jﬁ}—im+MH+iBw—up=—¢—3Hm+m; (C.33)

3 4. . 3 1 . ,
et [J—l]—i[P‘*‘P]H 1[3‘# 1p—p—3H[p+pl; (C.34)

donde el lado derecho se simplifica:

3
167G

Y[~ 1) = o+ plH ~ S+ 1)y (C.35)

se cancela el factor comun 3/4 y se sustituye w = p/p:

L= 1pH 1 :
ywre [ —1] = 3w+ 1]pH + [w + 1]p; (C.36)
que simplificada, resulta:
1 H3[j—1]
G i orH e (C.37)

o bien reescrita de otra forma, la ecuacién de continuidad:

H3[j — 1]

S R’ S Y& .
4rG(1 + w) pr3p (C.38)

C.6. Integracién de la variacién de H? para obtener la ecua-
ciéon de Friedmann

Tomando como base (3.28), se realiza del lado izquierdo la integral respecto a H?, renombrada
al ser integrada como H%, y del lado derecho respecto al tiempo:

315
HZ,, = 87TGp§u+ 1] +/2H [; 1] dt: (C.39)

siendo asi, la integral que requiere trabajo la que mantiene el término j. Debido a que el tnico
término que depende implicitamente del tiempo es H, la integral debe depender de esta; de manera
explicita, depende de a, asi que usando la regla de la cadena, se escoge un término a beneficio de
realizar este cambio de variable en la integral:

8rGp| 1] a(t
Hip =" p“’ i /H3 t; dt; (C.40)
asi, la integral se transforma respecto al factor de escala:
87Gp| dt
HE, = TP 'W+ /H3 -1 (C.A1)
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APENDICE C. COSMOLOGIA DE GRAVEDAD UNIMODULAR
C.6. INTEGRACION DE LA VARIACION DE H?2 PARA OBTENER LA ECUACION DE
FRIEDMANN

por la regla de la derivada de la funcion inversa, se reescribe:

1]
H2 = SﬁGp Wt /H3 ~ 14 (C.42)

esto con el fin de desaparecer un H, ya que las mediciones que se obtienen son de H? y no de
alguna otra potencia, por lo que:

1
SWG’) /H2 < ) j = 1] da; (C.43)
lo que conduce a la ecuacién de Friedmann:

HUG -

1] H?| —1
87erw+ / 7 (C.44)

Esta integral resultante sera dependiente de la forma de j.
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