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Resumen

En el presente trabajo de tesis, se hace un estudio de la Ecuacién de Transporte de Irradiancia
(ETI) [1, 2|, la cual relaciona la distribucién de Irradiancia I con el la fase ¢ y el frente de onda W
de sistemas Opticos sin excluir las aberraciones o errores [2, 3]. En particular enfocaremos nuestros
analisis en los errores asociados a la ETI como prueba o6ptica como un factor heredado de la
distribucion de irradiancia en la resolucion, de la misma ETI, para conocer la fase ¢ y el frente de
onda sin usar métodos de interferémetros [2].

Entonces, para establecer nuestra metodologia resolveremos la ETI como ecuacion diferencial
eliptica acoplada [2] reducida a una ecuacion de Poisson con condiciones de borde simples y cono-
cidas de dos maneras: Considerando la irradiancia y para resolver simplemente el frente de onda; y
posteriormente bajo la consideracion de un ruido como una funcién conocida y de ajuste a las abe-
rraciones determinadas [4]. En ambos casos consideramos la reduccion del termino de propagacion
de irradiancia y la irradiancia en la pupila de salida como un dato conocido [5, 6] experimental-
mente. Analizamos los resultados de la ETI con y sin error para comparar los efectos del error
en las soluciones, es decir, se pretende ver si la solucion exacta (para datos sin error o ideal) y la
aproximada (para datos con error, real o experimental), estan cercanas o no. El analisis matemé-
tico se hace agregando una funcion error en la ETI reducida a su forma Poissoniana considerando
para ondas planas [2, 7, 8]. Dicha funcion error es muy cercana a la nula pero al estar involucrado
el operador de diferenciacion (respecto a la variable que representa el eje Optico), no se puede
garantizar que la fuente con y sin error estén cercanas y, por lo tanto, tampoco que las soluciones
de los problemas de contorno lo estén.

Los analisis antes mencionados, seran completados con ejemplos para mostrar de manera mas
directa los efectos del error, donde pequenos cambios en la distribuciéon de irradiancia pueden
producir cambios sustanciales en la fase y frente de onda obtenidos al resolver la ETT Poissoniana
o reducida mediante estimaciones de irradiancia [1, 2, 9, 3, 7, 8]. Para los mencionados ejemplos
se resuelve la ecuacion de Poisson con condiciéon de contorno de Dirichlet y ademés con condicion
de Neumann nula. Se resuelven estos problemas, con y sin error. Este tltimo se resuelve sin y con
errores para analizar el efecto que estos tienen sobre la solucién de esos problema en la ITE.

Finalmente, hacemos mencién que un error que depende de una variable n al tender a infinito
hard que las fuentes se acerquen, es decir, las fuentes serian casi iguales pero tendria un efecto
contrario al aplicar la derivada respecto a z (el eje de propagacion [5, 6]) pues la fuente exacta se
separara de la fuente con error a razéon de n, notando un efecto semejante en el frente de onda
W resultante. Se mostrar que el frente de onda exacto dista mucho de el frente de onda con error
a razon de n. Con este resultado, se concluird que los errores pueden afectar enormemente a la
soluciéon de la ETT para ondas planas y se sugiere que deben tratarse los datos antes de aplicar
métodos de solucion.






Capitulo 1

Introduccion

En la presente tesis no se tiene una fecha inicial en el uso de la 6ptica ya que podriamos re-
montarnos a los egipcios con sus rudimentarios espejos o mucho antes de ellos cuando el humano
descubre el fuego y emplea para su beneficio la radiaciéon solar. Pero si consideramos un uso cien-
tifico, podriamos situarnos en la busqueda de la naturaleza de la luz asi como en el primer uso
de lentes y espejos en la formacion de imagenes. Con el fin de profundizar y determinar los ori-
genes de la luz (naturaleza, fuentes, como se propaga, etc.) surgié la corpuscular: Propuesta por
Isaac Newton (1642-1727) que consideraba a la luz formada por particulas luminosas emitidas por
los cuerpos [12]. Por otro lado, la teoria ondulatoria demostrada experimentalmente por Thomas
Young (1773-1829) a principios del siglo XIX, con el experimento de la doble rendija mostrando
la incapacidad de la teoria corpuscular para explicar dicho experimento. Pese a esto, la teoria
corpuscular atn sigui6é vigente fundamentalmente por la autoridad de Newton, pero fue hasta los
experimentos de Agustin Fresnel (1778-1827) con los llamados espejos de Fresnel, quien obtuvo
franjas de interferencia, fenomeno que se explica con la teoria ondulatoria pero no con la corpus-
cular. Fresnel propuso también que las vibraciones de la luz son perpendiculares a la direccion
de propagacion [13], es decir, son ondas transversales. Como consecuencia de esta idea, se explico
el fenomeno de la polarizacion descubierta por Esteban Malus (1775-1812) donde al mirar en un
espato, la luz proveniente de unos ventanales, hacia aparecer una imagen pero al girarlo la imagen
desaparecia y aparecia otra [14]. Todos estos hechos, reafirmaron la teoria ondulatoria logrando su
aceptacion definitiva en 1819.

A consecuencia del fenomeno de interferencia se infiere la propagacion y surge la pregunta sobre
la velocidad con la que se propaga. Asi el primero en medir la velocidad de la luz fue Armand
Hippolyte Louis Fizeau(1819-1896) propone una rueda dentada que al girar y emitir un pulso
de luz que salia de una abertura en la rueda, se reflejaba en un espejo distante. Por lo que, al
conocer la velocidad angular de la rueda y con la libertad de ajuste sobre la rueda y sus aberturas,
era posible conseguir que la luz reflejada atravesara o no una abertura de la rueda dentada. Lo
cual les permiti6 obtener una aproximaciéon de la velocidad de la luz muy cercana a la conocida
actualmente. Posteriormente se analiza la velocidad de la luz en diversos medios notando que en
el agua tenia una velocidad menor a la velocidad en el aire, contradiciendo la teoria corpuscular
lo que termin6 por convencer a los pocos defensores de Newton. Michael Faraday (1791-1867)
mostro la relacion que hay entre la luz y el electromagnetismo al controlar la polarizacién en
presencia de un campo magnético; esto fue retomado por James Clerk Maxwell (1831-1879) quien
resumio6 todo el conocimiento relacionado al electromagnetismo, e incluso logr6 concluir que la luz
era una perturbacion electromagnética en forma de ondas aunque esto tltimo de manera teorica.
Heinrich Hertz (1857-1894) fue quien demostro la existencia de las ondas electromagnéticas en 1888
probando asi experimentalmente los resultados de teéricos de Maxwell y la velocidad de la luz en
el vacio en terminos de la permeabilidad magnetica y permitividad electrica.
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Respecto a la teoria ondulatoria, es necesario un medio por el cual se transmitiese y/o propagase
la luz y su energia. Para dar respuesta a ello Se supone la existencia de dicho medio llamandolo
éter. A pesar de los experimentos para probar la naturaleza del éter sin conseguir los resultados
esperados, fue hasta el ano 1900 que se empez6 a cuestionar su existencia. Asi en 1905, Albert
Einstein (1879-1955) present6 la teoria de la relatividad especial, rechazando definitivamente la
existencia del éter, concordando con los experimentos de Albert Michelson (1852-1931) y Edward
Morley (1838-1923) en 1887. Pese a la aceptacion de la luz como onda electromagnética, en el
ano 1919 Max Planck (1858-1947) sent6 las bases de la mecanica cuantica, de la que Einstein se
inspird para proponer una renovada teoria corpuscular, en la que enunciaba que la luz consistia
en particulas de energia a las que llamo fotones, en su experimento del efecto fotoeléctrico. En la
década de 1920, como resultado del trabajo individual que realizo principalmente Heisenberg, Dirac,
Bohr, Schrodinger, De Broglie y Pauli (aunque muchos otros cientificos trabajaron y contribuyeron
a dichos resultados), la mecanica cuantica quedd como una teorfa formal bien establecida, y con
ello las suposiciones de Einstein fueron aceptadas, por lo que la teoria ondulatoria y la corpuscular
(en algunos conceptos) debian conjugarse para explicar el fenémeno de la luz.

Todo este conocimiento y el que se construiria en su futuro hasta llegar a nuestros dias esta impul-
sado por la necesidad de comprender la naturaleza de la luz. A lo largo de la historia se formularon
diversas teorias y suposiciones, algunas con la posibilidad de comprobarse experimentalmente y
otras se desecharon acompanadas de errores y malas interpretaciones de resultados. La forma en
como la ciencia avanza, esta relacionada directamente con la duda y la obtencién de teorias que
se verifican experimentalmente o analiticamente en ardua teoria bien fundamentada. Uno de los
puntos béasicos de la investigacion consiste en encontrar métodos numeéricos y analiticos que per-
mitan resolver los problemas planteados de la forma mas exacta o en su defecto con una solucion
muy cercana a ala exacta. Sin embargo, los errores son inherentes de los diferentes procesos que se
aplican para obtener los mencionados resultados acompanando siempre a la naturaleza humana.
Esto ultimo es parte importante de este trabajo de tesis, la exactitud y las aproximaciones en datos
y resultados ante la presencia de errores.

1.1. Antecedentes en el analisis y manejo de datos

Es posible creer que los errores en la ciencia no ocurren o son minimos. Sin embargo, hoy en dia
podemos encontrar errores en los softwares mas empleados como Windows y i0S, y asi mismo en
calculos numéricos, donde estos errores son tan variados y complejos. Cuya complejidad, en algunas
ocasiones, no encuentra soluciéon mostrando no existe la trivialidad al momento de trabajar con
datos, ecuaciones y modelos. Veremos a continuacién ejemplos préacticos en los que el tratamiento
equivocado de los errores, resulté en consecuencias significativas por pequeno que sea o se considere
dicho error.

El satélite del clima en Marte, el cual fue disenado para ser el primer satélite meteorologico inter-
planetario, se acercd demasiado a dicho planeta cuando intentaba maniobrar alrededor de su 6rbita
cayendo en la superficie marciana causando la perdida del satélite. Se estima que error se suscito al
entrar en contacto con la atmosfera. Una investigacion de la NASA [15], revelo que la causa de la
pérdida de satélite fue un error en la conversiéon de unidades inglesas a MKS, en un programa que
operaba desde la tierra. Pareciera increible que un error de este tipo, hoy en dia con la tecnologia
existente y desde la propia nasa, terminé con la pérdida total del satélite. Este hecho, prueba que
se puede menospreciar ningin error pese a lo trivial que se perciba. Por otro lado, un cohete de
refuerzo se desvio durante el lanzamiento, lo que result6 en la destruccion del NASA Mariner 1. Un
programador transcribié incorrectamente una formula manuscrita en cédigo, perdiendo una sola
barra de informacién que correspondia a una funcién de suavizado. El software trato las variaciones
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normales de velocidad como si fueran graves, causando correcciones defectuosas que desviaron el
cohete el 22 de julio de 1962 [16].

El profesor Thomas Nicely de la Universidad de Lynchburg descubrié un error en el procesador
Intel Pentium en el ano de 1994. El chip Pentium promocionado por Intel ocasionalmente cometio
errores al dividir ntiimeros de coma flotante dentro de un rango especifico, con un estimado de 5
millones de chips defectuosos en circulaciéon, Intel ofrecié reemplazar los chips Pentium. La causa
del error fue el divisor en la unidad de coma flotante Pentium tenia una tabla de division defectuosa,
faltaba alrededor de cinco de mil entradas y resultaba en estos errores de redondeo. Por ejemplo,
dividir 4195835,0/3145727,0 produjo 1,33374 en lugar de 1,33382, un error del 0,006 % [17]. Otro
erro se dio en la Bolsa de Vancouver index, debido al redondeo repetido. En enero de 1982, el indice
se inicializ6 en 1000 y posteriormente se actualiz6é y truncado a tres decimales en cada operacién
[18]. Esto se hizo unas 3000 veces al dia. Los truncamientos acumulados llevaron a una pérdida
errénea de alrededor de 25 puntos por mes. Este es un ejemplo de caso estdndar, en donde se
generan grandes errores derivados de célculos de coma flotante, aparentemente sin importancia.
Sorprendentemente, todavia son frecuentes los casos en los que diferentes tipos de dispositivos
digitales se quedan sin recursos o fallan en los calculos [19]. En varios de estos casos, los problemas
son causados por un manejo inadecuado del mal condicionamiento de una transformacién lineal,
que puede llevar a grandes errores en la soluciéon de los sistemas de ecuaciones algebraicas atn con
pequenos errores en los datos de entrada. Esto es inherente de las propias matrices mas que por
aplicar mal un método de solucién. Ejemplos de esto, pueden verse en el trabajo desarrollado por
Algredo-Badillo et al. [19].

Estos ejemplos prueban que una gran cantidad de errores pueden pasar desapercibidos por la
aparente insignificancia que representaban en los célculos y también porque no se revisaron los
datos y ecuaciones antes de la ejecucion. De aqui, se llega a que deben de verificarse los resultados
y considerar tratar cualquier error por insignificante que parezca.

1.2. Errores en la ITE

La ETI es una prueba Optica sujeta a multiples condiciones experimentales, de modelo y nu-
méricas; la cual puede transformarse en una ecuacion de Poisson bajo las concisiones adecuadas;
por ejemplo sujeta a iluminaciéon con ondas planas implicando el caso de irradiancia constante
para resolver u obtener el frente de onda plano. Experimentalmente, la ETI como prueba o6ptica
para conocer el frente de onda, usa aproximaciones de la Irradiancia como datos de entrada cuyas
alteraciones se reflejadas en las derivadas del lado derecho de la ecuacion de Poisson. Se mostrara
en el Capitulo 7 a través de un ejemplo que los valores de dicha derivada crecen a razéon de un
parametro n, con lo que se ve que estos errores deben tomarse en cuenta a pesar de su cercania a
la funcion nula, ya que se pueden obtener resultados erréneos en el célculo del frente de onda. Esto
sugiere que los datos de la irradiancia se deben suavizar antes de aplicar la derivada. Este punto
no se desarrolla en la tesis pero se considera para trabajo a futuro al igual que una comparacién
con algin experimento.

Partiendo de la ETI reducida a una ecuacién de Poisson, se obtiene al resolverla el frente de
onda a partir de la funciéon de la fuente (en este caso la distribucion plana o constante de la
irradiancia) sujeta a condiciones de error. Dicho frente de onda, se va a comparar con el frente
de onda exacto. Las soluciones de esos problemas seran tnicas pues se usard una condiciéon de
frontera de tipo Neumann nula. Se probara también que de no considerar la condicién de frontera,
las funciones armonicas generan miltiples soluciones a la ecuacion de Poisson. Las condiciones de
frontera son las siguientes;
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Au(m,y) :a-f(x), €N
Para el caso de Dirichlet
u(z,y) = f(z), € 0N,

Au(z,y) = f(z), €
Para el caso de Neumann
%‘39 = ¢($7y)7 S aQa

La importancia del problema de valores en la frontera en esta tesis es, principalmente, la
identificacion de una tunica solucion, es decir pueden existir diferentes configuraciones de fuentes
que pueden producir la misma medicién.

1.3. Objetivos de la tesis

Los errores pueden afectar significativamente los resultados de la ETI, por lo que se construiran
diversos ejemplos para las condiciones de contorno y posteriormente se aplicaran en la ETI, donde
las soluciones tienen la gentilesa de ser observadas en PDETOOL de Matlab por la elegancia de la
ETI reducida a una ecuacion de Poisson.

Los objetivos especificos en la realizacion de esta tesis son:
1. Analizar matematicamente la ETI.
2. Construir ejemplos que muestren que el operador de diferenciacién no es continuo.

3. Construir ejemplos que muestren que la solucion de la ETI puede tener grandes cambios ante
la presencia de pequenos errores.

1.4. Descripcion del contenido de la tesis

En el presente trabajo de tesis, se demostraré por medio de analisis generales y ejemplos sin-
téticos como los errores, presentes en todos los experimentos que se pueden realizar en el area de
la fisica, especificamente en este trabajo para la 6ptica, pueden afectan los resultados esperados
cuando no cuenta con la presencia de errores. Errores que afectan los resultados al momento de
analizar los datos. Se concluiréd que deben verificarse y hacer pre-procesamiento de los datos para
cualquier método de soluciéon ya que al ser datos experimentales estos no son exactos, en realidad
son aproximaciones.

A lo largo de los capitulos se explicardn diferentes topicos que se requieren para comprender
mejor el capitulo de Resultados. La estructura propuesta de la tesis es la siguiente: en el primer
capitulo se describen conceptos basicos de ondas y su representacion grafica necesarios para explicar
la ecuacion de transporte de irradiancia (ITE) para ondas planas. En el Capitulo 3, se presenta
una breve explicacion para la obtencion de la ecuacion de Irradiancia también necesaria para la
comprension de la ITE. En el Capitulo 4, se describiran los errores que se pueden presentar en el
analisis de datos, los cuales daran lugar a los ejemplos posteriores donde se probara su relacion
directa entre resultados exactos y aproximaciones. También se presentan algunos ejemplos, donde
la acumulacion de errores o el uso de aproximaciones pueden culminar en resultados diferentes. En
el Capitulo 5, se expondran métodos matematicos necesarios para poder realizar calculos con la
ITE, lo que lleva a considerar las ecuaciones de Poisson y de Laplace. En el Capitulo 6 se consideran
las condiciones de frontera de Dirichlet y Neumann que en capitulos siguientes seran necesarias
para garantizar la unicidad de la solucion de los problemas estudiados. Ademas, a través de un
ejemplo, se ilustra la importancia de las funciones armonicas y como estas afectan en los resultados.
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En el Capitulo 7, se proponen ejemplos y se realizan los calculos para identificar los efectos de una
funcién de error, que depende de una variable n, sobre la soluciones de los problemas estudiados
con lo que se muestra que pequenos errores pueden producir cambios considerables entre la solucién
exacta y la solucion obtenida para datos con error. Finalmente, en el Capitulo 8 se presentan las
conclusiones generales de la tesis.







Capitulo 2

Ondas y su representacion

2.1. La fase de las ondas

La fase indica la situacion instantanea en el ciclo de una onda, ya que indica la variacién de la
magnitud periddica que determina la iniciacion de cada periodo [13] y objetivamente es donde se
encuentra la informacién del objeto y en especifico en pruebas opticas, tenemos la informaciéon del
frente de onda W (z). Por ejemplo, si consideramos la siguiente funcién de onda armonica:

Y(x,t) = Asen(kx — wt), (2.1)

se tiene que el argumento de la funcion seno (elementos dentro del paréntesis) es la fase ¢ de la
onda, es decir que:

p = kx — wt. (2.2)

Ahora bien, considerando como referencia la posiciéon inicial de la onda al tiempo t = 0 y
partiendo de la posiciéon z = 0, se satisface que:

Y(x,t) 0= ¥(0,0) =0, (2.3)

Tr =

t=20
la onda volvera a tomar este valor en distintas posiciones y tiempos siempre que la fase sea un
miltiplo de 7 [13]. De manera méas general, si se toma como referencia un punto arbitrario, la onda
iniciara su periodo nuevamente cuando vuelva a la misma posiciéon. Para la onda del ejemplo, esto
es siempre que exista una diferencia de 27 en la fase, se puede escribir:

Y(x,t) = Asen(kx — wt + ¢g), (2.4)

donde el término sumado ¢q es la diferencia 27 para el caso antes descrito.

2.2. Frente de onda

En la 6ptica es ampliamente analizado el frente de onda por ejemplo para describir la calidad
de imagen que el ojo humano puede obtener al formar y resolver un objeto luminoso puntual [20],
basandose en analisis de Optica geométrica y/o de la optica fisica. En cualquiera de los dos casos,
el frente de onda es una superficie, que se define en la forma siguiente:

"Las superficies que unen todos los puntos de igual fase se conocen como frente de
onda"
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El frente de onda se puede representar por una funciéon de tres variables, que puede expresarse en
diferentes sistemas de coordenadas.

Como ejemplo de ello tenemos un Medio Homogéneo, generalmente es constituido por elementos
con caracteristicas comunes referidas a su clase o naturaleza, lo que permite establecer entre ellos
una relacion de semejanza y uniformidad. Luego, sobre este medio consideramos el considerando
el principio de Fermat (trayectoria de la luz de tiempo minimo entre dos puntos) [13], la longitud
de camino 6ptico se define como:

(indice de refraccion) x (distancia fisica), (2.5)

donde la trayectoria que sigue la luz de un punto a otro se denomina rayo de luz. Ahora consideremos
los siguientes casos:

1. En un medio is6tropo (posee las mismas propiedades en todas las direcciones) y homogéneo,
el indice de refraccion es constante. Asi, el camino que sigue la luz es una linea recta.

2. En un medio isétropo no homogéneo, el indice de refracciéon varia de un punto a otro. En
este medio la luz seguira una trayectoria diferente a la linea recta. La forma de la trayectoria
esta determinada por la manera en como cambia el indice de refraccion.

Donde el indice de refraccion es la razoén entre la velocidad de la luz en distintos medios el cual
determina cuénto se desvia o se refracta la trayectoria de la luz al salir de un material y entrar en
otro (interfaz); lo que permite considerarle como el factor por el cual la velocidad y la longitud de
onda respecto a sus valores entre distintos medios. Asi entonces, si tenemos una fuente luminosa
puntual S en un medio homogéneo de indice de refraccion n; la luz emitida por la fuente seguira
trayectorias radiales en todas las direcciones, es decir, los rayos de luz en este caso son lineas rectas
que salen de la fuente puntual. Consideremos un rayo y localicemos un punto sobre ese rayo, de
modo que la distancia entre S y el punto sea d; asi la distancia 6ptica entre S y el punto seré nd.
Si ahora tenemos en cuenta que de la fuente salen infinitos rayos radiales en todas las direcciones
y localizamos sobre cada rayo un punto cuya distancia con respecto a S también sea d, podemos
unir todos los puntos mediante una superficie. Esta superficie sera una esfera y todos los rayos son
perpendiculares a ella. A esta superficie que es ortogonal a los rayos de luz se le denomina frente
de onda, y en especifico para este caso frente de onda esférico.

Como segundo ejemplo consideramos un Medio no homogéneo con una fuente luminosa
donde el indice de refraccion n ya no es una constante (por la naturaleza del medio), los rayos
de luz emitidos por la fuente seguiran trayectorias curvas. En este caso, el frente de onda esta
caracterizado por la distancia 6ptica nd, como la superficie que une todos los puntos de los rayos
que estan a la misma distancia optica nd de la fuente S, es decir, se buscan los puntos para los
cuales nd = constante. En este caso, el frente de onda ya no sera una esfera sino una superficie
con irregular.

Recordemos la relacion que existe entre la fase y la definiciéon de frente de onda:

En un sentido bastante general, en cualquier instante un frente de onda en tres
dimensiones es una superficie de fase constante, a veces denominada frente de fase

Tanto en el caso homogéneo como en el caso no-homogéneo, podemos definir infinitos frentes
de onda, pues basta con cambiar la distancia nd (la constante que define el frente de onda) y
obtendremos un nuevo frente de onda. En cualquier caso, un frente de onda es una superficie
donde cualquiera de sus puntos tiene asociado el mismo valor de distancia 6ptica.
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2.3. Ondas esféricas

Para dar una explicacion simple con un ejemplo cotidiano sobre las ondas esféricas, podemos

imaginar que arrojamos una piedra a un depédsito de agua. Las ondas provocadas por el impacto
que proceden del punto de impacto en la superficie del agua se esparcen hacia afuera en ondas
circulares bidimensionales. Partiendo de este ejemplo, consideremos una esfera tridimensional que
emite pulsos, rodeada de algin fluido [13]. La contracciéon y expansion de la esfera, que es la
fuente, genera variaciones de presion que a su vez generan ondas esféricas hacia epor otro lado, si
consideramos una fuente luminosa puntual, la radiaciéon que emite es radialmente hacia afuera, de
manera uniforme en todas direcciones.
Se dice que la fuente es isétropa y los frentes de onda resultantes son esferas concéntricas con
diametro creciente cuando se expanden en el espacio. Por simetria, es méis conveniente representar
el frente de onda esférico en coordenadas esféricas. Luego, el operador Laplaciano en coordenadas
esféricas esta dado por:

10 0 1 0 0 1 0?
A=——(rP= — 0— _— 2.6
r2 or (r 5‘r> t Zsent 00 (sen 6‘9) t Zsen0 0p?’ (26)
donde x = rsenfcos¢, y = rsenflsen¢, z = rcosf. Para adecuar nuestro desarrollo de ondas

planas a esféricas cuya distribucion de rayos son radiales hacia afuera, tenemos que la Ec. 2.6 no
depende de 0 y ¢, es decir

() = ¢(r.0,0) = ¢(r), (2.7)
por ello el Laplaciano se reduce a:
1 0 [r20y
Si se observa solo la dependencia de x tenemos que:
06 _ovor 2o _ 0 (o)t 0o 00
ox  Or Ox Y 0x2  or? \ Oz Or 0x2’ '
Si utilizamos que:
R (2.10)
con la parcial siguiente:
%:%(mﬂyﬂzz)*%%:f, (2.11)
x r
se halla: o2 -
_0W 2
Ap(r) =53+ 25, (2.12)
la ecuacion diferencial de onda puede escribirse como:
1 02 1 0%y
-7 i 2.1
r Or? (r)) v2 Ot2’ (2.13)
donde la solucién a esta ecuacion es:
r—ut
Y(rt) = fr—vi) " ), (2.14)
o bien
r+ vt
Y(r,t) = M (2.15)

11
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La Ec. 2.15 representa una onda esférica que progresa radialmente hacia el exterior desde su
origen, con una velocidad constante v, y que tiene una forma funcional arbitraria f, aunque esta
expresion falla en » = 0 (origen de la fuente) tiene poca importancia practica [13]. La solucién
general puede escribirse como

bty = L0 - LONeN G j ot) (2.16)

9

un caso especial de la soluciéon general, es la onda esférica armonica

W(r,t) = (é) cos(r £ vt), (2.17)

donde la constante A es la intensidad de la fuente.

Figura 2.1:
Onda esférica que se desplaza de forma radial (puede verse el vector 7).

12



Ondas y su representacion
2.4 Ondas planas

2.4. Ondas planas

La onda plana, es quizé el ejemplo mas sencillo de onda tridimensional, es el paso de la onda
unidimensional que se propagan en una linea recta (usualmente en el eje z) a la onda tridimensional
[13, 21]. La onda plana tiene existencia un instante dado, sucede cuando todas las superficies sobre
las cuales una perturbacion tiene fase constante forman un conjunto de planos, estos planos son
perpendiculares a la direccion de propagacion. Muchas son las razones practicas para estudiar este
tipo de perturbaciones, por ejemplo en los sistemas 6pticos es facil producir luz semejante a las
ondas planas [13]. Asi para determinar la expresion matematica para un plano perpendicular a un
vector dado k y que pasa a través de algin punto (g, Yo, 20), consideramos al vector de posicion
gnAcvordenadas cartesianas o rectangulares de R? en términos de los elementos de la base canénica
i, 7, k:

= i+ yj + 2k, (2.18)

donde de manera general podemos suponer que comienza en algin origen arbitrario (xo,yo, 20) ¥
termina en el punto (z,y, z) de cualquier lugar en el espacio. De un modo similar:

(7= 7o) = (& = @0)i + (y — yo)j + (= — 20)k. (2.19)

Luego, al establecer que:

(F—13) -k =0, (2.20)

se obliga al vector ¥ — 7 a barrer un plano perpendicular a k y adquirir su punto extremo (z,y, z)
con todos los valores permitidos. Entonces, si consideramos que

—

k= kyi + kyj + K.k, (2.21)

donde k es llamado el vector de propagacion de la onda o simplemente vector de onda, cuya
magnitud es k y generalmente tiene direccion k es decir en notaciéon vectorial, k= kk [21]. Y &
es el nimero de onda (magnitud del vector de onda), el significado fisico de k es el ntmero de
radianes de fase por unidad de desplazamiento a lo largo de la direccion de propagacion k [21][13].
Por otro lado, si consideramos la Ec. (2.20), el plano puede expresarse de la siguiente forma:

kz(x - J)o) + ky(y - yO) + kz(z - ZO) = Oa (222)
o bien en la forma:
krx +kyy+k.z=a (2.23)
donde:
a = ]fz(Eo + kyyo + k‘ZZ(). (224)

El significado de k,, ky y k. es el nimero de radianes de fase por unidad de desplazamiento a lo
largo del eje +x, +y 0 +2z para cada caso, o sea, a lo largo del eje & con significado similar para las
demés direcciones [21]. La forma méas concisa de la ecuacion de un plano perpendicular a k (ver
Fig. 2.2) es:

k - 7 = constante = a. (2.25)

Geométricamente el plano es el lugar geométrico de todos los puntos cuyos vectores de posicién
tienen cada uno las misma proyeccion en la direccion de k [13]. Ahora podemos construir un
conjunto de planos sobre los cuales ¥(7) varia de manera sinusoidal en el espacio, es decir,
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W(7) = Asen(k - 7) = Acos(k - 7) = AeiF). (2.26)

Para obtener la ultima expresion ecuacion (2.26), es conocido que se puede representar cualquier
niamero complejo como la suma de de una parte real Re(Z) y una imaginaria I'm(2):

Z = Re(2) +1iIm(Z2), (2.27)

de tal forma que:

Re(2) = 1(2 +z¢) e Im(3) = 2%(2 —z¥), (2.28)

2
donde z* es el complejo conjugado de 2. Estas expresiones son consecuencia inmediata del diagrama
de Argand utilizado para representar nimeros complejos en términos de su componente real e
imaginaria [13]. Por ejemplo Z + z* = 2x, porque la partes imaginarias se cancelan, asi Re(%) = .
Y por la forma polar:
Re(Z) = rcosf e Im(z*) = rsend. (2.29)

Se puede escoger cualquier parte para describir a la onda armoénica. Por regla general se elige
siempre la parte real, para el caso de la ecuacion (2.26) se escribe como:

¥(7) = Re[Ae"F7], (2.30)
lo cual es naturalmente equivalente a:
() = Acos(k - 7). (2.31)

Figura 2.2: .
Onda plana que se propaga a lo largo de la direccion del k
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Capitulo 3

Irradiancia

3.1. Campo eléctrico y magnético

Para explicar y contextualizar campo electromagnético, primero debemos retomar la fuerza de
Coulomb sobre una carga ¢ localizada en 7 debida a una carga ¢; en el origen. Dicho fenémeno
eléctrico esta representado matemaéaticamente por

] 1 qq 7“
F, = .
7 dmeg r2 v

(3.1)

Luego, el campo eléctrico se define como el limite de la fuerza eléctrica sobre una carga de prueba
colocada en un punto, dicho campo eléctrico se toma con respecto de la carga de prueba [22].
Tomandose el limite a medida que la magnitud de la carga de prueba tiende a e (considerando la
carga minima como e la carga del electron). Asi, vectorialmente el campo eléctrico E se denota
por:

= F,
E= lim —%. (3.2)
qg—e” (

Luego, sustituyendo la Ec. 3.1 en la Ec. 3.2 obtenemos la expresion que relaciona el campo eléctrico
con la carga y la permisividad eléctrica:

E = lim = Z 45Ty (3.3)

qi—e~ 47‘(’80 7"12 Tij

La Ec. 3.3 se puede generalizar a cualquier numero N o distribucion de cargas puntuales localizadas
por sus respectivos vectores de posicion 7y, 7, ..., "y €l campo eléctrico esta dado por:

7y — T
3.4
4W€OZJ|T—T|3 (34)

En la Ec. (3.1) se considera que las cargas estan en reposo, pero si las cargas se movieran con
velocidades constantes U y v1, se dice que existira una fuerza magnética F), ejercida sobre ¢ por

a1 [22],

E, = Ho 991 7 o (v’i X r) ) (3.5)

4 12
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al igual que en electrostatica usaremos las propiedades de la carga de prueba para definir al campo
magnético, en este caso ¢ y su velocidad de desplazamiento ¢ (la cual esta obviamente relacionada
con la corriente) deben aparecer como elementos en dicha expresion dada por

F,, = qi x B, (3.6)

donde la induccion magnética B es

$ (3.7)

3.2. El vector de Poynting

Se conoce como vector de Poynting, en honor a John Henry Poynting (1852-1914), al vector
cuya amplitud o modulo representa la intensidad de energia electromagnética que atraviesa una
unidad de area perpendicular a la direcciéon de propagacion de dicha onda electromagnética, la
importancia de este vector radica en la propagacion, la intensidad de la radiacién propagacion, el
poder conocer la energia electromagnética de radiacién y la presiéon de radiacion.

Partiendo del hecho que la energia que fluye en el espacio es compartida tanto por el campo
magnético que por el eléctrico, tenemos que

U =ug +up

u = €0E2
o bien
1
u=—B?
Ho

donde u representa la energia radiante de la carga por unidad de volumen también conocida como
densidad de carga. up es la densidad de energia del campo B en el vacio que puede definirse como
up = B2/2,u0 y la relacion con ug se deduce usando ¢ = 1/\/«% llegando a up = up.

Para el siguiente paso, se debe hacer la suposicién que S representa el transporte por unidad de
tiempo a través de unidad de area. Si se considera un intervalo de tiempo muy pequeiio At, so6lo
la energia contenida en un volumen muy reducido cruzara un area A. Por tanto:

S = =uc= —EFEB, (3.8)

partiendo de esta ecuacién y suponiendo que si se trata de un medio isétropo la energia fluye o
se propaga en la misma direccion de que la onda se propaga [13], el vector de Poynting S puede
definirse como cociente i multiplicado por el producto vectorial del campo eléctrico y el campo

magnético E x E, debido a que E y B son mutuamente perpendiculares por lo que el producto
vectorial apunta en la direcciéon de propagacion de la onda que es también la direcciéon del vector
S, paralelo al vector de onda k [23], de esta forma puede reemplazarse

.1 - =
S=—FExB, (3.9)
Ho

donde:

16



Irradiancia
3.2 El vector de Poynting

= F representa el campo eléctrico,
= H la intensidad del campo magnético,
= B el campo de induccién magnética,

= 4 la permeabilidad magnética en el vacio.
La Ec. (3.9) es equivalente a:
S=ExH (3.10)

debido a la relaciéon que existe entre el campo de induccién magnética y el campo magnético:

—

B = uH, (3.11)
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3.3. Irradiancia

La irradiancia es la magnitud utilizada para describir la potencia incidente por unidad de
superficie de todo tipo de radiacién electromagnética. La irradiancia es la cantidad promedio de
energia que incide por unidad de area por unidad de tiempo sobre una superficie.

En la presente tesis consideraremos la irradiancia denotada por I y definida como la energia por
unidad de area y por unidad de tiempo [13]. El valor promedio en un intervalo de tiempo
(1 < T) de la magnitud del vector de Poynting, simbolizado por (S)r, es una medicion de I, es
decir, I = (S)7 (con unidades W/m? por SI), donde

—

(S)r = Peo| Ey x Bo|(cos®(k - 7 — wt))r, (3.12)

c=1/ v
] Eo es el campo eléctrico

» By el campo magnético

= ¢g es la permitividad en el vacio

] Eo, Eo se desplazan a través del espacio en la direccién de k

» k-7 denota un plano perpendicular a k (ver Fig. 2.2)

El valor promedio (en el tiempo) de f en el intervalo [t - %, t+ %], denotado por {f)r, se define
€omo:

1 t+T/2 , ,
(frr =7 / F(t )t (3.13)
t—T/2
El valor de ()7 depende de T'. Considerando por ejemplo a la funcién cos?(k - 7 — wt), tenemos
que
. 1 [T/ .

I ={cos*(k-7—wt))r = — / cos?(k - 7 — wt')dt'. (3.14)

T Ji—1/2

Sea k - 7 — wt' = x. Con este cambio de variable, calculemos una primitiva de cos?(k - 7 — wt)
que vamos a denotar por {cos?(k - 7 — wt)):

1 1+ cos( 258
—wT

; iTU;d >dx].
E

1 + sen( +
— — +ec
wT

(cos?(k - 7 — wt)) = — /cos
/

Aplicando los limites de integracién al resultado,

1 E+Sen(2x) k-F—w(t4T/2)
wT |2 4

(3.15)

E-r—w(t—T/2) .
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se halla:

1

1 k7wt +T/2) N sen(2k - 7 — 2w(t + T/2))
wT

2 4

I=—

k-7F—w(t—T/2) B sen(2k - 7 — 2w(t — T/2)
4

Usando identidades trigonométricas del seno y coseno tenemos

1 Wl  sen(2(k - 7))cos2wtcoswT  sen(2(k - 7)) sen2wtsenwT

270 =

(cos (k:~r—wt)>:—ﬁ 5 + : - 1
cos(2(k - 7)) sen2wtcoswT  cos(2(k - 7)) senwTcos2uwt

- 4 - 4
sen(2(k - 7))cos2wtcoswT  sen(2(k - 7)) sen2wtsenwT

- 4 - 4
cos(2(k - 7)) sen2wtcoswT  cos(2(k - 7)) senwT cos2wt

4 4

Eliminando términos iguales, se obtiene:

Ir ==
T wT wT

1 [1 sen(2(k - 7))sen(2wt)sen(wT) n cos(2(k - 7))cos(2wt)sen(wT)
2

= % {1 + sen(2(k - 7)) sen(2wt)senc(wT) + cos(2(k - F))COS(th)senc(wT)} .

Otro ejemplo, para cualquier intervalo T' es

ostr =+ [ ottt = 2 fe+ Lsenun)
cos™ (W T = \ cos (W = oT 2w86n w

T Ji-1/2 t—T/2

Aplicando los limites de integracion se halla que:

= % [(t +T/2)+ isen@wt +2wT/2) = (t =T/2) — %sen@wt - QOJT/Q)] :

Usando la razéon trigonométrica de la funcién sen de la suma de dos angulos, tenemos:

= % [T + %[sen(th)cos(wT) + cos(2wt)sen(wT) — sen(2wt)cos(wT) + cos(?wt)sen(wT)]} .

Eliminando los términos iguales y reorganizando, finalmente:

1 1
5 + chos( wt)sen(wT)
1
=3 [1 4 cos(2wT)senc(wT)] (3.16)
donde senc(wT') es la funcion seno cardinal expresada como:
senc(a) = wena (3.17)
o
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Considerando que la funcién (cos*(wt))r = 1 [1 4 cos(2wT)senc(wT)] oscila alrededor de 1 con
una frecuencia de 2w y se acerca rapidamente a % mientras T aumenta por encima de algunas
docenas de periodos. En el caso de la luz, 7 ~ 10'°s donde 7 es el periodo temporal, que se define
como la cantidad de tiempo que una onda completa tarda en superar a un observador estacionario
[13]. De esto, el promedio hasta un microsegundo que equivale a T = 10%7, lleva a la funcién senc
a un valor despreciable, por lo que (cos?(wt))r = 3 [1 + cos(2wT) - 0] = 3.

Dado que la funcién (cos?(k - 7 — wt)) tiene el mismo término senc(wT) y un comportamiento
similar a (cos?(wt))r, al igual que esta tltima funcién para el caso de 7 < T lleva la funciéon senc

tome un valor cercano a cero. Asi, (cos?(k - 7 — wt)) = 3.

Sustituyendo el resultado anterior en la magnitud del vector de Poynting, tenemos:

02 €0

<S>T = T|EU X gol (318)
Tenemos la medicién de la irradiancia:
ey, = —
I= <S>T:7°\EO x By|. (3.19)

Ademaés, la irradiancia es proporcional al cuadrado de la amplitud del campo eléctrico, es decir,
I = eoc(E?) 7. (3.20)
Por la relacion entre campo eléctrico y magnético, la irradiancia se puede expresar en la forma:

I=(B?;. (3.21)
Ho
Ejemplo. Imagine una onda electromagnética plana armoénica que se desplaza en direccién de z en
el interior de un dieléctrico isdtropo y homogéneo (por ejemplo, el aire). Sila onda cuya amplitud es
Ej tiene una magnitud igual a cero en todo t = 0y z = 0, busque una expresion para la irradiancia
de la onda.

Solucién
La irradiancia se obtiene de las ecuaciones en la secciéon 3.3, es decir, de la relacion S = uv y de

S = evE2sen?k(z — vt),

de donde: .
I=(S)r= EevEg.
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Capitulo 4

Errores e incertidumbre en el
tratamiento de datos

4.1. Precisién y exactitud

Para comprender la relevancia de la precision, ésta debe distinguirse de la exactitud. La primera

se refiere a qué tan cerca esta un valor medido de su valor real, mientras que la exactitud se refiere
a la repetibilidad cuando se mide un valor (qué tan cerca estara un nuevo valor medido de un valor
obtenido previamente) [19]. En la préctica, la precision describe la variabilidad de las mediciones
repetidas cuando se utiliza el mismo método de medicién. En estas condiciones, aumentar la pre-
cision es fundamental para dar consistencia cuando los valores se miden repetidamente. La baja
precision no solo reduce significativamente la cantidad de recursos necesarios, sino que también
tiende a generar resultados inadecuados en ciertas aplicaciones.
En general, se piensa que, al aumentar la precision de los célculos, los resultados mejoraran auto-
maticamente. Mas adelante se presentara un ejemplo de error, donde cuestiones como la precision
de la medicién dara lugar a una irradiancia aproximada I dadas las circunstancias de incertidumbre
que incurren en los montajes experimentales, que estéa alejada de la irradiancia exacta I. También
encontraremos errores que pueden ser generados durante la recopilacion de los datos, asi como en
el proceso para hallar soluciones de un problema. A continuacion, se describiran los errores mas
recurrentes.

4.2. Tipos de errores

En el momento de realizar mediciones de cualquier tipo de una magnitud fisica siempre ob-
tendremos una diferencia respecto al valor real, esta diferencia es a lo que se llaman errores de
medicion, que se pueden clasificar en funcion de la fuente que produjo dicho error. En general, estos
errores dependen del procedimiento y la tecnologia empleada al momento de realizar la medicién.

Error de truncamiento

Los errores de truncamiento hacen referencia a los errores producidos cuando a una ecuaciéon o
expresion complicada (con muchos términos) es remplazada por una férmula mas elemental [24].
Esta terminologia se origina en la muy usada técnica de remplazar funciones complicadas con una
funcién que se obtiene al truncar la serie de Taylor.

Por ejemplo la infinita serie de Taylor:
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426 a8 z%n

@ _ 2,2z, r TR
¢ =ldat bt (4.1)
La serie se suele limitar a los primeros 5 términos o menos, dependiendo de la aplicaciéon que se
lleve a cabo. En nuestro ejemplo, el error de la aproximacion, puede estimarse integrando.

Tomaremos como el valor exacto p a la integral obtenida numéricamente por la cuadratura de

Lobatto la cual estd implementada en MATLAB.

N[

/ e” dx ~ 0,544987104183622 = p (4.2)
0
Para hallar p, utilizamos los primeros cinco términos de la serie de Taylor:
1 4 6 8
1422+ 2 0% 4% g — 0,544986720817 = p (4.3)
0 20 31 4l

Observemos que obtenemos exactitud en los primeros cinco términos.

Error de redondeo

La representacion de un niimero real para la realizacion de calculos, esta limitada por la precisiéon de
la mantisa. Algunos valores reales no pueden ser almacenados por una computadora o calculadora,
debido especialmente cuando se utiliza un ntimero finito de digitos para representar niimeros reales
(que en teoria tienen un namero infinito de digitos) en la mantisa. A esta limitacion tecnologica,
se le llama error de redondeo [24]. Cuando se realiza una secuencia de calculos sujetos a error de
redondeo, los errores pueden acumularse, a veces dominando el calculo, donde en la respuesta final
se puede acumular un error significativo.

Estos son algunos ejemplos de error de representacion en representaciones decimales:

Aproximaciéon Error al valor exacto

e | 2,718 281 828 459 045 | 0,000 000 000 000 000 235 36...
3,141 592 653 589 793 | 0,000 000 000 000 000 238 46...
V2 1,41421 0,000 003 562 373 095 048 80...
1/7 0,142 857 0,000 000 142 857 142 857...

Pérdida de importancia

Para ejemplificar, tomemos dos nimeros p = 3,1415926563 y g = 3,1415957341, los cuales estan
cercanos y ambos tienen 11 digitos de precision, ademés los primeros 5 digitos de p y ¢ son iguales
y la diferencia p — ¢ = —0,0000030805. Notese que los primeros 5 digitos son iguales, por tanto la
diferencia p — ¢ contiene solo 5 digitos de precision, es decir, después del 6° digito se ha perdido
informacion, a estos casos se les denomina como pérdida de importancia o cancelacion sustractiva,
donde esta reduccion en la precision puede ser arrastrada hasta la respuesta final, en donde a veces
no se esperan errores [24].

Como ejemplo tomemos el calculo de f(500) y g(500) usando 6 digitos y redondeando. La funciones
son f(z) =z(Ve+1-Vr)y g9(v) = =7

Para la primera funcién f tenemos:

£(500) = 500(v/501 — v/500)

4.4
~ 500(22,3830 — 22,3607) = 500(0,0223) = 11,1500, (44)
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y para la segunda funcion g

500
900) = ——F——
9(300) V501 + /500

B 500 500
T 22,3830 + 22,3607 44,7437

= 11,1748.

Resulta que f(x) es algebraicamente equivalente a g(x), como se muestra a continuacion:

fa) = r(Vz+1)— o) (Vo + 1)+ Vx)
Ve+1)+x
_ (Ve +1)? - (V2)?) (4.6)
Ve+1)+x

X

VEt D)+ E

Sin embargo, a respuesta g(x) tiene menos error y es la misma que la obtenida al redondear el
valor real 11,174755300747198 a seis digitos.

4.3. Cuantificacion del error

La cuantizacién nos sirve como unidad de medida, tamano o proporcién de cualquier medida
esta expresada en ntmeros. Para la cuantificaciéon de errores, necesitamos una medida promedio
de aproximacion al resultado acertado, para asi medir o predecir un error.

Error absoluto

El error absoluto E,s es la diferencia en valor absoluto entre el nimero exacto p y su aproximacion
p. El error absoluto se define como

Eabs = |p - ﬁ' (47)
Error relativo
El error relativo E,..; es la razén que hay entre el error absoluto y el niimero exacto

-5l _ __Ip—pl

Erel: > 7X 1
Ip| lp— |p— Pl

(4.8)
siempre que p # 0.

El error absoluto es simplemente la diferencia entre el valor real y el valor aproximado. Mientras
que el error relativo es la porcion del valor real.

4.4. Incertidumbre

Incertidumbre, precision y exactitud son ejemplos de términos que representan conceptos cuali-
tativos, y por tanto, no deben expresarse numéricamente [25]. Anteriormente se definié el término
error de medida como la diferencia entre un valor medido de una magnitud y un valor de referencia
(valor convencional o valor exacto), mientras que define la incertidumbre de medida como un para-
metro no negativo que caracteriza la dispersiéon de los valores atribuidos a un mensurando, a partir

23
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de la informacién que se utiliza. Si bien el error es tedricamente desconocido, la incertidumbre si
que puede ser evaluada.

La definicién de incertidumbre es més amplio que el de precision, ya que incluye ademés de todas
las fuentes provenientes de los efectos aleatorios, todas las fuentes de incertidumbre provenientes
de las correcciones efectuadas a la medida por los errores sistematicos [26].

Con su publicacion en el aio 2008, la "Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement"[27]
establece, en un método unificado y acordado internacionalmente, conceptos, recomendaciones y
procedimientos para la evaluacion y expresion de la incertidumbre de medida, el cual agrupa en
dos categorias:

1. Tipo A, son aquellas que hacen uso de la estadistica para ser medidas. Cada componente de
incertidumbre que contribuye a la incertidumbre del resultado se representa en una desviaciéon
media tipica cuyo simbolo es u(z;), de cada estimacion de entrada x; que es el a la raiz
cuadrada de la varianza estimada u(z;)2.

2. Tipo B, no usan a la estadistica para medirse, la evaluacion de estas se basan en el juicio cien-
tifico para lo cual se utiliza toda la informacion disponible, quedando a criterio del cientifico
o ingeniero.
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Capitulo 5

Ecuacion de Laplace y Poisson

5.1. Ecuacién de Laplace

La ecuacién de Laplace es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden, recibe ese

nombre en honor al fisico y matematico Pierre-Simon Laplace, es un caso particular de la ecuaciéon
de Poisson, cuando f = 0.
Sea ) un subconjunto abierto de R™. Se denotara por A, aunque también se suele escribir como
V2 al operador de Laplace (en esta tesis se optara por A), el cual esté definido para funciones u €
C%(Q) como A = Z;nzl % La ecuacién de Laplace consiste en hallar una funciéon u € C2(£2) que
satisfaga ’

Au = 0. (5.1)

u € C%(Q) es llamada armoénica en (), si satisface la ecuacion de Laplace (5.1).
Si cualesquiera de dos funciones son soluciones a la ecuacion de Laplace, (armonicas para Laplace o
de cualquier ecuacion diferencial homogénea), su suma (o cualquier combinacion lineal) es también
una solucioén.

5.2. Separacién de variables en la ecuacién de Laplace

La ecuacion de Laplace puede resolverse utilizando método de separacion de variables [11].
Este consiste en proponer que la solucién de la ecuaciéon de Laplace estd dada por un producto
de funciones donde cada una de ellas depende solo de una variable. Esto puede simplificar la
busqueda de la solucién, ya que hallarla directamente puede, en términos generales, llevar a una
mayor dificultad.

Tomando el laplaciano en coordenadas polares (r, 6), la ecuacion (5.1) pasa a ser:

0%u  10u 1 9%u

AN=—+-——+—=—=0. 2
Y 8r2+r8r+7‘2892 0 (5.2)
Una solucion a esta ecuacion se busca en la forma

u(r,8) = R(r)0(0), (5.3)

que se llama solucién en variables separables de la ecuacion de Laplace en coordenadas polares
planas. Se deducen las ecuaciones que debe satisfacer Ry ©

R’ +rR'© + RO" = 0. (5.4)
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Esta ecuacién se expresa de la siguiente forma:

7"2RH + TR/ 6//

_ 5.5
R 0’ (5:5)
donde:
dR de
p G r_ 9
R = o 7 ] L (5.6)

En la ecuacion (5.5), el miembro izquierdo toma en cuenta sélo al término R, mientras el miembro
derecho s6lo considera al término ©. De esta forma se han separado las variables. En la ecuacién
(5.5), se tiene una identidad en las variables independientes r y 6 por lo que cada miembro de la
ecuacioén es igual con una constante, es decir,

TZR// + T‘Rl @l/

donde X es llamada constante de separacion. Ahora bien, si u = RO es una solucion del Laplaciano
en coordenadas polares, las funciones R y © deben satisfacer las ecuaciones diferenciales ordinarias:

R’ +rR — AR =0, (5.8)

0" + X =0. (5.9)

La primera ecuacion cumple con la forma de las llamadas ecuaciones de Euler. Y para resolver
una ecuacion de Euler se asume una solucién de la forma R = r®, donde a es una constante a
determinarse. La solucién general para R viene dada de la siguiente forma:

Co+ Dy logr si A=0
= .1
R {01+D1r_“ Siop=VA#0. (5.10)
Y la solucién general para © viene dada de la siguiente forma:
B Ao+ By© si A=0
0= {A#cos,uﬁ—i—Bﬂsen;w siou=vVA#0. (5.11)

Asi, la solucion para el Laplaciano (5.2) en consideracion a las soluciones anteriores, toma la forma
siguiente:

u = (Co + Dologr)(Ao + Bob) + (C,R" + D, R™")(A,, cos ub + By, sen uf), (5.12)

donde Ay, By, Co, Do, Ay, By, C,, y D,, son constantes siendo u soluciéon a la ecuaciéon (5.2) en
alguna region dada 2.

5.2.1. Problemas de frontera o contorno

En la teoria y las aplicaciones de ecuaciones diferenciales parciales, la variable dependiente
u, generalmente satisface algunas condiciones en la frontera de la region la que esta definida la
ecuacion diferencial que se estudia. Las ecuaciones que representan esas condiciones de contorno o
de frontera pueden implicar valores de u o sus derivadas. También pueden ser necesarias algunas
condiciones sobre la continuidad de u y sus derivadas dentro del dominio y sobre la frontera. Tal
conjunto de requisitos constituye un problema de valores en la frontera en la funcién u. Un problema
de valores en la frontera se establece correctamente si tiene una y solo una solucién dentro de una
clase dada de funciones [28].
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5.3. Solucién del problema de Dirichlet para la ecuacién de
Laplace en un circulo

La teoria de ecuaciones diferenciales parciales da resultados sobre la existencia y unicidad

de soluciones de problemas de valores en la frontera. Pero tales resultados estan necesariamente
limitados por la gran variedad de tipos de ecuaciones diferenciales y dominios en los que se definen,
asi como por los tipos de condiciones de contorno.
Se resuelve ahora, el problema de Dirichlet para una circunferencia C' de radio a centrado en el
origen del plano z,y y se denota por Q a la region contenida por C, es decir, C' = 9. Sea f(6)
una funcién continua definida sobre C'y ) es un circulo de radio a. El problema de Dirichlet para
la ecuacion de Laplace, consiste en encontrar una solucion u de la ecuacion (5.2) que satisfaga la
condiciéon de contorno siguiente

u(a,0) = f(6) 0<6<2m, (5.13)

tal que es u es uni-valuada y continua en 2 U C. La periodicidad de la solucién lleva a

u(r, 0+ 2m) = u(r,0) 0<r<a; —oo<f<oo. (5.14)

Esta condicion es satisfecha por la solucion separable (5.12) siempre que © satisfaga

00 +21)=0(0)  —o00<8< o0, (5.15)

es decir, © es periddica, con un periodo de 27. Lo anterior implica que:

O(—m)—0(m) =0 O'(—7) — ©'(r) =0. (5.16)

Estas ecuaciones llevan al problema auto-adjunto regular de Sturm-Liouville [11]. Los valores de A
estan restringidos a

A=\, =n> n=0]1,.. (5.17)

De la periodicidad se llega a que By = 0, Dy = 0 en la ecuacion (5.12). Las funciones

Un(r,0) = (Cpr™ + Dpr~™) (A, cosnb + By, sennf) (5.18)

son llamadas armoénicos circulares. La regiéon que se desea estudiar incluye » = 0 por lo que la
continuidad exige que el coeficiente D,, = 0. Los armonicos circulares
Up(r,0) = r" (A, cosnb + B, sennf) n=0,1,.. (5.19)

son apropiados para resolver el problema que estamos estudiando. La siguiente funcion u, hallada
a través de la superposicion de los armoénicas circulares

o0
u(r,8) = Z r" (A, cosnf + B, sennf), (5.20)
n=0
sera una solucion del problema estudiado, siempre que la serie con que se define u sea convergente.
Para satisfacer la condicion de frontera (5.13), se requiere:

oo
Z R"™(A,, cosnf + B, sennf) = f(6) 0<6<2r. (5.21)
n=0
Se asume que f es periodica, de periodo 27 y continua, ademas su primera derivada es continua a
trozos para todo 6. De [28] los coeficientes de Fourier para f estan dados por
1 27 1 2

ay = — f(t) cos ntdt by = — f(¢t) senntdt n=20,1,2,.. (5.22)
™ Jo ™ Jo
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Se halla que Ay = ao/2, A, = a,/R™, B, = b,/R"™, n =0,1,2,... De este modo, la solucién en
serie obtenida por separaciéon de variables es

_ 90N TV (0 cos
u(r,0) = 5 +Z(R) (an cosnl + b, sennd), (5.23)

n=0

donde los coeficientes ag, a,, b, son los coeficientes de Fourier para u. Notese que

a—0 1 [
2 2'IT 0

expresa la propiedad del valor medio de la funcién arménica u sobre el circulo C.

w(0,0) = £(6)do, (5.24)

Con la ayuda del principio méximo-minimo se puede probar que la solucion formal de la serie (5.23)
converge y realmente produce la soluciéon al problema de Dirichlet para el circulo. Recuerde que f
se asume continua, con una primera derivada continua a trozos y periddica, con periodo 27. Por
lo tanto, la serie de Fourier

ap =
5 + Z(an cosnf + b, sennf) (5.25)

n=1

converge uniformemente a f en [0, 27].

5.4. Ecuacion de Poisson

La ecuaciéon de Poisson tiene la forma Ap = f y siempre que f sea diferente de 0, se esta-
ra hablando de la ecuacién de Poisson, siendo una ecuacién no homogénea del Laplaciano [29].
Considérese 2 € R™ un dominio (una region sin huecos) y 99 su frontera.

Supongamos que 2 es un dominio acotado. El problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson
consiste en hallar una funcion v que satisfaga

Av(z) = F(z), x €

. (5.26)
v(x) = f(z), x € df), fec(o)
donde f es conocida. De [29] es posible calcular u; soluciéon del problema
Aw(z) =0, xz €
. (5.27)
w(z) = f(x), xed, fel(o)
por lo tanto, basta resolver el problema:
Au(z) = F(x), z €0
. (5.28)
u(z) =0, x €I, fel(ON)

ya que por linealidad la solucion a (5.26) serd u(z) = w(x)+u(x), es decir, la suma de las soluciones
de (5.27) y (5.28).

La solucion del problema (5.28) se expresa en la forma

u(z) = [)F(y)G(x,y)dy, (5.29)
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donde G(z,y) es llamada la funcién de Green del problema 5.28. Si F es de clase C1(€2), se verifica
que:

Au(z) = A /Q F(y)G(z,y)dy = F(x). (5.30)

Notese que G(z,y) = u(|lz — y|) + ®(x,y) donde P es una funcién armoénica que se elige apro-
piadamente para que se satisfaga la condiciéon de contorno del problema 5.28. De esto se cumple
que:

A, ( | Fatte -+ <1><x,y>dy) — P(a). (5:31)

Recordemos que u es una funcién armoénica en 2, si Au = 0 en 2, seccion 5.1.

Condicién de Holder

Se dice que una funcién F': Q — R satisface una condicién de Hoélder local de orden 0 < v < 1
si para cada punto z € Q y cada bola B, (z) C Q existe K > 0 [29], tal que:

|F(2) — f(y)| < K|z —y|*. (5.32)

A la clase de funciones que cumplen esta condicion de Holder en €2 se denotaran como C*(€2).
Cuando o = 1 la funcién F se dice que es de Lipschitz. Es claro que toda funcién que satisface
la condiciéon de Holder es continua. Si se supone que F € C1(Q) el teorema del valor medio implica
que F' es una funcién de Lipschitz.
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Capitulo 6

Condiciones de frontera

Una ecuacion diferencial junto con condiciones en la frontera se conoce como un problema de
contorno. Una solucién de un problema de contorno es una funcion que satisface la ecuaciéon dife-
rencial y la condicion de frontera. Dada la linealidad de las soluciones puede ocurrir que al resolver
la ecuacién diferencial se encuentre una solucioén general, para obtener una soluciéon particular sera
necesario definir las condiciones de frontera o contorno. Una solucién de un problema de condicio-
nes de frontera es una solucién de una ecuaciéon diferencial que también satisface condiciones de
frontera. Algunos ejemplos de problemas de contorno:

1. Problema del valor inicial
2. Dirichlet

3. Neumman

4. Cauchy

5. Robin

6. Mixta

En el caso de la ITE, sera necesario definir condiciones de frontera precisamente para garantizar
la unicidad de la solucién del problema de contorno, para los ejemplos numéricos presentado en
paginas posteriores se utilizara la condicion de contorno de Neumman y Dirichlet. Si no se define
una condicion de frontera, ocurrird un caso como el presentado en el ejemplo 6.1 que al anadirle a
una solucién particular cualquier funcién armoénica, ésta también sera una solucién pues ocurre lo
descrito en la secciénb.1. Por tanto, no existe unicidad sin la condicién de contorno o frontera.

6.1. Condicién de frontera de Dirichlet

La condiciéon de frontera de primer tipo o también llamada de Dirichlet (denominado asi en
honor a Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet), se presenta en un problema cuando en una
ecuacion diferencial (ordinaria o una en derivadas parciales), se especifican en la frontera los valores
de solucién buscada [30].

Au(z,y) =0 en € (6.1)
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A continuacién se mostrara por medio de un ejemplo como se trata en un problema las condiciones
de frontera para el caso de Dirichlet.

Ejemplo 1
Sea el circulo de radio R centrado en el origen. La funcion

St =) - s -2, (63)

satisface el problema de contorno (o de valores en la frontera), puede encontrarse en los apéndices
al final de esta tesis [Apéndice A] la prueba de este resultado, asi:

u(z,y) =

Au(z,y) =2> —y*> en Q (6.4)
R 1\ 5,
u(z,y) = % (z®*—y”) en 09, (6.5)

donde Q es el circulo de radio R centrado en el origen. Efectivamente, al calcular el Laplaciano de
u hallamos

0% (1 0% (1 1 -
Au(z,y) = 92 ((554 - y4)> + G <12($4 - y4)) - gv%? — %)

1 92 1 92 1 92 1 62
= s =) st =) - 20— ) - o =)
128 0x2? 128y2 6 02 2 (66)
= 3ol ~ 128yy 6oz " 6oy
_ 2 2_, -
== Y 3+3.

Después de realizar los célculos, se halla que:

Au(z,y) = 2% — 32 (6.7)

Y ahora para probar que satisface la condicién de contorno, se cambia las variables a coordenadas
polares:

r = rcost

y = rsenf (6.8)

N T

De esta forma obtenemos lo siguiente:

1 1
u(z,y) = u(rcosd, rsend) = - (r'cos* — r*sen'd) — 6(7“200829 — rZsen?0)
1 1
=13 [(r*cos®0)* — (r*sen®0)?] — 67“200529
1 1
=35 [(r*cos®0 + r*sen”0) (r*cos®0 — r>sen®0)] — 67‘200529
1 2 1 (6.9)
=13 [r r2c0520) ] — 5" 20520
1 1
= ET4 cos(26) — 6T2 cos(26)
21
= r2c0s26 {T — }
12 6
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Evaluando en r = R, hallamos

loo= u |,=r= R*c0s20 1 (6.10)
U o= U |r=R— Ccos 12 6 . .
Regresando a coordenadas polares se halla se tiene que
R? 1
U IBQ: U ‘T:R: (ng _ yQ) |:12 _ 6:| . (6,11)

La grafica de la funcion u(z,y) se muestra en la Figura 6.1.

6.2. Condicién de frontera de Neumann

La condicién de Neumann o de segundo tipo, denominado asi en honor a Carl Neumann, se
presenta en un problema cuando en una ecuacion diferencial ordinaria o en derivadas parciales
definida sobre una region, se especifican los valores que debe cumplir la derivada de la solucién
sobre la frontera o contorno de la region [30].

De manera maés precisa, sea {2 una region simplemente conexa de R™ con n = 2,3. Dadas f € C(Q)
y ¢ € C(09), el problema de valores en la frontera para ecuacion de Poisson con la condicion de
contorno de Neumann, consiste en hallar una funcién

we Q)N CLQ),

que satisfaga el problema

Au(z,y) = f(z,y) en Q, (6.12)
Oul - _ o(z,y) sobre O0f) (6.13)
P ’ 7 '

en el sentido usual de la diferenciacion. Dicha funcién u es llamada una solucion cléasica de dicho
problema.

Una condicion necesaria para la existencia de solucion del problema de contorno (6.12)-(6.13) esta
dada por

/f(x,y)da:dy:/ o(x,y)dxdy. (6.14)
Q 90

Esta condicién es llamada de compatibilidad. Cuando tenemos una condicién de contorno nula, es
decir, ¢ = 0, la condicién de compatibilidad estd dada por

/Q f(z,y)dzdy = 0. (6.15)

A continuacién se mostrara por medio de un ejemplo como se trata en un problema las condiciones
de frontera para el caso de Neumann.
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Ejemplo 2

Sea € el circulo de radio uno centrado en el origen. La funcion

u(r,y) = 15—y - £ (@ ), (6.16)

satisface el problema de contorno (o de valores en la frontera)
Au(z,y) =2 —y* en Q, (6.17)

ou

gui- g, 1
ol . 0 (6.18)

Aplicando la derivada respecto a r para la solucién u Ec. (6.16), en su forma polar, por lo que es
conveniente pasar coordenadas polares, utilizando las equivalencias definidas en (6.8):

r = rcos
y = rsent (6.8)

ro= a2 +2

Realizando el cambio de coordenadas obtenemos:

1 1
u(z,y) = u(rcosd, rsend) = — (r*cos*0 — r*sen*d) — 6(7’200529 —r2sen?0)

12
1 1
=13 [(7200320)2 — (r256n29)2] — —r%c0s20
1 1
=1 [(rcos®0 + r?sen®0)(r?cos®0 — r®sen®0)] — 6r2cos29 (6.19)
1 1
= — [r?*(r?cos20)] — =r°cos20
12 6
21
= r%c0s20 {r — ] .
12 6

En efecto, en coordenadas polares se tiene que:

o) 1 0 5 r? 1
2 @ty - @ — ) = — 20| — — =|. 6.20
or| 2@ TY) gl )= ) et — g (6.20)
ou r2 1
— = 20| — — . 6.21
or| .7 {3 3] (6:21)
Evaluando en r = R = 1, hallamos
ou 1 1
— = 20 |- —=| =0. 6.22
ar " [3 3} (6.22)

La solucion del problema de Neumann, puede buscarse usando los armoénicos circulares y la técnica
de la funcién de Green [11, 29].

La grafica de la funcion u(x,y) se muestra en la Figura 6.2.

6.3. Grafica de las soluciones

34



Condiciones de frontera
6.3 Grafica de las soluciones

u(x,y)

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

Figura 6.1: Grafica de la funcién u dada en (6.5) considerando la condicién de contorno de Dirichlet,
generada por MATLAB usando la herramienta PDETOOL.
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u(x,y) %10°

7.280873
x10°
7.2808735 -
7.2808725
7.280873
py 7-2808725
7.280872
7.280872
7.2808715 -
1
7.2808715

Figura 6.2: Grafica de la funcion v dada en (6.16) considerando la condicién de contorno de
Neumann, generada por MATLAB usando la herramienta PDETOOL.
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Capitulo 7

Resultados

7.1. La Ecuaciéon de Transporte de Irradiancia

La Ecuacion de Trasporte de Irradiancia (ETT) se puede obtener a partir de la 6ptica geométrica
o la optica fisica [1]. Dicha ecuacion relaciona la distribucion de irradiancia I con el frente de onda
W en planos transversales al eje de propagacion [2, 3, 1|. La ETI se utiliza en muchos esquemas
para resolver la fase de las mediciones de irradiancia, sin utilizar métodos interferométricos [2].

La ETT fue obtenida por Michael Reed Teague en el ano de 1983 basandose en la teoria de difraccion
de Fresnel en el articulo titulado "Deterministic phase retrieval: a Green’s function solution"[1], su-
poniendo que la luz se propaga a lo largo del eje z en direccion positiva y definiendo la perturbacion
1 en el mismo plano transversal:

dr = e 7 F M, (7), (7.1)
donde la amplitud w, (7) satisface la aproximacion parabdlica de la ecuacion de onda [1]
0 Ar L
<Z(9z + o + k> u,(7) = 0. (7.2)

También se tiene que la intensidad de la perturbaciéon cumple:

I = ||u|? (7.3)

Esta ultima ecuacién permite conocer la amplitud de u, aplicando la teoria de difraccion de Fresnel
a la funcion . Insistimos en que u, (%) debe satisfacer la aproximacion parabolica de la ecuacion
de onda [4] por la relacion que establece la ETI entre la fase y el plano ortogonal al eje optico
con la tasa de cambio de la intensidad del haz a lo largo de la direcciéon de propagaciéon. Ahora,
suponiendo que el haz paraxial que se describe mediante u, implica que ¥(z,y, z) satisfaga que
[31]:

U@y, 2) = us(z,y) = ua(F) = [L(z,y, 2)] 2?0V, (7.4)

donde I(z,y, z) es la irradiancia, y ¢(z,y) es la fase.
En términos del frente de onda W(x,y, z) la fase esta dada por la relacion [31],

d(x,y,2) = 2/ NW (2, y,2) = kW (x,y, 2). (7.5)

Sustituyendo (7.4) en la aproximacion parabolica de la ecuacion de onda, Ec. (7.2), y multiplicando
por el complejo conjugado de (7.4), se obtiene:
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0 Ar L () 1 _ap(zy)
{(Zaﬁzk““) L(x,y,2)%e L(x,y,2)%e =0. (7.6)

Se tiene que esta es una ecuacién compleja con una gran cantidad de términos cuya solucién no es
trivial. Tomando convenientemente la parte imaginaria [2], es decir solo la siguiente expresion:
2r 0l = = - =
775 =VrIl- VT¢ + IAT¢ =Vr- (IVT¢) (77)
la ETI, que relaciona la fase ¢ con la distribucién de Irradiancia I. La informacion de la fuente
luminosa queda expresada en términos de la longitud de onda X, donde A = 27/k y k es el namero
de onda.

Ademaés, considerando la relacién entre la fase ¢ = kW y el frente de onda W, se puede reescribir
la ETT en términos del frente de onda [3], obteniendo la ETT en terminos del frente de onda por

oI

1AﬂV+ﬁﬂrﬁﬂV:—5; (7.8)
donde:
- 0 0
— — 54— 7.9
vT 8IZ + 8yj7 ( )
es el operador nabla tranversal y
0? 0?

es el operador Laplaciano transversal.

Los 3 términos de la ETT fueron nombrados y descritos por K. Ichikawa et al. [10] que se dan a
continuacion:

1. El primer término de la ecuacion IArW se interpreta como las variaciones de intensidad
causadas por la convergencia o divergencia del haz y es llamado el término del lente.

2. El segundo término ﬁTI . ﬁTW representa las variaciones de intensidad causadas por la
inclinacion del frente de onda, y es llamado el término de prisma.

3. Finalmente, el tercer término 9I/0z se obtiene numeéricamente a partir de dos medidas de
irradiancia en dos planos diferentes, es decir, expresa la variacion de la irradiancia del haz
causada por los efectos de los términos del prisma y el lente a medida que se propaga a lo
largo del eje z.

La ETI se transforma en una ecuacion de Poisson en el caso de irradiancia constante (frente de
onda plano) o sin cambios abruptos [8, 2|; de la forma:
Ap = f, (7.11)

Tanto ¢ como f pueden ser funciones reales o complejas. En un sistema de coordenadas cartesianas
tridimensional, tomara la siguiente forma:

0? o2 02
(WﬂLayQJrazg) o(x,y,2) = f(x,9,2). (7.12)

Si la irradiancia es constante (I.,), el término del prisma se puede calcular de la siguiente forma:
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- g. 0. 0 0
Vrle, = <8ch + ay]) I, = %I(zo + aiylco =0. (713)
De esto,
Vil - VoW =0-VoW = 0. (7.14)
Por lo tanto,
YAV
2 = I,AW. 7.15
. (7.15)

Donde A representa la diferencia entre |z — zg| e |I — Ip|. Finalmente, se obtiene la ETT explicita
a una ecuacién de Poisson:

LAT_
INz
donde f(x,y) absorbe los siguientes términos denotados por f = (AI/ A z)(1/1), llegando a

AW, (7.16)

f=AW. (7.17)

Asi, la ETI se reduce a la ecuacion de Poisson (7.17) [2].
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7.2. Analisis de la ETI en presencia de errores

En la practica, en vez de medir la irradiancia I se mide una aproximacién I de forma que

’I —1 ’ < 9 donde § es una valor determinado por el sistema de mediciéon. De esta forma obtenemos

. 1AI X
=-— =AW. 7.18
=22t (7.18)
Hagamos ¢ = I — I. Asi, I = I + ¢. Sustituyendo I en (7.18), se tiene que:
1 A(l+e¢) -
— L =AW
I+e Az ’
que puede escribirse como
1 Al 1 Ae -
———F ——— = AW. 7.19
I+eAz * I+echz ( )

Para observar la distancia entre la funcion f(z,y) definida en (7.17) con [ sin error y la funcion
f(x,y) con la aproximacion I, se sustituyen los valores de I e I, respectivamente:

L Ae, 1A 1) |1 1
I+elNz T4+elNZ TINZ I+5Az I+5 I
1 Ae I—-1—¢
= |— 7.2
‘I—FSAZ ‘ H I+e) |’ (7.20)
_|L e e A 1 Aey e |AT
| T+e Nz (I+e)l Az I+ez [(I+e)I||AZ)

El primer término de la dltima desigualdad puede ser grande aunque € sea pequeno. Esto es una
consecuencia de que si dos funciones estan cercanas, las derivadas no necesariamente tienen que
estarlo. De este modo, antes de calcular la aproximacién de la derivada, debemos suavizar I , €s
decir, realizar un pre-procesamiento de datos.

Esto se refleja en el término asociado con € y es importante, ya que f y f podrian no estar cercanos
llevando a que los respectivos potenciales no lo estén. Recordemos que a través de los potenciales
recuperamos la fase.

Veamos, a través de un ejemplo, el hecho de que la derivada no es continua y como ello puede llevar
a errores en el calculo de la fase. Observemos el comportamiento de la siguiente funcién, definida
como:

2
() = ) (7.21)
aplicando la derivada respecto a z
d d sen(n?z)
PP T
_1d s d 5
= La e ns (7.22)

2

1
= — cos(n?z)n?
n

= ncos(n?z).

A continuacién se muestran graficas de (7.21) y (7.22), para poder observar a detalle que ocurre
al derivar, tomando a n = 100:

40



Resultados
7.2 Anélisis de la ETT en presencia de errores

2 (grados)

Figura 7.1: Grafica de la funcién dada en la ecuacion (7.21) donde se observa que los valores de la
funcién estan muy cercanos a cero. Por la escala, la grafica luce como una linea recta.

el R

B AT oo L

0
2 (grados)

Figura 7.2: Gréfica de la derivada de £(z) dada en (7.22). Obsérvese que esta grafica estd muy
alejada de la funcién cero.
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—0.02

~0.03 4

~0.04 4

0.1 0.2 0.3 0.4
z (grados)

Figura 7.3: Fragmento a detalle de Figura 7.1. Notese que al cambiar de escala, la Figura 7.1 no
es una recta. Sin embargo, sus valores estan cercanos a cero.

751

50 4

25 4

&lz)
o

2 (grados)

Figura 7.4: Fragmento a detalle de la Figura 7.2. En este caso se observa que la grafica de la
derivada esté alejada de la gréafica de la derivada de la funcién nula.
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De acuerdo con las Figuras mostradas (con n = 100), es facil observar que aunque la ecuacion
(7.21) se aproxima oscilando a la funcién nula, la derivada obtenida en (7.22) lleva a oscilaciones
que van desde —100 a 100, bastante alejadas de la derivada de la funcién nula.

Este ejemplo muestra que, aunque el distanciamiento entre una funcién y su aproximaciéon sea
pequeno, no es asi cuando se involucra la derivada.

Observemos ahora un ejemplo para visualizar, utilizando un problema de contorno, como puede
ocurrir un error considerable en el resultado al considerar un aparente error despreciable.
Ejemplo 3

Tomemos la ecuacion (7.18) con un error ¢, y ademaés sustituyamos dicho error con la ecuaciéon de
ejemplo (7.21)

< 1 A(l+e¢)
AW = - 2878
I+e Az
1 A (I + sen(nQZ)) (723)
= sen(n2z)
I+ I — Az

En el lado derecho de la ecuacion (7.22), el término que corresponde a la perturbacion tiende a 0
cuando n — oo, es decir,
2
sen(n®z
lfm S22

n—00 n

=0, (7.24)

pues la funcion sen(n?z) solo toma valores entre —1y 1, y tomando el limite de —1/n y 1/n cuando

n — oo este limite es 0, y por el teorema del emparedado [32], el limite para la funcién sen(n?z)/n
es 0. Sustituyendo este resultado tenemos

i 1 ATy Ly

AW = N
i % Nz I Az (7.25)
R 1AT
AW = ——
= I Az

Este resultado lo usaremos mas adelante.

Ahora tomando a la ecuacion (7.19) y sustituyendo con (7.21) en el valor de e:

. 1 Al 1 Ae
AW = — 2% =
I+eAz * I+elAz
s
- I+ sen(;Lzz) Az I+ sen(n?z) Az

n

A sen(n’z) (7.26)

y con los resultados de (7.22), es decir, 25 = %5(2)

1 AT 1 9
-— . 2
[ scn:2z) T T+ Scn(r?zz) ncos(nz) (7.27)

AW =

. 2
Tomemos un n lo suficientemente grande como para despreciar el término W Asi,

43



Resultados
7.2 Anélisis de la ETT en presencia de errores

1AT 1 , )
1. +gn cos(n<z) = AW, (7.28)

reorganizando términos obtenemos

I | Az

Comparando las ecuaciones (7.25) y la ecuacion (7.29), que tienen un origen en comin, es claro que
los lados izquierdos tienen una marcada diferencia,. Mas atn, podemos afirmar que la magnitud
de (7.29) es mucho mayor a la magnitud de (7.25), es decir,

! [M + ncos(nzz)} = AW. (7.29)

1[AI 9 WAV
’I [Az + ncos(n z)” > ’IAZ , (7.30)
Recordemos que se trata de la misma ecuacion pero la diferencia esta en en momento de despreciar
el término € pues como se vid en las gréficas, en presencia de una diferenciacion a lo largo del eje
z, los valores de dicha derivada crecen a razén de n, por lo que no puede despreciarse, pues el no
considerarlo antes de la diferenciacion, aunque parezca trivial dada su cercania a la funcién nula,
conducira a un resultado erréneo del célculo del frente de onda. Una propuesta consiste en suavizar

I antes de aplicar la derivada, como fue mencionado al inicio de este capitulo.
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7.3. Analisis de la ecuacién de Posisson de la ITE con error;
reconstruccion del frente de onda W y W, a partir de la
fuente exacta y con error

Con la ecuacion de Poisson, descrita en la ecuacion (7.17), se obtendra al frente de onda W a
partir de la funcion de la fuente f, considerando que dicha fuente tiene un error. A la funcién con

error la llamaremos f. y a W lo denotaremos como u. De igual forma cuando se considere el frente
de onda resultado de la funcién con error f,, se denotara por wu..

A partir de la ecuacion (7.17) tenemos

Au=f Q (7.31)

donde 2 es un circulo de radio uno centrado en el origen. Ademaéas, consideremos la siguiente
condicion de frontera de tipo Neumann nula

ou

— =0 on. 7.32

or ( )
Daremos a la fuente exacta f y se le agregara un error denotado por e(x,y) para obtener una
fuente con error f.. Tomemos a f(z,y) = 2% — y%. Asi,

fe(w,y) = f(o.y) +e(@y) = 2” —y* + e(x,y), (7.33)
donde el error (en coordenadas polares) se define como

2
n

e(r,0) = % cos(n?f). (7.34)

Cambiando a la funcién f a coordenadas polares, obtenemos

2
n
r

fo(r,0) = 1% cos 20 + cos n?0. (7.35)

n

Por lo tanto, el Laplaciano de la funcion u. debe ser igual a f.(r,0),

2
n
r

Aue =12 cos 20 + cos n0), (7.36)

n

pero recordemos que f es una funcién que ya se estudi6 en la seccion 6.1, por lo que su solucion
es conocida. Por tanto,

1 1
Al St —yh) = (@ —y?)| =2 — o, (7.37)
12 6
Con este resultado, obtenemos a un candidato para ser u.. Sin embargo, debemos encontrar un
funcion complemento para u de forma tal que el Laplaciano de dicha funcién sea igual a e(z,y),
esto es,

712
Au, = T cos n20, (7.38)
n
donde u tiene la siguiente forma
U = Z apr® cos kO + byr* sen ko + Z cur® 2 cos kb + dipr* T2 sen k0, (7.39)
k=1 k=1
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aplicando el Laplaciano a esta u. obtenemos

Au, = Z A(agr® cos k) + A(bpr” sen k) + Z A(epr* 2 cos k) + A(dprF T2 sen k),  (7.40)
k=1 k=1
pero los términos que acompanan ay v bx son de la forma armonica, por lo que cumplen la ecuacion
de Laplace, es decir

A(r* cos k) = ‘12( k *k0)+12( k k9)+ia—2( ¥ cos k)
¥ cos kb) = 75 (r" cos ~ 5, (1" cos g cos
= k(k — 1)r* 2 cos k@ + krF=2 cos kO — r*=2k? cos k6

= k2r*=2 cos kO — kr* 2 cos k6 + kr* 2 cos kO — k*r* =2 cos 6 = 0.

(7.41)

Este procedimiento es similar para by, por lo que a la sumatoria no contribuiran. El laplaciano de
u pasa a ser

Au, = Z ek A(r* 2 cos k) + dp A(r* 2 sen k6), (7.42)
k=1
donde el Laplciano para ¢ se calcula de la siguiente forma

0% | ko 1O o 1 9% o
w(r cos k) + ;E(T cos k) + ﬁ@(r cos k0)
= (k+2)(k+ 1)r* cos k@ + (k 4 2)7F cos k — k?r" cos k6

= (4k + 4)r* cos k6.

A(r*+2 cos kf) =
(7.43)

Calculo del coeficiente ¢

Ahora calculando el coeficiente ¢; en base a la secciéon 5.2

(4k‘ + 4)Ck = fkl;
£ (7.44)
(4k +4)°

C =

de donde f} se calcula por definicién como

fi={f(r,0), ¥ cos ko)

_ / F(r,0), 7% cos(k0)d2, (7:45)
(0]

que, al tratarse de un circulo, la integral se transforma en

R 2r  n?
= / / T cos(n0)r* cos(kO)rdrdd
o Jo

n

1 R R 27
- 7/ r +k+1dr/ cos(n?6) cos(k6)do (7.46)
0 0

n

1 2 27
R +k+2/o cos(n?6) cos(kf)do.
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Para la integral de coseno usaremos la suma de las siguientes identidades

cos(a + b) = cosacosb —senasend

cos(a —b) = cosacosb + senasen b} = 2cosacosb = cos(a+ b) + cos(a — b), (7.47)

regresando a la integral, para k # n?,

/27r cos(n?6) cos(k6)df = /27r (cos((k +n?)6) + cos((k — n?)0))do
0 0

2

o (7.48)

= l\D\H l\’)\n—l [\')\)—l

{k _: 5 sen((k + n?)0) + ﬁ sen((k — n2)6‘)}

{k _: 5 sen((k + n?)2m) + ﬁ sen((k — n2)27r)}

Esto debido a que (k —n?) y (k + n?) son multiplos de 7.

Para k = n?,

27 2
/ cos(n?0) cos(k6)d / cos?
0 0

2m
:/ l—l—cos 2k9)d0
0 (7.49)
1 1 2T
= 20 . Z sen(2k0) .
=.

Obtenemos como resultado un multiplo de m. Cuando n? # k donde el valor de f} = 0, en
consecuencia

_ e _
k= ahta) 0. (7.50)
Cuando k = n? el valor de f} = WR n’+21 entonces tendremos

R2n +271_

(4n2 + 4)n(2n2 + 2) (7.51)

C =

Calculo del coeficiente d;,
Volviendo a la ecuacién 7.42 de donde el Laplaciano para djy se obtiene de la siguiente forma

A(rF 2 sen ko) = 8—2(7‘]”2 sen kf) + 1 (rF2 sen k6) + L i(rkﬁ sen k)
or? ror r2 062
= (k+2)(k+ 1)r*sen kb + (k + 2)r* sen k0 — k*r* sen kO

= (4k + 4)r* sen k0,

(7.52)
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por lo que el coeficiente dj tiene una forma similar a ¢
Iz
(4k +4)’

de donde f,f se calcula de manera similar a f,% €como

dp = (7.53)

f2 = (f(r,0),r" sen k6)

_ / F(r,0), 1" sen(k6)d 52, (7:54)
2

27 n
/ / — cos(n?0)r" sen(k6)rdrdd
2m
= f/ " +k+1dr/ cos(n?6) sen(k0)do (7.55)
0 0

n

1 2
= n(n2+k+2)Rn2+k+2/0 COS(TLQG) SeH(k@)d@

Para resolver la integral usaremos la suma de las siguientes identidades

sen(a + b) = senacosb + cosasenb

sen(a — b) = sen acosb — cos asen b} = 2senacosb = sen(a + b) + sen(a — b), (7.56)

regresando a la integral, para k # n?

/o i cos(n?0) sen(k0)do = % /0 7r(sen((k +n2)0) + sen((k — n?)0))do

1 1 no2mw no2mw
[ / sen udu + / sen udu]
" 2ng 0 0

11

— [~ cos((k +n?)8) — cos((k — n2)9)}§m0

(7.57)
- 2 no
L L)

:§’I’LQ
=0

donde ng absorbe los términos de k £ n? y u = ngf . Para k = n?,
27 2
/ cos(n?6) sen(k0)do :/ cos(kd) sen(k6)do
0 0

1 27
= 7/ udu
k Jo (7.58)

2m

1 2
= o sen (k0)

=0.

0

Obtenemos como resultado tanto para n? = k 6 n? # k, que el valor de la integral es 0 entonces
f? =0 de donde

fi

d = (4k + 4)

—0. (7.59)
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Calculo de los coeficientes a; y bi

Para encontrar los coeficientes ay y bg, usaremos la condiciéon de frontera del problema que
lleva a

% r, é akr cos kO + byr" sen k6 + cxr™ 2 cos kb + djr* T2 sen k6
or or
k=1
Z apkr® 1 cos kO + bykr* 1 sen k6 (7.60)
Z (k +2)r* 1 cos kO + dy (k + 2)r* ! sen k6,
k=1

factorizando los términos iguales y evaluando en r = R, se encuentra

)
3“8 Z arkR* e (k + 2) R cos kO + Z buk R¥1dy (k + 2) R senkd = 0,  (7.61)
T

r=R k=1

lo que nos lleva a los siguientes sistemas, pues por separado el valor de las sumatorias es 0

arkRFY e (k+2)RM =0, (7.62)
bk RF= 4+ dy(k +2)RM ! = 0. (7.63)
Despejando ay, obtenemos
k + 2)RF+1
ay = (kDR kR’ll Ck; (7.64)
al sustituir ¢
(E+2)R?
T TR+ 1) T (7.65)
De igual forma obtenemos by,
k+ 2)RFT1
br = *% k> (7.66)
sustituyendo dy,
(k +2)R?
bk == Ak(k + 1) i (7.67)

Fuente encontrada

De la u. que definimos al inicio sustituimos los coeficientes ay, bg, cx v dg

U = Z apr® cos kO + byr* sen k6 + Z crr®t2 cos k6 + djpr*t? sen ko
k=1 k=1
— (k+2)R?

_ k
_k:1 Tkt 1 )f W cosk@—i—z

(7.68)

1, k42
4k+4)f cos k6,
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todos los términos son 0 excepto en n? = k y sustituyendo el resultado para f,i

2 2

Ue = Ap27" cosn0 + cp2r™ T2 cosnf
2

(n?+2)R? R™ 21

R2n+2, (7.69)
™" cosn?0 +

n®42 2p
(4n? + 4)n(2n? + 2)r cosmy

T T+ )22 +2)

Ya que estamos trabajando en un circulo de radio 1, las potencias de » = R = 1 no aparecen en la
expresion anterior, por lo que

2 2 2
—mn?r™ cosn?0 — 2mr™ cosn?6 ™ T2 cosn?6

(4n* + 4n?)(2n3 + 2n) * (4n2? +4)(2n3 +2n)’

(7.70)

Ue =

2 ., L.
En este resultado, puede verse un factor comtn 7™ cosn?d que corresponde a funcién arménica.
Asi, u, puede escribirse en la forma

2 cos n26 2™ cos 26 n 7’ +2 cosn20 (7.71)
Ue = — - , .
(An* +4n2)(2n3 +2n)  (dn*+4n2)(2n3 +2n)  (4n? 4+ 4)(2n3 + 2n)

al aplicar el Laplaciano a (7.71), los dos primeros términos se anulan ya que son funciones armo-

nicas. El ultimo término, dard a una funciéon armonica, después de aplicar el laplaciano. Para la

condicion de frontera se necesitara la expresion completa (7.71)

7 2 cos 26
8n(n? +1)

En los Apéndices de esta tesis, se se pueden hallar a detalle los calculos anteriores.

(7.72)

Ue =

Finalmente, el frente de onda que es producido por la fuente con error es la suma de las dos
soluciones u y ue

n n

7"’ cosn20  27r™ cosn20 L 7’2 cos 20
8n(n2+1)  8n(n?+ 1)n? 8n(n? +1)

1 1
W, = —672 cos 26 + Er4 cos 29} + . (7.73)

La reconstrucciéon correcta de W en presencia de algtun error de la forma dada en el ejemplo 7.21,
se aleja de la soluciéon exacta para el caso sin error. Asi, se prob6 con este ejemplo que considerar
un error cercano a cero sin un pre-procesamiento de datos podria ser incorrecto pues aunque
g(r,0) — 0 la diferencia entre el frente de onda exacto y su aproximacion viene dada por:

n n n2+2

cos n20

2 2
cosn20  2mr™ cosn?0 wr

wr
W—-W.=— — , 7.74
‘ 8n(n?+1)  8n(n?+ 1)n? + 8n(n2+1) (7.74)
reorganizando términos y tomando la diferencia absoluta obtenemos
"2 cosn20 2
W-W=|—s |-1— = +72 7.75
| el 8n(n? +1) { n2+r} ’ (7.75)

que esta diferencia sea cercana a 0, dependera de n, lo cual requiere un anélisis antes de aplicar el
método de soluciéon. Para ilustrar, puede observarse en la Figura 7.6 que u,, presenta variaciones a
medida que el valor de 6 cambia, con r = 1 fijo (la gréafica conserva su forma al variar r, por lo que
se eligio un radio arbitrario). Atenuar a los términos que aparecen en(7.71) depende del proposito
y exactitud que se requiera en los resultados.
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7.3 Analisis de la ecuacion de Posisson de la ITE con error;
reconstruccion del frente de onda W y W, a partir de la fuente exacta y con error

Figura 7.5: Grafica de la ecuacion (7.74), muestra la diferencia entre los frentes de onda Wy W,
conr = 1.
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7.3 Analisis de la ecuacion de Posisson de la ITE con error;
reconstruccion del frente de onda W y W, a partir de la fuente exacta y con error

Figura 7.6: Otra vista de la grafica de la ecuacion (7.74) esta vez generada en MATLAB, muestra
la diferencia entre los frentes de onda Wy W, con r = 1.

-6.494460094 59
Wixy),

-6.49446009459:
x10™
-6.49446009450

-6.4944600945955 - -6.49446009459

-6.49446009459
-6.494460094596 |

B -6.49446009459

-6.4944600945965

-6.49446009459

-6.494460094597 |
-6.494460094 59

-6.49446009459°

g - =101

Figura 7.7: Gréfica del frente de onda con error W, Ec.(7.73) generada por MATLAB usando la
herramienta PDETOOL, con n=3 puede observarse la deformacién comparado con la Figura 6.2.
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7.4. Generalizacion de resultados; analisis de una fuente
exacta y una con error

Veamos ahora lo que ocurre entre la ecuaciéon de Poisson de la ETI con una fuente exacta y
una con error. Esto se podra ver de manera directa utilizado la diferencia entre ambas fuentes y
las correspondientes soluciones del problema de contorno. Tomemos entonces la ETI (en la forma
de Poisson) exacta y su condicion de frontera de Neumann nula:

ou
Ay = — =0. 7.76
u=f g (7.76)
También tomemos una ETT (en la forma de Poisson) con un error que se comporta muy similar al
del ejemplo descrito en la seccion 7.3:
Ju
Au, = = =0 7.7
Ue = fe on s ( )
donde f. = f+¢ (e = fo — f). Al aproximar a 0 la diferencia entre f y f., u también se aproximara
a u., esto es, si € — 0 entonces

Ue — U (7.78)
de donde probaremos que
W, — W. (7.79)
La norma de ¢ esta dada por
el = /Qg?(z)dx, req. (7.80)

Sustituyendo los resultados anteriores en (7.4), hallamos
Ulw,y) = [y, 2)] 2?00 = T2 eap(kV), (7.81)
para la fuente exacta y

Ve, y) = (I +€)2eap(id.) = (I + &) 7 exp(tk W), (7.82)

para la fuente con error.
Ambas ecuaciones se pueden expresar alternativamente como

IZexp(kW) = I3 [cos kW +1sen kW], (7.83)

I+ 5)%exp(sz5) =T+ 5)% [cos(kW + E) + 1sen(kW + E]
(I+e)2 [ cos kW cos E — sen kW sen E ; (7.84)
+2sen kW cos EZ 4 1cos kW sen E]

donde E. Restando ambas ecuaciones hallamos

b — e = I%[cos kW + usen kW] (7.85)

I+ 5)%[005 kW cos E — sen kW sen E + 1sen kW cos E + 1 cos kWsenE].
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Factorizando sen(kW) y cos(kW) se halla

) — e =cos(kW) {I% - (I—&-s)% cos B — (I—l—s)%zsenE}
1 1 1 , (7.86)
+ sen(kW) [z]f + (I +¢e)2senE —o(I +¢€)2 cos E}

donde E — 0 cuando € — 0. Se observa que, cuando € — 0, se llega a que ¥ — 1. — 0, de lo cual
se concluye el resultado.

Veamos ahora que ocurre cuando tenemos errores en la intensidad y como estos se amplifican
cuando se aplica el operador de diferenciaciéon.
Ejemplo 4

De acuerdo a las ecuaciones planteadas en el ejemplo 1 ecuacion (6.5), el lado derecho de la
ecuacion (fuente) esta dado por

flay,2) = (@® —y*)z. (7.87)

Consideremos un error sobre dicha fuente f(x,y, z) dado en la forma:

fo(z,y,2) = (2% — ) (2 + %cos(nQZ)). (7.88)

Podemos con estas ecuaciones analizar la diferencia que existe entre ellas para observar la
cercania o la lejania entre las funciones

|f(2,y,2) = fa(z,y,2)| (7.89)

Sustituyendo con las expresiones para las fuentes, y considerando que la funcién cos(n?z) solo
puede tomar valores entre —1 y 1, la desigualdad se cumple

1 1 1
(2% = y%)z = (2% = y*) (= + —cos(n?2))| = |2* = y*| ~| cos(n®2)| < [2* — y?| (7.90)

1

= (7.91)

1
max(m,y)'f(xayaz) - fn(l‘,y,Z” < max(z,y)‘xQ - y2|g =M

Asi, cuando n — oo, f,, — f. Ahora comparando la derivadas parciales de las fuentes respecto a
z, se halla

g%(a?,y,z) :332 _y2, (792)
%(m,y, 2) = (2% — y*)nsen(n’z). (7.93)

Analizando la diferencia que existe entre ellas y considerando que la funciéon sen(n?z) solo toma
valores entre —1 y 1, se obtiene,

of _9fn] _ |2® — y® — (2 — y®)nsen(n’z)|

0z 0z

= (2° = y*)|1 — nsen(n’z)| . (7.94)
< (2 =) [[1] + [nsen(n®z)]]
< (2 — )1 + 1)
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A partir de los resultados obtenidos en las ecuaciones (7.91) y (7.94) se puede ver claramente que
la diferencia entre las funciones depende directamente de n.

Para el caso de la ecuacion (7.91) se puede establecer que la relacion es inversamente proporcional
a n porque a medida que n crece, las funciones se acercan, en otras palabras, para una n muy
grande las funciones pueden considerarse iguales.

En el caso de la ecuacion (7.94), se puede establecer una relacion directamente proporcional entre
el nimero n y el crecimiento en la diferencia entre las derivadas parciales de las funciones, es decir,
que para una n muy grande comparada con x2 — y? las funciones no estaran cercanas, por lo que
% distard mucho de %i

P

Vemos que si ponemos como lado derecho de la ecuacion de Poisson a (7.92), obtenemos el
ejemplo 6.1, es decir,

2

Au(z,y) = 2* -y, (7.95)

por lo que u(z,y), es el mismo que se hallo en el ejemplo 6.1 (ecuacion(6.3))

u(e,y) = ot~y - 50 ) (7.96)

De igual forma puede buscarse u,(x,y) que al aplicarle el Laplaciano transversal tenga como
resultado a (7.93)

Auy,(z,y) = (22 — y*)nsen(n?z). (7.97)

Para ello, tomaremos como una constante C' = nsen(n?z). De esta forma, al realizar los calculos se
puede ver que las parciales del laplaciano transversal no afectan a C ya que no tiene dependencia
de ni de x ni de y. Ademas, tomaremos a (6.3) multiplicado por C'y probaremos que es la solucion
un(2,y) que buscamos

B = (s + o) € (T3 =) = 3 =07

9? [C 0% [C C -
= 922 (12($4 - y4)) + g <12(1’4 - y4)> - gVQ(IZ )

_ %6%22(5# oy g;;(x4 oyt - %8%22(“1:2 ) (67;;2@2 ) (7.99)
:Cx270y27%+é
cambiando C' por su valor original
Au, = (22 — y*)nsen(n?z), (7.100)

que es exactamente la ecuacion (7.93). Y la condicion de frontera también se debe cumplir
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% {n sen(n?z) (112 (z* —yt) — é(;p“' - y2)>} , (7.101)

sera conveniente cambiar a coordenadas polares

% {n sen(n’z) <1"2 cos 20 ( - ))} (7.102)

Y recordemos que la condicién de frontera se establece en r = R =

ou

S = nsen(n’z) {7’ cos 20 (g - 1)] (7.103)

w

De donde concluimos que

1 1
un(z,y) = nsen(n?z) <12(x4 —yt) — 6(:52 - y2)) . (7.104)

Para observar el efecto del error (que depende de n) sobre la solucion del problema de valores
en la frontera (7.104) y la cercania (o no) a la funcion (7.96), que es la soluciéon del problema de
contorno para la fuente exacta, nuevamente tomamos la diferencia de las funciones

lu(@, y) — un(z,y)| = (7.105)
_ 1—12(x — - %(ﬁ — 42) — nsen(n?z) (112 (ah — ) — é(zQ - y2)>' (7.106)
= [112(334 — gyt — %(xQ - yZ)} |(1 — nsen(n?2)|. (7.107)

Al igual que en los casos pasados, la funcién sen(n?z) solo puede tomar valores entre —1 y 1 por
lo que

%(x4 — y4) — %(x2 — yQ)} |(1 — nsen(n22)| < [112 (z —y ) — %(zQ - y2) (1+mn). (7.108)
De la ultima desigualdad, se halla que cuando n crece, la solucion u,, del problema para la fuente
con error, se aleja de la solucién u del problema para la fuente exacta. Esto es consecuencia de
que si dos funciones estan cercanas, las derivadas no necesariamente tienen que estarlo. De esto, se
concluye que cuando n — oo (muy grande) el error también tiende a ser muy grande, comparado
con el resultado exacto ya que

12 6 12

De aqui, se llega a que deben tratarse los datos antes de aplicar cualquier método de solucién
del problema de valores en la frontera, como ejemplo de este tratamiento de datos, se pueden
desarrollar métodos, como el uso de diferencias centrales en la ETT [33].

i(fl —yt) - 1(932 —y?) < nsen(n?z) ( L (z* — o) — %(xz - yz)) . (7.109)

o6



Capitulo 8

Conclusiones

Como se vio en la introduccion de esta tesis, los errores deben atenderse con cuidado ya que
pueden llevar a encontrar resultados alejados de los que se deben obtener si no se tuvieran esos
errores. Por ejemplo, la imprecision de calculos por redondeos o truncamientos de series, el error
de la méquina, errores de mediciéon pueden afectar los resultados esperados. Existen diferentes
métodos para manejar los errores. La eleccion de estos para un problema especifico, depende de la
experiencia del investigador y este trabajo puede coadyuvar a clarificar los efectos de los errores para
problemas similares a los presentados aqui, pues los métodos de solucion y la exactitud esperada
en los calculos dependera en gran medida del propoésito de su investigacion.

En este trabajo se compard la solucion exacta y las aproximaciones para la Ecuacion de Transporte
de Irradiancia (ITE por sus siglas en Inglés) cuando se tienen errores; esta comparacion es apropiada
para poder determinar si la mencionadas aproximaciones realmente estan cercanas a la solucién
exacta y con ello, si son de utilidad o no. En el caso estudiado, se considero un frente de onda
plano, lo que lleva a que la ETT se reduzca a la ecuacién de Poisson. Es importante destacar que
las condiciones de frontera para la ETI son fundamentales, pues si a una solucion cualquiera se le
agrega una funciéon armonica, sigue siendo soluciéon de la ecuacion de Poisson de la ITE. Asi, las
condiciones de frontera permiten garantizar la unicidad. Esto es de gran interés cuando se intenta
reconstruir la fase de las mediciones de Irradiancia pues como se vio en los ejemplos mencionados,
funciones arménicas que en un principio parece que no aportan nada, pueden ayudar a cumplir la
condicién de frontera.

Es de gran ayuda representar funciones en una grafica, pues algunos resultados, debido a la cantidad
de términos que pueden llegar a tener, no son féciles de visualizar. Los datos nos ayudan a entender
mejor la naturaleza de un fenémeno. Por ello, se graficaron las expresiones més importantes, como
las presentadas en las Figuras 7.1 y 7.2 de donde se observd que la derivada de una funcién no
necesariamente debe estar cercana a su funcién, lo que permitioé construir los ejemplos que ilustran
como los errores pueden afectar a la solucion si estos no son tratados adecuadamente.

En el Capitulo 7 de Resultados, se presentaron condiciones bajo las cuales un error puede ocasionar
resultados inesperados. Para ello, se realizé el analisis mateméatico y se aplicaron métodos de
solucion a ITE. En los ejemplos 7.2 y 7.4, se mostr6 la relacion directa entre los errores y los
efectos en los resultados, pues al aplicar los métodos de solucién nos permitié estimar la diferencia,
en términos de un parametro n, entre la solucién para datos exactos y la solucién para datos con
error.

El analisis de la ETT para el caso con un error fue implementado a partir del caso para datos sin

error. Se propuso una funcion error cercana a la funcién nula pero que su consiguiente derivada
presenta fluctuaciones relacionadas directamente al parametro n mencionado arriba. Esto genero
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Conclusiones

dos frentes de onda diferentes. Mas atn, se llegd a que esta diferencia en los frente de onda esta en
términos del parametro n y por supuesto de 6, como se observa en la Figura 7.6. De esto, se ilustro
que los errores pueden producir resultados muy alejados del exacto y en casos como el desarrollado
aqui, se debe hacer pre-procesamiento de datos.
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Apéndice A

Solucién al problema propuesto para
el ejemplo 1 y 2, Capitulo 6.1

Se resolvera el siguiente problema de valores en la frontera por el metodo de separacion de
variables, esta solucion es valida para Dirichlet y para Neumann:

Au(z,y) =0 en € (A1)
u(z,y) = f(z,y) en ON. (A.2)
Supongamos que u es armonica:
A(Au) = A%u= Af =0. (A.3)
Asi u tiene la siguiente forma:
U = i apr® cos kO + byr* sen ko + i e 2 cos kO + djrt T2 sen k6, (A4)
k=1 k=1

aplicando el laplaciano e igualando a f por la Ec.(A.3):

Au, = Z A(ayr® cos k6) + A(byr” sen k) + Z Alcpr* 2 cos kb)) + A(dpr* 2 sen kf) = f, (A.5)
k=1 k=1

donde la primer sumatoria tiene forma armonica por lo que el laplaciano es 0 (probado en la
Ec.(7.41)), y f tiene la siguiente forma:

Au, = Z ek A(F T2 cos k) + dp A(rF T2 sen k) = Z firk cos kO + firF senkf = f, (A.6)
k=1 k=1

y el laplaciano para los términos que acompanan a c y dy se calcula como:
10 1 6%,
("2 cos kB) + o (rk2 cos kB) + = W(THQ cos kb))
= (k+2)(k 4 1)r* cos kO + (k + 2)r* cos kf — k*r* cos k6
= (4k + 4)r* cos k6,

0% ya 102 kio 1 0% o
W(T sen k) + ;a(r sen k) + ﬁ@(r sen k6)
= (k+2)(k+ 1)r*sen kb + (k + 2)r* sen kO — k*r* sen ko

= (4k + 4)r* sen k0,

A(r**2 cos k) = o
or?

(A7)

A(rF 2 sen kb)) =
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el calculo del coeficiente ¢; se obtiene igualando las ecuaciones anteriores y agrupando por factor
comun a cos y sen:

ch (4k 4+ 4)7* cos k6 + dj, (4k + 4)rF senk@-Zf r* cos kO + fErFsenkd = f, (A.9)
k=1 k=1

dado la igualdad de la ecuacién anterior, los términos que acompanan a sen y cos deben ser iguales:

fi (A.10)
Ck = 777 1>
(4k +4)
de manera similar para dg:
fi
= ——. A1l
i (4k + 4) (A-11)

Para encontrar los coeficientes aj y b, usaremos la condicion de frontera del problema, tomamos
la derivada de u e igualamos a 0:

Ou, 0 8

W(r, )= Z apr” cos kO + byr® sen kO + Z cur™ 2 cos kb + djr* T2 sen k6

k=1

= Z arkr®=1 cos kO 4 bpkr* ! sen kO (A.12)
k=1

+ Z cr(k 4+ 2)r* 1t cos kO + dy (k + 2)r* ! sen k6,
k=1

factorizando los términos iguales y evaluando en r = R, se encuentra

Ou,
or

Z arkR* Yo (k + 2)R* cos k) + Z bk R*1dy (k4 2)RF 1 senkf = 0, (A.13)
= k=1

lo que nos lleva a los siguientes sistemas, pues por separado el valor de las sumatorias es 0

arkRFY 4+ e (k +2)RM =0, (A.14)
bkR* 1 + dy(k + 2)RF = 0. (A.15)
Despejando ay, obtenemos:
k+2 Rk‘+1
ap = —7( kR’zﬂ Ck, (A.16)
al sustituir ¢, )
(k+2)R
= A.17
TSR (A-17)
De igual forma obtenemos by:
(k+2)R? ,
b, = Al
» 4k(/<;+1)fk’ (4.18)

de donde f} se calcula por definicién como:

fit={f(r,0), r* cos k0)

_ / F(r,0), 7% cos(k0)d2, (A.19)
2
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esto es:

R p27
= / / 2 cos(20)r* cos(k@)rdrd
o Jo

R 2
:/ Tk+3d7“/ cos(20) cos(k0)do (A.20)
0 0

1

27
:7]%’”4/ cos(26) cos(k6)db,
et [ costan contin

y usando la Ec.(7.47), la integral se transforma para k # 2 en:

2 1 2m
/ cos(20) cos(kd)dd = A / (cos((k + 2)0) + cos((k — 2)0))do
0 0

sen((k — 2)0)} . (A21)

1 1
_1 k+2)6
2 {k+2sen(( O+ 5

= % {k i 5 sen((k +2)2m) + 2 ! 5 sen((k — 2)2#)]
=0,

y para k = 2 obtenemos:

2 2m
/ cos(260) cos(20)d / cos?(20)d6
0

(e}

27
1 (4

_ / + cos(46) d9

0 (A.22)

1 27

= - + — sen(40)

2 0 4 0
=.

De aqui obtenemos dos valores:
fizo=0 vy fa=1 (A.23)

de donde f? se calcula de manera similar a f} como

2= {f(r,0), ¥ sen k0)

. (A.24)
:/ f(r,0),r" sen(k0)ds2,
o)
R 27
:/ / 72 cos(20)r* sen(k6)rdrdf
o Jo
R 2m
- / P+ gy / c0s(26) sen(k6)do (A.25)
0 0
1 27
= mRk+4/o cos(20) sen(k6)d6.
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Solucién al problema propuesto para el ejemplo 1 y 2, Capitulo 6.1

Para resolver la integral usaremos la suma de identidades descrita en Ec.(7.56), para k # 2:

2 1 2m
/ cos(260) sen(k0)do = 3 / (sen((k + 2)0) + sen((k — 2)0))do
0 0

1 1 1 o
=3 {—Mcos((k +2)0) — - 2cos((k - 2)0)} . (A.26)
= 5 |~ geos((k + 2)2m) — seos((k — 2)2m)
=5 | 52 ™) - 508 ™
=0.
Para k = 2,
2 2m
/ cos(26) sen(20)d6 — / c0s(26) sen(20)d6
0 0
1 2m
=— udu
k /o (A.27)
= isen2(29) -
2k o
=0.
Por tanto:
f£=0 Vk, (A.28)
ahora usando los valores numéricos de f}' obtenemos el valor de ¢, Ec.(A.10) para k = 2:
1, 1
C2 = Ef2 1 (A.29)
de igual forma para aj Ec.(A.17) con k = 2:
e Lpppo B (A.30)
2 — 6 2 = 6 ) :

mientras que para by y di, dado que fZ = 0 para todo k y de la Ec.(A.11) y Ec. (A.18) tenemos
que:
dip, =0 b, =0, (A.31)

asi usando la Ec.(A.4) y sustituyendo los coeficientes obtenemos a u:

u(r,0) = agr? cos(20) + coricos(26)

1, 1, (A.32)
= —— 2 — 20).
& cos(20) + T cos(20)

Y con el cambio de coordenadas a rectangulares (probado en las Ec. (6.9)) obtenemos la solucion
al problema de contorno:

u(r,y) = 15— y") - 20 ) (4.33)

62



Apéndice B

Comprobaciéon del resultado para el
ejemplo 7.3

Aplicando el laplaciano al resultado en la ecuacion (7.72), obtenemos

(0t 4302 + 2) [ cos(n?6)]
8n(n? +1)

2
lm*” 2 cos n?6

8n(n? +1)

(n2 4 2)[7r™” cos(n20)] (B.1)
8n(n? +1)
n4rrm” cos(n26))
 sn(n2+1)

factorizando las tres ecuaciones se tiene
n*+3n24+24+n2+2-—nt
8n(n? +1)
2
A +1) (B.2)
8n(n?+1)

= cos(n?0)
= cos(n?0)

s,
mr’™ cos(n6) 5

recordemos que el resultado que buscamos es cuando se tiene un n grande, por lo que podemos
aproximar 7/2 = 1, el resultado se transforma en la ecuacién que buscamos

n

~ cos(n?f). (B.3)
n
Y para la condicion de frontera tenemos de (7.71) lo siguiente
0 mn2r™” cos n26 27 cosn26 n 7 2 cos n26 (B.4)
Or | (4n*+4n2)(2n3 +2n)  (4n* +4n2)(2n% +2n) = (4n2 4 4)(2n3 4 2n) '
_ 2™ ~Leosn20 2w L cosn26 N 2’1 cosn26 N 27 1 cos n26 (B.5)
B 8n(n? +1) 8n(n? +1) 8n(n2 +1) 8n(n2+1) ~’ '

pero recordemos la condiciéon de frontera esta definida en r = R =1

mn? cosn26 27 cos n26 ™2 cosn?6 27 cos n26

TSPt D) S0+ 1) | Sa(2 + 1) Ea(@ 4 1) (B.6)

Lo que concluye el resultado.
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