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Introduccion

La presente tesis pertenece a la rama de la Matemaética conocida como Topologia, especifi-
camente al drea llamada Teoria de Continuos. Un continuo es un espacio métrico compacto
y conexo con mas de un punto. Dado un continuo X se consideran familias de subconjuntos
de X que poseen alguna propiedad especifica, a estas familias se les llama hiperespacios. Los
hiperespacios que presentamos en este trabajo son el hiperespacio 2% que consiste de los sub-
conjuntos no vacios y cerrados de X y el hiperespacio C(X )que consiste de los elementos de 2%
que son conexos, a éste ultimo se le conoce como el hiperespacio de los subcontinuos de X. Los
hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff.

A principios de la década de 1930, Hassler Whitney construyé tipos especiales de funciones
en espacios de conjuntos con el propdsito de estudiar familias de curvas,[8]. En 1942, J.L Ke-
lley hizo un uso significativo de las funciones de Whitney en el estudio de hiperespacios, [3],
consecuentemente a comienzos de la década de 1970 numerosas personas investigaron exhaus-
tivamente y sistematicamente las conexiones entre las funciones de Whitney y la estructura de
los hiperespacios.

Actualmente las funciones de Whitney establecen una manera de medir el tamafio de los ele-
mentos de 2% y son una herramienta muy 1til para estudiar la estructura para los hiperespacios.

En 1978, Sam B. Nadler dedica el capitulo XIV de su libro Hyperspaces of sets al estudio
de las funciones de Whitney y de las propiedades de Whitney, méas atin, en la secciéon E de
ese mismo capitulo empieza con el estudio de las propiedades reversibles de Whitney. Dos anos

mas tarde, en 1980, Nadler publica un articulo dedicado completamente a las propiedades de
Whitney, [7].

Este trabajo de tesis estd inspirado en el articulo de Eiichi Matsuhashi titulado Having
cut-points is not a Whitney Reversible Property, [4]. En los continuos existen varios tipos de
puntos y en este trabajo solamente nos enfocaremos en tres, a saber, los puntos separantes,
orilla y de corte, ya que estos puntos estdn estrechamente relacionados y en ciertos espacios
son equivalentes. Daremos algunas propiedades que involucran a estos puntos y haremos un
estudio para determinar cudles son y cuales no son propiedades de Whitney, reversibles, fuerte
reversibles y secuencial fuerte reversibles de Whitney. En caso de no ser, se dardn ejemplos
sencillos donde se exhiba que no se cumple la propiedad.

En el primer capitulo se presentan algunas nociones generales y se da una introduccion a
la teoria de los continuos e hiperespacios. Se definen los tipos de puntos con los que estaremos
trabajando y la relacién que hay entre ellos.

El segundo capitulo estd dedicado a introducir el concepto de funcién de Whitney y probar
que existen para el hiperespacio de los subcontinuos de un continuo. También se presenta el
concepto de nivel de Whitney y se prueba que éste conjunto es un continuo. Por 1ltimo se define
lo que es una Propiedad de Whitney, reversible, fuerte reversible y secuencial fuerte reversible
de Whitney.

En el tercer capitulo se hace un estudio de las diferentes propiedades que involucran los tipos
de puntos mencionados en el capitulo 2, se muestran cudles de ellas son propiedades de Whitney,



II

reversibles, fuerte reversibles y secuencial fuerte reversibles de Whitney y para las que no lo son,
se dan diferentes ejemplos
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicién. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Un subcontinuo
de un continuo X es un continuo que es un subconjunto de X.

Para un continuo X los hiperespacios que se consideran en este trabajo son los siguientes:
2X¥ = {AC X : Aes cerrado y no vacio}

C(X)={Ac2%: Aes conexo}

Como podemos observar, cada elemento de C'(X) es un subcontinuo de X, y ademds C'(X)
es subconjunto de 2% por lo que es suficiente dotar a 2% de una métrica.
La métrica es conocida como la métrica de Hausdorff.

1.2 Definicién. Sea X un continuo con métrica d. Dados € > 0, x € X v A € 2%, se definen:

(1) La bola abierta de radio ¢ y centro en x como:

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < e}

(2) La Nube de radio € y centro en A como:

N(A,e) ={q € X : existe x € A tal que d(z,q) < €}

(3) Dados A, B € 2%, se define la métrica de Hausdorff de A a B como la funcién H :
2% x 2X — R, dada por:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(4,¢)}

Observemos que si X es un continuo y A, B € X, tales que A C B, entonces se tiene que
A C N(B,e).

1.3 Teorema. Sean X un continuo, ¢ > 0y A € 2%,
(i) Si U es un abierto en X tal que A C U, entonces existe § > 0 tal que N(4,9) CU.
(ii) Para cualquier 6 > 0 tal que d < ¢ se tiene que N(A4,d) C N(4,¢).

Demostracion. Sean X un continuo y € > 0.
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(i) Sean A € 2% y U un abierto en X tal que A C U. Note que A y X \ U son cerrados
en X y asf compactos. Ademds como AN (X \ U) = 0, se tiene que d(4,X \U) > 0. Se
propone que § = w. Sixz e N(A,J), entonces existe a € A tal que d(a,z) < §. Asi,
x € B(a,d). Suponga que xz ¢ U, asi que x € X \ U; luego d(A, X \ U) < d(a,x). Asi
d(A, X \U) < 6, esto es una contradiccién. Por lo tanto, z € U.

(ii) Siz € N(0,A), existe a € A tal que d(a,z) < ¢, luego d(a,z) < ¢, es decir, z € N(4,¢).
Por lo tanto, N(A,d) C N(4,¢).

O
1.4 Teorema. [2, Teorema 2.2] La funcién H es una métrica en 2%

1.5 Definicién. Dado un subconjunto A de un continuo X. Consideremos las siguientes sub-
colecciones del hiperespacio 2X.

A(A)={Be2¥X:BC A},
[(A) ={Bec2*:AnB #0}.
A las clases A(A) y T'(A) les corresponden propiedades bésicas como las siguientes.
1.6 Teorema. Sean X un continuo y A un subconjunto de X.
(1) Si A es un abierto en X, entonces A(A) y I'(A) son abiertos en 2.
(2) Si A es un cerrado en X, entonces A(A) y I'(4) son cerrados en 2%.

Demostracion. (1) Sean B € A(A) y x € BN A, como A es abierto en X, existe e > 0 tal

que Bx(z,e) C A. A continuacién se muestra que Byx (B,e) C A(A). Sea C € Byx (B, ¢).
Luego H(B,C) < ¢, se tiene que B C N(C,¢), luego existe y € C tal que d(z,y) < ¢, asi,
y € Bx(wz,e) C A. Luego, y € CN A asi, CN A # (. Por lo tanto, C' € A(A). Asi, A(A) es
abierto en 2.
Se prueba a continuacién que I'(A) es abierto en 2X. Sea B € I'(A). Por el Teorema
inciso (i), existe € > 0 tal que N(B,e) C A. Se probard que Byx(B,e) C T'(A). Sea
C € Byx(B,¢), entonces H(B,C) < e. Se tiene que C C N(B,¢). Luego C C A. Asi
C € T'(A). Por lo tanto, para cada B € I'(A) existe € > 0 tal que Box (B,e) C I'(A), es
decir, T'(A) es abierto en 2.

(2) Primero note que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) BeT(4),

(b) BN(X\ A4) =0,
(c) BEAX\A),

(d) Be2X¥\A(X\ A).

De estas condiciones se obtiene la igualdad T'(4) = 2% \ A(X \ 4). Como A es cerrado en
X, se tiene que X \ A es abierto en X y por (1) se tiene que A(X \ A) es abierto en 2% y
ast, I'(A) es cerrado en 2%,
Se ve a contiuacién que A(A) es cerrado. Para esto se probara que 2% = A(A)UT(X \ A).
Sea B € 2% luego BNA=00oBNA#(.Si BNA={,entonces B C (X \ A). Luego,
B eT(X\A).Si BNA#0, entonces B € A(A). Asf 2%X C A(A)UT(X \ A). La otra
contencién es trivial. Como X \ A es abierto en X, por (1) de este teorema I'(X \ A) es
abierto en 2% y como A(A) = 2% \ I'(X \ A), se sigue que A(A) es cerrado en 2X.

O

1.7 Proposiciéon. Sea f: X — Y una funcién continua y abierta, entre los continuos X y Y,
entonces g : 2¥ — 2% dada por g(A) = f~1(A) es continua, para cada A € 2Y.
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Demostracion. Sea U abierto en X. Por demostrar que ¢~ (T'(U)) y ¢~ (A(U)) son conjuntos
abiertos en 2V,

Primero veamos que g~ (I'(U)) es abierto.

Sea A € g~ }(T'(U)), entonces g(A) € T'(U), por lo que f~1(A) € T(U), es decir, f~1(A) C U.
Denotemos V =Y\ f(X \ U). Notemos que V es abierto en Y, pues como f es cerrada por ser
funcién entre continuos, se tiene que f(X \ U) es cerrado en Y, porque X \ U es cerrado.
Afirmamos que A € T'(V) C g 1(I'(U)). Notemos que f~1(A) C U, entonces f(X \U)N A =0,
asi ACV, porlo que A e T'(V).

Ahora, sea B € I'(V), entonces B C V, por lo que BN f(X \U) =0, asi f~1(B) C U, de ah{
que f~1(B) € T'(U), por lo tanto, g(B) € T'(U), luego B € g~ Y(T'(U)).

Asi T(V) es un abierto en 2% tal que A € T'(V) C g~ }(T'(U)). Por lo tanto, g~ (I'(U)) es abierto
en 2%,

Para demostrar que g~'(A(U)) es abierto, sea A € g~*(A(U)), entonces g(A) € A(U), es decir,
f7H(A)NU # 0. Denotemos V = f(U), observemos que V es abierto en Y ya que f es abierta.
Afirmamos que A € A(V) C g~ 1(A(U)).

Sea a € f71(A)NU, entonces f(a) € Aya€ U, ast AN f(U) # 0, es decir, ANV # ), por lo
que A € A(V).

Por otro lado, sea B € A(V), entonces BNV # (), es decir, BN f(U) # 0, por lo que existe
be BNf(U),asi b€ By existe u € U tal que f(u) = b, por lo que f(u) € B, luego u € f~1(B),
asfu € UNf~Y(B), por lo tanto, f~1(B)NU # 0, es decir g(B)NU # (), por lo cual g(B) € A(U),
lo cual implica que B € g~ 1(A(U)).

Asf, A(V) es un abierto en 2% tal que A € A(V) C g~ *(A(U)), por lo tanto, g~ *(A(U)) es
abierto en 2%.

Como la unién de los conjuntos T'(U) y A(U) forman una subbase para la topologia de Vietoris
en 2%, se tiene que g es una funcién continua. O

El siguiente teorema es muy conocido en la teoria de continuos, en este trabajo no se dara
una demostracién, pero puede ser consultada en [5].

1.8 Teorema (Golpes en la frontera). Sean X un continuo y U un subconjunto propio de X
abierto y no vacfo. Si K es una componente de Clx (U), entonces K N frx(U) # 0.

Este resultado nos sera 1til para demostrar el siguiente lema.

1.9 Lema. Sean X un continuo y B C X un subcontinuo propio. Si V' es un abierto en X tal
que B C V, entonces existe un subcontinuo K de X tal que BC K C V.

Demostracion. Sea p € V' \ B. Note que X es un espacio normal por ser métrico y compacto,
luego existe U abierto en X tal que B C U C Clx(U) C V \ {p} € V. Sea K la componente
conexa de Clx (U) que contiene a B. Obsérvese que K es un continuo, se sigue por Teorema
que KN frx(U) # 0. Como BN frx(U) =0 yaque B C Clx(U),setieneque BC K CV. O

1.10 Teorema. Sean X un continuo y A, B subcontinuos de X tales que A C B. Entonces
existe un subcontinuo C' de X tal que A C C C B.

Demostracion. Consideremos un punto p € B\ A. Como A es un subcontinuo propio de By
B\ {p} es un abierto de B que contiene a A, por el Lema [1.9 existe un subcontinuo C' de B y
asi de X tal que A C K C B. O

1.1. Espacios de descomposicion

1.11 Definicién. Sea X un espacio topoldgico, no vacio. Sea & una coleccién de subcon-
juntos de X, no vacios, mutuamente disjuntos tales que |J2 = X. Sea 7(2) = {U C 2 :
(JU es un abierto en X}.

El espacio (2,7(2)) es llamado espacio de descomposicién de X.
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Obsérvese que 7(2) es una topologia y es llamda la topologia de descomposicién.

1.12 Definicién. Sean (X, 7), (Y, n) espacios topoldgicos. Una funcién suprayectiva f : X — Y
es llamada funcién cociente si 7 es la topologia mas grande para Y tal que f es continua.

La funcién p : X — & que manda a un punto z al tnico miembro de Z que contiene a x
es una funcién cociente. Notemos que p es una funcién suprayectiva.

1.13 Ejemplo. (El espacio X/A). Sea X un espacio topoldgico, y sea A un subconjunto
cerrado y no vacio de X. Sea Z4 la particién de X dada por

Du = {AYU{{z} 2 € X\ A).

Denotamos el espacio de descomposiciéon como X/A. Intuitivamente pensamos en X/A como
el espacio obtenido de X al reducir A a un punto. Si X es un continuo, entonces X/A es un
continuo.

1.14 Proposicién (Lema de la transgresién). Sean X, Y, Z espacios topolégicos. Sea f: X —
Y una funcién cociente y sea g : X — Z una funcién continua. Si g es una funcién constante
en cada fibra f~1(y), para cada y € Y, entonces existe una funcién continua l : Y — Z tal que

lof=g.

Demostracion. Definimos [ : Y — Z como sigue: para cada punto y € Y fijamos un punto
x € f~(y) y definimos I(y) = g(z).

Obsérvese que para cada y € Y, I(y) estd bien definida ya que g es constante en el conjunto
f~Y(y). Por otra parte observe que para todo x € X, I(f(x)) = g(z), es decir lo f = g.

Para ver que [ es continua, sea U abierto en Z, se tiene que (Lo f)~1(U) = f~1(17*(U)) es
abierto en X, como f es una funcién cociente, entonces [=1(U) es abierto en Y. Por lo tanto, [
es continua. O

1.2. Funciones mondétonas y atomicas

1.15 Definicién. Una funcién continua y suprayectiva entre espacios topologicos, f: X — Y,
es mondtona si, para cada punto y € Y, se tiene que f~!(y) es conexo.

1.16 Teorema. Para una funcién continua y suprayectiva entre continuos, f : X — Y, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(

1) f es mondtona;
(2) Para cada subconjunto conexo, C' de Y, f~(C) es conexo; y

(3) Para cada subcontinuo, C de Y, f~1(C) es un subcontinuo de X.

1.17 Definicion. Una funcién f : X — Y entre continuos es una funcién atémica si
fL(f(A)) = A, para cada A € C(X) tal que f(A) no es degenerado.

1.18 Definicién. Un subcontinuo 7' de un continuo X es terminal si cada subcontinuo de X
el cual intersecta a Ty su complemento debe contener a 7.

1.19 Teorema. Sea f: X — Y una funcién continua y suprayectiva. Entonces f es atémica
si y sélo si, para cada y € Y f~1(y) es un subcontinuo terminal en X.

Demostracion. =]Supongamos que f es atémica. Sea y € Y. Por demostrar que f~!(y) es un
subcontinuo terminal.

Primero notemos que f~!(y) es cerrado no vacio, pues f es continua.

Ahora veamos que f~!(y) es conexo. Supongamos que f~1(y) = M UN, donde M y N son
subconjuntos de X cerrados, no vacios y ajenos.
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Como X es normal, existen U y V abiertos, ajenos en X, talesque M CUy N CV.Seanz € M
y K la componente de U tales que z € K. Por el teoremaKﬂfr(U) #0.Seaz € KN fr(U),
notemos que f(z) = y. Supongamos que f(z) = y, entonces z € f~*(y) = MUN. Si z € M,
entonces z € M N fr(U), es decir, para todo W abierto que tenga a z se tiene que WNU # 0 y
WN(X\U) # 0. En particular, UNU # 0 y UN (X \ U) # 0, esto 1ltimo es una contradiccién.
Ahora si z € N, entonces z € N N fr(U), es decir, para todo W abierto en X que contenga a
2, se tiene que W NU # )y W N (X \U) # 0. En particular esto se cumple para V, lo cual
es una contradiccién pues V NU = . Por lo tanto, f(z) # f(x), asi f(K) es no degenerado
y por hipétesis se tiene que f~!(f(K)) = K. Como x € K, entonces f(r) =y € f(K), luego
y € f(K), entonces f~1(y) C fH(f(K)) = K, es decir, f~!(y) = MUN C K C U, por lo que
N C K CU, entonces N = K NN = {), lo cual es una contradiccién.

Esto demuestra que f~!(y) es conexo y por lo tanto un subcontinuo de X.

Ahora veamos que f~!(y) es terminal en X. Sea W € C(X) tal que WN f~1(y) # 0y WnN(X\
f~1(y)) # 0. Por demostrar que f~1(y) C W.

Seax € WN f~1(y), entonces f(z) € f(W)y f(z) =y, por lo que y € f(W). Por otra parte, sea
z e WN(X\f(y)), entonces f(z) € f(W)y f(z) # y, por lo que f(W) es no degenerado, luego
Y f(W)) = W, ya que f es atémica y como y € f(W), entonces f~1(y) C f~Hf(W)) =W,
asi f~1(y) € W. <] Supongamos que para cada y € Y, f~1(y) es un subcontinuo terminal. Por
demostrar que f es atémica.

Sea K € C(X), tal que f(K) es no degenerado. Por demostrar f~1(f(K)) = K. Como f es
suprayectiva, se tiene que K C f~1(f(K)). Ahora, sea x € f~1(f(K)), entonces f(x) € f(K),
por lo que existe z € K tal que f(z) = f(2),luego z € f~1(f(K)),y como f(K) es no degenerado
existe y € K tal que f(y) # f(z). Asi, z € KN f~Yf(K)) yy € KNn(X\ fY(f(K)), y por
ser f~1(f(K)) es terminal en X, entonces f~1(f(K)) C K. Por lo tanto, f~1(f(K)) C K. Asf
fY(f(K)) = K y por lo tanto, f es atémica. O

1.3. Tipos de puntos en un continuo
1.20 Definiciéon. Sea X un continuo. Diremos que un punto p € X es:

a) no separante, si para cualesquiera dos puntos a,b € X \ {p} existe un subcontinuo de
X\ {p} tal que a,b € K.

b) orilla, si para cada ¢ > 0 existe un subcontinuo K de X tal que p ¢ Ky H(X, K) < ¢;

c¢) de no corte, si X \ {p} es conexo.

1.21 Proposiciéon. Sea X un continuo y p un punto en X. Si p es un punto no separante,
entonces es un punto orilla.

Demostracion. Sea £ > 0, tomemos un conjunto finito {1, 22,...,2,} € X \ {p} tal que X =
U B(x;,¢) (esto se puede hacer pues la coleccién {B(x,¢) : € X} es una cubierta abierta de
§1y X es compacto y conexo). Ahora sea ¢ € X \ {p} y para cada i € {1,2,...,n} tomemos
A; € C(X) tal que ¢,z; € A; C X\ {p}. Sea A= LnJ A;, se tiene que A € C(X), AC X\ {p}y

i=1
H(X,A) <e. Por lo tanto, p es un punto orilla de X. O

En la Figura 1, el punto p es un punto orilla y no es un punto separante.
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1.22 Proposicién. Sea X un continuo y p un punto en X. Si p es un punto orilla, entonces es
un punto de no corte.

Demostracion. Si p es un punto de corte, entonces X \ {p} = U UV, donde U,V son abiertos,
ajenos y no vacios en X. Sean x € U y y € V. Sea ¢ > 0 tal que € < dist(x,V) y e < dist(y,U).
SiAeC(X)y AC X\ {p} entonces ACU o0 ACV.

Si A C U, entonces p(y,a) > ¢, para todo a € A.

Si A C V, entonces p(z,a) > ¢, para todo a € A. Por lo que p no es punto orilla de X y esto
concluye la prueba. O

En la Figura 2, el punto ¢ no es un punto de corte y no es un punto orilla.

L 2
e m--

Consideremos los siguientes conjuntos:
nsep(X) = {x € X : x es un punto no separante}

neut(X) = {z € X : x es un punto de no corte}
or(X)={x € X : x es un punto orilla}
Asi, de las proposiciones anteriores se tienen las siguientes contenciones:

nsep(X) C or(X) C neut(X)

En general un punto orilla no es un punto no separante y un punto de no corte no es un
punto orilla. Pero existen espacios en los que estos conceptos son equivalentes.



1.3 Tipos de puntos en un continuo 7

1.23 Definicién. Un espacio X es semilocalmente conexo en un punto p € X si para cada
abierto U de X con p € U, existe una vecindad abierta de p, V' C U tal que X \ V tiene un
nimero finito de componentes.

Un continuo es semilocalmente conexo si lo es en todos sus puntos.

1.24 Teorema. Los continuos localmente conexos son semilocalmente conexos en todos sus
puntos.

Demostracion. Sean X un continuo localmente conexo y p un punto en X. Sea V un abierto
en X tal que p € V. Para cada x € X \ V tomemos un abierto y conexo V,, tal que z € V,, C
V C X\ {p}. Por la compacidad de X \ V existen n € Ny zy,...,7, € X \ V tales que
X\ X CV,,U,...,UV,, .

Sea W =X\ (V,U,...,UV,, ),entoncespe W CVy X\W=V,U,...,UV, .

Para cada i € {1,...,n} sea C; la componente de X \ W que contiene a V,,,, asi X \ W tiene a
lo més n componentes. O

1.25 Proposiciéon. Si A es un subconjunto que tiene sélo un numero finito de componentes,
de un espacio X y = € int(A), entonces x € int(C), donde C es la componente de A que tiene
ax.

Demostracion. Sean C1,...,C, las componentes de A. Supongamos que xz € C7. Obsérvese que

n
U C; es un subconjunto cerrado de X.
=2

Denotemos V = int(A) N (X \ U C;), es claro que V es un subconjunto abierto de X tal que

1=2
r€VyV CA Masaun, V C (.

Se concluye que x € int(Cy). O

1.26 Proposiciéon. Sea X un continuo semilocalmente conexo. Si p es un punto de no corte de
X, entonces p es un punto no separante de X.

Demostracion. Sean a,b € X \ {p}. Por demostrar que existe H € C(X) tal que a,b € H y
p¢H.

Definimos C, = {y € X : existe H, € C(X) tal que a,y € H, y p ¢ Hy}. Note que C, # () pues
a € C,. Veamos que C, es abierto en X. Sea z € C,, entonces existe H, € C(X) tal que
a,2€ H, yp¢ H,, por lo que p € X \ H, que es un abierto, y dado que X es semilocalmente
conexo, existe V abierto en X tal que p € V C X \ H, y X \ V tiene un ndmero finito de
componentes, digamos C1, ..., Cy.

Obsérvese que V C X \ H,, entonces H, C X \V,y como H, es conexo, entonces estd contenido
en alguna componente de X \ V, digamos C; para algin ¢ € {1,...,n}.

Note que z ¢ V, entonces z ¢ V, asf 2 € X \V C X\ V, asf z € int(X \ V) y ademéds z € C;, ya
que z € H,, de la proposicién se sigue que z € int(C;). Por demostrar que int(C;) C C,,.
Sea w € int(C;), entonces w € C;. Note que C; es conexo y cerrado en X \ V, como X \ V es
cerrado en X, entonces C; es cerrado en X y asi compacto, por lo que C; € C(X) con a,w € C;
y x ¢ C;, asl w € C,. Por lo tanto, int(C;) C C,. Asi z € int(C;) C C,, luego C,, es abierto en
X.

Ahora veamos que (X \ {p}) \ C, es abierto en X. Sea z € (X \ {p}) \ C,, notemos que C,
es abierto y z € C,. Por demostrar que C, C (X \ {p}) \ Cu. Sea w € C,, supongamos que
w ¢ (X \ {p}) \ Ca, entonces w =p o w € C,.

Si w = p, entonces p € C, lo cual es una contradiccion.

Si w € C,, entonces existen H,,, H!, € C(X) tales que z,w € Hy, y a,w € H) y p ¢ H,,
p ¢ H!,. Observemos que H,, U H, € C(X) tal que a,z € H,UH!, y p ¢ H, UH,, por lo
que z € C,, lo cual es una contradiccién. Se concluye que w € (X \ {p}) \ C4, por lo tanto

C. C (X\{p})\Ca
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Tenemos que C, es abierto y cerrado en X \ {p}. Dado que X \ {p} es conexo se tiene que C, = 0)
o C, = X \ {p}, pero C, # 0, entonces C, = X \ {p}, por lo que b € C,, asi existe H € C(X)
talquea,be Hyp¢ H. O

En particular, en un continuo localmente conexo los puntos no separantes, puntos de no corte
y puntos orilla son los mismos.



Capitulo 2

Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney constituyen una herramienta muy importante para estudiar la es-
tructura de los hiperespacios; uno de los resultados fundamentales en la teoria de hiperespacios
garantiza la existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio de los subcontinuos de un
continuo, en este capitulo daremos una demostracién de este resultado y con la ayuda de las
funciones de Whitney demostraremos las existencia de arcos ordenados.

2.1 Definicién. Sea X un continuo. Una funcién de Whitney para el
hiperespacio 2% es una funcién continua g : 2% — [0, 1] tal que

(1) para cada z € X, u({z}) =0y;
(2) para cada A, B € 2% tales que A C B, tenemos que u(A) < u(B).

Una funcién de Whitney para el hiperespacio C(X) es una funcién continua de C'(X) en
[0,1] que satisface las condiciones

(1) paracada z € X, u({z})=0y;
(3) para cada A, B € C(X) tales que A C B, tenemos que pu(A) < u(B).

Notemos que la restriccién a C(X) de una funciéon de Whitney para 2% es una funcién de
Whitney para C(X).

2.2 Teorema. Todo continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de continuos.

Demostracion. Sea X un continuo y consideremos un conjunto, {p, : n € N}, denso en X. Para
cada n € N, considérese la funcién continua f,, : X — [0, 1] dada por f,(z) = m, para
cada x € X. Luego definase ju,(K) = didmyy 1) f,(K), para cada K € C(X). Note que ésta
es una funcién continua. Aplicando el criterio M de Weiestrass es posible definir una funcién
continua p : C(X) — [0, 1], para cada K € C(X), como

M(K) — Z ,U/nQ(:()

Se afirma que p es una funciéon de Whitney.

= (i) Dado = € X, tenemos que pu,({x}) = didmy 1) fn({z}) = didmp11{fn(x)} = 0, para
cada n € N. Como cada uno de los sumandos de la serie “"2# es nulo se sigue que

u({e}) = 0. "
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= (ii) Sean K,L € C(X), con K C L. Para todo n € N ocurre que f,(K) C f,(L) vy, por lo
tanto p, (K) = didmjg 1) fr (K) < didmyg 11 fn (L) = pn(L). Asi, para ver que pu(K) < pu(L)
bastard demostrar que i, (K) < pum (L) para algin m € N.
Escéjase un punto z € L\ K y € > 0 tales que d(z, K) > . Dado que el conjunto {p, :
n € N} es denso n X, es posible hallar m € N tal que d(z, p,,,) < §5. De aqui que, TIE/Q <
m = fm(z). Luego, para todo y € K se tiene que d(y,pm) > d(y,x) — d(z, ppm) >

e¢—e/2. En consecuendia, fp,(y) = 1+d(71;,pm) < 1+1:~:/2 < fm(2) y ast, max fp, (K) < fm(z) <
méx f, (L). Como K C L implica minf,,(K) > minf,, (L) se sigue que, didmjg 1) fm (K) =
méx f, (K) — minf,,, (K) < méxfy,(L) — minf,, (L) = didmg 1) fm (L), esto es, pm(K) <
tm (L). De esta forma se verifica que u(K) < p(L).

Con todo p es una funcién de Whitney.

O

2.3 Proposicién. Si A y B son subcontinuos de X tales que A C B, p: C(X) — [0,1] es
una funcién de Whitney y ¢t € [u(A), u(B)], entonces existe E € C(X) tal que AC EC By

w(E) =t.

Demostracion. Sea A= p~1([t,1])N{D € C(X): A C D C B}. Como p es una funcién continua
se tiene que 1 ([t, 1]) es cerrado en C(X) y por la Proposicién {DeC(X): ACDC B}
es cerrado en C'(X), por lo tanto A es cerrado en C(X) y en consecuencia compacto. Dado que
B € A se tiene que A # (), de manera que p alcanza su minimo en A, es decir, existe £ € A tal
que p(E) < p(D) para todo D € A.

Ahora, sea B = p~1([0,t])) N {D € C(X) : A C D C E} por el mismo argumento anterior
B es compacto y como A € B se tiene que B # ), as{ u alcanza su méximo en B, es decir, existe
F € B tal que p(D) < u(F) para todo D € B.

Si u(E) =t 6 u(F) = t podemos tomar a C = E 6 C = F y terminamos. Supongamos
entonces que pu(F) <t < p(E), como F' C E (Por definicién de B) por el Teorema existe
GeC(X)talque AC F C G C FEypor tanto u(F) < u(G) < u(E). Si u(G) > t, entonces
G € A por lo que pu(G) < u(FE) contradiciendo el hecho de que u(F) < u(D) para todo D € A.
Ahora, si u(G) < t entonces G € B y por tanto u(G) < p(F) contradiciendo el hecho de que
w(D) < p(F) para todo D € B. Asi, u(G) =t y podemos considerar C' = G.

O

2.1. Niveles de Whitney

2.4 Definicién. Sean X un continuo, p : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney y ¢t €
[0, 1(X)], el nivel de Whitney para C(X) en t es el conjunto pu~1(t).

2.5 Teorema. Si X es un continuo y g una funcién de Whitney para C'(X), entonces los niveles
de Whitney para C'(X) son continuos.

Demostracion. Sea &/ = p~1(t) un nivel de Whitney. De la definicién es claro que &/
es cerrado en C(X) y por lo tanto compacto. Resta probar que & es un conjunto conexo.
Supongamos que no lo es, entonces existen J# y J# conjuntos cerrados, ajenos y no vacios en
o tales que & = UK .

Sean Hy = J{H : H € '} y Ko = U{K : K € #}. Notemos que cualquier elemento de ¢
estd contenido en Hy, por lo que Hy no es vacio. Similarmente K no es vacio. Ademas Hy y
K, pertenecen a 2.

Veamos que X = Hy U Kj.

D] Dado que Hy y Kj son subconjuntos de X se tiene que su unién es un subconjunto de X.
C] Sea z € X, entonces existe A € C(X) tal que x € Ay u(A) =t, esdecir A € o7, asi A € A
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o . Se sigue que x € Hy U Kj. Por lo tanto, X C Hy U K.

Veamos que Hy N Ky = . Supongamos que y € Hy N Kg, entonces existen H € ¢ y K €
tales que y € H N K. Entonces existe « : [0,1] — & una funcién continua tal que a(0) = H y
a(l) = K. Observemos que «([0,1]) es conexo en &/ y ademds intersecta a . y a £, lo cual
es una contradiccién ya que S y £ son ajenos.

Asi HyN Kq = 0. Entonces Hy y Ky es una separacién de X, lo que contradice que X es un
continuo. Por lo tanto, &7 es conexo.

Asi, se tiene que &/ es un continuo. O

2.2. Arcos ordenados

2.6 Definicién. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que A C B. Una funcién continua
a:[0,1] — 2% se llama arco ordenado de A hasta B si cumple lo siguiente:

(1) a(0)=Aya(l)=B;y
(2) Siw,v € [0,1] tales que u < v, entonces a(u) C a(v).

Obsérvese que la condicién (2) dice que la funcién « es inyectiva, asi a es un homeomorfismo
sobre su imagen.
Ahora podemos preguntarnos si dados A, B € 2%, tales que A C B jexiste un arco ordenado en
2X de A hasta B?
La respuesta es no.
Por ejemplo sean A = {p} y B = {p,q}. Note que A C By A # B. Supongamos que « :
[0,1] — 2% es un arco ordenado de A hasta B.
Podemos observar que para todo t € (0,1), {p} € a(t) € {p, ¢}, pero esto es una contradiccién
va que a(t) € P({p,q}) = {0, {p}. {a}, {p, a}}.
Sin embargo si restringimos la funcién a C(X) si se puede garantizar la existencia de arcos
ordenados, como lo dice el siguiente teorema.

2.7 Teorema. Para todo A, B € C(X) tales que A C B existe un arco ordenado en C(X) de
A hasta B.

Demostracion.

Sea p : C(X) — R una funcién de Whitney. Sea D = {t € Q : pu(4) < t < pu(B)} U
{u(A), u(B)}. Se tiene que D es un conjunto numerable. Consideremos una numeracién para
D, digamos D = {ry,72,73,...} donde 1 = p(A), ro = u(B) y r; #1j sii # j.

Afirmacién 1: Existe una sucesién {A,}52, en C(X) tal que para cadan € N, u(A4,) =r, y
si r, < rpm, entonces A, C A,,, ademas A= A; y B= As.

Prueba: Denotemos A; = A, Ay = B, por la proposiciéon existe A3 € C(X) tal que
A1 C A3 C Asy u(Az) = 3.

Supongamos que hemos determinado n subcontinuos de X, Aj, As, ..., A, con las propiedades
mencionadas en la afirmacién, es decir, u(A4;) = r; y sir; < rj, entonces A; C A;. Existen tinicos
i,j € 1,...,n} tales que r; < rpq1 < 1}, luego tenemos que A; C A; y rpq1 € [(As), u(A4;)],
asi, por la proposicién existe un subcontinuo A,4; de X tal que 4; C A,qy1 C Ay
p(Apt1) = rny1. Se sigue que Ay, As, ..., Ay, Ay son n + 1 subcontinuos de X con las pro-
piedades mencionadas en la afirmacion.

Esto demuestra por induccién la afirmacién. Observe que, para cadan € N: A C A, C B.
Denotemos &7 = Cleo(x){An : n € N}.

Afirmacién 2: Para todo F,F € o/ talessque ECFoFCEyACECB.

Prueba: Sean E,F € </, entonces existen dos sucesiones de ndmeros naturales {n;}32, y
{mi}32, tales que limA,, = Ey limA,,, = F. Consideremos las sucesiones de nimeros reales
{1521 ¥ {rm, 1321 Note que para cada k € N se tiene que 1, < Ty, O Ty, < Ty, ¥ dado
que los naturales son un conjunto infinito, existe una sucesién {k; }‘7";1 tal que para todo 7 € N :
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T, < Tmy, O para todo j € N: T, < Ty, -

kj =
Supongamos que para todo j € N : T, < Ty, » POT cémo elegimos la sucesion {4, }22 ; se tiene
que A, G Am, , luego limAy, = G limAp, , asi EC F.

Analogamente 51 suponemos que para todo jeN: Ty, < Ty, s obtenemos que F' C E.

Para demostrar que A C E C B, ndtese que para cada k € N r1 < 1y, < 79, por lo que
A C A, C Ay, luego limA; ClimA,, C Ay, asi AC EC B.

Afirmacién 3: Existe un arco ordenado « : [0,1] — C(X) tal que «([0,1]) = &.

Prueba: Tenemos que p : C(X) — [0, 1] es una funcién de Whitney. Probaremos que la funcién
W+ & — [r1,72] es un homeomorfismo, donde ry = pu(A) y ro = u(B).

Veamos que ji|, es una funcién inyectiva.

Sean U,V € of tales que U # V, por Afirmacién 2 se tiene que U C V o V C U, luego por
la definicién de funcién de Whitney se tiene que po(U) < p1or (V) 0 1o (V) S o (U), ast
t1er (U) # pyer (V).

Por lo tanto p. es inyectiva.

Veamos que |, es sobreyectiva, es decir, veamos que pu(%/) = [r1,72].

Como para todo F € & : A C E C E, se tiene que u(«) C [r1,r2]. Ahora sea t € [r1,72],
entonces existe {r,, }72; sucesién en el conjunto {r, : n € N} tal que limr,, = t. Por la
compacidad de C(X) la sucesién {A,, }32, tiene una subsucesién convergente a E € C(X),
digamos {Ank_j} se tiene que E € &7. Ademds p(E) = limAy, = limry, = t. Por lo tanto,
p( ) = [r1,72]-

Tenemos que fig : &/ — [r1,72] es una biyeccién continua entre un espacio compacto y un
espacio de Hausdorff, asf y1),, es un homeomorfismo.

Consideremos un homeomorfismo creciente ® : [0, 1] — [rq,r2].

Definimos o = (MW)*I o® :[0,1] — &, notemos que « es un homeomorfismo y ademds
0(0) = (or) 1 (D(0)) = (s100) (1) = A ¥ (1) = (1) (®(1)) = (p10) " (r2) = B.

Ahora sean s,t € [0, 1] tales que 0 < s < t < 1, entonces ®(s) < ®(¢), ya que P es creciente.
Sea C = ,ul_;(q)( s)y D = Mw(@(t))? se tiene que p(C) = P(s) y u(D) = ®(¢), asl que
u(C) < (D).

Obsérvese que C, D € &/, por lo que C C D o D C C, pero D C C no puede ocurrir ya que p
es funcién de Whitney y p(C) < p(D). Por lo tanto, C C D, es decir a(s) C a(t).

Asi, « es un arco ordenado de A hacia B tal que «([0,1]) = &7. O

0o
j:]a

2.8 Teorema. Sean p una funcién de Whitney para el hiperespacio C(X) de un continuo X
yt>0.Si Ay B son elementos del nivel u=1(¢) tales que A # By AN B # (), entonces para
cada subcontinuo F de AN B existe un arco v en p~1(t) con puntos extremos A y B tal que
para cada K € yse tieneque EC Ky K C AUB.

Demostracion. Sean A, B € u~!(t) como en las hipétesis. Note que A, B € C(X)y ANB € 2¥.
Sea K un subcontinuo de AN B, por lo que K C AN B C A, asi que, por el Teorema, existe
un arco ordenado oy : [0,1] — C(X) de K hasta A. De hecho se tiene que oy : [0,1] — C(A).
Anilogamente existe un arco ordenado as : [0,1] — C(B) de K hasta B.
Nétese que para todo u, v € [0, 1], a1 (u) € C(A) y aa(v) € C(B), por lo que a1 (u)Uas(v) € AUB
y entonces aq (u) U az(v) € C(AU B).
Fijemos r € [0, 1] y consideremos a; (1) U (w) para todo w € [0, 1], entonces oy (r)Uas : [0,1] —
C(AU B), ademés

a1(r)Uaz(0) =a1(rUK CAUK = A

es decir, aq (1) Uaz(0) C A, luego p(ar(r)Uasg(0)) < u(A) = t. Por otra parte, B C ay(r)UB =
ai(r)Uas(1), ast que t = u(B) < plan(r)Uaz(1)). Sea J = [u(on (1) Uaz(0)), plea (r) Uaz(1))],
entonces t € J.

Obsérvese que o (a1(r) Uag) : [0,1] — J es una funcién continua y por el teorema del valor
intermedio, existe s € [0, 1] tal que p(aq(r) U as(s)) = t.

Notemos que s depende de r, asi que en general, para cada r € [0, 1] existe s, € [0,1] tal que
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plag (r) Uas(s,)) =ty por lo tanto ay(r) U as(s,) € u= () N C(AU B).
Afirmamos que la funcién v : [0,1] — g~ N C(A U B) definida como

V() = au(r) Uas(sy)

es un arco de B hasta A, cuya imagen esta contenida en pu'~(t) N C(AU B).
En efecto, v(0) = al(O)Uag(so) C KUB = B, luego t = u(y(0)) < u(B) = t, de donde v(0) = B.
Por otro lado, (1) = a1 (1) Uas(s1) = AUag(sl) D Aasiquet=p(A) < pu(y(1)) =t, entonces

~v(1) = A.

Sélo falta verificar que v es una funcién continua.

Sean g € [0,1] y {qn}22; C [0, 1] tales que ¢, — q.

Observe que para cada g, existe sq4, € [0,1] tal que p(a1(gn) U aa(sy,)) = t.

Supongamos sin pérdida de generalidad que s,, — [ para algin ! € [0,1]. Tenemos entonces
dos sucesiones convergentes, ¢, — q y Sq, — [, en el intervalo [0, 1]. De la continuidad de
a1y oo tenemos que aq(gn) — ai1(q) ¥y aa(sq,) — a2(l). Por lo tanto, aq(g,) U aa(sq,) —
a1(q) U az(l), de donde

Y(gn) — a1(q) Uaa(l) ... (%)

Como t = u(vy(gn)) para cadan € Ny u(y(gn)) — a1(q) Uaz(l), entonces pu(aq(q) Uag(l) =t.
Ahorasil < sg, entonces a1 (q)Uasa(l) € ai(g)Uan(sq), ya que o y e son arcos ordenados, esto
implica que a1 (q)Uaz(l) € v(g) y como p(ai(q)Uaz(l)) = p(v(q)), entonces a1 (q)Uaz (1) = v(q).
Si s4 <1, de manera similar se concluye que a1(q) U as(l) = v(g). Luego de (*) se concluye que
¥(gn) — ¥(q). Por lo que v es una funcién continua.

2.3. Propiedades de Whitney y reversibles de Whitney

2.9 Definicién. Sea P una propiedad topoldgica. Decimos que P es una propiedad:

(i) de Whitney si cada vez que el continuo X tiene la propiedad P, entonces para cada
funcién de Whitney p para C(X) y para cada t € (0, (X)), tenemos que p~1(t) tiene la
propiedad P.

(ii) reversible de Whitney si para cada continuo X, para cada funcién de Whitney tal que
para todo t € (0,u(X)) se tiene que p~1(¢) tiene la propiedad P, entonces X tiene la
propiedad P.

(iii) fuerte reversible de Whitney si para cada continuo X para el cual existe una funcién
de Whitney tal que para todo t € (0, u(X)), u~1(t) tiene la propiedad P, entonces X tiene
la propiedad P.

(iv) secuencial fuerte reversible de Whitney si para cada continuo X para el cual existe
una funcién de Whitney y existe una sucesién {t,}22; en (0, u(X)) tal que limt, =0y
para cada n € N, u~1(t,,) tiene la propiedad P, entonces X tiene la propiedad P.

De las definiciones anteriores se deduce que:
e (iv) implica (429) y (¢i7) implica (i1).

e Si P es una propiedad de Whitney, entonces su negaciéon, —P es propiedad secuencial
fuerte reversible de Whitney.

e Si ) no es propiedad reversible de Whitney, entonces su negacién, =) no es propiedad de
Whitney.
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2.10 Ejemplo.

= La arco conexidad es una propiedad de Whitney.

= La conexidad local es una propiedad de Whitney.



Capitulo 3

Puntos en un continuo y su
relacién con las propiedades de

Whitney

En este capitulo haremos un estudio acerca de los tipos de puntos estudiados en el capitulo
2 y su relacién con las propiedades de Whitney, las propiedades reversibles, fuerte reversibles y
secuencial fuerte reversibles de Whitney.
Primero vamos a mostrar que la propiedad de tener puntos de corte no es una Propiedad
Reversible de Whitney. Esto responde negativamente a la pregunta hecha por Illanes y Nadler
en [2].

El siguiente teorema fue demostrado por Eiichi Matsuhashi, en el ané 2009. Véase [4].
3.1 Teorema. Existe un continuo Z tal que:
(i) Z no tiene un punto de corte; y

(ii) p~1(s) tiene un punto de corte para cada funcién de Whitney p : C(Z) — [0, u(2)] y
para cada s € (0, u(2)).

Demostracion. Tomemos el intervalo [0,1],entonces existe un continuo X y una funcién f :
X — [0,1] continua, abierta y monétona tal que f~'(y) es un subcontinuo terminal de X no
degenerado, para cada y € [0, 1].
Sea Z el espacio cociente obtenido de identificar f~1(1) a un punto, es decir
Z={{z}:ze X\ fYD}U{ft(1)}. Seap: X — Z la proyeccién natural dada por

{z} sio ze X\ fFL(1)
P ) s we ()

Note que p es una funcién mondtona y abierta.

Por el Lema de transgresion se tiene que existe una funcién continua l : Z — [0, 1] tal que
lop=1F.
Veamos que [ es abierta y mondtona.
Sea U un subconjunto de Z abierto, como p es continua se tiene que p~1(U) es abierto en X, luego
como f es abierta f(p~1(U)) es abierto en [0, 1]. Nétese que f(p~1(U)) = (lop)(p~1(U)) = I(U),
ya que p es sobreyectiva, asi [(U) es abierto en [0, 1], por lo que [ es abierta.
Para ver que [ es monétona, veamos que para cada t € [0, 1], [71(¢) es un subcontinuo de Z.
Sea t € [0,1], como f es mondtona se tiene que f~1(t) es un subcontinuo de X, luego como
p es continua y suprayectiva se tiene que p(f~1(t)) es un subcontinuo de Z. Obsérvese que
p(f~1(t)) = p(p~t(I71(t))) = I71(t), ya que p es sobreyectiva. Asi [~1(t) es un subcontinuo de

15
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Z, por lo que [ es mondtona.

Veamos que para cada t € [0,1],171(¢) es un subcontinuo terminal de Z, en consecuencia [ es
atémica.

Sea W un subcontinuo de Z tal que W NI=(t) # 0y W N (Z\171(t)) # (). Por demostrar que
I=1(t) Cw.

Observe que [71(t) = p(f~1(1)), asi, lo que hay que demostrar es que p(f~1(t)) C W

Sea w € I71(t) N W, entonces w € W y w € p(f~1(t)), por lo que existe z € f~ ( ) tal que
p(z) = w, asf p(z) € W, luego = € p~1 (W), se sigue que z € f~1(t) N (W)

Por otro lado, sea 2 € W N (Z \ [71(t)), entonces z € Wy z € Z \p ~L(t)), asf existe r € X
tal que p(z) =z y x ¢ f~1(t). Como z € W, entonces p(z) € W, luego = € p~+(W), por lo que
vep ' (W) X\ 17 (1).

Note que f~1(t) es un subcontinuo terminal de X y dado que p~'(W) es un subcontinuo de
X, (ya que p es mondtona), tal que p~*(W) N f=1(#) £ 0y p~*(W)N X \ f~1(t) # 0, entonces
1) Cp L (W), asi p(f~1(t)) € W. Por lo que I~1(t) C W.

Por lo tanto [~1(t) es un subcontinuo terminal de Z.

Ademds si t € [0,1), entonces [~1(t) es un conjunto no degenerado, ya que

Pl X \ f~1(1) — Z\ {f~'(1)} definida por p|X\f_1(1)(:c) = {z} es un homeomorfismo,
por lo tanto es biyectiva.

Observe que f~1(t) € X \ f~1(1), para cada t € [0,1), asi |[p(f~(¢))| = |f~(t)| y dado que
f7L(t) es no degenerado, se sigue que p(f~1(t) es no degenerado, es decir [=1(¢) es no degene-
rado.

Ahora vamos a demostrar que Z no tiene un punto de corte.

Sea z € Z, supongamos que {z} = [71(1), se tiene que
a€Z\{z}siysolosiazsiysélosiad¢l=t(1)siysélosil(a)#1siysélosil(a)e[0,1)
siy sélo si a € [71(]0,1)). Por lo tanto Z \ {z} = [7%([0,1)). Dado que [ es mondtona se tiene
que [71([0,1)) es conexo. En este caso, z no es un punto de corte.

Supongamos que z € [~1(t) para algin t € [0,1) y que 2 es un punto de corte de Z, entonces
existen abiertos, ajenos, no vacios U,V C Z tales que Z\ {z} =U UV.

Tenemos que U U {z} es un subcontinuo de Z, el cual cumple que [=(¢) N (U U{z}) # 0 ya que
2elt)NWOU{z}) y (UU{zH)N(Z\17(t)) # 0 ya que [(U) € {t} porque [(U) es abierto
en [0, 1], asf existe u € U tal que I(u) # t, luego u & I71(¢t).

Dado que [71(t) es un subcontinuo terminal de Z, se tiene que [71(t) C U U {z}. Note que
I7Y(t)\ {2} C U, ya que [71(t) es no degenerado. Similarmente se prueba que [=1(¢) \ {z} C V,
luego U NV # (b, lo cual es una contradiccién. Esto prueba que Z no tiene punto de corte.
Ahora vamos a probar que p~!(s) tiene un punto de corte, para cada funcién de Whitney nor-
malizada u : C(Z) — [0,1] y para cada s € (0,1).

Sea p: C(Z) — [0,1] una funcién de Whitney normalizada.

Sea g : C([0,1]) — C(Z) una funcién dada por g(A) = [71(A), para cada A € C([0,1]).
Notemos que g estd bien definida, ya que [ es mondtona y g es continua, ya que [ es abierta.
Tomemos la composicién po g : C([0,1]) — C(Z), la cual es una funcién continua.

Sea &7 un arco en C([0,1]) dado por la funcién & : [0, 1] — C([0, 1]) definida para cada = € [0, 1]
como: . . . )

h<x):{ -3 1-%] si 0<z<3

N RIS

Observe que p(g(/)) = [0,1], yaque u(g({1})) = (171 ((1))) = 0y pu(g([0,1])) = p(~([0,1])) =
w(Z) =1y dado que & es conexo, se tiene que p(g(<)) = [0,1].

Sea s € (0,1) y A € o tal que pu(g(A)) = s. Denotemos A = [a, ], se tiene que 0 < a < b < 1.
Por demostrar que p=1(s) = Z U ¥, donde % = {C € u~Y(s): C CI7Y([0,0))} y ¥ = {C €
ps): C I (a, 1)},

C] Notemos que %, ¥ C u~(s), entonces Z U ¥ C p=1(s).

D] Sea D € pu~(s), entonces (D) € C([0,1]), es decir {(D) es un intervalo.

1. (1) Si méx(I(D)) < b, entonces I(D) C [0,b], esto implica que D € % .
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2. (2) Si a < min(I{(D)), entonces (D) C [a, 1], por lo que D € ¥.

3. (3) Sino pasa (1) ni (2), es decir, si b < max({(D)) y min(/(D)) < a, entonces
(D)N17Y([b,1]) # 0 y I(D)N171([0,a]) # 0, por lo que I(D) contiene a [a,b] como
subcontinuo, es decir [a,b] C I(D), entonces [~!([a,b]) C I=1(I(D)), observe que I(D) es
no degenerado pues tiene al punto b y al menos un punto a la derecha de b. Dado que [ es
atémica, se tiene que [~1(I(D)) = D, por lo que [7!([a,b]) C D, entonces [~1([a,b]) = D,
va que p es funcién de Whitney, asi [(D) = I(1"!([a,b])) = [a,b], por lo que D € Z NV'.

En cualquiera de los casos se tiene que D € Z U Y.
Por lo tanto u=1(s) =% U V.

Por demostrar que ZZ N¥ = {I7!([a, b))}
C] Sea C € % NV, entonces C C 171([0,b]), C C I7Y([a,1]) y p(C) = s, asi C C I71([0,b] N
[a,1]) = 71 ([a,b]), es decir C = 171([a, b]).

2] Como (I~ ([a,b])) = s y 17 ([a,b]) € 171([0,8]) ¥ I7'([a,0]) € I7'([a,1]), se tiene que
I7Y([a,b)) e nY.

Veamos que g(A) = 171([a,b]) es un punto de corte de p~*(s), para ello demostraremos que
p=1(s) \ {g(A)} no es conexo.

Obsarve aue (6] \ fo(d)) = (% UY) {9(4)) = (% \ (g ) U 0 {9()

Recordemos que A(E) = {A € C(X): AC E} y ademés si F es cerrado en X, entonces A(E) es
cerrado en C'(X). Notemos que % = u~*(s) N A(I71(]0,b]) y dado que [0,b] es cerrado en [0, 1],
se tiene que [71([0,b]) es cerrado en Z, asi A(I71([0,0])) es cerrado en C(Z), de ahi que % es
cerrado en p~1(s).

Observe que Z\ {g(A)} € 7 = %, asi T\ (g} 1 (¥ \ {g(A)}) € 2 1 (¥ \ {g(A)}) = 0,
por lo que % \ {g(A)} N (¥ \ {g(A)}) = 0.
Similarmente se demuestra que ¥ \ {g(4)} N (Z \ {g(A)}) = 0.

Demostraremos que % \ {g(A)} #0y ¥ \ {9(A)} # 0.

Tomemos = € [71(0), como {z},171([0,b]) € C(Z), podemos tomar un arco ordenado desde {x}
hasta [71([0,b]), esto se puede ya que {z} C 171([0,d]).

Notemos que s € (u({z}), n(171([0,0]))), ya que u({x}) = 0 y como [~*([a,b]) C I71([0,d]) se
tiene que s = p(l=([a,b]) < u(1=1([0,b]). Como {x} C I71([0,b]), entonces existe M € C(Z)
tal que {x} € M C 171([0,b] y u(M) = s. Observe que M € % y ademéas M # g(A) ya que
{z} € g(A). Por lo que % \ {g(A)} # 0. Andlogamente se prueba que ¥ \ {g(4)} # 0.

Asf u=1(s)\ {g(A)} se escribe como la unién de dos de sus subconjuntos separados y no vacios,
por lo tanto no es conexo. O

Este teroema exhibe un continuo tal que todos sus niveles tienen puntos de corte, sin embargo
el continuo no tienen puntos de corte, lo cual nos dice que la propiedad de tener puntos de corte
no es una propiedad reversible de Whitney.

A continuacién daremos un ejemplo para mostrar que tener puntos de corte no es propiedad
de Whitney.

3.2 Ejemplo. Consideremos el triodo simple T'. Este continuo estd formado por la unién de tres
arcos que coinciden exactamente en un punto en comin llamado vértice, el cual es un extremo
de cada uno de los arcos. El conjunto de puntos de corte de T es no vacio, por ejemplo, el
vértice es un punto de corte de T'. Para este continuo existe una funciéon de Whitney p y existe
t € (0,u(X)) tal que u~1(t) es homeomorfo a una 2-celda, el cual no tiene puntos de corte, asi,
el conjunto de puntos de corte de pu~1(¢) es vacio. Por lo que la propiedad de tener puntos de
corte no es una propiedad de Whitney.
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Figura 3.1: Triodo simple y niveles pequenos del triodo simple.

Para mostrar que la propiedad de no tener puntos de corte no es propiedad reversible de
Whitney, y en consecuencia tampoco es propiedade fuerte reversible ni secuencial fuerte rever-
sible de Whitney, ocuparemos el siguiente resultado, el cual no demostraremos, pero se puede
consultar en [I].

3.3 Teorema. Si X es una dendrita, entonces existe una funcién de Whitney p para 2% tal
que p~1(t) es un cubo de Hilbert para cualquier ¢ € (0, u(X)). Si X es una dendrita tal que
los puntos de ramificacion de X es un conjunto denso en X, entonces para cualquier funcién de
Whitney p para C(X), p~1(¢) es un cubo de Hilbert para cualquier ¢ € (0, u(X)).

3.4 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificacion
es denso. Notemos que D3 tiene puntos de corte, a saber, los puntos de ramificacion. Luego
por el teorema tenemos que para cualquier funcién de Whitney p y para todo t € (0, u(X))
p~L(t) es un cubo de Hilbert, por lo que el conjunto p~!(¢) no tiene puntos de corte. Asf la
propiedad de no tener puntos de corte no es una propiedad reversible de Whitney.

Nr»{

1%1&%%1%1F1 L

Figura 3.2: Dendrita Djs

r,

Ahora haremos un estudio, similar al anterior, para los puntos separantes.

3.5 Teorema. Sean X un continuo, x4 una funcién de Whitney para C(X) y ¢ € (0, u(X)). Si
p € A € p~1(t) tal que no es un punto separante de X, entonces A no es punto separante de

p ().

Demostracion. Lo que se va a demostrar es que u~1(¢)\ {A} es conexo por continuos. Para esto,
sean B,C € p~1(t) \ {A} distintos, veamos que existe & € C(u~1(t) \ {A}) tal que B,C € 2.
Analizamos los siguientes casos:
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» (1) BNC ¢ A
= (2) BNAC A.

Para el caso (1) fijamos un punto x € (BN C) \ A. Por el lema existe un arco % en p~t(t)
con puntos extremos B y C tal que para cada E € & se tiene que = € E. Note que x ¢ A, asi
A # E, para todo E € . Por lo tanto, £ € C(p=1(t)\ {4}) y B,C € £Z.

Para el caso (2) tomamos puntos b € B\ Ay ¢ € C\ A. Notemos que b # ¢ pues los pun-
tos de BN C perteneces a A.
Como p € A es un punto que no separa a X, entonces b,c € X \ {p} y X \ {p} no es conexo por
continuos. Sea F € C(X) tal que b,c € E C X \ {p}. En lo que sigue analizaremos dos subcasos:
» (1.1) t < p(E); en este caso denotamos .# = C(E)Nu~1(t). Sabemos que .# € C(u1(t)),
pues A = qu}(E)(t), por lo que es un continuo y .# C p~1(t).
Tenemos que existen H, K € .4 tales que b € H y ¢ € K. Notemos que A # .#, pues
peEAyp#E,asi 4 € C(u=1(t)\ {A}). Por otra parte B,H € u~'(t) y b€ BN H, por
lo que existe un arco  en p~1(t) tal que B, H € n y para cada J € 7 se tiene que b € J,
de igual manera, como C, K € u~1(t) y ¢ € C' N K, entonces existe un arco n’ en pu~1(t)
tal que C, K € nf y para cada J' € 1/ se tiene que ¢ € J. Esto tltimo implica que A ¢ ny
Adn AsinUn Cpu=t(t) \ {A}.
Finalmente, denotemos por & = nU . Un'. Como H € n N .#, entonces n U .# es un
continuo y dado que K € . N1/, entonces .# U7’ es un continuo.
Se concluye que & es un continuo tal que B,C € & € C(u=1(t) \ {A}).

= (1.2) u(FE) < t; en este caso, notemos que B U E es un continuo pues b € BN E, ademés
E ¢ BUE, asi, considerando un arco ordenado en C(X) de E hasta BUE podemos tomar
un subcontinuo H de X tal que E C H C BUE y u(H) = t. Similarmente podemos tomar
un subcontinuo K de X talque EC K CCUFE y u(K) =t.
Notemos que b € BN H y B,H € u~*(t), asf existe un arco .£ en pu~!(¢) con puntos
extremos B y H tal que para cada L € £ se tiene que b € L. Dado que b ¢ A, entonces
A # L para cada L € &, asi & € C(p=t(t) \ {A}). De igual forma, como ¢ € C N K
y C,K € p~(t) existe un arco .’ en p~1(t) con puntos extremos C'y K tal que para
cada L' € £’ se tiene que ¢ € L'. Note que A # L para cada L' € £’ ya que ¢ ¢ A, asi
L' e Cu(t)\ {A}).
Como EC HNK y H,K € p~(t) existe un arco Z en pu~'(t) con puntos extremos H y
K tal que E C R para todo R € Z.
Denotemos & = £ U Z U .Z'". Por lo tanto, & es un continuo tal que B,C € & €

C(u=t(t) \ {A}).
O

3.6 Corolario. No tener puntos separantes es una propiedad de Whitney.

Demostracidn. Sea X un continuo tal que S(X) = 0 y sea u : C(X) — [0,1] una funcién de
Whitney. Sea t € (0,1). Por demostrar que S(u=1(t)) = 0.

Sea A € u~'(t), entonces A € C(X), por lo que existe p € A y como p no es un punto separante
de X, se tiene que A no es punto separante de p~1(¢). Ast S(u=1(t)) = 0. O

A continuacién damos un ejemplo para mostrar que tener puntos separantes no es propiedad
de Whitney.

3.7 Ejemplo. Sea el continuo 7" como se describe en el ejemplo El conjunto de puntos
separantes de T es no vacio, por ejemplo, el vértice es un punto separante de T. Para este
continuo existe una funcién de Whitney p y existe ¢ € (0, u(X)) tal que p~1(¢) es homeomorfo
a una 2-celda, asf el conjunto de puntos separantes de p~1(t) es vacio. Por lo que la propiedad
de tener puntos separantes no es una propiedad de Whitney.
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El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de no tener puntos separantes no es propiedad
reversible de Whitney, y en consecuencia, tampoco propiedad fuerte reversible ni secuencial
fuerte reversible de Whitney.

3.8 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificacién
es denso. Notemos que D3 tiene puntos separantes. Luego por el teorema tenemos que para
cualquier funcién de Whitney p y para todo t € (0, (X)) p~1(t) es un cubo de Hilbert, por
lo que el conjunto p~1(#) no tiene puntos separantes. Asi la propiedad de no tener puntos
separantes no es una propiedad reversible de Whitney.

Ahora consideremos la propiedad de que para cada continuo X, o(X) = X. En el siguiente
ejemplo demostramos que esta propiedad no es reversible de Whitney, yen cosecuencia tampoco
es propiedad furte reversible ni secuencial fuerte reversible de Whitney.

3.9 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificacion
es denso. Notemos que el conjunto de puntos orilla no es D3, pues los puntos de ramificaciéon
no son puntos orilla. Luego por el teorema tenemos que para cualquier funcién de Whitney
p 'y para todo t € (0, (X)) u~1(t) es un cubo de Hilbert, por lo que el conjunto de puntos de
no corte coincide con el conjunto de puntos no separantes que coinciden con el conjunto p~*(t),
por lo que el conjunto de puntos orilla de p=1(t) es p=1(¢).

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de que un continuo tenga puntos que no son
orilla, es decir, que el conjunto de puntos orilla no es todo el continuo, no es propiedad de
Whitney.

3.10 Ejemplo. Sea el continuo 7' como se describe en el ejemplo 3.2} El conjunto de puntos
orilla de T no es todo el contiuo T, por ejemplo, el vértice no es un punto orilla de T'. Para este
continuo existe una funcién de Whitney u y existe ¢t € (0, u(X)) tal que p=1(¢) es homeomorfo
a una 2-celda, asf el conjunto de puntos orilla de ~*(t) es todo el nivel. Por lo que la propiedad
de que un continuo tenga puntos que no son puntos orilla no es una propiedad de Whitney.

Ahora daremos un ejemplo para el cual la propiedad de que todos los puntos en un continuo
son puntos orilla no es una propiedad de Whitney. Cabe resaltar que este ejemplo no se encuen-
tra en la literatura, por lo que trataremos de explicarlo lo mejor posible para que el lector lo
pueda entender.

3.11 Ejemplo. Consideremos los siguentes conjuntos

E1{(1+ 55)(cos(msent),sen(msent),0) € R? : ¢ > 0}

Ey = {((1+ %) cos(msent), (1 + i) sen(wsent), 1) € R® : £ > 0}
A={(2,0,t) eR*:0<t <1}

St = {(cost,sent,0) e R®: 0 < t < 27}

Definimos X = F;y UE, UAUS!
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Vamos a demostrar que o(X) = X.
Sea p € X tal que p € S, para cada n € N definimos:
El ={1+ %H)(cos(wsent),sen(ﬂsent)70) :0<t<n} CF
E2={((1+ %th) cos(msent), (1+ %th) sen(msent), %th) :0<t<n} CEy
W, =E.UAUEZ2.
Observe que para cada n € N, W,, es un subcontinuo de X ya que E! es un arco en E; con
puntos extremos (2,0,0) y (1 + ﬁ)(cos(w senn),sen(wsenn),0), asi un subcontinuo, ademds
ElnA = {(2,0,0)}, por lo que E} U A es un subcontinuo de X. Por otro lado, E2 es un
arco en Fs con putnos estremos (2,0,1) y ((1+ H%) cos(msenn), (14 H%) sen (7 senn), ﬁ) y
(E}UA)N E2 ={(2,0,1)}, por lo tanto, E} U AU E? es un subcontinuo de X.
Note también que W,, C W, 41, para cada n € N.
Vamos a mostrar que U;:O:l =FE,UAUE;.
C] Observe que para cada n € N, W,, C E; UAU E,, ast |J;—; € E1 U AU Ey. D] Sea
qge E1UAUEFE,. Sige A, entonces ¢ € W,, para cada n € N.
Si g € Ey, entonces ¢ = ((1 + %_H)cos(ﬂ' sent), (1 + l%rt) sen(mwsent),0) para algin ¢ > 0. Sea
n € N tal que n > t, entonces q € E}, asi ¢ € W,,.
Si q € E5, entonces g = ((1+ 1%-:&) cos(msent), (1 + %_H) sen(m sent)
n € N tal que n > t, entonces ¢ € E2, asfi ¢ € W,,.
Por lo tanto ¢ € U, ; W,. Por lo que ;- ; = E1 UAU Es.
Ahora veamos que Fhy UAU Ey = X.
Obsérvese que E1 UAU Ey C X, por lo que By UAU E; C X.
Sea z € X.
Six € Fy U AU FE3 no hay nada que mostrar.
Si z € S1. Por demostrar que existe una sucesién {x,}°2; en E; U AU Fy tal que x,, converge
ax.
Sea t € [—m, 7] tal que x = (cost,sent,0). Sea r € [0,2m) tal que senr = L.
Denotamos para cada n € N
x, = (14 Hleﬂ)(cos(w sen(r + 2n)), sen(w sen(r 4+ 2nm)), 0).
Notemos que para cada n € N, x,, € Ey, por lo que z,, € E1 UAU Es.
Observe que

1

; 747) Para algin t > 0, sea

1

+ m)(COS(’R’ senr),sen(mwsenr),0)

xn = (1
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1
- (1 o
( +r+2mr+1)(cost,bent,0)
1
( r+2n7r+1)x

Asi z,, converge a x. Por lo tanto, x € B3 U AU E».

Se tiene que By UAU Ey = X, as{ limW,, =J,_, = F1UAUE, = X.

Ahora vamos a mostrar que p € S! es un punto orilla de X.

Sea ¢ > 0, como limW,, = X, existe k € N tal que H(X,W)) < e. Notemos que Wy C
E1UAUE; = X\ S, asf p ¢ Wy, por lo que W, C X \ {p}. Por lo tanto, p es un punto orilla
de X.

Ahora sea p € Fy, entonces p = (1 + ﬁll)(cos(ﬂ senr),sen(wsenr),0) para algin r > 0.
Supongamos que r > 0, para cada n € N definimos
Er={(1+ H—l)(cos(wsent),sen(ﬂsent),O) 0 <t <méx{0,r — 1}}
Gr={(1+ H_—l)(cos(wsent),sen(ﬁsent),()) ct>r+ 1)
Sea W,, = E} UG U STU Ey U A.
Obsérvese que para cada n € N, W,, es un subcontinuo de X.
Sea n € N, demostraremos que W,, C W, ;. Para esto basta demostrar que E} C
Gy C G
Fijemos n € N, sea ¢ € E}, entonces ¢ = (1 + H_1)((305(7rsent) sen(msent),0) con 0 < ¢ <

EIH_l y

méx {0,r — 2}.
Obsérvese que n < n + 1, entonces ﬁ < %, asi —% < - n+1’ por lo que r — = < r — %_H,
luego méx{0,r — 1} <max{0,r — n+1}, asi 0 < t <max{0,r — n+1}, de ahi que q € E{‘“. Por
lo tanto, EJ* C E{LH.
Sea ¢ € G, entonces ¢ = (1 + 77)(cos(msent), sen(ﬁ sent), 0) cont>r+ =+
Nétesequen<n—|—1 entonces—gl asf r + —+ <r—|— Dadoquet>r+ >r—+
por lo que t > r + +17 se tiene que ¢ € G ASl G" - G?H.
Con esto se tiene que W,, C W, ;.
Ademés p ¢ W, para cadan € N, yaquer >0y % > 0.
Ahora veamos que [ J°W,, = X \ {p}.

C] Note que para cadan € NW,, C X \ {p}, asi U,” W,, C X \ {p}.

D] Sea ¢ € X tal que ¢ # p, entonces ¢ = (1 + H_1)((:03(7r sen s),sen(msens),0) con s > 0.
Caso 1: r < s vamos a demostrar que existe n € N tal que s > r + l
Como r < s entonces 0 < s — r, por la propiedad arquimediana ex1ste n € N tal que <s—
luego s > r + %, por lo que g € GY.
Caso 2: s < r vamos a demostrar que existe n € N tal que 0 < s < méx{0, r -1}
Obsérvese que 0 < r — s, por la propiedad arquimediana existe n € N tal que o < r—s, entonces
s<rff<max{0 r— 1},porloququE1
Asi g e " W,.
Por lo tanto, ;" W, = X \ {p}.
En lo que sigue demostraremos que U W, =X.
Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X\ {p} = X\ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, as{ X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.
Como " W,, = X \ {p}, entonces | Jo° W,, = X \ {p} = X, asi U,” W,, = X.
Por 1ltimo veamos que p es un punto orilla de X.Sea ¢ > 0. Como lim W,, = X, entonces existe
k € N tal que H(W}, X) < . Notemos que p ¢ Wy, asi W, C X \ {p} por lo que p es un punto
orilla de X.

n+1’
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L Y(cos(msenr), (1 +

Ahora sea p € Ey, entonces p = ((1 + 15

algin r > 0.
Supongamos que r > 0, para cada n € N definimos
EQ ={((1+ tﬂ)(cos(ﬁsent) (1+ Hl)sen(ﬂsent), tJ%l) 0 <t <méx{0,r — 1}}

T ={(1+ Hl)(cos(7rsent) (1+ Hl)sen(ﬂ'sent), H%) it>r4 L)
Sea W, = ER UAU E; U ST UGE.
Obsérvese que para cada n € N, W, es un subcontinuo de X.
Sea n € N, demostraremos que W,, C W, . Para esto basta demostrar que E§ C E;LH y
Gy C Gyt
Fijemos n € N, sea ¢ € E¥, entonces ¢ = ((1 4+ t+1)(COS(7T sent), (1 +
0<t<max {0,r — +}.
Obsérvese que n < n + 1, entonces ﬁ < Lasf -1 < +1, por lo que r — + < r — n%rl,
luego max{0,r — 1} <mdx{0,r — n%rl}, asi 0 < t <mdx{0,r — n+1} de ahi que q € E2+1 Por
lo tanto, By C Ey*L.

)sen(msenr), 5) para

r+1

sen(msent), 1) con

t+1) +1

Sea g € G, entonces ¢ = ((1+ Hﬁ)(cos(wsent) (1+ m)sen(wsent), t+1) cont>r+i
Noétese que n <n+1 entonces %H < %, asfr—i—n—Jr1 §r+f Dado quet>r+ >r—|— n+1,
por lo que ¢ > 7 + =4, se tiene que ¢ € GoTl Ast G C G;”rl.

Con esto se tiene que W,, € Wy, 41.

Ademas p ¢ W, para cadan € N, yaquer >0y - L > 0.

Ahora veamos que (J° W,, = X \ {p}.

C] Note que para cada n € NW,, C X \ {p}, asi U, W,, C X \ {p}.

D] Sea q € X tal que ¢ # p, entonces g = ((1+ s_H)(cos(ﬂ' sens), (1+ S_%l) sen(rmsens), +1) con

s> 0.

Caso 1: r < s vamos a demostrar que existe n € N tal que s > r + %

Como r < s entonces 0 < s — r, por la propiedad arquimediana existe n € N tal que % <s—r
luego s > r + %, por lo que g € GY.

Caso 2: s < r vamos a demostrar que existe n € N tal que 0 < s < méx{0, 7" -13

Obsérvese que 0 < r — s, por la propiedad arquimediana existe n € N tal que £ < r—s, entonces
s<7'ff<max{0 r— 1},porloququE1

Ast g € U W,

Por lo tanto, | W, = X \ {p}.

En lo que sigue demostraremos que U W, =X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X\ {p} = X\ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, as{ X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como " W,, = X \ {p}, entonces | Jo° W,, = X \ {p} = X, asi U,” W,, = X.

Por 1ltimo veamos que p es un punto orilla de X.Sea ¢ > 0. Como lim W,, = X, entonces existe
k € N tal que H(W}, X) < . Notemos que p ¢ Wy, asi W, C X \ {p} por lo que p es un punto
orilla de X.

Sea p € A, entonces p = (2,0, r) para algin r € [0,1]. Note que si r = 0, entonces p € Ey y

sir =1, entonces p € Es.
Supongamos que 7 € (0, 1), para cada n € N definimos
AP ={(2,0,¢) : 0 <t < max{0,r — 1}}
AP ={(2,0,¢) :min {1,r + 1} <t <1}
Sea W,, = A7 U A% U E, U ST U E;.
Obsérvese que para cada n € N, W,, es un subcontinuo de X.
Sea n € N, demostraremos que W,, C W,,,;. Para esto basta demostrar que A} C A’f“ v
A" C An+1

2 = Ay -
Sea g € A}, entonces ¢ = (2,0,¢) con 0 < ¢t < méx{0,r — 2}.
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Obsérvese que n < n+1, entonces % < l, asi f% < - n+1, por lo que r — § r— 71+1’ luego
méx{0,r — +} <méx{0,r — } asf 0 <t <méx{0 r— +1} por lo que ¢ E AT
Sea g € A%, entonces ¢ = (2, O t) conmm {l,r+ =+ }<t<1

Nétese que n < n + 1, entonces n+1 < Llasfr+ ? <r+ 21 porloque mi {1,r + n-lu} <

min{1,r + 1}, asf min {1, + t < 1, de ahf que ¢ € AJ"!. Con esto se tiene que
Wn C Wn+1-

Ademés p ¢ W, para cadan € N, ya quer >0y % > 0.

+1

Ahora veamos que | J,° W, = X \ {p}.
C] Note que para cadan € N W, C X \ {p}, asi J,” W,, C X \ {p}.
D] Sea g € X tal que ¢ # p, entonces ¢ = (2,0, ) con 0 < s < 1.
Caso 1: 7 < s, vamos a demostrar que existe n € N tal que min{1,r + 1} < s <1.
Obberve que 0 < s —r, por la propledad arqmmedlana existe n € N tal que £ < § —r, entonces
L4 <, ademds mln{l r+ 1} <r+ 1 porloque min{l,r+ 1} <s< 1. Asi qu”
Caso 2: s <7, vamos a mostrar que existe n € N tal que 0 < s < max{O T — f}
Observe que 0 < r — s, por la propiedad arquimediana existe n € N tal que ; < r — s, entonces
s<r—2<méx{0,r — 1}, asi 0 < s < méx{0,r — 1}, por lo que ¢ € A}.
Asi g € U,;° W, por lo tanto X \ {p} C U, W,.

En lo que sigue demostraremos que U W, =X.
Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X\ {p} = X\ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, as{ X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como [J,° W,, = X \ {p}, entonces ;" W,, = X \ {p} = X, asi U W, =X.

Por tdltimo veamos que p es un punto orilla de X.Sea € > 0. Como lim W,, = X, entonces
existe k € N tal que H(Wj, X) < e. Notemos que p ¢ Wy, asi Wi, C X \ {p} por lo que p es un
punto orilla de X.

L Y(cos(msenr),sen(rsenr),0) con r = 0. Para cada

Sea p € AN Fy, entonces p = (1 + ol

n € N sean

Ep ={(1+ m)(COS(ﬂ' sent),sen(mwsent),0) :
Ar={(2,0,t): 1 <t<1}C A

Sea W,, = AT U E, U ST U E?.

Obsérvese que para cada n € N, W,, es un subcontinuo de X.

Sea n € N, demostraremos que W,, € W, 1. Para esto basta demostrar que A" C A"+l y
E C En+1

Seaqu” entonces ¢ = (2,0,1) con7<t<1

<t} CE;

1
n

Obsérvese que n < n + 1, entonces n—H < %, asi n—H <t<1, por 10 que g € A" T,
Sea g € E}, entonces ¢ = (1 + t+1>(COS(7T sent), sen(ﬂ' sent),0) con + <.
Obsérvese que n < n+ 1, entonces —lH < %, asi nT—l <'t, por lo que g € E{H'l. AsiW,, C W41

Note que p ¢ W,,, para cada n € N.

Ahora veamos que |J,° W,, = X \ {p}.
C] Note que para cada n € N W, C X \ {p}, asi U,” W,, C X \ {p}.
D] Sea ¢ € X tal que q # p.

Caso 1: ¢ € Ey, entonces ¢ = (1 + )(cos(msen s),sen(msens),0) con s > 0. Vamos a

€+1
mostrar que existe n € N tal que s > 1 . Como s > 0, entonces por la propiedad arquimediana

existe n € N tal que s > -, asf q € E1
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Caso 2: ¢ € A, entonces g = (2,0, s) con 0 < s < 1. Vamos a demostrar que existe n E N tal
que s > 1 . Como s > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe n € N tal que + <s,
a517L<5<1 por lo que g € A™. Asi g € |J;” W,. Por lo tanto, X \ {p} C U, W,.

En lo que sigue demostraremos que Uzo w, = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} 0o X \ {p} = X. Si X\ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, as{ X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como |J° W, = X \ {p}, entonces U° W,, = X \ {p} = X, asi U W,, = X.

Por tdltimo veamos que p es un punto orilla de X.Sea ¢ > 0. Como lim W,, = X, entonces
existe k € N tal que H(Wj, X) < e. Notemos que p ¢ Wy, asi Wi, C X \ {p} por lo que p es un
punto orilla de X.

Sea p € AN Es, entonces p = ((1 + i)cos(ﬂsenr) (1+ —) cos(msenr), }r ) con r = 0.
Para cada n € N, sean
={(1+ H_—l) cos(msent), (1 f) cos(7 sent)
A = {(2707t) 0<t<1- 7}
Sea W,, = A" UE1U81UE2
Obsérvese que para cada n € N, W,, es un subcontinuo de X.
Sea n € N, demostraremos que W,, C W, ;. Para esto basta demostrar que A" C A"*! y
Ey C B3t
2 = Lo .
Sea g € A™, entonces ¢ = (2,0,¢) con 0 <t <1 — %

7t+1)'%§t}gE2

Obsérvese que n < n + 1, entonces n%rl < %, asi —% < —%H, luego 1 — % <1-— %ﬂ’ asi
0<t<1——porloquepeA”“‘1

Sea ¢ € EZ, entonces ¢ = ((1+ m) COS(TF sent), (1+ H—l) cos(msent), t+1) con 1 < ¢. Obsérvese
que n < n + 1, entonces n%_l < l asf —= <, por lo que q € E”Jrl Asi W, C Wh+1-

Note que p ¢ W,,, para cada n G N

Ahora veamos que | J°W,, = X \ {p}.
C] Note que para cadan € N W, C X \ {p}, asi U,” W,, C X \ {p}.
D] Sea g € X tal que ¢ # p.

Caso 1: g € Es, entonces ¢ = ((1 + s_%l)cos(ﬂ' sens), (1 + 7)008(7‘1’ sen s), con s > 0.

o)
Vamos a mostrar que existe n € N tal que % < s. Como s > 0, entonces por la propiedad

arquimediana existe n € N tal que % <s,asiqe E3.

Caso 2: g € A entonces ¢ = (2,0, s) con 0 < s < 1. Vamos a demostrar que existe n € N tal
que 0 <s<1— E Como s < 1, entonces 0 < 1 — s por la propiedad arquimediana existe n € N
talqueg<1—s luegos<1—f 3510<s<1—7p0r10queq€A” Asi g € U;° W,,. Por
lo tanto, X \ {p} C ;" W,,.

En lo que sigue demostraremos que U W, = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X\ {p} = X\ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, as{ X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como " W,, = X \ {p}, entonces | Jo° W,, = X \ {p} = X, asi U,” W,, = X.

Por ultimo veamos que p es un punto orilla de X.Sea ¢ > 0. Como lim W,, = X, entonces
existe k € N tal que H(Wy, X) < e. Notemos que p ¢ Wy, asi Wi, C X \ {p} por lo que p es un
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punto orilla de X.

Asi, hemos demostrado que todo punto en X es un punto orilla, por lo que todos los puntos
en el continuo son orilla.

En lo que sigue, vamos a demostrar que X tiene niveles en los cuales no todos sus puntos
son orilla.

Sea p € X, donde p = (cosm,sen,0). Sea p: C(X) — [0, 1] una funcién de Whitney para
C(X). Seat € (0,1) tal que t < ,u(Sl) se tiene que p~1(t) = ¥ UZ, donde ¢ = {C € u~ () :
CCSYy#={Beu(t): BCR}.

Se tiene que el nivel de Whitney en ¢ es de la siguiente manera:

3.12 Observacién.

Observe que 2 U Z es una compactacion de la recta real R, es decir, existe un homeomor-
fismo h : R — % tal que h(R) = Z U Z, con residuo &, donde ¥ = {D € € : p ¢
D o p es un punto extremo de D}.

Ademés, para cada z € R; 2 C h([z,00)) 0 2 C h((—00,x]).

3.13 Lema. Si .Z es un subcontinuo de p~1(¢) tal que £ NE # 0y L NZ # (), entonces
9 C%.

Demostracion. Recordemos que existe un homeomorfismo h : R — Z tal que h(R) = 2 U %.
Sea a € R tal que ZNZ.

Afirmacién: h((—oo,a]) C £ o h(]a,00)) C

Para demostrar esto, supongamos que h(( ,a]) € £. Demostraremos que h([a,x)) C .Z.
Fijemos un punto b € (—oo, a] tal que h(b) ¢ .,2” Ahora, sea z € [a,00); veremos que h(z) € .Z.
Para ésto, denotemos

% = h((b,x))
¥ =€ Uh((—00,b) U (z,00))

Notemos que p~1(¢) \ {h(b),h(z)} = Z U ¥, tambié note que % y ¥ son abiertos ajenos en
p~L(t) y ambos intersectan a .. Como £ es conexo, se sigue que & N {h(b), h(x)} # 0, pero
h(b) ¢ £, por lo que h(z) € &, esto demuestra que h([a,00)) C .Z, con lo cual se demuestra la
afirmacion.

Por la Observacién se tiene que Z C h((—o0,a]) y 2 C h([a,0)), con lo que se concluye
que 9 C Z. O
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Ahora demostraremos que para todo D € 2 se cumple que D no es un punto orilla de =1 ().
Sea D € 2. Fijemos elementos P € u~1(t)\ (ZUZ%) y Q € #. Note que Z U Z es un con-
junto cerrado en p~1(t) por lo que p=1(t) \ (2 U Z) es abierto, asf, existe e; > 0 tal que
B(P,e1)N(2UZ%) = 0.

Note también que Z es abierto en u~1(t), asi, existe €5 > 0 tal que B(Q,e2) NE = ().

Sea ¢ = min{ey,ex}, asi B(P,e) N (Z2UZ) =0y B(Q,e)NE = 0.

Veremos que este ¢ > 0 nos sirve para demostrar que D no es punto orilla de p=1(¢).

Sea ¢ un subcontinuo de p~1(¢) tal que H(u"'(t),¥) < e, entonces para todo M € u~1(t) se
tiene que B(M,e) N¥ # (), en particular se cumple que B(P,e) NY # 0y B(Q,e) NG # (0, se
sigue que YNE # 0y G NZ # 0, luego, por el Lema se concluye que 2 C ¢, por lo que
D € 4. Esto demuestra que D no es un punto orilla de p=1(#).

De esta manera hemos probado que no todos los puntos en el nivel ~!(¢) son puntos orilla, por
lo que la propiedad de que en un continuo todos sus puntos son orilla no es una propiedad de
Whitney.

Todo el analisis acerca de los tipos de puntos definidos en el capitulo 2 y su relacién con las
propiedades de Whitney se puede resumir en la siguiente tabla:

[ PROPIEDAD | WHITNEY \ RW \ FRW \ SFRW

neut(X) # X NO NO NO NO
Ejemplo Teorema Corolario del Teorema Corolario del Teorema

neut(X) = X NO NO NO NO
Corolario del Tcorcmalﬁl cjcmploli}jl Corolario del ejemplo |3_4| Corolario del cjcmplolﬂl

nsep(X) # X NO ST ST ST
Ejelnplo Corolario del corolario Corolario del Corolario Corolario del corolario

nsep(X) = X S1 NO NO NO
Corolario Ejemplo Corolario del ejemplo Corolario del ejemplo

or(X)#X NO

Ejemplo lml Corolario del ejemplo m

or(X)=X NO NO NO

Ejemplo|3.11 Ejemplolﬁl Corolario del ejemplo m Corolario del ejemplolﬁl
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