
BENEMÉRITA UNIVERSIDAD AUTÓNOMA
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Introducción

La presente tesis pertenece a la rama de la Matemática conocida como Topoloǵıa, espećıfi-
camente al área llamada Teoŕıa de Continuos. Un continuo es un espacio métrico compacto
y conexo con más de un punto. Dado un continuo X se consideran familias de subconjuntos
de X que poseen alguna propiedad espećıfica, a estas familias se les llama hiperespacios. Los
hiperespacios que presentamos en este trabajo son el hiperespacio 2X que consiste de los sub-
conjuntos no vaćıos y cerrados de X y el hiperespacio C(X)que consiste de los elementos de 2X

que son conexos, a éste último se le conoce como el hiperespacio de los subcontinuos de X. Los
hiperespacios son considerados con la métrica de Hausdorff.

A principios de la década de 1930, Hassler Whitney construyó tipos especiales de funciones
en espacios de conjuntos con el propósito de estudiar familias de curvas,[8]. En 1942, J.L Ke-
lley hizo un uso significativo de las funciones de Whitney en el estudio de hiperespacios, [3],
consecuentemente a comienzos de la década de 1970 numerosas personas investigaron exhaus-
tivamente y sistemáticamente las conexiones entre las funciones de Whitney y la estructura de
los hiperespacios.
Actualmente las funciones de Whitney establecen una manera de medir el tamaño de los ele-
mentos de 2X y son una herramienta muy útil para estudiar la estructura para los hiperespacios.

En 1978, Sam B. Nadler dedica el caṕıtulo XIV de su libro Hyperspaces of sets al estudio
de las funciones de Whitney y de las propiedades de Whitney, más aún, en la sección E de
ese mismo caṕıtulo empieza con el estudio de las propiedades reversibles de Whitney. Dos años
más tarde, en 1980, Nadler publica un art́ıculo dedicado completamente a las propiedades de
Whitney, [7].

Este trabajo de tesis está inspirado en el art́ıculo de Eiichi Matsuhashi t́ıtulado Having
cut-points is not a Whitney Reversible Property, [4]. En los continuos existen varios tipos de
puntos y en este trabajo solamente nos enfocaremos en tres, a saber, los puntos separantes,
orilla y de corte, ya que estos puntos están estrechamente relacionados y en ciertos espacios
son equivalentes. Daremos algunas propiedades que involucran a estos puntos y haremos un
estudio para determinar cuáles son y cuáles no son propiedades de Whitney, reversibles, fuerte
reversibles y secuencial fuerte reversibles de Whitney. En caso de no ser, se darán ejemplos
sencillos donde se exhiba que no se cumple la propiedad.

En el primer caṕıtulo se presentan algunas nociones generales y se da una introducción a
la teoŕıa de los continuos e hiperespacios. Se definen los tipos de puntos con los que estaremos
trabajando y la relación que hay entre ellos.

El segundo caṕıtulo está dedicado a introducir el concepto de función de Whitney y probar
que existen para el hiperespacio de los subcontinuos de un continuo. También se presenta el
concepto de nivel de Whitney y se prueba que éste conjunto es un continuo. Por último se define
lo que es una Propiedad de Whitney, reversible, fuerte reversible y secuencial fuerte reversible
de Whitney.

En el tercer caṕıtulo se hace un estudio de las diferentes propiedades que involucran los tipos
de puntos mencionados en el caṕıtulo 2, se muestran cuáles de ellas son propiedades de Whitney,
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reversibles, fuerte reversibles y secuencial fuerte reversibles de Whitney y para las que no lo son,
se dan diferentes ejemplos
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Definición. Un continuo es un espacio métrico no vaćıo, compacto y conexo. Un subcontinuo
de un continuo X es un continuo que es un subconjunto de X.

Para un continuo X los hiperespacios que se consideran en este trabajo son los siguientes:

2X = {A ⊆ X : A es cerrado y no vaćıo}

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}

Como podemos observar, cada elemento de C(X) es un subcontinuo de X, y además C(X)
es subconjunto de 2X por lo que es suficiente dotar a 2X de una métrica.
La métrica es conocida como la métrica de Hausdorff.

1.2 Definición. Sea X un continuo con métrica d. Dados ε > 0, x ∈ X y A ∈ 2X , se definen:

(1) La bola abierta de radio ε y centro en x como:

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}

.

(2) La Nube de radio ε y centro en A como:

N(A, ε) = {q ∈ X : existe x ∈ A tal que d(x, q) < ε}

.

(3) Dados A,B ∈ 2X , se define la métrica de Hausdorff de A a B como la función H :
2X × 2X −→ R, dada por:

H(A,B) = ı́nf{ε > 0 : A ⊆ N(B, ε) y B ⊆ N(A, ε)}

.

Observemos que si X es un continuo y A,B ∈ X, tales que A ⊆ B, entonces se tiene que
A ⊆ N(B, ε).

1.3 Teorema. Sean X un continuo, ε > 0 y A ∈ 2X .

(i) Si U es un abierto en X tal que A ⊆ U , entonces existe δ > 0 tal que N(A, δ) ⊆ U .

(ii) Para cualquier δ > 0 tal que δ < ε se tiene que N(A, δ) ⊆ N(A, ε).

Demostración. Sean X un continuo y ε > 0.
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(i) Sean A ∈ 2X y U un abierto en X tal que A ⊆ U . Note que A y X \ U son cerrados
en X y aśı compactos. Además como A ∩ (X \ U) = ∅, se tiene que d(A,X \ U) > 0. Se

propone que δ = d(A,X\U)
2 . Si x ∈ N(A, δ), entonces existe a ∈ A tal que d(a, x) < δ. Aśı,

x ∈ B(a, δ). Suponga que x /∈ U , aśı que x ∈ X \ U ; luego d(A,X \ U) ≤ d(a, x). Aśı
d(A,X \ U) < δ, esto es una contradicción. Por lo tanto, x ∈ U .

(ii) Si x ∈ N(δ, A), existe a ∈ A tal que d(a, x) < δ, luego d(a, x) < ε, es decir, x ∈ N(A, ε).
Por lo tanto, N(A, δ) ⊆ N(A, ε).

1.4 Teorema. [2, Teorema 2.2] La función H es una métrica en 2X

1.5 Definición. Dado un subconjunto A de un continuo X. Consideremos las siguientes sub-
colecciones del hiperespacio 2X .

Λ(A) = {B ∈ 2X : B ⊆ A},

Γ(A) = {B ∈ 2X : A ∩B 6= ∅}.

A las clases Λ(A) y Γ(A) les corresponden propiedades básicas como las siguientes.

1.6 Teorema. Sean X un continuo y A un subconjunto de X.

(1) Si A es un abierto en X, entonces Λ(A) y Γ(A) son abiertos en 2X .

(2) Si A es un cerrado en X, entonces Λ(A) y Γ(A) son cerrados en 2X .

Demostración. (1) Sean B ∈ Λ(A) y x ∈ B ∩ A, como A es abierto en X, existe ε > 0 tal
que BX(x, ε) ⊆ A. A continuación se muestra que B2X (B, ε) ⊆ Λ(A). Sea C ∈ B2X (B, ε).
Luego H(B,C) < ε, se tiene que B ⊆ N(C, ε), luego existe y ∈ C tal que d(x, y) < ε, aśı,
y ∈ BX(x, ε) ⊆ A. Luego, y ∈ C ∩A aśı, C ∩A 6= ∅. Por lo tanto, C ∈ Λ(A). Aśı, Λ(A) es
abierto en 2X .
Se prueba a continuación que Γ(A) es abierto en 2X . Sea B ∈ Γ(A). Por el Teorema
1.3 inciso (i), existe ε > 0 tal que N(B, ε) ⊆ A. Se probará que B2X (B, ε) ⊆ Γ(A). Sea
C ∈ B2X (B, ε), entonces H(B,C) < ε. Se tiene que C ⊆ N(B, ε). Luego C ⊆ A. Aśı
C ∈ Γ(A). Por lo tanto, para cada B ∈ Γ(A) existe ε > 0 tal que B2X (B, ε) ⊆ Γ(A), es
decir, Γ(A) es abierto en 2X .

(2) Primero note que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) B ∈ Γ(A),

(b) B ∩ (X \A) = ∅,
(c) B /∈ Λ(X \A),

(d) B ∈ 2X \ Λ(X \A).

De estas condiciones se obtiene la igualdad Γ(A) = 2X \Λ(X \A). Como A es cerrado en
X, se tiene que X \A es abierto en X y por (1) se tiene que Λ(X \A) es abierto en 2X y
aśı, Γ(A) es cerrado en 2X .
Se ve a contiuación que Λ(A) es cerrado. Para esto se probará que 2X = Λ(A)∪Γ(X \A).
Sea B ∈ 2X , luego B ∩ A = ∅ o B ∩ A 6= ∅. Si B ∩ A = ∅, entonces B ⊆ (X \ A). Luego,
B ∈ Γ(X \ A). Si B ∩ A 6= ∅, entonces B ∈ Λ(A). Aśı 2X ⊆ Λ(A) ∪ Γ(X \ A). La otra
contención es trivial. Como X \ A es abierto en X, por (1) de este teorema Γ(X \ A) es
abierto en 2X y como Λ(A) = 2X \ Γ(X \A), se sigue que Λ(A) es cerrado en 2X .

1.7 Proposición. Sea f : X −→ Y una función continua y abierta, entre los continuos X y Y ,
entonces g : 2Y −→ 2X dada por g(A) = f−1(A) es continua, para cada A ∈ 2Y .
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Demostración. Sea U abierto en X. Por demostrar que g−1(Γ(U)) y g−1(Λ(U)) son conjuntos
abiertos en 2Y .
Primero veamos que g−1(Γ(U)) es abierto.
Sea A ∈ g−1(Γ(U)), entonces g(A) ∈ Γ(U), por lo que f−1(A) ∈ Γ(U), es decir, f−1(A) ⊆ U .
Denotemos V = Y \ f(X \U). Notemos que V es abierto en Y , pues como f es cerrada por ser
función entre continuos, se tiene que f(X \ U) es cerrado en Y , porque X \ U es cerrado.
Afirmamos que A ∈ Γ(V ) ⊆ g−1(Γ(U)). Notemos que f−1(A) ⊆ U , entonces f(X \ U) ∩A = ∅,
aśı A ⊆ V , por lo que A ∈ Γ(V ).
Ahora, sea B ∈ Γ(V ), entonces B ⊆ V , por lo que B ∩ f(X \ U) = ∅, aśı f−1(B) ⊆ U , de ah́ı
que f−1(B) ∈ Γ(U), por lo tanto, g(B) ∈ Γ(U), luego B ∈ g−1(Γ(U)).
Aśı Γ(V ) es un abierto en 2X tal que A ∈ Γ(V ) ⊆ g−1(Γ(U)). Por lo tanto, g−1(Γ(U)) es abierto
en 2X .
Para demostrar que g−1(Λ(U)) es abierto, sea A ∈ g−1(Λ(U)), entonces g(A) ∈ Λ(U), es decir,
f−1(A) ∩ U 6= ∅. Denotemos V = f(U), observemos que V es abierto en Y ya que f es abierta.
Afirmamos que A ∈ Λ(V ) ⊆ g−1(Λ(U)).
Sea a ∈ f−1(A) ∩ U , entonces f(a) ∈ A y a ∈ U , aśı A ∩ f(U) 6= ∅, es decir, A ∩ V 6= ∅, por lo
que A ∈ Λ(V ).
Por otro lado, sea B ∈ Λ(V ), entonces B ∩ V 6= ∅, es decir, B ∩ f(U) 6= ∅, por lo que existe
b ∈ B∩f(U), aśı b ∈ B y existe u ∈ U tal que f(u) = b, por lo que f(u) ∈ B, luego u ∈ f−1(B),
aśı u ∈ U∩f−1(B), por lo tanto, f−1(B)∩U 6= ∅, es decir g(B)∩U 6= ∅, por lo cual g(B) ∈ Λ(U),
lo cual implica que B ∈ g−1(Λ(U)).
Aśı, Λ(V ) es un abierto en 2X tal que A ∈ Λ(V ) ⊆ g−1(Λ(U)), por lo tanto, g−1(Λ(U)) es
abierto en 2X .
Como la unión de los conjuntos Γ(U) y Λ(U) forman una subbase para la topoloǵıa de Vietoris
en 2X , se tiene que g es una función continua.

El siguiente teorema es muy conocido en la teoŕıa de continuos, en este trabajo no se dará
una demostración, pero puede ser consultada en [5].

1.8 Teorema (Golpes en la frontera). Sean X un continuo y U un subconjunto propio de X
abierto y no vaćıo. Si K es una componente de ClX(U), entonces K ∩ frX(U) 6= ∅.

Este resultado nos será útil para demostrar el siguiente lema.

1.9 Lema. Sean X un continuo y B ⊂ X un subcontinuo propio. Si V es un abierto en X tal
que B ⊆ V , entonces existe un subcontinuo K de X tal que B ( K ( V .

Demostración. Sea p ∈ V \ B. Note que X es un espacio normal por ser métrico y compacto,
luego existe U abierto en X tal que B ( U ⊆ ClX(U) ⊆ V \ {p} ( V . Sea K la componente
conexa de ClX(U) que contiene a B. Obsérvese que K es un continuo, se sigue por Teorema 1.8
que K ∩ frX(U) 6= ∅. Como B∩ frX(U) = ∅ ya que B ⊆ ClX(U), se tiene que B ( K ( V .

1.10 Teorema. Sean X un continuo y A,B subcontinuos de X tales que A ( B. Entonces
existe un subcontinuo C de X tal que A ( C ( B.

Demostración. Consideremos un punto p ∈ B \ A. Como A es un subcontinuo propio de B y
B \ {p} es un abierto de B que contiene a A, por el Lema 1.9 existe un subcontinuo C de B y
aśı de X tal que A ( K ( B.

1.1. Espacios de descomposición

1.11 Definición. Sea X un espacio topológico, no vaćıo. Sea D una colección de subcon-
juntos de X, no vaćıos, mutuamente disjuntos tales que

⋃
D = X. Sea τ(D) = {U ⊆ D :⋃

U es un abierto en X}.
El espacio (D , τ(D)) es llamado espacio de descomposición de X.
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Obsérvese que τ(D) es una topoloǵıa y es llamda la topoloǵıa de descomposición.

1.12 Definición. Sean (X, τ), (Y, η) espacios topológicos. Una función suprayectiva f : X −→ Y
es llamada función cociente si η es la topoloǵıa más grande para Y tal que f es continua.

La función p : X −→ D que manda a un punto x al único miembro de D que contiene a x
es una función cociente. Notemos que p es una función suprayectiva.

1.13 Ejemplo. (El espacio X/A). Sea X un espacio topológico, y sea A un subconjunto
cerrado y no vaćıo de X. Sea DA la partición de X dada por

DA = {A} ∪ {{x} : x ∈ X \A}.

Denotamos el espacio de descomposición como X/A. Intuitivamente pensamos en X/A como
el espacio obtenido de X al reducir A a un punto. Si X es un continuo, entonces X/A es un
continuo.

1.14 Proposición (Lema de la transgresión). Sean X,Y, Z espacios topológicos. Sea f : X −→
Y una función cociente y sea g : X −→ Z una función continua. Si g es una función constante
en cada fibra f−1(y), para cada y ∈ Y , entonces existe una función continua l : Y −→ Z tal que
l ◦ f = g.

Demostración. Definimos l : Y −→ Z como sigue: para cada punto y ∈ Y fijamos un punto
x ∈ f−1(y) y definimos l(y) = g(x).
Obsérvese que para cada y ∈ Y , l(y) está bien definida ya que g es constante en el conjunto
f−1(y). Por otra parte observe que para todo x ∈ X, l(f(x)) = g(x), es decir l ◦ f = g.
Para ver que l es continua, sea U abierto en Z, se tiene que (l ◦ f)−1(U) = f−1(l−1(U)) es
abierto en X, como f es una función cociente, entonces l−1(U) es abierto en Y . Por lo tanto, l
es continua.

1.2. Funciones monótonas y atómicas

1.15 Definición. Una función continua y suprayectiva entre espacios topológicos, f : X −→ Y ,
es monótona si, para cada punto y ∈ Y , se tiene que f−1(y) es conexo.

1.16 Teorema. Para una función continua y suprayectiva entre continuos, f : X −→ Y , las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es monótona;

(2) Para cada subconjunto conexo, C de Y , f−1(C) es conexo; y

(3) Para cada subcontinuo, C de Y , f−1(C) es un subcontinuo de X.

1.17 Definición. Una función f : X −→ Y entre continuos es una función atómica si
f−1(f(A)) = A, para cada A ∈ C(X) tal que f(A) no es degenerado.

1.18 Definición. Un subcontinuo T de un continuo X es terminal si cada subcontinuo de X
el cual intersecta a T y su complemento debe contener a T .

1.19 Teorema. Sea f : X −→ Y una función continua y suprayectiva. Entonces f es atómica
si y sólo si, para cada y ∈ Y f−1(y) es un subcontinuo terminal en X.

Demostración. ⇒]Supongamos que f es atómica. Sea y ∈ Y . Por demostrar que f−1(y) es un
subcontinuo terminal.
Primero notemos que f−1(y) es cerrado no vaćıo, pues f es continua.
Ahora veamos que f−1(y) es conexo. Supongamos que f−1(y) = M ∪ N , donde M y N son
subconjuntos de X cerrados, no vaćıos y ajenos.
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Como X es normal, existen U y V abiertos, ajenos en X, tales que M ⊆ U y N ⊆ V . Sean x ∈M
y K la componente de U tales que x ∈ K. Por el teorema 1.8 K∩fr(U) 6= ∅. Sea z ∈ K∩fr(U),
notemos que f(x) = y. Supongamos que f(z) = y, entonces z ∈ f−1(y) = M ∪ N . Si z ∈ M ,
entonces z ∈M ∩ fr(U), es decir, para todo W abierto que tenga a z se tiene que W ∩U 6= ∅ y
W ∩ (X \U) 6= ∅. En particular, U ∩U 6= ∅ y U ∩ (X \U) 6= ∅, esto último es una contradicción.
Ahora si z ∈ N , entonces z ∈ N ∩ fr(U), es decir, para todo W abierto en X que contenga a
z, se tiene que W ∩ U 6= ∅ y W ∩ (X \ U) 6= ∅. En particular esto se cumple para V , lo cual
es una contradicción pues V ∩ U = ∅. Por lo tanto, f(z) 6= f(x), aśı f(K) es no degenerado
y por hipótesis se tiene que f−1(f(K)) = K. Como x ∈ K, entonces f(x) = y ∈ f(K), luego
y ∈ f(K), entonces f−1(y) ⊆ f−1(f(K)) = K, es decir, f−1(y) = M ∪N ⊆ K ⊆ U , por lo que
N ⊆ K ⊆ U , entonces N = K ∩N = ∅, lo cual es una contradicción.
Esto demuestra que f−1(y) es conexo y por lo tanto un subcontinuo de X.
Ahora veamos que f−1(y) es terminal en X. Sea W ∈ C(X) tal que W ∩f−1(y) 6= ∅ y W ∩ (X \
f−1(y)) 6= ∅. Por demostrar que f−1(y) ⊆W .
Sea x ∈W ∩f−1(y), entonces f(x) ∈ f(W ) y f(x) = y, por lo que y ∈ f(W ). Por otra parte, sea
z ∈W∩(X\f−1(y)), entonces f(z) ∈ f(W ) y f(z) 6= y, por lo que f(W ) es no degenerado, luego
f−1(f(W )) = W , ya que f es atómica y como y ∈ f(W ), entonces f−1(y) ⊆ f−1(f(W )) = W ,
aśı f−1(y) ⊆W . ⇐] Supongamos que para cada y ∈ Y , f−1(y) es un subcontinuo terminal. Por
demostrar que f es atómica.
Sea K ∈ C(X), tal que f(K) es no degenerado. Por demostrar f−1(f(K)) = K. Como f es
suprayectiva, se tiene que K ⊆ f−1(f(K)). Ahora, sea x ∈ f−1(f(K)), entonces f(x) ∈ f(K),
por lo que existe z ∈ K tal que f(x) = f(z), luego z ∈ f−1(f(K)), y como f(K) es no degenerado
existe y ∈ K tal que f(y) 6= f(x). Aśı, z ∈ K ∩ f−1(f(K)) y y ∈ K ∩ (X \ f−1(f(K)), y por
ser f−1(f(K)) es terminal en X, entonces f−1(f(K)) ⊆ K. Por lo tanto, f−1(f(K)) ⊆ K. Aśı
f−1(f(K)) = K y por lo tanto, f es atómica.

1.3. Tipos de puntos en un continuo

1.20 Definición. Sea X un continuo. Diremos que un punto p ∈ X es:

a) no separante, si para cualesquiera dos puntos a, b ∈ X \ {p} existe un subcontinuo de
X \ {p} tal que a, b ∈ K.

b) orilla, si para cada ε > 0 existe un subcontinuo K de X tal que p /∈ K y H(X,K) < ε;

c) de no corte, si X \ {p} es conexo.

1.21 Proposición. Sea X un continuo y p un punto en X. Si p es un punto no separante,
entonces es un punto orilla.

Demostración. Sea ε > 0, tomemos un conjunto finito {x1, x2, . . . , xn} ⊆ X \ {p} tal que X =
n⋃
i=1

B(xi, ε) (esto se puede hacer pues la colección {B(x, ε) : x ∈ X} es una cubierta abierta de

X y X es compacto y conexo). Ahora sea q ∈ X \ {p} y para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} tomemos

Ai ∈ C(X) tal que q, xi ∈ Ai ⊆ X \ {p}. Sea A =

n⋃
i=1

Ai, se tiene que A ∈ C(X), A ⊆ X \ {p} y

H(X,A) < ε. Por lo tanto, p es un punto orilla de X.

En la Figura 1, el punto p es un punto orilla y no es un punto separante.
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1.22 Proposición. Sea X un continuo y p un punto en X. Si p es un punto orilla, entonces es
un punto de no corte.

Demostración. Si p es un punto de corte, entonces X \ {p} = U ∪ V , donde U, V son abiertos,
ajenos y no vaćıos en X. Sean x ∈ U y y ∈ V . Sea ε > 0 tal que ε < dist(x, V ) y ε < dist(y, U).
Si A ∈ C(X) y A ⊆ X \ {p} entonces A ⊆ U o A ⊆ V .
Si A ⊆ U , entonces ρ(y, a) > ε, para todo a ∈ A.
Si A ⊆ V , entonces ρ(x, a) > ε, para todo a ∈ A. Por lo que p no es punto orilla de X y esto
concluye la prueba.

En la Figura 2, el punto q no es un punto de corte y no es un punto orilla.

Consideremos los siguientes conjuntos:

nsep(X) = {x ∈ X : x es un punto no separante}

ncut(X) = {x ∈ X : x es un punto de no corte}

or(X) = {x ∈ X : x es un punto orilla}

Aśı, de las proposiciones anteriores se tienen las siguientes contenciones:

nsep(X) ⊆ or(X) ⊆ ncut(X)

En general un punto orilla no es un punto no separante y un punto de no corte no es un
punto orilla. Pero existen espacios en los que estos conceptos son equivalentes.



1.3 Tipos de puntos en un continuo 7

1.23 Definición. Un espacio X es semilocalmente conexo en un punto p ∈ X si para cada
abierto U de X con p ∈ U , existe una vecindad abierta de p, V ⊆ U tal que X \ V tiene un
número finito de componentes.
Un continuo es semilocalmente conexo si lo es en todos sus puntos.

1.24 Teorema. Los continuos localmente conexos son semilocalmente conexos en todos sus
puntos.

Demostración. Sean X un continuo localmente conexo y p un punto en X. Sea V un abierto
en X tal que p ∈ V . Para cada x ∈ X \ V tomemos un abierto y conexo Vx tal que x ∈ Vx ⊆
V ⊆ X \ {p}. Por la compacidad de X \ V existen n ∈ N y x1, . . . , xn ∈ X \ V tales que
X \X ⊆ Vx1

∪, . . . ,∪Vxn
.

Sea W = X \ (Vx1∪, . . . ,∪Vxn), entonces p ∈W ⊆ V y X \W = Vx1∪, . . . ,∪Vxn .
Para cada i ∈ {1, . . . , n} sea Ci la componente de X \W que contiene a Vxi , aśı X \W tiene a
lo más n componentes.

1.25 Proposición. Si A es un subconjunto que tiene sólo un número finito de componentes,
de un espacio X y x ∈ int(A), entonces x ∈ int(C), donde C es la componente de A que tiene
a x.

Demostración. Sean C1, . . . , Cn las componentes de A. Supongamos que x ∈ C1. Obsérvese que
n⋃
i=2

Ci es un subconjunto cerrado de X.

Denotemos V = int(A) ∩ (X \
n⋃
i=2

Ci), es claro que V es un subconjunto abierto de X tal que

x ∈ V y V ⊆ A. Más aún, V ⊆ C1.
Se concluye que x ∈ int(C1).

1.26 Proposición. Sea X un continuo semilocalmente conexo. Si p es un punto de no corte de
X, entonces p es un punto no separante de X.

Demostración. Sean a, b ∈ X \ {p}. Por demostrar que existe H ∈ C(X) tal que a, b ∈ H y
p /∈ H.
Definimos Ca = {y ∈ X : existe Hy ∈ C(X) tal que a, y ∈ Hy y p /∈ Hy}. Note que Ca 6= ∅ pues
a ∈ Ca. Veamos que Ca es abierto en X. Sea z ∈ Ca, entonces existe Hz ∈ C(X) tal que
a, z ∈ Hz y p /∈ Hz, por lo que p ∈ X \Hz que es un abierto, y dado que X es semilocalmente
conexo, existe V abierto en X tal que p ∈ V ⊆ X \ Hz y X \ V tiene un número finito de
componentes, digamos C1, . . . , Cn.
Obsérvese que V ⊆ X \Hz, entonces Hz ⊆ X \V , y como Hz es conexo, entonces está contenido
en alguna componente de X \ V , digamos Ci para algún i ∈ {1, . . . , n}.
Note que z /∈ V , entonces z /∈ V , aśı z ∈ X \V ⊆ X \V , aśı z ∈ int(X \V ) y además z ∈ Ci, ya
que z ∈ Hz, de la proposición 1.25 se sigue que z ∈ int(Ci). Por demostrar que int(Ci) ⊆ Ca.
Sea w ∈ int(Ci), entonces w ∈ Ci. Note que Ci es conexo y cerrado en X \ V , como X \ V es
cerrado en X, entonces Ci es cerrado en X y aśı compacto, por lo que Ci ∈ C(X) con a,w ∈ Ci
y x /∈ Ci, aśı w ∈ Ca. Por lo tanto, int(Ci) ⊆ Ca. Aśı z ∈ int(Ci) ⊆ Ca, luego Ca es abierto en
X.
Ahora veamos que (X \ {p}) \ Ca es abierto en X. Sea z ∈ (X \ {p}) \ Ca, notemos que Cz
es abierto y z ∈ Cz. Por demostrar que Cz ⊆ (X \ {p}) \ Ca. Sea w ∈ Cz, supongamos que
w /∈ (X \ {p}) \ Ca, entonces w = p o w ∈ Ca.
Si w = p, entonces p ∈ Cz lo cual es una contradicción.
Si w ∈ Ca, entonces existen Hw, H

′
w ∈ C(X) tales que z, w ∈ Hw y a,w ∈ H ′w y p /∈ Hw,

p /∈ H ′w. Observemos que Hw ∪ H ′w ∈ C(X) tal que a, z ∈ Hw ∪ H ′w y p /∈ Hw ∪ H ′w, por lo
que z ∈ Ca, lo cual es una contradicción. Se concluye que w ∈ (X \ {p}) \ Ca, por lo tanto
Cz ⊆ (X \ {p}) \ Ca.
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Tenemos que Ca es abierto y cerrado en X \{p}. Dado que X \{p} es conexo se tiene que Ca = ∅
o Ca = X \ {p}, pero Ca 6= ∅, entonces Ca = X \ {p}, por lo que b ∈ Ca, aśı existe H ∈ C(X)
tal que a, b ∈ H y p /∈ H.

En particular, en un continuo localmente conexo los puntos no separantes, puntos de no corte
y puntos orilla son los mismos.



Caṕıtulo 2

Funciones de Whitney

Las funciones de Whitney constituyen una herramienta muy importante para estudiar la es-
tructura de los hiperespacios; uno de los resultados fundamentales en la teoŕıa de hiperespacios
garantiza la existencia de funciones de Whitney para el hiperespacio de los subcontinuos de un
continuo, en este caṕıtulo daremos una demostración de este resultado y con la ayuda de las
funciones de Whitney demostraremos las existencia de arcos ordenados.

2.1 Definición. Sea X un continuo. Una función de Whitney para el
hiperespacio 2X es una función continua µ : 2X −→ [0, 1] tal que

(1) para cada x ∈ X, µ({x}) = 0 y;

(2) para cada A,B ∈ 2X tales que A ( B, tenemos que µ(A) < µ(B).

Una función de Whitney para el hiperespacio C(X) es una función continua de C(X) en
[0, 1] que satisface las condiciones

(1) para cada x ∈ X, µ({x}) = 0 y;

(3) para cada A,B ∈ C(X) tales que A ( B, tenemos que µ(A) < µ(B).

Notemos que la restricción a C(X) de una función de Whitney para 2X es una función de
Whitney para C(X).

2.2 Teorema. Todo continuo admite funciones de Whitney para su hiperespacio de continuos.

Demostración. Sea X un continuo y consideremos un conjunto, {pn : n ∈ N}, denso en X. Para
cada n ∈ N, considérese la función continua fn : X −→ [0, 1] dada por fn(x) = 1

1+d(x,pn)
, para

cada x ∈ X. Luego def́ınase µn(K) = diám[0,1]fn(K), para cada K ∈ C(X). Note que ésta
es una función continua. Aplicando el criterio M de Weiestrass es posible definir una función
continua µ : C(X) −→ [0, 1], para cada K ∈ C(X), como

µ(K) =

∞∑
n=1

µn(K)

2n
.

Se afirma que µ es una función de Whitney.

(i) Dado x ∈ X, tenemos que µn({x}) = diám[0,1]fn({x}) = diám[0,1]{fn(x)} = 0, para

cada n ∈ N. Como cada uno de los sumandos de la serie
∞∑
n=1

µn(K)
2n es nulo se sigue que

µ({x}) = 0.

9
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(ii) Sean K,L ∈ C(X), con K ⊆ L. Para todo n ∈ N ocurre que fn(K) ⊆ fn(L) y, por lo
tanto µn(K) = diám[0,1]fn(K) ≤ diám[0,1]fn(L) = µn(L). Aśı, para ver que µ(K) < µ(L)
bastará demostrar que µm(K) < µm(L) para algún m ∈ N.
Escójase un punto x ∈ L \K y ε > 0 tales que d(x,K) > ε. Dado que el conjunto {pn :
n ∈ N} es denso n X, es posible hallar m ∈ N tal que d(x, pm) < ε

2 . De aqúı que, 1
1+ε/2 <

1
1+d(x,pm) = fm(x). Luego, para todo y ∈ K se tiene que d(y, pm) ≥ d(y, x) − d(x, pm) >

ε−ε/2. En consecuencia, fm(y) = 1
1+d(y,pm) <

1
1+ε/2 < fm(x) y aśı, máxfm(K) < fm(x) ≤

máxfm(L). Como K ⊆ L implica mı́nfm(K) ≥ mı́nfm(L) se sigue que, diám[0,1]fm(K) =
máxfm(K) − mı́nfm(K) < máxfm(L) − mı́nfm(L) = diám[0,1]fm(L), esto es, µm(K) <
µm(L). De esta forma se verifica que µ(K) < µ(L).
Con todo µ es una función de Whitney.

2.3 Proposición. Si A y B son subcontinuos de X tales que A ( B, µ : C(X) −→ [0, 1] es
una función de Whitney y t ∈ [µ(A), µ(B)], entonces existe E ∈ C(X) tal que A ⊆ E ⊆ B y
µ(E) = t.

Demostración. Sea A = µ−1([t, 1])∩{D ∈ C(X) : A ⊆ D ⊆ B}. Como µ es una función continua
se tiene que µ−1([t, 1]) es cerrado en C(X) y por la Proposición 1.6, {D ∈ C(X) : A ⊆ D ⊆ B}
es cerrado en C(X), por lo tanto A es cerrado en C(X) y en consecuencia compacto. Dado que
B ∈ A se tiene que A 6= ∅, de manera que µ alcanza su mı́nimo en A, es decir, existe E ∈ A tal
que µ(E) ≤ µ(D) para todo D ∈ A.

Ahora, sea B = µ−1([0, t]) ∩ {D ∈ C(X) : A ⊆ D ⊆ E} por el mismo argumento anterior
B es compacto y como A ∈ B se tiene que B 6= ∅, aśı µ alcanza su máximo en B, es decir, existe
F ∈ B tal que µ(D) ≤ µ(F ) para todo D ∈ B.

Si µ(E) = t ó µ(F ) = t podemos tomar a C = E ó C = F y terminamos. Supongamos
entonces que µ(F ) < t < µ(E), como F ( E (Por definición de B) por el Teorema 1.10, existe
G ∈ C(X) tal que A ⊆ F ( G ( E y por tanto µ(F ) < µ(G) < µ(E). Si µ(G) > t, entonces
G ∈ A por lo que µ(G) < µ(E) contradiciendo el hecho de que µ(E) ≤ µ(D) para todo D ∈ A.
Ahora, si µ(G) < t entonces G ∈ B y por tanto µ(G) < µ(F ) contradiciendo el hecho de que
µ(D) ≤ µ(F ) para todo D ∈ B. Aśı, µ(G) = t y podemos considerar C = G.

2.1. Niveles de Whitney

2.4 Definición. Sean X un continuo, µ : C(X) −→ [0, 1] una función de Whitney y t ∈
[0, µ(X)], el nivel de Whitney para C(X) en t es el conjunto µ−1(t).

2.5 Teorema. Si X es un continuo y µ una función de Whitney para C(X), entonces los niveles
de Whitney para C(X) son continuos.

Demostración. Sea A = µ−1(t) un nivel de Whitney. De la definición 2.4 es claro que A
es cerrado en C(X) y por lo tanto compacto. Resta probar que A es un conjunto conexo.
Supongamos que no lo es, entonces existen H y K conjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos en
A tales que A = H ∪K .
Sean H0 =

⋃
{H : H ∈ H } y K0 =

⋃
{K : K ∈ K }. Notemos que cualquier elemento de H

está contenido en H0, por lo que H0 no es vaćıo. Similarmente K0 no es vaćıo. Además H0 y
K0 pertenecen a 2X .
Veamos que X = H0 ∪K0.
⊇] Dado que H0 y K0 son subconjuntos de X se tiene que su unión es un subconjunto de X.
⊆] Sea x ∈ X, entonces existe A ∈ C(X) tal que x ∈ A y µ(A) = t, es decir A ∈ A , aśı A ∈H
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o K . Se sigue que x ∈ H0 ∪K0. Por lo tanto, X ⊆ H0 ∪K0.
Veamos que H0 ∩K0 = ∅. Supongamos que y ∈ H0 ∩K0, entonces existen H ∈ H y K ∈ K
tales que y ∈ H ∩K. Entonces existe α : [0, 1] −→ A una función continua tal que α(0) = H y
α(1) = K. Observemos que α([0, 1]) es conexo en A y además intersecta a H y a K , lo cual
es una contradicción ya que H y K son ajenos.
Aśı H0 ∩ K0 = ∅. Entonces H0 y K0 es una separación de X, lo que contradice que X es un
continuo. Por lo tanto, A es conexo.
Aśı, se tiene que A es un continuo.

2.2. Arcos ordenados

2.6 Definición. Sean X un continuo y A,B ∈ 2X tales que A ( B. Una función continua
α : [0, 1] −→ 2X se llama arco ordenado de A hasta B si cumple lo siguiente:

(1) α(0) = A y α(1) = B; y

(2) Si u, v ∈ [0, 1] tales que u < v, entonces α(u) ( α(v).

Obsérvese que la condición (2) dice que la función α es inyectiva, aśı α es un homeomorfismo
sobre su imagen.
Ahora podemos preguntarnos si dados A,B ∈ 2X , tales que A ( B ¿existe un arco ordenado en
2X de A hasta B?
La respuesta es no.
Por ejemplo sean A = {p} y B = {p, q}. Note que A ⊆ B y A 6= B. Supongamos que α :
[0, 1] −→ 2X es un arco ordenado de A hasta B.
Podemos observar que para todo t ∈ (0, 1), {p} ( α(t) ( {p, q}, pero esto es una contradicción
ya que α(t) ∈ P({p, q}) = {∅, {p}, {q}, {p, q}}.
Sin embargo si restringimos la función a C(X) śı se puede garantizar la existencia de arcos
ordenados, como lo dice el siguiente teorema.

2.7 Teorema. Para todo A,B ∈ C(X) tales que A ( B existe un arco ordenado en C(X) de
A hasta B.

Demostración.
Sea µ : C(X) −→ R una función de Whitney. Sea D = {t ∈ Q : µ(A) < t < µ(B)} ∪
{µ(A), µ(B)}. Se tiene que D es un conjunto numerable. Consideremos una numeración para
D, digamos D = {r1, r2, r3, . . . } donde r1 = µ(A), r2 = µ(B) y ri 6= rj si i 6= j.
Afirmación 1: Existe una sucesión {An}∞n=1 en C(X) tal que para cada n ∈ N, µ(An) = rn y
si rn < rm, entonces An ( Am, además A = A1 y B = A2.
Prueba: Denotemos A1 = A, A2 = B, por la proposición 2.3 existe A3 ∈ C(X) tal que
A1 ( A3 ( A2 y µ(A3) = r3.
Supongamos que hemos determinado n subcontinuos de X, A1, A2, . . . , An con las propiedades
mencionadas en la afirmación, es decir, µ(Ai) = ri y si ri < rj , entonces Ai ( Aj . Existen únicos
i, j ∈ 1, . . . , n} tales que ri < rn+1 < rj , luego tenemos que Ai ( Aj y rn+1 ∈ [µ(Ai), µ(Aj)],
aśı, por la proposición 2.3 existe un subcontinuo An+1 de X tal que Ai ( An+1 ( Aj y
µ(An+1) = rn+1. Se sigue que A1, A2, . . . , An, An+1 son n + 1 subcontinuos de X con las pro-
piedades mencionadas en la afirmación.
Esto demuestra por inducción la afirmación. Observe que, para cada n ∈ N : A ⊆ An ⊆ B.
Denotemos A = ClC(X){An : n ∈ N}.
Afirmación 2: Para todo E,F ∈ A tales que E ⊆ F o F ⊆ E y A ⊆ E ⊆ B.
Prueba: Sean E,F ∈ A , entonces existen dos sucesiones de números naturales {nk}∞k=1 y
{mk}∞k=1 tales que limAnk

= E y limAmk
= F . Consideremos las sucesiones de números reales

{rnk
}∞k=1 y {rmk

}∞k=1. Note que para cada k ∈ N se tiene que rnk
≤ rmk

o rmk
≤ rnk

y dado
que los naturales son un conjunto infinito, existe una sucesión {kj}∞j=1 tal que para todo j ∈ N :
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rnkj
≤ rmkj

o para todo j ∈ N : rmkj
≤ rnkj

.

Supongamos que para todo j ∈ N : rnkj
≤ rmkj

, por cómo elegimos la sucesión {An}∞n=1 se tiene

que Ankj
( Amkj

, luego limAnkj
( limAmkj

, aśı E ( F .

Análogamente, si suponemos que para todo j ∈ N : rmkj
≤ rnkj

, obtenemos que F ( E.

Para demostrar que A ⊆ E ⊆ B, nótese que para cada k ∈ N : r1 ≤ rnk
≤ r2, por lo que

A1 ⊆ Ank
⊆ A2, luego limA1 ⊆ limAnk

⊆ A2, aśı A ⊆ E ⊆ B.
Afirmación 3: Existe un arco ordenado α : [0, 1] −→ C(X) tal que α([0, 1]) = A .
Prueba: Tenemos que µ : C(X) −→ [0, 1] es una función de Whitney. Probaremos que la función
µ|A : A −→ [r1, r2] es un homeomorfismo, donde r1 = µ(A) y r2 = µ(B).
Veamos que µ|A es una función inyectiva.
Sean U, V ∈ A tales que U 6= V , por Afirmación 2 se tiene que U ( V o V ( U , luego por
la definición de función de Whitney se tiene que µ|A (U) � µ|A (V ) o µ|A (V ) � µ|A (U), aśı
µ|A (U) 6= µ|A (V ).
Por lo tanto µ|A es inyectiva.
Veamos que µ|A es sobreyectiva, es decir, veamos que µ(A ) = [r1, r2].
Como para todo E ∈ A : A ⊆ E ⊆ E, se tiene que µ(A ) ⊆ [r1, r2]. Ahora sea t ∈ [r1, r2],
entonces existe {rnk

}∞k=1 sucesión en el conjunto {rn : n ∈ N} tal que limrnk
= t. Por la

compacidad de C(X) la sucesión {Ank
}∞k=1 tiene una subsucesión convergente a E ∈ C(X),

digamos {Ankj
}∞j=1, se tiene que E ∈ A . Además µ(E) = limAnkj

= limrnkj
= t. Por lo tanto,

µ(A ) = [r1, r2].
Tenemos que µ|A : A −→ [r1, r2] es una biyección continua entre un espacio compacto y un
espacio de Hausdorff, aśı µ|A es un homeomorfismo.
Consideremos un homeomorfismo creciente Φ : [0, 1] −→ [r1, r2].
Definimos α = (µ|A )−1 ◦ Φ : [0, 1] −→ A , notemos que α es un homeomorfismo y además
α(0) = (µ|A )−1(Φ(0)) = (µ|A )−1(r1) = A y α(1) = (µ|A )−1(Φ(1)) = (µ|A )−1(r2) = B.
Ahora sean s, t ∈ [0, 1] tales que 0 ≤ s < t ≤ 1, entonces Φ(s) < Φ(t), ya que Φ es creciente.
Sea C = µ−1|A (Φ(s)) y D = µ−1|A (Φ(t)), se tiene que µ(C) = Φ(s) y µ(D) = Φ(t), aśı que

µ(C) < µ(D).
Obsérvese que C,D ∈ A , por lo que C ⊆ D o D ⊆ C, pero D ⊆ C no puede ocurrir ya que µ
es función de Whitney y µ(C) < µ(D). Por lo tanto, C ( D, es decir α(s) ( α(t).
Aśı, α es un arco ordenado de A hacia B tal que α([0, 1]) = A .

2.8 Teorema. Sean µ una función de Whitney para el hiperespacio C(X) de un continuo X
y t > 0. Si A y B son elementos del nivel µ−1(t) tales que A 6= B y A ∩ B 6= ∅, entonces para
cada subcontinuo E de A ∩ B existe un arco γ en µ−1(t) con puntos extremos A y B tal que
para cada K ∈ γ se tiene que E ⊆ K y K ⊆ A ∪B.

Demostración. Sean A,B ∈ µ−1(t) como en las hipótesis. Note que A,B ∈ C(X) y A∩B ∈ 2X .
Sea K un subcontinuo de A∩B, por lo que K ⊆ A∩B ⊆ A, aśı que, por el Teorema 2.7, existe
un arco ordenado α1 : [0, 1] −→ C(X) de K hasta A. De hecho se tiene que α1 : [0, 1] −→ C(A).
Análogamente existe un arco ordenado α2 : [0, 1] −→ C(B) de K hasta B.
Nótese que para todo u, v ∈ [0, 1], α1(u) ∈ C(A) y α2(v) ∈ C(B), por lo que α1(u)∪α2(v) ⊆ A∪B
y entonces α1(u) ∪ α2(v) ∈ C(A ∪B).
Fijemos r ∈ [0, 1] y consideremos α1(r)∪(w) para todo w ∈ [0, 1], entonces α1(r)∪α2 : [0, 1] −→
C(A ∪B), además

α1(r) ∪ α2(0) = α1(r) ∪K ⊆ A ∪K = A

es decir, α1(r)∪α2(0) ⊆ A, luego µ(α1(r)∪α2(0)) ≤ µ(A) = t. Por otra parte, B ⊆ α1(r)∪B =
α1(r)∪α2(1), aśı que t = µ(B) ≤ µ(α1(r)∪α2(1)). Sea J = [µ(α1(r)∪α2(0)), µ(α1(r)∪α2(1))],
entonces t ∈ J .
Obsérvese que µ ◦ (α1(r) ∪ α2) : [0, 1] −→ J es una función continua y por el teorema del valor
intermedio, existe s ∈ [0, 1] tal que µ(α1(r) ∪ α2(s)) = t.
Notemos que s depende de r, aśı que en general, para cada r ∈ [0, 1] existe sr ∈ [0, 1] tal que
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µ(α1(r) ∪ α2(sr)) = t y por lo tanto α1(r) ∪ α2(sr) ∈ µ−1(t) ∩ C(A ∪B).
Afirmamos que la función γ : [0, 1] −→ µ−1 ∩ C(A ∪B) definida como

γ(r) = α1(r) ∪ α2(sr)

es un arco de B hasta A, cuya imagen está contenida en µ1−(t) ∩ C(A ∪B).
En efecto, γ(0) = α1(0)∪α2(s0) ⊆ K∪B = B, luego t = µ(γ(0)) ≤ µ(B) = t, de donde γ(0) = B.
Por otro lado, γ(1) = α1(1)∪α2(s1) = A∪α2(s1) ⊃ A aśı que t = µ(A) ≤ µ(γ(1)) = t, entonces
γ(1) = A.
Sólo falta verificar que γ es una función continua.
Sean q ∈ [0, 1] y {qn}∞n=1 ⊆ [0, 1] tales que qn −→ q.
Observe que para cada qn existe sqn ∈ [0, 1] tal que µ(α1(qn) ∪ α2(sqn)) = t.
Supongamos sin pérdida de generalidad que sqn −→ l para algún l ∈ [0, 1]. Tenemos entonces
dos sucesiones convergentes, qn −→ q y sqn −→ l, en el intervalo [0, 1]. De la continuidad de
α1 y α2 tenemos que α1(qn) −→ α1(q) y α2(sqn) −→ α2(l). Por lo tanto, α1(qn) ∪ α2(sqn) −→
α1(q) ∪ α2(l), de donde

γ(qn) −→ α1(q) ∪ α2(l) . . . (∗)

.
Como t = µ(γ(qn)) para cada n ∈ N y µ(γ(qn)) −→ α1(q)∪α2(l), entonces µ(α1(q)∪α2(l) = t.
Ahora si l ≤ sq, entonces α1(q)∪α2(l) ⊆ α1(q)∪α2(sq), ya que α1 y α2 son arcos ordenados, esto
implica que α1(q)∪α2(l) ⊆ γ(q) y como µ(α1(q)∪α2(l)) = µ(γ(q)), entonces α1(q)∪α2(l) = γ(q).
Si sq ≤ l, de manera similar se concluye que α1(q) ∪ α2(l) = γ(q). Luego de (∗) se concluye que
γ(qn) −→ γ(q). Por lo que γ es una función continua.

2.3. Propiedades de Whitney y reversibles de Whitney

2.9 Definición. Sea P una propiedad topológica. Decimos que P es una propiedad:

(i) de Whitney si cada vez que el continuo X tiene la propiedad P , entonces para cada
función de Whitney µ para C(X) y para cada t ∈ (0, µ(X)), tenemos que µ−1(t) tiene la
propiedad P .

(ii) reversible de Whitney si para cada continuo X, para cada función de Whitney tal que
para todo t ∈ (0, µ(X)) se tiene que µ−1(t) tiene la propiedad P , entonces X tiene la
propiedad P .

(iii) fuerte reversible de Whitney si para cada continuo X para el cual existe una función
de Whitney tal que para todo t ∈ (0, µ(X)), µ−1(t) tiene la propiedad P , entonces X tiene
la propiedad P .

(iv) secuencial fuerte reversible de Whitney si para cada continuo X para el cual existe
una función de Whitney y existe una sucesión {tn}∞n=1 en (0, µ(X)) tal que ĺım tn = 0 y
para cada n ∈ N, µ−1(tn) tiene la propiedad P , entonces X tiene la propiedad P .

De las definiciones anteriores se deduce que:

• (iv) implica (iii) y (iii) implica (ii).

• Si P es una propiedad de Whitney, entonces su negación, ¬P es propiedad secuencial
fuerte reversible de Whitney.

• Si Q no es propiedad reversible de Whitney, entonces su negación, ¬Q no es propiedad de
Whitney.
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2.10 Ejemplo.

La arco conexidad es una propiedad de Whitney.

La conexidad local es una propiedad de Whitney.



Caṕıtulo 3

Puntos en un continuo y su
relación con las propiedades de
Whitney

En este caṕıtulo haremos un estudio acerca de los tipos de puntos estudiados en el caṕıtulo
2 y su relación con las propiedades de Whitney, las propiedades reversibles, fuerte reversibles y
secuencial fuerte reversibles de Whitney.
Primero vamos a mostrar que la propiedad de tener puntos de corte no es una Propiedad
Reversible de Whitney. Esto responde negativamente a la pregunta hecha por Illanes y Nadler
en [2].

El siguiente teorema fue demostrado por Eiichi Matsuhashi, en el anõ 2009. Véase [4].

3.1 Teorema. Existe un continuo Z tal que:

(i) Z no tiene un punto de corte; y

(ii) µ−1(s) tiene un punto de corte para cada función de Whitney µ : C(Z) −→ [0, µ(Z)] y
para cada s ∈ (0, µ(Z)).

Demostración. Tomemos el intervalo [0, 1],entonces existe un continuo X y una función f :
X −→ [0, 1] continua, abierta y monótona tal que f−1(y) es un subcontinuo terminal de X no
degenerado, para cada y ∈ [0, 1].
Sea Z el espacio cociente obtenido de identificar f−1(1) a un punto, es decir
Z = {{x} : x ∈ X \ f−1(1)} ∪ {f−1(1)}. Sea p : X −→ Z la proyección natural dada por

p(x) =

{
{x} si x ∈ X \ f−1(1)
f−1(1) si x ∈ f−1(1)

Note que p es una función monótona y abierta.

Por el Lema de transgresión se tiene que existe una función continua l : Z −→ [0, 1] tal que
l ◦ p = f .
Veamos que l es abierta y monótona.
Sea U un subconjunto de Z abierto, como p es continua se tiene que p−1(U) es abierto enX, luego
como f es abierta f(p−1(U)) es abierto en [0, 1]. Nótese que f(p−1(U)) = (l◦p)(p−1(U)) = l(U),
ya que p es sobreyectiva, aśı l(U) es abierto en [0, 1], por lo que l es abierta.
Para ver que l es monótona, veamos que para cada t ∈ [0, 1], l−1(t) es un subcontinuo de Z.
Sea t ∈ [0, 1], como f es monótona se tiene que f−1(t) es un subcontinuo de X, luego como
p es continua y suprayectiva se tiene que p(f−1(t)) es un subcontinuo de Z. Obsérvese que
p(f−1(t)) = p(p−1(l−1(t))) = l−1(t), ya que p es sobreyectiva. Aśı l−1(t) es un subcontinuo de

15
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Z, por lo que l es monótona.
Veamos que para cada t ∈ [0, 1], l−1(t) es un subcontinuo terminal de Z, en consecuencia l es
atómica.
Sea W un subcontinuo de Z tal que W ∩ l−1(t) 6= ∅ y W ∩ (Z \ l−1(t)) 6= ∅. Por demostrar que
l−1(t) ⊆W .
Observe que l−1(t) = p(f−1(1)), aśı, lo que hay que demostrar es que p(f−1(t)) ⊆W .
Sea w ∈ l−1(t) ∩W , entonces w ∈ W y w ∈ p(f−1(t)), por lo que existe x ∈ f−1(t) tal que
p(x) = w, aśı p(x) ∈W , luego x ∈ p−1(W ), se sigue que x ∈ f−1(t) ∩ p−1(W ).
Por otro lado, sea z ∈ W ∩ (Z \ l−1(t)), entonces z ∈ W y z ∈ Z \ p(f−1(t)), aśı existe x ∈ X
tal que p(x) = z y x /∈ f−1(t). Como z ∈W , entonces p(x) ∈W , luego x ∈ p−1(W ), por lo que
x ∈ p−1(W ) ∩X \ f−1(t).
Note que f−1(t) es un subcontinuo terminal de X y dado que p−1(W ) es un subcontinuo de
X, (ya que p es monótona), tal que p−1(W ) ∩ f−1(t) 6= ∅ y p−1(W ) ∩X \ f−1(t) 6= ∅, entonces
f−1(t) ⊆ p−1(W ), aśı p(f−1(t)) ⊆W . Por lo que l−1(t) ⊆W .
Por lo tanto l−1(t) es un subcontinuo terminal de Z.
Además si t ∈ [0, 1), entonces l−1(t) es un conjunto no degenerado, ya que
p|X\f−1(1)

: X \ f−1(1) −→ Z \ {f−1(1)} definida por p|X\f−1(1)
(x) = {x} es un homeomorfismo,

por lo tanto es biyectiva.
Observe que f−1(t) ⊆ X \ f−1(1), para cada t ∈ [0, 1), aśı |p(f−1(t))| = |f−1(t)| y dado que
f−1(t) es no degenerado, se sigue que p(f−1(t) es no degenerado, es decir l−1(t) es no degene-
rado.
Ahora vamos a demostrar que Z no tiene un punto de corte.
Sea z ∈ Z, supongamos que {z} = l−1(1), se tiene que
a ∈ Z \ {z} si y sólo si a 6= z si y sólo si a /∈ l−1(1) si y sólo si l(a) 6= 1 si y sólo si l(a) ∈ [0, 1)
si y sólo si a ∈ l−1([0, 1)). Por lo tanto Z \ {z} = l−1([0, 1)). Dado que l es monótona se tiene
que l−1([0, 1)) es conexo. En este caso, z no es un punto de corte.
Supongamos que z ∈ l−1(t) para algún t ∈ [0, 1) y que z es un punto de corte de Z, entonces
existen abiertos, ajenos, no vaćıos U, V ⊆ Z tales que Z \ {z} = U ∪ V .
Tenemos que U ∪ {z} es un subcontinuo de Z, el cual cumple que l−1(t)∩ (U ∪ {z}) 6= ∅ ya que
z ∈ l−1(t) ∩ (U ∪ {z}) y (U ∪ {z}) ∩ (Z \ l−1(t)) 6= ∅ ya que l(U) 6⊆ {t} porque l(U) es abierto
en [0, 1], aśı existe u ∈ U tal que l(u) 6= t, luego u /∈ l−1(t).
Dado que l−1(t) es un subcontinuo terminal de Z, se tiene que l−1(t) ⊆ U ∪ {z}. Note que
l−1(t) \ {z} ⊆ U , ya que l−1(t) es no degenerado. Similarmente se prueba que l−1(t) \ {z} ⊆ V ,
luego U ∩ V 6= ∅, lo cual es una contradicción. Esto prueba que Z no tiene punto de corte.
Ahora vamos a probar que µ−1(s) tiene un punto de corte, para cada función de Whitney nor-
malizada µ : C(Z) −→ [0, 1] y para cada s ∈ (0, 1).
Sea µ : C(Z) −→ [0, 1] una función de Whitney normalizada.
Sea g : C([0, 1]) −→ C(Z) una función dada por g(A) = l−1(A), para cada A ∈ C([0, 1]).
Notemos que g está bien definida, ya que l es monótona y g es continua, ya que l es abierta.
Tomemos la composición µ ◦ g : C([0, 1]) −→ C(Z), la cual es una función continua.
Sea A un arco en C([0, 1]) dado por la función h : [0, 1] −→ C([0, 1]) definida para cada x ∈ [0, 1]
como:

h(x) =

{
[1− 3x

2 , 1−
x
2 ] si 0 ≤ x ≤ 1

2
[ 1−x2 , 1+x2 ] si 1

2 ≤ x ≤ 1

Observe que µ(g(A )) = [0, 1], ya que µ(g({1})) = µ(l−1((1))) = 0 y µ(g([0, 1])) = µ(l−1([0, 1])) =
µ(Z) = 1 y dado que A es conexo, se tiene que µ(g(A )) = [0, 1].
Sea s ∈ (0, 1) y A ∈ A tal que µ(g(A)) = s. Denotemos A = [a, b], se tiene que 0 � a ≤ b � 1.
Por demostrar que µ−1(s) = U ∪ V , donde U = {C ∈ µ−1(s) : C ⊆ l−1([0, b])} y V = {C ∈
µ−1(s) : C ⊆ l−1([a, 1])}.
⊆] Notemos que U ,V ⊆ µ−1(s), entonces U ∪ V ⊆ µ−1(s).
⊇] Sea D ∈ µ−1(s), entonces l(D) ∈ C([0, 1]), es decir l(D) es un intervalo.

1. (1) Si máx(l(D)) � b, entonces l(D) ⊆ [0, b], esto implica que D ∈ U .
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2. (2) Si a � min(l(D)), entonces l(D) ⊆ [a, 1], por lo que D ∈ V .

3. (3) Si no pasa (1) ni (2), es decir, si b ≤ máx(l(D)) y min(l(D)) ≤ a, entonces
l(D) ∩ l−1([b, 1]) 6= ∅ y l(D) ∩ l−1([0, a]) 6= ∅, por lo que l(D) contiene a [a, b] como
subcontinuo, es decir [a, b] ⊆ l(D), entonces l−1([a, b]) ⊆ l−1(l(D)), observe que l(D) es
no degenerado pues tiene al punto b y al menos un punto a la derecha de b. Dado que l es
atómica, se tiene que l−1(l(D)) = D, por lo que l−1([a, b]) ⊆ D, entonces l−1([a, b]) = D,
ya que µ es función de Whitney, aśı l(D) = l(l−1([a, b])) = [a, b], por lo que D ∈ U ∩ V .

En cualquiera de los casos se tiene que D ∈ U ∪ V .
Por lo tanto µ−1(s) = U ∪ V .

Por demostrar que U ∩ V = {l−1([a, b])}.
⊆] Sea C ∈ U ∩ V , entonces C ⊆ l−1([0, b]), C ⊆ l−1([a, 1]) y µ(C) = s, aśı C ⊆ l−1([0, b] ∩
[a, 1]) = l−1([a, b]), es decir C = l−1([a, b]).
⊇] Como µ(l−1([a, b])) = s y l−1([a, b]) ⊆ l−1([0, b]) y l−1([a, b]) ⊆ l−1([a, 1]), se tiene que
l−1([a, b]) ∈ U ∩ V .

Veamos que g(A) = l−1([a, b]) es un punto de corte de µ−1(s), para ello demostraremos que
µ−1(s) \ {g(A)} no es conexo.
Observe que µ−1(s) \ {g(A)} = (U ∪ V ) \ {g(A)} = (U \ {g(A)}) ∪ (V \ {g(A)}.
Recordemos que Λ(E) = {A ∈ C(X) : A ⊆ E} y además si E es cerrado en X, entonces Λ(E) es
cerrado en C(X). Notemos que U = µ−1(s) ∩Λ(l−1([0, b]) y dado que [0, b] es cerrado en [0, 1],
se tiene que l−1([0, b]) es cerrado en Z, aśı Λ(l−1([0, b])) es cerrado en C(Z), de ah́ı que U es
cerrado en µ−1(s).
Observe que U \ {g(A)} ⊆ U = U , aśı U \ {g(A)} ∩ (V \ {g(A)}) ⊆ U ∩ (V \ {g(A)}) = ∅,
por lo que U \ {g(A)} ∩ (V \ {g(A)}) = ∅.
Similarmente se demuestra que V \ {g(A)} ∩ (U \ {g(A)}) = ∅.
Demostraremos que U \ {g(A)} 6= ∅ y V \ {g(A)} 6= ∅.
Tomemos x ∈ l−1(0), como {x}, l−1([0, b]) ∈ C(Z), podemos tomar un arco ordenado desde {x}
hasta l−1([0, b]), esto se puede ya que {x} ⊆ l−1([0, b]).
Notemos que s ∈ (µ({x}), µ(l−1([0, b]))), ya que µ({x}) = 0 y como l−1([a, b]) ⊆ l−1([0, b]) se
tiene que s = µ(l−1([a, b]) � µ(l−1([0, b]). Como {x} ( l−1([0, b]), entonces existe M ∈ C(Z)
tal que {x} ⊆ M ⊆ l−1([0, b] y µ(M) = s. Observe que M ∈ U y además M 6= g(A) ya que
{x} 6⊆ g(A). Por lo que U \ {g(A)} 6= ∅. Análogamente se prueba que V \ {g(A)} 6= ∅.
Aśı µ−1(s) \ {g(A)} se escribe como la unión de dos de sus subconjuntos separados y no vaćıos,
por lo tanto no es conexo.

Este teroema exhibe un continuo tal que todos sus niveles tienen puntos de corte, sin embargo
el continuo no tienen puntos de corte, lo cual nos dice que la propiedad de tener puntos de corte
no es una propiedad reversible de Whitney.

A continuación daremos un ejemplo para mostrar que tener puntos de corte no es propiedad
de Whitney.

3.2 Ejemplo. Consideremos el triodo simple T . Este continuo está formado por la unión de tres
arcos que coinciden exactamente en un punto en común llamado vértice, el cual es un extremo
de cada uno de los arcos. El conjunto de puntos de corte de T es no vaćıo, por ejemplo, el
vértice es un punto de corte de T . Para este continuo existe una función de Whitney µ y existe
t ∈ (0, µ(X)) tal que µ−1(t) es homeomorfo a una 2-celda, el cual no tiene puntos de corte, aśı,
el conjunto de puntos de corte de µ−1(t) es vaćıo. Por lo que la propiedad de tener puntos de
corte no es una propiedad de Whitney.
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v

Figura 3.1: Triodo simple y niveles pequeños del triodo simple.

Para mostrar que la propiedad de no tener puntos de corte no es propiedad reversible de
Whitney, y en consecuencia tampoco es propiedade fuerte reversible ni secuencial fuerte rever-
sible de Whitney, ocuparemos el siguiente resultado, el cual no demostraremos, pero se puede
consultar en [1].

3.3 Teorema. Si X es una dendrita, entonces existe una función de Whitney µ para 2X tal
que µ−1(t) es un cubo de Hilbert para cualquier t ∈ (0, µ(X)). Si X es una dendrita tal que
los puntos de ramificación de X es un conjunto denso en X, entonces para cualquier función de
Whitney µ para C(X), µ−1(t) es un cubo de Hilbert para cualquier t ∈ (0, µ(X)).

3.4 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificación
es denso. Notemos que D3 tiene puntos de corte, a saber, los puntos de ramificación. Luego
por el teorema 3.3 tenemos que para cualquier función de Whitney µ y para todo t ∈ (0, µ(X))
µ−1(t) es un cubo de Hilbert, por lo que el conjunto µ−1(t) no tiene puntos de corte. Aśı la
propiedad de no tener puntos de corte no es una propiedad reversible de Whitney.

Figura 3.2: Dendrita D3

Ahora haremos un estudio, similar al anterior, para los puntos separantes.

3.5 Teorema. Sean X un continuo, µ una función de Whitney para C(X) y t ∈ (0, µ(X)). Si
p ∈ A ∈ µ−1(t) tal que no es un punto separante de X, entonces A no es punto separante de
µ−1(t).

Demostración. Lo que se va a demostrar es que µ−1(t)\{A} es conexo por continuos. Para esto,
sean B,C ∈ µ−1(t) \ {A} distintos, veamos que existe P ∈ C(µ−1(t) \ {A}) tal que B,C ∈P.
Analizamos los siguientes casos:
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(1) B ∩ C 6⊆ A;

(2) B ∩A ⊆ A.

Para el caso (1) fijamos un punto x ∈ (B ∩ C) \A. Por el lema 2.8 existe un arco L en µ−1(t)
con puntos extremos B y C tal que para cada E ∈ L se tiene que x ∈ E. Note que x /∈ A, aśı
A 6= E, para todo E ∈ L . Por lo tanto, L ∈ C(µ−1(t) \ {A}) y B,C ∈ L .

Para el caso (2) tomamos puntos b ∈ B \ A y c ∈ C \ A. Notemos que b 6= c pues los pun-
tos de B ∩ C perteneces a A.
Como p ∈ A es un punto que no separa a X, entonces b, c ∈ X \ {p} y X \ {p} no es conexo por
continuos. Sea E ∈ C(X) tal que b, c ∈ E ⊆ X \{p}. En lo que sigue analizaremos dos subcasos:

(1.1) t ≤ µ(E); en este caso denotamos M = C(E)∩µ−1(t). Sabemos que M ∈ C(µ−1(t)),
pues M = µ−1|C(E)(t), por lo que es un continuo y M ⊆ µ−1(t).

Tenemos que existen H,K ∈ M tales que b ∈ H y c ∈ K. Notemos que A 6= M , pues
p ∈ A y p 6= E, aśı M ∈ C(µ−1(t) \ {A}). Por otra parte B,H ∈ µ−1(t) y b ∈ B ∩H, por
lo que existe un arco η en µ−1(t) tal que B,H ∈ η y para cada J ∈ η se tiene que b ∈ J ,
de igual manera, como C,K ∈ µ−1(t) y c ∈ C ∩K, entonces existe un arco η′ en µ−1(t)
tal que C,K ∈ η′ y para cada J ′ ∈ η′ se tiene que c ∈ J . Esto último implica que A /∈ η y
A /∈ η′. Aśı η ∪ η′ ⊆ µ−1(t) \ {A}.
Finalmente, denotemos por P = η ∪M ∪ η′. Como H ∈ η ∩M , entonces η ∪M es un
continuo y dado que K ∈M ∩ η′, entonces M ∪ η′ es un continuo.
Se concluye que P es un continuo tal que B,C ∈P ∈ C(µ−1(t) \ {A}).

(1.2) µ(E) < t; en este caso, notemos que B ∪ E es un continuo pues b ∈ B ∩ E, además
E ( B∪E, aśı, considerando un arco ordenado en C(X) de E hasta B∪E podemos tomar
un subcontinuo H de X tal que E ⊆ H ⊆ B∪E y µ(H) = t. Similarmente podemos tomar
un subcontinuo K de X tal que E ⊆ K ⊆ C ∪ E y µ(K) = t.
Notemos que b ∈ B ∩ H y B,H ∈ µ−1(t), aśı existe un arco L en µ−1(t) con puntos
extremos B y H tal que para cada L ∈ L se tiene que b ∈ L. Dado que b /∈ A, entonces
A 6= L para cada L ∈ L , aśı L ∈ C(µ−1(t) \ {A}). De igual forma, como c ∈ C ∩ K
y C,K ∈ µ−1(t) existe un arco L ′ en µ−1(t) con puntos extremos C y K tal que para
cada L′ ∈ L ′ se tiene que c ∈ L′. Note que A 6= L para cada L′ ∈ L ′, ya que c /∈ A, aśı
L ′ ∈ C(µ−1(t) \ {A}).
Como E ⊆ H ∩K y H,K ∈ µ−1(t) existe un arco R en µ−1(t) con puntos extremos H y
K tal que E ⊆ R para todo R ∈ R.
Denotemos P = L ∪ R ∪ L ′. Por lo tanto, P es un continuo tal que B,C ∈ P ∈
C(µ−1(t) \ {A}).

3.6 Corolario. No tener puntos separantes es una propiedad de Whitney.

Demostración. Sea X un continuo tal que S(X) = ∅ y sea µ : C(X) −→ [0, 1] una función de
Whitney. Sea t ∈ (0, 1). Por demostrar que S(µ−1(t)) = ∅.
Sea A ∈ µ−1(t), entonces A ∈ C(X), por lo que existe p ∈ A y como p no es un punto separante
de X, se tiene que A no es punto separante de µ−1(t). Aśı S(µ−1(t)) = ∅.

A continuación damos un ejemplo para mostrar que tener puntos separantes no es propiedad
de Whitney.

3.7 Ejemplo. Sea el continuo T como se describe en el ejemplo 3.2. El conjunto de puntos
separantes de T es no vaćıo, por ejemplo, el vértice es un punto separante de T . Para este
continuo existe una función de Whitney µ y existe t ∈ (0, µ(X)) tal que µ−1(t) es homeomorfo
a una 2-celda, aśı el conjunto de puntos separantes de µ−1(t) es vaćıo. Por lo que la propiedad
de tener puntos separantes no es una propiedad de Whitney.
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El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de no tener puntos separantes no es propiedad
reversible de Whitney, y en consecuencia, tampoco propiedad fuerte reversible ni secuencial
fuerte reversible de Whitney.

3.8 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificación
es denso. Notemos que D3 tiene puntos separantes. Luego por el teorema 3.3 tenemos que para
cualquier función de Whitney µ y para todo t ∈ (0, µ(X)) µ−1(t) es un cubo de Hilbert, por
lo que el conjunto µ−1(t) no tiene puntos separantes. Aśı la propiedad de no tener puntos
separantes no es una propiedad reversible de Whitney.

Ahora consideremos la propiedad de que para cada continuo X, o(X) = X. En el siguiente
ejemplo demostramos que esta propiedad no es reversible de Whitney, yen cosecuencia tampoco
es propiedad furte reversible ni secuencial fuerte reversible de Whitney.

3.9 Ejemplo. Consideremos la dendrita D3 para la cual el conjunto de puntos de ramificación
es denso. Notemos que el conjunto de puntos orilla no es D3, pues los puntos de ramificación
no son puntos orilla. Luego por el teorema 3.3 tenemos que para cualquier función de Whitney
µ y para todo t ∈ (0, µ(X)) µ−1(t) es un cubo de Hilbert, por lo que el conjunto de puntos de
no corte coincide con el conjunto de puntos no separantes que coinciden con el conjunto µ−1(t),
por lo que el conjunto de puntos orilla de µ−1(t) es µ−1(t).

El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de que un continuo tenga puntos que no son
orilla, es decir, que el conjunto de puntos orilla no es todo el continuo, no es propiedad de
Whitney.

3.10 Ejemplo. Sea el continuo T como se describe en el ejemplo 3.2. El conjunto de puntos
orilla de T no es todo el contiuo T , por ejemplo, el vértice no es un punto orilla de T . Para este
continuo existe una función de Whitney µ y existe t ∈ (0, µ(X)) tal que µ−1(t) es homeomorfo
a una 2-celda, aśı el conjunto de puntos orilla de µ−1(t) es todo el nivel. Por lo que la propiedad
de que un continuo tenga puntos que no son puntos orilla no es una propiedad de Whitney.

Ahora daremos un ejemplo para el cual la propiedad de que todos los puntos en un continuo
son puntos orilla no es una propiedad de Whitney. Cabe resaltar que este ejemplo no se encuen-
tra en la literatura, por lo que trataremos de explicarlo lo mejor posible para que el lector lo
pueda entender.

3.11 Ejemplo. Consideremos los siguentes conjuntos
E1{(1 + 1

1+t )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) ∈ R3 : t ≥ 0}
E2 = {((1 + 1

1+t ) cos(π sen t), (1 + 1
1+t ) sen(π sen t), 1

1+t ) ∈ R
3 : t ≥ 0}

A = {(2, 0, t) ∈ R3 : 0 ≤ t ≤ 1}
S1 = {(cos t, sen t, 0) ∈ R3 : 0 ≤ t < 2π}

Definimos X = E1 ∪ E2 ∪A ∪ S1
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Vamos a demostrar que o(X) = X.
Sea p ∈ X tal que p ∈ S1, para cada n ∈ N definimos:
E1
n = {(1 + 1

1+t )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) : 0 ≤ t ≤ n} ⊆ E1

E2
n = {((1 + 1

1+t ) cos(π sen t), (1 + 1
1+t ) sen(π sen t), 1

1+t ) : 0 ≤ t ≤ n} ⊆ E2

Wn = E1
n ∪A ∪ E2

n.
Observe que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X ya que E1

n es un arco en E1 con
puntos extremos (2, 0, 0) y (1 + 1

1+n )(cos(π senn), sen(π senn), 0), aśı un subcontinuo, además

E1
n ∩ A = {(2, 0, 0)}, por lo que E1

n ∪ A es un subcontinuo de X. Por otro lado, E2
n es un

arco en E2 con putnos estremos (2, 0, 1) y ((1 + 1
1+n ) cos(π senn), (1 + 1

1+n ) sen(π senn), 1
1+n ) y

(E1
n ∪A) ∩ E2

n = {(2, 0, 1)}, por lo tanto, E1
n ∪A ∪ E2

n es un subcontinuo de X.
Note también que Wn ⊆Wn+1, para cada n ∈ N.
Vamos a mostrar que

⋃∞
n=1 = E1 ∪A ∪ E2.

⊆] Observe que para cada n ∈ N, Wn ⊆ E1 ∪ A ∪ E2, aśı
⋃∞
n=1 ⊆ E1 ∪ A ∪ E2. ⊇] Sea

q ∈ E1 ∪A ∪ E2. Si q ∈ A, entonces q ∈Wn para cada n ∈ N.
Si q ∈ E1, entonces q = ((1 + 1

1+t ) cos(π sen t), (1 + 1
1+t ) sen(π sen t), 0) para algún t ≥ 0. Sea

n ∈ N tal que n ≥ t, entonces q ∈ E1
n, aśı q ∈Wn.

Si q ∈ E2, entonces q = ((1 + 1
1+t ) cos(π sen t), (1 + 1

1+t ) sen(π sen t), 1
1+t ) para algún t ≥ 0, sea

n ∈ N tal que n ≥ t, entonces q ∈ E2
n, aśı q ∈Wn.

Por lo tanto q ∈
⋃∞
n=1Wn. Por lo que

⋃∞
n=1 = E1 ∪A ∪ E2.

Ahora veamos que E1 ∪A ∪ E2 = X.
Obsérvese que E1 ∪A ∪ E2 ⊆ X, por lo que E1 ∪A ∪ E2 ⊆ X.
Sea x ∈ X.
Si x ∈ E1 ∪A ∪ E2 no hay nada que mostrar.
Si x ∈ S1. Por demostrar que existe una sucesión {xn}∞n=1 en E1 ∪ A ∪ E2 tal que xn converge
a x.
Sea t ∈ [−π, π] tal que x = (cos t, sen t, 0). Sea r ∈ [0, 2π) tal que sen r = t

π .
Denotamos para cada n ∈ N
xn = (1 + 1

r+2nπ+1 )(cos(π sen(r + 2nπ)), sen(π sen(r + 2nπ)), 0).
Notemos que para cada n ∈ N, xn ∈ E1, por lo que xn ∈ E1 ∪A ∪ E2.
Observe que

xn = (1 +
1

r + 2nπ + 1
)(cos(π sen r), sen(π sen r), 0)
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= (1 +
1

r + 2nπ + 1
)(cos t, sen t, 0)

= (1 +
1

r + 2nπ + 1
)x.

Aśı xn converge a x. Por lo tanto, x ∈ E1 ∪A ∪ E2.
Se tiene que E1 ∪A ∪ E2 = X, aśı ĺımWn =

⋃∞
n=1 = E1 ∪A ∪ E2 = X.

Ahora vamos a mostrar que p ∈ S1 es un punto orilla de X.
Sea ε > 0, como ĺımWn = X, existe k ∈ N tal que H(X,Wk) < ε. Notemos que Wk ⊆
E1 ∪A ∪ E2 = X \ S1, aśı p /∈Wk, por lo que Wk ⊆ X \ {p}. Por lo tanto, p es un punto orilla
de X.

Ahora sea p ∈ E1, entonces p = (1 + 1
r+1 )(cos(π sen r), sen(π sen r), 0) para algún r ≥ 0.

Supongamos que r > 0, para cada n ∈ N definimos
En1 = {(1 + 1

t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) : 0 ≤ t ≤ máx{0, r − 1
n}}

Gn1 = {(1 + 1
t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) : t ≥ r + 1

n}.
Sea Wn = En1 ∪Gn1 ∪ S1 ∪ E2 ∪A.
Obsérvese que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X.
Sea n ∈ N, demostraremos que Wn ⊆ Wn+1. Para esto basta demostrar que En1 ⊆ En+1

1 y
Gn1 ⊆ Gn+1

1 .
Fijemos n ∈ N, sea q ∈ En1 , entonces q = (1 + 1

t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) con 0 ≤ t ≤
máx {0, r − 1

n}.
Obsérvese que n ≤ n + 1, entonces 1

n+1 ≤
1
n , aśı − 1

n ≤ −
1

n+1 , por lo que r − 1
n ≤ r − 1

n+1 ,

luego máx{0, r − 1
n} ≤máx{0, r − 1

n+1}, aśı 0 ≤ t ≤máx{0, r − 1
n+1}, de ah́ı que q ∈ En+1

1 . Por

lo tanto, En1 ⊆ En+1
1 .

Sea q ∈ Gn1 , entonces q = (1 + 1
t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) con t ≥ r + 1

n .

Nótese que n ≤ n+ 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı r + 1

n+1 ≤ r + 1
n . Dado que t ≥ r + 1

n ≥ r + 1
n+1 ,

por lo que t ≥ r + 1
n+1 , se tiene que q ∈ Gn+1

1 . Aśı Gn1 ⊆ Gn+1
1 .

Con esto se tiene que Wn ⊆Wn+1.
Además p /∈Wn, para cada n ∈ N, ya que r > 0 y 1

n > 0.
Ahora veamos que

⋃∞
n Wn = X \ {p}.

⊆] Note que para cada n ∈ N Wn ⊆ X \ {p}, aśı
⋃∞
n Wn ⊆ X \ {p}.

⊇] Sea q ∈ X tal que q 6= p, entonces q = (1 + 1
s+1 )(cos(π sen s), sen(π sen s), 0) con s ≥ 0.

Caso 1: r < s vamos a demostrar que existe n ∈ N tal que s ≥ r + 1
n .

Como r < s entonces 0 < s− r, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1
n < s− r,

luego s > r + 1
n , por lo que q ∈ Gn1 .

Caso 2: s < r vamos a demostrar que existe n ∈ N tal que 0 ≤ s ≤ máx{0, r − 1
n}.

Obsérvese que 0 < r−s, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1
n < r−s, entonces

s < r − 1
n ≤ máx {0, r − 1

n}, por lo que q ∈ En1 .
Aśı q ∈

⋃∞
n Wn.

Por lo tanto,
⋃∞
n Wn = X \ {p}.

En lo que sigue demostraremos que
⋃∞
n Wn = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X \ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, aśı X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como
⋃∞
n Wn = X \ {p}, entonces

⋃∞
n Wn = X \ {p} = X, aśı

⋃∞
n Wn = X.

Por último veamos que p es un punto orilla de X.Sea ε > 0. Como ĺımWn = X, entonces existe
k ∈ N tal que H(Wk, X) < ε. Notemos que p /∈Wk, aśı Wk ⊆ X \ {p} por lo que p es un punto
orilla de X.
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Ahora sea p ∈ E2, entonces p = ((1 + 1
r+1 )(cos(π sen r), (1 + 1

r+1 ) sen(π sen r), 1
r+1 ) para

algún r ≥ 0.
Supongamos que r > 0, para cada n ∈ N definimos
En2 = {((1 + 1

t+1 )(cos(π sen t), (1 + 1
t+1 ) sen(π sen t), 1

t+1 ) : 0 ≤ t ≤ máx{0, r − 1
n}}

Gn2 = {((1 + 1
t+1 )(cos(π sen t), (1 + 1

t+1 ) sen(π sen t), 1
t+1 ) : t ≥ r + 1

n}.
Sea Wn = En2 ∪A ∪ E1 ∪ S1 ∪Gn2 .
Obsérvese que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X.
Sea n ∈ N, demostraremos que Wn ⊆ Wn+1. Para esto basta demostrar que En2 ⊆ En+1

2 y
Gn2 ⊆ Gn+1

2 .
Fijemos n ∈ N, sea q ∈ En2 , entonces q = ((1 + 1

t+1 )(cos(π sen t), (1 + 1
t+1 ) sen(π sen t), 1

t+1 ) con

0 ≤ t ≤ máx {0, r − 1
n}.

Obsérvese que n ≤ n + 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı − 1

n ≤ −
1

n+1 , por lo que r − 1
n ≤ r − 1

n+1 ,

luego máx{0, r − 1
n} ≤máx{0, r − 1

n+1}, aśı 0 ≤ t ≤máx{0, r − 1
n+1}, de ah́ı que q ∈ En+1

2 . Por

lo tanto, En2 ⊆ En+1
2 .

Sea q ∈ Gn1 , entonces q = ((1 + 1
t+1 )(cos(π sen t), (1 + 1

t+1 ) sen(π sen t), 1
t+1 ) con t ≥ r + 1

n .

Nótese que n ≤ n+ 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı r + 1

n+1 ≤ r + 1
n . Dado que t ≥ r + 1

n ≥ r + 1
n+1 ,

por lo que t ≥ r + 1
n+1 , se tiene que q ∈ Gn+1

2 . Aśı Gn2 ⊆ Gn+1
2 .

Con esto se tiene que Wn ⊆Wn+1.
Además p /∈Wn, para cada n ∈ N, ya que r > 0 y 1

n > 0.
Ahora veamos que

⋃∞
n Wn = X \ {p}.

⊆] Note que para cada n ∈ N Wn ⊆ X \ {p}, aśı
⋃∞
n Wn ⊆ X \ {p}.

⊇] Sea q ∈ X tal que q 6= p, entonces q = ((1 + 1
s+1 )(cos(π sen s), (1 + 1

s+1 ) sen(π sen s), 1
s+1 ) con

s ≥ 0.
Caso 1: r < s vamos a demostrar que existe n ∈ N tal que s ≥ r + 1

n
Como r < s entonces 0 < s− r, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1

n < s− r,
luego s > r + 1

n , por lo que q ∈ Gn2 .
Caso 2: s < r vamos a demostrar que existe n ∈ N tal que 0 ≤ s ≤ máx{0, r − 1

n}.
Obsérvese que 0 < r−s, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1

n < r−s, entonces
s < r − 1

n ≤ máx {0, r − 1
n}, por lo que q ∈ En1 .

Aśı q ∈
⋃∞
n Wn.

Por lo tanto,
⋃∞
n Wn = X \ {p}.

En lo que sigue demostraremos que
⋃∞
n Wn = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X \ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, aśı X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como
⋃∞
n Wn = X \ {p}, entonces

⋃∞
n Wn = X \ {p} = X, aśı

⋃∞
n Wn = X.

Por último veamos que p es un punto orilla de X.Sea ε > 0. Como ĺımWn = X, entonces existe
k ∈ N tal que H(Wk, X) < ε. Notemos que p /∈Wk, aśı Wk ⊆ X \ {p} por lo que p es un punto
orilla de X.

Sea p ∈ A, entonces p = (2, 0, r) para algún r ∈ [0, 1]. Note que si r = 0, entonces p ∈ E1 y
si r = 1, entonces p ∈ E2.
Supongamos que r ∈ (0, 1), para cada n ∈ N definimos
An1 = {(2, 0, t) : 0 ≤ t ≤ máx{0, r − 1

n}}
An2 = {(2, 0, t) : mı́n {1, r + 1

n} ≤ t ≤ 1}
Sea Wn = An1 ∪An2 ∪ E2 ∪ S1 ∪ E1.
Obsérvese que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X.
Sea n ∈ N, demostraremos que Wn ⊆ Wn+1. Para esto basta demostrar que An1 ⊆ An+1

1 y
An2 ⊆ An+1

2 .
Sea q ∈ An1 , entonces q = (2, 0, t) con 0 ≤ t ≤ máx{0, r − 1

n}.
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Obsérvese que n ≤ n+ 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı − 1

n ≤ −
1

n+1 , por lo que r− 1
n ≤ r−

1
n+1 , luego

máx{0, r − 1
n} ≤máx{0, r − 1

n+1}, aśı 0 ≤ t ≤máx{0, r − 1
n+1}, por lo que q ∈ An+1

1 .

Sea q ∈ An2 , entonces q = (2, 0, t) con mı́n {1, r + 1
n} ≤ t ≤ 1.

Nótese que n ≤ n + 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı r + 1

n+1 ≤ r + 1
n , por lo que mı́n {1, r + 1

n+1} ≤
mı́n{1, r + 1

n}, aśı mı́n {1, r + 1
n+1} ≤ t ≤ 1, de ah́ı que q ∈ An+1

2 . Con esto se tiene que
Wn ⊆Wn+1.
Además p /∈Wn, para cada n ∈ N, ya que r > 0 y 1

n > 0.

Ahora veamos que
⋃∞
n Wn = X \ {p}.

⊆] Note que para cada n ∈ N Wn ⊆ X \ {p}, aśı
⋃∞
n Wn ⊆ X \ {p}.

⊇] Sea q ∈ X tal que q 6= p, entonces q = (2, 0, s) con 0 ≤ s ≤ 1.
Caso 1: r < s, vamos a demostrar que existe n ∈ N tal que mı́n{1, r + 1

n} ≤ s ≤ 1.
Observe que 0 < s− r, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1

n < s− r, entonces
1
n + r < s, además mı́n{1, r + 1

n} ≤ r + 1
n , por lo que mı́n{1, r + 1

n} ≤ s ≤ 1. Aśı q ∈ An2 .
Caso 2: s < r, vamos a mostrar que existe n ∈ N tal que 0 ≤ s ≤ máx{0, r − 1

n}.
Observe que 0 < r− s, por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1

n < r− s, entonces
s < r − 1

n ≤ máx{0, r − 1
n}, aśı 0 ≤ s ≤ máx{0, r − 1

n}, por lo que q ∈ An1 .
Aśı q ∈

⋃∞
n Wn, por lo tanto X \ {p} ⊆

⋃∞
n Wn.

En lo que sigue demostraremos que
⋃∞
n Wn = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X \ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, aśı X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como
⋃∞
n Wn = X \ {p}, entonces

⋃∞
n Wn = X \ {p} = X, aśı

⋃∞
n Wn = X.

Por último veamos que p es un punto orilla de X.Sea ε > 0. Como ĺımWn = X, entonces
existe k ∈ N tal que H(Wk, X) < ε. Notemos que p /∈Wk, aśı Wk ⊆ X \ {p} por lo que p es un
punto orilla de X.

Sea p ∈ A ∩ E1, entonces p = (1 + 1
r+1 )(cos(π sen r), sen(π sen r), 0) con r = 0. Para cada

n ∈ N sean
En1 = {(1 + 1

t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) : 1
n ≤ t} ⊆ E1

An = {(2, 0, t) : 1
n ≤ t ≤ 1} ⊆ A

Sea Wn = An1 ∪ E2 ∪ S1 ∪ En1 .
Obsérvese que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X.
Sea n ∈ N, demostraremos que Wn ⊆ Wn+1. Para esto basta demostrar que An ⊆ An+1 y
En1 ⊆ En+1

1 .
Sea q ∈ An, entonces q = (2, 0, t) con 1

n ≤ t ≤ 1.
Obsérvese que n ≤ n+ 1, entonces 1

n+1 ≤
1
n , aśı 1

n+1 ≤ t ≤ 1, por lo que q ∈ An+1.

Sea q ∈ En1 , entonces q = (1 + 1
t+1 )(cos(π sen t), sen(π sen t), 0) con 1

n ≤ t.
Obsérvese que n ≤ n+1, entonces 1

n+1 ≤
1
n , aśı 1

n+1 ≤ t, por lo que q ∈ En+1
1 . Aśı Wn ⊆Wn+1.

Note que p /∈Wn, para cada n ∈ N.

Ahora veamos que
⋃∞
n Wn = X \ {p}.

⊆] Note que para cada n ∈ N Wn ⊆ X \ {p}, aśı
⋃∞
n Wn ⊆ X \ {p}.

⊇] Sea q ∈ X tal que q 6= p.

Caso 1: q ∈ E1, entonces q = (1 + 1
s+1 )(cos(π sen s), sen(π sen s), 0) con s > 0. Vamos a

mostrar que existe n ∈ N tal que s ≥ 1
n . Como s > 0, entonces por la propiedad arquimediana

existe n ∈ N tal que s ≥ 1
n , aśı q ∈ En1 .
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Caso 2: q ∈ A, entonces q = (2, 0, s) con 0 < s ≤ 1. Vamos a demostrar que existe n ∈ N tal
que s ≥ 1

n . Como s > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 1
n ≤ s,

aśı 1
n ≤ s ≤ 1, por lo que q ∈ An. Aśı q ∈

⋃∞
n Wn. Por lo tanto, X \ {p} ⊆

⋃∞
n Wn.

En lo que sigue demostraremos que
⋃∞
n Wn = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X \ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, aśı X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como
⋃∞
n Wn = X \ {p}, entonces

⋃∞
n Wn = X \ {p} = X, aśı

⋃∞
n Wn = X.

Por último veamos que p es un punto orilla de X.Sea ε > 0. Como ĺımWn = X, entonces
existe k ∈ N tal que H(Wk, X) < ε. Notemos que p /∈Wk, aśı Wk ⊆ X \ {p} por lo que p es un
punto orilla de X.

Sea p ∈ A ∩ E2, entonces p = ((1 + 1
r+1 ) cos(π sen r), (1 + 1

r+1 ) cos(π sen r), 1
r+1 ) con r = 0.

Para cada n ∈ N, sean
En2 = {((1 + 1

t+1 ) cos(π sen t), (1 + 1
t+1 ) cos(π sen t), 1

t+1 ) : 1
n ≤ t} ⊆ E2

An = {(2, 0, t) : 0 ≤ t ≤ 1− 1
n} ⊆ A.

Sea Wn = An ∪ E1 ∪ S1 ∪ En2 .
Obsérvese que para cada n ∈ N, Wn es un subcontinuo de X.
Sea n ∈ N, demostraremos que Wn ⊆ Wn+1. Para esto basta demostrar que An ⊆ An+1 y
En2 ⊆ En+1

2 .
Sea q ∈ An, entonces q = (2, 0, t) con 0 ≤ t ≤ 1− 1

n .
Obsérvese que n ≤ n + 1, entonces 1

n+1 ≤
1
n , aśı − 1

n ≤ −
1

n+1 , luego 1 − 1
n ≤ 1 − 1

n+1 , aśı

0 ≤ t ≤ 1− 1
n+1 por lo que p ∈ An+1.

Sea q ∈ En2 , entonces q = ((1+ 1
t+1 ) cos(π sen t), (1+ 1

t+1 ) cos(π sen t), 1
t+1 ) con 1

n ≤ t. Obsérvese

que n ≤ n+ 1, entonces 1
n+1 ≤

1
n , aśı 1

n+1 ≤ t, por lo que q ∈ En+1
2 . Aśı Wn ⊆Wn+1.

Note que p /∈Wn, para cada n ∈ N.

Ahora veamos que
⋃∞
n Wn = X \ {p}.

⊆] Note que para cada n ∈ N Wn ⊆ X \ {p}, aśı
⋃∞
n Wn ⊆ X \ {p}.

⊇] Sea q ∈ X tal que q 6= p.

Caso 1: q ∈ E2, entonces q = ((1 + 1
s+1 ) cos(π sen s), (1 + 1

s+1 ) cos(π sen s), 1
s+1 ) con s > 0.

Vamos a mostrar que existe n ∈ N tal que 1
n ≤ s. Como s > 0, entonces por la propiedad

arquimediana existe n ∈ N tal que 1
n ≤ s, aśı q ∈ En2 .

Caso 2: q ∈ A, entonces q = (2, 0, s) con 0 ≤ s < 1. Vamos a demostrar que existe n ∈ N tal
que 0 ≤ s < 1− 1

n . Como s < 1, entonces 0 < 1− s por la propiedad arquimediana existe n ∈ N
tal que 1

n ≤ 1− s, luego s ≤ 1− 1
n , aśı 0 ≤ s ≤ 1− 1

n por lo que q ∈ An. Aśı q ∈
⋃∞
n Wn. Por

lo tanto, X \ {p} ⊆
⋃∞
n Wn.

En lo que sigue demostraremos que
⋃∞
n Wn = X.

Note que X \ {p} = X \ {p} o X \ {p} = X. Si X \ {p} = X \ {p} entonces X \ {p} es cerrado,
por lo que {p} es abierto y también es cerrado en X, aśı X no es conexo, lo cual no es cierto.
Por lo tanto, X \ {p} = X.

Como
⋃∞
n Wn = X \ {p}, entonces

⋃∞
n Wn = X \ {p} = X, aśı

⋃∞
n Wn = X.

Por último veamos que p es un punto orilla de X.Sea ε > 0. Como ĺımWn = X, entonces
existe k ∈ N tal que H(Wk, X) < ε. Notemos que p /∈Wk, aśı Wk ⊆ X \ {p} por lo que p es un
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punto orilla de X.

Aśı, hemos demostrado que todo punto en X es un punto orilla, por lo que todos los puntos
en el continuo son orilla.

En lo que sigue, vamos a demostrar que X tiene niveles en los cuales no todos sus puntos
son orilla.

Sea p ∈ X, donde p = (cosπ, senπ, 0). Sea µ : C(X) −→ [0, 1] una función de Whitney para
C(X). Sea t ∈ (0, 1) tal que t < µ(S1), se tiene que µ−1(t) = C ∪R, donde C = {C ∈ µ−1(t) :
C ⊆ S1} y R = {B ∈ µ−1(t) : B ⊆ R}.
Se tiene que el nivel de Whitney en t es de la siguiente manera:

3.12 Observación.
Observe que D ∪ R es una compactación de la recta real R, es decir, existe un homeomor-
fismo h : R −→ R tal que h(R) = D ∪ R, con residuo D , donde D = {D ∈ C : p /∈
D o p es un punto extremo de D}.
Además, para cada x ∈ R; D ⊆ h([x,∞)) o D ⊆ h((−∞, x]).

3.13 Lema. Si L es un subcontinuo de µ−1(t) tal que L ∩ C 6= ∅ y L ∩ R 6= ∅, entonces
D ⊆ L .

Demostración. Recordemos que existe un homeomorfismo h : R −→ R tal que h(R) = D ∪R.
Sea a ∈ R tal que L ∩R.
Afirmación: h((−∞, a]) ⊆ L o h([a,∞)) ⊆ L .
Para demostrar esto, supongamos que h((−∞, a]) 6⊆ L . Demostraremos que h([a,∞)) ⊆ L .
Fijemos un punto b ∈ (−∞, a] tal que h(b) /∈ L . Ahora, sea x ∈ [a,∞); veremos que h(x) ∈ L .
Para ésto, denotemos

U = h((b, x))

V = C ∪ h((−∞, b) ∪ (x,∞))

Notemos que µ−1(t) \ {h(b), h(x)} = U ∪ V , tambié note que U y V son abiertos ajenos en
µ−1(t) y ambos intersectan a L . Como L es conexo, se sigue que L ∩ {h(b), h(x)} 6= ∅, pero
h(b) /∈ L , por lo que h(x) ∈ L , esto demuestra que h([a,∞)) ⊆ L , con lo cual se demuestra la
afirmación.
Por la Observación 3.12 se tiene que D ⊆ h((−∞, a]) y D ⊆ h([a,∞)), con lo que se concluye
que D ⊆ L .
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Ahora demostraremos que para todo D ∈ D se cumple que D no es un punto orilla de µ−1(t).
Sea D ∈ D . Fijemos elementos P ∈ µ−1(t) \ (D ∪ R) y Q ∈ R. Note que D ∪ R es un con-
junto cerrado en µ−1(t) por lo que µ−1(t) \ (D ∪ R) es abierto, aśı, existe ε1 > 0 tal que
B(P, ε1) ∩ (D ∪R) = ∅.
Note también que R es abierto en µ−1(t), aśı, existe ε2 > 0 tal que B(Q, ε2) ∩ C = ∅.
Sea ε = mı́n{ε1, ε2}, aśı B(P, ε) ∩ (D ∪R) = ∅ y B(Q, ε) ∩ C = ∅.
Veremos que este ε > 0 nos sirve para demostrar que D no es punto orilla de µ−1(t).
Sea G un subcontinuo de µ−1(t) tal que H(µ−1(t),G ) < ε, entonces para todo M ∈ µ−1(t) se
tiene que B(M, ε) ∩ G 6= ∅, en particular se cumple que B(P, ε) ∩ G 6= ∅ y B(Q, ε) ∩ G 6= ∅, se
sigue que G ∩ C 6= ∅ y G ∩R 6= ∅, luego, por el Lema 3.13 se concluye que D ⊆ G , por lo que
D ∈ G . Esto demuestra que D no es un punto orilla de µ−1(t).
De esta manera hemos probado que no todos los puntos en el nivel µ−1(t) son puntos orilla, por
lo que la propiedad de que en un continuo todos sus puntos son orilla no es una propiedad de
Whitney.

Todo el análisis acerca de los tipos de puntos definidos en el caṕıtulo 2 y su relación con las
propiedades de Whitney se puede resumir en la siguiente tabla:

PROPIEDAD WHITNEY RW FRW SFRW

ncut(X) 6= X NO NO NO NO
Ejemplo 3.2 Teorema 3.1 Corolario del Teorema 3.1 Corolario del Teorema 3.1

ncut(X) = X NO NO NO NO
Corolario del Teorema 3.1 ejemplo 3.4 Corolario del ejemplo 3.4 Corolario del ejemplo 3.4

nsep(X) 6= X NO SÍ SÍ SÍ
Ejemplo 3.7 Corolario del corolario 3.6 Corolario del corolario 3.6 Corolario del corolario 3.6

nsep(X) = X SÍ NO NO NO
Corolario 3.6 Ejemplo 3.8 Corolario del ejemplo 3.8 Corolario del ejemplo 3.8

or(X) 6= X NO
Ejemplo 3.10 Corolario del ejemplo 3.11

or(X) = X NO NO NO
Ejemplo 3.11 Ejemplo 3.9 Corolario del ejemplo 3.9 Corolario del ejemplo 3.9
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