BENEMERITA UNIVERSIDAD
AUTONOMA DE PUEBLA

FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO MATEMATICAS

COMPRENSION DEL CONCEPTO DE LIMITE EN EL
REGISTRO GRAFICO EN ESTUDIANTES DE
MATEMATICAS Y ACTUARIA

TESIS PARA OBTENER EL TITULO DE

LICENCIADA EN MATEMATICAS

PRESENTA

IRAIS LAINES FLORES

DIRECTORA DE TESIS

DRA. LIDIA AURORA HERNANDEZ REBOLLAR

PUEBLA, PUE. NOVIEMBRE 2024







Agradecimientos

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a mi querida familia: Irasema Laines,
Armida Laines y Belén Flores. Ustedes siempre han sido mis pilares y un ejemplo a seguir. Gracias
por creer en mi incondicionalmente, por su apoyo constante y por alentarme a ser mejor cada dia.
Gracias por ensefiarme el verdadero valor del esfuerzo, la perseverancia y la dedicacion. Sin su
amor y apoyo, no habria podido llegar tan lejos. Un agradecimiento especial a David Castillo quien
ha sido mi compafiero de vida y de estudio por mas de cinco afos, gracias por tu apoyo emocional,
psicoldgico y académico, tu amor y comprension han sido claves para mi desarrollo personal.
Agradezco a Caos por llegar a mi vida en el momento mas oportuno, y por siempre ser una
compafiia en las noches de estudio.

También quiero agradecer a todos mis familiares cercanos especialmente a Raul Lainez y
Delia Maciel que me han estado incondicionalmente para brindarme su apoyo. Gracias a todos mis
comparfieros y amigos de universidad, me llevo conmigo valiosos aprendizajes e innumerables
momentos que atesoraré por siempre.

Agradezco profundamente a mi asesora la Dra. Lidia Hernandez por darme la oportunidad
de trabajar a su lado, por sus palabras de aliento, consejos y comprension.

Por ultimo, agradezco a todos los profesores que me trasmitieron sus conocimientos y me

ayudaron a alcanzar mis metas. Su dedicacién ha dejado una huella imborrable en mi vida.



indice
RESUMIEBN. ...ttt b e s bt she e st e bt e bt e e bt e sbeesabeeab e e a bt e bt e beesbeesmeeeabeenseesbeesaeesanenas 7
CAPTIUIO L.t b et bbbt e bbbt e st e b st et en e b stk en e b et et e e e bt n et ens 8
Planteamiento del ProDIBMAL........cc.ooviiriiieee ettt 8
1.1 Planteamiento del ProbIEMA..........coeiiiiriii s 8
I © | o1 1Yo TSRO 8
1.3 JUSEITICACION ..ottt sttt ettt b et bt et et ebesbestennan 9
O AN 1 (=T 0t= 0 T g S 9
CAPTIUIO 2.t h ettt b et b et h s b et h b n bbbt bt ne b ens 13
T oo T =T 1 T o SRS 13
2.1 TEOIA APOE ... . ittt sttt ettt st e st et e e et et e st e st e besbesbe st e s et et eneeneesessesaesseean 13
2.2 Totalidad del INTINITO.....ccueieieieeeeeese ettt sttt be b sae st 15
2.3 DESCOMPOSICION GENELICA. .....veveveeeiiieiirieiistetete ettt ettt sttt sttt b et be st esesenas 16
2.4 CiIClO € INVESTIGACION ....vinitiieiiieiee ettt ebe e s s 17
2.5 CicClo de eNSEAANZA ACKE ........c ittt ettt sttt ettt e et ne b sresae st 19
2.6 LIiMite de UNA FUNCION ...ttt sttt ettt enesae e nnas 19
2.7 Teoria de registros de representaciones SEMIGLICAS ........ccecvevvereeeeriesieece e eeere et ee e 20
(OF: 1o 11 11] [0 T TSROSO 23
VL1 (oTo o] [o]o - OSSR 23
3L ANALISIS TEONICO ..ttt sttt st e et seebe e b e s besbe st et et eneeneeneesessennan 23
3.2 Disefio e implementacién de los instrumentos de iNVestigacion..........c.ccveveeveieeceneeceece e, 25
3.2.1 CUBSLIONAITO ...ttt ettt ettt ettt ettt b e bt bbb e et et e bt ebe e b e s b e b et et et e st eneebesbeneennen 26
3.3 ColecCiOn Y @NAlISIS A8 TALOS .......ceeverrirririereeieieeete ettt sttt e e e re et e et e ae s e s e e e e eseesesseeaesrens 31
(OF: 1011 (1] [0 12 RO OSSR 32
ANALISIS U8 TESUITAUDS ....eveveieieieeeiieieete sttt ettt s et e st e e et et e seeseebesaestesbesseeeneeneeneeneeseseenean 32
4.1 ANALISIS el CUBSTIONATIO ....veuveueeneenieiieeieieeee ettt bttt neeaeseennan 32
4.2 Analisis de 12 entrevista CHNICA. .......coveerieirieireere et 58
(OF: 1o 111 1] [0 TR TSRO OSSPSR 69
CONCIUSTONES ...ttt b s bbbttt e e bt e bt e bt e b e s b et et et et e st eneebesbesaesbentens 69

2] o] 10T = T SRRSO 72



indice de Figuras

FIGURA 1 CICLO DE INVESTIGACION DE LA TEORIA APOE. .....ooieie ettt sttt st e e aee st e e eaae e 18
FIGURA 2 PREGUNTA 7 .eteietteeetee e sttt eetteestve e sttt e stteestaeesabeessseesabaaasseesabaesaseesasaeaaseesaseesnsaesasesanseesatasansessatesanseessesenseesnses 28
FIGURA 3 PREGUNTA S ..ottt ettt ettt e e ettt e e ettt e e e e bt e e e e tteeeeeasaeeeeataeeeeasteeeseasaeeeaatseeeesseeesassaeeeansseeeanns 30
FIGURA 4 RESPUESTADE E20 ... . ittt ettt e e et e e ettt e e e etaaeeeetaeeeeeabeeeeeasaeeeeatseeeessesesesseeeeanteeaeanns 33
FIGURAD RESPUESTADE EDA ...ttt ettt e ettt e ettt e et e e e e bt e e e e eabee e eeasaaeeeabaeeeesseeeseasaeeeantaeaeanns 33
FIGURA 6 RESPUESTA DE E22..... oottt ettt e et e ettt e e et e e e e ta e e e eeate e e eeasaeeeeataeeeesseeesnsseeeeaateeaeanns 33
FIGURA 7 RESPUESTA DE E3B.....uiiiiiieicie ettt s sttt ste e e te e s ve e s beesabaesabeesabeesabaesabesenseesataesnseesatasenseesatasenseeenses 33
FIGURA 8 RESPUESTADE E4D......oiiiiiieciee ettt et e e s e e te e s ve e s be e s beesabeesabeesabaesabesenseesabaesaseesataeenseesatesenseeenses 34
FIGURA O RESPUESTADE E4 ...ttt sttt st e e e s te e e te e s ba e s be e s ateesabeesabeasabeesabeeenseesataesnseesataeenseesabesenseeentes 34
FIGURA 10 RESPUESTA DE E22.....c o eeeeee ettt ettt te et ve e s te e s te e sabe e sabeesabaesabeaeabeesabaeenseesataeenseesatesenseesases 35
FIGURA 11 RESPUESTA DE ED... ittt ettt ettt te e s te e s te e s te e st e e sabaesateaenbeesabaesnseesataeensaesatasenseesnses 35
FIGURA 12 RESPUESTADE E30 ... .uueiiiiieieeeeiee ettt eeete e ettt e et e e e tae e e eettaeeeetaeeeeeaseeeeeaseeeeentseeeessseeesesseeeeanreeeeanns 36
FIGURA 13 RESPUEST A DE EB ..uuvviiiiiiiietiieiiee e e ettt et e e e eeeatet et e e e sesaaaaeeeeseesasssaseeesssssesbatasesesssessatsaesesesesssnraseeessessns 36
FIGURA 14 RESPUESTA DE EB ...ttt ettt et ettt e et e e e et e e e e taeeeeaaeeeeeaneeeeetseeeensseeesnsseeeenteeeennns 37
FIGURA 15 RESPUESTADE E3L... ..ottt ettt ettt e e e et e e eette e e e e taeeeeateeeeeasaeeeentseeeensseeesnsseeeeanteeeeanns 38
FIGURA 16 RESPUESTADE E24 ...ttt e st e e et e e e st e e e e sttt e e e eaate e e saaaeeaaatseeeensaseessbeeeaasteeenanes 38
FIGURA 17 RESPUESTA ELD ..ottt e e e ettt e e e st e e e e tt e e e satbaaeesataeeeanstaeesssaaeaastseesenssseesnssneeaansaeeeanes 39
FIGURA 18 RESPUESTADE ELD ...ttt ettt e ettt e e sttt e e e et e e e s atae e e sataeeesastaeesnsaaaeeastseeeansaaeesnsseeeaansaeananes 40
FIGURA 19 RESPUESTA ES ...ttt ettt e ettt e e e ette e e e st e e e ettaeesaabaaeesataeaeaastaeesssaaeaassseseanseseesnssaeeaasseeeannes 41
FIGURA 20 RESPUESTA DE E37 ...ttt ettt e st e e e ettt e e s tta e e e sttt e e e eaataeesasaaesastaeeeensaaeessbeseensseeenanes 41
FIGURA 21 RESPUESTADE EB.....uvviiiiieie ettt ettt ettt e et e e e tve e e eetteeeeetaeeeeeateeeeeaneeeeentseeeensseeesesseeeennteeeennns 42
FIGURA 22 RESPUESTADE ELD ... .ottt eeete e et e et e e e ae e e eettaeeeetaeeeeaseeeeeanaeeeentseeeessseeesesseeeeanteeeeanns 42
FIGURA 23 PREGUNTA 7 ettt et ettt e ettt e eetee e eetaeeeeetaeeeeeaaeeeeseteeeeeetseeeeasseseestaeeeaasseseeessseeeansseeeessseeeensseeeeansseeennns 42
FIGURA 24 RESPUESTA DE E25 ...ttt ettt et s e e s te e st e e e aae e sateeanbeesateeenseesataesnseesataeanseesataeenseesnses 43
FIGURA 25 RESPUESTADE B2ttt et e ettt e ettt e e e et e e e et e e e settaaeeeataeeeeastaeesssaaeeastseesassssesnsseseeastesananns 44
FIGURA 26 RESPUESTADE EAD ...ttt ettt e et e e st e e e s bt e e e e ata e e sabaaeesataeeeensaseessseeeeantaeananns 44
FIGURA 27 RESPUESTA DE EDL ..ottt ettt e e et e e st e e e e aba e e e eatta e e sasaaeeaataeeeensaseessseeeenstaeananns 45
FIGURA 28 RESPUESTADE E34 ...ttt ettt e ettt e e e et e e e et e e e setbeaeesabaeeeesteeesssaaaeastseeeenssseesasseaeenstaeananns 46
FIGURA 29 RESPUESTADE E26 ......oiiiiiiiieie ettt ettt e e ettt e e st e e e sttt e e eeastaeesasaaeeastaeeeessseessseeeenntaeananns 48
FIGURA 30 RESPUESTA EAS ... oottt sttt s et s e e st e e st e e s te e st e e e aaeesateeenseesateeenseesataeanseesataeanseesateeenseesnses 48
FIGURA 31 RESPUESTA DE ELD...oiiiiiiiii ettt ettt et s e e st e s te e saae e sat e e ensaesateeenseesataeanseesasaeenseesntaeenseesases 49
FIGURA 32 RESPUESTADE EA2 ... oottt ettt s e e e te e s e e s te e st e e e aae e s et e e eabeesateeenseesataeanseesasaeanseesataeenseesanes 50
FIGURA 33 RESPUESTADE E34 ... ittt ettt et s e st e st e s e e e ate e s et e e sabeesateeenseesataeanseesateeenseesataeenseesnses 51
FIGURA 34 RESPUESTADE EB4 ...ttt ettt e e et e e e e ette e e e e bt e e e e ateeesasaaeeastaeeeesaseessseeeeantaeananns 54
FIGURA 35 PREGUNTA 8 ...t eiiee ettt e e ettt e ettt e e e ettt e e e etteeeeetaaeeesabaeaeentsseesassaaaeaatasseastasesassaaeaastseseanssseesnssseeaansseaaanns 55
FIGURA 36 RESPUESTADE EB ... ..ottt ettt e st e e e s bt e e e eate e e saaaaeesataeeeesaseessseeeennteeaeanns 55
FIGURA 37 RESPUESTA DE E27 ...ttt ettt ettt e e ettt e e et e e e e bt e e e eateeeseasaeeeaabaeeeesseeesesseseeastaeaeanns 56
FIGURA 38 RESPUESTADE EL3 ...ttt ettt e e ettt e e et e e e e e bt e e e e abeeeeasaeaeaabaeeeesseeesassesaeantaeeeanes 56
FIGURA 39 RESPUESTA DE E27 ...ttt ettt s e st e s te e s te e st e e s beesaae e sataesasaesateesnseesasaesnseesataeanseesntaesnseesases 57
FIGURA 40 RESPUESTA DE E37 ..ottt e ettt e et s te e s ae e s te e e aae e sabaesabeesateeeaseesataesaseesataeanseesataesnneesanes 57
FIGURA 41 RESPUESTADE E24 ...ttt s ettt e e te e s te e st e e st e e s aae e st e e sabaesateesaseesataesasaesataeenseesataeenseesases 57
FIGURA 42 RESPUESTADE E20 ....cctiiiiii ettt ettt s e st e e te e s ve e st e e s teesaaeesataesabaesatesenseesntaeensessataeenseesateeenseesases 59
FIGURA 43 REPRESENTACION ALGEBRAICA EJERCICIO 5 DE E20. ....uviiieiiiie ettt eevvee e e e 61
FIGURA 44 SEGUNDA REPRESENTACION GRAFICADE E20 .......uuiiiiiiiiieeee ettt eeaae e e evae e e 61
FIGURA 45 TERCERA REPRESENTACION GRAFICA DE E20. .....c..uiiiiiiiie ettt ettt e et e e e aae e e etaeaeenns 63

FIGURA 4B PREGUNTA 7 oottt ettt ettt e e e e e ettt et e s e e esaab e b e e e e e eesesbabaseeeeesesababbeeseeeseaaabaaeeeseeesssababaeeeseesns 63



FIGURA 47 RESPUESTA 7 A) DE E20. ..ottt ettt sttt sttt sttt st e b et be et sbe et ebenane 64
FIGURA 48 RESPUESTA 7 B) DE E20. ....cuviieiiirieiiirieterirettentetes ettt ettt et st s 65
FIGURA 49 RESPUESTA 7 C) DE E20. ....cuiiieuiirieiiirietereriettenteteserte ettt sttt st 65



Resumen

En esta investigacion se analizaron las estructuras mentales de un grupo de estudiantes de
la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP cuando se enfrentan a actividades
relacionadas con el limite de una funcién en el registro grafico. Usamos la teoria APOE (Accion,
Proceso, Objeto y Esquema) porque, aunque inicialmente fue disefiada para el estudio de conceptos
en niveles educativos superiores, su aplicacion se ha ampliado y hoy en dia es util en diversos
niveles educativos. También se utilizo la Teoria de representaciones semioticas de Duval la cual
nos ayudd a conocer las trasformaciones semioticas que realiza el estudiante entre las diversas
representaciones.

Uno de los resultados obtenidos fue la falta de familiaridad con el registro grafico, ya que
se observd cémo un gran ndmero de estudiantes participantes lograron realizar de manera
satisfactoria ejercicios en el registro algebraico y analitico, pero al momento de enfrentarse al
registro gréafico no lograron coordinar una estructura mental denominada Proceso coordinado de
aproximaciones en el dominio y en el rango, el cual es una estructura muy importante para la
comprension del limite.

Palabras clave: limite, registro grafico, teoria APOE, calculo, representaciones semioticas.



Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1 Planteamiento del problema

En investigaciones previas se ha detectado cierta dificultad por parte de los estudiantes en
la comprension del concepto de limite de una funcidén, abordado desde una perspectiva informal o
utilizando la definicion -6, (Morante, 2020). Este concepto suecle ensefiarse, mayoritariamente,
en el registro algebraico, si bien esto permite que el estudiante comience a construir la concepcion
del concepto de limite de una funcion, para Duval (2006), lo que primero importa no es la eleccion
del mejor sistema de representacion sino lograr que los estudiantes sean capaces de relacionar las
diferentes maneras de representar los contenidos matematicos. Para este caso, por ejemplo, pasar
de su representacion grafica a una representacion analitica o viceversa. Aunque las investigaciones
muestran que el concepto de limite suele introducirse como la idea de aproximacion, esta situacion
no suele verse en la representacion gréafica.

Por lo anterior, con esta investigacion pretendemos dar respuesta a la siguiente pregunta
de investigacion:

¢Cual es la comprension de un grupo de estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico
Matematicas de la BUAP del concepto de limite en el registro grafico desde el punto de vista de
la teoria APOE?

1.2 Objetivo

Analizar la comprension de un grupo de estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico

Matematicas de la BUAP del concepto de limite en el registro gréafico, desde el punto de vista de

la teoria APOE.



1.3 Justificacion

Para la presente investigacion se empleara la teoria APOE, dado que es unateoria cognitiva
que se basa en la epistemologia de Piaget y que fue creada especificamente para estudiar los
conceptos matematicos de nivel superior, aunque en la actualidad se utiliza para distintos niveles
de educacion. Asi, siguiendo recomendaciones de investigaciones previas, (Morante, 2020,
Analco, 2019, Hernandez, et al., 2023), consideramos que sus herramientas tedricas nos permitiran
comprender como la mayoria de los estudiantes construyen el concepto de limite en el registro
gréfico.

Un ejemplo de estas investigaciones es la de Analco (2019) en la cual nos menciona que
en el registro grafico solo el 37.5% relacion6 ambas variables a partir de coordinar los Procesos
en el dominio y en el rango, ya que, al ver la gréafica, casi todos respondieron en términos de
intervalos o encontrando la regla de correspondencia o viendo la continuidad de la funcion.

Duval (1998) sefiala que la formacion de conceptos implica una coordinacion de sistemas
de representaciones, lo cual se logra mediante la articulacion entre diferentes registros. En este
estudio, nos enfocaremos en el registro grafico, ya que diversas investigaciones, como la de Hitt
(2003) indican que la ensefianza del concepto de limite a menudo se restringe a un enfoque
puramente algebraico o a definiciones rigurosas, por lo que, es fundamental adoptar métodos
alternativos en los que las tablas y graficas de funciones desempefien un papel mas relevante.

1.4 Antecedentes

La ensefianza del concepto de limite ha sido objeto de varias investigaciones, a
continuacion, citaremos alguna de ellas, las cuales nos ayudaran a identificar la importancia del

uso del registro grafico para la ensefianza-aprendizaje de este concepto.
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Blazquez et al. (2009) nos mencionan que, para interpretar el concepto de limite, es
necesario imaginar las variables en movimiento a lo largo de los ejes de coordenadas, por ello, la
concepcién métrica del limite, es decir, una definicion formal, puede ser dificil de comprender,
por lo que los libros de textos a menudo utilizan definiciones intuitivas y representaciones graficas
y numeéricas para facilitar su entendimiento. Aunque algunos autores prefieren una definicion
rigurosa pero libre de formalismos, estos autores suelen utilizar los cuatro registros (verbal,
grafico, simbdlico y numérico). Uno de los autores que se puede mencionar es Spivak (1981), él
recurre al registro grafico para explicar el concepto de forma intuitiva donde se puede observar
cierto dinamismo.

Los tratamientos utilizados en la mayoria de los libros de textos (Spivak, 1981, Stewart,
2012, Thomas, 2018) son: un enfoque intuitivo inicial donde se introduce el concepto de limite de
una funcion utilizando gréficas, tablas y ejemplos practicos. La definicion informal del limite de
una funcion, presenta el limite como el valor al que se acerca una funcidn cuando la variable
independiente se aproxima a un nimero especifico, después se utiliza la definicion formal del
limite de una funcién al igual que aplicaciones practicas enfatizando la importancia del concepto
de limite en contextos aplicados, por ultimo, se incluyen ejercicios variados tanto tedricos como
practicos.

La interpretacion del concepto de limite no solo depende de los libros de textos utilizados
por el alumno, ya que el profesor, al ser una guia para la construccion del conocimiento, debe
utilizar maltiples métodos para la ensefianza de este concepto. Por ello, se han realizado diversas
investigaciones donde se analiza cOmo es la ensefianza de este concepto, por ejemplo:

Aquere et al. (2006) mencionan que, generalmente, la ensefianza del célculo en la

universidad d se realiza mediante métodos convencionales, donde se exige al estudiante un simple
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"dominio" repetitivo y algoritmico de los conceptos. En particular, el estudio de los limites se basa
en definiciones rigurosas y en ejercicios que, aungue aumentan en complejidad, siguen un patrén
de pensamiento similar, convirtiéndose en una actividad monotona. Sin embargo, la formacion no
debe limitarse a la automatizacion de técnicas operativas; también debe incluir la integracion de
diversos sistemas de representacion.

Blazquez et al. (2009) suponen que una creencia comun entre el profesorado universitario
es que el concepto de limite es uniforme y constante entre todos los autores. No obstante, al
analizar diferentes enfoques, observaron que la variabilidad en la subjetividad, el simbolismo y las
representaciones graficas implica aprendizajes diversos.

Un ejemplo donde se mencionan los aprendizajes diversos obtenidos por los estudiantes se
presenta en la investigacion realizada por Analco y Herndndez (2019), donde mencionan que el
registro gréafico es donde menos se evidencid la concepcion dinamica, ya que, construyeron la
concepcion Accién y la de Proceso en el dominio, pero tuvieron dificultades para construir el
Proceso en el rango. Mientras que, en la concepcion métrica, casi todos los participantes
respondieron en términos de la variable x y no en términos de la distancia x en el punto de interés.
Observando las diferentes representaciones semioticas, se percataron que, el registro grafico
favorecid la determinacion de la no existencia del limite cuando las aproximaciones en el rango
no coincidian, mientras que el registro numérico les favorecid para percibir el comportamiento de
las variables. Esto contrasta con los resultados de Pons (2014), donde los estudiantes encontraron
mas til el registro grafico para vincular ambas variables.

Pons (2014) report6 que los estudiantes acceden a la concepcién dinamica en el modo

gréafico, progresa en el numérico y se consolida en el algebraico. Es asi como se debe reflexionar
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sobre uno de los comentarios de Blazquez y Ortega (2006) donde destacan que el registro grafico
es el mas comprendido y preferido por los alumnos.

Por lo que, es importante plantear algunos puntos de vista sobre el registro grafico,
viéndolo de manera general, la geometria. Para ello hacemos mencion del siguiente autor.

Duval (2016), menciona que la geometria es una disciplina que exige una actividad
cognitiva integral, involucrando movimiento, lenguaje y percepcion visual. Su ensefianza es
compleja y, a pesar de que los objetivos pueden ser modestos, los resultados a menudo son
insatisfactorios. Para comprender una figura geométrica, es fundamental diferenciar entre
magnitud, que depende de la escala, y las formas en si, que son independientes de dicha escala. La
relacion con las figuras se centra en la identificacion de formas, no en la magnitud. Esto subraya
la necesidad de una educacién que promueva una comprension profunda y efectiva de los
conceptos geometricos. En resumen, una ensefianza adecuada es crucial para mejorar el

aprendizaje en este campo.
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Capitulo 2

Marco Tedrico

En este capitulo presentamos la base tedrica para nuestra investigacion. Es importante
recordar que se busca conocer como los estudiantes conciben el concepto de limite de una funcién
en el registro gréfico, para ello se utilizaré la teoria APOE. Por lo que a continuacion se describen
los principales aspectos de esta teoria y algunos conceptos de la teoria de registros de
representacion semiotica, que se utilizardn para analizar las respuestas de los estudiantes en

diferentes registros.

2.1 Teoria APOE

La teoria APOE toma el nombre de sus siglas que significan, Accion, Proceso, Objeto y
Esquema, es una propuesta constructivista para comprender como los individuos aprenden
conceptos matematicos. Fue creada por Dubinsky y desarrollada por el grupo RUMEC (Research
in Undergraduate Mathematics Education Community) del cual fue el lider.

Esta teoria se centra en la abstraccion reflexiva como mecanismo clave para el desarrollo
cognitivo. Piaget defini6 la abstraccion reflexiva como un mecanismo mental, es decir, como la
capacidad de reflexionar sobre Acciones y Procesos para transformarlos en Objetos estaticos, sobre
los cuales se pueden aplicar nuevas operaciones (Arnon et al., 2014).

Dubinsky en los afios 80, adaptd estas ideas al contexto de la educacion superior,
proponiendo que los individuos transitan por cuatro estructuras mentales (Accion, Proceso, Objeto
y Esquema) para aprender un concepto matematico y mediante los siguientes mecanismos

mentales: Interiorizacion, Coordinacion, Reversion, Encapsulacion y Desencapsulacion, para
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poder construir las estructuras mentales necesarias. A continuacion, se explican las estructuras y
mecanismos mentales como se presenta en Arnon et al. (2014).

Accion: Cuando un individuo tiene una concepcion en Accion de un concepto, significa
que su entendimiento se limita a realizar transformaciones externas dirigidas de manera especifica.
Esto implica que el sujeto no puede imaginar libremente diferentes formas de abordar el concepto
ni puede omitir pasos en el proceso de comprension. Es como seguir un conjunto de instrucciones
paso a paso sin poder visualizar o entender el concepto mas alla de esas instrucciones externas.

Proceso: Cuando un individuo ha interiorizado las Acciones en un Proceso, significa que
puede reflexionar sobre las Acciones previas y recrearlas mentalmente sin necesidad de depender
de estimulos externos. En este estado, el individuo entiende las Acciones internamente y puede
revertir las Acciones interiorizadas que originaron ese Proceso. Es decir, puede retroceder y
comprender cdmo las Acciones originales condujeron al estado mental actual sin necesidad de
referencias externas.

Objeto: La construccion se logra mediante el mecanismo de Encapsulacién, es decir, el
individuo aplica una serie de Acciones sobre un Proceso (ente dinamico) y lo trasforma en un ente
estatico. Este ente estatico es ahora un Objeto cognitivo sobre el cual el individuo puede aplicar
nuevas Acciones.

Esquema: Un esquema se forma como un conjunto organizado de elementos como
Acciones, Procesos, Objetos y otros esquemas interconectados entre si. Estos elementos no son
estaticos, sino dinamicos, ya que se reconstruyen constantemente a medida que el individuo se
involucra en actividades matematicas especificas.

Las estructuras mentales antes mencionadas se relacionan con los siguientes mecanismos

mentales:
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Interiorizacién: mecanismo por el que una actividad realizada externamente se transfiere
al mundo interno del individuo, el sujeto ya no necesita apoyos externos para controlarla. A través
de este mecanismo, el individuo desarrolla la habilidad de visualizar y recrear mentalmente la
actividad que solia depender de representaciones externas fisicas. Esta capacidad le permite al
individuo no solo imaginar la ejecucion de los pasos necesarios, sino también omitir algunos pasos
e incluso revertirlos si es necesario.

Coordinacion: mecanismo por el que se coordinan dos 0 mas Procesos al igual que
Acciones, para poder generar nuevos Procesos. Este Proceso resultante puede ser encapsulado
como un Objeto.

Reversion: se refiere a restituir el mecanismo que dio origen a el Proceso en un Objeto.
De manera que, al ser el Proceso una estructura dinamica, esta puede convertirse en algo estatico,
adquiriendo asi la forma de una estructura Objeto.

Encapsulacion: cuando se percibe el Proceso como una totalidad, el individuo encapsula
el Proceso en un Objeto cognitivo. En general, implica convertir una estructura dindmica, el
Proceso, a una estructura estéatica, el Objeto.

Desencapsulacion: Cuando el individuo ha encapsulado el Proceso en un Objeto, puede
desencapsular este Objeto para regresar a el Proceso que lo origind, es decir, cuando el Objeto es
reintegrado al Proceso, se llama desencapsulacién.

Esta teoria sostiene que los esquemas matematicos se construyen de manera continua y
adaptativa, integrando nuevas experiencias y contextos para fortalecer la comprension de

conceptos matematicos complejos.

2.2 Totalidad del infinito
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Hernandez et al. (2023) reportan que, para el caso particular del infinito, Dubinsky et al.
(2013) observaron que para que el individuo logre el paso del infinito potencial al actual es
necesario que conciba el Proceso de infinito como algo terminado; luego, mediante el mecanismo
de encapsulacion, debe construir el Objeto sobre el cual puede realizar Acciones. Asi, estas autoras
propusieron la estructura de Totalidad, que permite ver el Proceso de infinito como un todo, como
una entidad estatica sobre la que, no necesariamente, es posible aplicar Acciones. Es por esto por
lo que, en el contexto del infinito, la estructura de Totalidad se ubica entre el Proceso y el Objeto.
El mecanismo mediante el cual un individuo transita de la estructura Proceso del infinito a la
Totalidad fue denominado completez por Roa-Fuentes (2012), y se us6 para demostrar la Totalidad
en Villabona et al. (2022). El infinito est4 inmerso en el concepto de limite; para ver el Proceso
infinito como terminado, el sujeto necesita considerar el limite como Objeto, como el Objeto que
trasciende el Proceso (Villabona y Roa-Fuentes, 2016). «En los Procesos infinitos que son
analizados a través de una situacion al limite, la comprensién que tenga el individuo sobre este
concepto hace la diferencia entre ver un Proceso infinito como inacabado o verlo como un todo»

(Villabona et al., 2022, p. 193)

2.3 Descomposicion genética

Una descomposicion genética es un modelo hipotético que describe las estructuras
mentales y mecanismos que un estudiante podria necesitar construir para aprender un concepto
matematico especifico (Arnon et al., 2014). Este modelo comienza como una hip6tesis basada en
la experiencia de los investigadores en la ensefianza y el aprendizaje del concepto, apoyandose en
la Teoria APOE, conocimientos matematicos previos, investigaciones anteriores y la evolucion
histdrica del tema. Es importante aclarar que hasta que se valide experimentalmente, se considera

una hipdtesis preliminar. La descomposicion genética describe las Acciones necesarias de un
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individuo sobre Objetos mentales previamente construidos, explicando como estas Acciones se
convierten en Procesos internos. Estos Procesos se encapsulan en Objetos mentales que forman
parte de Esquemas mas amplios, estructurando la comprension del concepto.

Es crucial entender que un concepto matematico puede estar compuesto por diversas
Acciones, Procesos y Objetos, todos interrelacionados y organizados en esquemas mentales. La
descomposicion genética también aborda las diferencias en el desarrollo de las construcciones
mentales entre estudiantes, proporcionando una base para el disefio de tratamientos instructivos.
La implementacion de estos tratamientos permite recopilar datos a través de instrumentos escritos
y entrevistas. El analisis de estos datos busca refinar la descomposicion genética preliminar para
describir de manera precisa la construccion del concepto.

La teoria APOE reconoce las diferentes formas de aprendizaje que pueden seguir los
estudiantes, haciendo notar que las estructuras mentales pueden pasar de Procesos hacia Acciones
0 desde Objetos hacia Procesos y viceversa. Cada estudiante puede tener diferencias en su
desarrollo cognitivo, la descomposicion genética predice las construcciones mentales deducidas
del andlisis de datos recopilados en disefios experimentales. Es decir, proporciona un marco
unificador que describe las estructuras necesarias para comprender un concepto matematico de un
sujeto genérico (Dubinsky, 1991).

2.4 Ciclo de investigacion

En la teoria APOE el ciclo de investigacién esta formado por tres componentes: el analisis

tedrico, el disefio e implementacidn de instrumentos de investigacion y la coleccion y analisis de

datos.
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Figura 1
Ciclo de investigacion de la Teoria APOE.

Andlisis tedrico

/ .

Disefio e implementacion de
instrumentos de investigacion

> | Coleccion y analisis de datos

A

Nota: Adaptacion de Arnon et al. (2014)

Los tres componentes del ciclo de investigacion se dependen entre si, el analisis tedrico es
una base para el disefio e implementacién de las actividades y con estas poder analizar las
construcciones mentales de los estudiantes.

El anélisis tedrico es el primer componente del ciclo de investigacion, este consiste en
recabar informacion de libros o investigaciones relacionadas con el tema, lo que conlleva a una
descomposicion genética.

El disefio e implementacion de instrumentos de investigacion se fundamenta en la
descomposicion genética, un enfoque que permite al estudiante construir conocimientos a traves
de un proceso gradual y estructurado. En este modelo, el estudiante primero genera Acciones, que
luego interioriza como Procesos. A continuacion, estos Procesos se encapsulan en un Objeto, vy,
finalmente, se coordinan maltiples Procesos para generar nuevos conceptos. A lo largo de este
ciclo, diversas estrategias pedagdgicas pueden facilitar el aprendizaje y la comprension profunda
del concepto en cuestion.

Por ultimo, la coleccion y analisis de datos, es de suma importancia ya que da evidencia

del anélisis teorico realizado. En algunos casos se responden las siguientes preguntas:
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1. ¢Los estudiantes hicieron las construcciones mentales que requeria el analisis
tedrico?
2. ¢Qué tan bien aprendieron los estudiantes el contenido matematico?

Si la respuesta a la primera pregunta es negativa, se reconsidera y revisa la instruccion. Si
la respuesta a la primera pregunta es positiva, pero la segunda es negativa, se revisa y se ajusta el
andlisis tedrico. Este ciclo se repite hasta que ambas respuestas sean afirmativas y que los
estudiantes hayan comprendido adecuadamente los conceptos matematicos.

En otros casos se revisan los resultados obtenidos algun cuestionario aplicado, y se analizan
las estructuras mentales que tuvo que realizar el estudiante para responderlo.

Finalmente, se proporcionan conclusiones con sugerencias pedagogicas y directrices para

futuras investigaciones y su implementacion.

2.5 Ciclo de ensefianza ACE

La Teoria APOE sugiere el ciclo de ensefianza ACE (Actividades, Discusion en clase,
Ejercicios) el cual es un modelo pedagdgico, que estd disefiado para favorecer el aprendizaje
significativo mediante la interaccion de los tres componentes claves. Este ciclo facilita el
aprendizaje al integrar aspectos cognitivos y practicos de la ensefianza, ayudando a que los
estudiantes no solo comprendan los contenidos, sino que también desarrollen habilidades para

aplicar los conocimientos adquiridos.

2.6 Limite de una funcion

La definicion formal del limite de una funcion es la siguiente:

lim f(x) =L, si para todo € > 0 existe § > 0, tal que, 0 < [x — x,| < &, entonces, |f(x) —
X=X

Ll <e.
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Esta definicion se asocia con una concepcion métrica, se identifica por ser formal,
utilizando la definicién € — §. Se deriva de coordinar un Proceso en el dominio donde |x — x| se
aproxima a cero, y un Proceso en el rango en el cual |f(x) — L| se aproxima a cero (Analco y
Hernandez, 2020). Para llegar a construir esta concepcion el estudiante debe de tener una buena
abstraccion, es por ello que se estudia en nivel superior.

Para la concepcion dinamica tenemos que:

El limite de una funcion f(x) es L cuando X se aproxima a x, de tal manera que el valor de f(x)
es cada vez més cercano a L.

El estudiante da muestra haber construido la concepcion dindmica del limite de una funcion
cuando logra construir el Proceso en el dominio y el Proceso en el rango y coordinarlos. Es decir,
ve al limite como la aproximacion de los valores de la funcidén cuando sus imégenes se aproximan
a un numero. Esta concepcion es informal y suele estudiarse en el nivel medio superior y superior
(Hernéndez et al., 2023, p. 121).

2.7 Teoria de registros de representaciones semiéticas

Esta teoria fue creada por el psic6logo Raymond Duval, la cual resalta la necesidad de usar
diferentes representaciones para la ensefianza-aprendizaje de los conceptos matematicos. (Duval,
2006) esta Teoria estudia como los estudiantes comprenden los conceptos matematicos a traves
del uso de representaciones semidticas, ya que, al ser las matematicas una actividad semi6tica, los
objetos matematicos no son tangibles, es por ello que solo accedemos a ellos a través de
representaciones semidticas.

Para Duval (2017) una representacion semidtica es cualquier forma de simbolo utilizado
para representar un objeto o concepto matematico. Estas representaciones incluyen expresiones

algebraicas, graficos, diagramas y palabras, que permiten a los estudiantes representar, manipular
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y comunicar ideas matematicas. Todas las representaciones semidticas tienen dos caracteristicas:
La primera es que tienen una organizacion interna, por ejemplo, la organizacion interna de una
representacion grafica no es la de una figura geométrica o un esquema, aunque todas estas son
representaciones visuales. La diferencia es en como se disponen los elementos dentro de cada tipo
de representacion y el propdsito que tienen. una representacion grafica es de organizar su contenido
segun criterios visuales que buscan destacar la informacion relevante de manera clara y
comprensible. La segunda es que siempre hay varias formas de distinguir las unidades de
significado y los niveles de organizacion.

Para Duval (2006) es importante aclarar que existe diferencia entre los conceptos de
registro de representaciones semioticas y representacion. Una representacion es como se presenta
el concepto en un registro. Algunos ejemplos de registros de representaciones semidticas son:
representacion numerica, grafica, algebraica, el lenguaje natural, figuras geométricas, etc. Estas
representaciones semiodticas son matematicamente esenciales, al igual que sus posibles
trasformaciones semiéticas, que pueden ser las siguientes:

o Tratamiento: es una transformacion que se realiza en la misma
representacion semidtica que la inicial.

. Conversidn: es una trasformacion entre distintos registros, para este caso es
necesario tener conocimiento de ambos registros semioticos.

o Congruencia y No Congruencia: La congruencia se refiere a la facilidad
con la que una Conversion entre registros mantiene la informacion explicita. Si una
conversion oculta o transforma significativamente la informacion, se considera no

congruente, lo que genera desafios adicionales para los estudiantes.
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o Visualizacion y Significado Cognitivo: la visualizacion es una herramienta
para comprender conceptos abstractos y cdmo el significado cognitivo depende de la
capacidad del estudiante para coordinar registros.

o Monorregistro o Multirregistro: Los estudiantes pueden operar en un solo
registro (monorregistro) o en varios (multirregistro).

o Funciones Epistémicas de la Representacion: Se distinguen entre la
funcion de comunicacion (expresar ideas) y la funcion cognitiva (favorecer la
comprension).

Cada tipo de representacion semidtica proporciona medios de tratamientos especificos los
cuales no son equivalentes a los de otros tipos de representaciones. El poder realizar
trasformaciones de manera satisfactoria, al igual que reconocer qué registro es mas adecuado
dependiendo de la situacion y el poder justificar por qué utiliz6 alguna representacion en el
concepto matematico da evidencia de haber consolidado el concepto.

Por altimo, el estudio semi6tico y cognitivo en la teoria de registros de representaciones
semioticas es para conocer los registros semioticos utilizados y las trasformaciones aplicadas.

Duval (2006) presenta al objeto matematico como el invariante de una multiplicidad de

posibles representaciones.
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Capitulo 3
Metodologia

La investigacion es de tipo cualitativa y se ajusta al ciclo de investigacion de la Teoria

APOE.

3.1 Andlisis teorico
Para el analisis tedrico de esta investigacion se decidio utilizar la descomposicidn genética

de Hernandez et al. (2023).

La descomposicion genética de Hernandez, et, al. (2023), tuvo como principal objetivo
refinar la descomposicion genética de Cottrill (1996), en su concepcién dinamica, donde se ven
incorporados los registros semidticos.

Primero se enlistan las estructuras mentales previas que necesita el estudiante para
construir el concepto de limite de una funcién real.

Estructuras previas

. Un esquema de numeros reales que abarque las ideas relacionadas con los distintos
conjuntos numéricos, en especial el numero racional (tanto en su forma fraccionaria como
decimal), asi como las propiedades de orden en los nimeros reales.

. Una comprension del concepto de funcidn real en sus diversas representaciones
semioticas, lo que significa que el estudiante es capaz de identificar la imagen de un elemento
arbitrario del dominio y visualizar el rango de la funcion en cualquier tipo de representacion
semiotica.

o Una concepcion de infinito como Proceso (Dubinsky et al. 2005).

Acciones
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Dado un elemento del dominio cercano al valor x=a, el estudiante llevara a cabo la Accion
de asociar este valor con su imagen bajo la funcion f en cada uno de los registros semidticos
correspondientes. En el registro numérico, hara la Accién de analizar una tabla que muestre pares
ordenados de nimeros, donde una sucesion corresponde al dominio de la funcion y la otra a las
iméagenes correspondientes. En el registro algebraico, realizara la Accion de sustituir elementos
del dominio de la funcion, cada vez mas cercanos a x=a, en una expresion matematica para
determinar su imagen. En el registro grafico, desempefiara la Accién de ubicar las imagenes en el
eje y para distintos valores en el eje x que pertenecen al dominio de la funcién y que estan cada
vez mas proximos a x=a. Finalmente, en el registro verbal, realizard la Accion de describir las
acciones realizadas en los otros registros.

Dos estructuras de Proceso, una en el dominio y otra en el rango

Al repetir las Acciones de asociar un valor en el dominio cercano a x=a con su imagen
correspondiente, tanto a la izquierda como a la derecha de x=a, utilizando diversas funciones
representadas en distintos registros de representacion, y reflexionar sobre la proximidad de los
valores en el dominio a x=a, y de los valores en el rango a un valor especifico y=L, cuando sea
posible, el estudiante interioriza estas Acciones en dos Procesos de aproximacion infinita: uno en
el dominio y otro en el rango, en cada uno de los registros de representacion mencionados.

Proceso de la concepcion dinamica del limite de una funcion real

Cuando el estudiante coordina los dos Procesos descritos anteriormente, utilizando
diferentes funciones en cada uno de los registros de representacion, ya sea que el limite exista o
no, desarrolla un nuevo Proceso que le permite apreciar y representar de diversas maneras las
aproximaciones conjuntas: de x acercandose al valor a y de f(x) acercandose, o no, a un valor

especifico L. Al reflexionar sobre los resultados de estos Procesos en cada registro de
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representacion y coordinarlos en pares (numérico-grafico, numeérico-verbal, numérico-
algebraico, grafico-verbal, grafico-simbolico, algebraico-verbal), el estudiante construye nuevos
Procesos que también se coordinan entre si. Este Proceso coordinado se considera un Proceso de
comprension dindmica del limite, evidenciado cuando el estudiante puede concluir que, a medida
que x se aproxima infinitamente a x=a, la funcidn se aproxima al valor f(x)=L, independientemente
de las representaciones utilizadas.

Totalidad del proceso infinito en la concepcion dinamica del limite

Siempre que el limite L de una funcion f exista en x, el estudiante podra demostrar que el

Proceso coordinado de aproximacion infinita ha concluido y afirmar que lim f(x) =L en
xX—a

cualquier registro semiotico en el que se presente esta situacion. Si el limite de la funcién no existe
porque no coinciden, el estudiante podra determinarlos y argumentar que éste no existe, dado que
ambos limites, como aproximaciones infinitas terminadas, son diferentes.

Objeto de la concepcién dindmica del limite

Mediante acciones sobre el limite dindmico que demuestran la totalidad del infinito, el
estudiante interioriza la concepcién dindmica del limite y es capaz de llevar a cabo nuevas

Acciones con él, como aplicar sus propiedades.

3.2 Disefio e implementacion de los instrumentos de investigacion

Se disefid un cuestionario de ocho reactivos, para conocer la comprension de los
estudiantes al enfrentarse a actividades relacionadas con el concepto de limite. En el cuestionario
se consideraron los siguientes aspectos: la definicion y el calculo de limites, la aplicacion de la
definicion formal y las estructuras mentales del limite en el registro gréafico, el cual se aplico en

una sesién de 60 minutos.
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Se aplicé una entrevista clinica semiestructurada a uno de los estudiantes que respondio el
cuestionario, con la intencion de recabar mayor informacién sobre la comprensién del concepto

de limite en el registro gréafico.

3.2.1 Cuestionario
Pregunta 1

Sea f una funcion real cualquieray x, € R. ¢Qué significa para ti la expresion

lim f(x) =L ?

X—Xg

a) Explica con tus propias palabras.

b) Escribe la definicion de limite de f en x, que recuerdes.

c) Escribe la definicion formal de limite de f en x, que involucraad y ¢.

Esta pregunta se realiza para identificar como el estudiante recuerdan la definicion de limite
tratando de identificar indicios de la concepcién dindmica o métrica.

Para la pregunta 1 a) el estudiante podria dar muestra del Proceso que resulta de coordinar
los dos Procesos, el Proceso en el dominio donde x se aproxima a x,, Yy el Proceso en el rango en
el cual f(x) se aproximaa L.

Pregunta 2

Proporciona un ejemplo de una funcion real g que cumpla que el limite de g en x, = 0 sea

Pregunta 3

Proporciona un ejemplo de una funcién real h que cumpla que el limite de hen x, = 0 no
exista.

Estas dos preguntas buscan identificar si el estudiante hace una conversion del registro

verbal al registro analitico, numérico o algin otro registro.
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Pregunta 4

Demuestra que lirré 5x + 3 =18 utilizando la definicion formal de limite.
X—

Se realiza esta pregunta para identificar si el estudiante conoce y puede aplicar la definicién
formal de limite, desencapsula el Objeto de la concepcion métrica del limite (Swinyard y Larsen,
2012) para hacer la demostracion.

Pregunta 5 (Stewart, 2012, p.97)

Traza la gréafica de una funcién que cumpla con todas las condiciones dadas:

a) }Ci_r)r(l) f(x)=1

b) lim f(x) =-2

xX—3~

0 Jim f(x) =2

d fO)=-1

e) fB=1

A continuacion, se describen las estructuras mentales que se espera que muestre el
estudiante al realizar el ejercicio. Los Procesos se enumeran progresivamente y los subindices
indican el inciso del ejercicio, por ejemplo, P;, significa, Proceso uno del inciso a).

Py Pip Pic, Se construyen a partir de revertir el Proceso limite de una funcion que esta
representada en el registro analitico, ya sea en su concepcidn dindmica o en su concepcion métrica,
de tal forma que pueda hablar de los Procesos dominio y rango que le permitan ver que, por
ejemplo, en a), cuando x se aproxima a cero, por la derecha y por la izquierda, los valores de la
funcion se aproximan a 1. Posteriormente, el estudiante realiza la conversion de las
aproximaciones en el dominio y en el rango del registro analitico al registro gréafico, y asi, en los

Procesos P,, Py, P, dara evidencia de los Procesos de aproximacion en el dominio y en el rango
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en el registro grafico. Por Gltimo, en el Proceso P; el estudiante coordina P,, Py, P, con el
Proceso funcion que le permite ubicar las imagenes de la funcién para los valores 0 y 3, de los
incisos d) y e), respectivamente, en el registro grafico, y darse cuenta de que la funcion no puede
tener dos valores diferentes para un mismo valor de x.

Pregunta 6 (Stewart, 2012, p.107)

Calcula los limites que siguen.

. x%—4x
a) lim —

x—4 X“—3x—4

. (-5+h)?-25
b)  lim— 2

h—0 h

El estudiante dara evidencia de poder hacer Acciones sobre el concepto de limite en el
registro analitico.

Pregunta 7 (Morante 2020)

Considera la gréafica de la funcion f de la imagen y determina los limites siguientes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Figura 2
Pregunta 7

i

a) lim f(x)

x—-=3
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b) lim f(x)
x—0
C) lim f(x)
x—3
Para determinar los limites representados en los incisos a), b) y ¢), el estudiante debe hacer
una conversion del registro analitico al registro grafico del objeto matematico representado en cada
inciso, los cuales son limites de una funcion, representada por su grafica, cuando tiende a ciertos
valores dados. Para resolver el inciso a), debera revertir el Proceso coordinado del limite en la
concepcién dinamica que le permitira entender que, cuando x se aproxima a -3 por la derecha y
por la izquierda, los valores de la funcién se aproximan a cero. Lo anterior implica usar los
Procesos de aproximacion en el dominio y en el rango en el registro gréfico. El estudiante, ademas,
debera hacer uso de la estructura Totalidad del infinito para poder concluir que el limite de la
funcion, cuando x tiende a -3 es cero, aunque la funcién no esté definida en ese valor de x . Si el
estudiante observa las aproximaciones en el dominio y en el rango, pero concluye que el limite no
existe, entonces dara evidencia de no haber construido la Totalidad del infinito, es decir, de no ver
las aproximaciones infinitas en el rango como terminadas cuando se aproxima infinitamente a -3.
Para determinar que el limite del inciso b) es 3, el estudiante deberd usar las mismas
estructuras y mecanismos del inciso a). Los estudiantes que respondan que el limite no existe,
darén evidencia de no haber construido la Totalidad del infinito, ya que evidenciardn que no

lograron concebir al Proceso coordinado como terminado para concluir que lir%f(x) = 3. Si
X—

responden que el limite es 1, daran evidencia de concebir al limite como la Accion de evaluar la
funcion en el valor al que tiende (en este caso en 0).

Para determinar que el limite no existe en el inciso c), el estudiante debera revertir el
Proceso coordinado del limite, representado en el registro analitico. Despues, deberad hacer una

conversion y construir un Proceso en el registro grafico que le permita entender que cuando se



30

aproxima a 3 por la derecha y por la izquierda, los valores de la funcion se aproximan,
respectivamente, a dos valores diferentes. Este Proceso revertido deberd coordinarlo con el
Proceso unicidad del limite o con el teorema que establece que, el limite existe en un punto, si y
solo si los limites laterales en ese punto existen y son iguales, para concluir que el limite no existe.
Pregunta 8 (Morante, 2020)
Utiliza la representacion gréfica de la funcion f que se da a continuacion para responder
lo que se pide.

Figura 3
Pregunta 8

a) Calcula f(2.4),f(2.5) y f(2.6)

b) Determina o calcula el limite L de fena = 2.5

C) Demuestra o justifica tu respuesta al inciso b)
I. Utilizando la definicion formal.

ii. Con cualquier método de tu preferencia.
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Esta pregunta se realizd para identificar en el inciso a) si el estudiante logra realizar
Acciones de evaluar la funcién y de ubicar los valores que toma esta cuando x tiene un valor
determinado en el registro grafico.

Para el inciso b) el estudiante debe de identificar que el limite no existe, para esto él debe
de convertir del registro analitico al registro grafico, y usar el Proceso coordinado para darse cuenta
que, cuando x tiende a 2.5 por la derecha, la funcion se aproxima a un valor distinto que cuando x
tiende a 2.5 por la izquierda.

En el inciso ¢) el estudiante debe utilizar la definicion formal de limite que se pidi6 en la
pregunta uno, para demostrar que el limite no existe, y asi dar evidencia de que ha construido el
Proceso de prueba de que un candidato es el limite de una funcion, en la concepcion métrica
(Morante, 2020), en este caso que el limite no existe. Por ultimo, si justifica su respuesta diciendo
que el limite no existe, ya que los limites laterales son distintos, dara evidencia del Proceso del
inciso b), en el registro grafico.

3.3 Coleccion y analisis de datos

En esta investigacién participaron 55 estudiantes de la Facultad de Ciencias Fisico
Matemaéticas de la BUAP que cursaban la materia de Célculo Diferencial en el periodo primavera
2024, estos estudiantes son de la licenciatura en Actuaria, Matematicas y Matematicas Aplicadas,
y estaban a punto de culminar el curso.

Se analizaron las respuestas de cada estudiante, seleccionando a cinco de ellos para realizar
una entrevista clinica semiestructurada, y poder recabar méas informacién sobre las estructuras
mentales utilizadas, de estas entrevistas clinicas se eligio al estudiante E20 para el anélisis de esta
investigacion, ya que, aportd mayor informacion acerca de las dificultades que podria tener un

estudiante en el registro grafico.
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Capitulo 4

Analisis de resultados

Para presentar los resultados se etiqueta a los estudiantes con la letra "E" seguida del
numero correspondiente, es decir, E1, E2, etc.

En este capitulo se presenta el analisis de los resultados obtenidos en la aplicacion del
cuestionario, seleccionando a cinco de ellos para realizar una entrevista clinica semi estructurada,
y poder recabar mas informacion sobre las estructuras mentales utilizadas, de estas entrevistas
clinicas se eligio al estudiante E20, ya que, aporté mayor informacion acerca de las dificultades
que podria tener un estudiante en el registro grafico.

4.1 Anélisis del cuestionario
Pregunta 1
Sea f una funcion real cualquieray x, € R. ¢Qué significa para ti la expresion

lim f(x) =L ?

XX

a) Explica con tus propias palabras

El 34.54% de los estudiantes exhibio una explicacion correcta, dando muestra del Proceso
que resulta de coordinar los dos Procesos, el Proceso en el dominio donde x se aproxima a x,, y
otro en el rango en el cual f(x) se aproxima a L, como lo menciona E55 “Que para los valores
cercanos a x, la funcion los envia a valores cercanos de L. El resto del grupo solo dio muestra

del primer Proceso, es decir el Proceso de aproximacion en el dominio, como se muestra en Figura

4.
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Figura 4
Respuesta de E20

b) Escribe la definicion de limite de f en x, que recuerdes
El 78.19% de los estudiantes escribio la definicion formal de limite de f en x, que
involucra a 8 y €. Por ejemplo, la respuesta de E54 que se muestra en la Figura 5, mientras que
21.81% escribio una definicion parcial como la de E22 que se puede ver en la Figura 6.

Figura 5
Respuesta de E54

Figura 6
Respuesta de E22

C) Escribe la definicion formal de limite de f en x, que involucraad y €.
100% del grupo enunci6 de manera correcta la definicién, utilizando, en su mayoria, los

simbolos correspondientes, podemos ver el ejemplo de E35 en la Figura 7.

Figura7
Respuesta de E35
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Pregunta 2

Proporciona un ejemplo de una funcidn real g que cumpla que el limite de g en x, = 0 sea

Todos los estudiantes contestaron correctamente dando la mayoria, como ejemplo, la
funcion constante g(x) = 2. Seis estudiantes sustituyeron el valor x, en la funcién propuesta,
dando evidencia de una conversion del registro verbal al registro numérico, esto se puede ver en
la Figura 8, 2 estudiantes si justificaron la sustitucion de x, en la funcion, diciendo que la funcion
es continua, como se muestra en la Figura 9, por Gltimo, 4 estudiantes lo justificaron haciendo una

demostracién formal, vea la Figura 10, haciendo una conversion del registro verbal al registro

analitico.

Figura 8
Respuesta de E49

Figura 9
Respuesta de E4
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Figura 10
Respuesta de E22
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Pregunta 3

Proporciona un ejemplo de una funcién real h que cumpla que el limite de hen x, = 0 no
exista.

El 94.54% de los estudiantes proporcion6 una funcion que cumplia con las condiciones
dadas, la mayoria dio como respuesta la funcion h(x) = i . Un conjunto de 23 estudiantes justifico

su respuesta, 20 utilizaron el Teorema que establece que, el limite existe en un punto, si y solo si
los limites laterales en ese punto existen y son iguales, dando evidencia de realizar la conversion
del registro verbal al registro analitico, como lo vemos en la Figura 11, en particular, E30 realizé
la conversion al registro grafico, mientras que los otros tres estudiantes hacen notar que

lim h(x) = oo, por lo tanto el limite no existe, un ejemplo claro es E30 en la Figura 12.

X—Xg

Figura 11
Respuesta de E9
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Figura 12
Respuesta de E30

Pregunta 4

El 72.72% de los estudiantes contestaron de manera satisfactoria, dando evidencia de
conocer la definicion y poder aplicarla, revirtiendo el Proceso de la concepcion métrica del limite,
un ejemplo de ellos es E6 (Figura 13), mientras que el resto de los estudiantes no proporcionaron
el valor de 9, ellos escribieron la definicion de limite adaptandola al problema, sin realizar la
demostracion, mostrando que conocen la definicion pero no logran revertir el Proceso de la
concepcion métrica del limite, como lo vemos en la figura 14.

Figura 13
Respuesta de E6
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Figura 14
Respuesta de E5

Pregunta 5
Traza la gréfica de una funcién que cumpla con todas las condiciones dadas:
a) Li_r)r(l) flx) =1
b) Jim f(x) =2
0) Jim, f(x) =2
d) f(0)=-1
e) fB =1
El 50.9% pudo realizar la grafica correctamente, un ejemplo de ello es la respuesta de E31
en la Figura 15, ocho estudiantes requirieron incrementar condiciones a la funcién para hacer una
representacion grafica, por ejemplo, la respuesta de E25 en la Figura 16. En el intervalo (0,3) él

decide agregar estas dos condiciones: f(1) =1 vy linln+ f(x) =—2, para conseguir una
X—

representacion gréfica. Estos estudiantes dan muestra del Proceso P3, coordinando los Procesos de

aproximacion en el dominio y en el rango en el registro grafico con el Proceso funcion.
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Figura 15
Respuesta de E31

Figura 16
Respuesta de E24

e -
M L -
PP .~’.~Aﬂ‘ "

. ol AL Rl

Lo . 0 2%

El 49.1% restante tuvo errores en su gréafica, los cuales fueron:

o 3 estudiantes de manera concreta confunden el 3~ con el —37, por ejemplo,
E3 en el inciso b) 1in3n_f(x) = — 2, lo grafico como si x - —37, es decir, si toma los
X—

valores por la izquierda, pero al momento de ubicar en el eje horizontal toma al 3 como -
3,y lo representa en el tercer cuadrante.
. 15 no mostraron el concepto de funcién como Proceso, es decir, que para un

valor de x no puede haber dos valores de f (x), esta situacion se evidenci6 de dos maneras:
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o 6 de ellos no indicaron en la representacion grafica donde la funcion
no esta definida, por ejemplo, E36 coloca que la funcién esta definida en los puntos
(3,-2), (3,2), (3,1), tomando en consideracion los incisos b), ¢) y €) respectivamente.

o 9 sobreponen dos o0 mas “lineas” en el eje horizontal, dando mas de
un valor a la funcién para un intervalo de valores de x, esto lo observamos en la

Figura 17.

Figura 17
Respuesta E19

El 9%, es decir, cinco estudiantes, realizaron cinco graficas, una por cada inciso, esto era
una posibilidad, ya que pueden mal interpretar la instruccion, como se muestra en la Figura 18.
Estos estudiantes evidencian la dificultad para coordinar los Procesos en el dominio y en

el rango en el registro gréfico.
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Figura 18
Respuesta de E15

o Por Gltimo, a 4 estudiantes les falto graficar algun inciso.
Pregunta 6

Calcula los limites que siguen.

. x?%—4x
a) lim——
x—4 x2-3x—4

El 72.73% de los estudiantes logré calcular el limite correctamente, realizando Acciones
sobre el concepto de limite, véase un ejemplo en la Figura 19. El 27.27%, es decir catorce
estudiantes, no calcularon de manera correcta el limite, doce tuvieron errores algebraicos, ya que,
no realizaron la factorizacion de la funciéon, evaluaron el valor de x,, en la funcion original, o en la
funcion mal factorizada, obteniendo que el limite no existe o que el limite es igual a cero, por

ejemplo, el estudiante E37, en la Figura 20 y dos de ellos no realizaron el ejercicio.
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Figura 19
Respuesta E39

Figura 20
Respuesta de E37

(-5+h)?-25
h—0 h

El 81.82% proporciond una respuesta correcta, realizando Acciones sobre el concepto
de limite, como se puede ver en la Figura 21. Los 10 estudiantes que tuvieron una respuesta
erronea, se clasifican de la siguiente manera: tres de ellos no realizaron el ejercicio y los siete
estudiantes restantes no desarrollaron el binomio al cuadrado, por lo que solo sustituyeron el

valor x, en la ecuacién, como en la Figura 22.
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Figura 21
Respuesta de E6

Figura 22
Respuesta de E10

Pregunta 7

Considera la gréafica de la funcion f de la imagen y determina los limites siguientes.
Justifica cada una de tus respuestas.

Figura 23
Pregunta 7
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a) lim f(x)
x—-3
El 61.81% proporciono la respuesta correcta es decir lim3 f(x) = 0. Para justificar su
xX——

respuesta recurren a las siguientes opciones:

o 23 estudiantes ocupan la propiedad de limites laterales, haciendo notar que,
el limite por la derecha y el limite por la izquierda son iguales. En estos casos suponemos
que los estudiantes revirtieron el Proceso coordinado del limite en la concepcidn dinamica,
luego, hicieron una conversion del registro analitico al registro grafico e hicieron uso de la
estructura Totalidad del infinito, para afirmar que el limite de la funcién dada, cuando x
tiende a 3 es cero, vemos un ejemplo Figura 24.

Figura 24
Respuesta de E25

a) zl_i‘ql_’ f(x)

v _ IVt s i hw :
b ((x)=0. x‘—=—3+ [(x)=0, -ewnionces 7(—:-’6"(")" 0

. Tres de ellos justifican su respuesta, al parecer, por lo que ven en la grafica,
por ejemplo, E47 “Se nota que la funcion tiende al valor cero cuando x se aproxima al -
37, se puede interpretar que realizaron los Procesos de aproximacion en el dominio y en el
rango en el registro grafico, y para ello pudieron hacer la conversion del registro analitico

al registro grafico del objeto matematico en su concepcion dinamica.
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. Cuatro presentan una dependencia del registro algebraico, obteniendo la
expresion algebraica de la funcion que esta en la representacion grafica y sustituyendo en

ella el valor de -3 para obtener el limite de la funcion, por ejemplo, Figura 25.

Figura 25
Respuesta de E21

¢ Dos intentan demostrar el valor del limite propuesto utilizando la definicién
formal de limite, un ejemplo claro esta en la Figura 26.

Figura 26
Respuesta de E45

. El estudiante E36 justifica su respuesta afirmando que como f(—3) =

0 entonces lim3 f(x) = 0 que es erréneo, ya que en la representacion gréafica la funcion
xX——

no esta definida en x = —3, , por lo que no logra hacer la conversion del registro analitico
al registro grafico y dando muestra que concibe al limite como la Accion de evaluar la
funcion en el valor al que tiende. También, podemos agregar que este estudiante no da
muestra de los Procesos dominio y rango.

o Solo un estudiante no realiz6 una justificacion.
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Respecto a los 14 estudiantes que tuvieron una respuesta incorrecta tenemos las siguientes

categorias.
. 11 estudiantes indican que el limite no existe
o Ocho explican que los limites laterales son distintos, por lo tanto, el
limite no existe, se percibe que su confusion esta en la grafica cuando x < —3 es
una linea recta mientras que cuando x > —3 la gréafica es una curva, por lo que
estos estudiantes no utilizaron ni coordinaron los Procesos de aproximacion en el
dominio y en el rango en el registro gréafico, la Figura 27 nos da un ejemplo de ello.
Figura 27
Respuesta de E51

o El estudiante E18 dice “Dado que y = f(x), la funcién no esta

definida en ese punto, por lo tanto, el lim3 f(x) no existe”, esto indica que el
xX——

estudiante no es capaz de realizar la conversion del registro analitico al registro
grafico. Ademas, revela que concibe el limite Unicamente como la Accién de
evaluar la funcion en el punto al que se aproxima.

o E55 sefiala que “No existe porque hay discontinuidad y la grdfica no
muestra su imagen”, Se cree que asocid la proposicion de que si una funcion es

continua entonces su limite existe, y al mencionar que la “grafica no muestra su
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imagen” parece que ve al limite como el valor que toma la funcidon cuando se evalaa
en ese punto, en este caso -3.

o Un estudiante solo afirm6 que el limite no existe, pero no dio
ninguna justificacion.

. E20 escribio que 11'm3 f(x) = —ocoy su justificacion fue la siguiente:
xX—>—

“bueno por la funcion de x, = —3 por su comportamiento pienso que su imagen es el
simbolo —oo , aunque también podria ser 3 por la curva”, en esta justificacion notamos
que no tiene una sola respuesta, tiene dos, el limite puede ser —oo 0 3. A este estudiante se
le realiz6 una entrevista, a lo que respondié que, creia que el limite era —oo ya que la
funcion va en esa direccion, sefialando en la grafica que, respecto a el eje x, la funcion
sigue tomando valores hasta el —oo, realizando solo el Proceso en el dominio. Cuando se
le preguntd por qué creia que el limite es 3, ella sefialo la curva, haciendo notar que va en
direccion a ese punto.

. E34 intentd hacer una demostracion con la definicion formal de limite,
utilizando lo que gqueria demostrar, es decir, da por hecho en su demostracion que el limite
es -3, y concluye lo mismo. En la Figura 28 podemos observar como realizd su
demostracion.

Figura 28
Respuesta de E34
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o E32 comienza intentando realizar una demostracion formal, pero la deja a
un lado, para intentar dar una justificacion con los valores que toma la funcion tanto por
izquierda como por derecha, sin poder coordinar los Procesos de aproximacion en el
dominio y en el rango de la funcién en el registro grafico.

b) lim f(x)

x—0
El 65.45% de los estudiantes afirman que el }cii% f(x) =3 lo cual es correcto, los

comentarios de este inciso se dividen en dos categorias.

1. Los estudiantes que tuvieron el inciso anterior correcto y este correcto,
haciendo notar que los estudiantes que tuvieron el inciso anterior correcto también tuvieron
este.

2. Los que tuvieron incorrecto el inciso anterior, es importante destacar que 2
tuvieron este inciso correcto, posteriormente se mencionan sus justificaciones.
Comenzaremos con la categoria uno.

. 22 estudiantes realizan su justificacion utilizando limites laterales, por lo
que hicieron la conversion del registro analitico al registro grafico del objeto matematico,
al igual que lograron revertir el Proceso coordinado de limite, utilizando los Procesos de
aproximacion en el dominio y en el rango en el registro grafico y la estructura Totalidad
del infinito, cabe recalcar que son los mismos estudiantes, a excepcion de uno, que
justificaron con limites laterales el inciso anterior, veamos un ejemplo de una justificacion

textual en la Figura 29.
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Figura 29
Respuesta de E26

o Dos estudiantes comentan su respuesta, al parecer, por lo que ven en la

grafica, por ejemplo, E35 escribid “ling f(x) =3, f(0) =1 perocuando x tiende a 0, y
x—

tiende al 3", pareciera que ha podido construir la estructura Totalidad del infinito, ya que
concluye que el limite de la funcién, cuando tiende a 0 es 3, aunque la funcién no estéa
definida en ese valor, es decir, no concibe al limite como la Accién de evaluar la funcion
en el valor al que tiende, y logra coordinar los Procesos en el dominio y en el rango.

. Los mismos cuatro estudiantes que en el inciso anterior justificaron su
respuesta utilizando una expresion algebraica de la funcidn, utilizaron esa misma expresion
para encontrar el valor del limite, sustituyendo el valor de x, = 0 en la expresion propuesta,
sin tomar en cuenta que f(0) = 1, ya que en la expresion algebraica se puede observar
que toman a la gréfica en (-3,3) como continua.

. Tres estudiantes intentan justificar su respuesta utilizando la definicion
formal de limite, en la Figura 30, vemos como utilizan la definicion.

Figura 30
Respuest
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) El estudiante E36 justifica su respuesta, “note f(0) = 3, luego “lirré fx) =
x>

f(0) = 37, resaltando que concibe al limite como el valor que toma la funcion en el valor

al que tiende.

. E41 escribi6 para justificar su respuesta “ll'rré f(x) = 3 aunque el punto sea
X—

1 las lineas van a 3", este comentario nos hace notar que, ha logrado revertir el Proceso
coordinado del limite y tiene clara la estructura Totalidad del infinito, al igual que si logra
realizar la conversién del registro analitico al registro gréafico.

. Por ultimo, un estudiante, el mismo que el inciso anterior, no justifica su
respuesta.

Para la categoria 2:

o Uno de ellos no realizo el reactivo.
. Dos de ellos si lo tuvieron correcto, pero con diferente justificacion
o E15 intenta realizar una demostracion formal, véase en Figura 31

Figura 31
Respuesta de E15

b) lim f(x) =3 e vels D cnroneEs -3\l

s=m0 TR
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o E19 justifica su respuesta utilizando limites laterales, dando

evidencia de poder revertir el Proceso coordinado del limite.

o Ocho de ellos afirman que lirré f(x) = 1, todos justificando su respuesta en
xX—

que f(0) = 1, ya que en la representacion grafica esto es cierto, por lo que ellos conciben

al limite como la Accidn de evaluar la funcion en el valor al que tiende, un claro ejemplo
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es la respuesta de E38 “lirré f(x) =1, pues cuando x se aproxima al 0 f(x) sevaal 1”7,
X—

E55 “I porque ambos lados de la grdfica se acercan a ese punto”, también da la nocion
de no usar los Procesos de aproximacion en el dominio y en el rango en el registro grafico
ya que 1 es el valor que toma la funcién cuando x vale 0, pero la funcion “se acerca” al 3
. Dos estudiantes al parecer dicen que el limite no existe, pero su justificacion
no es clara o no es correcta.
o E3 no dio una respuesta clara, solo escribi6 que “f(0) =1y
lim f(x) =3asi, lim f(x) # lim f(x)".
x—0" x—0 x—0~
o En la Figura 32 vemos como E42 realiza su justificacion, haciendo
notar que, aungue encuentra los limites laterales correctamente es decir logra
revertir el Proceso coordinado de limite concluyendo que no existe, apoyandose de

que la funcion no es continua en cero.

Figura 32
Respuesta de E42

. Por Gltimo, en la Figura 33 vemos como el estudiante realiza una
demostracion con la definicion formal de limite, la cual es incorrecta. En la entrevista que
se le realizo él sefiala que no tomo en consideracion la gréfica, solo aplico la definicion

formal de limite, y como en la notacién de lirré f(x) el resalta que como x — 0, tomoé a
X—

x =0, losustituyé en |f(x) — I, tomando a f(x) = 0,y al = 0, [ siendo el limite.
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Los mismos siete estudiantes que no realizaron el inciso anterior tampoco

realizaron este.

Figura 33
Respuesta de E34

C) lim f(x)
x—3
El 63.63% de los estudiantes tuvieron una respuesta correcta, los comentarios de este inciso

se dividiran en tres categorias:
. Los estudiantes que tuvieron los dos incisos anteriores correctos y este

también correcto, haciendo notar que solo tres de esta categoria tuvieron mal este inciso.

o Los que tuvieron incorrectos los dos incisos anteriores

. Los que tuvieron el primer inciso incorrecto, y el segundo correcto.
Categoria 1:

. Treinta y un estudiantes respondieron de manera correcta, los cuales

justificaron sus respuestas de la siguiente manera
o Veintiocho lograron revertir el Proceso coordinado del limite
representado en el registro analitico y realizar la conversién para construir un
Proceso al registro gréafico, justificando su respuesta con limites laterales y
coordinando este Proceso con el Proceso de unicidad del limite para concluir que

el limite no existe.
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o Tres estudiantes utilizaron la expresion algebraica que propusieron
para los reactivos anteriores, encontrando dos limites distintos, ya que plantean una
funcidn para la curva, y otra para la linea horizontal, por lo que concluyen que el
limite no existe.

. Tres estudiantes dicen que lirr; f(x) =0, uno de ellos no justifica su
x—

respuesta, luego, E46 menciona que “Se nota que sus imdgenes de f tienden a 0 cuando

’

sus valores de entrada se acercan a cero”, por lo que, si logra realizar el Proceso
coordinado en el dominio y en rango, pero solo lo aplica en el limite lateral izquierdo,
olvidando el limite lateral derecho. Por ultimo, E36 justifica su respuesta “se tiene f(3) =

0, luego lin; f(x) =f(3) =0 ", con esto da evidencia de que concibe al limite como la
xX—

Accion de evaluar la funcion en el valor al que tiende,

. Cinco estudiantes dieron una respuesta correcta, utilizando la propiedad de
unicidad del limite, concluyendo que como sus limites laterales son distintos entonces el
limite no existe. Dando evidencia de poder coordinar el Proceso en dominio y en el rango.

o Cuatro estudiantes dicen que ll’rg f(x) = —1, cada uno, dando diferentes
x—

justificaciones,

o E55 menciona que “-1 por que por ambos lados de la gréfica se
acerca a ese punto”. Al parecer, el estudiante asume que, la funcién toma valores
cercanos a -1 de ambos lados, aungue los valores de la funcion no estan definidos
entre 0 y -1 del eje y, la funcidn tomaré el valor de -1 como referencia para decir

que la funcion se acerca a este.
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o E46 justifica su respuesta diciendo “lirr; f(x) = —1, pero el limite
X—

general no estd definido porque el limite es distinto por la derecha y por la
izquierda”’, aunque este estudiante utiliza el teorema que establece que, el limite
existe en un punto, si y solo si los limites laterales en ese punto existen y son
iguales, no logra concluir que el limite no existe, ya que esta idea se contrapone con
que él concibe al limite como la Accidon de evaluar la funcion en el valor al que
tiende.

o E51 dice, “El }Ci_rg f(x) = —1, ya que, como se puede ver en la

12

grafica, como la grdfica es constante y continua en ese punto”, pareciera que
considera el valor del limite a partir de cuando f(3) = —1 y por eso dice que la
funcion es constante y continua, por lo que no pudo revertir el Proceso coordinado
de limite.

o E20 comenta que “Pienso que es -1 por el punto cerrado que esa es
su imagen, pero va para los nimeros R, a partir del numero 3”, este estudiante
logra realizar el Proceso coordinado al resaltar que las imagenes de la funcion
toman valores positivos a partir de x = 3 por la izquierda, pero prioriza la Accién
de evaluar la funcién en el valor al que tiende.

. En la Figura 34 vemos como intenta justificar su respuesta realizando una

demostracion, utilizando que lirré f(x) = 3,y concluyendo lo mismo.
X
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Figura 34
Respuesta de E34

o) lim fix)

o El estudiante E32 no da una respuesta de cuél es el limite, pero da el
siguiente comentario, primero hace notar que f(3) = —1, después intenta realizar una
demostracién utilizando la definicion formal de limite, la cual deja a un lado y comienza a
justificar de manera textual “la curva decrece y termina en el punto 3 del eje x, donde 3 no
esta definido, note que es continuo es este punto y esta para valores cercanos por la
izquierda”, se observa como logra realizar el Proceso en el dominio, continuando con lo
siguiente “para valores cercanos por la derecha el punto -1 en el eje y esta definido, toma
valores positivos, podria decirse que ya tiende a x, es decir, da valores muy grandes, por
lo tanto x > 0.”, vemos cOmo comienza a realizar el Proceso en el rango, pero al momento
de coordinarlo con el Proceso en el dominio no lo logra, ya que concluye que tiende a oo,
sin tomar en cuenta el rango.

Categoria 3:

. Los dos estudiantes tuvieron este reactivo correcto, justificado con limites

laterales, es decir, lograron revertir el proceso coordinado del limite.

Los mismos siete estudiantes de los incisos anteriores no realizaron este inciso.

Pregunta 8

Utiliza la representacion grafica de la funcion f que se da a continuacion para responder lo

que se pide.
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Figura 35
Pregunta 8

wh=0

‘ 9 M o " ' 3 Y4 w1 I N N on ]

a) Calcula f(2.4), f(2.5) y f(2.6)

El 74.54% de los estudiantes realizaron Acciones de evaluar la funcion y de ubicar
los valores que toma esta cuando x tiene un valor determinado en el registro gréafico, muestra de

esto es la Figura 36.

Figura 36
Respuesta de E8

b) Determina o calcula el limite L defena = 2.5
El 74.54% determind de manera correcta que el limite de la funcion dada que no
existe, como se puede ver en la Figura 37, no hay una explicacion de su respuesta, pues la

justificacion se solicitd en el inciso siguiente.
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Figura 37
Respuesta de E27

b) Determina o calcula el limite L de fena = 2.5
l'.(, I ( 1‘\ no erihe
~x-37.85
Mientras que el resto de los estudiantes no dieron una respuesta correcta, por ejemplo, en
la Figura 38 se observa como E27 afirma que el limite es seis, es decir, el valor de f(2.5), por lo
que se considera que €l ve al limite como la Accion de evaluar.

Figura 38
Respuesta de E13

b) Determina o calcula el limite L de fena = 2.5
b _¢(x) =80 <297 ,,f.
x2S
C) Demuestra o justifica tu respuesta al inciso b)
i.  Utilizando la definicion formal.
Ninguno de los estudiantes logré responder esta pregunta, no lograron proponer un
0 sin tener la expresion algebraica de la funcion, como lo menciona E1 “Segun yo, sin la regla de
correspondencia de f no es posible demostrar el limite con ¢ y 6”. Dando evidencia de no haber
construido el Proceso de prueba de que un candidato es el limite de una funcién, en la concepcion
métrica (Morante, 2020), en este caso que el limite no existe.
Diecinueve estudiantes lo intentaron, pero no llegaron a concluir la demostracion:
o Once de ellos escribieron la definicion de limite adaptandola al problema,
sin realizar la demostracion,

o Dos de ellos intentaron encontrar una expresion algebraica para la funcion,

para despues intentar realizar la demostracion formal, como se ve en la Figura 39.
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Figura 39
Respuesta de E27

. Seis estudiantes proponen a &; y &, y concluyen que los limites laterales
son distintos, un ejemplo de esto es la respuesta de E37 en la Figura 40.

Figura 40
Respuesta de E37

e # ‘\4711 e . V.V'G(LS;J', 26!' )=
1B o o 0 Jo ) 2

ii.  Con cualquier método de tu preferencia.

El 69.09% de los estudiantes justificaron su respuesta usando el Proceso de aproximacion
en el dominio y en el rango de la concepcidn dindmica en el registro grafico, como lo muestra la
Figura 41.

De los 20 estudiantes que pudieron responder la pregunta anterior 7 no respondieron
esta, pareciera que el no poder realizar una justificacion utilizando la definicion formal de limite

les impidi6 continuar con este inciso, y asi, no encontrar otra justificacion.

Figura 41
Respuesta de E24
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4.2 Anélisis de la entrevista clinica

Se llevd a cabo una entrevista clinica con el estudiante E20 donde se abordaron las
preguntas 1 a), 5y 7 incluyendo sus respectivos incisos. La razon por la cual se seleccionan estas
tres preguntas fue la siguiente:

Para la pregunta 1 a) el estudiante debia dar muestra del Proceso que resulta de coordinar
los dos Procesos, el Proceso en el dominio donde x se aproxima a x,, Yy el Proceso en el rango en
el cual f(x) se aproxima a L. El objetivo de analizar esta pregunta fue obtener evidencia de si el
estudiante recuerda la definicion de limite tratando de identificar indicios de la concepcion
dindmica o métrica del limite de una funcion.

Por otro lado, las preguntas 5y 7 fueron seleccionadas porque abordan el tema de nuestro
interés: el registro grafico, donde podemos analizar las estructuras mentales que utiliza el
estudiante. También se presentd un indice bajo de respuestas correctas en los resultados previos,
lo que indica que son areas en las cuales el estudiante podria tener dificultades y que, por lo tanto,
requieren mayor atencion en la entrevista clinica.

Durante la entrevista para la pregunta 1 a) se le pide que explique con sus propias palabras
lo siguiente:

Sea f una funcién real cualquiera y x, € R. ;Qué significa para ti la expresion

lim f(x) =L7?

X—Xg

A lo que E20 responde “pues yo por lo que entiendo de la funcién digamos que hay un
limite que va del valor x, pero este como tal se acerca a x, pero nunca llega a x,, tiene como una
proximidad, entonces, cuando este llega a ese valor su funcién se va a llamar o su imagen le

decimos que se llama L.
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Con esta respuesta se observa como realiza el Proceso en el dominio, pero no menciona el
Proceso en el rango, por lo que adn no puede construir el Proceso coordinado en la concepcion
dinamica. También al decir que “x se acerca a x, pero nunca llega a x,, ”, se cree que no concibe
al limite como la Accion de evaluar la funcion en el valor al que tiende en el registro analitico,
esto lo niega cuando menciona “cuando este llega a ese valor su funcion se va a llamar o su imagen
le decimos que se llama L.

Pasando a la pregunta 5, la cual pide:

Traza la grafica de una funcion que cumpla con todas las condiciones dadas:
a) limf(x) =1
x—0

b) lim f(x)=-2

x—3~
0 lim f(x) =2
d  f0)=-1
e) f(3)=1

Figura 42
Respuesta de E20
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Lo primero que se le pidié fue que explicara como realizo la grafica, y con ello poder
conocer las estructuras mentales utilizadas.

En consecutivas ocasiones, al momento de seguir explicando lo que habia hecho para
realizar la grafica, da evidencia de ver al limite como la Accidn de evaluar, tanto en el registro
analitico como en el registro grafico, por ejemplo:

“...cuando el limite de x va al 3 por la derecha su imagen seria el 2 positivo que seria
aca”

“...el limite de x cuando tiende a cero de f de x es igual a uno, pues su imagen es el uno”

Mientras explicaba lo que hizo fue mostrando confusiones, la primera fue respecto a los

incisos a) lirr(l)f(x) =1yd) f(0) = —1 se le preguntd ¢por qué en su grafica la funcion toca
xX—

tanto al punto (0,1) y (0,-1)?
A lo que respondi6 que “Es que yo también pensaria gue ahi no es continua, porque bueno,

si estoy diciendo que el lirréf(x) =1 . Digamos que ahi si, yo diria el limite si existe en esa,
X—

porque tanto como el lateral derecho y el izquierdo, pues es continua, pero cuando esta en el cero
yes -1 ;Qué sera?, ahi no le sabria”

En esta respuesta se observa como E20 no sabe si la funcién es continua, y no
coordina el Proceso de aproximacion en el dominio y en el rango con el Proceso en la funcién, en
el registro grafico.

Al darse cuenta que la grafica es incorrecta decide realizar otra, pero antes utiliza
las condiciones del ejercicio para obtener una expresion algebraica de la funcion.

“Siento que me hubiera imaginado mejor, para interpretarlo, como una por partes
0 algo asi y hubiera puesto como valores. Siento que eso me falto, por ejemplo, digo que, si x <

’

0, asi que debia ponerlo como x = 0 para ver su comportamiento de la grdfica...’



Figura 43

Representacion algebraica ejercicio 5 de E20.
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Cuando comienza a graficar correctamente basandose en su representacion algebraica,

menciona, “si f(x) = 1 si x = 0 estaria acd, entonces supongo es abierto” Yy representa a f(0)

con un hueco a la altura de y = 1.

Por altimo, decide hacer un cambio a su representacion algebraica:

Primero tenia f(x) = 1 si x < 0 el cual lo cambia por f(x) = 1six < 0, se cree que lo

hace como consecuencia de no poder coordinar el Proceso de aproximacion en el dominio y en el

rango con el Proceso de funcion, en el registro analitico, pues recordemos que la primera condicion

dice que lim f(x) = 1.
x—0

Figura 44
Segunda representacion grafica de E20
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Se le pregunta ;por qué realiza ese cambio?, después de analizar la grafica, la
representacion algebraica que hizo y lo que se le pide, decide hacer otra gréafica.

Mientras la realiza comenta que “el lirr31f(x) no existe, porque sus laterales son
X—

diferentes” y ubica los dos huecos en la grafica, dando muestra del Proceso coordinado en el
registro grafico.

Después contintia con el inciso a) hn& f(x) =1, en donde da evidencia de ver al limite
X

como la Accidn de evaluar la funcién en x = 0 y piensa representarlo con un punto cerrado.

“El lirroz f(x) suimagen es 1, entonces, este si seria global, lo pongo con cerradito .
X—

Acto seguido destaca que en el inciso d) f£(0) = —1, a lo que comenta:

“Por la definicion digo que, cuando x — 0 0 sea se acerca, pero no llega al 0 y cuando
dice que f(0), entonces si llega, pero su imagen es el -1 y acé antes de llegar su imagen seria el
1 entonces supongo que cuando esta por llegar al 0 su imagen esta en el 1”

Ubica las coordenadas en la gréfica correctamente, es decir, coloca un punto en (0,-1) y un
agujero en (0,1). Dando evidencia de coordinar las condiciones a) y d), lo que se puede interpretar
como coordind la Accién de evaluar la funcidn con el Proceso coordinado del limite, en el registro
grafico.

Se le pide que termine de graficar, ya que solo habia puesto puntos y agujeros en el

registro grafico.



Figura 45

Tercera representacion grafica de E20.
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Como podemos ver en la Figura 45 no logra realizar la grafica correctamente, ya que no

logra coordinar los Procesos de aproximacién en el dominio y en el rango con el Proceso funcion,

en el registro grafico, el cual le permite ubicar las imagenes de funcién y darse cuenta que la
funcién no puede tener dos valores diferentes para un mismo valor de x.

Justifica cada una de tus respuestas

Pregunta 7

e - —
\ /
\ /
\ /
\ ’/ ¢ \
\ f \
ll J
-4 -3 3
Jda

Continuando con la entrevista, se le pidi6 explicara su respuesta de la pregunta 7.

Considera la gréafica de la funcion f de la imagen y determina los limites siguientes.
Figura 46
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) lim f(0
b)  lim ()
0 lim f@)

Para el inciso a) respondio:

Figura 47
Respuesta 7 a) de E20.

Rectifica su respuesta diciendo que el lim3 f(x) = —4, tomando como referencia que es
xX—o—

una linea recta y que en el dominio solo se puede observar que el valor que toma es -4.

“Yo siento que seria -4 porque acé (se refiere a el punto (-4,5) que es el ultimo punto que
se puede observar en la gréafica que toma la funcion) como que va a llegar a este puntito, pero no
sé si se sigue para arriba, pero creo que ahi llegan como tal, en ese punto”

En este comentario se tiene evidencia de que solo estd considerando el Proceso en el

dominio, en el registro grafico, afirmando que el limite es -4 (eje x), olvidando por completo el

Proceso en el rango.
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Para el inciso b):

Figura 48
Respuesta 7 b) de E20.

En la figura 4.41 al decir que el limite de la funcion es 1, da evidencia de ver al limite como
la Accion de evaluar la funcion, en el registro grafico.

Se le preguntd ¢Por qué cree que el limite es 1?, al no poder responder se le comienza a
guiar preguntandole, ¢qué valores toma la funcion cuando x = —0.9? ¢(Cuando x = 0.999?,
responde correctamente, y se vuele a preguntar ¢ Cudl es el limite?

“Ahora me doy cuenta, creo que el ling f(x) = 3, porque cuando tengo un punto en el 0,
X—

pues yo diria su imagen seria el 1, porque en la grafica tiene el circulito lleno, entonces su imagen
es el 1, pero ahora no sé si el 1 si era la imagen, o solo pusieron un punto ahi para confundirme,
v que en el cero la imagen llegaria hasta el 3"

A pesar de dar la respuesta correcta, continta viendo a el limite como la Accién de evaluar
la funcion, interpretando que el punto (0,1) fue un error y deberia de estar en (0,3).

En el inciso c):

Figura 49
Respuesta 7 ¢) de E20.

Comienza a analizar que hizo para llegar a ese resultado:
Primero ve cudl es el limite lateral derecho, concluyendo que es -1, después hace notar que

hay otro punto:
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“pero también hay otro punto que toca el 3 (en el dominio) pero se va para alla (sefialando
la curva) y su imagen digamos que es el 3(en el rango)”

Se le pregunta a cuél 3 se refiere ya que habia apuntado (0,3) y rectifica diciendo que al 3
en el dominio:

“El punto esté aca (se refiere a el agujero (3,0)), esta en el cero, pero cuando sube (sefiala

la curva) toma los valores de este (sefialando el agujero (0,3)) entonces yo sentiria que lin; f(x) =
X—

3, supondria porque esta aca el puntito (serialando a (3,0))”.

Podemos observar cémo confunde al dominio con el rango, ya que afirma que el limite es
3, pero el 3 en el dominio, también el traslado que hace al momento de sefialar la curva da evidencia
de no poder coordinar el Proceso en el dominio con el Proceso en el rango, en el registro grafico,
por lo que se le vuelve a preguntar qué hizo para concluir esta respuesta.

Comienza explicando que el limite lateral derecho es -1, el cual no representa un problema
ya que al ser una linea recta y su imagen la misma que el limite le da seguridad.

“Siempre me guio por los puntos, entonces senti que en el 3 su imagen es el menos I, es
decir que va alla (sefialando la linea recta), pero estoy viendo que hay 2 puntos que lo tocan
(refiriéndose a x=3), supongo que este seria el latera/ derecho”

Continda calculando el limite, olvidandose del limite lateral izquierdo.

“Si me hubieran pedido, el lirg@+ f(x) supongo que seria el -1, pero como me estan
X—
pidiendo el lin; f(x) seria su imagen que estaria acé en este mismo punto (sefialando a (3,0)),
X—

Jseria el 0 o el 3?2, mmmmm, esta curva si esta enganiosa”.
Con esto tenemos evidencia de que ha construido el Proceso en el dominio, pero no el
Proceso en el rango, ya que, aunque si logra ubicar los puntos en el registro grafico, no puede

construir un Proceso en el rango, lo que ocasiona no poder coordinar ambos Procesos.
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Al no poder justificar su respuesta del inciso c), decide regresar a el inciso a).

Recordemos que en el inciso a) concluyo que lim3 f(x) = —4, pero ahora comenta.
xX—>=

“Creo que igual (refiriendose a el inciso a) y c)) el inciso a) lo tome solo por la izquierda,

pero seria tomar el global, y el del -3 (refiriendose a lin%+ f(x)) supongo que también seria su
xX—>=

imagen en 3 (seiialando a (0,3))”

Nuevamente se guia por la curva, en el registro grafico sin tomar en cuenta las
aproximaciones en el rango.

Comienza a decir cuales son los limites de todos los incisos, y sefialando la forma de la
curva y cual seria el limite, concluye que es el 3, es decir, sefiala el punto (0,3). Aunque esta vez
si menciona un valor que pertenece a el rango, para el inciso a) y ¢) es incorrecta la respuesta, solo
se esta guiando de la curva 'y como su valor maximo es casi el 3.

Se le pide que vuelva a analizar lo que comento, a lo que responde:

“;Podrian ser sus imdgenes? Es que ahora que me doy cuenta solo estoy agarrando la
curva y estoy haciendo como si solo fuera para el lateral derecho (refiriéndose al inciso a))
entonces su limite o su imagen seria el 0”

A pesar de dar una respuesta correcta la justificacion no lo es, ya que ve al limite como la
Accidn de evaluar, por lo que se le comienzan a mostrar las aproximaciones en el dominio y en el
rango, asi E20 hace Acciones de relacionar valores en el dominio y en el rango, del registro gréafico:

“..Six =-29entoncesy = 0.6, ..., es que entonces si siento que su imagen es el 0, ...,
ahora cuando x = —3.0001 entonces y ya se va acercado a el 0, ..., entonces yo digo que cuando
ya se va a acercando al -3, cuando ya se para en el -3 suimagenyaesel 0”

A pesar de realizar algunas aproximaciones y ver un agujero en (3,0) se sigue refiriendo a

el limite como una imagen, por lo que se vuelve a preguntar ¢cual es el lim3 f(x)?
X—>—



68

“Mmmm el lim f(x) es, ..., ay si nos estamos tardando...a ver jcomo? ;me puedes
X—--3

’

ayudar...?’
Se le pregunta sobre el inicio 1 a), el cual se pregunto al inicio de la entrevista, con la
intencion de generar una reflexion sobre algunas Acciones y que evidencie el Proceso que le
permita entender al limite en su concepcion dindmica.
“Dice, por ejemplo, si yo digo que hay una x, cuando esa x se acerca a el x,, que seria en
este momento -3 su imagen llega a ser el 0, lo estoy suponiendo, entonces ¢Qué es lo que me
quieres preguntar?”

Se le vuelve a plantear la pregunta, y su respuesta inmediata es lim3 f(x) =0, se le
X——

pregunta ¢por qué?

“Porque, bueno yo, ..., ay ahora que me doy cuenta, es cuando se aproxima, €s que, Si
hago la definicién de limite, estoy diciendo que se aproxima, no llega al -3, entonces sus
aproximaciones se estarian acercando al 0, seria como..., mmm, ya te entendi, pero no sé como
explicarlo, es que siento que sus imagenes cambian conforme se va acercando, siento que es un
valor cercano al 0, pero, ;como le podria poner?”

Aqui podemos ver como E20 no logra construir la Totalidad del infinito, en el registro
grafico, es decir, no ve las aproximaciones infinitas en el rango como terminadas cuando se
aproxima infinitamente a -3.

Por ultimo, se volvio a revisar el inciso ¢) donde se le guio para que obtuviera la respuesta,
comenzado por calcular los limites laterales y recordandole que si los limites laterales son distintos

entonces el limite no existe.
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Capitulo 5

Conclusiones

Tomando como referencia la descomposicion genética de Hernandez et al. (2023) se
analizaron las estructuras mentales que los estudiantes utilizaron para contestar actividades
relacionadas con el limite de una funcion en el registro grafico. Cabe hacer mencién que dicha
descomposicion describe la concepcidn dindmica del limite y en los pocos casos que se requirid
de la concepcion métrica se cita el trabajo de Swinyard y Larsen (2012).

Todos los estudiantes que participaron pudieron enunciar de manera correcta la definicion
formal de limite, pero cuando tuvieron que utilizarla para resolver otras actividades, mas de la
mitad de los estudiantes dieron una respuesta incorrecta, o intentaron utilizarla cuando no era
posible, dando evidencia de no revertir el Proceso de la concepcion métrica del limite, como se
define en el trabajo de Swinyard y Larsen (2012).

Como resultado de esta investigacion se concluye que mas de la mitad de los estudiantes
participantes pueden realizar Acciones de demostrar que cierto nimero es el limite de una funcion,
pero no las ha interiorizado. Aquere et al. (2006) sefiala que el estudio del concepto de limite suele
centrarse en definiciones rigurosas y en ejercicios gque, aunque incrementan su complejidad,
mantienen un patron de pensamiento repetitivo. Esta metodologia, al depender predominantemente
del registro analitico o algebraico, convierte el aprendizaje en una actividad mondtona y limita la
comprension del concepto de limite.

Duval (1997) menciona que no es suficiente dominar cada registro por separado; el
verdadero desafio radica en la capacidad de convertir informacion de un registro a otro, ya que
requiere un enfoque metacognitivo y una comprension profunda de los conceptos, no solo de sus

representaciones.
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Es por ello que podemos ver una diferencia de hasta el 20% de asertividad entre los
gjercicios que implicaban la conversion de algun registro al registro grafico utilizando la
concepcién dindmica, con los ejercicios que implicaban el registro algebraico, simbélico y verbal,
que en su mayoria se utiliza tanto una concepcion métrica o dinamica siendo estos Gltimos los de
mayor asertividad. Por ejemplo, cuando se les solicitd realizar la demostracion de que cierto
namero era el limite de la funcién (ejercicio 4), el 72.72% logro desencapsular el Objeto de la
concepcion métrica del limite.

En los problemas que implicaban el registro grafico pudimos notar como los estudiantes
presentaban dificultades para la ubicacién de coordenadas, para pasar del registro analitico al
registro grafico y mostraron una dependencia del registro algebraico.

Muchos de los estudiantes dieron evidencia de no tener construido el Proceso en el rango
a pesar de si tener construido el Proceso en el dominio, lo que les impidié la coordinacion de
ambos. De manera similar, los estudiantes que participaron en la investigacion de Analco y
Hernandez (2020) mostraron una menor evidencia de la concepcion dinamica en el registro
grafico. Aunque lograron construir las concepciones de Accion y Proceso en el dominio,
enfrentaron dificultades para desarrollar el Proceso en el rango, lo que evidencia una comprension
parcial del concepto de limite en su representacién gréfica.

También se obtuvo evidencia de como algunos estudiantes perciben al limite como la
Accion de evaluar la funcion en el valor al que tiende, el cual fue uno de los errores mas
recurrentes, y se concluye que esto imposibilito el uso de la estructura Totalidad del infinito o la

coordinacion de los Procesos en el dominio y en el rango.
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En Pons (2014) observamos cémo a los estudiantes se les facilitd el registro grafico,
mientras que en esta investigacion notoriamente el registro grafico presentd un obstaculo para
muchos estudiantes.

Estos resultados confirman los de otros autores, como Blazquez (2009) y Hitt (2003), que
han recomendado el uso de diferentes registros, incluyendo al registro grafico. Sin embargo, estos
estudios se han realizado en el nivel medio superior o en carreras de ingenieria, mientras que en el
estudio que aqui se reporta se demuestra que esto es necesario también en carreras de ciencias
exactas, en este caso de matematicas y actuaria.

Por lo tanto, se recomienda un mayor uso del registro grafico para la construccion del
concepto del limite también en estas carreras, a través de actividades como las que aqui se

presentaron o las actividades de Morante (2020) o Pons (2014).
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