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I N T R O D U C C I Ó N

La Teoría de códigos algebraicos ha utilizado a los anillos finitos
de cadena [4] en los últimos años, en particular a los anillos de Galois
(los cuales son una subclase de éstos cf. [3], [19]) y a las imágenes
bajo la función de Gray de códigos definidos sobre éstos últimos,
(cf.[8], [9] y [14]) para el estudio de códigos sobre anillos de Galois
y campos finitos, teniendo como ejemplo los trabajos de Nechaev
[16] y Hammons et. al. en [2] dónde demostraron que el código de
Kerdock es la imágen de Gray de un código cíclico lineal extendido
sobre el anillo de Galois GR(22, 1) = Z4.

Por otro lado, los anillos de Galois son extensiones únicas del ani-
llo de clases residuales Zps = Z/psZ, con p y s enteros positivos
y p un número primo. Suelen denotarse por R = GR(ps, m), dónde
la característica del anillo es ps y su cardinalidad psm. La representa-
ción p-ádica de los elementos de GR(ps, m) es vital en la definición
de la función de Gray para códigos definidos sobre éstos anillos, y la
estructura del anillo truncado de vectores de Witt de longitud “s” sobre
el campo finito Fpm , Ws(Fpm), se vuelve imprescindible para noso-
tros, en la tarea de averiguar cómo se operan las µ-reducciones de
las componentes p-ádicas de los elementos de GR(ps, m), dicho anillo
truncado de vectores de Witt fue propuesto por Ernst Witt en 1936,
el cual los descubrió mientras estudiaba las extensiones p-abelianas
en los trabajos de A.A. Albert, Artin-Scherier y Kummar. (cf. [7],[10])

La presente tesis tiene como objetivo hallar las condiciones necesa-
rias y suficientes para que la imágen bajo la función de Gray de un
código λ-cíclico definido sobre un anillo de Galois de índice de nilpo-
tencia 3 sea cuasi-cíclica y que la imágen bajo la función de Gray de
un código cíclico lineal definido sobre un anillo de Galois de índice de
nilpotencia 3, sea cuasi-cíclica.

Este manuscrito está organizado de la siguiente manera:

El Capítulo 1 está conformado por un repaso sobre las estructuras
algebraicas que están involucradas en el desarrollo y culminación
del objetivo de esta tesis, siendo sus primeras tres secciones un re-
cordatorio sobre anillos de Galois, campos finitos y teoría de códigos
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y destacando en su cuarta sección el Teorema 1.4.9 el cual exhibe un
isomorfismo entre el anillo truncado de vectores de Witt de longitud s y
el anillo de Galois GR(ps, m).

En el Capítulo 2 estudiamos algunas definiciones de la función de
Gray para anillos de Galois comenzando con Z4 = GR(22, 1):

φ : Z4 → F2
2

0 7→ 00 2 7→ 11

1 7→ 01 3 7→ 10

y como se obtienen las imágenes de Gray de códigos cuaternarios. En
la sección 2.3 se estudia la función de Gray que se utilizara en este
trabajo, utilizando herramientas como el producto de Kronecker, una
dispocisión particular de los elementos del campo finito Fpm y tres
vectores c0, c1 y c2 para este propósito:

Definición. Sea R un anillos de Galois de índice de nilpotencia 3. La
función de Gray definida en Rn está dada por:

Φ : Rn → F
nq2

q

c 7→ r0(c)⊗ c0 + r1(c)⊗ c1 + r2(c)⊗ c2

con R = GR(p3, m) y q = pm.

El Capítulo 3 está dedicado a los pormenores de conceptos y preeli-
minares que resultan necesarios para el desarrollo y comprensión de
las demostraciones de los resultados centrales de este trabajo:

Teorema. Un R-código C de longitud n es λ-cíclico si y sólo si, su
imagen bajo la función de Gray Φ(C) es un código cuasi-cíclico sobre
Fpm de índice p2m−1 y longitud np2m.

Teorema. Un R-código C de longitud n es un código cíclico lineal si
y sólo si Π⊗p2m−1

(Φ(C)) es un código cuasi-cíclico de índice p2m−1 y
longitud nq2 sobre Fq.

Los anteriores resultados no son nuevos, ya que en el artículo de
S. Jitman y P. Udomkavanich [8] se publican resultados similares,
sin embargo, el tratamiento que se le ha dado en el presente traba-
jo tiene como eje principal poner enfásis en el uso de herramientas
alternativas como la permutación de Nechaev, las representaciones po-
linomiales de palabras-ćodigo y la manipulación de ciertas unidades
especiales en los anillos de Galois mediante relaciones obtenidas a
tráves del análisis del anillo truncado de vectores de Witt de longitud 3.
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Dicho tratamiento proporciona nuevas demostraciones para estos re-
sultados que resultarán de utilidad para el lector familiarizado con
los contenidos ya mencionados y que presente interés en el estudio
de los códigos definidos sobre anillos de Galois.

Finalmente, el lector encontrará dos apéndices, en el primero se con-
centran enunciados y definiciones que sirven como complemento
para los temas abordados y en el segundo, un breve manual de al-
gunas instrucciones del programa computacional MAGMA el cual
resultó ser una herramienta extremadamente útil en la construcción
de ejemplos a fin de tener una visión concreta de los teoremas que
fueron el núcleo de éstos dos años de trabajo.
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1 P R E L I M I N A R E S

En este capítulo introduciremos conceptos y resultados fundamen-
tales concernientes a las estructuras algebraicas involucradas en el
desarrollo del presente trabajo, las cuales son: los campos finitos,
anillos de Galois y los códigos definidos sobre estos alfabetos.

Para estos fines, se presentará el contenido estructurado de la si-
guiente manera: teoría sobre campos finitos, un acercamiento a los
anillos de Galois, conceptos básicos y propiedades de la teoría de có-
digos definidos sobre campos finitos y anillos de Galois y finalmente
un desarrollo detallado de una construcción del anillo de vectores de
Witt y su relación con los anillos de Galois.

En la primera parte (Campos finitos y Anillos de Galois) se han omi-
tido las demostraciones de los resultados y se presentan a modo de
resumen considerando que el lector esta familiarizado con la litera-
tura elemental de estos tópicos, sin embargo, se pueden encontrar
dichas demostraciones en [3], [11], [17], [18] y [19].

1.1 campos finitos
Recordemos que un campo es un conjunto no vacío F con dos ope-

raciones binarias suma + y producto · tales que:

• Los pares (F , +) y (F∗ , ·) F∗ = F \ {0}, son grupos abelianos
con elementos neutros 0 y 1 respectivamente.

• Existe una ley distributiva del producto sobre la suma.

Además, si F es un conjunto finito, diremos que éste es un campo
finito. Un subconjunto K de F que también es un campo, es un sub-
campo de F y decimos que F es una extensión del campo K. Un campo
(subcampo) K que no posee subcampos distintos de sí mismo, es un
campo primo (subcampo primo de F).

Todo campo finito F con pm elementos donde m ∈ N, satisface las
siguientes propiedades:

1



2 preliminares

• La característica de F es un número primo p y su subcampo
primo es isomorfo a Z p = Z/ pZ.

• Si f (x) ∈ Z p [x ] es irreducible con grad( f ) = m, entonces
el anillo cociente Z p [x ]/〈 f (x)〉 es un campo finito con pm

elementos, en consecuencia (salvo isomorfismos) solo hay un
campo finito con pm elementos.

• Para todo k ∈ N y u , v ∈ F un campo finito de característica
p: (u + v) pk

= u pk
+ v pk

.

• El grupo multiplicativo F∗ formado por los elementos distintos
de cero del campo, es cíclico y cualquier generador de éste
es llamado elemento primitivo, más aún si h(x) ∈ F [x ] es el
polinomio mínimo1 de dicho elemento primitivo, decimos que
h(x) es un polinomio primitivo.

• Todo subcampo K de un campo finito con pm elementos posee
pd elementos donde d es un divisor positivo de m. De manera
recíproca, para cada divisor positivo d de m existe un subcam-
po de F con exactamente pd elementos, en consecuencia los
subcampos de un campo finito forman una retícula completa
respecto a la contención.

• Todo elemento u ∈ F satisface que upm
= u, además F es iso-

morfo al campo de descomposición del polinomio xpm− x ∈
Zp[x].

• El campo F es un espacio vectorial de dimensión finita sobre
su subcampo primo, de hecho, si P es el subcampo primo de
F:

[F : P] := dim (PF) ,

el entero [F : P] es llamado grado de la extensión de F sobre P.

• Si f (x) es un polinomio irreducible en Zp[x] y primitivo en
F[x], de grad f (x) = m con ω como una de sus raíces, entonces
F ' Zp[x]/〈 f (x)〉, β = {1, ω, ω2, . . . , ωm−1} es una base de F

sobre Zp y denotamos F = Zp[ω].

• Existe un automorfismo:
σ : Fpm → Fpm

u 7→ up,

1 h(x) es el polinomio mínimo de α si es el polinomio irreducible de menor grado
tal que h(α) = 0.
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que deja fijos a los elementos de su subcampo primo, es decir,
σ(u) = u si y sólo si u ∈ Zp. σ recibe el nombre automorfismo
de Frobenius.

• El automorfismo de Frobenius σ forma un grupo cíclico de or-
den m bajo la composición, el cual es llamado grupo de Galois
de Fpm sobre Fp y se denota por Gal(Fpm /Fp).

En lo sucesivo, adoptaremos la siguiente notación: GF(pm) o Fpm pa-
ra denotar a un campo finito con pm elementos, el subcampo primo
de un campo finito será denotado por Fp o GF(p) dependiendo del
contexto y si al hacer uso indistinto no hay ambigüedad también lo
denotaremos por Zp.

1.2 anillos de galois
Los anillos de Galois son extensiones únicas salvo isomorfismos

del anillo de clases residuales Zps con s ∈ N. Una de las particu-
laridades que hacen que estos anillos sean de interés para nuestros
propósitos es la estrecha relación que guardan con los campos fini-
tos, como el lector podrá contemplar a continuación. Los siguientes
resultados pueden ser consultados así como sus demostraciones en
[3] y [19].

Sean p un número primo y s un entero positivo, consideremos a
Zps = Z/psZ el anillo de enteros módulo ps, Zps [x] el anillo de
polinomios en la indeterminada x con coeficientes en Zps , 〈p1〉 el
ideal principal generado por p1 y las funciones:

µ : Zps → Zps

〈p1〉

a 7→ a + 〈p1〉

µ̂ : Zps [x]→ Zps

〈p1〉 [x]

f (x) 7→ µ̂( f (x)),

donde µ es el homomorfismo canónico o µ-reducción el cual se extiende
de manera natural al anillo de polinomios Zps [x], aplicando µ a los

coeficientes de un polinomio f (x). Es fácil verificar que
Zps

〈p1〉 ' Fp y

por consiguiente
Zps

〈p1〉 [x] ' Fp[x], de modo que los denotaremos de
esta manera y tanto µ(a) como µ̂( f (x)) serán denotados de manera
indistinta por a y f (x) respectivamente.

Un polinomio mónico f (x) ∈ Zps [x] será llamado básico irreducible
(básico primitivo) si f (x) ∈ Fp[x] es irreducible (primitivo).
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Un anillo finito, conmutativo R con identidad 1, es un anillo de Galois,
si el conjunto D de los divisores de cero de R con el cero añadido,
forman un ideal principal, el cual es generado por 0 o por p1. Algu-
nas de las propiedades de un anillo de Galois que nos resultarán de
suma utilidad se enlistan a continuación, cabe mencionar que abu-
sando de la notación, denotaremos a p1 mediante p.

• Si R es un anillo de Galois tal que D es el conjunto vacío, en-
tonces es un campo finito, de lo contrario el ideal principal
〈p〉 = D ∪ {0} es el único ideal maximal de R, es decir, R es un
anillo local.

• El campo residual RF = R/〈p〉 es isomorfo a Fpm y la caracte-
rística de R es ps, para algunos enteros no negativos m y s, es
por está razón que denotamos al anillo de Galois R mediante
GR(ps, m).

• R contiene un subanillo isomorfo a Zps , en [3, Lema 3.2.2] se
exhibe que dicho subanillo es {r1 : r ∈ Z}, en lo sucesivo lo
denotaremos por Zps y todos sus ideales son de la forma 〈pk〉
con k ∈ {0, 1, . . . , s} y son tales que |〈pk〉| = p(s−k)m. Además,
forman la cadena:

〈0〉 = 〈ps〉 ( 〈ps−1〉 ( · · · ( 〈p〉 ( 〈p0〉 = 〈1〉 = R,

es decir, R es un anillo finito de cadena de índice de nilpotencia
s.

• Sea µR : R → RF el homomorfismo canónico entre R y su
campo residual, de manera análoga a µ éste puede extenderse
mediante µ̂R : R[x]→ RF[x] aplicando µR a los coeficientes del
polinomio f (x) ∈ R[x].

• Para todo anillo de Galois R = GR(ps, m) existe un polinomio
mónico básico irreducible h(x) en Zps [x] tal que grad(h(x)) =
m y:

GR(ps, m) '
Zps [x]
〈h(x)〉 , (1.2.1)

además existe un elemento no cero ξ ∈ R que es raíz del po-
linomio h(x) y tal que todo elemento de c ∈ R admite una
representación única dada por:

c0 + c1ξ + · · ·+ cm−1ξm−1 (ck ∈ Zps , 0 ≤ k ≤ m− 1).
(1.2.2)



1.2 anillos de galois 5

de ahí que podemos denotar también R = Zps [ξ], a esta no-
tación se le ha dado el nombre de representación aditiva de los
elementos del anillo de Galois.

• Si el elemento ξ en GR(ps, m) es tal que ord(ξ) = pm − 1, el
conjunto:

T = {ξk : 0 ≤ k ≤ pm − 2} ∪ {0}, (1.2.3)

recibe el nombre del conjunto de Teichmüller y es tal que: µ(T ) =
RF, es decir, es un conjunto de representantes del campo resi-
dual de R. Además, todo elemento c ∈ GR(ps, m) puede expre-
sarse de manera única mediante:

c = ρ0(c) + pρ1(c) + · · ·+ ps−1ρs−1(c), (1.2.4)

donde ρj(c) ∈ T para 0 ≤ j ≤ s − 1. (1.2.4) recibe el nombre
de representación p-ádica y los ρj(c) son llamados componentes
p-ádicas.

• Un elemento c ∈ R = GR(ps, m) satisface que c ∈ 〈p〉 si y sólo
ρ0(c) = 0 y c /∈ 〈p〉 si y sólo si ρ0(c) 6= 0, además si R∗ denota
el grupo de unidades del anillo entonces R = 〈p〉 ∪ R∗ y R∗

es producto directo de un grupo cíclico de orden pm − 1 y un
grupo G de orden p(s−1)m.

Para continuar con la revisión de los anillos de Galois, nótese que
en lo sucesivo denotaremos a los homomorfismos µR y µ̂R mediante
− como ya se hizo anteriormente para Zps , se heredan los concep-
tos de polinomios básicos irreducibles y básicos primitivos para un
polinomio mónico f (x)∈R[x] si f (x) es irreducible o primitivo en
R[x] = Fpm [x]; la notación aditiva (1.2.2) corresponde a un polinomio
r(x) ∈ Zps [x], pues por (1.2.1) todo elemento puede ser visto como
una clase polinomial f (x) + 〈h(x)〉, en virtud de esto, r(x) es un po-
linomio tal que h(x) | [ f (x)− r(x)] o en otras palabras f (x) ≡ r(x)
(mód h(x)). Algunos ejemplos de anillos de Galois son:

(i) GR(p, m) = GF(pm) = Fpm

(ii) Dado el polinomio f (x) = x2 + 5x + 7 ∈ Z23 [x], f (x) = x2 +
x + 1 es primitivo en F2[x], así f (x) es básico primitivo y por

consiguiente
Z23 [x]

〈x2+5x+7〉 ' GR(23, 2).
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Finalmente, consideremos que R = Zps [ξ], entonces puede definirse
un isomorfismo de anillos Θ : R→ R dado por:

Θ(c0 + c1ξ + · · ·+ cm−1ξm−1) = c0 + c1ξ pm
+ · · ·+ cm−1ξ(m−1)pm

,
(1.2.5)

tal que Θ(c) = c, si y sólo si c ∈ Zps , éste isomorfismo forma un
grupo cíclico de orden pm − 1 con la composición de funciones de-
notado por 〈Θ〉 o Gal(R/Zps) y es llamado el grupo de Galois de R
sobre Zps y tal isomorfismo es llamado automorfismo generalizado de
Frobenuis.

1.3 teoría de códigos
En éste apartado, recordaremos algunos conceptos básicos de la

teoría códigos sobre campos finitos y anillos de Galois.

• Cualquier conjunto finito no vacío A es un alfabeto y sus ele-
mentos reciben el nombre de símbolos.

• Un código de longitud n es un subconjunto C del producto car-
tesiano An, los elementos de un código son llamados palabras
código y si |C|=M entonces decimos que C es un (n, M)-código
sobre A.

• Si A es un anillo finito, entonces un código lineal es un submó-
dulo de An (visto como A-módulo).

• Si A es un campo finito con pm elementos, entonces un [n, k]-
código lineal es un subespacio vectorial de An (visto como Fpm-
espacio vectorial) de dimensión k.

• Un corrimiento cíclico es una función:

σ : An → An

(a0, . . . , an−2, an−1) 7→ (an−1, a0, . . . , an−2)

y un código cíclico es un código C tal que σ(C) = C.

• Dado n un entero positivo, si existen t, s enteros positivos ta-
les que n = st, el vector a = (a0, a1, . . . , an−1) de longitud
n, puede ser escrito en t bloques de longitud s, es decir, a =
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(
a[1] | a[2] | . . . | a[t]

)
donde el k-ésimo bloque de longitud s es-

taría dado por:

a[k] := (ak1, . . . , ak(s−1), ask).

• Dado un vector de longitud n = st, un corrimiento cuasi-cíclico
σ⊗t : Fn → Fn es una función tal que:

σ⊗t(a) =
(

σ
(

a[1]
)

, σ
(

a[2]
)

, . . . , σ
(

a[t]
))

.

• El código C se dirá cuasi-cíclico de índice t y longitud st, si
σ⊗t(C) = C.

1.3.1 Códigos sobre campos finitos

Sea Fq un campo finito con q = pm elementos y n un entero posi-
tivo.

• La intersección de dos palabras código x = (x0, x1, . . . , xn−1) y
y = (y0, y1, . . . , yn−1) en Fn

2 , es el vector:

x ∩ y = (x0y0, x1y1, . . . , xn−1yn−1).

• El peso de Hamming de una palabra código x ∈ Fn
q , denotado

por wH(x) se define como:

wH(x) :=
∣∣{0 ≤ j ≤ n− 1 | xj 6= 0}

∣∣ .

• La distancia de Hamming entre dos palabras código x, y la deno-
taremos por dH(x, y) está dado por:

wH(x− y).

• Si C es un código sobre Fq, la distancia mínima de Hamming es:

dC = mín{dH(x, y) | x, y ∈ C y x 6= y}
= mín{wH(x− y) | x, y ∈ C y x 6= y}

Si C es un código lineal de longitud n, dimensión k y distancia
mínima d decimos que C es un [n, k, d]-código lineal.
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• La distancia mínima de un [n, k]-código lineal es de suma im-
portancia en la teoría de códigos detectores-correctores de erro-
res, uno de los resultados más relevantes respecto a este pará-
metro se enuncia a continuación.

Teorema 1.3.1 ([12] Teorema 3.9, pág. 16). Un [n, k, d]-código lineal,
puede corregir

[
1
2(d− 1)

]
2 o menos errores.

Ejemplo 1.3.2. • El código de repetición binario de longitud n ≥ 1,
es un [n, 1, n]-código lineal sobre F2 dado por:

Rep(n) := {(0, 0, . . . , 0), (1, 1, . . . , 1)}

• Los códigos de Hamming son de suma importancia en la teoría
de códigos, unos de los más famosos es el [7, 4, 3]-código lineal
binario de Hamming H3 o código simplex.

H3 = {(0000000), (1000011), (1100110), (0100101), (0110011),

(1110000), (1010101), (0010110), (0011001), (1011010),

(1111111), (0111100), (0101010), (1101001), (1001100), (0001111)}

La dimensión de H3 es 4 puesto que coincide con el núcleo de
la matriz:  0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1


esta matriz, es llamada matriz de chequeo de paridad, en [12] se
abordan con mayor profundidad el estudio de estos códigos y
las matrices asociadas a éstos.

• El código C2 = {(00|00), (10|01), (01|10), (11|11)} es un [4, 2]-
código lineal sobre F2. Hemos separado a cada palabra código
de C en t = 2 bloques formados por s = 2 símbolos así, apli-
cando σ⊗2 tenemos que:

σ⊗2(00|00) = (σ(00)σ(00)) = (0000)

σ⊗2(10|01) = (σ(10)σ(01)) = (0110)

σ⊗2(01|10) = (σ(01)σ(10)) = (1001)

σ⊗2(11|11) = (σ(11)σ(11)) = (1111),

por consiguiente, σ⊗2(C) = C, y en consecuencia, C es un códi-
go cuasi-cíclico de índice 2 y longitud 4.

2 Aquí [ 1
2 (d− 1)] denota al máximo entero menor o igual que 1

2 (d− 1).
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• Un ejemplo muy famoso de códigos sobre F2, son los famosos
códigos de Reed-Müller, dichos códigos poseen diversas construc-
ciones, como la construcción (u|u + v) de Plotkin o mediante
el uso de polinomios Booleanos (cf. [15] y [17]).

Dados m un entero positivo y r un entero no negativo tal que
r ≤ m, un código de Reed-Müller denotado por R(r, m) es
un [2m, r, 2m−r]- código lineal y si r 6= m todas las palabras de
R(r, m) tienen peso par.

R(1, 3) := {00000000, 11111111, 00001111, 00110011, 01010101, 00111100,

01011010, 01100110, 01101001, 11110000, 11001100, 10101010,

11000011, 10100101, 10011001, 10010110}

1.3.2 Códigos cuaternarios

Definición 1.3.3. (i) Decimos que un código C es cuaternario si su
alfabeto es Z4 o F22 , y diremos que es cuaternario lineal si es un
Z4-módulo, o bien un F2-espacio vectorial respectivamente.

(ii) El peso de Lee en Z4 lo denotamos wL(x) y está dado por:

wL : Z4 → Z

0 7→ 0 2 7→ 2

1 7→ 1 3 7→ 1

(1.3.1)

(iii) Para cada k ∈ {1, 2, 3}, si x ∈ Zn
4 definimos:

wk(x) := |{0 ≤ j ≤ n− 1 | xj = k}| (1.3.2)

(iv) El peso y la distancia de Lee en Zn
4 son respectivamente:

wL(x) :=
n−1

∑
j=0

wL(xj) (1.3.3)

dL(x, y) :=
n−1

∑
j=0

wL(xj − yj) (1.3.4)

Observación 1.3.4. La distancia de Lee sólo puede calcularse en códi-
gos cuaternarios lineales, más aún el concepto de distancia mínima se
extiende a la distancia de Lee de manera usual:

δC := mı́n{wL(c) ∈ C | c 6= 0}.
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Lema 1.3.5. Sean x = (x0, . . . , xn−1) ∈ Zn
4 , y = (y0, . . . , yn−1), z =

(z0, . . . , zn−1) ∈ Fn
2 . Entonces:

(i) wL(x)= w1(x) + 2w2(x) + w3(x).

(ii) wH(y + z) = wH(y) + wH(z)− 2wH(y ∩ z)

(iii) Si denotamos mediante (y, z) ∈ F2n
2 a la concatenación de y y z se

consigue que:
wH(y, z) = wH(y) + wH(z)

Demostración. (i) Veamos que en Z4: wL(xi) = w1(xi) + 2w2(xi) +
w3(xi), para esto observe la Figura 1.

x w1(x) w2(x) w3(x) w1(x) + 2w2(x) + w3(x) wL(x)
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1
2 0 1 0 2 2
3 0 0 1 1 1

Figura 1.: Peso de Lee en Z4.

Por otro lado, aplicando (1.3.3):

wL(x)=
n−1

∑
i=0

wL(xi)

=
n−1

∑
i=0

[
w1(xi) + 2w2(xi) + w3(xi)

]
=

n−1

∑
i=0

w1(xi) + 2
n−1

∑
i=0

w2(xi) +
n−1

∑
i=0

w3(xi)

=w1(x) + 2w2(x) + w3(x).

(ii) Sean wH(y) = p y wH(z) = q, supóngase, sin pérdida de generalidad
que, 0 ≤ p ≤ q ≤ n. Si 0 = p = q entonces y = 0 = z y el resultado es
trivialmente cierto. Si 0 = p < q entonces y = 0, y + z = z y y ∩ z = 0
y el resultado se sigue nuevamente. Ahora, si 0 < p ≤ q y wH(y ∩ z) = r
entonces ambas palabras-código coinciden en r componentes, así que al
sumar y con z el vector resultante tiene r ceros y por consiguiente hay
(p− r) coordenadas con 1′s que son aportados por y y (q− r) coordenadas
con 1′s aportados por z, luego:

wH(y + z) = (p− r) + (q− r)

= p + q− 2r

= wH(y) + wH(y)− 2wH(y ∩ z).
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(iii) Notemos que:
(y, z) = (y, 0) + (0, z).

El resultado se sigue trivialmente de (ii).

Ejemplo 1.3.6. • El código

C1 = {(0000), (1111), (2222), (3333), (0202), (1313), (2020), (3131)}

es un código cuaternario cíclico lineal de longitud 4, así que
aplicando el Lema 1.3.5, podemos hallar el peso de Lee de cada
palabra código.

c w1(c) w2(c) w3(c) wL(c)
(0000) 0 0 0 0
(1111) 4 0 0 4
(2222) 0 4 0 8
(3333) 0 0 4 4
(0202) 0 2 0 4
(1313) 2 0 2 4
(2020) 0 2 0 4
(3131) 2 0 2 4

luego, como C1 es un código lineal, se sigue que la distancia
mínima de Lee δC1 es 4.

• Un código cuaternario puede estar determinado por una ma-
triz como en el Ejemplo 1.3.2. Sea

G =

(
0 2
2 0

)
,

el código C2 resulta de las filas de G, es decir, G = 〈(02), (20)〉
de ahí que:

C2 = {(00), (20), (02), (22)}
y los pesos de Lee de sus palabras código son:

c wL(c) c wL(c)
(00) 0 (02) 2
(20) 2 (22) 4

De ahí que C2 es un [2, 2]- código cíclico lineal con distancia
mínima 2.
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1.3.3 Códigos sobre anillos de Galois

Sea R = GR(ps, m) donde p es un número primo y s, m son enteros
positivos. Como se ha mencionado antes, R es un anillo finito de
cadena de índice de nilpotencia s, es decir la cadena:

(0) ⊂ (ps−1) ⊂ · · · ⊂ (p2) ⊂ (p) ⊂ (1) = R (1.3.5)

enlista y ordena a todos los ideales de R, haciendo uso de estose
introduce la siguiente:

Definición 1.3.7. Sea R = GR(ps, m), se define (ver [6]):

(i) El peso homogéneo en R como:

whom(c) =


(pm − 1)pm(s−2) si c ∈ R \ (ps−1)

pm(s−1) si c ∈ (ps−1) \ (0)
0 si c = 0.

(1.3.6)

(ii) La distancia homogénea en R:

dhom(c, d) = whom(c− d). (1.3.7)

(iii) El peso homogéneo de c en un R-código C:

whom(c) =
n−1

∑
i=0

whom(ci). (1.3.8)

(iv) La distancia homogénea entre dos palabras código c y d de un
R-código C:

dhom(c, d) =
n−1

∑
i=0

dhom(ci, di) (1.3.9)

El peso homogéno y la distancia homogénea definidos en este apar-
tado resultan herramientas de gran utilidad en el estudio de los có-
digos definidos sobre anillos finitos de cadena en general, por dicho
motivo al ser los anillos de Galois pertenecientes a esta familia anali-
zaremos sus propiedades. (cf. [4],[6])

Lema 1.3.8. Para cada c, d ∈ R:

(i) whom(c) ≥ 0.

(ii) whom(c) = 0 si y sólo si c = 0.
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(iii) whom(c) = whom(−c).

(iv) whom(c + d) ≤ whom(c) + whom(d).

Demostración. (i) y (ii) son inmediatas de (1.3.6).

(iii) Si c = 0 entonces −c = 0 y se tiene el resultado. Por otro lado si
c 6= 0 y c ∈ (ps−1), como éste es un ideal entonces es un subgrupo
aditivo de (R,+), luego−c ∈ (ps−1) y nuevamente se tiene el resulta-
do. Si por el contrario c /∈ (ps−1) entonces éste es una unidad, luego
existe u ∈ R tal que cu = 1, pero tenemos que (−c)(−u) = cu = 1,
es decir −c es también una unidad y así se confirma que para todo
c ∈ R:

whom(c) = whom(−c).

(iv) Tenemos los siguientes casos:

caso 1: (c = d = 0). Aquí es claro que:

whom(c + d)=whom(c) = whom(c) + 0=whom(c) + whom(d).

caso 2: (c = 0 o d = 0). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que c 6= 0.

whom(c + d)= whom(c)=whom(c) + 0=whom(c) + whom(d).

caso 3: (c 6= 0, d 6= 0). Tenemos tres subcasos:

subcaso 1: (c, d ∈ (ps−1)). Si esto ocurre, entonces c + d ∈
(ps−1) pues éste es un ideal, así:

whom(c+ d) = pm(s−1) < pm(s−1)+ pm(s−1) = whom(c)+whom(d).

subcaso 2: (c, d /∈ (ps−1)). Puede ocurrir que c + d = 0, c +
d /∈ (ps−1) o por otro lado que c + d ∈ (ps−1), en el primer
caso es trivial, para el segundo se sigue que:

whom(c + d) = (pm − 1)pm(s−2)

< (pm − 1)pm(s−2) + (pm − 1)pm(s−2)

= whom(c) + whom(d).

Mientras que en el tercer caso consideremos que:

2 ≤ pm

2 + pm ≤ 2pm

pm ≤ 2(pm − 1)

pm(s−1) ≤ 2(pm − 1)pm(s−2)

whom(c + d) ≤ whom(c) + whom(d).
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subcaso 3: (c ∈ (ps−1), d /∈ (ps−1)). Puede suceder que c +
d ∈ (ps−1), o bien, c + d /∈ (ps−1). Si ocurre lo primero,
como (pm − 1)pm(s−2) ≥ 0 entonces:

whom(c + d) = pm(s−1)

≤ pm(s−1) + (pm − 1)pm(s−2)

= whom(c) + whom(d).

Si ocurre lo segundo, notemos que también pm(s−1) ≥ 0 y
así:

whom(c + d) = (pm − 1)pm(s−2)

≤ pm(s−1) + (pm − 1)pm(s−2)

= whom(c) + whom(d).

Por lo tanto, para todos c, d ∈ R :

whom(c + d) ≤ whom(c) + whom(d).

Corolario 1.3.9. (i) Para todo n ≥ 1. (Rn, dhom) es un espacio métrico.

(ii) Para todo c ∈ R y u ∈ R∗ : whom(c) = whom(uc).

Demostración. (i) Por el Lema 1.3.8, dhom satiface los axiomas de una
métrica, luego también lo hace dhom por ser ésta una extensión de
dhom.

(ii) Tenemos cuatro casos:

caso 1: (c = 0) Entonces para todo u ∈ R∗ : uc = 0 así whom(c) =
0 = whom(uc).

caso 2: (c ∈ R∗) Sea u ∈ R∗, luego uc ∈ R∗ y es claro que whom(c) =
whom(uc).

caso 3: (c ∈ (pk), 1 ≤ k ≤ s− 2) Dado que u ∈ R∗ y como cada (pk)
es un ideal distinto de (ps−1) es claro que uc ∈ (pk) 6= (ps−1) y
se tiene la afirmación.

caso 4: (c ∈ (p(s−1)) \ (0)). Como éste es un ideal entonces uc ∈
(ps−1) \ (0) para cualquier u ∈ R∗ de dónde se sigue el resulta-
do.
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Para finalizar la sección apliquemos algunos de estos conceptos en
el anillo de Galois R = GR(p3, m). Como ya mencionamos R es tal
que:

• Todos sus ideales son:

(0) ⊂ (p2) ⊂ (p) ⊂ R

• Existe un elemento ξ 6= 0 de orden pm − 1, tal que para todo
c ∈ R:

c = ρ0(c) + pρ1(c) + p2ρ2(c)

donde ρk(c) ∈ T = {0, 1, ξ, . . . ξ pm−2}, su representación p-
ádica.

• El grupo de unidades de R, es un grupo abeliano multiplicativo
de cardinalidad (pm − 1)p2m.

• El peso homogéneo en R es:

whom(c) =


(pm − 1)pm si c ∈ R \ (p2)

p2m si c ∈ (p2) \ (0)
0 si c = 0

Ejemplo 1.3.10. Sean p = 2, m = 3, n = 3 entonces:

R ' Z8[x]
(x3 + x + 1)

.

Los elementos del anillo son clases de equivalencia de polinomios de
grado a lo más dos con coeficientes en Z8, así que usaremos unica-
mente a los representantes de dichas clases como los elementos de
R, es decir:

R :=
{

a0 + a1x + a2x2 | ak ∈ Z8, (0 ≤ k ≤ 2)
}

.

El siguiente conjunto C es un (3, 6)-código sobre GR(23, 3) :

C :=
{
(2x, x, x2), (5x2, 2x, x), (5x, 5x2, 2x), (2x, 5x, 5x2), (x2, 2x, 5x), (x, x2, 2w)

}
.

El peso homogéneo de los elementos de GR(23, 3) está dado por:

whom(c) =


56 si c ∈ R \ (4)
64 si c ∈ (4) \ (0)
0 si c = 0

y la siguiente tabla exhibe el peso homógeneo de cada palabra código
de C.
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c whom(c) c whom(c)
(2x, x, x2) 168 (2x, 5x, 5x2) 168
(5x2, 2x, x) 168 (x2, 2x, 5x) 168
(5x, 5x2, 2x) 168 (x, x2, 2x) 168

1.4 anillo de vectores de witt
En esta sección analizaremos la construcción del anillo de vectores

de Witt y el isomorfismo entre el anillo truncado de vectores de Witt
y el anillo de Galois GR(ps, m). Dicho análisis se encuentra basado
en [5], [7] y [10].

Consideremos Q = Q[xi, yj, zk] con i, j, k ∈ N ∪ {0} y QN el anillo
de las sucesiones infinitas a = (aν) = (a0, a1, . . . , an−1, . . .) tales que
aν∈ Q para ν ∈N∪ {0} dotado de las operaciones suma y producto
componente a componente y los elementos (0) = (0, 0, . . . , 0, . . .) y
(1) = (1, 1, . . . , 1 . . .), como los neutros de éstas operaciones respecti-
vamente.

Dotaremos a QN de dos nuevas operaciones suma y producto. Así,
dada una sucesión a ∈ QN y p un número primo, definimos:

P : QN → QN

a 7→ P(a) := (ap
0 , ap

1 , . . . , ap
n−1, . . .),

y para cada ν ∈N∪ {0} las relaciones:
a(0) = a0 y a(ν+1) = (P(a))(ν) + pν+1aν+1. (1.4.1)

Es fácil ver que de (1.4.1):
a(1) = ap

0 + pa1

a(2) = ap2

0 + pap
1 + p2a2

...
...

...

a(ν) = apν

0 + papν−1

1 + · · ·+ pν−1ap
ν−1 + pνaν.

Con todo esto, definimos las funciones:

φ : QN → QN

a 7→ φ(a) := (a(0), a(1), . . . , a(n−1), . . .),

ψ : QN → QN

b 7→ ψ(b) := (c0, c1, . . . , cn−1, . . .),
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donde:
c0 = b0

c1 =
1
p
(
b1 − cp

0
)

c2 =
1
p2

(
b2 − cp2

0 − pcp
1

)
...

cν−1 =
1

pν−1

(
bν−1 − cpν−1

0 − pcpν−2

1 − · · · − pν−2cp
ν−2

)
.

(1.4.2)

El siguiente lema nos muestra la estrecha relación entre las funciones
φ y ψ.

Lema 1.4.1. La función φ es una biyección y φ−1 = ψ.

Demostración. Sea a = (a0, a1, . . . , an−1, . . .) ∈ QN, entonces:
ψφ(a) = ψ(a(0), a(1), . . . , a(n−1), . . .)

= ψ(a0, ap
0 + pa1, . . . , apn−1

0 + papn−2

1 + · · ·+ pn−2ap
n−2 + pn−1an−1, . . .)

= (c0, c1, . . . , cn−1, . . .).

Demostraremos por inducción que ci = ai para i ∈ {0, 1, . . .}.

Si i = 0 se sigue de (1.4.1) que c0 = a0. Ahora supongamos que para
cada i < n− 1, ci = ai entonces por (1.4.2):

cn−1 =
1

pn−1

(
apn−1

0 + papn−2

1 + · · ·+ pn−2ap
n−2 + pn−1an−1 − cpn−1

0 − pcpn−2

1 − · · · − pn−2cp
n−2

)
=

1
pn−1

(
apn−1

0 + papn−2

1 + · · ·+ pn−2ap
n−2 + pn−1an−1 − apn−1

0 − papn−2

1 − · · · − pn−2ap
n−2

)
=

1
pn−1

(
pn−1an−1

)
= an−1,

de ahí que: ψφ(a) = (c0, c1, . . . , cn−1, . . .) = a. Por otro lado, sea
b = (b0, b1, . . . , bn−1, . . .). Entonces:

φψ (b) = φ (c0, c1, . . . , cn−1 . . .) =
(

c(0), c(1), . . . , c(n−1)
)

.

Nuevamente mediante inducción probaremos que c(i) = bi para cada
i ∈ {0, 1, . . .}, como se dijo antes, por (1.4.1) se tiene que c0 = b0. Si
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suponemos que para i < n− 1, c(i) = bi y sustituimos a cn−1 según
(1.4.2) tenemos que:

c(n−1) = cpn−1

0 + pcpn−2

1 + · · ·+ pn−2cp
n−2

+ pn−1
(

1
pn−1

(
bn−1 − cpn−1

0 − pcpn−2

1 − · · · − pn−2cp
n−2

))
=�

��cpn−1

0 +��
��

pcpn−2

1 + · · ·+�����pn−2cp
n−2 + bn−1 −�

��cpn−1

0 −��
��

pcpn−2

1 − · · · −�����pn−2cp
n−2

= bn−1

de lo anterior, se concluye que ψφ(b) = (b0, b1, . . . , bn−1, . . .) = b, y
se sigue el resultado.

Dado que la función φ, resulta ser una biyección en QN, podemos in-
ducir una nueva estructura de anillo, mediante la definición de nue-
vas operaciones suma y producto, como lo haremos en la siguiente
proposición. Si el lector desea revisar una demostración detallada de
esta afirmación puede consultar el Teorema A.1.1.

Proposición 1.4.2. Dados a, b ∈ QN definimos:

a⊕ b := ψ (φ(a) + φ(b))
a� b := ψ (φ(a) · φ(b))

entonces
(
QN,⊕,�

)
es un anillo conmutativo con identidad (1, 0, . . . , 0, . . .),

neutro de la suma (0, 0, . . . , 0, . . .) al cual llamaremos anillo de vectores
de Witt, lo denotaremos por W(Q), y sus elementos neutro de la suma e
identidad se denotarán por 0 y 1 respectivamente.

Nótemos que por la Proposición 1.4.2 y la biyectividad de φ:

φ(a⊕ b) = φ(a) + φ(b)
φ(a� b) = φ(a)φ(b).

Ahora, de la definición de φ, si c = a⊕ b y d = a� b entonces:

(c(0), c(1), . . . , c(n−1), . . .) = (a(0), a(1), . . . , a(n−1), . . .) + (b(0), b(1), . . . , b(n−1), . . .),

(d(0), d(1), . . . , d(n−1), . . .) = (a(0), a(1), . . . , a(n−1), . . .) · (b(0), b(1), . . . , b(n−1), . . .),

por consiguiente para cada ν ≥ 0:

(a⊕ b)(ν) = a(ν) + b(ν)

(a� b)(ν) = a(ν)b(ν).
(1.4.3)
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Lema 1.4.3. Sean m ≥ 1, 0 ≤ i, j, k ≤ n− 1, a = (aν), b = (bν) tales que
aν, bν ∈ Z[xi, yj] con 0 ≤ ν ≤ m− 1. Entonces:

aν ≡ bν (mód pm) (0 ≤ ν ≤ k)

si y sólo si:

a(ν) ≡ b(ν) (mód pm+ν) (0 ≤ ν ≤ k).

Demostración. Ya que Z ⊂ Q, tenemos que a, b ∈ W(Q) y así hare-
mos inducción sobre k ≥ 0.

Para k = 0 tenemos que a(0) = a0 y b(0) = b0 entonces a0 ≡ b0
(mód pm) si y sólo si a(0) ≡ b(0) (mód pm+0).

De (1.4.1) tenemos que para k > 0:

a(k) = (P(a))(k−1) + pkak

b(k) = (P(b))(k−1) + pkbk,
(1.4.4)

y supongamos que el resultado es válido para ν ≤ k − 1. Es claro
que:

ak ≡ bk (mód pm) si y sólo si pkak ≡ pkbk (mód pm+k). (1.4.5)

Entonces resulta suficiente demostrar que bajo la hipótesis inductiva:

(P(a))(k−1) ≡ (P(b))(k−1) (mód pm+k),

para llegar al resultado. En efecto si aν ≡ bν (mód pm) tenemos que:

aν = lpm + bν

(aν)
p = (lpm + bν)

p

= lp pmp +
p−1

∑
i=1

(p
i )(lpm)i(bν)

p−i + (bν)
p

dado que p | (p
i ) para 1 ≤ i ≤ p se sigue que:

ap
ν − bp

ν = lp pmp + pm+1
p−1

∑
i=1

tili pm(i−1)(bν)
p−i

= pm+1

[
lp pm(p−1)−1 +

p−1

∑
i=1

tili pm(i−1)(bν)
p−i

]

donde ti =
1
p (

p
i ), para 1 ≤ i ≤ p − 1, por consiguiente, ap

ν ≡ bp
ν

(mód pm+1) y esto se sigue para 0 ≤ ν ≤ k− 1. Por otro lado, como
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P(a) = (ap
0 , ap

1 , . . . , ap
n−1, . . .) y P(b) = (bp

0 , bp
1 , . . . , bp

n−1, . . .) entonces
por lo anterior si denotamos P(a)ν = ap

ν y P(b)ν = bp
ν entonces:

P(a)ν ≡ P(b)ν (mód pm+1)

y por hipótesis inductiva, esto equivale a:

P(a)(ν) ≡ P(b)(ν) (mód pm+1+ν) (0 ≤ ν ≤ k− 1)

en particular para ν = k − 1 tenemos que P(a)(k−1) ≡ P(b)(k−1)

(mód pm+k) como queríamos y así sumando lo anterior con (1.4.5):
P(a)(k−1) + pkak ≡ P(b)(k−1) + pkbk (mód pm+k) y combinando con
(1.4.4)

ak ≡ bk (mód pm)⇔ a(k) ≡ b(k) (mód pm+k) (0 ≤ ν ≤ k)

Con los resultados anteriores estamos listos para el siguiente:

Teorema 1.4.4. Sean a, b ∈ W(Q). Si a ◦ b representa: a ⊕ b o a � b y
a◦̂b a + b o a · b respectivamente, entonces (a ◦ b)ν = fν(ai, bj) donde
fν(xi, yj) es un polinomio con coeficientes enteros y término constante 0 en
las variables xi, yj donde 0 ≤ i, j ≤ ν.

Demostración. Por definición, (a ◦ b)ν = fν(ai, bj) donde el polinomio
fν(xi, yj) ∈ Q[xi, yj], luego resta demostrar por inducción sobre ν ≥ 0
que fν(xi, yj) ∈ Z[xi, yj]. Si ν = 0, es evidente que (a ◦ b)0 = a0 ◦̂ b0
luego si tomamos f0(xi, yj) = xi ◦̂ yj ∈ Z[xi, yj] tenemos el resultado.

Supongamos que el resultado es válido para (a ◦ b)k con 0 ≤ k ≤ ν− 1
y consideremos (1.4.1), entonces:

pν(a ◦ b)ν = (a ◦ b)(ν) − (P(a ◦ b))(ν−1) . (1.4.6)

Por hipótesis inductiva, si 0≤ k≤ν− 1, (a ◦ b)k corresponde a algún
polinomio fk(xi, yj) ∈ Z[xi, yj] así, por el Corolario A.2.5 tenemos
que (a ◦ b)p

k corresponde a algún polinomio f̂k(xp
i , yp

j ) = f̂ (P(xi), P(yj))

(mód p), por consiguiente:

P(a ◦ b)k ≡ (P(a) ◦ P(b))k (mód p) (0 ≤ k ≤ ν− 1),

y así, por el Lema 1.4.3, esto equivale a:

(P(a ◦ b))(ν−1) ≡ (P(a) ◦ P(b))(ν−1) (mód pν). (1.4.7)
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De (1.4.1) se sigue que a(ν) ≡ (P(a))(ν−1) (mód pν) y b(ν) ≡ (P(b))(ν−1)

(mód pν) luego por (1.4.3):

(a ◦ b)(ν) = a(ν)◦̂ b(ν) ≡ (P(a))(ν−1)◦̂(P(b))(ν−1) (mód pν)

≡ (P(a) ◦ P(b))(ν−1) (mód pν).
(1.4.8)

Combinando (1.4.7) y (1.4.8) tenemos que pν es un factor de la di-
ferencia de los polinomios que corresponden a (a ◦ b)(ν) y (P(a ◦
b))(ν−1), se sigue de (1.4.6) que (a ◦ b)ν está asociado a un polinomio
gν(xi, yj) ∈ Z[xi, yj] módulo p como queríamos demostrar.

En virtud del teorema anterior para (aν), (bν) ∈ W(Q) denotaremos
en lo sucesivo:

(a⊕ b)ν = sν(a0, a1, . . . , aν−1, b0, b1, . . . , bν−1) = sν(ai, bj)

(a� b)ν = mν(a0, a1, . . . , aν−1, b0, b1, . . . , bν−1) = mν(ai, bj),
(1.4.9)

donde sν, mν ∈ Z[xi, yj] para ν ≥ 0.

Sea A un anillo conmutativo con identidad 1A, dado que Z ⊆ Q es
claro que Z[xi, yj, zk] ⊆ Q[xi, yj, zk], así puede ser sumergido en el
anillo de polinomios A[Xi, Yj, Zk] mediante:

λ : Z[xi, yj, zk]→ A[Xi, Yj, Zk]

n 7→ n1A (n ∈ Z)

xi 7→ Xi

yj 7→ Yj

zk 7→ Zk.

Dado un polinomio f (xi, yj, zk) ∈ Z[xi, yj, zk] denotemos por f̂ (Xi, Yj, Zk)

a λ
(

f (xi, yj, zk)
)
. Por otro lado, a la luz del Teorema 1.4.4, las ope-

raciones ⊕, � son cerradas al tomar a, b ∈ Z[xi, yj, zk]
N y 0, 1 ∈

Z[xi, yj, zk]
N, es decir, éste es un subanillo de W(Q) que denotaremos

por W(Z). Ahora consideremos los conjuntos de sucesiones infinitas:
AN y (λ(Z[xi, yj, zk]))

N, entonces λ : Z[xi, yj, zk] → λ(Z[xi, yj, zk]), es
un homomorfismo de anillos sobreyectivo y puede ser extendido de
manera natural como sigue:

Λ : W(Z)→ A = (λ(Z[xi, yj, zk]))
N

( fν(xi, yj, zk)) 7→ ( f̂ν(Xi, Yj, Zk)).
(1.4.10)

Nuevamente, por el Teorema 1.4.4 dadas dos sucesiones a, b ∈W(Z)
existen polinomios con coeficientes enteros sν, mν que satisfacen (1.4.9),
así tenemos la siguiente:
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Definición 1.4.5. Dados dos elementos r = (rν), t = (tν) ∈ R defi-
nimos la suma y el producto de éstos como las sucesiones r ⊕ t =
((r + t)ν) y r� t = ((rt)ν) tales que:

(r + t)ν = Λ(sν(xi, yj)) = ŝν(ri, tj)

(rt)ν = Λ(mν(xi, yj)) = m̂ν(ri, tj),
(1.4.11)

para cada ν ≥ 0.

Veamos que en efecto mediante las operaciones definidas antes, se
puede dotar de una estructura de anillo a A:

Teorema 1.4.6. A con las operaciones ⊕ y � es un anillo conmutativo con
identidad (1A, 0A, . . . , 0A, . . .) y neutro de la suma (0A, 0A, . . . , 0A, . . .).

Demostración. Sean X = (X0, X1, . . . , Xn−1, . . .), Y = (Y0, Y1, . . . , Yn−1, . . .)
y Z = (Z0, Z1, . . . , Zn−1, . . .) ∈ A, entonces como Λ es sobreyectiva
existen a saber: x = (x0, x1, . . . , xn−1, . . .), y = (y0, y1, . . . , yn−1, . . .)
y z = (z1, z2, . . . , zn−1, . . .) ∈ ZN tales que Λ(x) = X, Λ(y) = Y y
Λ(z)=Z. Luego, por (1.4.11):

(X + Y)ν = (ŝν(Xi, Yj)) = Λ(sν(x⊕ y)ν)

(XY)ν = (m̂ν(xi, yj)) = Λ(mν(x� y)ν)

y esto se cumple para cada ν ≥ 0, entonces:

Λ(x)⊕Λ(y) = X⊕Y = Λ(x⊕ y)
Λ(x)�Λ(y) = X�Y = Λ(x� y)

es decir, Λ preserva las operaciones entre W(Z) y A, en otras pala-
bras Λ es un homomorfismo de anillos, luego por el primer teorema
de isomorfismos:

A ' W(Z)

ker(Λ)

Finalmente, dado que los elementos (1, 0, . . . , 0, . . .) y (0, 0, . . . , 0, . . .)
son la identidad y el neutro de la suma en W(Q) (y por consiguiente
en W(Z)) respectivamente, se sigue que: Λ(1) = (1A, 0A, . . . , 0A, . . .)
y Λ(0) = (0A, 0A, . . . , 0A, . . .) son la identidad y el neutro de la suma
en A respectivamente.

El teorema anterior establece un hecho importante, puesto que nos
ha bastado con hallar una copia del anillo de polinomios en varias
indeterminadas (xi, yj, zk) con coeficientes en Z para poder extender
la estructura del anillo de vectores de Witt W(Q) al conjunto de
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sucesiones infinitas A, esto resulta muy útil dado que si A = Fpm las
condiciones se satisfacen de manera inmediata y nos acerca a nuestro
objetivo.

Es importante reconocer la diferencia al usar Z[xi, yj, zk]
N y W(N)

pues el primero hace referencia a las sucesiones con las operaciones
usuales de suma y producto, mientras que el segundo nos debe in-
dicar que estamos usando la estructura inducida mediante ⊕ y �.
El siguiente corolario es el paso final en la construcción del anillo
truncado de vectores de Witt.

Corolario 1.4.7. Sean

W(s)(A) = {(rν) ∈W(A) : rν = 0A, ν ≥ s},
Ws(A) = {(r0, r1, . . . , rs−1) : ri ∈ A, 0 ≤ i ≤ s− 1},

y la función:

τ : W(s)(A)→Ws(A)

(rν) 7→ (r0, r1, . . . , rs−1).
(1.4.12)

Si definimos la suma ⊕s y el producto �s en Ws(A) mediante:

(r0, r1, . . . , rs−1)⊕s (t0, t1, . . . , ts−1) = τ(r⊕ t),
(r0, r1, . . . , rs−1)�s (t0, t1, . . . , ts−1) = τ(r� t).

(1.4.13)

Entonces (Ws(A),⊕s,�s) es un anillo conmutativo con elemento identidad
(1A, 0A, . . . , 0A) y neutro de la suma (0A, 0A, . . . , 0A).

Demostración. Por la Definición 1.4.5 y el Teorema 1.4.4, W(s)(A) es
un subanillo de W(A) y no resulta difícil notar que τ es una biyec-
ción entre W(s)(A) y Ws(A); de ahí se sigue el resultado.

Hasta aquí hemos analizado la construcción del anillo de vectores
de Witt y su generalización en anillos conmutativos con identidad.
En adelante, denotaremos únicamente por 0 y 1 a los elementos 0A
y 1A respectivamente en los anillos conmutativos con identidad y
diremos solamente “anillo(s) conmutativos” para referirnos a éstos.
Asimismo denotaremos simplemente por +s y ·s a las operaciones
⊕s y �s.

Definición 1.4.8. Sea A un anillo conmutativo. Los anillos conmutati-
vos (W(A),⊕,�) y (Ws(A),+s, ·s) asociados a A, reciben el nombre
de: anillo generalizado de vectores de Witt y anillo truncado de vectores de
Witt de longitud s respectivamente.
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A continuación estudiaremos el isomorfismo entre el anillo truncado
de vectores de Witt y los anillos de Galois.

Teorema 1.4.9. El anillo truncado de vectores de Witt de longitud s, Ws(Fpm)
es isomorfo al anillo de Galois GR(ps, m) mediante la función:

Γ : GR(ps, m)→Ws(Fpm)

c = ρ0(c) + ρ1(c)p + · · ·+ ρs−1(c)ps−1 7→
(

r0(c), r1(c)p, . . . , rs−1(c)ps−1
)

donde ρi(c) ∈ T , (0 ≤ i ≤ s − 1) son las componentes p-ádicas del
elemento c∈GR(ps, m) como en (1.2.4) y ri(c)=ρi(c) la µR-reducción de
las componentes p-ádicas.

Demostración. Sean c, d ∈ GR(ps, m) dados por c = ρ0(c) + ρ1(c)p +
· · ·+ ρs−1(c)ps−1 y d = ρ0(d) + ρ1(d)p + · · ·+ ρs−1(d)ps−1, luego:

c + d = (ρ0(c) + ρ0(d)) + (ρ1(c) + ρ1(d))p + · · ·+ (ρs−1(c) + ρs−1(d))ps−1

(1.4.14)

notemos que en (1.4.14) no necesariamente ρi(c) + ρi(d) ∈ T , sin
embargo también:

c + d = u = ρ0(u) + ρ1(u)p + · · ·+ ρs−1(u)ps−1 (1.4.15)

donde ρi(u)∈T . Denotemos por simplicidad:

ρi(c) = ci, ρi(d) = di, ρi(u) = ui, ri(c) = ci, ri(d) = di y ri(u) = ui.

Usando lo anterior veamos que Γ(c) +s Γ(d) = Γ(u) = Γ(c + d).
En efecto, si denotamos v = (v0, . . . , vs−1) = Γ(c) +s Γ(d), por el
Corolario 1.4.7, tenemos que:

vl = τ((r + t)l) = τ(ŝl(c
pi

i , d
pj

j )) := sl(c
pi

i , d
pj

j ),

por otro lado, dado que Γ(u) = (u0, . . . , ups−1

s−1 ) resulta suficiente de-

mostrar que para toda l ∈ {0, 1, . . . , s− 1}: upl

l ≡ vl (mód p). Para ver
esto hagamos inducción sobre l. Igualando las ecuaciones (1.4.14),
(1.4.15) y aplicando la µ-redución de ambos lados tenemos que: u0 =

c0 + d0, es decir, u0 ≡ c0 + d0 (mód p), pero v0 = s0(c
pi

i , d
pi

i ) =

c0 + d0, entonces:

up0

0 ≡ v0 (mód p).
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Ahora, supongamos que upi

i ≡ vi (mód p) para 0 ≤ i ≤ l − 1. Enton-
ces, de la ecuación (1.4.3) tenemos que:

v(l) = (Γ(c))(l) + (Γ(d))(l)

o de manera equivalente:

vpl

0 + pvpl−1

1 + · · ·+ plvl =

[
cpl

0 + d
pl

0

]
+ p

[(
cp

1

)pl−1

+
(

d
p
1

)pl−1]
+ · · ·+ pl

[
cpl

l + d
pl

l

]
plvl =

l

∑
i=0

pi

[(
cpi

i

)pl−i

+

(
d

pi

i

)pl−i]
−

l−1

∑
i=0

pivpl−i

i .

(1.4.16)

Por definición, vl = sl(c
pi

i , d
pi

i ) donde sl(xi, yj) ∈ Z[xi, yj], de ahí que
la expresión en el lado derecho de (1.4.16) es divisible por pl. Ahora,
igualando nuevamente (1.4.14), (1.4.15) y tomando 0 ≤ l ≤ s− 1, se
tiene:

u0 + pu1 + · · ·+ plul ≡ (c0 + d0)+ p(u1 + d1)+ · · ·+ pl(cl + dl) (mód pl+1).

Notemos que cada sumando piui esta en su representación aditiva, lue-
go podemos aplicar el automorfismo generalizado de Frobenius Θ a
ambos lados de la congruencia y tras hacer esto de manera sucesiva
llegamos a:

Θl(u0 + pu1 + · · ·+ plul) ≡ Θl((c0 + d0) + p(u1 + d1) + · · ·+ pl(cl + dl))(mód pl+1).

Dado que pi1 pertenece al subanillo de GR(ps, m) isomorfo a Zps ,
entonces Θl(pi1) = pi1 y ya que ui, ci, di ∈ T=〈ξ〉 ∪ {0} entonces cada
uno de éstos son de la forma ξ j para algún j ∈ {0, 1, . . . , pm − 1} o
bien son cero, pero Θl(ξ j) =

(
Θl(ξ)

)j
= (ξ pl

)j = (ξ j)pl , en consecuencia
Θl(ci) = cpl

i análogamente para di y ui con i ∈ {0, 1, . . . , l}, de ahí que:

upl

0 + pupl

1 + · · ·+ plupl

l ≡ (cpl

0 + dpl

0 ) + p(upl

1 + dpl

1 ) + · · ·+ pl(cpl

l + dpl

l )(mód pl+1)

plupl

l ≡
l

∑
i=0

pi
[
cpl

i + dpl

i

]
−

l−1

∑
i=0

piupl

i (mód pl+1),

dado que pl = pi(pl−i), entonces cpl

i =
(

cpi

i

)pl−i

, análogamente para dpl

y upl

i , además por hipótesis inductiva tenemos que upi

i ≡ vi (mód p)
entonces:

plupl

l ≡
l

∑
i=0

pi

[(
cpi

i

)pl−i

+
(

dpi

i

)pl−i
]
−

l−1

∑
i=0

pivpl−i

i (mód pl+1),

(1.4.17)
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ahora, una comparación del lado derecho de (1.4.17) con el lado de-
recho de (1.4.16) nos lleva a que podemos dividir la congruencia por
pl, concluyendo que:

upl

l ≡ vl (mód p),

y por lo tanto Γ(c+ d) = Γ(c)+s Γ(d), de una manera similar se llega
a que Γ(cd) = Γ(c) ·s Γ(d). Para ver la inyectividad de Γ sea c ∈ ker Γ
entonces:

(c0, cp
i , . . . , cps−1

s−1 ) = Γ(c) = (0, 0, . . . , 0),

nótese que para toda i ∈ {0, 1 . . . , s− 1} : 0 = cpi

i = σi(ci) dónde σ es
el automorfismo de Frobenius, luego se sigue que ci = 0 pero esto
implica que ci es un divisor de cero de GR(ps, m) o bien es cero, sin
embargo dado que ci ∈ T = 〈ξ〉 ∪ {0} y ξ 6= 0, es claro que ci = 0
para toda i ∈ {0, 1, . . . , s− 1} concluimos así que Γ es inyectiva. Final-
mente dado que los elementos de Ws(Fpm) son vectores de longitud
s, es decir, v = (v0, v1, . . . , vs−1) y v ∈ Fpm , entonces es claro que∣∣Ws(Fpm)

∣∣ = psm = |GR(ps, m)|, luego Γ es biyectiva y por lo tanto
un isomorfismo.

En lo sucesivo, cada vez que sea conveniente denotaremos los polino-
mios relativos a la suma y producto de Witt sν(xi, yj) y mν(xi, yj) so-
lamente por sν y mν para ν ≥ 0, también denotaremos la suma y pro-
ducto en (Ws(R),+s, ·s) mediante el símbolo de suma usual y la nota-
ción multiplicativa, es decir, si u, v ∈Ws(R) entonces u +s v = u + v,
u ·s v = uv y cada vez que esto no cause ambigüedad denotaremos
u solo por u.

Ejemplo 1.4.10. (i) Sean p = 2, s = 2, m = 1 entonces por el teo-
rema anterior W2(F2) es isomorfo a GR(22, 1) = Z4 y tenemos
que:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

Figura 2.: Tabla de Cayley (Z4,+)

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Figura 3.: Tabla de Cayley (Z4, ·)

Luego, para el anillo W2(F2) = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}, dados
(u0, u1), (v0, v1) ∈ W2(F2) tenemos (u0, u1) + (v0, v1) = (s0, s1) y
(u0, u1)(v0, v1) = (m0, m1) donde s0 = u0 + v0 y m0 = u0v0.
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Podemos hallar s1 y m1 de (1.4.3) como sigue:

s2
0 + 2s1 = u2

0 + 2u1 + v2
0 + 2v1

s1 = u1 + v1 +
1
2

[
u2

0 + v2
0 − s2

0

]
s1 = u1 + v1 +

1
2

[
u2

0 + v2
0 − (u0 + v0)

2
]

s1 = u1 + v1 +
1
2

[
u2

0 + v2
0 − (u2

0 + 2u0v0 + v2
0)
]

s1 = u1 + v1 − u0v0

m2
0 + 2m1 = (u2

0 + 2u1)(v2
0 + 2v1)

2m1 = u2
0v2

0 + 2(u2
0v1 + v2

0u1) + 4u1v1 −m2
0

m1 = u2
0v1 + v2

0u1 + 2u1v1 +
1
2

[
u2

0v2
0 −m2

0

]
m1 = u2

0v1 + v2
0u1 + 2u1v1 +

1
2

[
u2

0v2
0 − (u0v0)

2
]

m1 = u2
0v1 + v2

0u1 + 2u1v1,

considere que s1, m1 son polinomios con coeficientes enteros de
los cuales al aplicar reducción módulo p = 2 se consiguen los
polinomios s1 y m1, así las reglas para la suma y producto en
W2(F2) están dadas por:

(u0, u1) + (v0, v1) = (u0 + v0, u1 + v1 − u0v0),

(u0, u1)(v0, v1) = (u0v0, u2
0v1 + v2

0u1)
(1.4.18)

y las tablas de Cayley para estas operaciones son:

+2 (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(1, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1) (0, 0)
(0, 1) (0, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 0) (0, 1)

Figura 4.: Tabla de Cayley para
(W2(F2),+)

·2 (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)
(1, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(0, 1) (0, 0) (0, 1) (0, 0) (0, 1)
(1, 1) (0, 0) (1, 1) (0, 1) (1, 0)

Figura 5.: Tabla de Cayley para
(W2(F2), ·)
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(ii) En general, para (u0, u1), (v0, v1) ∈W2(Fpm) tenemos que (u0, u1)+
(v0, v1) = (s0, s1) y (u0, u1)(v0, v1) = (m0, m1) donde s0 =
u0 + v0 y m0 = u0v0 así:

sp
0 + ps1 = up

0 + 2u1 + vp
0 + pv1

s1 = u1 + v1 +
1
p
[
up

0 + vp
0 − sp

0
]

s1 = u1 + v1 +
1
p
[
up

0 + vp
0 − (u0 + v0)

p]
s1 = u1 + v1 +

1
p

[
up

0 + vp
0 −

(
up

0 +
p−1

∑
i=1

(p
i )u

p−i
0 vi

0 + vp
0

)]

s1 = u1 + v1 − 1
p

p−1

∑
i=1

(p
i )u

p−i
0 vi

0,

mp
0 + pm1 = (up

0 + pu1)(v
p
0 + pv1)

pm1 = up
0 vp

0 + p(up
0 v1 + vp

0 u1) + p2u1v1 −mp
0

m1 = up
0 v1 + vp

0 u1 + pu1v1 +
1
p
[
up

0 vp
0 −mp

0
]

m1 = up
0 v1 + vp

0 u1 + pu1v1 +
1
p
[
up

0 vp
0 − (u0v0)

p]
m1 = up

0 v1 + vp
0 u1 + pu1v1,

por consiguiente:

(u0, u1) + (v0, v1) = (u0 + v0, u1 + v1 − h(u0, v0))

(u0, u1)(v0, v1) = (u0v0, up
0 v1 + vp

0 u1),

donde:

h(u0, v0) =
p−1

∑
i=1

(p
i )
p up−i

0 vi
0.

(iii) p = 2, s = 3, m ∈ N. Dado que p = 2 podemos retomar las
expresiones de (i) para si, mi con i = 0, 1. Ahora, para calcular
s2 y m2 tenemos que:

s4
0 + 2s2

1 + 4s2 = u4
0 + v4

0 + 2(u2
1 + v2

1) + 4(u2 + v2),

m4
0 + 2m2

1 + 4m4
2 = (u4

0 + 2u2
1 + 4u2)(v4

0 + 2v2
1 + 4v2),

procediendo como antes, es decir, realizando las operaciones de
las expresiones anteriores en Q[ui, vj] y finalmente aplicando
reducción módulo p = 2 obtenemos las expresiones:

s2 = u2 + v2 − h1(u0, u1, v0, v1),

m2 = u1v1

[
u1v1 − (u0v0)

2
]
+ u4

0v2 + v4
0u2,
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de ahí que:

(u0, u1, u2) + (v0, v1, v2) = (u0 + v0, u1 + v1 − u0v0, u2 + v2 − h1(u0, u1, v0, v1))

(u0, u1, u2)(v0, v1, v2) = (u0v0, u2
0v1 + v2

0u1, u1v1[u1v1 − (u0v0)
2] + u4

0v2 + v4
0u2)

(1.4.19)

donde: h1(u0, u1, v0, v1) = u1v1 + (u1 + v1)u0v0 − (u3
0v0 + v3

0u0).

(iv) p = 3, s = 3, m ∈ N. Ahora, usando (ii) con los parámetros
actuales, podemos obtener las fórmulas para si y mi con i = 0, 1
así:

s0 = u0 + v0

s1 = u1 + v1 − (u2
0v0 + u0v2

0)

m0 = u0v0

m1 = u3
0v1 + u1v3

0

luego, aplicando:
s9

0 + 3s3
1 + 9s2 = u9

0 + v9
0 + 3(u3

1 + v3
1) + 9(u2 + v2),

m9
0 + 3m3

1 + 9m2 = (u9
0 + 3u3

1 + 9u2)(v9
0 + 3v3

1 + 9v2),

y tras realizar las operaciones y reduciendo módulo p = 3:

s2 = u2 + v2 + 2u8
0v0 + 2u7

0v2
0 + 2u5

0v4
0 + 2u4

0u1v2
0 + 2u4

0v5
0

+ u3
0u1v3

0 + u3
0v3

0v1 + u2
0u2

1v0 + 2u2
0u1v4

0 + 2u2
0u1v0v1

+ 2u2
0v7

0 + 2u2
0v4

0v1 + u2
0v0v2

1 + u0u2
1v2

0 + 2u0u1v2
0v1

+ 2u0v8
0 + u0v2

0v2
1 + 2u2

1v1 + 2u1v2
1 + 2u4

0v2
0v1

m2 = u9
0v2 + 2u6

0u1v3
0v2

1 + 2u3
0u2

1v6
0v1 + u3

1v3
1 + u2v9

0.

Con lo cual obtenemos que:

(u0, u1, u2) + (v0, v1, v2) = (u0 + v0, u1 + v1 − [u2
0v0 + u0v2

0],

u2 + v2 − h1(u0, u1, v0, v1))

(u0, u1, u2)(v0, v1, v2) = (u0v0, u3
0v1 + u1v3

0,

u9
0v2 + u2v9

0 + l1(u0, u1, v0, v1)).

donde h1(u0, u1, v0, v1) se obtiene de s2 sustrayendo u2 + v2 y l1(u0, u1, v0, v1)

se obtiene de m2 sustrayendo u9
0v2 + u2v9

0.
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Como puede observarse, entre mayor sea la longitud de los elementos de
Ws(Fpm), las expresiones para la suma y producto involucran una serie de
cálculos cada vez más extensa y por ende difícil de recordar. Sin embargo,
podemos observar un patrón en la suma el cual se exhibe a continuación:

Lema 1.4.11. Sean r = (r0, r1, . . . , rs−1), t = (t0, t1, . . . , ts−1) ∈ Ws(Fpm). En-
tonces:

(r +s t)ν = rν + tν − hν−1(ri, tj), (1.4.20)

donde 0 ≤ i, j ≤ ν − 1 y hl(xi, yj) es un polinomio con coeficientes enteros y
término constante cero (respecto a todas sus variables) donde 0 ≤ ν ≤ s − 1 y
0 ≤ l ≤ ν− 1.

Demostración. Por (1.4.3) tenemos que (r+s t)(ν) = r(ν)+ s(ν) y expandiendo
(1.4.1) obtenemos la igualdad y abusando de la notación denotamos por sk
a sk(ri, tj):

spν

0 + pspν−1

1 + · · ·+ pν−1sp
ν−1 + pνsν =

(
rpν

0 + prν−1
1 + · · ·+ pν−1rp

ν−1 + pνrν

)
= +

(
tpν

0 + ptν−1
1 + · · ·+ pν−1tp

ν−1 + pνtν

)
,

despejando pνsν obtenemos que:

pνsν = pν(rν + tν) +
ν−1

∑
k=0

pk
(

rpν−k

k + tpν−k

k

)
−

ν−1

∑
k=0

pkspν−k

k

= pν(rν + tν) +
ν−1

∑
k=0

pk
(

rpν−k

k + tpν−k

k − spν−k

k

)
. (1.4.21)

De lo anterior, nombremos hν−1(ri, tj) al segundo término en el lado de-
recho de (1.4.21) y dividiendo por pν ambos lados de dicha ecuación, se
obtiene (1.4.20). Las propiedades del polinomio hl(xi, yj) se siguen del Teo-
rema 1.4.4.

1.4.1 Aritmética p-ádica

En esta última sección, aplicaremos los resultados obtenidos sobre el ani-
llo de vectores de Witt, para poder determinar las µ-reducciones de las
componentes p-ádicas de la suma de dos elementos arbitrarios y del pro-
ducto de un elemento y un tipo particular de unidad en los anillos de
Galois GR(p3, m).

Dados dos elementos c, d ∈ R con sus representaciones p-ádicas:

c = ρ0(c) + pρ1(c) + p2ρ2(c)

d = ρ0(d) + pρ1(d) + p2ρ2(d)
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usando Γ del Teorema 1.4.9 tenemos que:

Γ(c) =
(

r0(c), r1(c)p, r2(c)p2
)

Γ(d) =
(

r0(d), r1(d)p, r2(d)p2
)

por otro lado, consideremos la representación p-ádica de c + d:

c + d = ρ0(c + d) + pρ1(c + d) + p2ρ2(c + d)

y por consiguiente:

Γ(c + d) =
(

r0(c + d), r1(c + d)p, r2(c + d)p2
)

,

por el Lema 1.4.11 tenemos que:

r0(c + d) = r0(c) + r0(d)

r1(c + d)p = r1(c)p + r1(d)p − h0(r0(c), r1(c))

r2(c + d)p2
= r2(c)p2

+ r2(d)p2 − h1

(
ri(c)pi

, rj(d)pj
)

por lo tanto, de la Definición A.3.2 tenemos que:

r0(c + d) = r0(c) + r0(d)

r1(c + d) = [r1(c)p + r1(d)p − h0(r0(c), r1(c))]
1/p

r2(c + d) =
[
r2(c)p2

+ r2(d)p2 − h1

(
ri(c)pi

, rj(d)pj
)]1/p2

(0 ≤ i, j ≤ 1)

(1.4.22)

El conjunto de ecuaciones (1.4.22) resume las µ-reducciones de las compo-
nentes p-ádicas de la suma de dos elementos en GR(p3, m).

Un resultado que resultará de utilidad más adelante es el siguiente:

Teorema 1.4.12. Sea c ∈ R. Entonces:

rj(pkc) =
{

rj−k(c) k ≤ j ≤ 2
0 c.o.c.

(1.4.23)

para 0 ≤ k ≤ 2.

Demostración. Sea c ∈ R con representación p-ádica: c = ρ0(c) + pρ1(c) +
p2ρ2(c) entonces:

pkc = pk (ρ0(c) + pρ1(c) + p2ρ2(c)
)

= pkρ0(c) + pk+1ρ1(c) + pk+2ρ2(c)
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Si k = 1 es claro que: pc = pρ0(c) + p2ρ1(c) y dado que ρ0(c), ρ1(c) ∈ T , se
sigue de la unicidad de la representación p-ádica que:

ρ0(pc) = 0, ρ1(pc) = ρ0(c) y ρ2(pc) = ρ1(c) (1.4.24)

Por otro lado, si k = 2 tenemos que: p2c = p2ρ0(c) y dado que ρ0(c) ∈ T ,
entonces:

ρ0(pc) = ρ1(pc) = 0 y ρ2(pc) = ρ0(c). (1.4.25)

Finalmente, aplicado la µ-reducción a las expresiones (1.4.24) y (1.4.25) se
tiene el resultado.

Como ya se ha mencionado antes, un anillo de Galois es un anillo local de
ahí que los elementos de la forma 1 + π con π ∈ (p)3 son todos unidades,
nosotros enfocaremos nuestra atención a aquellas unidades de la forma
λ = 1 + pkN′ tales que N′ ∈ T y a saber existen dos tipos de éstas:

tipo 1: ρ0(λ) = 1, ρ1(λ) = N′ y ρ2(λ) = 0

tipo 2: ρ0(λ) = 1, ρ1(λ) = 0 y ρ2(λ) = N′,

luego, al aplicar Γ a éstas obtenemos:

Γ(1 + pN′) = (1, n′p, 0)

Γ(1 + p2N′) = (1, 0, n′p
2
),

(1.4.26)

donde n′ = µ(N′). Haciendo uso de esto hallaremos las expresiones para
la µ-reducción del producto de un elemento c ∈ R y las unidades de tipo 1

y 2. En (ii) del Ejemplo 1.4.10 obtuvimos las expresiones para m0 y m1 de
un vector (m0, m1, m2) asociado al producto de dos vectores de Witt. Ahora,
utilizaremos dichas expresiones y la siguiente expresión para hallar m2:

mp2

0 + pmp
1 + p2m2 = (up2

0 + pup
1 + p2u2)(v

p2

0 + pvp
1 + p2v2) (1.4.27)

Desarrollando (1.4.27) y sustituyendo m0 y m1 ahí:

p2m2 =
����������(

up2

0 vp2

0 − (u0v0)
p2
)
+ p

(
up2

0 vp
1 + vp2

0 up
1 − (up

0 v1 + vp
0 u1 + pu1v1)

p
)

+ p2
[
up2

0 v2 + up
1 vp

1 + vp2

0 u2

]
+ p3T, (1.4.28)

hasta aquí, T representa a todos los términos que tienen al factor p3 en
común, así tras dividir por p2 y aplicar reducción módulo p este factor
se desvanece. Denotemos por f (u0, u1, v0, v1) al desarrollo de la expresión
restante que está acompañada por el factor p entonces:

3 Pues éste resulta ser su ideal maximal.
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f (u0, u1, v0, v1) =
(

up2

0 vp
1 + vp2

0 up
1 − (up

0 v1 + vp
0 u1)

p

−
p

∑
j=1

(p
j)(u

p
0 v1 + vp

0 u1)
p−j(pu1v1)

j

)

= −
(

p−1

∑
j=1

(p
j)(u

p
0 v1)

p−j(vp
0 u1)

j +
p

∑
j=1

(p
j)(u

p
0 v1 + vp

0 u1)
p−j(pu1v1)

j

)

= −
(

p
p−1

∑
j=1

(p
j)
p (up

0 v1)
p−j(vp

0 u1)
j + p2

p

∑
j=1

(p
j)
p (up

0 v1 + vp
0 u1)

p−j pj−1(u1v1)
j

)
.

Para abreviar denotaremos:

θ1(ui, vk) =
p−1

∑
j=1

(p
j)
p (up

0 v1)
p−j(vp

0 u1)
j

θ2(ui, vk) =
p

∑
j=1

(p
j)
p (up

0 v1 + vp
0 u1)

p−j pj−1(u1v1)
j

(1.4.29)

sustituyendo (1.4.29) en (1.4.28):

p2m2 = p(pθ1(ui, vk) + p2θ2(ui, vk)) + p2
[
up2

0 v2 + up
1 vp

1 + vp2

0 u2

]
+ p3T

⇒ p2m2 = p2
[
θ1(ui, vk) + up2

0 v2 + up
1 vp

1 + vp2

0 u2

]
+ p3(T + θ2(ui, vk))

⇒ m2 =
[
θ1(ui, vk) + up2

0 v2 + up
1 vp

1 + vp2

0 u2

]
+ p(T + θ2(ui, vk)).

Finalmente, basta aplicar reducción módulo p y sustituir m2 = r2(w)p2
,

ui = ri(c)pi
y vk = rk(λ)

pk
llegamos a los siguientes casos:

caso 1: Supongamos que Γ(λ) = (1, n′p, 0) entonces v0 = 1, v1 = n′p,
v2 = 0, así:

θ1

(
ri(c)pi

, rk(λ)
pk
)
=

p−1

∑
j=1

(p
j)
p

(
r0(c)pn′p

)p−j
(r1(c)p)j

=
p−1

∑
j=1

(p
j)
p

(
r0(c)n′

)p(p−j)
(r1(c))

pj .

Continuando con la sustitución:

r2(w)p2
= θ1

(
ri(c)pi

, rk(λ)
pk
)
+
[
r0(c)p2

(0) + r1(c)p2
n′p

2
+ r2(c)p2

]
= θ1

(
ri(c)pi

, rk(λ)
pk
)
+
[
r1(c)n′ + r2(c)

]p2
.

De ahi que si λ es una unidad de tipo 1:

r0(λc) = r0(c)

r1(λc) = n′r0(c) + r1(c)

r2(λc) = n′r1(c) + r2(c) +
[
θ1

(
ri(c)pi

, rk(c)pk
)]1/p2

(1.4.30)
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caso 2: Si Γ(λ) = (1, 0, n′p
2
) entonces v0 = 1, v1 = 0, v2 = n′p

2
y se sigue

de (1.4.29) que θ1(ri(c)pi
, rk(λ)

pk
) = 0 y de ahí tenemos:

r2(w)p2
=
[
r0(c)p2

(n′)p2
+ r1(c)p2

(0)p2
+ (1)r2(c)p2

]
=
[
r0(c)n′ + r2(c)

]p2
.

Luego, si λ es una unidad de tipo 2:

r0(λc) = r0(c)

r1(λc) = r1(c)

r2(λc) = n′r0(c) + r2(c).

(1.4.31)

Con las ecuaciones (1.4.30) y (1.4.31) hemos alcanzado el objetivo de
esta última sección.

Ejemplo 1.4.13. Sean p = 2, m = 2 entonces:

GR(p3, m) = GR(8, 2) ' Z8[x]
(x2 + x + 1)

.

Considere los elementos c = 2x + 7 y d = 7x + 4 y su suma c + d := x + 3
con representaciones 2-ádicas:

2x + 7 = 1 + 2(7x + 7) + 22(x)

7x + 4 = w + 2(x) + 22(7x + 7)

x + 3 = (7x + 7) + 2(x) + 22(1).

Por otro lado, sea α = x una raíz primitiva de la unidad, entonces:

Γ(2x + 7) = (1, (α + 1)2, α4) = (1, α2 + 1, α) = (1, α, α)

Γ(7x + 4) = (α, α2, (α + 1)4) = (α, α2, α + 1) = (α, α2, α2),

como en (ii) y (iii) del Ejemplo 1.4.10, para p = 2 y s = 3:

h0(u0, v0) = u0v0

h1(u0, u1, v0, v1) = u1v1 + (u1 + v1)u0v0 − (u3
0v0 + v3

0u0).

tenemos que:

h0(1, α) = α

h1(1, α2, α, α4) = α3 + (α + α2)α− (α + α3) = α2 + α + 1 = 0.

entonces, por (1.4.22):

(r0(x + 3), r1(x + 3), r2(x + 3)) :=
(

α + 1,
[
α2 + (α2)2 − α

]1/2
,
[
α4 + α8 − 0

]1/4
)
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=
(

α + 1, [α2 + α− α]1/2, [α + α + 1]1/4
)

= (α + 1, α, 1).

corroborando (1.4.30). Además, para λ= 1− 22 =−3 ≡ 5 (mód 8) se tiene
que:

λ(2x + 7) = 10x + 35 ≡ 2x + 3 (mód 8).

Como 2x + 7 = 1 + 2(7x + 7) + 22(x) y λ(2x + 7) = 2x + 3 = 1 + 2(7x +

7) + 22(7x + 7) entonces tenemos que:

r0(λ(2x + 7)) = r0(2x + 3) = 1 = r0(2x + 7)

r1(λ(2x + 7)) = r1(2x + 3) = θ + 1 = r1(2x + 7)

r2(λ(2x + 7)) = r2(2x + 3) = θ + 1 = r2(2x + 7) + r0(2x + 7),

tal como se afirma en (1.4.31).





2 L A I S O M E T R I A D E G R AY

2.1 la función de gray en Z4

En este capítulo estudiaremos la función de Gray, iniciando con los có-
digos cuaternarios y mostrando que es una isometría entre Z4 y F2n

2 , y
posteriormente revisaremos la generalización de dicho resultado en ani-
llos de Galois de índice de nilpotencia 3. A lo largo de esta sección , de-
notaremos según nos sea conveniente a los vectores (x0, x1, . . . , xn−1) me-
diante la concatenación de sus componentes, es decir: (x0, x1, . . . , xn−1) =

(x0x1 · · · xn−1).

Definición 2.1.1. La función de Gray para Z4 se define por:

φ : Z4 → F2
2

0 7→ 00 2 7→ 11

1 7→ 01 3 7→ 10

(2.1.1)

De (2.1.1), la función de Gray es claramente una biyección entre Z4 y F2
2,

sin embargo no es un homomorfismo de anillos, esto es fácil de notar dado
que φ(0)=(00) 6= (11)=(10) + (01)=φ(3) + φ(1) pero 1 + 3=0 en Z4.

Lema 2.1.2. Sean x, y ∈ Z4 entonces wL(x) = (wH ◦ φ)(x) y dL(x, y) = (dH ◦
ψ)(x, y) donde la función ψ : Z2

4 →
(
F2

2
)2 es tal que (x, y) 7→ (φ(x), φ(y)),

donde wL(·) y wH(·) son los pesos de Lee y Hamming respectivamente.

Demostración. Comparando las columnas de las siguientes tablas se consi-
guen ambas afirmaciones:

x φ(x) (wH(φ(x)) wL(x)
0 (00) 0 0
1 (01) 1 1
2 (11) 2 2
3 (10) 1 1

Figura 6.: Comparación de wL y wH ◦ ψ

37
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(x, y) ψ(x, y) (dH(ψ((x, y))) dL(x, y)
(00) 00 00 0 0
(01) 00 01 1 1
(02) 00 11 2 2
(03) 00 10 1 1
(10) 01 00 1 1
(11) 01 01 0 0
(12) 01 11 1 1
(13) 01 10 2 2
(20) 11 00 2 2
(21) 11 01 1 1
(22) 11 11 0 0
(23) 11 10 1 1
(30) 10 00 1 1
(31) 10 01 2 2
(32) 10 11 1 1
(33) 10 10 0 0

Figura 7.: Comparación entre dL y dH ◦ ψ

Observación 2.1.3. Por el Lema 2.1.2 tenemos que para cualesquiera x, y ∈
Z4:

wL(x)=wH(φ(x))

dL(x, y)=dH(φ(x), φ(y)).

Hasta aquí siguiendo a [18], hemos demostrado que la función de Gray es
una isometría entre Z4 y F2

2, por otro lado, consideremos la representación
2-ádica de los elementos de Z4 = GR(22, 1), es decir:

x =ρ0(x) + 2ρ1(x) donde ρ0(x), ρ1(x) ∈ τ={0, 1}. (2.1.2)

y denotemos por ri(x) = µ(ρi(x)) ∈ RF ' F2 con i = 0, 1.

Definición 2.1.4. Sea x = ρ0(x) + 2ρ1(x) la representación 2−ádica de x ∈
Z4. Definimos las funciones α, β, γ : Z4 → F2 mediante:

α(x)= r0(x)

β(x)= r1(x)

γ(x)=α(x) + β(x).

Observación 2.1.5. En base a la definición anterior se construye la siguiente
tabla para las funciones α, β y γ.
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x ρ0(x) + 2ρ1(x) α(x) β(x) γ(x)
0 0 + (2)(0) 0 0 0
1 1 + (2)(0) 1 0 1
2 0 + (2)(1) 0 1 1
3 1 + (2)(1) 1 1 0

Figura 8.: Imágenes de α, β, γ sobre Z4

Corolario 2.1.6. Sean α, β y γ como en la Definición 2.1.4, entonces α es un
homomorfismo de grupos aditivos entre Z4 y F2 mientras que β y γ no lo son. Sin
embargo, para toda x ∈ Z4 se cumple la relación: (α + β + γ) ≡ 0 (mód 2).

Demostración. Sean x, y ∈ Z4 entonces x = ρ0(x) + 2ρ1(x) y y = ρ0(y) +
2ρ1(y) donde se tiene que: ρi(x), ρi(y) ∈ {0, 1} para i = 0, 1. Entonces x +

y=(ρ0(x) + ρ0(y)) + 2(ρ1(x) + ρ1(y)) así:

α(x + y)=µ(ρ0(x) + ρ0(y))

=µ(ρ0(x)) + µ(ρ0(y))

= r0(x) + r0(y) = α(x) + α(y)

por consiguiente, α es un homomorfismo de grupos aditivos. Por otro lado,
dado que 1= 1 + (2)(0) y 2= 0 + (2)(1) sin embargo β(2)=γ(2)= µ(1)=
1 6= 0 mientras que 0=µ(0) + µ(0)=β(1) + β(1)=γ(1) + γ(1), es decir, β y
γ no son homomorfismos de grupos aditivos. Finalmente, como Car(F2)=

2, entonces para todo c ∈ F2 tenemos que 2c=0, luego para toda x ∈ Z4 se
tiene que:

(α + β + γ)(x)=α(x) + β(x) + γ(x)

=α(x) + β(x) + α(x) + β(x)

=2(α(x) + β(x))=0

Antes de continuar, definimos la función L : Z4 → F2
2 tal que L(x) =

(β(x), γ(x)), es fácil ver de la Figura 8 que L = φ, es decir:

φ(x)=(β(x), γ(x)) (x ∈ Z4) (2.1.3)

2.2 imágenes de Zn
4 -códigos

En esta sección haremos uso de los resultados vistos antes para analizar
a la función de Gray de una manera más general, y más aún, demostrar
que esta es, de hecho, una isometría, para esto, extenderemos de manera
natural a las funciones α, β, γ y φ mediante:
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Definición 2.2.1. Sean α, β, γ como en la Definición 2.1.4, φ la función de
Gray en Z4 y n ≥ 2 un entero positivo. Para x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Zn

4
definimos:

α̃ : Zn
4 → Fn

2 con α̃(x)=(α(x0), α(x1), . . . , α(xn−1))

β̃ : Zn
4 → Fn

2 con β̃(x)=(β(x0), β(x1), . . . , β(xn−1))

γ̃ : Zn
4 → Fn

2 con γ̃(x)=(γ(x0), γ(x1), . . . , γ(xn−1))

φ : Zn
4 → F2n

2 con φ(x)=(β̃(x), γ̃(x))

Observación 2.2.2. φ(x) es un vector con 2n componentes, sin embargo,
considerando la ecuación (2.1.3), podemos denotar:

φ(x)=(φ(x0), φ(x1), · · · , φ(xn−1)), (2.2.1)

donde φ(xi)=(β(xi), γ(xi)) para i=1, 2, . . . , n− 1. Dado que φ(xi) ∈ F2
2, la

expresión (2.2.1) está bien definida puesto que los espacios vectoriales F2n
2

y
(
F2

2
)n son isomorfos.

Lema 2.2.3. φ es una biyección entre Zn
4 y F2n

2 .

Demostración. Es claro, viendo la Figura 8 que las funciones β y γ son so-
breyectivas, en consecuencia β̃ y γ̃ lo son y por consiguiente φ es sobre-
yectiva. Por otro lado, dados x, y ∈ Zn

4 tales que φ(x) = φ(y), entonces,
(β̃(x), γ̃(x))=(β̃(y), γ̃(y)), luego por la Definición 2.2.1 tenemos que:

β̃(x) = β̃(y)

(β(x0), β(x1), . . . , β(xn−1)) = (β(y0), β(y1), . . . , β(yn−1))

y

γ̃(x) = γ̃(y)

(γ(x0), γ(x1), . . . , γ(xn−1)) = (γ(y0), γ(y1), . . . , γ(yn−1))

esto implica que para cada i = 0, 1, . . . , n− 1, β(xi) = β(yi) y γ(xi) = γ(yi),
entonces de la Observación 2.2.2, φ(xi)=φ(yi) y como φ es inyectiva (2.1.1);
xi =yi para toda i=0, 2, . . . , n− 1, luego x=y y así φ es inyectiva.

El lema anterior nos dice que dados n ∈ N y un vector x ∈ Zn
4 existe una

única 2n-ada binaria que corresponde a dicho x, en vista de esto nombrare-
mos a ésta la imagen binaria de x bajo φ.

A continuación, presentamos un resultado relacionado a la función de Gray,
y aunque nos restringiremos al caso de Zn

4 , dicho resultado se demostrará
para cualquier Zn

p2 más adelante.

Teorema 2.2.4. φ es una isometría que preserva el peso entre (Zn
4 , w̃L) y

(
F2n

2 , w̃H
)
.
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Demostración. Veamos en primer lugar que φ preserva el peso entre (Zn
4 , w̃L)

y
(
F2n

2 , w̃H
)
. Para esto sean x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn

4 y w1(·) como en (1.3.2)
de la Definición 1.3.3 entonces:

w̃H
(
φ(x)

)
= wH((β̃(x), γ̃(x)))

= wH
(

β̃(x)
)
+ wH (γ̃(x))

=
n

∑
i=1

w1(β(xi)) +
n

∑
i=1

w1(γ(xi))

=
n

∑
i=1

[w1(β(xi)) + w1(γ(xi))]

=
n

∑
i=1

wH(β(xi), γ(xi))

=
n

∑
i=1

wH(φ(xi)) =
n

∑
i=1

wL(xi) = w̃L(x)

Ahora, para ver que es una isometría sean x, y ∈ Zn
4 entonces:

dH

(
φ(x), φ(y)

)
= wH

(
φ(x)− φ(y)

)
= wH

[
(β̃(x), γ̃(x))− (β̃(y), γ̃(y))

]
= wH

[
(β̃(x)− β̃(y), γ̃(x)− γ̃(y))

]
=

n

∑
i=1

[w1(β(xi)− β(yi))] +
n

∑
i=1

[w1(γ(xi)− γ(yi))]

=
n

∑
i=1

[w1(β(xi)− β(yi)) + w1(γ(xi)− γ(yi))]

=
n

∑
i=1

wH[(β(xi)− β(yi), γ(xi)− γ(yi))]

=
n

∑
i=1

wH[(β(xi), γ(xi))− (β(yi), γ(yi))]

=
n

∑
i=1

wH(φ(xi)− φ(yi))

=
n

∑
i=1

dH(φ(xi), φ(yi))

=
n

∑
i=1

dH(ψ(xi, yi)) ( por el Lema 2.1.2)

=
n

∑
i=1

dL(xi, yi)

=
n

∑
i=1

wL(xi − yi) = w̃L(x− y) = dL(x, y)
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2.3 la función de gray generalizada
En esta sección presentamos una versión general de la función de Gray

(cf. [4]) además, en lo sucesivo, 〈∗〉k representará que el elemento o símbolo,
se repite k-veces en un vector.

2.3.1 Producto de Kronecker

Definición 2.3.1. Sean R un anillo conmutativo con identidad, n, m enteros
positivos y dos vectores u = (u0, u1, . . . , un−1) ∈ Rn, v = (v0, v1, . . . , vm−1) ∈
Rm, el producto de Kronecker expandido de derecha a izquierda de u y v está de-
finido por:

u⊗ v = (u0v, u1v, . . . , un−1v) ∈ Rmn, (2.3.1)

donde, ujv = (ujv0, ujv1, . . . , ujvm−1) ∈ Rm para 0 ≤ j ≤ n.

Observación 2.3.2. (i) De manera similar a (2.3.1) se define el producto
de Kronecker expandido de izquierda a derecha mediante:

u⊗ v = (uv0, uv1, . . . , uvm−1).

(ii) El producto de Kronecker no es conmutativo en general.

Dados u = (1, 0), v = (0, 1) ∈ R2 se sigue que:

u⊗ v = (1v, 0v) = (1 · 0, 1 · 1, 0 · 0, 0 · 1) = (0, 1, 0, 0),

v⊗ u = (0u, 1u) = (0 · 1, 0 · 0, 1 · 1, 1 · 0) = (0, 0, 1, 0),

es decir, u⊗ v 6= v⊗ u.

(iii) Las propiedades del producto de Kronecker son las siguientes:

u⊗ (v + w) = (u⊗ v) + (u⊗ w),

(u + v)⊗ w = (u⊗ w) + (v⊗ w),

λ(v⊗ w) = (λu)⊗ v = u⊗ (λw),

donde u ∈ Rn, v ∈ Rm, w ∈ Rl , n, m, l ∈N y λ ∈ R.

(iv) Si u está dado por bloques:

u =
(

u[1] | u[2] | · · · | u[r]
)

entonces:

u⊗ v = (u(1) ⊗ v | u(2) ⊗ v | · · · | u(r) ⊗ v)
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2.3.2 Los elementos de Fq

El propósito de este apartado será introducir una forma muy particular
de ordenar los elementos del campo finito como en [13] y [14].

Sean Fq un campo finito con q = pm elementos y ω un generador del grupo
de unidades F∗, es decir ω es un elemento primitivo y consideremos:

β := {1, ω, ω2, . . . , ωm−1}, (2.3.2)

una base para Fq visto como un Fp-espacio vectorial, tal como se menciono
en la Sección 1.1. Por otro lado, sea Zpm = Z/pmZ, y dado un elemento
h ∈ Zpm , éste puede expresarse de la siguiente manera:

h = h0 + h1 p + h2 p2 + · · ·+ hm−1 pm−1, (2.3.3)

donde: 0 ≤ hj ≤ p− 1 y 0 ≤ j ≤ m− 1.

Haciendo uso de (2.3.2) y (2.3.3) podemos definir una biyección:

Zpm → Fq

h = h0 + h1 + · · ·+ hm−1 pm−1 7→ ωh = h0 + h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1.
(2.3.4)

Luego, usando el orden de los enteros representantes de las clases de Zpm

podemos ordenar el campo finito Fq:

Fq = {ω0, ω1, . . . , ωpm−1}. (2.3.5)

Ejemplo 2.3.3. Considere p = 2, m = 3. Sabemos que el campo finito F8

puede ser ordenado mediante las potencias de un elemento primitivo ω:

F8 := {0, 1, ω, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}

Pero usando la biyección (2.3.4) entre Z8 y F8 tenemos que:

0 + (0)2 + (0)4 = 0 7→ ω0 = 0

1 + (0)2 + (0)4 = 1 7→ ω1 = 1

0 + (1)2 + (0)4 = 2 7→ ω2 = ω

1 + (1)2 + (0)4 = 3 7→ ω3 = 1 + ω

0 + (0)2 + (1)4 = 4 7→ ω4 = ω2

1 + (0)2 + (1)4 = 5 7→ ω5 = 1 + ω2

0 + (1)2 + (1)4 = 6 7→ ω6 = ω + ω2

1 + (1)2 + (1)4 = 7 7→ ω7 = 1 + ω + ω2.

Ahora, tomando el polinomio mínimo de ω dado por m(x) = x3 + x + 1
tenemos que:

ω3 = ω + 1
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ω4 = ω2 + ω

ω5 = ω3 + ω2 = ω2 + ω + 1

ω6 = ω3 + ω2 + ω = ω2 + 1

ω7 = ω3 + ω = 1.

de ahí que, tras ordenar como en (2.3.5) y comparar tenemos que:

F8 = {ω0, ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7} = {0, 1, ω, ω3, ω2, ω6, ω4, ω5}.

Con este ejemplo podemos ver que los elementos de un campo finito ad-
miten más de un orden, ya sea basados en las potencias de un elemento
primitivo o usando (2.3.5).

Lema 2.3.4. Considere a Fq como en (2.3.5) y sean 0 ≤ i ≤ pm−1, 0 ≤ j, k ≤
p− 1. Entonces:

ωip + k = ωip+k, (2.3.6)

ωip+j + k = ωip+(j+k)p (2.3.7)

donde (∗)p denota la reducción módulo p.

Demostración. Sea 0 ≤ i ≤ pm−1 entonces:

ip = 0 + h1 p + · · ·+ hm−1 pm−1,

para algunos, hj ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y j ∈ {1, . . . , m− 1}. Entonces es claro
que si j, k ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, (j + k)p ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y así:

ip + k = k + h1 p + · · ·+ hm−1 pm−1,

ip + (j + k)p = (j + k)p + h1 p + · · ·+ hm−1 pm−1.

Ahora, consideremos los elementos ωip, ωip+j ∈ Fq, por la biyección (2.3.4)
tenemos:

ωip = h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1

⇒ ωip + k = k + h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1,

mientras que:

ωip+k = k + h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1

⇒ ωip+j + k =
(

j + h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1
)
+ k

= (j + k)p + h1ω + · · ·+ hm−1ωm−1.

una rápida comparación de las expresiones anteriores nos lleva a la conclu-
sión.
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Dado Fq con el orden (2.3.5) definimos como en [13] los vectores:

Ωi =
(

ωip, ωip+1, . . . , ωip+(p−1)

)
(2.3.8)

para 0 ≤ i ≤ pm−1 − 1. En realidad, estos vectores son bloques de longitud
p y serán de utilidad al definir la función de Gray.

Ejemplo 2.3.5. Continuando con el Ejemplo 2.3.3, para F8, los bloques de
longitud p son:

Ω0 = (ω0, ω1) = (0, 1)

Ω1 = (ω2, ω3) = (ω, ω3) = (ω, ω + 1)

Ω2 = (ω4, ω5) = (ω2, ω6) = (ω2, ω2 + 1)

Ω3 = (ω6, ω7) = (ω4, ω5) = (ω2 + ω, ω2 + ω + 1).

2.3.3 Dos definiciones de la función de Gray

En este apartado, supondremos que el producto de Kronecker está sien-
do expandido de izquierda a derecha.

Definición 2.3.6. Sea Fq el campo finito con q = pm y los vectores u, v ∈ F
q
q:

u =
(
Ω0, . . . , Ωi, . . . , Ωpm−1

)
(2.3.9)

v = (1, . . . , 1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
q−veces

(2.3.10)

definimos los vectores en F
q2

q :

c0 = u⊗ v

c1 = v⊗ u

c2 = v⊗ v

(2.3.11)

Es claro que el vector u enlista a todos los elementos de Fq y v consta de la
unidad en sus q-entradas como se hace en [4]. Con estos vectores podemos
definir la función de Gray en de forma general para nuestros propósitos.
Sean R = GR(p3, m), n un entero positivo y dado un elemento c ∈ Rn

denotaremos para 0 ≤ i ≤ 2:

ri(c) = (ri(c0), ri(c1), . . . , ri(cn−1))

donde ri(cj) es como en el Teorema 1.4.9 (pág. 19), entonces:

Definición 2.3.7. La función de Gray está dada por:

Φ : Rn → F
nq2

q

c 7→ r0(c)⊗ c0 + r1(c)⊗ c1 + r2(c)⊗ c2 (2.3.12)

donde q = pm.
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Observación 2.3.8. En [8], se define de manera general la función de Gray
para anillos finitos de cadena, sin embargo tomando el caso particular para
anillos finitos de cadena de índice de nilpotencia 3 tenemos lo que sigue:

Sean 0 ≤ i, j ≤ pm − 1, r0(c), r1(c), r2(c) las µ-reducciones de las componen-
tes p-ádicas de un elemento y considerando el orden (2.3.5) en Fq c ∈ Rn

entonces:
Φ(c) = (b0, b1 . . . , bpq−1) (2.3.13)

donde:
biq+j = ωjr0(c) + ωir1(c) + r2(c)

Podemos apreciar que la versatilidad al definir la función de Gray en dis-
tintas maneras, no afecta el orden supuesto en (2.3.5), lo cual resalta la
importancia del mismo.

Proposición 2.3.9. Las expresiones (2.3.12) y (2.3.13) para la función de Gray
son equivalentes.

Demostración. Demostraremos que los bloques de longitud nq correspon-
dientes entre ambas expresiones coinciden.

En efecto, tomemos el k-ésimo bloque de longitud nq en (2.3.13) esto es:

Bk := (bkq, . . . , bkq+j, . . . , bkq+(q−1))

dado que cada bl es de longitud n. Desarrollando esto:

Bk = (ω0r0(c) + ωkr1(c) + r2(c), . . . , ωjr0(c) + ωkr1(c) + r2(c), . . . ,

ωq−1r0(c) + ωkr1(c) + r2(c))

= (ω0r0(c), . . . , ωjr0(c), . . . , ωq−1r0(c)) + (ωkr1(c), . . . , ωkr1(c), . . . , ωkr1(c))+

(r2(c), . . . , r2(c), . . . , r2(c))

= r0(c)⊗ (ω0, . . . , ωj, . . . , ωpm−1) + r1(c)⊗ (ωk, . . . , ωk, . . . , ωk)+

r2(c)⊗ (1, . . . , 1, . . . , 1)

= r0(c)⊗ u + r1(c)⊗ (ωkv) + r2(c)⊗ v. (2.3.14)

Por otro lado, analizando los vectores c0, c1 y c2 tenemos que:

c0 = u⊗ (1, . . . , 1, . . . , 1)

c1 = v⊗ (ω0, . . . , ωk, . . . , ωpm−1)

c2 = v⊗ (1, . . . , 1, . . . , 1)

(2.3.15)

por (iv) de la Observación 2.3.2 el k-ésimo bloque de longitud q de cada
vector está dado por:

c[k]0 = u, c[k]1 = wkv, c[k]2 = v (2.3.16)
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de ahí que el k-ésimo bloque de longitud nq de φ(c), denotado por φ(c)[k]

está dado por:

Φ(c)[k] = r0(c)⊗ u + r1(c)⊗ (ωkv) + r2(c)⊗ v, (2.3.17)

una comparación de (2.3.14) y (2.3.17) prueba la afirmación.

Para alcanzar el propósito de entender la importancia de la función de Gray,
veamos un resultado auxiliar de gran ayuda:

Proposición 2.3.10. Sean c, d ∈ Rn. Entonces:

Φ(p2c) = (r0(c), . . . , r0(c), . . . , r0(c)), (2.3.18)

Φ(d + p2c) = Φ(d) + φ(p2c). (2.3.19)

Demostración. Por el Teorema 1.4.12 tenemos que:

r0(p2c) = 0, r1(p2c) = 0, r2(p2c) = r2(c) (2.3.20)

entonces:

Φ(p2c) = r0(p2c)⊗ c0 + r1(p2c)⊗ c1 + r2(p2c)⊗ c2

= 0⊗ c0 + 0⊗ c1 + r0(c)⊗ c2

= r0(c)⊗ (1, . . . , 1 . . . , 1)

= (r0(c), . . . , r0(c), . . . , r0(c)).

Por otro lado, por las ecuaciones (1.4.22), y (2.3.20), para cada 0 ≤ i ≤ n:

r0(di + p2ci) = r0(di)

r1(di + p2ci) = [r1(di)
p − h0(r0(di), 0)]1/p

r2(di + p2ci) =
[
r2(di)

p2
+ r0(ci)

p2 − h1(r0(di), r1(di)
p, 0, 0)

]1/p2

dado que los polinomios h0, h1 son polinomios con término constante cero
y están formados por los productos cruzados entonces éstos se anulan en
este caso y así:

Φ(d + p2c) = r0(d + p2c)⊗ c0 + r1(d + p2c)⊗ c1 + r2(d + p2c)⊗ c2

= r0(d)⊗ c0 + r1(d)⊗ c1 + [r2(d) + r0(c)]⊗ c2

= r0(d)⊗ c0 + r1(d)⊗ c1 + r2(d)⊗ c2 + r0(c)⊗ c2

= Φ(d) + Φ(p2c).

Como se mencionó al inicio de éste capítulo, el siguiente resultado una
propiedad importante de la función de Gray para la teoría de códigos sobre
anillos finitos de cadena.
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Teorema 2.3.11. La función de Gray es una isometría inyectiva preservadora de
peso entre (Rn, dhom) y (F

nq2

q , dH).

Demostración. Sean c, d ∈ Rn tales que Φ(c) = Φ(c), por la ecuación (2.3.17),
el k-ésimo bloque de longitud nq de la diferencia Φ(c) − Φ(d) está dado
por:

(r0(c)− r0(d))⊗ u + (r1(c)− r1(d))⊗ 〈ωk〉q + (r2(c)− r2(d))⊗ v = 〈0〉nq.

Luego, el i-ésimo bloque de longitud np es:

(r0(c)− r0(d))⊗Ωi +(r1(c)− r1(d))⊗〈ωk〉p +(r2(c)− r2(d))⊗〈1〉p = 〈0〉np,

y su j-ésima componente es:

(r0(c)− r0(d))ωip+j + (r1(c)− r1(d))ωk + (r2(c)− r2(d)) = 0.

Como ω es un elemento primitivo entonces ωip+j, ωk, 1 son linealmente
independientes, de ahí que: rt(c) = rt(d) con 0 ≤ t ≤ 2, y así para cada
l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}:

Γ(cl) = (r0(cl), r1(cl)
p, r0(cl)

p2
) = (r0(dl), r1(dl)

p, r0(dl)
p2
) = Γ(dl).

y como Γ es un isomorfismo, se sigue que cl = dl y se concluye que c = d,
es decir, Φ es inyectiva.

Para ver que Φ es una isometría basta con mostrar que whom(cl − dl) =

wH(Φ(cl)−Φ(dl)) para 0 ≤ l ≤ n− 1 con cl 6= dl , podemos considerar los
siguientes casos:

caso 1: cl− dl ∈ (p2) \ {0} entonces existe el ∈ R tal que cl− dl = p2el lue-
go tenemos que cl = p2el + dl y así por la Proposición 2.3.10 tenemos
que:

Φ(cl) = Φ(dl + p2el)

= Φ(dl) + Φ(p2el)

de ahí que Φ(cl)−Φ(dl) = Φ(p2el) y se tiene que:

wH(Φ(cl)−Φ(dl)) = wH(Φ(p2el)) = wH(〈r0(el)〉q2). (2.3.21)

Notemos que si r0(el) = 0 entonces rt(cl) = rt(dl), con 0 ≤ t ≤ 2,
(cf. Teorema 1.4.12), pero esto implica que cl = dl lo cual no puede
ocurrir, de ahí que r0(el) 6= 0 y en consecuencia:

wH(Φ(ci)−Φ(di)) = q2 = p2m = whom(ci − di).
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caso 2: cl − dl ∈ R \ (p2), en este caso tenemos que cl − dl puede ser una
unidad o bien pertenece a (p), en cualquier caso tenemos que:

cl = dl + pkel (k = 0, 1).

Para determinar el valor de wH(Φ(cl) − Φ(dl)) basta con hallar las
componentes que son cero, así viendo a la función de Gray como en
(2.3.13), estudiemos la expresión:

ωl(r0(pkel)) + ωj(r1(pkel)) + (r2(pkel)) = 0 ∈ Fq. (2.3.22)

Por el Teorema 1.4.12 tenemos que si k ≤ t ≤ 2 entonces rt(pkel) 6= 0,
es decir que al menos r1(pkel), r2(pkel) 6= 0, en (2.3.22), de ahí que:

ωj = −
(

ωl(r0(pkel)) + r2(pkel)
) (

r1(pkel)
)−1

debido a que para 0 ≤ i ≤ 2, los términos ri(pkel) están determinados
de manera única (puesto que las componentes p-ádicas lo están) y
ωl ∈ Fpm , es claro que hay pm soluciones diferentes para (2.3.22) (al
menos una por cada valor de ωl), por consiguiente:

wH(Φ(cl)−Φ(dl)) = p2m − pm = pm(pm − 1) = whom(cl − dl).
(2.3.23)

Finalmente, observemos que:

whom(c) = dhom(Φ(c), Φ(0))

= dH(Φ(c), 0) = wH(Φ(c)),

lo cual demuestra que la función de Gray preserva el peso.

Ejemplo 2.3.12. (i) Considere el código C definido sobre el anillo de
Galois GR(23, 3) como en el Ejemplo 1.3.10, tomemos dos palabras-
código de C y calculemos sus imágenenes de Gray, por el Ejem-
plo 2.3.3 tenemos que: u = (Ω0 | Ω1 | Ω2 | Ω3) y además v =

(〈1〉2 | 〈1〉2 | 〈1〉2 | 〈1〉2), de ahí que:

c0 = (〈u〉2 | 〈u〉2 | 〈u〉2 | 〈u〉2)
c1 = (〈Ω0〉8 | 〈Ω1〉8) | 〈Ω2〉8 | 〈Ω3〉8)
c2 = (〈v〉2 | 〈v〉2 | 〈v〉2 | 〈v〉2),

(2.3.24)

Φ((2x, x, x2))(
0000ωω2 | 0ω2ω30ω4ω5 | 0ω3ω401ω | 0ω5ω60ω61 | ω00ωωω2 | ωω2ω3ωω4ω5 |

ωω3ω4ω1ω | ωω5ω6ωω61 | ω200ω2ωω2 | ω2ω2ω3ω2ω4ω5 | ω2ω3ω4ω21ω |
ω2ω5ω6ω2ω61 | ω400ω4ωω2 | ω4ω2ω3ω4ω4ω5 | ω4ω3ω4ω41ω | ω4ω5ω6ω4ω61 |
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ω300ω3ωω2 | ω3ω2ω3ω3ω4ω5 | ω3ω3ω4ω31ω | ω3ω5ω6ω3ω61 | 1001ωω2 |
1ω2ω31ω4ω5 | 1ω3ω411ω | 1ω5ω61ω61 | ω500ω5ωω2 | ω5ω2ω3ω5ω4ω5 |
ω5ω3ω4ω51ω | ω5ω5ω6ω5ω61 | ω600ω6ωω2 | ω6ω2ω3ω6ω4ω5 |

ω6ω3ω4ω61ω | ω6ω5ω6ω6ω61
)

Φ((5x2, 2x, x))(
ω20000ω | ω50ω2ω30ω4 | ω0ω3ω401 | 10ω5ω60ω6 | ω2ω00ωω | ω5ωω2ω3ωω4 |

ωωω3ω4ω1 | 1ωω5ω6ωω6 | ω2ω200ω2ω | ω5ω2ω2ω3ω2ω4 | ωω2ω3ω4ω21 |
1ω2ω5ω6ω2ω6 | ω2ω400ω4ω | ω5ω4ω2ω3ω4ω4 | ωω4ω3ω4ω41 | 1ω4ω5ω6ω4ω6 |
ω2ω300ω3ω | ω5ω3ω2ω3ω3ω4 | ωω3ω3ω4ω31 | 1ω3ω5ω6ω3ω6 | ω21001ω |
ω51ω2ω31ω4 | ω1ω3ω411 | 11ω5ω61ω6 | ω2ω500ω5ω | ω5ω5ω2ω3ω5ω4 |
ωω5ω3ω4ω51 | 1ω5ω5ω6ω5ω6 | ω2ω600ω6ω | ω5ω6ω2ω3ω6ω4 | ωω6ω3ω4ω61 |

1ω6ω5ω6ω6ω6 )

En este ejemplo, puede notarse como fácilmente el tamaño de las pa-
labras código se “dispara” cuando se utiliza la función de Gray sobre
anillos de Galois de índice de nilpotencia 3, más aún si calculamos el
peso de Hamming de cada palabra código, podemos observar que es
168 puesto que ambas palabras tienen 24 ceros, si buscamos en la ta-
bla de pesos del Ejemplo 1.3.10 podemos ver que las palabras código
de donde provienen poseen peso 168.

(ii) Ahora, en este caso consideremos el anillo de Galois GR(23, 2) y apli-
quemos el Teorema 2.3.11 a un par de palabras código de longitud 3
en este anillo. Así u = (Ω0 | Ω1), v = (〈1〉2 | 〈1〉2) luego:

c0 = (01ωω2 | 01ωω2 | 01ωω2 | 01ωω2)

c1 = (0000 | 1111 | ωωωω | ω2ω2ω2ω2)

c2 = (1111 | 1111 | 1111 | 1111)

en consecuencia:

Φ((1, 3, x))(
00011ω | ωωω2ω2ω21 | 01010ω | ωω2ω2ω2ω1 |

0ω01ω2ω | ω0ω2ω211 | 0ω201ωω | ω1ω2ω201
)

Φ((5x, 1, 3))(
ω00011 | 1ωωω2ω2ω2 | ω01010 | 1ωω2ω2ω2ω |

ω0ω01ω2 | 1ω0ω2ω21 | ω0ω201ω | 1ω1ω2ω20
)

.

Por otro lado, tenemos que:

whom(c) =


12 c ∈ R \ (4)
16 c ∈ (4) \ {0}
0 c = 0.
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además:

whom ((1, 3, x)− (5x, 1, 3)) = whom((3x+ 1, 2, x+ 5)) = 12+ 12+ 12 = 36.

Ahora, calculando en F48
4 :

Φ((1, 3, x))−Φ((5x, 1, 3))(
ω0010ω2 | ω20100ω | ω1111ω | ω21001ω2 |

ωωω1ω1 | ω2ωω20ω0 | ωω2ω21ω20 | ω2ω2ω0ω21
)

,

como puede observarse, hay 12 entradas iguales a cero en la diferen-
cia de Φ((1, 3, x))−Φ((5x, 1, 3)), de ahí que:

wH (Φ((1, 3, x))−Φ((5x, 1, 3))) = 48− 12 = 36 = whom((1, 3, x)− (5x, 1, 3)).





3 I M Á G E N E S D E G R AY D E
R - C Ó D I G O S

3.1 imagen de gray de un código cons-
tacíclico

En este último capítulo estudiaremos dos familias de códigos definidos
sobre anillos de Galois y su relación con códigos sobre campos finitos a trá-
ves de sus imágenes de Gray, por esta razón en lo sucesivo R = GR(p3, m),
T es el conjunto de Teichmüller de R, C denotará a un código definido
sobre Rn y (n, p) = 1.

3.1.1 Códigos constacíclicos

Definición 3.1.1. Sea λ = 1− p2 = 1+ N′p2, donde N′ ∈ T es un elemento
tal que µ(N′) = −1. Un corrimiento λ-cíclico o constacíclico es una función
dada por:

νλ : Rn → Rn

(c0, . . . , cn−2, cn−1) 7→ (λcn−1, c0, . . . , cn−2).

Un código C es llamado constacíclico o λ-cíclico si y sólo si νλ(C) ⊆ C.

Ejemplo 3.1.2. (i) El código C dado en el Ejemplo 1.3.10 es un código
λ-cíclico en el anillo GR(23, 3) con λ = 1 − 22 ≡ 5 (mód 23), de
longitud n = 3:

C :=
{
(2x, x, x2), (5x2, 2x, x), (5x, 5x2, 2x), (2x, 5x, 5x2), (x2, 2x, 5x), (x, x2, 2x)

}
,

hemos resaltado el producto de λ con cada componente de los ele-
mentos de C. Ahora, dado que que 52 ≡ 1 (mód 23) es claro que
λ2 = 1 y más aún el producto de λ con 2 no altera a éste, es decir,
5(2) ≡ 2 (mód 23).

Aquí hemos considerado a la palabra código (2x, x, x2) como el gene-
rador1 del código, sin embargo como es de esperarse, puede partirse
de cualquiera de ellas y al aplicar νλ se recupera el código.

(ii) Considere R = GR(33, 2) y n = 4. Entonces λ = 1 − 32 ≡ 19
(mód 33) y considere las palabras código: (6, 6, 6, 6), (6x, 6, 6, 6) y

1 Se usa esté término en paralelismo al generador de un grupo cíclico.

53
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(x, 6, 6, 6), dado que 19(6) ≡ 6 (mód 33) tenemos los siguientes re-
sultados:

νλ((6, 6, 6, 6)) = (6, 6, 6, 6)

νλ((6x, 6, 6, 6)) = (6, 6x, 6, 6)

νλ((x, 6, 6, 6)) = (6, x, 6, 6).

Como podemos apreciar, el primer vector no se altera bajo νλ puesto que
ninguna entrada lo hace, mientras que el segundo y el tercero muestran un
“corrimiento” de sus componentes, si continuaramos aplicando νλ a éstos
obtendríamos respectivamente:

C1 = {(6x, 6, 6, 6), (6, 6x, 6, 6), (6, 6, 6x, 6), (6, 6, 6, 6x)}
C2 = {(x, 6, 6, 6), (6, x, 6, 6), (6, 6, x, 6), (6, 6, 6, x), (19x, 6, 6, 6), (6, 19x, 6, 6),

(6, 6, 19x, 6), (6, 6, 6, 19x), (10x, 6, 6, 6), (6, 10x, 6, 6), (6, 6, 10x, 6), (6, 6, 6, 10x)} .

La diferencia entre la cantidad de elementos al aplicar de manera sucesiva
νλ se sustenta en que 6 no es afectado por la acción de λ, pero es interesante
notar que basta con que un elemento no tenga como factor a 6 y genera 12
imágenes distintas lo cual resulta del producto de la longitud del vector y
el orden de λ.

El Ejemplo 3.1.2 tiene como objetivo exhibir una manera de construir có-
digos constacíclicos y reconocer particularidades del comportamiento de
los elementos del anillo R. Sin embargo, nuestro objetivo en esta sección es
mostrar la relación de un código constacíclico sobre R y un código definido
sobre el campo residual Fpm .

Proposición 3.1.3. Sea σ⊗p2m−1
como en la Sección 1.3.3 y Φ la función de Gray.

Entonces:
Φ ◦ νλ = σ⊗p2m−1 ◦Φ (3.1.1)

Demostración. Sea A = (a0, a1, . . . , an−2, an−1) ∈ Rn y denotemos por
B = (b0, b1, . . . , bn−1) = νλ(A), entonces:

b0 = λan−1

bj = aj−1 (1 ≤ j ≤ n− 2),

así de (1.4.30) tenemos:

r0(B) = (r0(an−1), r0(a0), . . . , r0(an−2))

r1(B) = (r1(an−1), r1(a0), . . . , r1(an−2))

r2(B) = (r2(an−1)− r0(an−1), r2(a0), . . . , r2(an−2)).

Ahora por (2.3.16) el k-ésimo bloque de longitud npm de Φ(B) es:

Φ(B)[k] = r0(B)⊗ u + r1(B)⊗ 〈ωk〉pm + r2(B)⊗ v

= r0(B)⊗ (Ω0, . . . , Ωi, . . . , Ωpm−1) + r1(B)⊗ (〈ωk〉p, . . . , 〈ωk〉p, . . . , 〈ωk〉p)+
r2(B)⊗ (〈1〉p, . . . , 〈1〉p, . . . , 〈1〉p),
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así podemos extraer el i-ésimo bloque de longitud np de Φ(B) y lo deno-
taremos por Bi

Bi = r0(B)⊗Ωi + r1(B)⊗ 〈ωk〉p + r2(B)⊗ 〈1〉p, (3.1.2)

procediendo como antes y expandiendo los productos tenemos que:

Bi = (r0(an−1), r0(a0), . . . , r0(an−2))⊗ (ωip, . . . , ωip+j, . . . , ωip+(p−1))

+ (r1(an−1), r1(a0), . . . , r1(an−2))⊗ (ωk, . . . , ωk, . . . , ωk)

+ (r2(an−1)− r0(an−1), r2(a0), . . . , r2(an−2))⊗ (1, . . . , 1, . . . , 1),

tras realizar los productos, podemos estudiar el j-ésimo bloque de longitud
n de Bi el cual denotaremos por Bij es decir:

Bij =
(
r0(an−1)ωip+j, r0(a0)ωip+j, . . . , r0(an−2)ωip+j

)
+ (r1(an−1)ωk, r1(a0)ωk, . . . , r1(an−2)ωk)

+ (r2(an−1)− r0(an−1), r2(a0), . . . , r2(an−2)).

Notemos que la primera componente de Bij es:

(Bij)0 = r0(an−1)ωip+j + r1(an−1)ωk + r2(an−1)− r0(an−1)

= r0(an−1)
(
ωip+j + (p− 1)

)
+ r1(an−1)ωk + r2(an−1)

= r0(an−1)
(

ωip+(j+p−1)p

)
+ r1(an−1)ωk + r2(an−1)

= r0(an−1)
(

ωip+(j−1)

)
+ r1(an−1)ωk + r2(an−1),

luego, se sigue que:

(Bij)0 = r0(an−1)
(

ωip+(j−1)

)
+ r1(an−1)ωk + r2(an−1) (3.1.3)

(Bij)k = r0(ak−1)ωip+j + r1(ak−1)ωk + r2(ak−1) (1 ≤ k ≤ n− 1)
(3.1.4)

Por otro lado, aplicando la función de Gray a A nos lleva a:

Φ(A) = r0(A)⊗ c0 + r1(A)⊗ c1 + r2(A)⊗ c2.

Procediendo como antes analizaremos el i-ésimo bloque de longitud np de
Φ(A) así:

Ai = r0(A)⊗Ωi + r1(A)⊗ 〈ωk〉p + r2(A)⊗ 〈1〉p,

expandiendo los productos de Kronecker de Ai, podemos escribir dicho
bloque como una matriz de dimensiones n× p es decir:

Ai =



r0(a0)ωip + r1(a0)ωk + r2(a0) · · · r0(an−1)ωk + r1(an−1)ωk + r2(an−1)
... · · ·

...
r0(a0)ωip+j + r1(a0)ωk + r2(a0) · · · r0(an−1)ωip+j + r1(an−1)ωk + r2(an−1)

... · · ·
...

r0(a0)ωip+(p−1) + r1(a0)ωk + r2(a0) · · · r0(an−1)ωip+(p−1) + r1(an−1)ωk + r2(an−1)


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Observemos que al aplicar el corrimiento cíclico σ (cf. Sección 1.3) en este
bloque:

σ (Ai) =



r0(an−1)ωip+(p−1) + r1(an−1)ωk + r2(an−1) · · · r0(an−2)ωip + r1(an−2)ωk + r2(an−2)

... · · ·
...

r0(an−1)ωip+(j−1) + r1(an−1)ωk + r2(an−1) · · · r0(an−2)ωip+j + r1(an−2)ωk + r2(an−2)

... · · ·
...

r0(an−1)ωip+(p−2) + r1(an−1)ωk + r2(an−1) · · · r0(an−2)ωip+(p−1) + r1(an−2)ωk + r2(an−2)



Así tenemos las siguientes relaciones para cada componente de Ai:

(Aij)0 = r0(an−1)
(

ωip+(j−1)

)
+ r1(an−1)ωk + r2(an−1) (3.1.5)

(Aij)k = r0(ak−1)ωip+j + r1(ak−1)ωk + r2(ak−1) (1 ≤ k ≤ n− 1).
(3.1.6)

Una comparación por pares de (3.1.3) con (3.1.5) y (3.1.4) con (3.1.6) nos
permite la igualdad:

Bi = σ(Ai) (0 ≤ i ≤ pm−1 − 1)

y dado que:

Φ(νλ(A)) = Φ(B) =
(
B0 | · · · | Bi | · · · | Bpm−1−1

)
=
(

σ(A0) | · · · | σ(Ai) | · · · | σ(Apm−1−1)
)

= σ⊗p2m−1
(Φ(A)),

(3.1.7)

se sigue el enunciado de la proposición.

Esta proposición nos permite enunciar el resultado principal de está sec-
ción:

Teorema 3.1.4. Un R-código C de longitud n es λ-cíclico si y sólo si, su imagen
bajo la función de Gray Φ(C) es un código cuasi-cíclico sobre Fpm de índice p2m−1

y longitud np2m.

Demostración. Sea C un R-código tal que Φ(C) es un código cuasi-cíclico de
índice p2m−1 y longitud np2m, entonces por definición: Φ(C) = σ⊗p2m−1

(Φ(C))
usando la Proposición 3.1.3: Φ(C) = Φ(νλ(C)), y de la inyectividad de Φ,
C = νλ(C). El recíproco de esta afirmación se sigue de manera análoga.

Ejemplo 3.1.5. En (i) y (ii) del Ejemplo 2.3.12 se muestran ejemplos de
códigos λ-cíclicos y sus imágenes bajo la función de Gray, en particular
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para (ii) se observa que: R = GR(23, 2) y n = 3, de ahí que λ = 1− 22 ≡ 5
(mód 23), además νλ((1, 3, x)) = (5x, 1, 3) y en consecuencia:

Φ((1, 3, x))(
00011ω | ωωω2ω2ω21 | 01010ω | ωω2ω2ω2ω1 | 0ω01ω2ω | ω0ω2ω211 |

0ω201ωω | ω1ω2ω201
)

Φ((5x, 1, 3))(
ω00011 | 1ωωω2ω2ω2 | ω01010 | 1ωω2ω2ω2ω | ω0ω01ω2 | 1ω0ω2ω21 |

ω0ω201ω | 1ω1ω2ω20
)

.

Exhibimos las imágenes bajo la función de Gray cuasi-cíclicas de dos pala-
bras código de un código constacíclico.

3.2 imagen de gray de un código γ-cíclico
lineal

En esta sección estudiaremos una permutación de los elementos del con-
junto {0, 1, . . . , np− 1}, la permutación de Nechaev (cf.[6]), una extensión
de ésta y cómo se relaciona con los códigos cíclicos lineales.

3.2.1 Representaciones polinomiales de códigos

Sean p un número primo, n un entero positivo coprimo con p, n′ ∈
{1, . . . , p − 1} el inverso módulo p de n, es decir: nn′ ≡ 1 (mód p) y un
elemento N′ ∈ T tal que µ(N′) = n′. Tomaremos las unidades en el anillo
de Galois GR(ps, m):

γ := 1 + N′p2,

λ := 1− p2,
(3.2.1)

bajo la condición que λγ = 1 y sólo cuando así suceda.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos el anillo de Galois GR(53, 2), entonces por
(3.2.1) λ = 1− 52 = 101 y el conjunto de Teichmuller:

T = {0, x, 36x + 68, 114x + 73, 52x + 2, 124x + 36, 57, 57x, 52x + 1, 123x + 36,

89x + 114, 68x + 52, 124, 124x, 89x + 57, 11x + 52, 73x + 123, x + 89, 68, 68x,

73x + 124, 2x + 89, 36x + 11, 57x + 73, 1} .

Dado n = 6 es tal que (6, 5) = 1, entonces tomando n′ = 1 se sigue que
nn′ = 6 ≡ 1 (mód 5), y tomando N′ = 1 ∈ T se satisface que µ(N′) =

µ(1) = 1 = n′ y así por (3.2.1) tenemos que: γ = 1 + N′p2 = 1 + (1)(25) =
26, ya con esto podemos verificar que:

λγ = (101)(26) ≡ 1 (mód 53).
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Sin embargo, esto no ocurre siempre, pues dado n = 2 y n′ = 3 entonces
nn′ = 6 ≡ 1 (mód 5) y tomando N′ = 68 ∈ T tenemos µ(68) = 3 = n′,
γ = 1 + N′p2 = 1 + (68)(25) = 76 (mód 53) pero:

λγ = (101)(76) ≡ 1 (mód 53).

Lema 3.2.2. Sean γ, λ ∈ R tales que λγ = 1 y k ≥ 1 un entero. Entonces:

r0(γ
k) = 1

r1(γ
k) = 0

r2(γ
k) = kn′.

Demostración. Como γ es una unidad de la forma 1 + N′p2 con N′ ∈ T
entonces por el isomorfismo Γ tenemos que:

Γ(γ) := (1, 0, n′p
2
),

luego, por las ecuaciones (1.4.30), para cada c ∈ R:

r0(γc) = r0(c)

r1(γc) = r1(c)

r2(γc) = n′r0(c) + r2(c).

Hagamos inducción sobre k. Para k = 1:

r0(γ) = 1

r1(γ)
p = 0

r2(γ)
p2
= n′p

2

⇒
r0(γ) = 1

r1(γ) = 0

r2(γ) = 1n′.

Supongamos que si l(k entonces r0(γl) = 1, r1(γ
l) = 0 y r2(γl) = ln′ y

como γk = γγk−1 se sigue que:

r0(γγk−1) = r0(γ
k−1) = 1

r1(γγk−1) = r1(γ
k−1) = 0

r2(γγk−1) = n′r0(γ
k−1) + r2(γ

k−1) = 1n′ + (k− 1)n′ = kn′.

como queríamos.

En particular, para k = n; r0(γn) = 1, r1(γ
n) = 0 y r2(γn) = 1, ahora para

cualquier a ∈ R, usando el isomorfismo Γ se sigue que:

Γ(a) =
(

r0(a), r1(a)p, r2(a)p2
)

Γ(γk) =
(

1, 0, (kn′)p2
)
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Realizando las operaciones en W3(Fpm) tenemos que:

r0(γ
ka) = r0(a)

r0(γ
ka)p + pr1(γ

ka)p = (1p + p0) (r0(a)p + pr1(a)p)

= r0(a)p + pr1(a)p

cancelando términos tenemos que r1(γ
ka)p = r1(a)p, así r1(γ

ka) = r1(a).
Además:

r0(γ
ka)p2

+ pr1(γ
ka)p2

+ p2r2(γ
ka)p2

=
(

1p2
+ p0p + p2(kn′)p2

) (
r0(a)p2

+ pr1(a)p2
+ p2r2(a)p2

)
= r0(a)p2

+ pr1(a)p2
+ p2r2(a)p2

+ p2((kn′)r0(a))p2
+ p3T.

Aquí, T engloba a todo término resultante del producto que tiene como
factor común p3, aplicando las igualdades previas y cancelando términos:

r2(γ
ka)p2

= r2(a)p2
+ ((kn′)r0(a))p2

+ pT.

Analizando la expresión anterior en Fpm llegamos a:

r0(γ
ka) = r0(a)

r1(γ
ka) = r1(a)

r2(γ
ka) = r2(a) + (kn′)pr0(a),

(3.2.2)

dónde (∗)p indica como antes, reducción módulo p.

Las palabras-código definidas sobre anillos de Galois, pueden ser relaciona-
dos con clases polinomiales, como se hace a continuación. Consideremos:

An =
R[x]

(xn − 1)
, Bn =

R[x]
(xn − λ)

y las funciones:

P : Rn → An

(a0, a1, . . . , an−1) 7→
n−1

∑
i=0

aixi + (xn − 1)

P′ : Rn → Bn

(b0, b1, . . . , bn−1) 7→
n−1

∑
i=0

bixi + (xn − λ)

llamadas representaciones polinomiales .

Proposición 3.2.3. Sean γ = 1 + N′p2, λ = 1− p2 tales que γλ = 1 en R. Las
funciones:

µγ : An → Bn

f (x) + (xn − 1) 7→ f (γx) + (xn − λ)
y

χγ : Rn → Rn

(a0, a1, . . . , an−1) 7→ (a0, γa1, . . . , γn−1an−1),
(3.2.3)

satisfacen:
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(i) µγ es un isomorfismo de anillos.

(ii) I es un ideal de An si y sólo si µγ(I) es un ideal de Bn.

(iii) C ⊂ Rn es un código cíclico lineal si y sólo si P(C) es un ideal de An.

(iv) C ⊂ Rn es un código λ-cíclico lineal si y sólo si P(C) es un ideal de Bn.

(v) µγ ◦ P = P′ ◦ χγ.

Demostración. (i) Sean f (x) + (xn − 1), g(x) + (xn − 1) ∈ An dados por:

f (x)+ (xn− 1) =
n−1

∑
i=0

aixi +(xn− 1) y g(x)+ (xn− 1) =
n−1

∑
i=0

bixi +(xn− 1).

Entonces tenemos que:

f (x) + g(x) + (xn − 1) =
n−1

∑
i=0

(ai + bi)xi + (xn − 1)

f (x)g(x) + (xn − 1) = h(x) + (xn − 1),

para algún h(x) tal que xn − 1 | f (x)g(x)− h(x) en R[x]. Así:

µγ( f (x) + g(x) + (xn − 1)) =
n−1

∑
i=0

(ai + bi)γ
ixi + (xn − λ)

=
n−1

∑
i=0

(aiγ
i + biγ

i)xi + (xn − λ)

=
n−1

∑
i=0

aiγ
ixi + (xn − λ) +

n−1

∑
i=0

biγ
ixi + (xn − λ)

= µγ( f (x) + (xn − 1)) + µγ(g(x) + (xn − 1)).

Ahora, como f (x)g(x)− h(x) = h(x)(xn − 1) tenemos que:

µγ ( f (x)g(x) + (xn − 1)− [h(x) + (xn − 1)]) = (xn − λ)

µγ ( f (x)g(x) + (xn − 1))− µγ (h(x) + (xn − 1)) = (xn − λ)

µγ ( f (x)g(x) + (xn − 1)) = µγ (h(x) + (xn − 1)) ,

y por otro lado, por (3.2.3):

µγ( f (x) + (xn − 1))µγ(+(xn − 1)) = [ f (γx) + (xn − λ)] [g(γx) + (xn − λ)]

= [ f (γx)g(γx) + (xn − λ)]

= [h(γx) + (xn − λ)]

= µγ(h(x) + (xn − 1))

= µγ ( f (x)g(x) + (xn − 1)) .
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de ahí que µγ es un homomorfismo. Para demostrar la inyectividad de µγ,
supongamos que µγ( f (x) + (xn − 1)) = (xn − λ), de ser así:

(xn − λ) | f (γx) =
n−1

∑
i=0

aiγ
ixi,

como grad( f (γx)) ≤ (n − 1)(n entonces aiγ
i = 0 luego ai = (λi)0 = 0

para 0 ≤ i ≤ n− 1, de ahí que f (x) | (xn − 1), así µγ es inyectiva. Como
|An| = psmn = |Bn|, µγ es sobreyectiva y por tanto biyectiva.

(ii) Como µγ es un isomorfismo entonces µ−1
γ lo es también así que dado

I un ideal de An, por la sobreyectividad de µγ, la imagen de I bajo éste
isomorfismo es un ideal de Bn, análogamente como µ−1

γ (µγ(I)) = I se
tiene el resultado.

(iii) (⇒) Supongamos que C es un código cíclico lineal y denotemos por
ĉ(x) a c(x) + (xn − 1) en An, además notemos que P es claramente sobre-
yectiva.

Dados ĉ(x), d̂(x) en An existen c = (c0, c1, . . . , cn−1) y d = (d0, d1, . . . , dn−1)

en C tales que P(c) = ĉ(x) y P(d) = d̂(x). Como c − d = (c0 − d0, c1 −
d1, . . . , cn−1 − dn−1) ∈ C por su linealidad, es claro que P(c + d) ∈ P(C) y
además:

P(c− d) =
n−1

∑
i=0

(ci − di)xi + (xn − 1) = ĉ(x)− d̂(x)

de ahí que (P(C),+) es un subgrupo aditivo de An.

Veamos por inducción que para todo entero k ≥ 1 : xk ĉ(x) ∈ P(C). Si k = 1
entonces xĉ(x) = c0x+ c1x2 + · · ·+ cn−2xn−1 + cn−1xn +(xn− 1), desde lue-
go xn ≡ 1 (mód (xn− 1)), de ahí que xĉ(x) = cn−1 + c0x + · · ·+ cn−2xn−1 +

(xn − 1). Como C es un código cíclico dado c = (c0, c1, . . . , cn−1) ∈ C en-
tonces c′ = (cn−1, c0, . . . , cn−2) también pertenece a C y resulta evidente
que P(c′) = xĉ(x), luego xĉ(x) ∈ P(C). Supongamos que si l(k entonces
xl ĉ(x) ∈ P(C), luego como xk = xxk−1, resulta inmediato de la hipótesis
inductiva que xk ĉ(x) ∈ P(C). Por otro lado, como C es un R-submódulo,
(pues es lineal) tenemos que dado r ∈ R entonces rc ∈ C, ahora dado
r̂ ∈ An y ĉ(x) ∈ P(C) entonces como:

r̂ĉ(x) = [r + (xn − 1)]

[
n−1

∑
i=0

cixi + (xn − 1)

]

=
n−1

∑
i=0

rcixi + (xn − 1)

= P(rc).

Consideremos r̂(x) = r0 + r1x + . . . + rn−1xn−1 + (xn − 1) ∈ An, entonces:

r̂(x)ĉ(x) =
(

a0ĉ(x) + a1xĉ(x) + · · ·+ an−1xn−1ĉ(x)
)
+ (xn − 1),
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por todo lo discutido con anterioridad se sigue que aixi ĉ(x) + (xn − 1) ∈
P(C) para (0 ≤ i ≤ n− 1), de ahí que r̂(x)ĉ(x) ∈ P(C), por lo tanto éste un
ideal de An.

(⇐) Supongamos que P(C) es un ideal de An. Sean c, d ∈ C, entonces

P(c)− P(d) = ĉ(x)− d̂(x) =
n−1

∑
i=0

cixi + (xn − 1)−
n−1

∑
i=0

dixi + (xn − 1)

=
n−1

∑
i=0

(ci − di)xi + (xn − 1)

= P(c− d)

dado que P(c)− P(d) ∈ P(C) pues éste es un ideal, de lo anterior se sigue
que c− d ∈ C, de ahí que (C,+) es un subrgupo de (Rn,+). Sean r ∈ R,
entonces P(r) = r̂ = r + (xn − 1) y como P(C) es un ideal, entonces:

r̂ĉ(x) = r
n−1

∑
i=0

cixi + (xn − 1)

=
n−1

∑
i=0

(rci)xi + (xn − 1)

= P(rc),

de ahí que rc ∈ C, es decir es un R-submódulo.

(iv) (⇒) Dado que P′ es sobreyectiva, ver que (P′(C),+) es un subrgupo
de (Bn,+) es análogo a la prueba anterior. Denotemos por f̃ (x) a f (x) +
(xn − λ). Veamos por inducción que para todo k ≥ 1, x̃k c̃(x) ∈ P′(C), para
esto notemos que, para k = 1:

x̃c̃(x) = x
n−1

∑
i=0

(cixi) + (xn − λ)

= c0x + c1x2 + · · ·+ cn−2xn−1 + cn−1xn + (xn − λ).

Dado que xn ≡ λ (mód (xn − λ)) entonces:

x̃c̃(x) = λcn−1 + c0x + · · ·+ cn−2xn−1 + (xn − λ).

Puesto que C es un código λ-cíclico, tenemos que c′ = (λcn−1, c0, . . . , cn−2) ∈
C y así:

P′(c′) = λcn−1 + c0x + · · ·+ cn−2xn−1 + (xn − λ) = x̃c̃(x),
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de ahí que x̃c̃(x) ∈ P′(C), de manera análoga a la primera implicación de
(iii) tenemos que P′(C) es un ideal. (⇐) Supongamos que P′(C) es un ideal
de Bn. Dados c, d ∈ C tenemos que:

P′(c)− P′(d) = c̃(x) + d̃(x) =
n−1

∑
i=0

cixi + (xn − λ)−
n−1

∑
i=0

dixi + (xn − λ)

=
n−1

∑
i=0

(ci − di)xi + (xn − λ)

= P′(c− d)

dado que P′(c)− P′(d) ∈ P′(C) pues éste es un ideal, de lo anterior se sigue
que c− d ∈ C, de ahí que (C,+) es un subgrupo de (Rn,+). Sea r ∈ R y
consideremos r̃ = r + (xn − λ) ahora, como P′(C) es un ideal, entonces:

r̃c̃(x) = r
n−1

∑
i=0

cixi + (xn − 1)

=
n−1

∑
i=0

(rci)xi + (xn − 1)

= P′(rc),

de ahí que rc ∈ C, es decir, es un código lineal. Ahora veamos que νλ(c) =
(λcn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C, para esto consideremos x̃ = x + (xn − λ). Como
P′(C) es un ideal, entonces dado c̃(x) tenemos que x̃c̃(c) ∈ P′(C), pero:

x̃c̃(x) = λcn−1 + c0x + · · ·+ cn−2xn−1 + (xn − λ)

= P′(νλ(c)).

es decir, P′(νλ(c)) ∈ P′(C), por consiguiente, νλ(c) ∈ C como deseabamos.

(v) Sea c ∈ Rn, entonces:

µγ (P(c)) = µγ

(
c0 + c1x + · · ·+ cn−1xn−1 + (xn − 1)

)
= c0 + c1γx + · · ·+ cn−1γn−1xn−1 + (xn − λ)

= P′
((

c0, γc1, . . . , γn−1cn−1

))
= P′(χγ(c0, c1, . . . , cn−1)) = P′(χγ(c)). (c ∈ Rn)

En consecuencia: µγ ◦ P = P′ ◦ χγ.

3.2.2 Códigos γ-cíclicos y la permutación de Nechaev

Definición 3.2.4. Sea χγ definida como en (3.2.3). Un código C sobre R se
dice γ-cíclico si y sólo si χγ(C) = C.
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Proposición 3.2.5. Sean C ⊆ Rn un código, γ, λ ∈ R tales que γ = 1 + N′p2,
λ = 1− p2 y γλ = 1. C es un código cíclico lineal si y sólo si χγ(C) es un código
λ-cíclico lineal.

Demostración. Aplicaremos la Proposición 3.2.3. Supongamos que C es un
código cíclico lineal⇔ P(C) es un ideal de An ⇔ µγ (P(C)) es un ideal de
Bn, como µγ ◦ P = P′ ◦ χγ, lo anterior ocurre si y sólo si P′ (χγ(C)) es un
ideal de Bn ⇔ χγ(C) es un código λ-cíclico lineal.

Definición 3.2.6. (i) Sea π la permutación en {0, 1, . . . , np− 1} dada por:

π(x) =
(

n
(
n′x− u

)
p + x

)
np

(3.2.4)

donde nn′ ≡ 1 (mód p), 0 ≤ u ≤ p− 1 y nu ≤ x ≤ n(u + 1)− 1.

(ii) La permutación de Nechaev en F
np
q se define como:

Π((c0, . . . , cx, . . . , cnp−1)) =
(

cπ(0), . . . , cπ(x), . . . , cπ(np−1)

)
(3.2.5)

La permutación π se define en [1] con la notación de ciclos y transposi-
ciones, sin embargo, la expresión (3.2.4) tomada de [13] es bastante clara y
fácil de aplicar.

Ejemplo 3.2.7. (i) Sean p = 2, n = 3 entonces n′ = 1, 0 ≤ u ≤ 1 y
3u ≤ x ≤ 3u + 2.

x u 3 (x− u)2 + x π(x)
0 0 3(0− 0)2 + 0 = 0 0
1 0 3(1− 0)2 + 1 = 4 4
2 0 3(2− 0)2 + 2 = 2 2
3 1 3(3− 1)2 + 3 = 3 3
4 1 3(4− 1)2 + 4 = 7 1
5 1 3(5− 1)2 + 5 = 5 5

Cuadro 1.: Permutación π en {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

(ii) Sean p = 5, n = 3 entonces n′ = 2, 0 ≤ u ≤ 4, 3u ≤ x ≤ 3u + 2.

x u 3 (x− u)5 + x π(x)
0 0 3(2(0)− 0)5 + 0 = 0 0
1 0 3(2(1)− 0)5 + 1 = 7 7
2 0 3(2(2)− 0)5 + 2 = 14 14
3 1 3(2(3)− 1)5 + 3 = 3 3
4 1 3(2(4)− 1)5 + 4 = 10 10
5 1 3(2(5)− 1)5 + 5 = 17 2
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6 2 3(2(6)− 2)5 + 6 = 6 6
7 2 3(2(7)− 2)5 + 7 = 13 13
8 2 3(2(8)− 2)5 + 8 = 20 5
9 3 3(2(9)− 3)5 + 9 = 9 9
10 3 3(2(10)− 3)5 + 10 = 16 1
11 3 3(2(11)− 3)5 + 11 = 23 8
12 4 3(2(12)− 4)5 + 12 = 12 12
13 4 3(2(13)− 4)5 + 13 = 19 4
14 4 3(2(14)− 4)5 + 14 = 26 11

Cuadro 2.: Permutación π en {0, 1, . . . , 13, 14}.

(iii) En [13] se nos presenta un proceso simple y elegante para obtener
la permutación π, valiéndose de la aplicación sucesiva del corrimien-
to cíclico σ. Consideremos el conjunto de enteros {0, 1, . . . , np − 1}
y coloquemos sus elementos en un arreglo de tamaño p × n como
sigue:

σ(0n′)p σ(1n′)p · · · σ(ln′)p · · · σ((n−1)n′)p

0 1 · · · l · · · n− 1
n n + 1 · · · n + l · · · 2n− 1
...

...
...

...
...

...
n(p− 1) n(p− 1) + 1 · · · n(p− 1) + i · · · np− 1

Cada σ(ln′)p es el corrimiento cíclico “hacia arriba”, (ln′)p lugares con
0 ≤ l ≤ n− 1, posteriormente concatenamos las filas del arreglo y el
resultado es la permutación π. Aplicando este proceso a (ii) de este
ejemplo:

σ(0)5 σ(2)5 σ(4)5

0 1 2
3 4 5
6 7 8
9 10 11
12 13 14

→

0 7 14
3 10 2
6 13 5
9 1 8
12 4 11

π =

(
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
0 7 14 3 10 2 6 13 5 9 1 8 12 4 11

)
,

como afirmamos.

Definición 3.2.8. Sea t un entero positivo, dado que
(
F

np
q
)t

es isomorfo a
F

npt
q , sea:

Π⊗t : F
npt
q → F

npt
q
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la permutación definida como:

Π⊗t
(

c[1] | · · · | c[k] | · · · | c[t]
)
=
(

Π
(

c[1]
)
| · · · | Π

(
c[k]
)
| · · · | Π

(
c[t]
))

(3.2.6)
donde c[1], . . . , c[t] ∈ F

np
q y Π es como en (3.2.5).

Proposición 3.2.9. Sea Φ la función de Gray, entonces:

Φ ◦ χγ = Π⊗p2m−1 ◦Φ (3.2.7)

Demostración. Sea A = (a0, a1, . . . , an−2, an−1) ∈ Rn y D = χγ(A), entonces:

di = γiai (0 ≤ i ≤ n− 1).

Entonces aplicando la función de Gray:

Φ(χγ(A)) = φ(D) = r0(D)⊗ c0 + r1(D)⊗ c1 + r2(D)⊗ c2,

procediendo como en la Proposición 3.1.3, el k-ésimo bloque de longitud
nq de Φ(D) esta dado por:

Φ(D)[k] = r0(D)⊗ u + r1(D)⊗ 〈ωk〉pm + r2(D)⊗ v

= r0(D)⊗ (Ω0, . . . , Ωi, . . . , Ωpm−1) + r1(D)⊗ (〈ωk〉p, . . . , 〈ωk〉p, . . . , 〈ωk〉p)+
r2(D)⊗ (〈1〉p, . . . , 〈1〉p, . . . , 〈1〉p),

y en consecuencia el i-ésimo bloque de longitud np, el cual denotaremos
por Di es:

Di = r0(D)⊗Ωi + r1(D)⊗ 〈ωk〉p + r2(D)⊗ 〈1〉p, (3.2.8)

y así, el j-ésimo bloque de longitud n de Di es:

Dij = ωip+jr0(D) + ωkr1(D) + r2(D)

= ωip+j(r0(a0), . . . , r0(γ
lal), . . . , r0(γ

n−1an−1))

+ ωk(r1(a0), . . . , r1(γ
lal), . . . , r1(γ

n−1an−1))

+ (r2(a0), . . . , r2(γ
lal), . . . , r2(γ

n−1an−1))

(3.2.9)

aplicando a esto las relaciones (3.2.2) se consigue:

Dij = (ωip+jr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0), . . . , ωip+jr0(al) + ωkr1(al) + r2(a0)+

(ln′)pr0(al), . . . , ωip+jr0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1) + ((n− 1)n′)pr0(an−1))

=
(
ωip+jr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0), . . . , (ωip+j + (ln′)p)r0(al) + ωkr1(al)+

r2(al), . . . , (ωip+j + ((n− 1)n′)p)r0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)
)

(3.2.10)
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entonces, aplicando (2.3.7) a la ultima igualdad de (3.2.10) tenemos que el
j-ésimo bloque de longitud n es:(

ωip+jr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0), . . . , ωip+(j+ln′)p r0(al) + ωkr1(al) + r2(al), . . . ,

ωip+(j+(n−1)n′)p r0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)
)

.

(3.2.11)

Por otro lado, el i-ésimo bloque de longitud np de Φ(A) está dado por:

Ai = r0(A)⊗Ωi + r1(A)⊗ 〈ωk〉p + r2(A)⊗ 〈1〉p.

Ahora, como en el Ejemplo 3.2.7 coloquemos este bloque en un arreglo de
tamaño p× n:



ωipr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0) · · · ωipr0(al ) + ωkr1(al ) + r2(al ) · · · ωipr0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)

.

.

. · · ·
.
.
. · · ·

.

.

.
ωipj+jr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0) · · · ωip+jr0(al ) + ωkr1(al ) + r2(al ) · · · ωip+jr0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)

.

.

. · · ·
.
.
. · · ·

.

.

.
ωip+(p−1)r0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0) · · · ωip+(p−1)r0(al ) + ωkr1(al ) + r2(al ) · · · ωip+(p−1)r0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)


.

Para analizar Π(Ai) basta con recordar que como se hizo en el Ejemplo 3.2.7,
aplicaremos σ(ln′)p en la l-ésima columa del arreglo, es decir, sus elementos
se recorren (ln′)p lugares hacia arriba dejando:

ωip+(ln′)p r0(al) + ωkr1(al) + r2(al)

· · ·
ωip+(j+ln′)p r0(al) + ωkr1(al) + r2(al)

· · ·
ωip+((p−1)+ln′)p r0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)


por consiguiente la j-ésima fila del arreglo, es decir, el j-ésimo bloque de
longitud n de Ai está dado por:(

ωip+jr0(a0) + ωkr1(a0) + r2(a0), . . . , ωip+(j+ln′)p r0(al) + ωkr1(al) + r2(al), . . . ,

ωip+(j+(n−1)n′)p r0(an−1) + ωkr1(an−1) + r2(an−1)
)

.

(3.2.12)

un rápida inspección arroja a la luz que las expresiones (3.2.11) y (3.2.12)
son iguales, esto es:

Φ(χγ(A))[k] = Π(Φ(A)[k])

de esto y (3.2.6) se tiene que para cada A ∈ Rn:

Φ(χγ(A)) = Π⊗p2m−1
(Φ(A)) .

como afirmamos.
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Como cierre para este capítulo y por ende a este trabajo de tesis, enuncia-
mos un teorema que es consecuencia inmediata de lo estudiado en este
capítulo.

Teorema 3.2.10. Sea C ⊆ Rn un código. Entonces C es un código cíclico lineal
si y sólo si Π⊗p2m−1

(Φ(C)) es un código cuasi-cíclico de índice p2m−1 y longitud
nq2 sobre F

nq2

q .

Demostración. C es un código cíclico lineal sobre R si y sólo si χγ(C) es un
código λ-cíclico lineal (por (iv) y (v) de la Proposición 3.2.3). Pero por el
Teorema 3.1.4 esto pasa si y sólo si Φ(χγ(C)) es un código cuasi-cíclico de
índice p2m−1 y longitud nq2 y finalmente, por la Proposición 3.2.9 se tiene
los anterior si y sólo Π⊗p2m−1

(Φ(C)) es un código cuasi-cíclico de índice
p2m−1 y longitud nq2, como queríamos demostrar.

Ejemplo 3.2.11. Consideremos el anillo de Galois R = GR(23, 2), n = 3 y
el código definido en R3:

C = {(0, 0, 0), (2, 2, 2), (4, 4, 4), (6, 6, 6), (2x, 2x, 2x), (2x + 2, 2x + 2, 2x + 2),

(2x + 4, 2x + 4, 2x + 4), (2x + 6, 2x + 6, 2x + 6), (4x, 4x, 4x),

(4x + 2, 4x + 2, 4x + 2), (4x + 4, 4x + 4, 4x + 4), (4x + 6, 4x + 6, 4x + 6),

(6x, 6x, 6x), (6x + 2, 6x + 2, 6x + 2), (6x + 4, 6x + 4, 6x + 4),

(6x + 6, 6x + 6, 6x + 6)} .

Éste es un código cíclico lineal que también puede describirse como C =

〈(1, 1, 1)〉, como en el ejemplo 1.3.6.

Apliquemos a C el Teorema 3.2.10 para esto notemos que λ = 5, y además
ya que 5(2) ≡ 2 (mód 8), 5(4) ≡ 4 (mód 8) y 5(6) ≡ 6 (mód 8) resulta
fácil ver que νλ(C) = C, es decir, éste también es un código λ-cíclico, ahora,
como se hizo en el Ejemplo 3.1.5 tomaremos algunos elementos de C:

Φ((6x + 2, 6x + 2, 6x + 2))

(111111 | 111111 | ωωωωωω | ωωωωωω | 000000 | 000000 |
ω2ω2ω2ω2ω2ω2 | ω2ω2ω2ω2ω2ω2)

Φ((4x + 6, 4x + 6, 4x + 6))(
ω2ω2ω2ω2ω2ω2 | ω2ω2ω2ω2ω2ω2 | ωωωωωω | ωωωωωω |
111111 | 111111 | 000000 | 000000)

Notemos que cada uno de los 8 bloques de longitud 6 son invariantes bajo
la permutación de Nechaev, lo mismo ocurre con todos los elementos de C,
con lo cual tenemos que:

Π⊗8(Φ(C)) = C

y también es claro que éste es un código cuasi-cíclico de índice p2m−1 = 8
y longitud nq2 = 48, con lo cual se confirma el teorema.
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A continuación consideremos un código cíclico lineal definido sobre el ani-
llo de Galois R = GR(33, 2) con n = 2 y que es el submódulo generado por
las filas de la matriz:

G =

(
9 0
0 9

)
Consideremos que los elementos del código C son de tres tipos a saber:

(c, c), (c, d) y (d, c) ya que éste es un código cíclico y las entradas de sus
palabras código pueden repetirse, así que, dados los parámetros p = 3,
s = 3, m = 2 y n = 2 calculemos la imágen bajo la función de Gray de estos
tipos de palabras código:

Retomando la ecuación (2.3.8) tenemos los vectores:

u = (0, 1, 2, ω, ω2, ω7, ω5, ω3, ω6)

v = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

Ahora, como en las ecuaciones (2.3.11) calcularemos los coeficientes c0, c1

y c2, sin embargo debido a la longitud de las palabras código utilizaremos
la siguiente notación, si una entrada o secuencia de entradas se repite una
cantidad k de veces encerraremos a ésta(s) entrada(s) con el símbolo 〈·〉k, es
decir:

c0 = (0, 1, 2, ω, ω2, ω7, ω5, ω3, ω6)× (〈1〉9)
c1 = (〈1〉9)× (0, 1, 2, ω, ω2, ω7, ω5, ω3, ω6)

c2 = (〈1〉9)× (〈1〉9)

Aplicando el producto de Kronecker y con la notación que hemos mencio-
nado tenemos que:

c0 = (〈0, 1, 2, ω, ω2, ω7, ω5, ω3, ω6〉9)
c1 = (〈0〉9, 〈1〉9, 〈2〉9, 〈ω〉9, 〈ω2〉9, 〈ω7〉9, 〈ω5〉9, 〈ω3〉9, 〈ω6〉9, )

c2 = (〈1〉81)

así usando la función de Gray tal como en la Definición 2.3.7 en cada uno
de los tipos de palabras código de C se tiene que2:

Φ((c, c)) = (〈c′, c′, c′, c′, c′, c′〉27)

Φ((c, d)) = (〈c′, d′, c′, d′, c′, d′〉27)

Φ((d, c)) = (〈d′, c′, d′, c′, d′, c′〉27)

(3.2.13)

Dado que nuestra intención es corroborar el Teorema 3.2.10 hemos coloca-
do a las imágenes de Gray de los tres tipos de palabras código de C notando
que se repiten 27 veces los bloques de longitud np = 6, ahora veamos como

2 Aquí los símbolos c′, d′ son los elementos asociados a c y d en el campo finito Fq
respectivamente.
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actuará la permutación de Nechaev, analizando la permutación π como en
iii) del Ejemplo 3.2.7:

σ(0)3 σ(2)3

0 1
2 3
4 5

→ 0 5
2 1
4 3

π =

(
0 1 2 3 4 5
0 5 2 1 4 3

)
.

Ahora, si tomamos la permutación de Nechaev para una palabra código
(d0, d1, d2, d3, d4, d5) tenemos que:

Π((d0, d1, d2, d3, d4, d5)) = (dπ(0), dπ(1), dπ(2), dπ(3), dπ(4), dπ(5)) = (d0, d5, d2, d1, d4, d3),

entonces notemos que al aplicar la permutación de Nechaev a los bloques
de longitud np = 6 de las imágenes bajo la función de Gray en la Ecua-
ción (3.2.13) obtenemos lo siguiente:

Π(Φ(c, c)) = (c′, c′, c′, c′, c′, c′)

Π(Φ(c, d)) = (c′, d′, c′, d′, c′, d′)

Π(Φ(d, c)) = (d′, c′, d′, c′, d′, c′),

y finalmente, aplicando el corrimiento cíclico a cada uno de estos bloques
tenemos que:

σ (Π(Φ(c, c))) = (c′, c′, c′, c′, c′, c′)

σ (Π(Φ(c, d))) = (d′, c′, d′, c′, d′, c′)

σ (Π(Φ(d, c))) = (c′, d′, c′, d′, c′, d′),

entonces es claro que esto se repetirá en cada uno de los 27 bloques de las
imágenes bajo la función de Gray tras ser permutadas por la función Π⊗27,
lo cual implica que:

σ⊗27 (Π⊗27 (Φ(C))
)
= Π⊗27 (Φ(C)) . (3.2.14)

Lo cual coincide con el Teorema 3.2.10 tal como queríamos.

A continuación, se exhibe el código de C, las imágenes bajo la función de
Gray dado que el resultado de aplicar la permutación Π⊗27 a las imágenes
no alteran a las palabras código basta con exhibir estas listas y de esta ma-
nera, el lector podrá confirmar de manera concreta nuestras afirmaciones.
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ω
6 1ω

6 1ω
6 1)
〉 2

7
〈(

ω
5 2ω

5 2ω
5 2)
〉 2

7
〈(

ω
3 2ω

3 2ω
3 2)
〉 2

7
〈(

ω
6 2ω

6 2ω
6 2)
〉 2

7
〈(

ω
5 ω

ω
5 ω

ω
5 ω

)〉
27

〈(
ω

3 ω
ω

3 ω
ω

3 ω
)〉

27
〈(

ω
6 ω

ω
6 ω

ω
6 ω

)〉
27

〈(
ω

5 ω
5 ω

5 ω
5 ω

5 ω
5 )
〉 2

7
〈(

ω
3 ω

5 ω
3 ω

5 ω
3 ω

5 )
〉 2

7
〈(

ω
6 ω

5 ω
6 ω

5 ω
6 ω

5 )
〉 2

7
〈(

ω
5 ω

2 ω
5 ω

2 ω
5 ω

2 )
〉 2

7
〈(

ω
3 ω

2 ω
3 ω

2 ω
3 ω

2 )
〉 2

7
〈(

ω
6 ω

2 ω
6 ω

2 ω
6 ω

2 )
〉 2

7
〈(

ω
5 ω

7 ω
5 ω

7 ω
5 ω

7 )
〉 2

7
〈(

ω
3 ω

7 ω
3 ω

7 ω
3 ω

7 )
〉 2

7
〈(

ω
6 ω

7 ω
6 ω

7 ω
6 ω

7 )
〉 2

7
〈(

ω
5 ω

3 ω
5 ω

3 ω
5 ω

3 )
〉 2

7
〈(

ω
3 ω

3 ω
3 ω

3 ω
3 ω

3 )
〉 2

7
〈(

ω
6 ω

3 ω
6 ω

3 ω
6 ω

3 )
〉 2

7
〈(

ω
5 ω

6 ω
5 ω

6 ω
5 ω

6 )
〉 2

7
〈(

ω
3 ω

6 ω
3 ω

6 ω
3 ω

6 )
〉 2

7
〈(

ω
6 ω

6 ω
6 ω

6 ω
6 ω

6 )
〉 2

7
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A R E S U LTA D O S
C O M P L E M E N TA R I O S

a.1 inmersión de la estructura de ani-
llo

Sean R un anillo conmutativo con identidad, S un conjunto no vacío y
φ : R → S una función biyectiva, luego podemos inducir la estructura de
anillo en S = φ(R) definiendo dos operaciones ⊕ y � en S de la siguiente
manera:

Dados s1, s2 ∈ S existen r1, r2 ∈ R tales que φ(r1) = s1 y φ(r2) = s2 entonces:

s1 ⊕ s2 = φ(r1 + r2)

s1 � s2 = φ(r1r2)
(A.1.1)

Teorema A.1.1. (S,⊕,�) es un anillo conmutativo con identidad.

Demostración. La cerradura de ambas operaciones es inmediata de su defi-
nición. Ahora, dados s1, s2, s3 ∈ S, denotemos mediante s = s1 ⊕ s2, s′ =
s2 ⊕ s3, t = s1 � s2, t′ = s2 � s3 y por otro lado si φ(ri) = si para algunos
i ∈ {1, 2, 3} denotemos r = r1 + r2, r′ = r2 + r3, q = r1r2 y q′ = r2r3. Luego,
de (A.1.1) tenemos que φ(r) = s, φ(q) = t, φ(r′) = s′ y φ(q′) = t′. Así:

(s1 ⊕ s2)⊕ s3 = s⊕ s3

= φ(r + r3)

= φ((r1 + r2) + r3)

= φ(r1 + r′)

= s1 ⊕ s′

∴ (s1 ⊕ s2)⊕ s3 = s1 ⊕ (s2 ⊕ s3)

(s1 � s2)� s3 = t� s3

= φ(qr3)

= φ((r1r2)r3)

= φ(r1q′)

= s1 � t′

∴ (s1 � s2)� s3 = s1 � (s2 � s3)

A continuación, si denotamos 0̂ = φ(0) y 1̂ = φ(1), luego dado s ∈ S tal
que φ(r) = s con r ∈ R entonces:

0̂⊕ s = φ(0 + r)

= φ(r)

∴ 0̂⊕ s = s

s⊕ 0̂ = φ(r + 0)

= φ(r)

∴ s⊕ 0̂ = s

1̂� s = φ(1r)

= φ(r)

∴ 1̂� s = s

s� 1̂ = φ(r1)

= φ(r)

∴ s� 1̂ = s

por consiguiente (S,⊕) y (S,�) son monoides. Por otro lado, considere que
dado un elemento r ∈ R entonces existe −r ∈ R tal que r + (−r) = 0 luego
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si denotamos por ŝ = φ(−r) tenemos que si r, r1, r2 ∈ R y φ(r) = s, φ(ri) =

si con i ∈ {1, 2}, luego:

s1 ⊕ s2 = φ(r1 + r2)

= φ(r2 + r1)

∴ s1 ⊕ s2 = s2 ⊕ s1

s1 � s2 = φ(r1r2)

= φ(r2r1)

∴ s1 � s2 = s2 � s1

s⊕ ŝ = φ(r + (−r))

= φ(0)

∴ s⊕ ŝ = 0̂

De lo anterior se sigue que (S,⊕) es un grupo abeliano y (S,�) es un
monoide conmutativo, así que finalmente si denotamos s = s2 ⊕ s3, s′ =
s1 � s2, s′′ = s1 � s3 y si φ(r) = s, r = r2 + r3, r′ = r1r2 y r′′ = r1r3 entonces

s1 � (s2 ⊕ s3) = s1 � s

= φ(r1r)

= φ(r1(r2 + r3))

= φ(r′ + r′′)

= s′ ⊕ s′′

∴ s1 � (s2 ⊕ s3) = (s1 � s2)⊕ (s1 � s3)

a.2 polinomios en varias variables
En este apartado, exhibiremos propiedades relativas a anillos de polino-

mios en varias variables sobre anillos conmutativos con identidad. Dichas
propiedades serán demostradas para los casos de una o dos variables en-
tendiendo que pueden generalizarse por inducción.

Definición A.2.1. Sean R un anillo conmutativo con identidad 1R, 0R el
elemento neutro de la suma del grupo (R,+) y R[x] el anillo de polinomios
en la indeterminada x con coeficientes en R, entonces:

(i) El anillo de polinomios en las indeterminadas x1 y x2 con coeficien-
tes en R denotado por R[x1, x2] es el anillo polinomial S[x2] donde
S = R[x1], en general, si k es un entero positivo entonces el anillo de
polinomios en las k indeterminadas x1, x2, . . . , xk es el anillo polino-
mial S[xk] donde S = R[x1, x2, . . . , xk−1].

(ii) Dado un polinomio en k indeterminadas f (x1, x2, . . . , xk), el grado re-
lativo de f respecto a la variable xj se denota por δj( f ) para (0 ≤ j ≤
k) y es el grado del polinomio en el anillo polinomial S[xj] donde
S = R[x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xk].
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Observación A.2.2. En lo sucesivo denotaremos a un polinomio en k inde-
terminadas f (x1, x2, . . . , xk) y al anillo R[x1, x2, . . . , xk] mediante f (x) y R[x]
respectivamente. Cada vez que la variable xj no aparezca en un polinomio,
éste se denotará como f (x̂j), con está notación tenemos que dado f (x) tal
que δj( f ) = nj existen polinomios gi(x̂j) con 0 ≤ i ≤ k tales que:

f (x) =
nj

∑
i=0

gi(x̂j)xi
j. (A.2.1)

Además, en lo sucesivo trataremos de manera indistinta a los polinomios
en k variables como sumas formales así como funciones polinomiales y
diremos que el término constante de f (x) es el elemento f (0R, 0R, . . . , 0R) ∈
R.

Ejemplo A.2.3. (i) Sea f (x)∈Z[x1, x2, x3] dado por f (x)= x2
1x2 + 2x1x2

3−
x1x2x3 + x1 + 1 entonces notemos que f (x) puede escribirse de 3 for-
mas:

1 + (2x2
3 − x2x3 + 1)x1 + (x2)x2

1

(1 + x1 + 2x1x2
3) + (x2

1 − x1x3)x2

(1 + x1 + x2
1x2) + (x1x2)x3 + (2x1)x2

3

y de ahí que δ1( f ) = 2, δ2( f ) = 1, δ3( f ) = 2 y el término constante
es f (0, 0, 0) = 1.

Lema A.2.4. Sean φ(x) = c0 + c1x + . . . + crxr ∈ Z[x], r ∈ N y p un número
primo. Entonces (φ(x))p ≡ φ̂(xp) (mód p) donde φ̂(t) ∈ Z[t].

Demostración. Hagamos inducción en r. Para r = 1 tenemos que φ(x) =

c0 + c1x luego es claro que:

(φ(x))p = (c0 + c1x)p = cp
0 +

p−1

∑
j=1

(p
j)(c0)

p−j(c1x)j + cp
1 xp

entonces se sigue que (φ(x))p−
[
cp

0 + cp
1 xp] = ∑

p−1
j=1 (p

j)(c0)p−j(c1x)j y dado
que p | (p

j) cada vez que 1 ≤ j ≤ p − 1 es claro que si elegimos φ̂(t) =

cp
0 + cp

1 t entonces (φ(x))p ≡ φ̂(xp) (mód p).

Suponagmos que si grad(φ) ≤ r − 1 entonces el resultado es válido y sea
φ(x) = c0 + c1x + . . . + crxr. Entonces f (x) = φ(x)− crxr ∈ Z[x] y es tal
que grad f = r− 1 entonces por hipótesis inductiva se sigue que:

( f (x))p ≡ f̂ (xp) (mód p)

donde f̂ (t) ∈ Z[t]. Más aún, ya que (φ(x)− crxr)p = ( f (x))p entonces:

(φ(x)− crxr)p ≡ f̂ (xp) (mód p) (A.2.2)
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Por otro lado, es fácil ver que procediendo como antes (φ(x) − crxr)p ≡
(φ(x))p − cp

r xpr (mód p) así que combinando esto con (A.2.2) se concluye
que:

(φ(x))p − cp
r xpr ≡ f̂ (xp) (mód p)

definamos φ̂(t) = f̂ (t) + cp
r tr y de lo anterior se sigue el resultado.

Este resultado puede extenderse de manera natural por inducción a poli-
nomios en múltiples variables x1, x2, . . . , xk para k un entero positivo como
sigue:

Corolario A.2.5. Sean f (x) ∈ Z[x] y p un número primo. Entonces ( f (x))p ≡
f̂ (xp) (mód p) para algún f̂ (t) ∈ Z[t].

a.3 raíces p-ésimas en campos finitos
Sea Fq un campo finito con q = pm elementos y Fp(' Zp) su campo primo.
Como se mencionó en la Sección 1.1 existe un polinomio primitivo f (x) de
grado m tal que Fq '

Zp[x]
〈 f (x)〉 y donde β̂ = {1, ω, ω2, . . . , ωm−1} es una base

del espacio vectorial FpFq al cual denotaremos mediante Fp[ω], es decir el
conjunto de todas la expresiones polinomiales de grado a lo más m− 1 con
coeficientes en Fp.

Por otro lado consideremos el automorfismo de Frobenius:

σ : Fp[ω]→ Fp[ω]

v 7→ vp

el cual es un isomorfismo que deja fijos a los elementos de Fp, con esto
veamos el siguiente:

Lema A.3.1. El automorfismo de Frobenius es un operador lineal invertible.

Demostración. Como σ es biyectivo, solo resta ver que es un operador lineal.
En efecto, dados dos elementos u, v ∈ Fp[ω], como σ es homomorfismo
entonces σ(u + v) = σ(u) + σ(v) y dado λ ∈ Fp entonces:

σ(λv) = σ(λ)σ(v) (σ es homomorfismo)

= λσ(v) (σ deja fijo a Fp)

por consiguiente es un operador lineal invertible.

Por el lema anterior, tenemos que si P := [σ]β̂ es la representación matricial
del automorfismo de Frobenius en la base β̂, ésta es invertible y su inversa
P−1 es tal que para todo a ∈ Fq:

P
(

P−1[a]β̂
)
= [a]β̂ (A.3.1)
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abusando de la notación si b ∈ Fq es tal que [b]β̂ = P−1[a]β̂ entonces bp =

P[b]β̂ = a, por lo cual presentamos la siguiente:

Definición A.3.2. Sea Fq un campo finito y a ∈ Fq. Un elemento b ∈ Fq es
la raíz q-ésima de a si y sólo si bq = a, lo cual denotaremos mediante b = q

√
a

o bien b = a1/q.

Nótese que todo lo discutido antes de la Definición A.3.2 (cf. [11]) nos otor-
ga un procedimiento para obtener las raíces p-ésimas de elementos en un
campo finito y más aún, la forma de expresar dichas raíces en términos de
la base β̂. A continuación, mostramos algunos ejemplos de campos finitos
y las respectivas tablas de las raíces p-ésimas de sus elementos.

Ejemplo A.3.3. Por simplicidad denotaremos [a]β̂ solamente como [a].

• Como σ deja fijo a Fp, entonces para todo a ∈ Fp se tiene que σ(a) =
a, es decir, es su propia raíz p-ésima.

• Supongamos que p = 2 y m = 2. Entonces f (x) = x2 + x + 1 y
β̂ := {1, ω}, de ahí que, σ(1) = 1 y σ(ω) = ω2 = 1 + ω, luego
[1] = (1, 0) y [ω] = (1, 1) entonces:

P =

(
1 1
0 1

)
P−1 =

(
1 1
0 1

)

a 2
√

a
0 0
1 1
ω 1 + ω

1 + ω ω

Cuadro 3.: Raíces cuadradadas en F2
2

• Consideremos p = 2 y m = 3. Entonces f (x) = x3 + x + 1 y β̂ :=
{1, ω, ω2} entonces σ(1) = 1, σ(ω) = ω2 y σ(ω2) = ω4 = ω2 + ω,
luego [1] = (1, 0, 0), [ω] = (0, 1, 0) y [ω2] = (0, 1, 1) entonces:

P =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 P−1 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1


• Para los parámetros p = 3, m = 2, entonces f (x) = x2 + 2x + 2.
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a 2
√

a a 2
√

a
0 0 ω2 ω

1 1 ω2 + 1 ω + 1
ω ω + ω2 ω2 + ω ω2

1 + ω 1 + ω + ω2 ω2 + ω + 1 ω2 + 1
Cuadro 4.: Raíces cuadradadas en F3

2

P =

(
1 1
0 2

)
P−1 =

(
1 1
0 2

)

a 3
√

a a 3
√

a a 3
√

a
0 0 ω 1 + 2ω 2ω 2 + ω

1 1 1 + ω 2ω + 2 2ω + 1 ω

2 2 2 + ω 2ω 2ω + 2 1 + ω

Cuadro 5.: Raíces cúbicas en F2
3

Recordemos también que el automorfismo de Frobenius forma un grupo
cíclico de orden m con la composición de funciones, de donde se sigue
que σm = idFq , de ahí que σm−1 = σ−1 y luego tenemos que P−1 = Pm−1.
Usemos esto para ver un ejemplo más elaborado, si p = 5 y m = 4 entonces
el campo finito Fq tiene q = 54 = 625 elementos, además hemos tomado
como polinomio primitivo asociado al campo finito a f (x) = x4 + 4x2 + 4x+
2 y β̂ = {1, ω, ω2, ω3} y dado que: [σ(1)] = (1, 0, 0, 0) [σ(ω)] = (0, 3, 1, 1),
[σ(ω2)] = (4, 4, 2, 4) y [σ(ω3)] = (1, 2, 1, 4).

P =


1 0 4 1
0 3 4 2
0 1 2 1
0 1 4 4

 P3 =


1 0 2 3
0 1 3 0
0 3 0 1
0 3 3 3

 = P−1
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SageMath es un software matemático de código abierto el cual permite
la compilación de lenguajes de programación basados en Phyton. MAGMA
es un software especializado en el álgebra abstracta, teoría de números, geo-
metría algebraica y combinatoria, posee un riguroso entorno que permite
la manipulación de estructuras como grupos, anillos, campos, módulos, étc.

En este trabajo de tesis, nos hemos apoyado en el uso del entorno gráfico
notebook en línea de Sage y los comandos del software MAGMA para la
implementación de ejemplos sobre anillos de Galois y los códigos mencio-
nados. En este apéndice presentamos algunos de los programas u hojas de
trabajo usadas en la elaboración de este escrito.

A lo largo de este apéndice, los comandos aparecen precedidos por el sím-
bolo >. Hemos colocado comentarios de ayuda, éstos están precedidos de
// y el resultado de la compilación del programa se mostrará en una caja
sin estar precedido de ningún símbolo.

El lector podrá consultar el manual de usuario de MAGMA para observar
las funciones e instrucciones nativos en el manual, disponible en:

https://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/

o su versión en pdf:

https://www.math.uzh.ch/sepp/magma-2.19.8-cr/Handbook.pdf.

b.1 representaciones p-ádicas

MAGMA provee al usuario de los comandos básicos para la construcción
del anillo de Galois GR(ps, m) mediante la instrucción GaloisRing(p,s,h)

donde p, s son enteros positivos y h es un polinomio mónico básico primi-
tivo de grado m.

79



80 magma

>Z:=IntegerRing();

>P<x>:=PolynomialRing(Z);

>s:=3;//Introduzca un entero positivo.

>m:=3;// Introduzca un entero positivo.

>p:=2;//Introduzca un numero primo.

>h:=x^3 + 3*x^2 + 2*x + 7;// Introduzca un polinomio basico

irreducible de grado "m".

>R<w>:=GaloisRing(p,s,h);

>R;

GaloisRing(2,3,x^3 + 3*x^2 + 2*x + 7)

Observación B.1.1. R<w> indica al programa que R es el identificador del
anillo y la indeterminada del anillo de Galois visto como clases polinomia-
les es w.

Una vez construido el anillo de Galois, MAGMA nos permite obtener el
campo residual mediante la instrucción ResidueField y podemos construir
el conjunto de Teichmüller usando las potencias de w.

>RF<t>:=ResidueField(R);//Campo residual de R.

>T:=[0]cat[w^i: i in [0..(p^m-1)]];// Conjunto de Teichmuller.

>"Campo Residual";

>RF;

"Conjunto de Teichmuller";

>T;

Campo Residual

[0,1,t,t^2,t^3,t^4,t^5,t^6]

Conjunto de Teichmuller

[ 0, w, w^2, 5*w^2 + 6*w + 1, 7*w^2 + 7*w + 5, 2*w^2 + 7*w + 7, w

^2 +

3*w + 2, 1 ]

Otro elemento importante en el manejo de los anillos de Galois es la µ-
reducción y las componentes p-ádicas. MAGMA cuenta con la instrucción
nativa function la cual usamos para calcular las componentes p-ádicas,
al dar un elemento c en el anillo de Galois nos es devuelto un vector <

ρ0(c), ρ1(c), . . . , ρs−1(c) >.

Padic:=function(c)

W:=[Random(T): i in [1..s]];

while (c eq &+[W[i]*p^(i-1): i in [1..s]]) eq false do

W:=[Random(T): i in [1..s]];
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end while;

V:=<W[i]:i in [1..#W]>;

return V;

end function;// Funcion que calcula las componentes p-adicas.

Observación B.1.2. En la siguiente instrucción, tenemos que los símbolos
R y RF son los identificadores del anillo de Galois y su campo residual
respectivamente. Mediante la función nativa Coercion, renombrada por Mu
es la µ-reducción y con ésta misma, podemos construir una función que
calcule la µ-reducción de las componentes p-ádicas de los elementos en el
anillo de Galois, es decir, dado un elemento en R nos devuelve un vector
< r0(c), r1(c), . . . , rs−1(c) >.

>Mu:=Coercion(R,RF);// Mu-reduccion.

MRPadic:=function(r)

S:=<>;

for i in [1..s] do

e:=Mu(Padic(r)[i]);

Append(~S,e);

end for;

return S;

end function;// Mu-reduccion de las componentes p-adicas de un

elemento de R.

Ejemplo B.1.3. En el presente apéndice estamos desarrollando al anillo de
Galois R=GR(23, 3). Considere los elementos 2w + 2, w2 + 1 y calculemos
sus componentes p-ádicas:

2w + 2 = 0 + 2(2w2 + 7w + 7) + 22(7w2 + 7w + 5)

w2 + 1 = (5w2 + 6w + 1) + 2(w) + 22(w2)

podemos verificar con el programa:

>Padic(2*w+2);

<0, 2*w^2 + 7*w + 7, 7*w^2 + 7*w + 5>

>Padic(w^2+1);

<5*w^2 + 6*w + 1, w, w^2>

y las µ-reducciones de éstas:

>MRPadic(2*w+2);

<0, t^5, t^4>

>MRPadic(w^2+1);

<t^3, t, t^2>
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b.1.1 Polinomios Mónicos Básicos Primitivos

Cuando se genera un anillo de Galois, es necesario introducir un poli-
nomio mónico básico primitivo, la siguiente serie de instrucciones permite
generar de manera aleatoria un polinomio mónico básico primitivo de gra-
do m con los parámetros dados p, s.

>p:=2;//Introduza un numero primo.

>s:=3;//Introduzca un entero.

>m:=3;//Introduca un entero.

//Generador de h(x) polinomio monico basico primitivo.

>ZZ<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());

>Z:=IntegerRing(p^s);

>P<x>:=PolynomialRing(Z);

>K:=GF(p);

>L<t>:=PolynomialRing(GF(p))>Mum:=Coercion(P,L);

>J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];

>h:=elt<P|J>;

while ((x^(p^m-1) mod h) eq 1) eq false do

J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];

h:=elt<P|J>;

while (IsPrimitive(Mum(h)) eq false) do

J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];

h:=elt<P|J>;

end while;

end while;

>"h(x)=",h;//Polinomio monico basico primitivo.

h(x)= x^3 + 3*x^2 + 2*x + 7

b.2 la función de gray
MAGMA cuenta con la función nativa KroneckerProduct, la cual realiza

el producto de Kronecker, expandido de derecha a izquierda, sin embar-
go para nuestros fines, se generó el producto de Kronecker de izquiera a
derecha mediante las siguientes instrucciones.

//Producto de Kronecker (expandido de izquierda a derecha).

>KP:=function(u,v)

S:=< >;

i:=1;

j:=1;

while i lt (#v+1) do
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for j in [1..#u] do

e:=v[i]*u[j];

Append(~S,e);

end for;

i+:=1;

end while;

return S;

end function;

Ejemplo B.2.1. Para los parámetros que estamos trabajando en el presente
apéndice p = 2, s = 3 y m = 3 obtuvimos que su campo residual está dado
por:

F23 := {0, 1, ω, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7}

Como se analizó en la sección 2.3 existe un orden específico de los elemen-
tos del campo residual que nos permite definir a los vectores c0, c1 y c2 en
la construcción de la función de Gray. En función de esto, se forman las
siguientes instrucciones:

>Zp:=[i:i in [0..(p-1)]];//Anillo de enteros modulo p^s.

>Ugen:=function(c)

W:=[Random(Zp): i in [1..m]];

while (c eq &+[W[i]*p^(i-1): i in [1..m]]) eq false do

W:=[Random(Zp): i in [1..m]];

end while;

Y:=[W[i]:i in [1..#W]];

return Y;

end function;

>U:=<elt<F|Ugen(i)>: i in [0..(p^m)-1]>;//Vector u;

>V:=<1: i in [1..p^m]>;//Vector v;

>"u =",U;

>"v =",V;

u = <0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4>

v = <1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1>

Dichas instrucciones nos permiten generar los vectores u y v los que son
puntos clave para los vectores introducidos en la ecuación (2.3.11):

c0 = u⊗ v

c1 = v⊗ u

c2 = v⊗ v

(B.2.1)
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>c0:=KP(U,V);

>c1:=KP(V,U);

>c2:=KP(V,V);

c0 = <0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4, 0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t

^6,

t^4, 0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4, 0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t

^6, t^4,

0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4, 0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t

^4, 0,

1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4, 0, 1, t, t^5, t^2, t^3, t^6, t^4>

c1 = <0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, t, t, t, t,

t,

t, t, t, t^5, t^5, t^5, t^5, t^5, t^5, t^5, t^5, t^2, t^2, t^2, t

^2,

t^2, t^2, t^2, t^2, t^3, t^3, t^3, t^3, t^3, t^3, t^3, t^3, t^6,

t^6,

t^6, t^6, t^6, t^6, t^6, t^6, t^4, t^4, t^4, t^4, t^4, t^4, t^4,

t^4>

c2 = <1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1, 1,

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1>

Como podemos ver, la función producto de Kronecker que hemos diseñado
nos permite realizar el cálculo preciso y salvar tiempo.

b.2.1 MAGMA en anillos de índice de nilpotencia 3

MAGMA provee una función de Gray para poder operar elementos de
espacios vectoriales, a partir de este momento, nos concentraremos única-
mente en los anillos de Galois de índice de nilpotencia 3, y por lo tanto las
hojas de trabajo presentadas estarán adaptadas para este fin.

Además, introducimos un encabezado para cada programa que nos permi-
te definir el anillo de Galois, las representaciones p-ádicas y los vectores
c0, c1 y c2.

>Z:=IntegerRing();

>P<x>:=PolynomialRing(Z);

>s:=3;//Introduzca un entero positivo.

>m:=3;// Introduzca un entero positivo.

>p:=2;//Introduzca un numero primo.
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>h:=x^3 + 3*x^2 + 2*x + 7;// Introduzca un polinomio basico

irreducible de grado "m".

>R<w>:=GaloisRing(p,s,h);

>R;

>RF<t>:=ResidueField(R);//Campo residual de R.

>T:=[0]cat[w^i: i in [0..(p^m-1)]];// Conjunto de Teichmuller.

>"Campo Residual";

>RF;

"Conjunto de Teichmuller";

>T;

Padic:=function(c)

W:=[Random(T): i in [1..s]];

while (c eq &+[W[i]*p^(i-1): i in [1..s]]) eq false do

W:=[Random(T): i in [1..s]];

end while;

V:=<W[i]:i in [1..#W]>;

return V;

end function;// Funcion que calcula las componentes p-adicas.

>Mu:=Coercion(R,RF);// Mu-reduccion.

MRPadic:=function(r)

S:=<>;

for i in [1..s] do

e:=Mu(Padic(r)[i]);

Append(~S,e);

end for;

return S;

end function;// Mu-reduccion de las componentes p-adicas de un

elemento de R.

//Producto de Kronecker (expandido de izquierda a derecha).

>KP:=function(u,v)

S:=< >;

i:=1;

j:=1;

while i lt (#v+1) do

for j in [1..#u] do

e:=v[i]*u[j];

Append(~S,e);

end for;

i+:=1;

end while;

return S;

end function;

>Zp:=[i:i in [0..(p-1)]];//Anillo de enteros modulo p^s.

>Ugen:=function(c)
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W:=[Random(Zp): i in [1..m]];

while (c eq &+[W[i]*p^(i-1): i in [1..m]]) eq false do

W:=[Random(Zp): i in [1..m]];

end while;

Y:=[W[i]:i in [1..#W]];

return Y;

end function;

>U:=<elt<F|Ugen(i)>: i in [0..(p^m)-1]>;//Vector u;

>V:=<1: i in [1..p^m]>;//Vector v;

>"u =",U;

>"v =",V;

>c0:=KP(U,V);

>c1:=KP(V,U);

>c2:=KP(V,V);

b.2.2 La función de Gray

Dados todos estos elementos podemos generar un programa que represen-
ta a la función de Gray para los códigos definidos sobre anillos de Galois
de índice de nilpotencia 3.

Φ : GR(ps, m)n 7→ F
nq2

q (B.2.2)

además presentamos la instrucción MR la cual permite obtener un vector
con las µ-reducciones de las componentes p-ádicas de las palabras código.

//Mu-Reduccion de componentes para palabras codigo.

>MR:=function(c)

r0:=<MRPadic(c[i])[1]:i in [1..#c]>;

r1:=<MRPadic(c[i])[2]:i in [1..#c]>;

r2:=<MRPadic(c[i])[3]:i in [1..#c]>;

return <r0,r1,r2>;

end function;

//Funcion de Gray.

>Phi:=function(c)

GM0:=KP(MR(c)[1],c0);

GM1:=KP(MR(c)[2],c1);

GM2:=KP(MR(c)[3],c2);

A:=[GM0[i]:i in [1..#GM0]];

B:=[GM1[i]:i in [1..#GM1]];

C:=[GM2[i]:i in [1..#GM2]];

return [A[i]+B[i]+C[i]:i in [1..#A]];

end function;
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b.3 códigos en magma
El manual dedica el capítulo 21 a la teoría de códigos definidos sobre

campos finitos, al darles un tratamiento como vectores, sin embargo para
códigos definidos sobre anillos de Galois, deben ser operados como ele-
mentos de un módulo, y para ello se diseñaron programas para crear y
manipular dichos códigos los cuales se exhiben a continuación.

b.3.1 Códigos constacíclicos

Como ya se mencionó en la sección 3.1 dado un entero positivo n primo
relativo con p para un anillo de Galois R = GR(ps, m), la imágen bajo la
función de Gray de un código constacíclico es cuasi-cíclica de índice p2m−1

y longitud nq2 con q = pm.

El siguiente programa nos permite que, dados un anillo de Galois GR(ps, m),
un entero positivo n tal que (n, p) = 1 y un conjunto de n-adas {c1, c2, . . . , ck} ⊆
Rn, generar un código constacíclico, como sigue:

>l:=(1-p^2) mod (p^s);//Unidad l=1-p^2.

>Nul:=function(x)

C:=[x];

n:=#C[1];

while ([l*x[n]] cat [x[i]: i in [1..n-1]]) ne C[1] do

x:=[l*x[n]] cat [x[i]: i in [1..n-1]];

Include(~C,x);

end while;

return C;

end function;//Funcion corrimiento constaciclico.

>ConsC:=function(G)

CC:=[];

for i:=1 to #G do

y:=Nul(G[i]);

Include(~CC,y);

end for;

return &cat CC;

end function;Generador de codigos constaciclicos.

//Ingrese una cantidad finita de n-adas de elementos de R^n.

>Cod:=ConsC([[1,w,7*w,0,1],[w^2,1,w,2*w+2,3]]);

C:=[];

for c in Cod do

d:=<c[i]: i in [1..#c]>;

Include(~C,d);

end for;
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"Codigo constaciclico";

>"C =",C;

Codigo constaciclico

C = [ <1, w, 7*w>, <3*w, 1, w>, <5*w, 3*w, 1>, <5, 5*w, 3*w>, <7*
w, 5, 5*w>, <w, 7*w, 5> ]

Una vez que se ha construido el código constacíclico C de longitud n, po-
demos utilizar la instrucción for que genera un ciclo simple para calcular
la imágen bajo la función de Gray de todas las palabras código de C:

>PHI:=function(C);//Ciclo de c\’alculo de la imagen bajo la

funcion de Gray

D:=[];

for c in C do

d:=Phi(c);

Include(~D,d);

end for;

return D;

end function;

>PHI(C);//Imagen de Gray del codigo C.

Ahora, para la verificación del Teorema 3.1.4 definimos en MAGMA las
funciones σ y σ⊗p2m−1

//Corrimiento Ciclico.

>Sigma:=function(x)

return [x[#x]]cat [x[i]: i in [1..(#x-1)]];

end function;

//Corrimiento cuasi-ciclico

>SigmaT:=function(c)

SC:=[];

n:=#c div (p^(2*m));

k:=n*p;

j:=0;

while j lt (p^(2*m-1)) do

if j eq 0 then

b:=Sigma([c[i+1]: i in [0..(k-1)]]);

Append(~SC,b);

else

b:=Sigma([c[i]: i in [((j*k)+1)..(j+1)*(k)]]);

Append(~SC,b);

end if;

j+:=1;

end while;

return &cat SC;
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end function;

Finalmente un ciclo simple nos permite la verificación del teorema definien-
do la instrucción condicional IsCuasiCyclic la cual nos devolverá true si
el código en cuestión es cuasi-cíclico y false de lo contrario.

>IsCuasiCyclic:=function(x)

for c in x do

t:=SigmaT(c) in x;

if t eq false then

a:="false";

break;

else

a:="true";

end if;

end for;

return a;

end function;

b.3.2 Códigos cíclicos lineales

Para la sección 3.2, se introdujo una permutación particular para los ele-
mentos del conjunto de enteros {0, 1, . . . , np− 1} donde (n, p) = 1 y la cual
es denotada por π, es necesario hallar el inverso módulo p, n′ de n, todo
esto se hace a continuación:

//Introduzca un entero n coprimo con p

>n:=3;

//Calculo del inverso modulo p

for k in [1..p-1] do

y:=k*n mod p;

if y eq 1 then

q:=k mod p;

end if;

end for;

>"n’=",q;

"Permutacion Pi en el conjunto {0,1,...,",n*p-1,"}";

Pi:=function(x)

for u in [0..p-1] do

if x in [n*u..n*(u+1)-1] then

return (n*(q*x -u mod p)+x) mod (n*p);

end if;

end for;

end function;



90 magma

for x in [0..n*p-1] do

x,"--->",Pi(x);

end for;

"Parametros de la permutacion"

>"p =",p;

>"n =",n;

>"n’ =",q;

for x in [0..n*p-1] do

x,"--->",Pi(x);

end for;

Parametros de la permutacion

p = 2

n = 3

n’= 1

Permutacion Pi en el conjunto {0,1,..., 5}

0 ---> 0

1 ---> 4

2 ---> 2

3 ---> 3

4 ---> 1

5 ---> 5

Observación B.3.1. Para determinar el valor de p, es necesario iniciar ca-
da programa con el encabezado proporcionado en la subsección B.2.1 por
lo cual el anillo de Galois sobre el que definimos el código se encuentra
determinado.

Además la generación de los elementos λ y γ está proporcionada por las
siguientes instrucciones:

>t:=p^(2*m-1);//indice del codigo

>l:=1-p^2 mod p;

>"Unidades en el anillo de Galois"

>"lambda =",l;//parametro lambda

for k in T do

y:= k mod p;

if y eq q then

N:=y;

end if;

end for;//Factor del conjunto de Teichmuller para Gamma.

>g:=1+N*p^2;

>"gamma =",g;//parametro gamma
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Unidades en el anillo de Galois

lambda= 1

gamma= 5

Con estos elementos, podemos definir la generalización de la permutación
de Nechaev Π⊗p2m−1

utilizando el lenguaje de MAGMA mediante:

//Pi Tensor p^(2m-1).

PI:=function(x)

z:=(#x) div (n*p);

PIC:=[];

for k:=0 to (z-1) do

if k eq 0 then

y:=[x[Pi(i)+1]: i in [k*(n*p)..(k+1)*(n*p)-1]];

Append(~PIC,y);

else

y:=[x[(k*(n*p)+1)+Pi(i mod (n*p))]: i in [k*(n*p)..(k

+1)*(n*p)-1]];

Append(~PIC,y);

end if;

end for;

//Y:=[PIC[i]: i in [1..#PIC]];

//Z:=[Tuplist(Y[i]): i in [1..z]];

return &cat PIC;

end function;

MAGMA contiene la instrucción LinearCode la cual permite la construc-
ción de un código lineal generado por las filas de una matriz, si estas filas
poseen un comportamiento cíclico se genera un código cíclico lineal como
en los siguientes ejemplos:

Ejemplo B.3.2. (i) El código de repetición de longitud 3 sobre GR(2, 3, 2).

>L:=LinearCode(Matrix(R,1,3[1,1,1]));

>L;

>LL:=[*Eltseq(c): c in L*];

>C:=[<LL[i][j]: j in [1..#LL[i]]>: i in [1..#LL]];

(3, 64, 3) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 3, x^2 + x

+ 1)

Generator matrix:

[1 1 1]

(ii) El código cíclico lineal de longitud 3 generado por los vectores {(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2)}.
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>L:=LinearCode(Matrix(R,3,3[[2,0,0],[0,2,0],[0,0,2]]));

>L;

>LL:=[*Eltseq(c): c in L*];

>C:=[<LL[i][j]: j in [1..#LL[i]]>: i in [1..#LL]];

(3, 4096, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 3, x^2 +

x + 1)

Generator matrix:

[2 0 0]

[0 2 0]

[0 0 2]

Podemos verificar el Teorema 3.2.10 usando las instrucciones de la sub-
sección anterior para calcular la imagen de Gray y verificar la cuasiciclici-
dad.
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