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INTRODUCCION

La Teorfa de cédigos algebraicos ha utilizado a los anillos finitos
de cadena [4] en los dltimos afios, en particular a los anillos de Galois
(los cuales son una subclase de éstos cf. [3], [19]) y a las imagenes
bajo la funcién de Gray de cédigos definidos sobre éstos ultimos,
(cf.[8], [9] vy [14]) para el estudio de c6digos sobre anillos de Galois
y campos finitos, teniendo como ejemplo los trabajos de Nechaev
[16] y Hammons et. al. en [2] donde demostraron que el cédigo de
Kerdock es la imagen de Gray de un cédigo ciclico lineal extendido
sobre el anillo de Galois GR(22,1) = Z*.

Por otro lado, los anillos de Galois son extensiones tinicas del ani-
llo de clases residuales Z,s = Z/p°Z, con p y s enteros positivos
y p un nimero primo. Suelen denotarse por R = GR(p®, m), dénde
la caracteristica del anillo es p® y su cardinalidad p*". La representa-
cion p-adica de los elementos de GR(p®, m) es vital en la definicién
de la funcién de Gray para c6digos definidos sobre éstos anillos, y la
estructura del anillo truncado de vectores de Witt de longitud “s” sobre
el campo finito IFym, Ws(IF,), se vuelve imprescindible para noso-
tros, en la tarea de averiguar como se operan las p-reducciones de
las componentes p-ddicas de los elementos de GR(p®, m), dicho anillo
truncado de vectores de Witt fue propuesto por Ernst Witt en 1936,
el cual los descubrié mientras estudiaba las extensiones p-abelianas
en los trabajos de A.A. Albert, Artin-Scherier y Kummar. (cf. [7],[10])

La presente tesis tiene como objetivo hallar las condiciones necesa-
rias y suficientes para que la imagen bajo la funcién de Gray de un
codigo A-ciclico definido sobre un anillo de Galois de indice de nilpo-
tencia 3 sea cuasi-ciclica y que la imagen bajo la funciéon de Gray de
un coédigo ciclico lineal definido sobre un anillo de Galois de indice de
nilpotencia 3, sea cuasi-ciclica.

Este manuscrito estd organizado de la siguiente manera:

El Capitulo 1 estd conformado por un repaso sobre las estructuras
algebraicas que estdn involucradas en el desarrollo y culminacién
del objetivo de esta tesis, siendo sus primeras tres secciones un re-
cordatorio sobre anillos de Galois, campos finitos y teoria de cédigos
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y destacando en su cuarta seccion el Teorema 1.4.9 el cual exhibe un
isomorfismo entre el anillo truncado de vectores de Witt de longitud s y
el anillo de Galois GR(p®, m).

En el Capitulo 2 estudiamos algunas definiciones de la funcién de
Gray para anillos de Galois comenzando con Z; = GR(22,1):

¢: 74— TF3
0—00 2+—11
1—01 3—~10

y como se obtienen las imdgenes de Gray de cddigos cuaternarios. En
la seccién 2.3 se estudia la funcién de Gray que se utilizara en este
trabajo, utilizando herramientas como el producto de Kronecker, una
dispocision particular de los elementos del campo finito IFym y tres
vectores ¢y, €1 y ¢ para este proposito:

Definicién. Sea R un anillos de Galois de indice de nilpotencia 3. La
funcién de Gray definida en R" estd dada por:

2
P : R" — Fy'
c—ro(c) ®co+11(c) ® e +12(c) ® e

con R = GR(p>,m) y q = p™.

El Capitulo 3 esta dedicado a los pormenores de conceptos y preeli-
minares que resultan necesarios para el desarrollo y comprensién de
las demostraciones de los resultados centrales de este trabajo:

Teorema. Un R-cédigo C de longitud n es A-ciclico si y sélo si, su
imagen bajo la funcién de Gray ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico sobre
Fpn de indice p>"~! y longitud np®™.

Teorema. Un R-cédigo C de longitud n es un cédigo ciclico lineal si
y s6lo si [T (®(C)) es un c6digo cuasi-ciclico de indice p2™ 1y
longitud ng?* sobre F,.

Los anteriores resultados no son nuevos, ya que en el articulo de
S. Jitman y P. Udomkavanich [8] se publican resultados similares,
sin embargo, el tratamiento que se le ha dado en el presente traba-
jo tiene como eje principal poner enfésis en el uso de herramientas
alternativas como la permutacién de Nechaev, las representaciones po-
linomiales de palabras-¢odigo y la manipulacién de ciertas unidades
especiales en los anillos de Galois mediante relaciones obtenidas a
traves del andlisis del anillo truncado de vectores de Witt de longitud 3.
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Dicho tratamiento proporciona nuevas demostraciones para estos re-
sultados que resultardn de utilidad para el lector familiarizado con
los contenidos ya mencionados y que presente interés en el estudio
de los cédigos definidos sobre anillos de Galois.

Finalmente, el lector encontrard dos apéndices, en el primero se con-
centran enunciados y definiciones que sirven como complemento
para los temas abordados y en el segundo, un breve manual de al-
gunas instrucciones del programa computacional MAGMA el cual
result6 ser una herramienta extremadamente til en la construcciéon
de ejemplos a fin de tener una visién concreta de los teoremas que
fueron el nucleo de éstos dos afios de trabajo.



INDICE GENERAL

1 PRELIMINARES 1
1.1 Campos Finitos 1
1.2 Anillos de Galois 3
1.3 Teoria de cédigos 6
1.3.1 Coédigos sobre campos finitos 7
1.3.2 Coédigos cuaternarios 9
1.3.3 Codigos sobre anillos de Galois 12

1.4 Anillo de vectores de Witt 16
1.4.1 Aritmética p-adica 30

2 LA ISOMETRIA DE GRAY 37
2.1 La funcién de Gray en Z4 37
2.2 Imagenes de Z)-cédigos 39
2.3 La funcién de Gray generalizada 42
2.3.1  Producto de Kronecker 42
2.3.2 Los elementos de IF, 43
2.3.3 Dos definiciones de la funcién de Gray 45

3 IMAGENES DE GRAY DE R-cODIGOS 53
3.1 Imagen de Gray de un cédigo constaciclico 53
3.1.1  Cdédigos constaciclicos 53
3.2 Imagen de Gray de un cédigo 7y-ciclico lineal 57
3.2.1 Representaciones polinomiales de codigos 57
3.2.2 Coédigos y-ciclicos y la permutaciéon de Nechaev 63

A RESULTADOS COMPLEMENTARIOS 73
A.1 Inmersién de la estructura de anillo 73
A.2 Polinomios en varias variables 74
A.3 Raices p-ésimas en campos finitos 76

B MAGMA 79
B.1 Representaciones p-adicas 79
B.1.1 Polinomios Ménicos Basicos Primitivos 82
B.2 La funcién de Gray 82
B.2.1 MAGMA en anillos de indice de nilpotencia

3 84



B.2.2 La funcién de Gray 86

B.3 Coédigos en MAGMA 87
B.3.1 Codigos constaciclicos 87
B.3.2 (Cobdigos ciclicos lineales 89

BIBLIOGRAFIA 94
Indice Alfabético 95
Indice de Figuras 97

Indice de Cuadros 99

INDICE GENERAL |

Xl






PRELIMINARES

En este capitulo introduciremos conceptos y resultados fundamen-
tales concernientes a las estructuras algebraicas involucradas en el
desarrollo del presente trabajo, las cuales son: los campos finitos,
anillos de Galois y los c6digos definidos sobre estos alfabetos.

Para estos fines, se presentard el contenido estructurado de la si-
guiente manera: teoria sobre campos finitos, un acercamiento a los
anillos de Galois, conceptos bdsicos y propiedades de la teoria de c6-
digos definidos sobre campos finitos y anillos de Galois y finalmente
un desarrollo detallado de una construccion del anillo de vectores de
Witt y su relacién con los anillos de Galois.

En la primera parte (Campos finitos y Anillos de Galois) se han omi-
tido las demostraciones de los resultados y se presentan a modo de
resumen considerando que el lector esta familiarizado con la litera-
tura elemental de estos topicos, sin embargo, se pueden encontrar
dichas demostraciones en [3], [11], [17], [18] y [19].

1.1 CAMPOS FINITOS

Recordemos que un campo es un conjunto no vacio IF con dos ope-
raciones binarias suma + y producto - tales que:

Los pares (F, +) y (F*,-) F*=TF \ {0}, son grupos abelianos
con elementos neutros 0 y 1 respectivamente.

Existe una ley distributiva del producto sobre la suma.

Ademés, si F es un conjunto finito, diremos que éste es un campo
finito. Un subconjunto K de F que también es un campo, es un sub-
campo de [F y decimos que F es una extension del campo K. Un campo
(subcampo) K que no posee subcampos distintos de si mismo, es un
campo primo (subcampo primo de F).

Todo campo finito IF con p™ elementos donde m € IN, satisface las
siguientes propiedades:



La caracteristica de [F es un niimero primo p y su subcampo
primo es isomorfo a Z p =2 /pZ.

Si f(x) € Zp[x] es irreducible con grad(f) = m, entonces
el anillo cociente Z,[x]/(f(x)) es un campo finito con p”
elementos, en consecuencia (salvo isomorfismos) solo hay un
campo finito con p™ elementos.

Para todo k € IN y u, v € FF un campo finito de caracteristica
p: (u+ v)Pk = ub" +oP"

El grupo multiplicativo IF* formado por los elementos distintos
de cero del campo, es ciclico y cualquier generador de éste
es llamado elemento primitivo, més aan si h(x) € F[x] es el
polinomio minimo" de dicho elemento primitivo, decimos que
h(x) es un polinomio primitivo.

Todo subcampo K de un campo finito con p™ elementos posee
p* elementos donde d es un divisor positivo de m. De manera
reciproca, para cada divisor positivo d de m existe un subcam-
po de F con exactamente p? elementos, en consecuencia los
subcampos de un campo finito forman una reticula completa
respecto a la contencion.

Todo elemento u € FF satisface que u”" = u, ademas F es iso-
morfo al campo de descomposicién del polinomio xP'— x €
Zy[x].

El campo F es un espacio vectorial de dimensién finita sobre
su subcampo primo, de hecho, si P es el subcampo primo de
IF:

[F : P] := dim (pFF),

el entero [F : P| es llamado grado de la extension de IF sobre P.

Si f(x) es un polinomio irreducible en Z,[x] y primitivo en
F[x], de gradf(x) = m con w como una de sus raices, entonces
F ~ Z,[x]/(f(x)), B = {1, w,«w?...,w" '} es una base de F
sobre Z, y denotamos F = Z,[w].

Existe un automorfismo:
o ]Fpm — ]Fpm
u— ub,

1 h(x) es el polinomio minimo de « si es el polinomio irreducible de menor grado
tal que h(a) = 0.



que deja fijos a los elementos de su subcampo primo, es decir,
o(u) = u siy sélosiu € Zy. o recibe el nombre automorfismo
de Frobenius.

El automorfismo de Frobenius ¢ forma un grupo ciclico de or-
den m bajo la composicion, el cual es llamado grupo de Galois
de IF,n sobre F, y se denota por Gal(IFF,n /TF)).

En lo sucesivo, adoptaremos la siguiente notacién: GF(p™) o [Fyn pa-
ra denotar a un campo finito con p™ elementos, el subcampo primo
de un campo finito serd denotado por IF, o GF(p) dependiendo del
contexto y si al hacer uso indistinto no hay ambigiiedad también lo
denotaremos por Z,,.

1.2 ANILLOS DE GALOIS

Los anillos de Galois son extensiones tinicas salvo isomorfismos
del anillo de clases residuales Z,s con s € IN. Una de las particu-
laridades que hacen que estos anillos sean de interés para nuestros
propdsitos es la estrecha relacién que guardan con los campos fini-
tos, como el lector podra contemplar a continuacioén. Los siguientes
resultados pueden ser consultados asi como sus demostraciones en
[3]y [19].

Sean p un ntmero primo y s un entero positivo, consideremos a
Zy = Z/p°Z el anillo de enteros médulo p°, Zys[x] el anillo de
polinomios en la indeterminada x con coeficientes en Zs, (pl) el
ideal principal generado por pl y las funciones:
. Zps 0 - v
wiZp = o fl: Zps[x] — o0 [x]
—>

a+— a+ (pl) f(x) = a(f(x)),

N

donde y es el homomorfismo candnico o y-reduccion el cual se extiende
de manera natural al anillo de polinomios Z:[x], aplicando y a los

Z s
coeficientes de un polinomio f(x). Es facil verificar que <p—’i> ~F,y

por consiguiente %[x] ~ IF,[x], de modo que los denotaremos de

esta manera y tanto p(a) como fi(f(x)) serdn denotados de manera
indistinta por a y f(x) respectivamente.

Un polinomio ménico f(x) € Zps[x] sera llamado bdsico irreducible

(bdsico primitivo) si f(x) € Fp[x] es irreducible (primitivo).



Un anillo finito, conmutativo R con identidad 1, es un anillo de Galois,
si el conjunto D de los divisores de cero de R con el cero afiadido,
forman un ideal principal, el cual es generado por 0 o por pl. Algu-
nas de las propiedades de un anillo de Galois que nos resultaran de
suma utilidad se enlistan a continuacién, cabe mencionar que abu-
sando de la notacién, denotaremos a p1 mediante p.

Si R es un anillo de Galois tal que D es el conjunto vacio, en-
tonces es un campo finito, de lo contrario el ideal principal
(p) = DU{0} es el tnico ideal maximal de R, es decir, R es un
anillo local.

El campo residual RF = R/(p) es isomorfo a [F,m y la caracte-
ristica de R es p®, para algunos enteros no negativos m y s, es
por estd razén que denotamos al anillo de Galois R mediante
GR(p®, m).

R contiene un subanillo isomorfo a Zs, en [3, Lema 3.2.2] se
exhibe que dicho subanillo es {r1 : r € Z}, en lo sucesivo lo
denotaremos por Zys y todos sus ideales son de la forma ( p*)
con k € {0,1,...,s} y son tales que |(p¥)| = ps~0". Ademas,
forman la cadena:

O=@)c@pHc-SpcP’)=1=R

es decir, R es un anillo finito de cadena de indice de nilpotencia
s.

Sea ugr : R — RF el homomorfismo canénico entre R y su
campo residual, de manera andloga a u éste puede extenderse
mediante fig : R[x] — RF[x] aplicando up a los coeficientes del
polinomio f(x) € R[x].

Para todo anillo de Galois R = GR(p®, m) existe un polinomio
monico basico irreducible h(x) en Z s (x| tal que grad(h(x)) =
my:

Zps[x]
(h(x))’
ademds existe un elemento no cero { € R que es raiz del po-
linomio h(x) y tal que todo elemento de ¢ € R admite una
representacion unica dada por:

(1.2.1)

GR(p®, m) ~

cotal+ 1™t (k€Zp,0<k<m—1).
(1.2.2)
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de ahi que podemos denotar también R = Z,:[{], a esta no-
tacion se le ha dado el nombre de representacion aditiva de los
elementos del anillo de Galois.

Si el elemento ¢ en GR(p®,m) es tal que ord(¢) = p™ — 1, el
conjunto:

T={¢":0<k<p"-2}u{o}, (1.2.3)

recibe el nombre del conjunto de Teichmiiller y es tal que: u(7T) =
RF, es decir, es un conjunto de representantes del campo resi-
dual de R. Ademds, todo elemento ¢ € GR(p®, m) puede expre-
sarse de manera tinica mediante:

¢ = po(c) +por(c) + -+ p°ps_1(c), (1.2.4)

donde pj(c) € T para 0 < j < s — 1. (1.2.4) recibe el nombre
de representacion p-ddica y los pj(c) son llamados componentes
p-ddicas.

Un elemento ¢ € R = GR(p®, m) satisface que ¢ € (p) si y s6lo
po(c) =0y c & (p)siysodlosipg(c) # 0, ademds si R* denota
el grupo de unidades del anillo entonces R = (p) UR* y R*
es producto directo de un grupo ciclico de orden p™ — 1 y un
grupo G de orden p(s~ D,

Para continuar con la revisién de los anillos de Galois, nétese que
en lo sucesivo denotaremos a los homomorfismos yr y fig mediante
— como ya se hizo anteriormente para Z,s, se heredan los concep-
tos de polinomios basicos irreducibles y bésicos primitivos para un
polinomio ménico f(x) € R[x] si f(x) es irreducible o primitivo en
R[x] = Fpn[x]; la notacion aditiva (1.2.2) corresponde a un polinomio
r(x) € Zys[x], pues por (1.2.1) todo elemento puede ser visto como
una clase polinomial f(x) + (h(x)), en virtud de esto, r(x) es un po-
linomio tal que h(x) | [f(x) —r(x)] o en otras palabras f(x) = r(x)
(méd h(x)). Algunos ejemplos de anillos de Galois son:

(i) GR(p,m) = GF(p") = Fpn

(ii) Dado el polinomio f(x) = x2+5x+7 € Zy[x], f(x) = 2+

x + 1 es primitivo en F;[x], asi f(x) es bésico primitivo y por

consiguiente <xzz++£ﬂ7> ~ GR(23,2).

5



Finalmente, consideremos que R = Z,s[¢], entonces puede definirse
un isomorfismo de anillos ® : R — R dado por:

Oco+ 1+ +emal™ 1) =co+ 18" + -+ g EIPY
(1.2.5)
tal que O(c) = ¢, si y sblo si ¢ € Zys, éste isomorfismo forma un
grupo ciclico de orden p™ — 1 con la composicién de funciones de-
notado por (®) o Gal(R/Zs) y es llamado el grupo de Galois de R
sobre Zs y tal isomorfismo es llamado automorfismo generalizado de
Frobenuis.

1.3 TEORIA DE CODIGOS

En éste apartado, recordaremos algunos conceptos bésicos de la
teoria codigos sobre campos finitos y anillos de Galois.

Cualquier conjunto finito no vacio A es un alfabeto y sus ele-
mentos reciben el nombre de simbolos.

Un cédigo de longitud 7 es un subconjunto C del producto car-
tesiano A", los elementos de un cédigo son llamados palabras
cédigo y si |C| = M entonces decimos que C es un (1, M)-c6digo
sobre A.

Si A es un anillo finito, entonces un cddigo lineal es un submo-
dulo de A" (visto como A-mébdulo).

Si A es un campo finito con p™ elementos, entonces un [n, k|-
cédigo lineal es un subespacio vectorial de A" (visto como IFn-
espacio vectorial) de dimensién k.

Un corrimiento ciclico es una funcion:
g: A" 5 A"

(ao, ..., ap—2,a,-1) — (ap_1,a0,...,0n-2)

y un cddigo ciclico es un cédigo C tal que o(C) = C.

Dado n un entero positivo, si existen t,s enteros positivos ta-
les que n = st, el vector a = (ap,ay,...,a,—1) de longitud
n, puede ser escrito en t bloques de longitud s, es decir, a =
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<a[1] |al? | .. a[t]> donde el k-ésimo bloque de longitud s es-
tarfa dado por:

a[k] = (akl, e ,ak(s_l)/ask)'

e Dado un vector de longitud n = st, un corrimiento cuasi-ciclico
o IF" — F" es una funcion tal que:

c®(a) = (E (a[1]> T (am) T (a[t]>> .

o El codigo C se dirad cuasi-ciclico de indice t y longitud st, si
c®(C) =C.
1.3.1  Cddigos sobre campos finitos

Sea IF; un campo finito con g = p™ elementos y n un entero posi-
tivo.

e La interseccion de dos palabras cédigo x = (x,x1,...,X,-1) ¥
v = (Yo, ¥1,---,Yn—1) en F}, es el vector:

sz = (Xoyo, X1Y1, - '/xn—lyn—l)-

e El peso de Hamming de una palabra codigo x € [y, denotado
por wg(x) se define como:

wy(x) = [{0<j<n—1]x #0}.

e La distancia de Hamming entre dos palabras c6digo x, y la deno-
taremos por dp(x,y) estd dado por:

wh(x —y).

e Si C es un codigo sobre IFy, la distancia minima de Hamming es:

dc = min{dy(x,y) |x,y € Cyx #y}
:min{wH(g—g) ‘Lze Cyx 75%}

Si C es un cédigo lineal de longitud 7, dimensién k y distancia
minima d decimos que C es un [#, k, d]-c6digo lineal.



La distancia minima de un [n, k]-cédigo lineal es de suma im-
portancia en la teoria de c6digos detectores-correctores de erro-
res, uno de los resultados més relevantes respecto a este para-
metro se enuncia a continuacion.

Teorema 1.3.1 ([12] Teorema 3.9, pag. 16). Un [n,k,d]|-cédigo lineal,
puede corregir [%(d - 1)] % 0 menos errores.

Ejemplo 1.3.2. El cédigo de repeticion binario de longitud n > 1,
es un [n, 1, n]-cédigo lineal sobre F, dado por:

Rep(n) := {(0,0,...,0),(1,1,...,1)}

Los c6digos de Hamming son de suma importancia en la teoria
de coédigos, unos de los méas famosos es el [7, 4, 3]-codigo lineal
binario de Hamming H3 o cédigo simplex.
5 = {(0000000), (1000011), (1100110), (0100101), (0110011),

(1110000), (1010101), (0010110), (0011001), (1011010),

(1111111), (0111100), (0101010), (1101001), (1001100), (0001111)}

La dimensién de H3 es 4 puesto que coincide con el ntcleo de

la matriz:
0 1
0 1
1 1

esta matriz, es llamada matriz de chequeo de paridad, en [12] se
abordan con mayor profundidad el estudio de estos c6digos y
las matrices asociadas a éstos.

00111
11001
01 010

El codigo C, = {(00/00), (10|01), (01]10), (11]11)} es un [4,2]-
cédigo lineal sobre IF,. Hemos separado a cada palabra cédigo
de C en t = 2 bloques formados por s = 2 simbolos asi, apli-
cando ¢®? tenemos que:

por consiguiente, c“2(C) = C, y en consecuencia, C es un c6di-
go cuasi-ciclico de indice 2 y longitud 4.

2 Aqui [}(d —1)] denota al méximo entero menor o igual que 1(d — 1).



Un ejemplo muy famoso de cédigos sobre IFp, son los famosos
codigos de Reed-Miiller, dichos c6digos poseen diversas construc-
ciones, como la construccién (u|u + v) de Plotkin o mediante
el uso de polinomios Booleanos (cf. [15] y [17]).

Dados m un entero positivo y r un entero no negativo tal que
r < m, un c6digo de Reed-Miiller denotado por R(r,m) es
un [2™,r,2"7"]- c6digo lineal y si r # m todas las palabras de
R(r,m) tienen peso par.

R(1,3) := {00000000,11111111,00001111,00110011,01010101,00111100,
01011010,01100110,01101001,11110000,11001100, 10101010,
11000011,10100101, 10011001, 10010110}

1.3.2 (Cddigos cuaternarios

Definicién 1.3.3. (i) Decimos que un cédigo C es cuaternario si su
alfabeto es Z4 o IFy,, y diremos que es cuaternario lineal si es un
Z.4-mbdulo, o bien un Fp-espacio vectorial respectivamente.

(ii) El peso de Lee en Z4 lo denotamos wy (x) y estd dado por:

wy 24y — Z
0—0 2—2 (1.3.1)
1—1 3—1

(iii) Para cada k € {1,2,3}, si x € Z] definimos:
we(x) = {0 < j < n—1] x = K} (132)

(iv) El peso y la distancia de Lee en Z} son respectivamente:

n—1
wi(x) =) wr(x;) (1.3.3)
i=0
n—1
dr(xy) == ) wr(x;—yj) (1.3-4)
j=0

Observacion 1.3.4. La distancia de Lee s6lo puede calcularse en c6di-
gos cuaternarios lineales, méas atin el concepto de distancia minima se
extiende a la distancia de Lee de manera usual:

Oc = min{wL(g) eC | c 79 Q}
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Lema 1.3.5. Sean x = (xo,...,X4-1) € Zi, y = (Yo,---,Yn-1),2 =
(20, ...,2n—1) € FF}. Entonces:

(i) wi(x)= w1 (x) + 2w (x) + w3 (x).
(i) wy(y +z) = wu(y) +wn(z) — 2wn(y Nz)

(iii) Si denotamos mediante (y,z) € F5" a la concatenacion de y y z se
consigue que:

wr(y,z) = wr(y) + wn(z)

Demostracion. (i) Veamos que en Zy: wy(x;) = wi(x;) + 2wo(x;) +
ws(x;), para esto observe la Figura 1.

x | wr(x) | wa(x) | wa(x) | wy(x) 4+ 2wy(x) + ws(x) | wr(x)
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 1
2 0 1 0 2 2
3 0 0 1 1 1

Figura 1.: Peso de Lee en Zj.

Por otro lado, aplicando (1.3.3):
n—1
wi(x) =) wi(x)
i=0

n—1
i=

=Y [wi(x;) + 2wa (x;) + w3 (x7)]

o

n—1 n—1 n—1
=Y wi(x)+2) wa(xi) + ) ws(xi)
iz0 i=0 i=0

w1 (x) + 2wz (x) + ws(x).

(ii) Sean wy(y) = p y wru(z) = q, supbngase, sin pérdida de generalidad
que, 0 < p {q <n.Si0=p=gentonces y =0 = z y el resultado es
trivialmente cierto. Si0 = p < gentoncesy =0, y+z =zyynNz =0
y el resultado se sigue nuevamente. Ahora, si 0 < p < gy wy(yNz) =r
entonces ambas palabras-cédigo coinciden en r componentes, asi que al
sumar y con z el vector resultante tiene r ceros y por consiguiente hay
(p — r) coordenadas con 1’s que son aportados por y y (7 — r) coordenadas

con 1’s aportados por z, luego:
wu(y+z)=(p—r)+(q-71)
=p+q-—2r
= wh(y) + wu(y) —2wn(y Nz).
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(iii) Notemos que:
(y.2) = (y,0) + (0 2).

El resultado se sigue trivialmente de (ii). O]
Ejemplo 1.3.6. El c6digo
C; = {(0000), (1111), (2222), (3333), (0202), (1313), (2020), (3131) }

es un coédigo cuaternario ciclico lineal de longitud 4, asi que
aplicando el Lema 1.3.5, podemos hallar el peso de Lee de cada
palabra cédigo.

w

I~
—

c)

1o
S
—_
~
[}
N—
S
N
—~
I}
N—r
S
W
~
[}
N—

NI OIN OO OO

OINOINO|H=OO

N ool k|o|lolo
i ] ] oo x| o

luego, como C; es un cédigo lineal, se sigue que la distancia
minima de Lee éc, es 4.

Un cédigo cuaternario puede estar determinado por una ma-
triz como en el Ejemplo 1.3.2. Sea

0 2
=(25):

el codigo C; resulta de las filas de G, es decir, G = ((02), (20))
de ahi que:
C2 = {(00), (20), (02), (22) }

y los pesos de Lee de sus palabras cédigo son:

c |wr(e)| ¢ | wr(e)
©0) | 0 |2 2
200 2 [(22)] 4

De ahi que C; es un [2,2]- c6digo ciclico lineal con distancia
minima 2.
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1.3.3 Cddigos sobre anillos de Galois

Sea R = GR(p®,m) donde p es un ntimero primo y s, m son enteros
positivos. Como se ha mencionado antes, R es un anillo finito de
cadena de indice de nilpotencia s, es decir la cadena:

@c@EccE)cp)c)=R (1.3.5)

enlista y ordena a todos los ideales de R, haciendo uso de estose
introduce la siguiente:

Definicién 1.3.7. Sea R = GR(p®, m), se define (ver [6]):

(i) El peso homogéneo en R como:

(p" = 1)pm=2 sice R\ (p°1)
Whom (€) = { pms=1) sice (pP 1)\ (0) (1.3.6)
0 sic=0.

(ii) La distancia homogénea en R:
Apom (€, d) = Wpop(c —d). (1.3.7)

(iii) El peso homogéneo de ¢ en un R-cédigo C:

n—1
Whom(€) = Z Whom (Ci)- (1.3.8)

i=0
(iv) La distancia homogénea entre dos palabras cédigo ¢ y d de un

R-codigo C:

n—1
dhom (Q d) = Z dhom (Ci/ di) (1-3-9)

i=0
El peso homogéno y la distancia homogénea definidos en este apar-
tado resultan herramientas de gran utilidad en el estudio de los c6-
digos definidos sobre anillos finitos de cadena en general, por dicho

motivo al ser los anillos de Galois pertenecientes a esta familia anali-
zaremos sus propiedades. (cf. [4],[6])

Lema 1.3.8. Para cada c,d € R:
(1) whom(c) > 0.

(ii) Whom(c) = 0siy sélosic = 0.
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(iii) whom(c) = whom(_c)'
(i) Whom (C + d) < whom(c) + Whom (d)
Demostracién. (i) y (ii) son inmediatas de (1.3.6).

(iii) Si ¢ = 0 entonces —c = 0 y se tiene el resultado. Por otro lado si
c#0yc € (p°!), como éste es un ideal entonces es un subgrupo
aditivo de (R, +), luego —c € (p*~!) y nuevamente se tiene el resulta-
do. Si por el contrario ¢ ¢ (p*~!) entonces éste es una unidad, luego
existe u € R tal que cu = 1, pero tenemos que (—c)(—u) = cu =1,
es decir —c es también una unidad y asi se confirma que para todo
ceR:

whom(c) = whom(_c)'
(iv) Tenemos los siguientes casos:
cAso 1: (c =d = 0). Aqui es claro que:
whom(c + d) :whom(c) = whom(c) +0=wpom (C) + Whom (d)
caso 2: (c = 0 od = 0). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que ¢ # 0.
Whom (C + d) = Whom (C) = whom(c) +0=wpom (C) + Whom (d)

cAso 3: (¢ # 0,d # 0). Tenemos tres subcasos:
suBcAso 1: (c,d € (p°~1)). Si esto ocurre, entonces ¢ +d €
(p*~1) pues éste es un ideal, asi:

whom(c+d) _ pm(sfl) < pm(s—l) +pm(s—1) _ whom(c) +whom(d)~

suBcaso 2: (c,d ¢ (p°~1)). Puede ocurrir que c +d = 0, ¢ +
d ¢ (p°1) o por otro lado que c +d € (p*~!), en el primer
caso es trivial, para el segundo se sigue que:

Whom (¢ +d) = (p" = 1)p"*~?
< (p" =1 4 (p - 1)pe?
= Whom () + Whom (d)-
Mientras que en el tercer caso consideremos que:
2<p”
24+ p" < 2p™
pr<2(p" -1)
prey <o(p — 1)pne
Whom (€ +d) < Whom (€) + Whom(a)-
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suBcaso 3: (c € (p*1),d ¢ (p°1)). Puede suceder que c +
d € (p°!), obien, c+d ¢ (p°1). Si ocurre lo primero,
como (p™ —1)p™~2) > 0 entonces:

whom(c+d) _ pm(sfl)
< pm(s—l) + (pm o 1)pm(s—2)
= Whom (€) + Whom ().
Si ocurre lo segundo, notemos que también p"—1) >0y
ast:
Who (¢ +d) = (p" = 1)p" 2
< pm(s—l) + (pm o 1)Pm(s—2)
= whom(c) + Whom (d)

Por lo tanto, para todos ¢,d € R :

Whom (€ + d) < Wiom (€) + Whom (d).

0

Corolario 1.3.9. (i) Paratodon > 1. (R",dy,,,) es un espacio métrico.
(i) Para todoc € Ry u € R* : Wyop(¢) = Whom (uc).

Demostracion. (i) Por el Lema 1.3.8, dj,,, satiface los axiomas de una
métrica, luego también lo hace dj,,, por ser ésta una extensiéon de

dhom .

(ii) Tenemos cuatro casos:

cAso 1: (c = 0) Entonces para todo u € R* : uc = 0 asi wy,,(c) =
0 = wWyom (uc).

cAso0 2: (c € R*)Seau € R*,luego uc € R* y es claro que wy,,(¢) =
whom(uc)'

caso 3: (c € (p¥), 1 <k <s—2)Dado que u € R* ycomo cada (p¥)
es un ideal distinto de (p°~1) es claro que uc € (p*) # (p° 1) y
se tiene la afirmacion.

caso 4: (c € (pG=)\ (0)). Como éste es un ideal entonces uc €
(p*~1) \ (0) para cualquier u € R* de dénde se sigue el resulta-
do.
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]

Para finalizar la seccién apliquemos algunos de estos conceptos en
el anillo de Galois R = GR(p>,m). Como ya mencionamos R es tal
que:

e Todos sus ideales son:
0)c (p*) Cc(p)CR

o Existe un elemento ¢ # 0 de orden p™ — 1, tal que para todo
ceR:

¢ = po(c) + per(c) + pPpa(c)
donde pi(c) € T = {0,1,&...&7" 72}, su representacién p-
adica.
» El grupo de unidades de R, es un grupo abeliano multiplicativo
de cardinalidad (p™ — 1)p*™.

» El peso homogéneo en R es:

(p" —1p" siceR\ (p?)
Whom (€) = PZm sice (pZ) \ (0)
0 sic=0

Ejemplo 1.3.10. Sean p = 2, m = 3, n = 3 entonces:

. Zg[x]

(B 4x+1)
Los elementos del anillo son clases de equivalencia de polinomios de
grado a lo més dos con coeficientes en Zg, asi que usaremos unica-

mente a los representantes de dichas clases como los elementos de
R, es decir:

R:= {a0+a1x+a2x2 |ay € Zg, (0 <k < 2)}
El siguiente conjunto C es un (3,6)-c6digo sobre GR(23,3) :
C:={(2x,x, x?), (5x%,2x, x), (5x,5x2,2x), (2x, 5%, 5x%), (x2, 2%, 5x%), (x, x2,2w)} )
El peso homogéneo de los elementos de GR(23,3) estd dado por:
56 sice R\ (4)
whom(¢) = 64 sice (4)\(0)
0 sic=0

y la siguiente tabla exhibe el peso homdgeneo de cada palabra c6digo
de C.
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c Whom (€) 4 Whom (€)
(2x, x, x?) 168 (2x,5x,5x%) 168
(5x2,2x, x) 168 (x%,2x,5x) 168
(5x,5x2,2x) 168 (x,x2,2x) 168

1.4 ANILLO DE VECTORES DE WITT

En esta seccién analizaremos la construccion del anillo de vectores
de Witt y el isomorfismo entre el anillo truncado de vectores de Witt
y el anillo de Galois GR(p®, m). Dicho analisis se encuentra basado

en [5], [7] y [10].

Consideremos Q = Q|[x;,y;,z¢| con i,j,k € NU{0} y QN el anillo
de las sucesiones infinitas a = (a,) = (ag,a1,...,a4,-1,...) tales que
ay, € Qparav € NU{0} dotado de las operaciones suma y producto
componente a componente y los elementos (0) = (0,0,...,0,...) y
(1) =(1,1,...,1...), como los neutros de éstas operaciones respecti-
vamente.

Dotaremos a QN de dos nuevas operaciones suma y producto. Asi,
dada una sucesién a € QN y p un ntimero primo, definimos:

p: QN — ON
a— P(a):= (ah,al,...,a0_,,..),
y para cada v € N U {0} las relaciones:
d® =ay y ¥ =(P@)" +p" a0 (1.4.1)

Es facil ver que de (1.4.1):
al) = agz—l— pay
a?) = ab + pal + p2ay

v—1

p

aV) = aov + paf +o+ p”‘lafj_l + p'ay.

Con todo esto, definimos las funciones:
¢p: QN — ON
a— ¢(a):=(a9,aM, a4 ),
p: QN — ON
b— ¢(b) = (co,¢1,-+-,Cn-1,--),



1.4 ANILLO DE VECTORES DE WITT | 17

donde

Cop = bo

1 = 1 (bl — Cp)
p 0
1 2

=3 (bz —c) —pcy ) (1.4.2)

1 pr1 pv2 2 p
Cy1 = F <bv_1—co —pc; ——p Cu—z)-

El siguiente lema nos muestra la estrecha relacién entre las funciones

Py Y.
Lema 1.4.1. La funcién ¢ es una biyeccion y ¢—1 = 1.
Demostracion. Sea a = (ag,ay,...,a,_1,...) € QN, entonces:
¥p(a) = p(a®,aM), a1, )

n—2

n—1
= (ap,ah +par,...,ah +pal - +p" 2l L+ p"la, g,

= (C0,C1y v/ Cety - -)

Demostraremos por induccion que ¢; = a; parai € {0,1,...}.

Sii = 0 se sigue de (1.4.1) que ¢y = ag9. Ahora supongamos que para
cada i < n —1, ¢; = a; entonces por (1.4.2):

1 n—1 n—2 . B w1 o
1 n—1 n—2 B B el w2
= (”g +pal 4+ p" Al L+ p o —al)  —pal  ——p

1 _
= — (p" 1an_1) = y_1,

de ahi que: ¢¢(a) = (co,€1,...,¢n-1,-..) = a. Por otro lado, sea
b= (by,by,...,by_1,...). Entonces:

(Pl/] (b) - (P (CO/ Cly---,Cp—1-. ) = <C(O),C(l), L ’C(I’lfl)> )

Nuevamente mediante induccién probaremos que ¢’} = b; para cada
i €{0,1,...}, como se dijo antes, por (1.4.1) se tiene que cy = byp. Si
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suponemos que para i < n —1, ) = p,; y sustituimos a ¢, 1 segun
(1.4.2) tenemos que:

n—2

=) = Py pc] 4 p"

n—1
+p 7 (G (b =) —pd =)

= by

n—2

de lo anterior, se concluye que y¢(b) = (bo,b1,...,by—1,...) = b,y
se sigue el resultado. O

Dado que la funcién ¢, resulta ser una biyeccién en QN, podemos in-
ducir una nueva estructura de anillo, mediante la definicién de nue-
vas operaciones suma y producto, como lo haremos en la siguiente
proposicion. Si el lector desea revisar una demostracion detallada de
esta afirmacién puede consultar el Teorema A.1.1.

Proposicién 1.4.2. Dados a,b € QN definimos:

a®b:=yp(p(a)+ (b))
a®©b:=1(¢(a) (b))

entonces (QN, ®, ®) es un anillo conmutativo con identidad (1,0,...,0,...),
neutro de la suma (0,0,...,0,...) al cual llamaremos anillo de vectores
de Witt, lo denotaremos por W(Q), y sus elementos neutro de la suma e
identidad se denotardn por 0 y 1 respectivamente.

Nétemos que por la Proposicion 1.4.2 y la biyectividad de ¢:

Pla®b) = ¢(a) +¢(b)
Pa©b) = p(a)¢(b).

Ahora, de la definiciéon de ¢, sic =a @ by d = a © b entonces:

(O e 1)y = (g0 a0, )y (0 D) pD) .

@d©,dm, ., d"V, ) = (a®,aW, e, (09,60, e,
por consiguiente para cada v > 0:
(@@ b)) =g 4 p®
(1.4.3)

(2@ b)W) = a®p).
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Lema 1.4.3. Sean m > 1,0 <i,j,k <n—1,a= (ay),b = (by) tales que
ay, by € Z|x;, yj] con 0 < v < m — 1. Entonces:

a, =b, (mod p™) (0<v<k)
si y solo si:
a) =p")  (mod p"tv) (0 <v <k).

Demostracion. Ya que Z C Q, tenemos que 4,b € W(Q) y asi hare-
mos induccién sobre k > 0.

Para k = 0 tenemos que a0 = g, y b0 = p, entonces ay = by
(méd p™) siy sélo sia® = b0 (mod p"*9).

De (1.4.1) tenemos que para k > 0:

) = (P(a)) ) + pray

1.4.
p® = (P(b)) 1) 4 by, (44)

y supongamos que el resultado es vélido para v < k — 1. Es claro
que:

m+k)'

ar = b (moéd p™) siy sélo si pFag = p*be  (mod p (1.4.5)

Entonces resulta suficiente demostrar que bajo la hipétesis inductiva:
(P(a))* ) = (P(b))*D (mod p™*h),
para llegar al resultado. En efecto si a, = b, (mdd p™) tenemos que:

ay = Ip™ + b,

(0)F = (1" + )"
1
Y (I ()P + (b))

i=1
dado que p | (¥) para1 < i < p se sigue que:

bP lppmp +pm+1 Z t lz m(i— 1)(17 )p—i
i=1

:p lpp (p—1)— _'_Ztlzmzl p—i

donde t; = %(’?), para 1 < i < p —1, por consiguiente, al = b}

(méd p™*1) y esto se sigue para 0 < v < k — 1. Por otro lado, como
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P(a) = (ag,af,...,azfl,...) y P(b) = (bg,bf,...,bﬁfl,...) entonces

por lo anterior si denotamos P(a), = a, y P(b), = b entonces:
P(a)y = P(b), (méd p"*)
y por hipétesis inductiva, esto equivale a:
P(a)¥) = P®)™  (moéd p" ) (0<v<k-—1)

en particular para v = k — 1 tenemos que P(a)*~1 = P(p)*-1
(méd p"*+*) como querfamos y asi sumando lo anterior con (1.4.5):
P(a)*=V) 4 pka, = P(b)* V) 4 pkb, (méd p™+*) y combinando con
(1.4.4)

g =be  (méd p™) < a® =k (mod p" k) (0<v<k)
O
Con los resultados anteriores estamos listos para el siguiente:

Teorema 1.4.4. Sean a,b € W(Q). Si aob representa: a boa®by
adb a +b o a- b respectivamente, entonces (aob), = f,(a; bj) donde
fv(xi, ;) es un polinomio con coeficientes enteros y término constante 0 en
las variables Xi, Y donde 0 <i,j <wv.

Demostracion. Por definicién, (aob), = f,(a;, b;) donde el polinomio
fv(xi,y;) € Q[x;, Y], luego resta demostrar por induccion sobre v > 0
que fu(x;,y;) € Z[x;,y;]. Siv = 0, es evidente que (aob)o = ag 6 by
luego si tomamos fo(x;,y;) = x; 6y; € Z[x;,y;] tenemos el resultado.

Supongamos que el resultado es vélido para (aob); con0 <k <v-—1
y consideremos (1.4.1), entonces:

p'(aob), = (aob)®) — (P(acb))" V). (1.4.6)

Por hipétesis inductiva, si 0<k<v — 1, (a o b); corresponde a algin
polinomio fi(x;,y;) € Z|x;,y;] asi, por el Corolario A.2.5 tenemos
que (ao b),’: corresponde a algun polinomio fk(xf, y;?) = f(P(x;), P(y;))
(méd p), por consiguiente:

P(aob)y = (P(a)oP(b)), (modd p) 0<k<v-—-1),
y asi, por el Lema 1.4.3, esto equivale a:

(P(aob))"™V) = (P(a) o P(b))"V  (mod pY). (1.4.7)
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De (1.4.1) se sigue que a*) = (P(a))"V (méd p¥) y b™) = (P(b))¥V
(méd p) luego por (1.4.3):
(a0b)™) =aMesp™) = (P(a)) Vo))"V (méd pY)

(1.4.8)
(P(a) o P(6))""V  (mod p*). *

Combinando (1.4.7) y (1.4.8) tenemos que p" es un factor de la di-
ferencia de los polinomios que corresponden a (ao b)) y (P(ao
b))("=1), se sigue de (1.4.6) que (a o b), estd asociado a un polinomio
gv(xi,yj) € Z[x;,y;] médulo p como queriamos demostrar. O

En virtud del teorema anterior para (a,), (by) € W(Q) denotaremos
en lo sucesivo:
(a 2 b)l/ = Sl/(a()/ ay, ..., y—1, bO/ bl/ v /bvfl) = Sv(ai/ b])

(1.4.9)
(ﬂ © b)l/ = ml/(a()/ ai,-..,ay—-1, bO/ bl/ e /bv—l) = ml/(ai/ b])/

donde s, m, € Z[x;, yj] parav > 0.
Sea A un anillo conmutativo con identidad 14, dado que Z C Q es

claro que Z[x;,yj,zx] € Q[x;,yj, 2], asi puede ser sumergido en el
anillo de polinomios A[X;, Y}, Z] mediante:

A Z[xl',y]',Zk] — A[Xi/ in Zk]
nnly (neZ)
X — X;
Zy Zk.

Dado un polinomio f(x;,y;,z¢) € Z[x;,y;,z] denotemos por f(X;, Y;, Zx)
al ( f(xi, v zk)). Por otro lado, a la luz del Teorema 1.4.4, las ope-
raciones @, © son cerradas al tomar a,b € Z[x;, yj,zk]N y 0,1 €
Z[x;,yj,z]N, es decir, éste es un subanillo de W(Q) que denotaremos
por W(Z). Ahora consideremos los conjuntos de sucesiones infinitas:
ANy (M(Z[xi,yj,2]))N, entonces A : Z[x;,yj,zk] — MZ|x;,yj,2]), es
un homomorfismo de anillos sobreyectivo y puede ser extendido de
manera natural como sigue:

A:W(Z) = A= (MZ[xi,yj,z]))N
(fv(xi/yjlzk)) = (fV(Xi/Yj/Zk))'

Nuevamente, por el Teorema 1.4.4 dadas dos sucesiones a,b € W(Z)
existen polinomios con coeficientes enteros s, m, que satisfacen (1.4.9),
asi tenemos la siguiente:

(1.4.10)
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Definicién 1.4.5. Dados dos elementos r = (1,),t = (t,) € R defi-
nimos la suma y el producto de éstos como las sucesiones r ©t =
((r+t)y) yrot=((rt),) tales que:

(r+ )y = Alsv(xi,y5)) = Su(ri, t})

(rt)y = A(my(xi,y;)) = 1y (ri ), (1.4.11)

para cada v > 0.

Veamos que en efecto mediante las operaciones definidas antes, se
puede dotar de una estructura de anillo a \A:

Teorema 1.4.6. A con las operaciones ® y © es un anillo conmutativo con
identidad (14,04,...,04,...) y neutro de la suma (04,04,...,04,...).

Demostracion. Sean X = (Xo, X1,..., Xp-1,---),Y = (Yo, Y1,.. ., Yn-1,...)
y Z=(Zo,2Z1,.-.,2Z4-1,...) € A, entonces como A es sobreyectiva
existen a saber: x = (xo,X1,...,Xy-1,---), ¥ = (Yo, Y1, -+ Yn-1,---)
yz=(21,22,---,Zu_1,...) € ZN tales que A(x) =X, A(y) =Yy
A(z)=Z. Luego, por (1.4.11):
(X+Y)y (§V(Xi/Yj)) = A(su(x D y)v)
(XY)y = (n%(xi,yj)) = A(my(x © y)v)

y esto se cumple para cada v > 0, entonces:

Ax)Aly) =XdY=A(xDYy)
AX)OAYy) =X0Y=A(x0y)

es decir, A preserva las operaciones entre W(Z) y A, en otras pala-
bras A es un homomorfismo de anillos, luego por el primer teorema

de isomorfismos:
_ W(Z)

~ ker(A)
Finalmente, dado que los elementos (1,0,...,0,...) y (0,0,...,0,...)
son la identidad y el neutro de la suma en W(Q) (y por consiguiente
en W(Z)) respectivamente, se sigue que: A(1) = (14,04,...,04,...)
y A(0) =(04,04,...,04,...) son la identidad y el neutro de la suma
en A respectivamente. [

El teorema anterior establece un hecho importante, puesto que nos
ha bastado con hallar una copia del anillo de polinomios en varias
indeterminadas (x;, ¥;, zx) con coeficientes en Z para poder extender
la estructura del anillo de vectores de Witt W(Q) al conjunto de



sucesiones infinitas .4, esto resulta muy 1til dado que si A = [Fpm las
condiciones se satisfacen de manera inmediata y nos acerca a nuestro
objetivo.

Es importante reconocer la diferencia al usar Z[x;,y;, z|N y W(IN)
pues el primero hace referencia a las sucesiones con las operaciones
usuales de suma y producto, mientras que el segundo nos debe in-
dicar que estamos usando la estructura inducida mediante © y ©.
El siguiente corolario es el paso final en la construccién del anillo
truncado de vectores de Witt.

Corolario 1.4.7. Sean

Wis)(A) = {(rv) € W(A) 11y = 04,v > s},
Ws(A) = {(ro,r1,...,7s-1) i € A,0<i<s—1},

y la funcion:

T: W(s) (A) — WS(A)

(1.4.12)
(ry) — (ro, 71, ..., 7s-1)-
Si definimos la suma ®; y el producto ©s en Ws(A) mediante:
(1’0, 71, - - .,1’5_1) Ds (t(), t,.. -/ts—l) = T(T’ D t), (1 s 13)
(rOI 7"1/ L /rs—l) ®S (tol tl/ M4 tS—l) = T(T @ t)

Entonces (Ws(A), ®s, ©s) es un anillo conmutativo con elemento identidad
(14,04,...,04) y neutro de la suma (04,04, ...,04).

Demostracién. Por la Definicién 1.4.5 y el Teorema 1.4.4, W(S)(A) es
un subanillo de W(A) y no resulta dificil notar que 7 es una biyec-
cion entre W5 (A) y Ws(A); de ahi se sigue el resultado. O

Hasta aqui hemos analizado la construccién del anillo de vectores
de Witt y su generalizaciéon en anillos conmutativos con identidad.
En adelante, denotaremos tnicamente por 0 y 1 a los elementos 04
y 14 respectivamente en los anillos conmutativos con identidad y
diremos solamente “anillo(s) conmutativos” para referirnos a éstos.
Asimismo denotaremos simplemente por +; y -5 a las operaciones
Ds y Os.

Definicién 1.4.8. Sea A un anillo conmutativo. Los anillos conmutati-
vos (W(A),®,®)y (Ws(A),+s, -s) asociados a A, reciben el nombre
de: anillo generalizado de vectores de Witt y anillo truncado de vectores de
Witt de longitud s respectivamente.

23
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A continuacién estudiaremos el isomorfismo entre el anillo truncado
de vectores de Witt y los anillos de Galois.

Teorema 1.4.9. El anillo truncado de vectores de Witt de longitud s, Ws(IF m )
es isomorfo al anillo de Galois GR(p®, m) mediante la funcién:

I':GR(p*,m) — Ws(IFpm)
¢ =poe) +pr(e)p+ -+ ()p = (ro(e), ()P rea ()
donde p;(c) € T, (0 < i < s—1) son las componentes p-ddicas del

elemento c € GR(p°, m) como en (1.2.4) y ri(c) =pi(c) la pr-reduccion de
las componentes p-ddicas.

Demostracion. Sean c,d € GR(p®, m) dados por ¢ = pg(c) + p1(c)p +
ot psm1(e)p Ty d = po(d) +p1(d)p + -+ ps—a1(d)p*!, luegor:

c+d = (po(c) +po(d)) + (p1(c) +p1(d))p+ - - - + (ps—1(c) + ps—1(d))p*
(1.4.14)

notemos que en (1.4.14) no necesariamente p;(c) + p;(d) € T, sin
embargo también:

c+d=u=po(u)+p1()p+--- +ps_1(u)ps_1 (1.4.15)

donde p;(u) € T. Denotemos por simplicidad:

pi(C) = Cj, pl(d) = di, pi(u) = uy, T’i(C) =, T’i(d) = dl' Yy ri(u) =U;.

Usando lo anterior veamos que I'(c) +sI'(d) =
En efecto, si denotamos v = (7p,...,7s—1) = I'(c) +sT(d), por el
Corolario 1.4.7, tenemos que:

5 =1((r+0) =t&@, @) =5, ),

177 i

s—1
por otro lado, dado que I'(1) = (i, ..., u._, ) resulta suficiente de-

!
mostrar que para toda ! € {0,1,...,s —1}: uf = v; (mdd p). Para ver
esto hagamos induccién sobre [. Igualando las ecuaciones (1.4.14),
(1.4.15) y aplicando la p-reducion de ambos lados tenemos que: 71y =
Co + do, es decir, ug = cg + do (méd p), pero Ty = EO(EZ?I,EZP) =
Co + dy, entonces:

uy =vg (méd p).
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Ahora, supongamos que uf] = v; (mdd p) para 0 <i <[—1. Enton-

ces, de la ecuacién (1.4.3) tenemos que:
o) = (0(e))® + (r(@)
o de manera equivalente:

1

P P I ' g P\ L=
v Tpoy +ootpo= g +do | +p () +(d1) +-+p | +d

! I—i

1 o AP -1
o =3¢ [(Cf )+ (df> ] po
i=0 i=0

1

(1.4.16)
Por definicién, v; = §; (Efl,ﬁf l) donde s;(x;,yj) € Z[x;,y,], de ahi que
la expresi6n en el lado derecho de (1.4.16) es divisible por p!. Ahora,
igualando nuevamente (1.4.14), (1.4.15) y tomando 0 <[ < s —1, se
tiene:

ug+pur+- -+ p'u = (co+do) +p(ur+di) +- - +p'(c+d;) (méd p'™).

Notemos que cada sumando p'u; esta en su representacion aditiva, lue-
go podemos aplicar el automorfismo generalizado de Frobenius © a
ambos lados de la congruencia y tras hacer esto de manera sucesiva
llegamos a:

@' (ug+ pur + -+ - + p'uy) = O'((co +do) + p(ur +d1) + - -+ p'(c; + d;)) (méd p'*).

Dado que p'l pertenece al subanillo de GR(p®,m) isomorfo a Z,s,
entonces @' (p'1) = p'1y ya que u;, c;, d; € T=(¢) U {0} entonces cada
uno de éstos son de la forma ¢/ para algtn j € {0,1,...,p" — 1} o
bien son cero, pero @' (¢/) = (©/(g)) = (¢¥') = (¢/)¥, en consecuencia

Q' (c;) = cfl analogamente para d; y u; coni € {0,1,...,1}, de ahi que:
! ! ! ! ! ! ! ! !
uh +pul +-+plul = () +dl)+pf +df )+ +p(c] +d)(mod p)
AR U Rl B < B SRS
pu; = p[ci +di]—zpui (mod p ™),
i=0 i=0

) ) ; plfi
dado que p! = pi(p'~), entonces c? = (cf ) , analogamente para d*
pi

i

!
y u!, ademas por hipétesis inductiva tenemos que u
entonces:

pluf’ = gpi [(Cfiy

= v; (mdd p)

I—i i pl -1
+ () ] —Y Pl (mod pth),
i=0

(1.4.17)
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ahora, una comparacién del lado derecho de (1.4.17) con el lado de-
recho de (1.4.16) nos lleva a que podemos dividir la congruencia por
p!, concluyendo que:
o _ ;
u, =v; (méd p),
y por lo tanto I'(c +d) = I'(c) +sI'(d), de una manera similar se llega
aqueI'(cd) =T(c)-sT(d). Para ver la inyectividad de I' sea ¢ € kerT
entonces: o
(co,ct,...,c0 ) =T(c) = (0,0,...,0),

noétese que para todai e {0,1...,s -1} :0 = Efl = 0'(c;) donde o es
el automorfismo de Frobenius, luego se sigue que ¢; = 0 pero esto
implica que ¢; es un divisor de cero de GR(p®, m) o bien es cero, sin
embargo dado que ¢c; € T = (&) U{0} y ¢ # 0, es claro que ¢; = 0
paratodai € {0,1,...,5s — 1} concluimos asi que I es inyectiva. Final-
mente dado que los elementos de W;(IF,n) son vectores de longitud
s, es decir, v = (vg,v1,...,0s—1) y v € Fym, entonces es claro que
|Ws(Fpm)| = p = |GR(p®,m)|, luego T es biyectiva y por lo tanto
un isomorfismo. N

En lo sucesivo, cada vez que sea conveniente denotaremos los polino-
mios relativos a la suma y producto de Witt s, (x;,y;) y mv(x;,y;j) so-
lamente por s, y m, para v > 0, también denotaremos la suma y pro-
ducto en (Ws(R), +s, -s) mediante el simbolo de suma usual y la nota-
ciéon multiplicativa, es decir, si u,v € W;(R) entonces u +sv = u + v,
u-sv = uv 'y cada vez que esto no cause ambigiiedad denotaremos
u solo por u.

Ejemplo 1.4.10. (i) Sean p = 2,5 = 2,m = 1 entonces por el teo-
rema anterior W (IF,) es isomorfo a GR(2?,1) = Z, y tenemos

que:
+10]1(2]3 1011123
0/0(1]2/3 0/(0[{0]|0]0
111]2(3|0 1101123
2 12(13|0]1 2101202
313012 3/0(3|2]1
Figura 2.: Tabla de Cayley (Z4,+) Figura 3.: Tabla de Cayley (Z4, )

Luego, para el anillo W, (FF,) = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, dados
(1o, u1), (v0,v1) € Wa(IF2) tenemos (ug, u1) + (vo,v1) = (s0,51) ¥
(uo, 1/[1)(00, 01) = (mo, ml) donde sy = ugy + vy y Mo = Ug0p.



1.4 ANILLO DE VECTORES DE WITT \

Podemos hallar s; y m; de (1.4.3) como sigue:

§3 4251 = U3 4 2uy + 03 + 20,
s1=u1+0v1+3 {M%‘H’%_Sﬂ
51:u1+01+% |:M%+U%*(Mo+vo)2:|
s1=u1+0v1+ % {u%—i—v%—(u%—i—Zuovo—l-v%)}

S1 = U1 + U1 — Uy

m3 +2my = (uf + 2uq) (0% + 201)
2my = udvg + 2(udvr + vdur) + dugog — m}
my = ugoy + vjuy + 2uy0; + % {u%v% — m%}
my = udvy + viuy + 2uy0; + % {u%v% — (uovo)z]

my = u%vl + v%ul + 2uqvq,

considere que s, 1 son polinomios con coeficientes enteros de
los cuales al aplicar reducciéon médulo p = 2 se consiguen los
polinomios s1 y mj, asi las reglas para la suma y producto en

Wa(IF,) estan dadas por:

(ug, u1) + (vo,v1) = (ug + vo, U1 + v1 — UgVy),

(1o, u1)(vo,v1) = (uovo, “%Ul + 0(2)”1)

y las tablas de Cayley para estas operaciones son:

(1.4.18)
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+2 | (0,0)](1,0)](0,1) | (1,1) || > |(0,0)](1,0)](0,1)](1,1)
(0,0) | (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1) || (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0)
(1,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1) | (0,0) || (1,0) | (0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(0,1) ] (0,1) | (1,1) | (0,0) | (1,0) || (0,1) | (0,0) | (0,1) | (0,0) | (0,1)
(1L,1) ] (1,1) ] (0,0) | (1,0) | (0,1) ]| (1,1) | (0,0) | (1,1) | (0,1) | (1,0)

Figura 4.: Tabla de Cayley para  Figura 5.: Tabla de
(Wa2(FF2), +) (Wa2(FF2), -)

Cayley para
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(i) En general, para (ug, 1), (vo,v1) € Wp(IEpm) tenemos que (uo, u1) +

(iii)

(vo,v1) = (s0,81) y (uo,u1)(vo,v1) = (mp,my) donde sy =
Upg + v y mo = upvg asi:
sg—i—psl = ug+2u1+vg+pvl
s1= 1 + 01 + 5 [uf +vp —sp]

51:u1+vl+% [ug—kvg—(uo—kvo)i”}

vof - (s + T 04

i=1

51:1/11—{—2)1—{—%

1
51:u1+01—52 Jub vo,

my + pmy = (g + pur) (vf + po1)
pmy = uboy + p(ubvr + vhur) + p*uror — mj)

my = uhoy + vhuy + puyoy + = [ugvg

)
my = uboy + vhuy + puror + 1 [ugvg (u0v0)*]
mp = ugvl + vgul + puqv1,
por consiguiente:
(o, u1) + (vo,v1) = (g + vo, u1 + v1 — h(ug, v9))
(1o, u1) (vo, v1) = (ugvo, uhv1 + vhu1),

donde:
MO, UO Z (T 0

p = 2,5 =3,m € N. Dado que p = 2 podemos retomar las
expresiones de (i) para s;, m; con i = 0,1. Ahora, para calcular
Sp y mp tenemos que:

Sg + 257 +4sy = uf + v +2(uf +03) + 4(ux +vy),

mg -+ 2m3 +4ms = (ug + 2u? + 4uy) (V3 4 207 + 4v,),

procediendo como antes, es decir, realizando las operaciones de
las expresiones anteriores en Q[u;, v;] y finalmente aplicando
reducciéon médulo p = 2 obtenemos las expresiones:

Sp = Uy + Uy — hl(u(), ui, 0o, Z)l),

2 4 4
My = U0 [ulvl — (upvo) } + ugvy + vy,



1.4 ANILLO DE VECTORES DE WITT | 29

de ahi que:

(mo, uq,uz) + (v, v1,v2) = (g + vo, U1 + V1 — UV, Uz + V2 — h1 (1o, 11,00, V1))
(1o, u1,u2)(v0,v1,02) = (Uovo, u§v1 + ViU, U101 [urv1 — (U0v0)?] + Ugv2 + ViU2)
(1.4.19)

donde: hy (ug, u1,v9,v1) = uyv1 + (U1 + v1)ugve — (UFve + V).

(iv) p = 3,5 = 3,m € IN. Ahora, usando (ii) con los pardmetros
actuales, podemos obtener las férmulas para s; y m; coni = 0,1
ast:

S0 = Up + 0o
s1 = uy + o1 — (udvo + uevd)

mop = Up0o

my = ugvl + ulvg

luego, aplicando:
S 387 + 982 = ug + vy + 3(u3 + v3) +9(uz + v2),

mg + 3m3 4+ 9my = (ud + 3ud + Yuy) (v] + 303 + 9vy),

y tras realizar las operaciones y reduciendo médulo p = 3:

S3 = Uiy + v + 2ubvg + 2ubv3 + 2udvE + 2ugurv3 + 2oy

+ udu103 + udvgvy + uduivg + 2uduyvg + 2uur o9
+ 2u0) + 2ubvivy + udvevt + ugudvd + 2ugu viv;
+ 2uovg + 1gvgvt 4 2utvy + 2u10% + 2uiviv;

my = uguy + 2ubuyv3v? 4 2udutov, + uivd + uyvy.

Con lo cual obtenemos que:

(10, Uy, uz) + (vo, v1,v2) = (g + vo, u1 + v1 — [Udve + ugvd],
Uy + v2 — hy(ug, u1,v9, 1))

(10, w1, 12) (vo, v1,v2) = (ugvo, UgvL + U1,
udvy + upvg + 1y (uo, uy, vo, v1)).

donde & (19, u1,v9,v1) se obtiene de s, sustrayendo up + v, y Iy (uo, 41, vo, v1)

se obtiene de m; sustrayendo u%vz + uzvg.
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Como puede observarse, entre mayor sea la longitud de los elementos de
W;(IFyn), las expresiones para la suma y producto involucran una serie de
cdlculos cada vez més extensa y por ende dificil de recordar. Sin embargo,
podemos observar un patrén en la suma el cual se exhibe a continuacién:

Lema 1.4.11. Sean v = (ro,71,...,7s-1),t = (fo,t1, ..., ts—1) € Ws(FFpm). En-
tonces:
(7’ +s t)v =ry+t,—hyq (7’1’/ t]'), (1.4.20)

donde 0 < i,j < v—1y h(x;,y;) es un polinomio con coeficientes enteros y
término constante cero (respecto a todas sus variables) donde 0 < v < s—1y
0<Ii<v-—-1

Demostracion. Por (1.4.3) tenemos que (7 +; 1)) = r(") 4-5(") y expandiendo
(1.4.1) obtenemos la igualdad y abusando de la notacién denotamos por si
a s(ri tj):

v—1 v
bo+pst o4+ pls) 4 su=<rg +pt Y+ rv>
= (T T ),

despejando p"s, obtenemos que:

— v—k v—k vl —k
p'sy=p"(r+t)+ Z HUEET A B W
k=0
v—1 v—k v—k
Y(ry + 1) + Z (rk +t —s) ) . (1.4.21)

;TA
O

De lo anterior, nombremos h,_1(r;,t;) al segundo término en el lado de-
recho de (1.4.21) y dividiendo por p¥ ambos lados de dicha ecuacién, se
obtiene (1.4.20). Las propiedades del polinomio /;(x;,y;) se siguen del Teo-
rema 1.4.4. O

1.4.1  Aritmética p-ddica

En esta tltima seccién, aplicaremos los resultados obtenidos sobre el ani-
llo de vectores de Witt, para poder determinar las p-reducciones de las
componentes p-ddicas de la suma de dos elementos arbitrarios y del pro-
ducto de un elemento y un tipo particular de unidad en los anillos de
Galois GR(p?, m).

Dados dos elementos c,d € R con sus representaciones p-addicas:

¢ = po(c) + pp1(c) + p*pa(c)
d = po(d) + pp1(d) + p*pa2(d)



1.4 ANILLO DE VECTORES DE WITT \

usando I' del Teorema 1.4.9 tenemos que:

r(c) = (role), ()", r2(c)”")
r(d) = (ro(d), r(d)", ra(d)"")
por otro lado, consideremos la representacién p-ddica de c + d:
c+d=po(c+d)+ppi(c+d)+ppa(c+d)
y por consiguiente:
I[(c+d) = (ro(c +d),r(c+d)F,r(c+ d)”2> ,
por el Lema 1.4.11 tenemos que:
ro(c+d) = ro(c) +ro(d)

ri(c+d)? =ri(c)? +r1(d)? — ho(ro(c),r1(c))
ra(c+ d)”2 = 1’2((3)”2 + rz(d)pz - (T’i(c)piﬂ’j(d)pj)

por lo tanto, de la Definicién A.3.2 tenemos que:

ro(c+d) = ro(c) +ro(d)
ri(c+d) = [ri(c)’ +ri(d)F — ho(ro(c)/ﬁ(c))]l/p
2 2 i iN11/P .
ra(c+d) = [rz(c)r’ Fr(d)? — Iy (ri(c)p,rj(d)” )} 0<ij<1)
(1.4.22)

El conjunto de ecuaciones (1.4.22) resume las p-reducciones de las compo-
nentes p-ddicas de la suma de dos elementos en GR(p?, m).

Un resultado que resultard de utilidad mds adelante es el siguiente:

Teorema 1.4.12. Sea ¢ € R. Entonces:

ri_(c) k<ji<2
ri(pke) = { J (0) C.;.C]._ (1.4.23)

para 0 < k <2,

Demostracion. Sea ¢ € R con representacion p-adica: ¢ = po(c) + ppi(c) +
p?02(c) entonces:

p'c = p* (po(c) + pp1(c) + p*pa(c))

= p*po(c) + p*p1(c) + P 2p2(c)
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Si k = 1 es claro que: pc = ppo(c) + p?p1(c) y dado que po(c), p1(c) € T, se
sigue de la unicidad de la representaciéon p-adica que:

po(pc) = 0,p1(pc) = po(c) y p2(pc) = pa(c) (1.4.24)

Por otro lado, si k = 2 tenemos que: p>c = p?po(c) y dado que po(c) € T,
entonces:

po(pe) = p1(pc) = 0y p2(pe) = po(c)- (1.4.25)
Finalmente, aplicado la y-reduccién a las expresiones (1.4.24) y (1.4.25) se
tiene el resultado. O

Como ya se ha mencionado antes, un anillo de Galois es un anillo local de
ahi que los elementos de la forma 1+ 7 con 7 € (p)? son todos unidades,
nosotros enfocaremos nuestra atencion a aquellas unidades de la forma
A =1+ p*N’ tales que N’ € T y a saber existen dos tipos de éstas:

TIPo 1: po(A) =1, 01(A) =N yp2(A) =0

TIPo 2: po(A) =1, p1(A) =0y p2(A) =N/,

luego, al aplicar I a éstas obtenemos:
[(1+pN')=(1,17,0)

5 (1.4.26)

I(1+p>N') = (1,0,n'"),

donde n’ = u(N’). Haciendo uso de esto hallaremos las expresiones para
la py-reduccién del producto de un elemento ¢ € R y las unidades de tipo 1
y 2. En (ii) del Ejemplo 1.4.10 obtuvimos las expresiones para mg y m; de
un vector (my, my, my) asociado al producto de dos vectores de Witt. Ahora,
utilizaremos dichas expresiones y la siguiente expresion para hallar m,:

2 2 o
mh -+ pml + pPmy = (Wl + pul + pPua) (o] + pol + pPoy)  (1:427)
Desarrollando (1.4.27) y sustituyendo myg y m; ahi:

2 2

2 2
s = (uf o o)™ ) + p (i 0§+ of  — o+ o+ pusen )
2 2
+ p2 [ug Uy + ufvf + vg uz} + p3T, (1.4.28)

hasta aqui, T representa a todos los términos que tienen al factor p* en
comtn, asf tras dividir por p? y aplicar reducciéon médulo p este factor
se desvanece. Denotemos por f(uo, 111,v9,v1) al desarrollo de la expresién
restante que estd acompafiada por el factor p entonces:

3 Pues éste resulta ser su ideal maximal.
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Py

f(u()/ ui, 0o, U]) = (uO v] !

2
+vg uy — (ugvl +vgu1)p

p . .
- Z (’}’)(ugm + vgm)”‘f(iomvl)])
=1

p-1 P ) .
o < () (o)™ (ofur)) + L (o +05“1)p](pu101>]>
]: :

=L () (7 )
= (p %(ugvl)p ](ZJOM1)]+P Z i uovl —l—UOul)’” TpI =Y (uqoq) | .
j=1 j=1

Para abreviar denotaremos:

= ()
01(u;,0) = ) 5= (ugor)? 7 (vfur )/
=1
(1.429)
v (%)
62(ui;,01) = )~ (ugor +vgur)"p/ (urvr)
j=1

sustituyendo (1.4.29) en (1.4.28):
2 2
p?my = p(pb1(ui, vr) + p*62(ui, vp)) + p* [ug vy + u}fvf + vg uz] +p°T
2 2
= p2m2 = p2 {91(%, ) + ug vy + ufvf + Ug uz} + p3(T + 60> (1, vx))
p’ PP P
= my = [Ql(ui, vx) + Uy v2 + 1y vy + g uz} + p(T + 62(u;, vg)).

Finalmente, basta aphcar reducciéon moédulo p y sustituir mp; = ra(w)?’,

up =ri(c) yop = rk(}\)P llegamos a los siguientes casos:

cAso 1: Supongamos que I'(A) = (1,1n'7,0) entonces vy = 1, v; = n'?,
vy = 0, asi:
, p—1(F ‘ )
1 (ri0)” () = D () ey
j=1
-1 (P
)

NE (ro(c)n )P(P—f) (r1.(c)).

—.
[y

Continuando con la sustitucién:

()" = 01 (ri(©)", e (M) ) + [ro(e) (0) + ra ()P + ra(c)”|
=01 (1), V) + [ ()’ + ()]
De ahi que si A es una unidad de tipo 1:
ro(Ac) = ro(c)
ri(Ac) = n'ro(c) +r1(c)

72()LC) =n'n (c) + TQ(C) + [91(7’i(c)pi/rk<c)pk)}

(1.4.30)
1/p?
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caso 2: SiT(A) = (1,0, n’pz)_entonces v9=10v =00, = n'v’ y se sigue
de (1.4.29) que 61 (ri(c)”, r(A)P") =0 y de ahi tenemos:
(@) = [ro(c)” ()" + 71 ()7 (0)?

2

— [ro(c)n’—i—rZ(c)]p )

2

+ (Wra(0)”]

Luego, si A es una unidad de tipo 2:

ro(Ac) = ro(c)
ri(Ac) = r1(c) (1.4.31)
ra(Ac) = n'ro(c) + ra2(c)

Con las ecuaciones (1.4.30) y (1.4.31) hemos alcanzado el objetivo de
esta altima seccion.

Ejemplo 1.4.13. Sean p = 2, m = 2 entonces:

Zg [x]

Considere los elementos c =2x+7yd =7x+4ysusumac+d:=x+3
con representaciones 2-ddicas:

2x+7=1+2(7x +7) +2%(x)
Tx+4=w+2(x)+2%(7x +7)
x+3=(7x+7)+2(x) +2%(1).

Por otro lado, sea « = X una raiz primitiva de la unidad, entonces:

T2x+7) =1, (a+1)2a%) = (1,a* +1,&) = (1,a,a)
T(7x+4) = (a,a% (a +1)*) = (x,a%,a + 1) = (a,4%,4%),

como en (ii) y (iii) del Ejemplo 1.4.10, parap =2y s = 3:

ho (10, v0) = 1ovo

hl(uo, U1, 0, Ul) = U101 + (1/11 + Ul)uovo — (u%vo + vguo).
tenemos que:

ho(1,0) = «
(1,62 a,0") =a®+ (e +a*)a— (a+a®) =a®> +a+1=0.

entonces, por (1.4.22):

(ro(x+3),r1(x+3),r2(x+3)) := (uc +1, [0+ (a)? — ] 1/2 ) [OA +ad— 0] 1/4>
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- (zx—l—l,[zx2—|—oc—a]l/2,[1x+oc—|—1]l/4)
=(a+1,a1).

corroborando (1.4.30). Ademéas, para A=1—-22=-3 =5 (méd 8) se tiene
que:
A2x+7) =10x+35=2x+3 (mdd 8).

Como 2x+7 =1+4+2(7x+7) +2%(x) y A(2x+7) = 2x +3 = 1 +2(7x +
7) + 2%(7x + 7) entonces tenemos que:

1’0(/\(23(—{—7)) = 1’0(2X+3) =1= r0(2x+7)
rn(A2x+7))=r(x+3)=0+1=r(2x+7)
r(A2x+7)) =rn2x+3)=0+1=rn2x+7)+r2x+7),

tal como se afirma en (1.4.31).
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2. LA ISOMETRIA DE GRAY

2.1 LA FUNCION DE GRAY EN Z4

En este capitulo estudiaremos la funcién de Gray, iniciando con los c6-
digos cuaternarios y mostrando que es una isometria entre Z4 y F5", y
posteriormente revisaremos la generalizacion de dicho resultado en ani-
llos de Galois de indice de nilpotencia 3. A lo largo de esta secciéon , de-
notaremos segun nos sea conveniente a los vectores (xg, x1,...,x,_1) me-
diante la concatenacién de sus componentes, es decir: (xo, X1,...,X,-1) =

(x0x1 -+ X5-1).
Definicion 2.1.1. La funcién de Gray para Z4 se define por:

¢: 74— TF3
0—00 2—11 (2.1.1)
1—01 3—10

De (2.1.1), la funcién de Gray es claramente una biyeccién entre Z, y IF,
sin embargo no es un homomorfismo de anillos, esto es facil de notar dado
que ¢(0)=(00) # (11)=(10) + (01) =¢(3) + ¢(1) pero 1 +3=0 en Z,.

Lema 2.1.2. Sean x,y € Z4 entonces wy(x) = (wy o ¢)(x) y dr(x,y) = (dg o
¥)(x,y) donde la funcion ¢: Z3 — (IF%)Z es tal que (x,y) — (¢(x),¢(y)),

donde w(+) y wy(+) son los pesos de Lee y Hamming respectivamente.

Demostracion. Comparando las columnas de las siguientes tablas se consi-

guen ambas afirmaciones: O
X [9() | (wnlp(x) [ wL(®)
0| (00) 0 0
1] (01) 1 1
2| (11) 2 2
31 (10) 1 1

Figura 6.: Comparacién de wy y wy o ¢
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(v y) | ¥(xy) | (@du(p((xy)) | dlxy)
(00) | 0000 0 0
(01) | 0001 1 1
(02) | 0011 2 2
(03) | 0010 1 1
(10) | 0100 1 1
(11) | o101 0 0
(12) | o111 1 1
(13) | 0110 2 2
(20) | 1100 2 2
(21) | 1101 1 1
(22) | 1111 0 0
(23) | 1110 1 1
(30) | 1000 1 1
(31) | 1001 2 2
(32) | 1011 1 1
(33) | 1010 0 0

Figura 7.: Comparacion entre dy y di o ¢
Observacién 2.1.3. Por el Lema 2.1.2 tenemos que para cualesquiera x,y €
Z4I

w (x) =wn(P(x))
di(x,y) =du(p(x), ¢(y))-

Hasta aqui siguiendo a [18], hemos demostrado que la funcién de Gray es
una isometria entre Z, y IF3, por otro lado, consideremos la representacion
2-4dica de los elementos de Z, = GR(22,1), es decir:

x =po(x) +2p1(x) donde po(x), p1(x) € T={0,1}.  (2.1.2
y denotemos por r;(x) = pu(pi(x)) € RF ~F coni=0,1.

Definicién 2.1.4. Sea x =po(x) + 2p1(x) la representacion 2—4adica de x €
Z4. Definimos las funciones «, B, : Z4 — F» mediante:

o (
B(x)=r1(x)
7(x) =a(x) + B(x).

=

Observacion 2.1.5. En base a la definicién anterior se construye la siguiente
tabla para las funciones a, B y 7.
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x| po(x) +2p1(x) | a(x) | B(x) | v(x)
0] 0+(2)(0) | 0 | 0 | 0
1| 1+(2)(0) 1 [ 0 1
21 0+ (2)(1) 0 | 1 1
5] 1+)1) | T | 1] o

Figura 8.: Imagenes de «, 3,y sobre Z4

Corolario 2.1.6. Sean «, y 7y como en la Definicién 2.1.4, entonces « es un
homomorfismo de grupos aditivos entre Z4 y o mientras que By <y no lo son. Sin
embargo, para toda x € Z4 se cumple la relacion: (a + p+ ) =0 (mdd 2).

Demostracion. Sean x,y € Z4 entonces x = po(x) +2p1(x) y y = po(y) +
2p1(y) donde se tiene que: p;(x),p;i(y) € {0,1} para i =0,1. Entonces x +

y=(po(x) +po(y)) +2(p1(x) + p1(y)) ast:

a(x +y)=plpo(x) +po(y))

= H(po(x)) + peo(y))
=r0(x) +10(y) = a(x) +a(y)
por consiguiente, & es un homomorfismo de grupos aditivos. Por otro lado,
dado que 1=1+ (2)(0) y 2=0+ (2)(1) sin embargo B(2) =v(2) =u(1) =
1 # 0 mientras que 0=p(0) + 1(0) =B(1) + B(1)=7(1) +v(1), es decir, By
¥ no son homomorfismos de grupos aditivos. Finalmente, como Car(F,) =
2, entonces para todo ¢ € IF, tenemos que 2c¢ =0, luego para toda x € Z4 se
tiene que:

(a+p+7)(x)=

O

Antes de continuar, definimos la funcién L : Z; — T3 tal que L(x) =
(B(x),v(x)), es facil ver de la Figura 8 que L = ¢, es decir:

¢(x)=(B(x),7(x))  (x€Z4) (2.1.3)

2.2 IMAGENES DE Z}-CODIGOS

En esta seccién haremos uso de los resultados vistos antes para analizar
a la funcién de Gray de una manera mds general, y méds atn, demostrar
que esta es, de hecho, una isometria, para esto, extenderemos de manera
natural a las funciones «, B,y y ¢ mediante:
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Definicién 2.2.1. Sean «, 8,y como en la Definicién 2.1.4, ¢ la funcién de
Gray en Z4 y n > 2 un entero positivo. Para x = (xo,x1,...,%,) € Z}
definimos:

=N
N
g
s
N3
(@)
o)
=
=
—
&=
SN—r
Il
~—
=
—
=
()
\v
=
e
=
R
:_/
=
—
=
=
AN
SN—
N—

=

: Zy — Ty con p(x) = (B(xo),
1 2} — 3 con 7(x) = (7(xo)
: Z — 3" con ¢(x )

< =
N—
I
—~
™
—
[&=
]
~—~
[&=
N—

Observacion 2.2.2. ¢(x) es un vector con 2n componentes, sin embargo,
considerando la ecuacién (2.1.3), podemos denotar:

4)(1):(4)(3(0)/4)(3(1)/' o /¢(xn*1))/ (2-2-1)

donde ¢(x;) = (B(x;),v(x;)) parai=1,2,...,n — 1. Dado que ¢(x;) € F3, la
expresion (2.2.1) estd bien definida puesto que los espacios vectoriales IF3"
y (IF3)" son isomorfos.

b ; i3 n 2n
Lema 2.2.3. ¢ es una biyeccion entre Z) y F5".

Demostracién. Es claro, viendo la Figura 8 que las funciones By <y son so-
breyectivas, en consecuencia f y ¥ lo son y por consiguiente ¢ es sobre-
yectiva. Por otro lado, dados x,y € Zj tales que ¢(x) = ¢(y), entonces,

(B(x),5(x))= (B(y),¥(y)), luego por la Definicién 2.2.1 tenemos que:

B(x) = B(y)
(B(x0), B(x1), .-, B(xu-1)) = (B(yo), By1),- -, B(Yn-1))

¥(x) =7(y)
(v(x0), v(x1), -+, v(xu-1)) = (v(Wo0), Y1), -+ -, Y(Yu-1))

esto implica que para cada i =0,1,...,n =1, B(x;) =B(yi) v v(xi) =v(vi),
entonces de la Observacion 2.2.2, ¢(x;) =¢(y;) y como ¢ es inyectiva (2.1.1);
x;=y; para toda i=0,2,...,n — 1, luego x=y y asi § es inyectiva. O

El lema anterior nos dice que dados n € IN y un vector x € Z} existe una
Unica 2n-ada binaria que corresponde a dicho x, en vista de esto nombrare-
mos a ésta la imagen binaria de x bajo ¢.

A continuacién, presentamos un resultado relacionado a la funcién de Gray;,
y aunque nos restringiremos al caso de Z}, dicho resultado se demostrara
para cualquier Z", més adelante.

p

Teorema 2.2.4. § es una isometria que preserva el peso entre (Z}}, w.) y (F3", Wy).
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Demostracién. Veamos en primer lugar que ¢ preserva el peso entre (Z}, @y )
y (F%", @y). Para esto sean x = (x1,x, ..., Xp) € Z y w1(+) como en (1.3.2)
de la Definicion 1.3.3 entonces:

@n ($(x)) = wi((B(x), 7(2))

= ZdH(l/J(xi,yi)) ( por el Lema 2.1.2)
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2.3 LA FUNCION DE GRAY GENERALIZADA

En esta seccién presentamos una versién general de la funcién de Gray
(cf. [4]) ademés, en lo sucesivo, (k) representard que el elemento o simbolo,
se repite k-veces en un vector.

2.3.1  Producto de Kronecker

Definicion 2.3.1. Sean R un anillo conmutativo con identidad, n, m enteros
positivos y dos vectores u = (ug, u1, ..., uy—1) € R",v = (v9,v1,...,0m-1) €
R™, el producto de Kronecker expandido de derecha a izquierda de u y v esta de-
finido por:

u®o= (1o, u19,...,U,_10) € R™, (2.3.1)

donde, ujv = (ujvo, ujv1, ..., Ujv,—1) € R" para 0 < j < n.

Observacién 2.3.2. (i) De manera similar a (2.3.1) se define el producto
de Kronecker expandido de izquierda a derecha mediante:

uU®v = (Uvy, Uvy, ..., Uy_1).
(ii) El producto de Kronecker no es conmutativo en general.
Dados u = (1,0),v = (0,1) € R? se sigue que:

u®ov=(ly,00)=(1-0,1-1,0-0,0-1) = (0,1,0,0),
v@u = (0u,1u) = (0-1,0-0,1-1,1-0) = (0,0,1,0),

es decir, U RV # VR U.
(iii) Las propiedades del producto de Kronecker son las siguientes:

U (v+w) = (u®ov)+ (L w),
(u+v)Qw=uRw)+ (vrw),
AMo@w)=(A)®v=u® (Aw),

donde u € R",v € R"™, w € R, n,m,1 €cNyAcR
(iv) Siu esta dado por bloques:
u= (um ul | um)
entonces:
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232 Los elementos de IF,;
El propésito de este apartado serd introducir una forma muy particular
de ordenar los elementos del campo finito como en [13] y [14].

Sean IF; un campo finito con g = p™ elementos y w un generador del grupo
de unidades [F*, es decir w es un elemento primitivo y consideremos:

B:= {1,w,w2,...,wm_1}, (2.3.2)

una base para IF; visto como un F-espacio vectorial, tal como se menciono
en la Seccién 1.1. Por otro lado, sea Z,m = Z/p"Z, y dado un elemento
h € Z,n, éste puede expresarse de la siguiente manera:
h=hy+Mhp+hp*+- +h, p™ (2.3.3)
donde: 0 <hj<p—-1y0<j<m-—1
Haciendo uso de (2.3.2) y (2.3.3) podemos definir una biyeccién:
me — ]Fq
h=ho+hi+ -+ p™ V= wy=ho+hw+ -+ hy_qw™ L
(2.3.4)
Luego, usando el orden de los enteros representantes de las clases de Z,n
podemos ordenar el campo finito IFy:
F, = {wo,w1,...,wpm_1}. (2.3.5)
Ejemplo 2.3.3. Considere p = 2, m = 3. Sabemos que el campo finito [Fg
puede ser ordenado mediante las potencias de un elemento primitivo w:

._ 2 3 4.5 6
Fg:={0,1,w, v, w’,w*, w’,w’}

Pero usando la biyeccién (2.3.4) entre Zg y [Fg tenemos que:

(U8
N

0+ (0)2+4(0)4 =0+ wy =0

1+ 02+ (0)4=1—w; =1
0+(1)2+(0)4=2—wr=w
1+(1)2+(0)4=3— w3 =1+w

0+ (024 (1)4 =4+ wy = w?

1+ 02+ (1)4=5— w5 =1+ w?

0+ (1)2+(1)4 =6+ ws = w+ w?
T+ (1)2+ ()4 =7 wy =1+w+w*

Ahora, tomando el polinomio minimo de w dado por m(x) = x>+ x + 1
tenemos que:

Ww=w+1
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w4:w2+w

W=t =t wt1
W=+t w=w+1
W =P tw=1

de ahi que, tras ordenar como en (2.3.5) y comparar tenemos que:

3 .2 6 .4 5
IFS = {(U(),CL)],(,UZ,(1]3,6()4,(,05,(4)6,607} = {Ollla]lw S, W, W, W }

Con este ejemplo podemos ver que los elementos de un campo finito ad-
miten mds de un orden, ya sea basados en las potencias de un elemento
primitivo o usando (2.3.5).

Lema 2.3.4. Considere a IF; como en (2.3.5) y sean 0 < i < pm_l, 0<jk<
p — 1. Entonces:

wWip +k = wip i, (2.3.6)

Wiptj + K = Wipy (1), (237)

donde (x), denota la reduccién médulo p.

Demostracién. Sea 0 < i < p™~! entonces:
ip=0+Mp+--+hy1p" ",

para algunos, h; € {0,1,...,p—1}yje{1,...,m—1}. Entonces es claro
quesijke{0,1,...,p—1}, (j+k)p, € {0,1,...,p—1} y ast:
ip+k=k+hp+- - +h,_1p"},
ip+(j+k)p=0G+kp+mhp+--+hu1p" "
Ahora, consideremos los elementos w;y, Wiy € Fy, por la biyeccion (2.3.4)
tenemos:
1

Wip = M@+ -+ + 1™

= wijp+k=k+hw+ -+ hy_10™

mientras que:
wip+k =k + hlw + -+ hm_lwm_l
= Wipyj+k = (j+h1w +ot hm—lwmfl) +k
=(j+k)p+hw—+-+hy_qw" .

una rdpida comparacion de las expresiones anteriores nos lleva a la conclu-
sion. O
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Dado IF; con el orden (2.3.5) definimos como en [13] los vectores:

Qi = (wipl wip+1/ A ,Cl]ip+(p_1)) (238)

para 0 < i < p"™~! — 1. En realidad, estos vectores son blogues de longitud
p y serdn de utilidad al definir la funcién de Gray.

Ejemplo 2.3.5. Continuando con el Ejemplo 2.3.3, para FFg, los bloques de
longitud p son:

2.3.3 Dos definiciones de la funcién de Gray

En este apartado, supondremos que el producto de Kronecker esté sien-
do expandido de izquierda a derecha.

Definicion 2.3.6. Sea IF; el campo finito con g = p™ y los vectores u,v € IFZ:

u = (QO/"'/Qi/"-/me—l) (239)
v=(1,...,1,...,1) (2.3.10)
g—veces

2
definimos los vectores en IFZ :

CHO=URD
aqQ=0Qu (2.3.11)
G =0QU

Es claro que el vector u enlista a todos los elementos de IF; y v consta de la
unidad en sus g-entradas como se hace en [4]. Con estos vectores podemos
definir la funcién de Gray en de forma general para nuestros propdsitos.
Sean R = GR(p?® m), n un entero positivo y dado un elemento ¢ € R"
denotaremos para 0 <i < 2:

ri(c) = (ri(co),ri(c1), ..., ri(cn-1))
donde 7;(c;) es como en el Teorema 1.4.9 (pag. 19), entonces:
Definicién 2.3.7. La funcién de Gray estd dada por:
. ng?
®:R" > Fj
crro(c) ®eo+r11(c) ®er +12(c) ® 2 (2.3.12)

donde g = p™.
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Observacién 2.3.8. En [8], se define de manera general la funcién de Gray
para anillos finitos de cadena, sin embargo tomando el caso particular para
anillos finitos de cadena de indice de nilpotencia 3 tenemos lo que sigue:

Sean 0 <i,j < p"™ —1, ro(c),r1(c), r2(c) las p-reducciones de las componen-
tes p-ddicas de un elemento y considerando el orden (2.3.5) en [F; c € R"
entonces:

@(c) = (bo, b1, bpe1) (2.3.13)

donde:
big+j = wjro(c) + wir1(c) + r2(c)

Podemos apreciar que la versatilidad al definir la funcién de Gray en dis-
tintas maneras, no afecta el orden supuesto en (2.3.5), lo cual resalta la
importancia del mismo.

Proposicién 2.3.9. Las expresiones (2.3.12) y (2.3.13) para la funcion de Gray
son equivalentes.

Demostracion. Demostraremos que los bloques de longitud nq correspon-
dientes entre ambas expresiones coinciden.

En efecto, tomemos el k-ésimo bloque de longitud ng en (2.3.13) esto es:
Bk = (bkq/ ey bkq-i—j/ e /bkq+(q—1))

dado que cada b; es de longitud n. Desarrollando esto:

By = (woro(c) + wiri(¢) +12(c), - -, wjro(c) + wiri(c) +r2(c), -,
an,ﬂ’()(Q) + wir (Q) + 72(9))

= (woro(c), ..., wiro(c), ..., wg-1r0(c)) + (wir1(c), - .., wrri(c), ..., wir1(c))+

(ra(c), ..., r2(c),...,r2(c))

=710(c) ® (wo, ..., wWj, ..., wpn_1) +71(¢) @ (Wgy . .., Wk, -, W)+
re)®d,...,1,...,1)

=10(c) ®u+r1(c) ® (wiv) 4+ r2(c) ® v. (2.3.14)

Por otro lado, analizando los vectores ¢y, ¢; y ¢; tenemos que:

o=u®(,...,1,...,1)
€1 = 0@ (Wo, ..., Wkyevr, Wpn_1) (2.3.15)
o=0®(1,...,1,...,1)

por (iv) de la Observacién 2.3.2 el k-ésimo bloque de longitud g de cada
vector esta dado por:

k k
g =1U € =W, ¢ =70 (2.3.16)
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de ahi que el k-ésimo bloque de longitud ng de ¢(c), denotado por ¢(c)®
estd dado por:

@(0)" = ro(c) ®u+11(0) ® (wiv) +12(c) @ v, (2:3.17)
una comparacién de (2.3.14) y (2.3.17) prueba la afirmacién. O

Para alcanzar el propésito de entender la importancia de la funcion de Gray,
veamos un resultado auxiliar de gran ayuda:

Proposiciéon 2.3.10. Sean ¢, d € R". Entonces:

(p*c) = (rolc),...,r0(c), ..., r0(c)), (2.3.18)
(d + p*c) = P(d) + ¢(p*c). (2.3.19)

Demostracién. Por el Teorema 1.4.12 tenemos que:

ro(p’c) =0, r(p’c) =0, ra(p*c) =ra(c) (2.3.20)

entonces:

O (p’c) = ro(p*c) @ co + r1(p*c) @ 1 + r2(p*c) ® 2
=0®cp+0®c;+79(c) ®cz
=r(c)®(1,...,1...,1)
= (ro(c),...,ro(c),...,ro(c)).

Por otro lado, por las ecuaciones (1.4.22), y (2.3.20), para cada 0 < i < n:
To(dl' + pzci) = To(d')
ri(d; + pei) = [r1(d)? — ho(ro(d;), 0)]"7

1/p?
ra(di + pPes) = [ra(di)” + ro(cq)?” = I (ro(d), ma(di)?,0,0)

dado que los polinomios kg, i1 son polinomios con término constante cero
y estdn formados por los productos cruzados entonces éstos se anulan en
este caso y asi:

O(d+p*c) =ro(d+p*c) @co+ri(d+ pPc) @i +r(d+ pPc) @ e
ro(d) @ co +11(d) @ ¢1 + [r2(d) + r0(c)] ® 2
(d)®@co+71(d) @c1 +72(d) @ ca +70(c) @ o
(d

)+ ®(pc).

7o
D

O

Como se mencioné al inicio de éste capitulo, el siguiente resultado una
propiedad importante de la funcién de Gray para la teoria de c6digos sobre
anillos finitos de cadena.

47



48

| LA ISOMETRIA DE GRAY

Teorema 2.3.11. La funcion de Gray es una isometria inyectiva preservadora de
2
peso entre (R", dpon) y (Fg" , dp).

Demostracion. Sean c,d € R" tales que ®(c) = ®(c), por la ecuacion (2.3.17),
el k-ésimo bloque de longitud ng de la diferencia ®(c) — ®(d) estd dado

por:
(ro(c) —ro(d)) ®u+ (ri(c) —r1(d)) ® (wi)q + (r2(c) —12(d)) @ v = (0)ng-

Luego, el i-ésimo bloque de longitud np es:

(ro(c) —ro(d)) @ Qi+ (r1(c) — r1(d)) @ (wi)p + (r2(c) —r2(d)) @ (1)p = (O)np,

y su j-ésima componente es:

(ro(c) —r0(d)) wip+j + (r1(c) = r1(d)) wi + (r2(c) — r2(d)) = 0.

Como w es un elemento primitivo entonces wj,j, W, 1 son linealmente
independientes, de ahi que: r:(c) = r¢(d) con 0 < t < 2, y asi para cada
1€{0,1,...,n—1}:

T(e;) = (ro(er), ri(c))?, ro(e))?") = (ro(dy), r1(d))?, ro(d))P") = T(d)).

y como I' es un isomorfismo, se sigue que ¢; = d; y se concluye que c = d,
es decir, ® es inyectiva.

Para ver que @ es una isometria basta con mostrar que wy,,,(¢c; — d;) =
wh(P(c;) — P(d))) para0 <1 < n—1 con ¢; # d;, podemos considerar los
siguientes casos:

caso 1: ¢;—d; € (p?)\ {0} entonces existe ¢; € R tal que ¢; —d; = p?e; lue-
go tenemos que ¢; = p?e; +d; y asi por la Proposicién 2.3.10 tenemos
que:

D(c;) = @(d; + pPer)
= ®(d)) + D(p%er)

de ahi que ®(c;) — ®(d;) = ®(p?e;) y se tiene que:
wi(®(c) = D(d))) = wu(P(p*er)) = wu({ro(er)) ). (2.3.21)

Notemos que si 79(e;) = 0 entonces r¢(¢;) = r¢(d;), con 0 < t < 2,
(cf. Teorema 1.4.12), pero esto implica que ¢; = d; lo cual no puede
ocurrir, de ahi que rp(e;) # 0 y en consecuencia:

w (D(¢;) — @(di)) = ¢° = p*" = Wyom (i — di).
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cAso 2: ¢, —d; € R\ (p?), en este caso tenemos que ¢; — d; puede ser una
unidad o bien pertenece a (p), en cualquier caso tenemos que:

] :dl+pk€1 (k=0,1).

Para determinar el valor de wy(®(c;) — ®(d;)) basta con hallar las
componentes que son cero, asi viendo a la funcién de Gray como en
(2.3.13), estudiemos la expresion:

wi(ro(p*e))) + wj(ri(p*e)) + (r2(p'e)) = 0 € Fy. (2.3.22)

Por el Teorema 1.4.12 tenemos que si k < ¢t < 2 entonces rt(pkel) £ 0,
es decir que al menos 71 (p*e;), r2(pe;) # 0, en (2.3.22), de ahi que:

w; = — (wl(ro(pkel)) +rz(lﬂkez)> <71(Pkel))_1

debido a que para 0 < i < 2, los términos ri(pkel) estan determinados
de manera tnica (puesto que las componentes p-ddicas lo estdn) y
w; € Fym, es claro que hay p™ soluciones diferentes para (2.3.22) (al
menos una por cada valor de wy), por consiguiente:

wy (P(c;) — @(dy)) = p™ = p™ = p" (p" = 1) = Whom(c; — dy).

(2.3.23)
Finalmente, observemos que:
Wiom (€) = djom (P(c), (0))
= du(®(c),0) = wu(P(c)),
lo cual demuestra que la funcién de Gray preserva el peso. O

Ejemplo 2.3.12. (i) Considere el cédigo C definido sobre el anillo de
Galois GR(23,3) como en el Ejemplo 1.3.10, tomemos dos palabras-
cédigo de C y calculemos sus imagenenes de Gray, por el Ejem-
plo 2.3.3 tenemos que: u = (Qp | O | Oy | Q3) y ademéds v =
(D)2 | (V)2 | (1)2 | (1)2), de ahi que:

8 | (Qa)s) (2.3.24)

D((2x, x, xz))

(OOOOww2 | 0w?w3 0w’ | 0wdw0lw | 0w’ wW®0wl | WOlwWww? | ww?w3ww*w® |

wlwtwlw | wwwbwwbl | W00 ww? | ww w3w2w4w5 | ww

20 wbw?wbl | w*00wtww? | wiw?w? 3

203wt lw |

wwte® | wdwtotle | e’ wbwtw®l |
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W00 ww? | ww?wwdwte® | WP wtwlw | W3wlwbw?w®l | 1001ww? |
10?1’ | 103wl | 10°wb10®1 | 0 00w’ waw? | ww?wdw’whe?® |
Wwlwt’lw | WP wlwdwll | wb00wlww? | wlw?wiwbw*w® |
wbwdwtw®lw | w6w5w6w6w61)

D((5x2,2x,x))

(anOOOOaJ | w’0w?w?0w?* | wOw3w*01 | 10w’ w0w® | W?wWlww | W ww*w3ww? |

6 2,2 3 2

ww® | W?W?00w?w | Www?wdw?w* | wwtwdwtw?1 |
3

wwwdwtwl | lww’w
1w wlw?w® | wrwtlwtw | wwtww’wie? | vt wtetl | 1wt wbwta® |
W? w00’ w | WPt | wwdwdwtw®l | 1wdwdwbwlw® | w?1001w |
W1 1wt | wlwdw*ll | 110’ wb1e® | W? W’ 00w’ w | Www’w?w?w’w? |

ww’ Wil | 10w’ wbw’w® | w?wb00wlw | W wlw?w?wbw? | wwlwdww®l |

1w w’wbwbw® )

En este ejemplo, puede notarse como facilmente el tamafio de las pa-
labras cédigo se “dispara” cuando se utiliza la funcién de Gray sobre
anillos de Galois de indice de nilpotencia 3, mds atin si calculamos el
peso de Hamming de cada palabra c6digo, podemos observar que es
168 puesto que ambas palabras tienen 24 ceros, si buscamos en la ta-
bla de pesos del Ejemplo 1.3.10 podemos ver que las palabras cédigo
de donde provienen poseen peso 168.

(ii) Ahora, en este caso consideremos el anillo de Galois GR(23,2) y apli-
quemos el Teorema 2.3.11 a un par de palabras c6digo de longitud 3
en este anillo. Asiu = (Qg | 1), v = ((1)2 | (1)2) luego:

¢ = (Olww? | Nlww? | 0lww? | 0lww?)
¢ = (0000 | 1111 | wwww | w?*w*w?w?)
¢ = (1111 | 1111 | 1111 | 1111)

en consecuencia:
((1,3,x))
(00011w | www?w?w?1 | 01010w | www?w?wl |
0w0lw?w | wlw?w?11 | 0w?0lww | wlw?w?01)
P((5x,1,3))
(w00011 | lwww?w?w? | w01010 | lww*w?w?w |

w0w0lw? | lwlw?w?l | w0w?0lw | lwlw?w?0).
Por otro lado, tenemos que:

12 ce R\ (4)

Wom(¢) = ¢ 16 c € (4)\ {0}
0 c=0.
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ademas:
Whom ((1,3,x) — (5x,1,3)) = Whom ((3x+1,2,x+5)) =124+ 12+ 12 = 36.
Ahora, calculando en IFZ*S:

®((1,3,x)) — ®((5x,1,3))
(w0010w? | w?0100w | w1lllw | w?*1001w? |

wwwlwl | w?ww?0wl | ww?w*1w®0 | w*w?wiw?1),

como puede observarse, hay 12 entradas iguales a cero en la diferen-
cia de ®((1,3,x)) — P((5x,1,3)), de ahi que:

wiy (D((1,3,x)) — ((5x,1,3))) = 48 — 12 = 36 = Wy ((1,3,x) — (5x,1,3)).






3 IMAGENES DE GRAY DE
R-CODIGOS

3.1 IMAGEN DE GRAY DE UN CODIGO CONS-
TACICLICO

En este dltimo capitulo estudiaremos dos familias de c6digos definidos
sobre anillos de Galois y su relacién con c6digos sobre campos finitos a tra-
ves de sus imagenes de Gray, por esta razén en lo sucesivo R = GR(p?,m),
T es el conjunto de Teichmiiller de R, C denotard a un cédigo definido
sobre R"y (n,p) = 1.

3.1.1  Cddigos constaciclicos

Definicién 3.1.1. Sea A =1 — p? =1+ N’p? donde N’ € T es un elemento
tal que #(N’) = —1. Un corrimiento A-ciclico o constaciclico es una funcién
dada por:
V)t R" — R"
(COI <o Cn-2, Cnfl) = (Acnfll Cosevvy Cn—2)~

Un c6digo C es llamado constaciclico o A-ciclico si'y sélo si vy (C) C C.

Ejemplo 3.1.2. (i) El cédigo C dado en el Ejemplo 1.3.10 es un coédigo
A-ciclico en el anillo GR(23,3) con A = 1—22 = 5 (méd 2°), de
longitud n = 3:

C:= {(Zx, X, x2), (5x2,2x, x), (5x,5x2,2x), (2x, 5x, 5x2), (x2,2x,5x), (x, x2,2x)} ,

hemos resaltado el producto de A con cada componente de los ele-

mentos de C. Ahora, dado que que 5> = 1 (méd 2%) es claro que
A2 =1 y mas adn el producto de A con 2 no altera a éste, es decir,
5(2) =2 (mod 23).

Aqui hemos considerado a la palabra c6digo (2x, x, x?) como el gene-
rador® del c6digo, sin embargo como es de esperarse, puede partirse
de cualquiera de ellas y al aplicar v, se recupera el cédigo.

(ii) Considere R = GR(3%,2) y n = 4. Entonces A = 1—3%> = 19
(méd 3%) y considere las palabras cédigo: (6,6,6,6), (6x,6,6,6) y

1 Se usa esté término en paralelismo al generador de un grupo ciclico.
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(x,6,6,6), dado que 19(6) = 6 (mdd 3°) tenemos los siguientes re-
sultados:

v, ((6,6,6,6)) = (6,6,6,6)
v)((6x,6,6,6)) = (6,6x,6,6)
vA((x,6,6,6)) = (6,x,6,6).

Como podemos apreciar, el primer vector no se altera bajo v, puesto que
ninguna entrada lo hace, mientras que el segundo y el tercero muestran un
“corrimiento” de sus componentes, si continuaramos aplicando v, a éstos
obtendriamos respectivamente:

Cl = {(6x/ 6/ 6/ 6)/ (61 6x, 6/ 6)/ (6/ 6/ 6x/ 6), (6, 6, 6, 6x)}
Cy ={(x,6,6,6),(6,x,6,6),(6,6,x,6),(6,6,6,x),(19x,6,6,6), (6,19x,6,6),
(6,6,19x,6), (6,6,6,19x), (10x,6,6,6), (6,10x,6,6), (6,6,10x,6), (6,6,6,10x)} .

La diferencia entre la cantidad de elementos al aplicar de manera sucesiva
v, se sustenta en que 6 no es afectado por la accién de A, pero es interesante
notar que basta con que un elemento no tenga como factor a 6 y genera 12
imagenes distintas lo cual resulta del producto de la longitud del vector y
el orden de A.

El Ejemplo 3.1.2 tiene como objetivo exhibir una manera de construir c6-
digos constaciclicos y reconocer particularidades del comportamiento de
los elementos del anillo R. Sin embargo, nuestro objetivo en esta seccion es
mostrar la relacién de un cédigo constaciclico sobre R y un c6digo definido
sobre el campo residual IFpn.

Proposicién 3.1.3. Sea a®P™""" como en la Seccion 1.3.3 y @ la funcion de Gray.
Entonces:
2m—1
Povy =0 od (3.1.1)

Demostracion. Sea A = (ag, a1, ...,a,—2,4,-1) € R" y denotemos por
B = (bo,b1,...,by—1) = vy(A), entonces:

bo = Aay 1
bj:a]-_l (1§j§1’l—2),

asi de (1.4.30) tenemos:

ro(B) = (Vo(an_l),ro(ao), ce ,To(an_z))
7’1(3) = (1’1 (an,l),m (ﬂo), oo, (an_z))
r2(B) = (r2(ay—1) — ro(ay—1),r2(a0),...,r2(an—2)).

Ahora por (2.3.16) el k-ésimo bloque de longitud np™ de ®(B) es:
®(B) = ro(B) @+ 11 (B) @ (wi)pm +12(B) ©0
= ro(B) X (Qo,. 04, ,Qpnzfl) + 1’1(3) X ((wk)p, ceey <wk>p,. ..y <wk>p)—|—
r(B) @ ((L)p, ., (Upoo (1)),
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asi podemos extraer el i-ésimo bloque de longitud np de ®(B) y lo deno-
taremos por B;

Bi =r0(B) @ Qj +11(B) @ (wk)p +12(B) @ (1), (3.1.2)
procediendo como antes y expandiendo los productos tenemos que:
B; = (Vo(anfl),ro(ﬂo), ce ,To(an_z)) X ((,Ulp, oo Wity e ,a]iij(p,l))

+ (r1(ay-1),r1(a0),...,r1(ay,—2)) @ (Wk, ..., Wk, - .., W)
+ (r2(an—1) —ro(an—1),72(a0), ..., r2(an—2)) ® (1,...,1,...,1),

tras realizar los productos, podemos estudiar el j-ésimo bloque de longitud
n de B; el cual denotaremos por B;; es decir:

Bij = (ro(an—1)wWip+, 10(a0)Wiptjs - -, 10 (@n—2)Wiptj) + (r1(an—1)wi, r1(ao)wy, - . ., 11(an—2)wy)
+ (r2(an-1) — ro(an—1),r2(a0), ..., r2(an—2)).
Notemos que la primera componente de B;; es:
(Bij)o = ro(an—1)Wiptj+ri(an—1)wi +r2(an-1) —ro(an—1)
= ro(an—1) (wip+j+ (p— 1)) + r1(an—1)wi + r2(an-1)
( ) (w1p+ (j+p—1) ) +r1(an—1)wi +r2(an-1)
(an1) (

<

= Toldn-1

= 10(an-1) (Wip4(j-1 ) +r1(ap—1)wr + r2(an—1),

luego, se sigue que:

(Bij)o = ro(an-1) (Wz‘p+(j—1)) +r1(an—1)wi +r2(an-1) (3.1.3)
(Bij)k = ro(ak—1)wipyj + r1(ax—1)wi + ra(ax_1) (1<k<n-1)
(3.1.4)

Por otro lado, aplicando la funcién de Gray a A nos lleva a:
P(A) =1r)(A)®@co+11(A) ®@c1 +12(A) @ co.

Procediendo como antes analizaremos el i-ésimo bloque de longitud np de
P(A) asi:

.Az‘ = TQ(A) ® Q; + Tl(A) &® (wk>p -+ Tz(A) &® <1>p/

expandiendo los productos de Kronecker de A;, podemos escribir dicho
bloque como una matriz de dimensiones n X p es decir:

ro(a0)wip + r1(a0)wi + ra2(ao) ro(an—1)wg +11(a_1)wi +12(ay-1)
A = r0(a0)wipyj +r1(ao)wy +12(a0) -+ 10(An-1)Wipyj +11(an-1)wg +12(a,-1)

70(80)Wip4 (p—1) T 11(a0)wk +72(a0) - 10(An-1)Wipy(p—1) + 11 (An-1)wWk +12(an-1)
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Observemos que al aplicar el corrimiento ciclico & (cf. Seccién 1.3) en este
bloque:

ro(anfl)wier(pfl) +n (anfl)wk +r2 (anfl) e o (an—Z)wip +n (”n—Z)wk + r2(“n—2)
T(A) = | ro(an-1)wips(j—1) +r1(an-1)wgx +r2(ap-1) --- 70(an—2)Wip4j + 11 (an—2)wi +r2(an—2)
70(an—1)wip+(p—2) +r (an—l)wk + 1 (an—l) c 70(“1172)w1p+(p71) +1r (an72)wk + 7’2(“7[—2)

Asi tenemos las siguientes relaciones para cada componente de A;:

(Ai]‘)o = 719 (an,l) (wier(j_l)) + 7 (an,1)wk -+ Tz(an,ﬁ (3.1.5)
(Aij)k = rolax—1)wiprj +r1(ax_1)wg +r2(ax-1) (1<k<n-1).
(3.1.6)

Una comparacién por pares de (3.1.3) con (3.1.5) y (3.1.4) con (3.1.6) nos
permite la igualdad:

y dado que:
B(vA(A)) = D(B) = (Bo | -+ | Bi| -+ | Bynr_s)
= (T(A0) |- [T(A) |+ | T(Apnry))  (12)
_ ®p2m—1 (q)(A))’
se sigue el enunciado de la proposicion. ]

Esta proposicion nos permite enunciar el resultado principal de esta sec-
cion:

Teorema 3.1.4. Un R-cédigo C de longitud n es A-ciclico si y sélo si, su imagen
bajo la funcion de Gray ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico sobre Fyn de indice p*™ 1
y longitud np®™.

Demostracion. Sea C un R-codigo tal que ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico de
indice p?"~! y longitud np?", entonces por definicién: ®(C) = ¢*?™" ' (®(C))
usando la Proposicion 3.1.3: ®(C) = ®(v,(C)), y de la inyectividad de @,
C = v, (C). El reciproco de esta afirmacion se sigue de manera analoga. [

Ejemplo 3.1.5. En (i) y (ii) del Ejemplo 2.3.12 se muestran ejemplos de
codigos A-ciclicos y sus imagenes bajo la funcién de Gray, en particular
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para (ii) se observa que: R = GR(2%,2) yn =3,deahi que A = 1-22 =5
(méd 23), ademads v, ((1,3,x)) = (5x,1,3) y en consecuencia:
P((1,3,x))
(00011w | www?w?w?1 | 01010w | ww?w?w?wl | 0wllw?w | wWlw?w?11 |
0w*0lww | wlw*w?01)
®((5x,1,3))
(000011 | lwww*w?w? | w01010 | lww?w?w?w | w0wllw? | lwlw?w?1 |
w0w?0lw | lwlw?w?0).
Exhibimos las imagenes bajo la funciéon de Gray cuasi-ciclicas de dos pala-
bras c6digo de un cédigo constaciclico.

3.2 IMAGEN DE GRAY DE UN cODIGO ”)’—CI’CLICO
LINEAL

En esta seccién estudiaremos una permutacion de los elementos del con-
junto {0,1,...,np — 1}, la permutacién de Nechaev (cf.[6]), una extension
de ésta y como se relaciona con los c6digos ciclicos lineales.

3.2.1  Representaciones polinomiales de cddigos

Sean p un numero primo, n un entero positivo coprimo con p, n’ €
{1,...,p — 1} el inverso médulo p de n, es decir: nn’ = 1 (méd p) y un
elemento N’ € T tal que u(N’) = n’. Tomaremos las unidades en el anillo
de Galois GR(p®, m):

v:=1+N'p? ( )

2.1
Ai=1-—7p? 3

bajo la condicién que Ay = 1y sélo cuando asi suceda.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos el anillo de Galois GR(5%,2), entonces por
(3.2.1) A = 1 —5% = 101 y el conjunto de Teichmuller:
T ={0,x,36x + 68,114x + 73,52x + 2,124x + 36,57,57x,52x + 1,123x + 36,
89x + 114, 68x + 52,124,124x,89x + 57,11x + 52,73x + 123, x + 89, 68, 68x,
73x +124,2x +89,36x +11,57x + 73,1} .
Dado n = 6 es tal que (6,5) = 1, entonces tomando n’ = 1 se sigue que
nn' =6 =1 (méd 5), y tomando N’ = 1 € T se satisface que u(N') =
#(1) =1 =n'y asi por (3.2.1) tenemos que: 7 = 1+ N'p? = 1+ (1)(25) =
26, ya con esto podemos verificar que:

Ay = (101)(26) =1 (méd 5°).
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Sin embargo, esto no ocurre siempre, pues dado n = 2 y n’ = 3 entonces
nn' =6 =1 (moéd 5) y tomando N’ = 68 € T tenemos u(68) =3 = #n/,
¥=1+N'p?> =1+ (68)(25) = 76 (mod 5%) pero:

Ay = (101)(76) =1 (méd 5°).

Lema 3.2.2. Sean v, A € R tales que Ay = 1y k > 1 un entero. Entonces:

Vo(Vk) =1
r(y) =0
2 (%) = kn'.

Demostracién. Como 7 es una unidad de la forma 1+ N’p?> con N’ € T
entonces por el isomorfismo I' tenemos que:

I(y):= (l,O,n’VZ),

luego, por las ecuaciones (1.4.30), para cada c € R:

Hagamos induccién sobre k. Para k = 1:

ro(y) =1 ro(y) =1
(V=0 = r)=0
()P =0 n(y) =10

/

Supongamos que si I(k entonces ro(7!) = 1,11(7)) = 0y ra(v!) = In' y
como 7* = ¥y 1 se sigue que:

ro(yy* ) = ro(*

= 7 71) e 1
Ay =m0 =0

3

como queriamos. O

En particular, para k = n; ro(y") = 1,r1(7") = 0y r2(y") = 1, ahora para
cualquier a4 € R, usando el isomorfismo I' se sigue que:

[(a) = (ro(ﬂ)/rl(ﬂ)pﬂ(”)pz)
r(o) = (1,0, (kn')"")
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Realizando las operaciones en W3(IF,») tenemos que:

ro(v*a) = ro(a)
ro(Y*a)? + pri(v*a)? = (17 + p0) (ro(a)? + pri(a)?)
=ro(a)? + pri(a)”

= r(a).

cancelando términos tenemos que r1(Y*a)? = ri(a)?, asi ri(v*a)
Ademés:

() + pr (7 a)? + pPra(a)” = (17 4+ p07 £ 200 ) ) (ro(a)? + pra(a)? + pra(a)?”)
= ro(a)?" + pri(a)? + pPra(a)?” + pA((kn')ro(a))P” + p°T.

Aqui, T engloba a todo término resultante del producto que tiene como
factor comun p3, aplicando las igualdades previas y cancelando términos:

ra(v*a)P" = ()" + ((kn')ro(a))?" + pT.
Analizando la expresién anterior en lem llegamos a:

ro(7*a) = ro(a)
r1(7v*a) = ri(a) (3.2.2)

doénde (*), indica como antes, reduccién médulo p.

Las palabras-c6digo definidas sobre anillos de Galois, pueden ser relaciona-
dos con clases polinomiales, como se hace a continuacién. Consideremos:

_ R[] R[x]
An = (xt —1)’ B = (x" —A)
y las funciones:
P:R"— A, P':R" = B,
n—1 ) n-1 .
(ag,al, .. .,Clnfl) — Z a;x" + (x" — 1) (bo,bl, .. .,bnfl) — Z b;xt + (X” — )L)
i=0 i=0

llamadas representaciones polinomiales .

Proposicién 3.2.3. Sean v = 1+ N'p?, A = 1 — p? tales que YA = 1 en R. Las
funciones:
ty : Ay — By Xy:R" = R"
n n Yy _
flx)+ (" =1) = flyx) + (x" = A) (a0, a1, -, an-1) = (ag, va1,..., 7" 'ay 1),
(3-2.3)

satisfacen:
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(i) p, es un isomorfismo de anillos.

(i1) I es un ideal de A, siy solo si y.,(I) es un ideal de B,,.

(iii) C C R" es un cédigo ciclico lineal si y sélo si P(C) es un ideal de A,,.

(iv) C C R" es un cédigo A-ciclico lineal si y sélo si P(C) es un ideal de B,,.

(v) pyoP =P oy,.
Demostracion. (i) Sean f(x) + (x" —1),¢(x) + (x" — 1) € A,, dados por:

n-1 n-1
FE+ D) = D (1) y g+ (1) = Db (1),
Entonces tenemos que:
n-1 .
f) +g(x) +(x"=1) = igo(ai +bi)x' + (¥ = 1)
F(x)8(x) + (" = 1) = h(x) + (" — 1),

para algun h(x) tal que x" — 1| f(x)g(x) — h(x) en R[x]. Ast:

n—1

pr(f(x) +8(x) + (x" = 1)) = ;)(ﬂi +bi) 7% + (2" = A)
n—1
=) (@' + by )x' + (x" = A)
i=0
—Zal’yx + (x" — —|—Zbl’yx + (x" = A)

—Plv(f( x) 4 (" _1))+P‘7(8( x) + (x" —1)).

Ahora, como f(x)g(x) — h(x) = h(x)(x" — 1) tenemos que:

Py (F)E(x) + (¢ =1) = [h(x) + (" = D]) = (x" = 1)
po (f(0)g(x) + (& = 1)) =y (B(x) + (x" = 1)) = (x" = A)
o (F)(x) + (¥ = 1)) = py (h(x) + (x" = 1))
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de ahi que y, es un homomorfismo. Para demostrar la inyectividad de .,
supongamos que p,(f(x) + (x" — 1)) = (x" — A), de ser ast:

n—1 o
(" =A) | flyx) = ) ay'x,
i=0

como grad(f(yx)) < (n—1)(n entonces a;7° = 0 luego a; = (A')0 = 0
para 0 < i < n—1, de ahi que f(x) | (x" —1), asi u, es inyectiva. Como
| Ayn| = p™" = |By|, u, es sobreyectiva y por tanto biyectiva.

(ii) Como pi4 es un isomorfismo entonces i, ! 1o es también asi que dado
I un ideal de A,, por la sobreyectividad de yu., la imagen de I bajo éste
isomorfismo es un ideal de B,, analogamente como p 'y, (I)) = I se
tiene el resultado.

(iii) (=) Supongamos que C es un cédigo ciclico lineal y denotemos por
é(x) ac(x)+ (x"—1) en A,, ademds notemos que P es claramente sobre-
yectiva.

Dados é(x),rf(x) en A, existen ¢ = (co,¢1,...,¢n-1) yd = (do,d1,...,dn_1)
en C tales que P(c) = é(x) y P(d) = d(x). Como ¢ —d = (co — do,c1 —
di,...,cn_1 —dy—1) € C por su linealidad, es claro que P(c+d) € P(C) y
ademas:

P(c—d) = ]i:(ci —dj)x 4 (x" —1) = é(x) —d(x)

de ahi que (P(C), +) es un subgrupo aditivo de A,.

Veamos por induccién que para todo entero k > 1: x¥¢(x) € P(C).Sik =1
entonces x&(x) = cox +c1x2 4+ - - +cp_2x" ¢, 1x" + (x" — 1), desde lue-
gox" =1 (méd (x" —1)), de ahi que x¢(x) = ;1 +coxX + -+ - +cppx™ 1 +
(x™ —1). Como C es un codigo ciclico dado ¢ = (cp,¢1,...,¢4-1) € C en-
tonces ¢’ = (cy-1,¢0,...,Cn—2) también pertenece a C y resulta evidente
que P(c’) = xé(x), luego xé(x) € P(C). Supongamos que si I(k entonces
x'é(x) € P(C), luego como x¥ = xx*~1, resulta inmediato de la hipétesis
inductiva que x*é(x) € P(C). Por otro lado, como C es un R-submédulo,
(pues es lineal) tenemos que dado r € R entonces rc € C, ahora dado
? € A, yé(x) € P(C) entonces como:

n—

pé(x) = [r+ (x" —1)] [ 1cixi + (x" — 1)]

i=0
n—1

=Y reix + (2" = 1)
i=0
= P(rc).
Consideremos #(x) = rg +rix + ...+ 7, _1x" 1+ (2" — 1) € A,, entonces:

P(x)é(x) = (uoé(x) +agxé(x)+ -+ an_lxnflé(x)) + (x" =1),
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por todo lo discutido con anterioridad se sigue que a;x'¢(x) + (x" — 1) €
P(C) para (0 <i <n—1),de ahi que #(x)é(x) € P(C), por lo tanto éste un
ideal de A,,.

(<) Supongamos que P(C) es un ideal de A,. Sean ¢,d € C, entonces

n—1 n—1
P(c) — P(d) = ¢(x) —d(x) = ;) cixt + (x"—1) — ;) dix' + (x" — 1)
n—1
=Y (ci—d)x' + (x" = 1)
i=0
=P(c—d)

dado que P(c) — P(d) € P(C) pues éste es un ideal, de lo anterior se sigue
que ¢ —d € C, de ahi que (C,+) es un subrgupo de (R",+). Sean r € R,
entonces P(r) =7 =r+ (x" —1) y como P(C) es un ideal, entonces:

n—1 )
Pe(x) =71 ) cix' + (x" —1)
i=0
Z rep)x' + (2" —1)
= P(rg),
de ahi que rc € C, es decir es un R-submédulo.
(iv) (=) Dado que P’ es sobreyectiva, ver que (P'(C),+) es un subrgupo
de (B,,+) es anélogo a la prueba anterior. Denotemos por f(x) a f(x) +
(x™ — A). Veamos por induccién que para todo k > 1, #¢&(x) € P'(C), para
esto notemos que, para k = 1:
n—1 )
xe(x) =x ) (eix') 4+ (x" — A)
i=0
= cox 4+ c1x% + - ey ox X"+ (2" = A).
Dado que x" = A (méd (1" — A)) entonces:

X6(x) = Aey_1 +cox + -+ cuax™ L (2" — A).

Puesto que C es un cédigo A-ciclico, tenemos que ¢ = (Acy—1,¢0,...,cn2) €
Cy asi:

P'() = Acy1 +cox + -+ cpox 1 (2" — A) = %é(x),
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de ahi que %¢(x) € P'(C), de manera andloga a la primera implicacion de
(iii) tenemos que P'(C) es un ideal. (<=) Supongamos que P’(C) es un ideal
de B,. Dados ¢, d € C tenemos que:

P'(c) —P'(d) = &(x) +d(x) = nilcixi +(x"—A) — fdixi + (x"—=A)
i=0 i=0

7
L

(Ci — di)xi + (x” — )\)

I
2 1]

P/

c—d)

dado que P'(c) — P'(d) € P'(C) pues éste es un ideal, de lo anterior se sigue
que ¢ —d € C, de ahi que (C,+) es un subgrupo de (R",+).Sear € Ry
consideremos 7 = r + (x" — A) ahora, como P’(C) es un ideal, entonces:

n—1

Fe(x) =1 Y cix' + (x" —1)
i=0
= nil(rc,-)xi + (" —1)
i=0
= P'(rc),

de ahi que ¢ € C, es decir, es un c6digo lineal. Ahora veamos que v, (¢) =
(Acp—1,¢0,...,cn—2) € C, para esto consideremos ¥ = x + (¥ — A). Como
P'(C) es un ideal, entonces dado &(x) tenemos que %&(c) € P'(C), pero:

X6(x) = Acpq1 Fcox + - FcpoxX" 4 (2" = A)
= P'(va(c))-

es decir, P'(v,(c)) € P'(C), por consiguiente, v, (c) € C como deseabamos.

(v) Sea ¢ € R", entonces:

oy (P(0)) =ty (o + cax -+ 61" (¢ = 1))
=cotoyx+-+ey T T 4 (- A)

=P ((co, ’ycl,...,'y”’lcn_1>)
= P'(xy(co,c1,-- -, cam1)) = P'(x4(c)).  (c €R")

En consecuencia: ji, o P = P’ o x,,. O

3.2.2 (ddigos y-ciclicos y la permutacion de Nechaev

Definicién 3.2.4. Sea x, definida como en (3.2.3). Un cédigo C sobre R se
dice vy-ciclico si y sélo si x,(C) = C.
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Proposicién 3.2.5. Sean C C R" un cédigo, v, A € R tales que v = 1+ N’ 2
A=1—p?yyA = 1. C es un cédigo ciclico lineal si y slo si x(C) es un cédigo
A-ciclico lineal.

Demostracién. Aplicaremos la Proposicién 3.2.3. Supongamos que C es un
codigo ciclico lineal < P(C) es un ideal de A, < u, (P(C)) es un ideal de
By, como i, o P = P’ o x,, lo anterior ocurre si y solo si P’ (x,(C)) es un
ideal de B, < x-(C) es un codigo A-ciclico lineal. O

Definicién 3.2.6. (i) Sea 7t la permutaciénen {0,1,...,np — 1} dada por:

(x) = (n (n'x —u), + x)np (3.2.4)

dondenn’ =1 (méd p), 0 <u<p—-1lynu<x<n(u+1) -1

(ii) La permutacion de Nechaev en ]FZP se define como:

IT((co,---/CxrevvrCup-1)) = (cn(o),...,cn(x),...,cn(np,1)> (3.2.5)

La permutacién 7t se define en [1] con la notacién de ciclos y transposi-
ciones, sin embargo, la expresion (3.2.4) tomada de [13] es bastante clara y
facil de aplicar.

Ejemplo 3.2.7. (i) Sean p = 2, n = 3 entoncesn’ = 1,0 < u < 1y
B3u < x <3u+2.

x|u| 3(x—u)p+x | n(x)
0/0|30-0,+0=0] 0
10 [3(1-0,+1=4] 4
20 [32-0p+2=2] 2
3(1(303-12+3=3]| 3
41 [3@d—1),+4=7] 1
501[35-12+5=5| 5
Cuadro 1.: Permutacién 7t en {0,1,2,3,4,5}.

(i) Sean p =5,n =3 entoncesn’ =2,0 <u <4,3u <x<3u+2.

3(x—u)s+x 7t(x)
3(2(0) —0)54+0=0 0
321)—0)s+1=7 | 7
32Q2)—0)5+2=14 | 14
3(2(3) —1)s+3=3 3
32(4)—1)5+4=10 | 10
325)—1)5+5=17 | 2

T WIN|—=R|O| =R
el el el k=1 E=1 R =1 S
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7)—2)5+7=13 | 13

|
[6Y)

a1
+
—_
(@]

I
—_
(o)
—_

—_
(@]
QW WM
@

2(13) —4)5 +13 =19 4
14| 4| 3(2(14) —4)s +14=26 | 11
Cuadro 2.: Permutacion ten {0,1,...,13,14}.

)
)
“4+12=12] 12
)
)

(iii) En [13] se nos presenta un proceso simple y elegante para obtener
la permutacién 7, valiéndose de la aplicacién sucesiva del corrimien-
to ciclico . Consideremos el conjunto de enteros {0,1,...,np — 1}
y coloquemos sus elementos en un arreglo de tamafio p x n como

sigue:
F(0n)p F(1n)p . Fn)p N (GRS SN
0 1 . I T |
n n+1 n+1 oo 2n—1
nip—1) n(p-1)+1 -+ n(p-1)+i -~ np—1

Cada 7" es el corrimiento ciclico “hacia arriba”, (In’ )p lugares con
0 <1 < n—1, posteriormente concatenamos las filas del arreglo y el
resultado es la permutacion 7r. Aplicando este proceso a (ii) de este
ejemplo:

0 1 2 0 7 14
3 4 5 3 10 2
6 7 8 6 13 5
9 10 11 9 1 8
12 13 14 12 4 11

01 2 3 4 56 7 89 10 11 12 13 14
0 7 14 3 2 6 59 1 8 12 4 11 )’

como afirmamos.

Definicién 3.2.8. Sea t un entero positivo, dado que (IFZP )t es isomorfo a

t
]ng , sea.:

Rt . npt npt
' /P — Fy
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la permutacién definida como:

et (Q[l} L. \QM) _ (H (§[1]> | ...|H(g[k}> e H(g[t]>>

(3.2.6)
donde clY, ..., clfl € ]FZV y IT es como en (3.2.5).
Proposicion 3.2.9. Sea @ la funcion de Gray, entonces:
Doy, = 1" o @ (3.2.7)

Demostracion. Sea A = (ag,a1,...,an—2,4,—1) € R" y D = x,,(A), entonces:
di:'yiai 0<i<n-1).
Entonces aplicando la funcién de Gray:
P(x,(A)) =¢(D) =ro(D) ®co+r1(D) @c1 +12(D) ®c,

procediendo como en la Proposicién 3.1.3, el k-ésimo bloque de longitud
nq de ®(D) esta dado por:

@(D)¥ = ro(D) @ u +r1(D) ® (wy)pm +12(D) v
TQ(D) & (Qo,. O P .,mefl) +7’1(D) & ((wk>p,. ..y (wk>p,. .., (wk>p)—|—
r2(D) @ ((Lps-- - (L)ps---, (1)p),

y en consecuencia el i-ésimo bloque de longitud np, el cual denotaremos
por D; es:

Dl’ = 1’0(D) %) Ql' + r1(D) & (wk)p + VQ(D) & <1>p, (328)
y asi, el j-ésimo bloque de longitud n de D; es:
Dl’]’ = a}ip+]'7’()(D) + wk7’1(D) + VQ(D)
= wip+j(ro(ao), ..., ro(Y'a), ..., ro(v" 'an-1))

+ wi(r(ao), ..., n(Yap), ..., (v ta,_1))
+ (r2(ao), - . .,rz('ylal), (Y a,)

(3-2.9)

aplicando a esto las relaciones (3.2.2) se consigue:

Dij = (w,'pﬂro(ao) + wir (110) + 1 (110) a)ler]To(al) + wyr (lll) + 1 (ﬂo)—i—
(In")pro(ar), ..., Wipgjro(an—1) + wir1(an—1) + r2(an—1) + ((n = 1)n’)pro(a,—1))

(a0), - -, (Wipyj + (In")p)ro(ar) + wyry (ar)+

/

= (wip+jrolao) + wiri(ag) + r2(ao), -
”)p)ro(ﬂn 1) + wir1(ap—1) +12(a,-1))

;
ra(ar), ..., (wWipyj+ ((n—1)
(3.2.10)
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entonces, aplicando (2.3.7) a la ultima igualdad de (3.2.10) tenemos que el
j-ésimo bloque de longitud 7 es:

(wip+jr0(a0) + wir1(ao) +12(a0), - - -, Wip (41, rol@r) + wirr (ar) +ra(ar), ..,

Wipt (4 (1)), T0(An-1) + wWir1(ap-1) + 7’2(51;171)) :

(3.2.11)
Por otro lado, el i-ésimo bloque de longitud np de ®(A) esta dado por:
Ai = 19(A) @ Qi +11(A) ® (wi)p +12(A) @ (1)

Ahora, como en el Ejemplo 3.2.7 coloquemos este bloque en un arreglo de
tamanfo p X n:

wipro(ag) + wgr1(ag) +ra(ag) wipro(ar) + wgry (ar) +ra(ap) Wipro(an—1) + wgr1(ay—1) + r2(ay-1)
wipjtjro(ag) + wiri(ag) + r2(ag) wiptjro(ar) + wiry (ap) +ra(ap) Wipjro(an—1) + wiry (an—1) +ra(ay_1)
Wipy(p-1)70(@0) + wir1(ag) +12(a0) -+ @iy p-pyrolar) +wpri(a) +r2(a) o Wipypo1y70(@n—1) + wir1(an_1) +r2(ap—1)

Para analizar IT1(.4;) basta con recordar que como se hizo en el Ejemplo 3.2.7,
N — / s . .

aplicaremos ")y en la I-ésima columa del arreglo, es decir, sus elementos

se recorren (In'), lugares hacia arriba dejando:

Wip (1), Tolar) + wirr (ar) + r2(ap)
wip+(j+ln/),,”0(al) + wyri(ar) + 1r2(ap)

wip+((p71)+ln’)p7’0(anfl) +wiri(an—1) +ra(an1)

por consiguiente la j-ésima fila del arreglo, es decir, el j-ésimo bloque de
longitud n de A; estd dado por:

(wip+jr0(a0) + wir1(ao) +12(a0), - - ., Wip (41, ro(@r) + wirr (ar) +r2(ar), ..,

Wipt (4 (1)), T0(An-1) + wWir1(ap-1) + Vz(ﬂn71)> .
(3.2.12)

un rdpida inspeccién arroja a la luz que las expresiones (3.2.11) y (3.2.12)

son iguales, esto es:
®(x,(A)H =T1(D(A)H)

de esto y (3.2.6) se tiene que para cada A € R™:

2m—1

D(xy(A)) =177 (2(A)).

como afirmamos. O
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Como cierre para este capitulo y por ende a este trabajo de tesis, enuncia-
mos un teorema que es consecuencia inmediata de lo estudiado en este
capitulo.

Teorema 3.2.10. Sea C C R" un cédigo. Entonces C es un cédigo ciclico lineal
si y s6lo si TI®P""" (®(C)) es un cédigo cuasi-ciclico de indice p*~ y longitud

2
ng? sobre Fp7 .

Demostracion. C es un codigo ciclico lineal sobre R si y sélo si x,(C) es un
codigo A-ciclico lineal (por (iv) y (v) de la Proposiciéon 3.2.3). Pero por el
Teorema 3.1.4 esto pasa si y s6lo si @(x,(C)) es un codigo cuasi-ciclico de
indice p?"~! y longitud ng? y finalmente, por la Proposicién 3.2.9 se tiene
los anterior si y s6lo 197" (P(C)) es un c6digo cuasi-ciclico de indice

p?"~1y longitud ng?, como queriamos demostrar. O

Ejemplo 3.2.11. Consideremos el anillo de Galois R = GR(23,2), n = 3y
el c6digo definido en R3:

C =1{(0,0,0),(2,2,2),(4,4,4),(6,6,6), (2x,2x,2x), (2x +2,2x + 2,2x +2),
(2x +4,2x +4,2x+4),(2x + 6,2x + 6,2x + 6), (4x,4x,4x),
(4x+2,4x+2,4x+2), (4x +4,4x +4,4x +4), (4x + 6,4x + 6,4x + 6),
(6x,6x,6x),(6x +2,6x +2,6x +2),(6x +4,6x +4,6x+4),
(6x+6,6x+6,6x+6)}.

Este es un c6digo ciclico lineal que también puede describirse como C =
((1,1,1)), como en el ejemplo 1.3.6.

Apliquemos a C el Teorema 3.2.10 para esto notemos que A = 5, y ademas
ya que 5(2) = 2 (mdd 8), 5(4) = 4 (m6d 8) y 5(6) = 6 (mdd 8) resulta
facil ver que v, (C) = C, es decir, éste también es un cédigo A-ciclico, ahora,
como se hizo en el Ejemplo 3.1.5 tomaremos algunos elementos de C:

D((6x+2,6x+2,6x+2))

(111111 | 111111 | wwwwww | wwwwww | 000000 | 000000 |

VPPt e? | wrwrwrwrw?w?)

P((4x+6,4x +6,4x +6))

(W w? | Wt w?w?? | wwwwww | wowwww |

111111 | 111111 | 000000 | 000000)

Notemos que cada uno de los 8 bloques de longitud 6 son invariantes bajo
la permutacién de Nechaev, lo mismo ocurre con todos los elementos de C,

con lo cual tenemos que:
I1°%(®(C)) =C

y también es claro que éste es un cédigo cuasi-ciclico de indice p?"~! = 8
y longitud ng? = 48, con lo cual se confirma el teorema.
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A continuacién consideremos un cédigo ciclico lineal definido sobre el ani-
llo de Galois R = GR(3%,2) con n = 2 y que es el submoédulo generado por

las filas de la matriz:
C— 9 0
L0 9

Consideremos que los elementos del cédigo C son de tres tipos a saber:
(¢,c), (c,d) y (d,c) ya que éste es un codigo ciclico y las entradas de sus
palabras cédigo pueden repetirse, asi que, dados los pardmetros p = 3,
s =3, m =2y n = 2 calculemos la imdgen bajo la funcién de Gray de estos
tipos de palabras cédigo:

Retomando la ecuacién (2.3.8) tenemos los vectores:

u=(0,1,2w, w?, W’ WP, w3,w6)

v=(11,1,11,1,1,1)

Ahora, como en las ecuaciones (2.3.11) calcularemos los coeficientes ¢, ¢;
y €2, sin embargo debido a la longitud de las palabras cédigo utilizaremos
la siguiente notacién, si una entrada o secuencia de entradas se repite una
cantidad k de veces encerraremos a ésta(s) entrada(s) con el simbolo (- )y, es
decir:

= (0,1,2,w,w2,w7,w5,w3,w6) x ((1)9)
1 = ((1)9) X (0,1,2,w,w2,w7,w5,w3,w6)
2= ((1)9) x ({1)9)

Aplicando el producto de Kronecker y con la notacién que hemos mencio-
nado tenemos que:

N

= (<0,1,2,w,w2,w7,w5, w3,w6>9)
a1 = ((0)9, (1)9, (2)9, (@), (w?)o, ()9, (W )9, (w?)g, (w®)9,)
e = ((1)s1)

asi usando la funcién de Gray tal como en la Definicién 2.3.7 en cada uno
de los tipos de palabras cédigo de C se tiene que’:

D((c,c)) = (., ., "))
®((c,d)) = (¢, d,c,d,,d")7) (3.2.13)
®((d,c)) = (d,c,d,d,d,c)ag)

Dado que nuestra intencion es corroborar el Teorema 3.2.10 hemos coloca-

do a las imagenes de Gray de los tres tipos de palabras c6digo de C notando
que se repiten 27 veces los bloques de longitud np = 6, ahora veamos como

Aqui los simbolos ¢’,d’ son los elementos asociados a ¢ y d en el campo finito [F,
respectivamente.
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actuard la permutacion de Nechaev, analizando la permutacién 71 como en
iii) del Ejemplo 3.2.7:

S 012345
~\052143)"
Ahora, si tomamos la permutacién de Nechaev para una palabra cédigo
(do,d1,da,ds,dys, ds) tenemos que:

I1((do, d1,d2,d3,da,d5)) = (d(0), dr(1), Are(2) Ar(3) A(a): A (5)) = (do,d5,d2, d1,da, d3),

entonces notemos que al aplicar la permutacién de Nechaev a los bloques
de longitud np = 6 de las imagenes bajo la funcién de Gray en la Ecua-
cién (3.2.13) obtenemos lo siguiente:

I(®(c,c)) = (,,c,d,c, )
(®(c,d)) = (,d,c,d,,d)
(®(d,c)) = (d,d,d,d,d,),

o

y finalmente, aplicando el corrimiento ciclico a cada uno de estos bloques
tenemos que:

Sl

(II(®(c,0))) = (c,c,d,c, )
(I(®(c,d))) = (d',,d,,d,)
(I(®(d,c))) = (c,d,d,d,,d),

Ql

<l

entonces es claro que esto se repetird en cada uno de los 27 bloques de las
imagenes bajo la funcién de Gray tras ser permutadas por la funcién [19%,
lo cual implica que:

o7 (7 (@(C))) = TI*7 (&(C)). (3-2.14)

Lo cual coincide con el Teorema 3.2.10 tal como queriamos.

A continuacién, se exhibe el cédigo de C, las imdgenes bajo la funciéon de
Gray dado que el resultado de aplicar la permutacién 19?7 a las imagenes
no alteran a las palabras c6digo basta con exhibir estas listas y de esta ma-
nera, el lector podra confirmar de manera concreta nuestras afirmaciones.
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(81 + m81 ‘8T + MmQT)
(6 + ™81 ‘8T + M)
(81 + m6°QT + Q1)
(6 + m6°8T + m8T)
(m81 8T + mg1)
(me’8T + m8T)
(8181 + m8T)
(68T + mQ1)
(08T + m8T)

(8T + mgr QT + M) (81 + ML ‘6 + m6) (81 + mQ[ ‘mp)

(6+m8r'81+m6)  (6+m816+mp)  (6+ m81°Mmp)
(8T +m6'8T+m6) (8T + M6+ m6) (8T + m6'mp)
(6 + m6°ST + m6) (6+ m6°6+ m6) (6 + mp 0p)
(mQ1 8T + mp) (m81 ‘6 + 1m6) (m81 mp)
(m6 81 + mp) (m6'6+ mp) (mp‘mep)
(8191 + m6) (8176 + Mm6) (81 ‘mp)
(68T + m6) (66 + m6) (6 mp)
(08T + m6) (06 + m6) (0°mp)

(81 + ™81 ‘6 + m8T) (8T + ;g1 ‘mg1)
(6+ m81°6 + m8T) (6 + m81°mgT)
(81 + m6°6 + m8T) (81 + me ‘mgT)
(6 + m6'6+ mQ1) (6 + me‘mg1)
(m81 ‘6 + MmQT) (mgT “mgT)
(m6’6+ a81) (m6 mg1)
(816 + m81) (81 m81)
(66 + m81) (6°081)
(0°6 + m81) (0’mg1)
(81 + mQ18T) (8T +m81’6) (8T + m81°0)
(6+ m81°81) (6+mgr’6)  (6+m81°0)
(81 + 6 °81) (8r+m66) (81 +m6°0)
(6+ m6°81) (6+ m6°6) (6+ m6°0)
(m81°8T) (m8176) (m810)
(m6°81) (m6°6) (m6°0)
(81°81) (81°6) (81°0)
(6°8T) (6°6) (6°0)
(0°81) (0°6) (0°0)
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qu RESULTADOS

COMPLEMENTARIOS

A1 INMERSION DE LA ESTRUCTURA DE ANI-
LLO

Sean R un anillo conmutativo con identidad, S un conjunto no vacio y
¢ : R — S una funcién biyectiva, luego podemos inducir la estructura de
anillo en S = ¢(R) definiendo dos operaciones & y © en S de la siguiente
manera:

Dados s1,s2 € Sexistenry, rp € R tales que ¢(r1) = s1y $(r2) = s, entonces:

s1® 52 = ¢P(r1 +12)

A1
5105y = ¢p(r112) (A.1.1)

Teorema A.1.1. (S, ®,®) es un anillo conmutativo con identidad.

Demostracién. La cerradura de ambas operaciones es inmediata de su defi-
niciéon. Ahora, dados si,s2,53 € S, denotemos mediante s = s; @ sy, s’ =
SpDs3, t =51 Osy, t' = sy ®s3y por otro lado si ¢(r;) = s; para algunos
i €{1,2,3} denotemos r =11 + 1y, ' =ry+13, 9 =r1r2y g4 = rar3. Luego,
de (A.1.1) tenemos que ¢(r) =s, ¢(q) =t, ¢p(r') =5y ¢(q') =1t Asi:

(51D s2) Bs3 =sDs3 (51©s2) ®s3 =1t@s3
=9 +13) = o)
= ¢((r1 +12) +713) = ¢((r1r2)13)
= ¢(r1+7') = ¢(r1q')
=5 D5 =510t
S (51®s2) ©s3 =51 (52D s3) S (51082) ©83 =510 (520 83)

A continuacién, si denotamos 0 = ¢(0) y 1 = ¢(1), luego dado s € S tal
que ¢(r) = s con r € R entonces:

A

0@s=¢p(0+r) s@0=¢(r+0) 1os=¢(1r) sO1=¢(r1)

= ¢(r) = ¢(r) = ¢(r) = ¢(r)
S 0@s=s csd0=s 1os=s soOl=s

por consiguiente (S, ®) y (S, ®) son monoides. Por otro lado, considere que
dado un elemento r € R entonces existe —r € R tal que r + (—r) = 0 luego
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si denotamos por § = ¢(—r) tenemos que sir, 71,12 € Ry ¢(r) =s,$(r;) =
siconi € {1,2}, luego:

s1B sy = ¢(r1+12) s1® sy = ¢(r112) s®E=¢(r+(-r))
=¢(ra+1) = ¢(r211) = ¢(0)
51 @sy =5 D8 5108y =8O8 s®s=0

De lo anterior se sigue que (S, @) es un grupo abeliano y (S,®) es un
monoide conmutativo, asi que finalmente si denotamos s = s, @ s3, s’ =
$1082, 8" =510s3ysip(r) =s,r=ra+r3, 1 =riryy "’ =rirz entonces

S10 (s2Bs3) =5105
= ¢(r1r)
= ¢(r1(r2+13))
:¢(r/+r//>
— S/ @SH

S51@(s2®s3) = (s1082) D (51 ®5s3)

A.2 POLINOMIOS EN VARIAS VARIABLES

En este apartado, exhibiremos propiedades relativas a anillos de polino-
mios en varias variables sobre anillos conmutativos con identidad. Dichas
propiedades serdn demostradas para los casos de una o dos variables en-
tendiendo que pueden generalizarse por induccion.

Definiciéon A.2.1. Sean R un anillo conmutativo con identidad 1g, O el
elemento neutro de la suma del grupo (R, +) y R[x] el anillo de polinomios
en la indeterminada x con coeficientes en R, entonces:

(i) El anillo de polinomios en las indeterminadas x1 y x, con coeficien-
tes en R denotado por R[xi, x| es el anillo polinomial S[x;] donde
S = R[x1], en general, si k es un entero positivo entonces el anillo de
polinomios en las k indeterminadas x1, x2,. .., xx es el anillo polino-
mial S[x;] donde S = R[xy,x2, ..., Xk _1].

(ii) Dado un polinomio en k indeterminadas f(x1, x, ..., xx), el grado re-
lativo de f respecto a la variable x; se denota por J;(f) para (0 < j <
k) y es el grado del polinomio en el anillo polinomial S[x;] donde
S = R[xl, .. .,x]-_l,x]-H, .. .,xk].
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Observacién A.2.2. En lo sucesivo denotaremos a un polinomio en k inde-
terminadas f(x1, xo,...,xx) y al anillo R[x1, xp, .. ., x¢] mediante f(x) y R[x]
respectivamente. Cada vez que la variable x; no aparezca en un polinomio,
éste se denotard como f(%;), con estd notacién tenemos que dado f(x) tal
que 0;(f) = n; existen polinomios g;(£;) con 0 < i < k tales que:

x) =) gi(#)x;. (A2.1)
i=0

Ademas, en lo sucesivo trataremos de manera indistinta a los polinomios
en k variables como sumas formales asi como funciones polinomiales y
diremos que el término constante de f(x) es el elemento f(Og,0g,...,0r) €
R.

Ejemplo A.2.3. (i) Sea f(x) € Z[x1,x2, x3] dado por f(x) =x3x; +2x1x3 —
x1X2X3 + x1 + 1 entonces notemos que f(x) puede escribirse de 3 for-
mas:

14 (223 — xpx3 + 1)x1 + (x2) %3
(14 x1 +2x123) + (¥ — x1x3)x2
(14 x1 + x5x2) + (x1x2)x3 + (2x1) %3

y de ahi que 61(f) = 2, 62(f) =1, d3(f) = 2 y el término constante
es (0,0,0) =1.

Lema A.2.4. Sean ¢p(x) = co+c1x+...+cx" € Z[x], ¥ € Ny p un niimero
primo. Entonces (¢(x))? = ¢(xP) (mod p) donde §(t) € Z[t].

Demostracion. Hagamos induccién en r. Para r = 1 tenemos que ¢(x) =
co + c1x luego es claro que:

(p(x))? = (co+ c1x)? = cf + E (") (co)P T (c1x)] + ch'xP

—.
—_

entonces se sigue que (¢(x))? — [cf + cjxP] = Z ( )(co)P~I(c1x)] y dado
que p | (’;’) cadavezquel <j<p-—1es claro que si elegimos ¢(t) =
ch + c't entonces (¢(x))? = $(xP) (méd p).

Suponagmos que si grad(¢) < r — 1 entonces el resultado es vélido y sea
$(x) = co+c1x + ...+ ¢x". Entonces f(x) = ¢(x) — ¢,x" € Z[x] y es tal
que gradf = r — 1 entonces por hipétesis inductiva se sigue que:

(f(x))? = f(x") (mod p)
donde f(t) € Z][t]. Mas atn, ya que (¢(x) — c,x")? = (f(x))? entonces:

(¢(x) —cx")P = f(x¥)  (méd p) (A2.2)
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Por otro lado, es facil ver que procediendo como antes (¢p(x) — ¢,x")P =
(¢(x))P — cfxP" (méd p) asi que combinando esto con (A.2.2) se concluye
que:

(¢(x))F — 7" = f(x")  (mod p)
definamos ¢(t) = f(t) + c/t" y de lo anterior se sigue el resultado. O

Este resultado puede extenderse de manera natural por induccién a poli-
nomios en multiples variables x1, x2, ..., xx para k un entero positivo como
sigue:

Corolario A.2.5. Sean f(x) € Z[x] y p un niimero primo. Entonces (f(x))? =
f(x") (mod p) para algiin f(t) € Z]t].

A.3 RAICES p-ESIMAS EN CAMPOS FINITOS

Sea IF; un campo finito con g = p™ elementos y IF,(~ Z,) su campo primo.
Como se mencioné en la Seccién 1.1 existe un polinomio primitivo f(x) de
grado m tal que IF; ~ % y donde B = {1,w,w?,...,w" '} es una base
del espacio vectorial gJF; al cual denotaremos mediante IFy[w], es decir el
conjunto de todas la expresiones polinomiales de grado a lo més m — 1 con

coeficientes en F).
Por otro lado consideremos el automorfismo de Frobenius:
0:F,lw] = Fylw]
v oP

el cual es un isomorfismo que deja fijos a los elementos de IF,, con esto
veamos el siguiente:

Lema A.3.1. El automorfismo de Frobenius es un operador lineal invertible.

Demostracién. Como ¢ es biyectivo, solo resta ver que es un operador lineal.
En efecto, dados dos elementos u,v € IF,,[w], como ¢ es homomorfismo
entonces o(u +v) = o(u) +o(v) y dado A € F,, entonces:

o(Av) = o(A)o(v) (0 es homomorfismo)

= Ac(v) (o deja fijo a IF))
por consiguiente es un operador lineal invertible. O
Por el lema anterior, tenemos que si P := [¢] pes la representacién matricial

del automorfismo de Frobenius en la base j3, ésta es invertible y su inversa
P! es tal que para todo a € F:

p <P’1[a]B) = la]s (A.3.1)
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abusando de la notacién si b € [, es tal que [b] p= P~1[a] p entonces b¥ =
P[b]5 = a, por lo cual presentamos la siguiente:

Definicién A.3.2. Sea [F; un campo finito y 2 € F;. Un elemento b € [F; es
la raiz q-ésima de a si y sélo si b7 = a, lo cual denotaremos mediante b = V/a
o bien b = al/1.

Notese que todo lo discutido antes de la Definiciéon A.3.2 (cf. [11]) nos otor-
ga un procedimiento para obtener las raices p-ésimas de elementos en un
campo finito y més atn, la forma de expresar dichas raices en términos de
la base B. A continuacién, mostramos algunos ejemplos de campos finitos
y las respectivas tablas de las raices p-ésimas de sus elementos.

Ejemplo A.3.3. Por simplicidad denotaremos [a]; solamente como [a].

» Como ¢ deja fijo a IF,, entonces para todo a € IF, se tiene que o (a) =
a, es decir, es su propia raiz p-ésima.

e Supongamos que p = 2y m = 2. Entonces f(x) = x> +x+1y
B := {1,w}, de ahi que, ¢(1) = 1y c(w) = w? = 1+ w, luego
[1] = (1,0) y [w] = (1,1) entonces:

-G G

a va
0 0
1 1
w 14+ w
1+w w

Cuadro 3.: Raices cuadradadas en ]F%

o Consideremos p = 2y m = 3. Entonces f(x) = x> +x+1y B :=
{1,w,w?} entonces o(1) = 1, 0(w) = w? y 0(w?) = v* = W? + w,
luego [1] = (1,0,0), [w] = (0,1,0) y [w?] = (0,1,1) entonces:

100 100
P=|(011 Pl=1011
001 00 1

e Para los pardmetros p = 3, m = 2, entonces f(x) = x% + 2x + 2.
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a Ja a Ja
0 0 w? w
1 1 w?+1 w+1
w w + w? w? 4+ w w?
14w | 1+w+? | +w+1 ]| w?+1

Cuadro 4.: Raices cuadradadas en IF%

SICH NN O

va| a va a va
0 w 142w 2w 2+ w
1 |[14+w|2w+2|2w+1 w

2 24w 2w 2w+2 |14+ w
Cuadro 5.: Raices ctbicas en ]F%

N = O

Recordemos también que el automorfismo de Frobenius forma un grupo
ciclico de orden m con la composicién de funciones, de donde se sigue
que 0™ = idp,, de ahi que ™1 = o1y luego tenemos que P~1 = p"~1,
Usemos esto para ver un ejemplo mads elaborado, si p = 5y m = 4 entonces
el campo finito F, tiene g = 5* = 625 elementos, ademés hemos tomado
como polinomio primitivo asociado al campo finito a f(x) = x* 4 4x2 4 4x +
2y B ={1,w,w? w?} y dado que: [¢(1)] = (1,0,0,0) [¢(w)] = (0,3,1,1),
o(w?)] = (4,4,2,4) y [o(?)] = (1,2,1,4).

1041 1023

(0342 s o130

P=1lo01 21 P=los301]|7"
01 4 4 0333



]E; MAGMA

SageMath es un software matematico de cédigo abierto el cual permite
la compilacién de lenguajes de programacion basados en Phyton. MAGMA
es un software especializado en el dlgebra abstracta, teoria de ntimeros, geo-
metria algebraica y combinatoria, posee un riguroso entorno que permite
la manipulacién de estructuras como grupos, anillos, campos, médulos, étc.

En este trabajo de tesis, nos hemos apoyado en el uso del entorno grafico
notebook en linea de Sage y los comandos del software MAGMA para la
implementacién de ejemplos sobre anillos de Galois y los cédigos mencio-
nados. En este apéndice presentamos algunos de los programas u hojas de
trabajo usadas en la elaboracién de este escrito.

A lo largo de este apéndice, los comandos aparecen precedidos por el sim-
bolo >. Hemos colocado comentarios de ayuda, éstos estan precedidos de
// y el resultado de la compilacion del programa se mostrard en una caja
sin estar precedido de ningtin simbolo.

El lector podra consultar el manual de usuario de MAGMA para observar
las funciones e instrucciones nativos en el manual, disponible en:

https://magma.maths.usyd.edu.au/magma/handbook/
o0 su versién en pdf:

https://www.math.uzh.ch/sepp/magma-2.19.8-cr/Handbook.pdf.

B.1 REPRESENTACIONES pP-ADICAS

MAGMA provee al usuario de los comandos bésicos para la construccion
del anillo de Galois GR(p*, m) mediante la instruccién GaloisRing(p,s,h)
donde p, s son enteros positivos y I es un polinomio moénico basico primi-
tivo de grado m.
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>Z:=IntegerRing();

>P<x>:=PolynomialRing(Z);

>s:=3;//Introduzca un entero positivo.

>m:=3;// Introduzca un entero positivo.

>p:=2;//Introduzca un numero primo.

>h:=x"3 + 3*x™2 + 2*x + 7;// Introduzca un polinomio basico
irreducible de grado "m".

>R<w>:=GaloisRing(p,s,h);

>R;

GaloisRing(2,3,Xx™3 + 3*x™2 + 2*x + 7)

Observacién B.1.1. R<w> indica al programa que R es el identificador del
anillo y la indeterminada del anillo de Galois visto como clases polinomia-
les es w.

Una vez construido el anillo de Galois, MAGMA nos permite obtener el
campo residual mediante la instruccién ResidueField y podemos construir
el conjunto de Teichmiiller usando las potencias de w.

>RF<t>:=ResidueField(R);//Campo residual de R.

>T:=[0]cat[w™i: i in [0..(p™m-1)]]1;// Conjunto de Teichmuller.
>"Campo Residual";

>RF;

"Conjunto de Teichmuller";

>T;

Campo Residual

[0,1,t,t72,t"3,t"4,t"5,176]

Conjunto de Teichmuller

[ 0, w, W'2, 5+w™2 + 6*xw + 1, 7+Ww™2 + 7xw + 5, 2*Ww™2 + 7xw + 7, W
"2 +

3xw + 2, 1 1]

Otro elemento importante en el manejo de los anillos de Galois es la -
reduccién y las componentes p-addicas. MAGMA cuenta con la instruccién
nativa function la cual usamos para calcular las componentes p-adicas,
al dar un elemento c en el anillo de Galois nos es devuelto un vector <

po(c),pr(c), ..., ps1(c) >.
Padic:=function(c)
W:=[Random(T): i in [1..s]];
while (c eq &+[W[i]*p~(i-1): 1 in [1..s]]) eq false do
W:=[Random(T): i in [1..s]];
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end while;
Vi=<W[i]:i in [1..#W]>;
return V;
end function;// Funcion que calcula las componentes p-adicas.

Observacién B.1.2. En la siguiente instruccién, tenemos que los simbolos
R y RF son los identificadores del anillo de Galois y su campo residual
respectivamente. Mediante la funcién nativa Coercion, renombrada por Mu
es la p-reduccién y con ésta misma, podemos construir una funcién que
calcule la p-reduccién de las componentes p-ddicas de los elementos en el
anillo de Galois, es decir, dado un elemento en R nos devuelve un vector

< ro(c),rl(c), .. .,Tsfl(C) >.

>Mu:=Coercion(R,RF);// Mu-reduccion.
MRPadic:=function(r)
S:=<>;
for i in [1..s] do
e:=Mu(Padic(r)[i]);
Append(~S,e);
end for;
return S;
end function;// Mu-reduccion de las componentes p-adicas de un
elemento de R.

Ejemplo B.1.3. En el presente apéndice estamos desarrollando al anillo de
Galois R=GR(23,3). Considere los elementos 2w + 2, w? + 1 y calculemos
sus componentes p-adicas:

2w +2 = 0+ 22w + 7w + 7) + 22 (7w?* 4 7w + 5)
w* +1 = (5% + 6w + 1) + 2(w) + 2% (w?)

podemos verificar con el programa:

>Padic(2xw+2);

<0, 2*xw™2 + 7xw + 7, 7xw™2 + 7xw + 5>
>Padic(w™2+1);

<5xw™2 + 6xw + 1, w, w'2>

y las p-reducciones de éstas:

>MRPadic (2xw+2);
<0, t75, t™4>
>MRPadic(w"2+1);
<t~3, t, t72>
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B.1.1 Polinomios Mdnicos Basicos Primitivos

Cuando se genera un anillo de Galois, es necesario introducir un poli-
nomio moénico bésico primitivo, la siguiente serie de instrucciones permite
generar de manera aleatoria un polinomio ménico bésico primitivo de gra-
do m con los pardmetros dados p, s.

>p:=2;//Introduza un numero primo.
>s:=3;//Introduzca un entero.
>m:=3;//Introduca un entero.
//Generador de h(x) polinomio monico basico primitivo.
>7Z7<x>:=PolynomialRing(IntegerRing());
>Z:=IntegerRing(p”s);
>P<x>:=PolynomialRing(Z);
>K:=GF(p);
>L<t>:=PolynomialRing (GF(p))>Mum:=Coercion(P,L);
>J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];
>h:=elt<P|J>;
while ((x~(p™m-1) mod h) eq 1) eq false do
J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];
h:=elt<P|J>;
while (IsPrimitive(Mum(h)) eq false) do
J:=[Random(Z): i in [1..m]] cat [1];

h:=elt<P|J>;
end while;
end while;

>"h(x)=",h;//Polinomio monico basico primitivo.

h(x)= X*3 + 3%x™2 + 2xxX + 7

B.2 LA FUNCION DE GRAY

MAGMA cuenta con la funcién nativa KroneckerProduct, la cual realiza
el producto de Kronecker, expandido de derecha a izquierda, sin embar-
go para nuestros fines, se gener6 el producto de Kronecker de izquiera a
derecha mediante las siguientes instrucciones.

//Producto de Kronecker (expandido de izquierda a derecha).
>KP:=function(u,vVv)

S:i=< >;
i:=1;
ji=1;

while i 1t (#v+1) do



for j in [1..#u] do
e:=v[ilxul[jl;
Append(~S,e);
end for;
i+:=1;
end while;
return S;
end function;

Ejemplo B.2.1. Para los pardmetros que estamos trabajando en el presente
apéndice p = 2,5 = 3 y m = 3 obtuvimos que su campo residual estd dado

por:

]Fp:::{O,14v,a9,aﬁ,aﬂ,aﬁ,aﬁ,a7}
Como se analiz6 en la seccién 2.3 existe un orden especifico de los elemen-
tos del campo residual que nos permite definir a los vectores ¢y, ¢; y ¢z en
la construcciéon de la funcién de Gray. En funcién de esto, se forman las
siguientes instrucciones:

>Zp:=[i:i in [0..(p-1)1];//Anillo de enteros modulo p~s.
>Ugen:=function(c)
W:=[Random(Zp): i in [1..m]];
while (c eq &+[W[il*p~(i-1): 1 in [1..m]]) eq false do
W:=[Random(Zp): i in [1..m]];
end while;
Yi=[W[i]:i in [1..#W]1];
return Y;
end function;
>U:=<elt<F|Ugen(i)>: i in [0..(p™m)-11>;//Vector u;
>V:=<1: i in [1..p"™m]>;//Vector v;
>"u =",U;
>"v =",V;

<0, 1, t, t75, t72, t°3, t76, t"4>
<1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1>

\Y

Dichas instrucciones nos permiten generar los vectores u y v los que son
puntos clave para los vectores introducidos en la ecuacién (2.3.11):

CO=URD
G =vQ1u (B.2.1)

G =0QU
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>c0:=KP(U,V);

>cl:=KP(V,U);

>c2:=KP(V,V);

c0 =<0, 1, t, t°5, t~2, t°3, t76, t™4, 0, 1, t, t°5, t72, t73, t
~6,

t~4, 0, 1, t, t°5, t°2, t°3, t76, t™4, 0, 1, t, t°5, t72, t73, t
~6, t"4,

e, 1, t, t°5, t~2, t°3, t*6, t~4, 0, 1, t, t°5, t°2, t°3, t76, t
~4, 0,

1, t, t°5, t°2, t°3, t76, t™4, 0, 1, t, t°5, t72, t°3, t76, t"4>

cl =<0, 0,0,0,0,0,0,0,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, t, t, t, t,

g
t, t, t, t°5, t°5, t°5, t75, t°5, t©5, t°5, t°5, t72, t72, t72, t
~2,
t~2, t72, t7°2, t72, t°3, t7°3, t7°3, t°3, t73, t7°3, t°3, t°3, t76,
t°6,
t°6, t76, t°6, t76, t°6, t76, t™4, t"4, t™4, t74, t™4, tH4, tH4,
t~4>
c2=<«1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,.1,
1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,.1,
1, 1,

Como podemos ver, la funcién producto de Kronecker que hemos disefiado
nos permite realizar el calculo preciso y salvar tiempo.

B.2.1  MAGMA en anillos de indice de nilpotencia 3

MAGMA provee una funcién de Gray para poder operar elementos de
espacios vectoriales, a partir de este momento, nos concentraremos tinica-
mente en los anillos de Galois de indice de nilpotencia 3, y por lo tanto las
hojas de trabajo presentadas estardn adaptadas para este fin.

Ademas, introducimos un encabezado para cada programa que nos permi-
te definir el anillo de Galois, las representaciones p-ddicas y los vectores
Co, C1 y Co.

>Z:=IntegerRing();
>P<x>:=PolynomialRing(Z);
>s:=3;//Introduzca un entero positivo.
>m:=3;// Introduzca un entero positivo.
>p:=2;//Introduzca un numero primo.
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>h:=x"3 + 3%x™2 + 2xx + 7;// Introduzca un polinomio basico
irreducible de grado "m".
>R<w>:=GaloisRing(p,s,h);
>R;
>RF<t>:=ResidueField(R);//Campo residual de R.
>T:=[0]cat[w™i: 1 in [0..(p™m-1)]]1;// Conjunto de Teichmuller.
>"Campo Residual";
>RF;
"Conjunto de Teichmuller";
>T;
Padic:=function(c)
W:=[Random(T): i in [1..s]];
while (c eq &+[W[il*p~(i-1): 1 in [1..s]]) eq false do
W:=[Random(T): i in [1..s]];
end while;
Vi=<W[i]:i in [1..#W]>;
return V;
end function;// Funcion que calcula las componentes p-adicas.
>Mu:=Coercion(R,RF);// Mu-reduccion.
MRPadic:=function(r)
S:=<>;
for i in [1..s] do
e:=Mu(Padic(r)[i]);
Append(~S,e);
end for;
return S;
end function;// Mu-reduccion de las componentes p-adicas de un
elemento de R.
//Producto de Kronecker (expandido de izquierda a derecha).
>KP:=function(u,v)

Si=< >;
i:=1;
j:=1;

while i 1t (#v+1) do
for j in [1..#u] do
e:=v[ilxul[jl;
Append(~S,e);
end for;
i+:=1;
end while;
return S;
end function;
>Zp:=[i:1 in [0..(p-1)11;//Anillo de enteros modulo p~s.
>Ugen:=function(c)



86

W:=[Random(Zp): i in [1..m]];
while (c eq &+[W[il*p~(i-1): 1 in [1..m]]) eq false do
W:=[Random(Zp): i in [1..m]];

end while;
Y:i=[W[il:i in [1..#W]];
return Y;

end function;

>U:=<elt<F|Ugen(i)>: i in [0..(p"m)-1]>;//Vector u;
>Vi=<1: i in [1..p"m]>;//Vector v;

>"u =",U;

>"v =",V;

>c0:=KP(U,V);

>cl:=KP(V,U);

>c2:=KP(V,V);

B.2.2 La funcién de Gray

Dados todos estos elementos podemos generar un programa que represen-
ta a la funcién de Gray para los cédigos definidos sobre anillos de Galois
de indice de nilpotencia 3.

@ : GR(p*,m)" > FiT (B.2.2)

ademads presentamos la instruccién MR la cual permite obtener un vector
con las p-reducciones de las componentes p-adicas de las palabras cédigo.

//Mu-Reduccion de componentes para palabras codigo.
>MR:=function(c)
ro:=<MRPadic(c[i])[1]:1 in [1..#cl>;
rl:=<MRPadic(c[i])[2]:1 in [1..#cl>;
r2:=<MRPadic(c[i])[3]:1 in [1..#cl>;
return <r0,rl, r2>;
end function;
//Funcion de Gray.
>Phi:=function(c)

GMO:=KP(MR(c)[1],c0);
GM1:=KP(MR(c)[2],cl);
GM2:=KP(MR(c)[3],c2);

A:=[GMO[i]:i in [1..#GMO]];

B:=[GM1[i]:1i in [1..#GM1]];

C:=[GM2[i]:i in [1..#GM2]];

return [A[i]+B[i]+C[i]:1 in [1..#A]l];
end function;
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B.3 CODIGOS EN MAGMA

El manual dedica el capitulo 21 a la teorfa de cédigos definidos sobre
campos finitos, al darles un tratamiento como vectores, sin embargo para
cédigos definidos sobre anillos de Galois, deben ser operados como ele-
mentos de un médulo, y para ello se disefiaron programas para crear y
manipular dichos c6digos los cuales se exhiben a continuacién.

B.3.1 Cddigos constaciclicos

Como ya se menciond en la seccién 3.1 dado un entero positivo n primo
relativo con p para un anillo de Galois R = GR(p®, m), la imagen bajo la
funcién de Gray de un c6digo constaciclico es cuasi-ciclica de indice p?"~1
y longitud ng? con g = p™.

El siguiente programa nos permite que, dados un anillo de Galois GR(p*, m),
un entero positivo n tal que (1, p) = 1y un conjunto de n-adas {c;,¢5,..., ¢} C
R", generar un c6digo constaciclico, como sigue:

>1:=(1-p~2) mod (p”s);//Unidad 1=1-p~2.
>Nul:=function(x)
C:=[x];
n:=#C[1];
while ([l*x[n]] cat [x[i]: i in [1..n-1]]) ne C[1] do
x:=[1lxx[n]] cat [x[i]: i in [1..n-1]1;
Include(~C,x);
end while;
return C;
end function;//Funcion corrimiento constaciclico.
>ConsC:=function(G)
CC:=[1;
for i:=1 to #G do
y:=Nul(G[i]);
Include(~CC,y);
end for;
return &cat CC;
end function;Generador de codigos constaciclicos.
//Ingrese una cantidad finita de n-adas de elementos de R"n.
>Cod:=ConsC([[1,w,7*w,0,1], [w"2,1,w,2*xw+2,3]1]1);
C:=[];
for ¢ in Cod do
d:i=<c[i]: i in [1..#c]>;
Include(~C,d);
end for;
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"Codigo constaciclico";
>II(: =II’C;

Codigo constaciclico
C=1[<1, w, 7xw>, <3xw, 1, w>, <5xw, 3xw, 1>, <5, 5*w, 3xw>, <7x
w, 5, 5%xw>, <w, 7xw, 5> ]

Una vez que se ha construido el cédigo constaciclico C de longitud n, po-
demos utilizar la instruccién for que genera un ciclo simple para calcular
la imagen bajo la funcién de Gray de todas las palabras cédigo de C:

>PHI:=function(C);//Ciclo de c\’'alculo de la imagen bajo la
funcion de Gray
D:=[1;
for ¢ in C do
d:=Phi(c);
Include(~D,d);
end for;
return D;
end function;
>PHI(C);//Imagen de Gray del codigo C.

Ahora, para la verificacién del Teorema 3.1.4 definimos en MAGMA las
funciones o y o

//Corrimiento Ciclico.
>Sigma:=function(x)

return [x[#x]]cat [x[i]: 1 in [1..(#x-1)11;
end function;
//Corrimiento cuasi-ciclico
>SigmaT:=function(c)

SC:=[1;

n:=#c div (p~(2*m));
K:=n*p;

j:=0;

while j 1t (p”~(2xm-1)) do
if j eq 0 then
b:=Sigma([c[i+1]: i in [0..(k-1)11);
Append (~SC,b) ;
else
b:=Sigma([c[i]: i in [((jxk)+1)..(j+1)*(k)1]);
Append (~SC,b);

end if;
j+:=1;
end while;

return &cat SC;



end function;

Finalmente un ciclo simple nos permite la verificacién del teorema definien-
do la instruccion condicional IsCuasiCyclic la cual nos devolvera true si
el c6digo en cuestion es cuasi-ciclico y false de lo contrario.

>IsCuasiCyclic:=function(x)
for ¢ in x do
t:=SigmaT(c) in x;
if t eq false then
a:="false";

break;
else
a:="true";
end if;
end for;
return a;

end function;

B.3.2 (Cddigos ciclicos lineales

Para la seccién 3.2, se introdujo una permutacién particular para los ele-
mentos del conjunto de enteros {0,1,...,np — 1} donde (1, p) = 1y la cual
es denotada por 77, es necesario hallar el inverso médulo p, n’ de n, todo
esto se hace a continuacion:

//Introduzca un entero n coprimo con p
>n:=3;
//Calculo del inverso modulo p
for k in [1..p-1] do
y:=k*n mod p;
if y eq 1 then
g:=k mod p;
end if;
end for;
>"n’="IQ;
"Permutacion Pi en el conjunto {0,1,...,",nxp-1,"}";
Pi:=function(x)
for u in [0..p-1] do
if x in [nxu..n%x(u+l1)-1] then
return (nx(qgqxx -u mod p)+x) mod (nxp);
end if;
end for;
end function;



for x in [0..nxp-1] do

X,"--->",Pi(x);
end for;
"Parametros de la permutacion"
>"p =",p;
>"n =",n;
>"n' =",q;
for x in [0..nxp-1] do
X,"--->",Pi(x);
end for;

Parametros de la permutacion

p =2

n =3

n'=1

Permutacion Pi en el conjunto {0,1,..., 5}
0 --->0

1l --->4

2 --->2

3 --->3

4 --->1

5--->5

Observacion B.3.1. Para determinar el valor de p, es necesario iniciar ca-
da programa con el encabezado proporcionado en la subseccién B.2.1 por
lo cual el anillo de Galois sobre el que definimos el c6digo se encuentra
determinado.

Ademads la generacion de los elementos A y <y estd proporcionada por las
siguientes instrucciones:

>t:=p~(2xm-1);//indice del codigo
>1:=1-p”2 mod p;

>"Unidades en el anillo de Galois"
>"lambda =",1;//parametro lambda

for k in T do

y:= k mod p;
if y eq g then
N:=y;
end if;
end for;//Factor del conjunto de Teichmuller para Gamma.
>g:=1+N*p"2;

>"gamma =",g;//parametro gamma
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Unidades en el anillo de Galois
lambda= 1
gamma= 5

Con estos elementos, podemos definir la generalizacién de la permutacién
de Nechaev IT%P""" utilizando el lenguaje de MAGMA mediante:

//P1i Tensor p~(2m-1).
PI:=function(x)
Z:=(#x) div (nxp);
PIC:=[];
for k:=0 to (z-1) do
if k eq 0 then
yi=[x[Pi(i)+1]: i in [kx(n*p)..(k+1)*(nxp)-111;
Append (~PIC,y);
else
y:=[xX[(kx(nxp)+1)+Pi(i mod (nxp))]: i in [kx(nxp)..(k
+1)*(nxp)-111;
Append (~PIC,y);
end if;
end for;
//Y:=[PIC[i]: i in [1..#PIC]];
//Z:=[Tuplist(Y[i]): i in [1..z]11;
return &cat PIC;
end function;

MAGMA contiene la instruccién LinearCode la cual permite la construc-
cién de un cédigo lineal generado por las filas de una matriz, si estas filas
poseen un comportamiento ciclico se genera un cédigo ciclico lineal como
en los siguientes ejemplos:

Ejemplo B.3.2. (i) Elcddigo de repeticién de longitud 3 sobre GR(2, 3,2).

>L:=LinearCode(Matrix(R,1,3[1,1,1]));

>L;

>LL:=[*Eltseq(c): c in Lx];

>C:=[<LL[i][j]: j in [1..#LL[i]]>: i in [1..#LL11;

(3, 64, 3) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 3, x"2 + X
+ 1)

Generator matrix:

[111]

(ii) Elcodigo ciclico lineal de longitud 3 generado por los vectores {(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2)}.
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>L:=LinearCode(Matrix(R,3,3[[2,0,0],[0,2,0],[0,0,2]1));
b

>LL:=[*xEltseq(c): c in Lx];
>Ci=[<LL[i][j]: j in [1..#LL[il1]>: i in [1..#LL]];

(3, 4096, 1) Cyclic Linear Code over GaloisRing(2, 3, x"2 +
X + 1)

Generator matrix:

[2 0 0]

[0 2 0]

[0 0 2]

Podemos verificar el Teorema 3.2.10 usando las instrucciones de la sub-

seccion anterior para calcular la imagen de Gray y verificar la cuasiciclici-
dad.
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