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In tro ducción

La teoría de sup er�cies mínimas forma parte de la Geometría Diferencial,

en la cual se estudian inicialmen te, las curv as y sup er�cies en el espacio tridi-

mensional usando técnicas del cálculo diferencial e in tegral. La existencia de

sup er�cies mínimas surge como una generalización del problema de encon-

trar las tra y ectorias más cortas en tre dos pun tos en una sup er�cie llamadas

geo désicas. El problema de encon trar geo désicas forma parte del estudio in-

trínseco de la geometría de una sup er�cie, es decir, de las propiedades que

dep enden de la primera forma fundamen tal, mien tras que la existencia de

sup er�cies mínimas es parte del estudio de sus propiedades extrínsecas, es

decir, se agregan las propiedades que dep enden de la segunda forma funda-

men tal, p ero tam bién in teractúa con la top ología algebráica y diferencial así

como con análisis complejo y el análisis funcional.

P osteriormen te, la teoría de sup er�cies mínimas se generalizó a dimen-

siones ma y ores que tres y p or supuesto a v ariedades diferenciables reales y

complejas.

Las sup er�cies mínimas son, quizá, las sup er�cies más estudiadas en Geo-

metría Diferencial, siendo aún uno de los camp os más atractiv os de la in v esti-

gación actual en Geometría. La b elleza de los problemas que aquí se plan tean,

normalmen te de en unciados sencillos, con trasta con la enorme di�cultad que,

en m uc hos casos, extraña su resolución.

El ob jetiv o principal de este traba jo, desde luego, p or razones de tiemp o

y espacio es la exp osición y demostración de algunos resultados imp ortan tes

que ha tenido esta teoría desde sus inicios en el siglo XVI I I, emprendida p or

L. Euler y L. Lagrange (aunque ello sup onga dejar de lado otras m uc has

no menos in teresan tes). P ara la elección que haremos, nos hemos basado en

primar resultados que estén basados en una de las herramien tas más p o dero-

sas de la matemática, el análisis complejo, principalemn te exprondremos las

publicaciones de las fórm ulas de represen tación generales de sup er�cies míni-

mas, dadas p or Alfred Ennep er (1864) y Karl W eierstrass (1866), en dic has

fórm ulas se hace la conexión de sup er�cies mínimas con el análisis complejo.

Estas represen taciones se les cono ce ho y en día como La Represen tación

de W eierstrass-Ennep er para sup er�cies mínimas, y dice que cualquier



sup er�cie mínima p o drá ser represen tada p or funciones holomorfas. En su

resp ectiv o capítulo v eremos su construcción y aplicación de ésta represen ta-

ción.

T am bién to caremos aunque no con m uc ho detalle los dos temas cen trales

en la teoría de sup er�cies mínimas tales como el T eorema de Bernstein

(a�rma que cualquier solución a la ecuación de sup er�cie mínima sobre to do

el plano es una función lineal) y El problema de Plateau (probar que para

cada curv a cerrada C � R3
existe una sup er�cie S con área mínima y cuy a

fron tera es C ), p or supuesto cada demostración hará uso de los cono cimien tos

previos y herramien tas de la rama matemática en la que se encuadra.
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Capítulo 1

Conceptos previos

1.1. Preliminares

En este capítulo de conceptos previos damos las de�niciones, prop osicio-

nes y propiedades necesarias para una correcta lectura de este traba jo. Las

no ciones que aquí se incluy en son las mínimas necesarias en un curso de

in tro ducción a la geometría diferencial. T o dos estos conceptos que aquí se

exp onen, se pueden v er de forma más detallada y con demostraciones en [ 7],

[12] y [14], principalmen te. La historia de la Geometría Diferencial puede ser

estudiada en [[5], pág. 318.].

1.2. De�nición de sup er�cie

En este traba jo hablamos de sup er�cies, en esp ecial sup er�cies regulares,

p or lo tan to deb emos comenzar de�niendo lo que es una sup er�cie regular y

viendo sus propiedades.

Sea a un pun to de Rn
y sea � un n úmero en tero p ositiv o. El conjun to de

to dos los pun tos x de Rn
tales que

kx � ak < �

se denomina n-b ola abierta de radio � y cen tro a y la denotamos p or B(a; �) .

Un sub conjun to U de Rn
se dice que es abierto si, para cada a 2 U , existe

una n-b ola B(a; �) abierta con cen tro en a, completamen te con tenida en U .

Si A y B son sub conjun tos de Rn
y Rm

, resp ectiv amen te , f : A ! B se

dice que es con tin ua en a 2 A si los pun tos en A cercanos a a son transfor-

1
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mados median te f a pun tos en B cercamos a f (a) .

Más precisamen te, f se dice que es con tin ua en un pun to a 2 A si para

to do � > 0 existe � > 0 tal que

kf (u) � f (a)k < � siempre que ku � ak < � con u 2 A:

En tonces f se dice que es con tin ua si es con tin ua en cada pun to de A .

Comp osición de funciones con tin uas es con tin ua.

En vista de n uestra de�nición de conjun to abierto, p o demos dar una

equiv alencia de con tin uidad: f es con tin ua si y solo si, para cualquier abierto

U de Rm
existe un conjun to abierto V de Rn

tal que f � 1(U) = f x 2 Ajf (x) 2
Ug = V \ A:

De�nición 1.1. Se a f : A ! B , f se dic e que es un home omor�smo

1

de

A en B si f es biye ctiva, es c ontinua y f � 1 : B ! A es c ontinua, y se dic e

que A es home omorfo a B si existe una home omor�smo de A en B .

1.3. T ransformaciones diferenciables

Demos un repaso brev e del cálculo v ectorial, revisando algunos conceptos

básicos que más adelan te extenderemos a otras áreas.

De�nición 1.2. Una tr ansformación f : Rn ! Rm
es difer enciable en

a 2 Rn
si existe una tr ansformación line al � : Rn ! Rm

tal que

l��m
h! 0

jf (a + h) � f (a) � � (h)j
jhj

= 0:

La norma es esencial, y a f (a+ h) � f (a) � � (h) está en Rm
y h está en Rn :

La transformación lineal � se designa p or Df (a) y se denomina la diferencial

de f en a. La justi�cación de la existencia de la transformación lineal puede

v erse en [18].

De�nición 1.3. Una tr ansformación f : Rn ! Rm
es difer enciable en A �

Rn
si f es difer enciable p ar a to do a 2 A . Por otr a p arte , si f : Rn ! Rm

,

A � Rn
entonc es f se l lama difer enciable si f se pue de extender a una

tr ansformación difer enciable en algunos c onjuntos abiertos que c ontiene A .

1

La palabra homeomor�smo viene del griego •o�o�o& (homoios) = misma y �o�' �� (morp-

he) = forma.
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Sea U una abierto de Rn
una transformación f : U ! Rm

es sua v e o

de clase C1 (U) , si admite deriv adas parciales de to dos los ordenes y son

con tin uas en U .

De�nición 1.4. Se an A � Rn
, y B � Rm

se dic e que f : A ! B es

dife omor�smo , si es difer enciable, biye ctiva, y su inversa f � 1 : B ! A es

también difer enciable.

Resulta inmediato que la comp osición de transformaciónes diferenciables

en tre sub conjun tos es tam bién diferenciable, y la comp osición de difeomor-

�smos, es difeomor�smo.

Muc has v eces es con v enien te considerar la matriz de Df (a):

De�nición 1.5. L a difer encial de f , Df (x) asigna a c ada punto x 2 U � Rn

una tr ansformación line al cuya matriz aso ciada r esp e cto a la b ase c anónic a

de Rn
es Df : Rn ! Rm

, dada p or

Df x =

0

B
@

@f1

@x1 (x) : : : @f1

@xn (x)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

@fm

@x1 (x) : : : @fm

@xn (x)

1

C
A

esta matriz m � n se denomina la matriz Jac obiana de f en x , y se indic a

p or f 0(x):

De�nición 1.6. (Sup er�cie r e gular) .Un sub c onjunto S � R3
es una su-

p er�cie r e gular si, p ar a c ada p 2 S, existe una ve cindad V en R3
y una tr ans-

formación x : U ! V \ S de un c onjunto abierto U � R2
sobr e V \ S � R3

tal que:

1. x es difer enciable, i.e., de clase C1
.

2. x es un home omor�smo.

3. Par a c ada q 2 U , la difer encial dxq : R2 ! R3
es uno a uno.

Llamamos a la transformación x una parametrización o un sistema de

co ordenadas (lo cales) de S en p y a x(U) � S una v ecindad co ordenada de p,

la colección de to das estas parametrizaciones es llamado el atlas de S. Nos

referiremos a las deriv adas parciales de x ,

@x
@u,

@x
@v , p or xu , xv , resp ectiv amen te.

Ha y otro tip o de sup er�cies, las sup er�cies parametrizadas, que de�niremos

a con tin uación.
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Nota 1.7. L a tr ansformación x : U ! V \ S se l lama una c arta, p ar che o

p ar ametrización lo c al de S en p.

De�nición 1.8. (Sup er�cie p ar ametrizada) . Una sup er�cie p ar ametri-

zada x : R2 ! R3
es una tr ansformación difer enciable x de un c onjunto

abierto U � R2
en R3

. El c onjunto x(U) � R3
se l lama la tr aza de x .

La sup er�cie parametrizada x es regular si la diferencial dxq : R2 ! R3

es uno a uno para to do q 2 U (i.e., los v ectores

@x
@u,

@x
@v son linealmen te inde-

p endien tes para to do q 2 U ). Un pun to p 2 U donde dxq no es uno a uno se

llama pun to singular de x .

Ejemplos de parametrizaciones

Ejemplo 1.9. 1. Par ametrización de Monge

L a gr á�c a de una tr ansformación r e al de dos variables z = f (x; y) es

una sup er�cie en R3
. Se de�ne una p ar ametrización

x(u; v) = ( u; v; f (u; v))

donde u y v son el r ango sobr e el dominio de f .

2. Co or denadas esféric as

Cuya p ar ametrización está de�nida p or

x(u; v) = ( R cosu cosv; R sinu cosv; R sinv)

El siguien te lema m uestra una razón del p orqué la sua vidad de sup er�cies

es imp ortan te para nosotros, an tes recordemos que:

De�nición 1.10. Una curva difer enciable es una tr ansformación difer en-

ciable � : I ! R3
donde I es un intervalo abierto de R .

Diremos que la curva � es plana cuando exista un plano � de R3
tal que

Im (� ) � � . A Im (� ) le llamaremos la traza de �: Las comp onen tes de �
serán represen tadas p or

� (t) = ( x(t); y(t); z(t)) ;
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y a t le llamaremos el parámetro de la curv a. A � 0(t) = ( x0(t); y0(t); z0(t)) le

llamamos el ve ctor tangente o velo cidad de � en t . La recta tangen te a � en

t es la recta de R3
que pasa p or � (t) en la dirección de � 0(t) , esto es

f � (t) + �� 0(t) j � 2 Rg:

De�nición 1.11. Una curva � : I ! R3
donde I es un intervalo abierto de

R se l lama curva r e gular si � 0(t) 6= 0; 8t 2 I .

Lema 1.12. Se a S una sup er�cie. Si � : I ! x(D) � S es una curva suave

en R3
la cual está c ontenida en la imagen de una p ar ametrización x de S,

entonc es p ar a funciones suaves únic as u(t); v(t) : I ! R

� (t) = x( u(t); v(t)) :

Demostración. Como � es sua v e, la comp osición x� 1 � � : I ! D es

sua v e p or de�nición. Ahora, D � R2
, así x� 1� (t) = ( u(t); v(t)) : P or lo tan to

� (t) = x(x � 1� (t)) = x( u(t); v(t)) :

P ara probar que u(t) y v(t) son únicas, sup ongamos que � (t) = x( u(t); v(t))
para cualesquiera dos funciones u y v . Note que, p o demos asumir que u y v
están de�nidas en I esto es v erdad vía una reparametrización. En tonces

(u(t); v(t)) = x � 1� (t) = x � 1(x(u(t); v(t)) = ( u(t); v(t)) :

�
La equiv alencia natural aso ciada a la diferenciabilidad es el concepto de

difeomor�smo.

De�nición 1.13. Dos sup er�cies r e gular es S y Ŝ son dife omorfas si existe

una tr ansformación difer enciable ' : S ! Ŝ c on inversa difer enciable ' � 1 :
Ŝ ! S.

A tal ' se le llama un dife omor�smo de S a Ŝ.

Nota 1.14. L a no ción de dife omor�smo desemp eña el mismo p ap el en el

estudio de sup er�cies r e gular es que el c onc epto de isomor�smo en el estu-

dio de esp acios ve ctoriales. En otr as p alabr as, desde el punto de vista de la

difer enciabilidad, dos sup er�cies dife omorfas son indistinguibles.
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De�nición 1.15. Una tr ansformación ' : U � S ! Ŝ es un dife omor�s-

mo lo c al en p 2 U si existe una ve cindad V � U de p tal que ' r estringida

a V es un dife omor�smo sobr e un c onjunto abierto ' (V) � Ŝ.

De�nición 1.16. Una r ep ar ametrización de una sup er�cie S es una c om-

p osición x � f : V ! R3
donde f : V ! U es un dife omor�smo.

1.4. Plano tangen te

Deseamos de�nir, para cualquier pun to de una sup er�cie dada, la mejor

apro ximación lineal a la sup er�cie en la v ecindad del pun to. Esta de�nición

juega un pap el fundamen tal en el estudio de planos y curv as en el espacio.

Construiremos éste ob jeto de la no ción de v ector tangen te a una curv a como

se vio an teriormen te, lo que v amos a de�nir es el concepto de v ector tangen te

a una sup er�cie en la v ecindad del pun to. Esto nos p ermitirá hablar de dife-

rencial de una transformación diferenciable y de p o der estudiar la geometría

de una sup er�cie haciendo uso de este cálculo diferencial.

An tes v eamos la siguien te

De�nición 1.17. Una curva difer enciable en una sup er�cie r e gular S es una

tr ansformación difer enciable � : I ! S donde I es un intervalo abierto de

R.

De�nición 1.18. Se a S una sup er�cie y p 2 S un punto. De cimos que

el ve ctor v 2 R3
es tangente a S en p, si p o demos enc ontr ar una curva

� : (� �; � ) ! S, c on � > 0 tal que � (0) = p y � 0(0) = v . El c onjunto

que c onsiste de to dos los ve ctor es tangentes de S en el punto p suele ser

r epr esentado p or TpS l lamado plano tangente .

TpS = f v 2 R3jv es un ve ctor tangente a S en pg:

Es decir los v ectores tangen tes a una sup er�cie son los v ectores tangen tes

a curv as en R3
que estén con tenidas en la sup er�cie. Cinemáticamen te, son

to das las p osibles v elo cidades con las que pueden ser recorridas las curv as en

la sup er�cie en el pun to en cuestión.

Lema 1.19. Se a S una sup er�cie, p 2 S, y X : U ! S una p ar ametrización

de S en p 2 X(U): Entonc es

TpS = ( dX)X � 1 (p)(R2)
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Demostración.

Sea w 2 R2
. Consideremos el segmen to de línea � : (� �; � ) ! U , con

� > 0, dada p or � (t) = q + tw , donde q = X � 1(p) . La curv a v eri�ca que

� (0) = q y � 0(0) = w . Así, tomando � : (� �; � ) ! S para la comp osición

� = X � � , tenemos que � (0) = p y � 0(0) = (X � � )0(0) = ( dX) q(w) . P or lo

tan to, (dX) q(R2) � TpS, y a que � toma estos v alores en S.

Ahora tomemos un v ector v tangen te a S en p. P or de�nición, existe

� : (� �; � ) ! S tal que � (0) = p y � 0(0) = v . T omando � > 0 su�cien temen te

p equeño , p o demos asumir, p or con tin uidad de � que su traza está con tenida

en X(U) . De�namos una curv a en U p or � = X � 1 � � . En tonces tenemos que

� (0) = q y � = X � � . Así, v = � 0(0) = (X � � )0(0) = ( dX) q(� 0(0)) , esto es,

cualquier v ector tangen te a S en p está en la imagen de (dX) q:
�

En particular TpS es un espacio v ectorial de dimensión 2 de R3
al que

llamamos el plano tangen te a S en p.

Observ ación 1.20. Si X : U ! S es una p ar ametrización de S que cubr e

a p y q = X � 1(p) entonc es p or el L ema anterior, tenemos que (dX) q(R2) no

dep ende de X y que f Xu(q); Xv(q)g es una b ase de TpS

Con viene notar que si S1 � S es un abierto de S y p 2 S1 , en tonces

TpS1 = TpS.

Consideremos una sup er�cie regular S � R3
y un pun to p 2 S, tenemos

que el plano tangen te de S en p, Tp(S) , es un plano v ectorial p or 1.19 que está

con tenido en R3
, luego p o demos tomar w1; w2 2 Tp(S) y calcular pro ducto

in terno usual en R3
éste induce en cada plano tangen te Tp(S) un pro ducto

in terno, que denotaremos p or h; i p , es decir, si w1; w2 2 Tp(S) � R3
, en tonces

hw1; w2i p es igual al pro ducto in terno de w1 y w2 como v ectores en R3
. A este

pro ducto in terno, que es una forma bilineal simétrica, corresp onde una forma

cuadrática I p : Tp(S) ! R dada p or:

I p(w) = hw1; w2i p = k w k2> 0

De�nición 1.21. (Primer a forma fundamental) .L a forma cuadr átic a

I p : Tp(S) ! R que hemos de�nido en el p árr afo anterior es la primer a

forma fundamental de la sup er�cie r e gular S en p 2 S.

Básicamen te, la primera forma fundamen tal, nos p ermite encon trar la

longitud de un v ector tangen te (en un plano tangen te). Si w es un v ector

tangen te,
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jwj2 = w�w . ¾p orqué es in teresan te? Se hace in teresan te si estas p ensando

w no sólo como co ordenadas en R3
, sino como com binación lineal de los dos

v ectores de la base,

@x
@u y

@x
@v. w = a@x

@u+ b@x
@v;

en tonces

jwj2 =
�

a
@x
@u

+ b
@x
@v

�
�
�

a
@x
@u

+ b
@x
@v

�

= a2 @x
@u

�
@x
@u

+ 2ab
@x
@u

�
@x
@v

+ b2 @x
@v

�
@x
@v

: (1.1)

Existen algunas diferencias de notación en tre Do Carmo y Osserman que

será útil v erlas aquí para evitar confusiones en algunas partes de la tesis.

Do Carmo escrib e 1.1 como Ea2 + 2F ab+ Gb2
, y se re�ere a to do esto

como en la de�nición an terior I p : Tp(S) ! R. En realidad , él está usando u
y v en lugar de a y b en este pun to, y a que estas co ordenadas vienen de un

v ector tangen te lo que quiere decir que son la u0(q) y v0(q) . Osserman dice

g11 = E , g12 = g21 = F y g22 = G:
Con base a lo an terior, denotemos la matriz Jacobiana la transformación

x(U) p or

M = ( mij ); mij =
@xi

@uj
; i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2:

Note que las columnas de M son los v ectores

@x
@uj

=
�

@x1

@uj
; :::;

@xn

@uj

�

P ara v ectores V = ( v1; :::; vn ) , W = ( w1; :::; wn) se de�ne el pro ducto

in terior p or

V � W =
nX

k=1

vkwk

y el pro ducto exterior, denotado p or ^ como

V ^ W ; W ^ V 2 Rn(n� 1)=2

donde, los comp onen tes de V ^ W son los determinan tes

det
�

vi vj

wi wj

�
; i < j;
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Finalmen te in tro duzcamos la matriz

G = ( gij ) = M T M ; gij =
nX

k=1

@xk

@ui

@xk

@uj
=

@x
@ui

�
@x
@uj

; (1.2)

Note que G es una matriz 2 � 2. P ara calcular det(G) recordemos la

iden tidad de Lagrange:

 
nX

k=1

a2
k

!  
nX

k=1

b2
k

!

�

 
nX

k=1

akbk

! 2

=
X

1� i<j � n

(ai bj � aj bi )2

Usando la iden tidad de Lagrange uno puede dedudcir:

detG = j
@x
@u1

^
@x
@u2

j2 =
X

1� i<j � n

�
@(x i ; xj )
@(u1; u2)

� 2

: (1.3)

Note que los c o e�cientes de la primer a forma fundamental son:

E = hxu; xu i ;

F = hxu ; xv i ;

G = hxv; xv i :

La primera forma fundamen tal es la expresión de cómo la sup er�cie S
hereda el pro ducto in terno natural de R3

. Geométricamen te, nos p ermite

hacer mediciones en la sup er�cie (longitudes de curv as, ángulos en tre v ectores

tangen tes, áreas de regiones) sin necesidad de referirnos al espacio am bien te

R3
que con tiene a la sup er�cie.

LONGITUD

Sab emos que la longitud de una curv a � : I � R ! R3
en tre t0 y t1

( t0; t1 2 I ) viene dada p or la in tegral L(� ) =
Rt1

t0
j� 0(t)jdt .

Sea x : U � R2 ! R3
una una parametrización de S, sup ongamos que

la curv a � : I � R ! R3
está de�nida en S. En tonces � (t) = x( � (t)) =

x(u(t); v(t)) , donde � : I ! U � R2
es una curv a diferenciable en U . Esp e-

cí�camen te, � se de�ne como � (t) = x � 1(� (t)) :
T omemos a � 0(t) = x( u(t); v(t))0 = x u(u(t); v(t)) � u0(t) + x v(u(t); v(t)) �

v0(t) . Abreviado, tenemos � 0 = x uu0+ x vv0
.
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Luego � 0� � 0 = (x uu0+x vv0) � (xuu0+x vv0) = (x u � xu)(u0)2 +2(x u � xv)u0v0+
(xv � xv)(v0)2

. Es decir,

� 0(t)�� 0(t) = E(u(t); v(t))( u0(t))2+2F (u(t); v(t))u0(t)v0(t)+ G(u(t); v(t))( v0(t))2;

con � (t) = p.

En tonces

j� 0j =
p

Eu02 + 2F u0v0+ Gv02 =
q

I p(� ):

Como p0 = � (t0) = x( � (t0)) = x( u(t0); v(t0)) y p1 = � (t1) = x( � (t1)) =
x(u(t1); v(t1)) : P o demos expresar la longitud de arco como

LS =
Z t1

t0

q
I p(� )dt:

ÁNGULOS

T enemos que

I P (u; v) = E(u; v)u2 + 2F (u; v)uv + G(u; v)v2:

Esta transformación de�ne una manera diferen te de expresar el pro ducto

escalar en tre v ectores de Tp(S) . A sab er, sean ~u; ~w 2 Tp(S) . Como f xu ; xvg
es una base de Tp(S) , tenemos ~u = v2xu + v2xv y ~w = w2xu + w2xv: Luego

~u� ~w = ( v2xu+ v2xv)�(w2xu+ w2xv) = v1w1xu �xu+( v2w1+ v1w2)xu �xv+ v2w2xv �xv:

Si p = x( u0; v0) en tonces tenemos

~u � ~w = E(u0; v0)v1w1 + F (u0; v0)(v2w1 + v1w2) + G(u0; v0)v2w2:

Si � es el ángulo en tre ~u y ~w. Como cos(� ) = ~u� ~w
j~ujj ~wj , tenemos

cos(� ) =
Ev1w1 + F (v2w1 + v1w2) + Gv2w2p

I p(~u)I p( ~w)
:

ÁREAS
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Otra cuestión que p o demos tratar con la primera forma fundamen tal es, el

cálculo o de�nición de del área de una región acotada de una sup er�cie regular

S. Recordemos que un dominio regular de S, es un sub conjun to abierto y

conexo de S tal que su fron tera es la imagen de un círculo median te un

homeomor�smo diferenciable que es regular excepto en un n úmero �nito de

pun tos. Una región de S no es más que la unión de un dominio con su fron tera

y una región de S � R3
está acotada si está con tenida en alguna b ola de R3

.

Consideraremos regiones acotadas R que estén con tenidas en un en torno

x(U) de una parametrización x(u; v) de S. En otras palabras , R es la imagen

median te x de una región acotada Q � R .

La función jxu � xv j , de�nida en U , mide el área del paralelogramo gene-

rado p or los v ectores xu y xv . Una manera de calcular el área de x(U) puede

ser dividiendo el sector x(U) en p equeños paralelogramos in�nitesimales. Así

tenemos la siguien te de�nición

De�nición 1.22. Se a R � S una r e gión ac otada de una sup er�cie r e gular

c ontenida en el entorno c o or denado de una p ar ametrización x : U � R2 ! S.

El númer o p ositivo

Z Z

Q
jxu ^ xv jdudv = A(R) donde Q = x � 1(R);

se denomina el ár e a de R .

A demás se puede demostrar que ésta in tegral, no dep ende de la parame-

trización x que tomemos.

Con resp ecto a la tesis sup ondremos que la sup er�cie es p or lo menos

de clase C1
. Si p or algún r � 1 tenemos una sup er�cie S de�nida p or

x(u) 2 Cr (D) donde u = ( u1; u2) , y u(~u) 2 Cr ( ~D) es un difeomor�smo de un

dominio

~D en D , en tonces la sup er�cie

~S de�nida p or x(u(~u)) se dice que es

obtenida a partir de S p or un cam bio de los parámetros. Si una propiedad

de S tam bién es v álido para los pun tos corresp ondien tes de to das las sup er-

�cies

~S obtenidas p or cam bio de parámetros. Decimos que es indep endien te

de parámetros. Que algunas propiedades de una sup er�cie no se mo di�que

p or reparametrizaciones es m uy útil, y a que p o dremos elegir parámetros con

buenas propiedades como v eremos más adelan te.

Sea U =
�

@(u1 ;u2)
@(~u1 ; ~u2)

�
la matriz jacobiana para un cam bio de parámetros

como an teriormen te vimos, y sean M y

~M las matrices jacobianas para x(u)
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y x(u(~u)) resp ectiv amen te. En tonces la determinan te de U es claramen te no

cero en el dominio

~D , y p or la regla de la cadena

@xi

@~uk
=

2X

j =1

@xi

@~uj

@uj
@~uk

:

T am bién obtenemos una expresión para la n uev a métrica

~G en términos

de la an terior G como

~G = ~M T ~M = ( MU )T (MU ) = UT M T MU = UT GU: (1.4)

Como det ~G = detG(detU)2
y (detU)2 > 0 tenemos que detG > 0 si y solo

si det ~G > 0. Esto signi�ca que la regularidad de una sup er�cie no dep ende

del cam bio de parámetros. En consecuencia, si una sup er�cie es regular para

algunos parámetros será regular para los parámetros que elijamos para repre-

sen tar la sup er�cie, siempre y cuando halla una transformación difeomorfa

en tre los parámetros.

1.5. Diferencial de una transformación diferen-

ciable

La no ción de la diferencial de una transformación diferenciable de�nido en

una sub conjun to abierto Rn
extendido, es en forma natural, transformaciónes

diferenciables de�nidas en sup er�cies. A demás, las propiedades clásicas del

cálculo diferencial tam bién son ciertas en esta situación.

De�nición 1.23. Se a S una sup er�cie y f : S ! Rm
una tr ansformación

difer enciable. Par a c ada punto p 2 S se de�ne la difer encial de S en p y se

r epr esenta p or df p

df p : TpS ! Rm

de�nida de la siguiente maner a: Dado v 2 TpS, ele gimos una curva � :
(� �; � ) ! S, tal que � (0) = p y � 0(0) = v y entonc es tenemos que

df p(v) =
d

dtj t=0
(f � � )( t) = ( f � � )0(0):

A con tin uación mostramos resultados imp ortan tes del análisis de v arias

v ariables cuy as demostraciones se omiten. El primero de ellos es la regla de
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la cadena, tan usada en el cálculo de deriv adas, y el segundo es el teorema

de la función in v ersa.

T eorema 1.24. ( R e gla de la c adena. ) Si S1 , S2 , S3 son sup er�cies r e gu-

lar es, V � S1 abierto en S1 , W � S2 abierto en S2 , f : V ! S2 c ontinua,

g : W ! S3 c ontinua, f (V ) � W , p 2 V , f es difer enciable en p y g es

difer enciable en f (p) , entonc es g � f : V ! S3 es difer enciable en p, es de cir

d(g � f ) = dgf (p) � df p .

El teorema de la función in v ersa para sup er�cies se expresa como sigue.

T eorema 1.25. ( T e or ema de la función inversa. ) Si S1 y S2 son su-

p er�cies r e gular es, V � S1 abierto en S1 , f : V ! S2 es difer enciable en V
y si p 2 V y df p es isomor�smo, entonc es f es dife omor�smo lo c al en p, es

de cir; existen abiertos U1 de S1 y U2 de S2 tales que p 2 U1 � V , f (p) 2 U2

y f jU2
U1

: U1 ! U2 es dife omor�smo.

1.6. La transformación de Gauss y la segunda

forma fundamen tal

La transformación de Gauss es una función que se de�ne sólo para sup er-

�cies orien tables. An tes de de�nirlo propiamen te, v amos a revisar el concepto

de orientabilidad si se desea ampliar más sobre el tema y v er las demostra-

ciones de los siguien tes dos lemas, v éase [[12] capítulo 3].

1.7. Orien tabilidad

Sea S � R3
una sup er�cie. En general un camp o diferenciable de v ec-

tores será, p or de�nición, una transformación diferenciable V : S ! R3
. Si

los v alores que toma V en cada pun to de la sup er�cie p ertenecen al plano

tangen te de S en ese pun to, esto es, si V(p) 2 TpS para to do p 2 S, decimos

que V es un camp o tangen te a la sup er�cie. En cam bio, si éstos v alores

son ortogonales a la sup er�cie en cada pun to, esto es, si V(p) ? TpS para

to do p 2 S, decimos que V es una camp o normal a la sup er�cie; Si p or otra

parte, j V (p) j= 1 en cada pun to p de S, V se dice que es un c amp o normal

unitario en la sup er�cie S y lo represen tamos p or N .
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Es claro que para to do p 2 S, existen exactamen te dos v ectores unitarios

de R3
p erp endiculares al plano tangen te TpS. El siguien te resultado nos dice

que se puede determinar de forma con tin ua, incluso sin problemas un v ector

normal unitario en cada pun to , siempre y cuando nos limitemos a una parte

de la sup er�cie.

Lema 1.26. Se a S una sup er�cie r e gular y se a x : U ! R3
una p ar ametriza-

ción de S. Entonc es existe un c amp o normal unitario en el c onjunto abierto

V = X( U) .

P arece in tuitiv o que un camp o normal unitario a una sup er�cie determina

un lado de ella. Ahora a�rmamos que una sup er�cie conexa tiene a lo más

dos lados.

Lema 1.27. Si S es una sup er�cie r e gular c onexa y N1 y N2 son dos c amp os

normales unitarios en S, entonc es o bien N1 = N2 o N1 = � N2 .

1.7.1. Sup er�cies orien tables

Precisemos las ideas an teriores. Fijemos una parametrización x(u; v) en el

en torno de una pun to p de una sup er�cie regular S, determinemos una orien-

tación del plano tangen te Tp(S) a sab er, la orien tación de la base f xu ; xvg. Si

p p ertenece al en torno co ordenado de otra parametrización �x(�u; �v) , la n uev a

base f �x �u; �x �vg se expresa en términos de la primera, median te

�x �u = x u
@u
@�u

+ x v
@v
@�u

;

�x �v = x u
@u
@�v

+ x v
@v
@�v

;

donde u = u(�u; �v) y v = v(�u; �v) son las expresiones del cam bio de co orde-

nadas. Las bases f xu; xvg y f �x �u ; �x �vg determinan, en consecuencia , la misma

orien tación de Tp(S) si y solamen te si el jacobiano

@(u;v)
@(�u; �v) del cam bio de co or-

denadas, es p ositiv o, de aquí tenemos:

De�nición 1.28. Dar una orientación en una sup er�cie es dar un c onjunto

de c artas lo c ales que r e cubr an to da la sup er�cie y tal que las tr ansformaciones

de c o or denadas, al lí donde estén de�nidas, tengan Jac obiano p ositivo. Si no

es p osible tal ele c ción la sup er�cie se dic e no orientable.
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P or 1.26, dado un sistema de co ordenadas x(u; v) en p disp onemos de una

elección bien de�nida de un v ector normal unitario N en p median te

N =
xu ^ xv

jxu ^ xv j
(p):

T omando otro sistema de co ordenadas lo cales �x(�u; �v) en p v emos que

�x �u ^ �x �v = (x u ^ xv)
@(u; v)
@(�u; �v)

donde y a sab emos @(u; v)=@(�u; �v) es el jacobiano de cam bio de co ordenadas

de aquí N man tendrá o cam biará su signo, dep endiendo si @(u; v)=@(�u; �v) es

p ositiv o o negativ o resp ectiv amen te.

En tenderemos p or un camp o diferenciable de v ectores normales unitarios

sobre un conjun to abierto U � S, a una transformación diferenciable N :
S ! R3

que aso cia a cada q 2 U un v ector normal unitario N (q) 2 R3
a S

en q.

Prop osición 1.29. Una sup er�cie S es orientable si y sólo si existe un

c amp o difer enciable de ve ctor es normales unitarios de�nido en to da la sup er-

�cie.

La demostración de la prop osición an terior puede v erse de forma detalla-

da en [7 ], pág 105.

Cada camp o normal unitario en una sup er�cie orien table S se llamará

una orientación de S.

En tonces p or el lema 1.26 se tiene que cualquier sup er�cie es lo calmen te

orien table, y , cuando es conexa y orien table, el lema 1.27 nos a�rma que

existe exactamen te dos orien taciones en ella. La sup er�cie orien table S se

dice que está orien tada cuando se escoge una orien tación precisa en ella. P or

ejemplo, si n uestra sup er�cie es una esfera unitaria cen trada en el origen, su

normal en p es � p, si tomamos el normal hacia fuera será con signo p ositiv o,

mien tras que con signo negativ o apun taría hacia el in terior de la esfera.

Sea S una sup er�cie y N un camp o normal unitario sobre S (o sobre

un abierto V de S si S no es orien table). Como jN (p)j2 = 1 para to do

p 2 S, si S2(1) o S2
represen ta, la esfera unitaria cen trada en el origen,

en tonces tenemos N (S) � S2(1) y , como consecuencia, cada camp o normal

unitario N en S puede ser considerado como una transformación diferenciable
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N : S ! S2(1) de la sup er�cie a la esfera S2(1) . La transformación que toma

en cada pun to de la sup er�cie un v ector unitario ortogonal a la sup er�cie en

este pun to es llamado la transformación de Gauss de S.

Siguiendo la misma idea de curv atura de una curv a plana, v ariando la

transformación de Gauss deb emos de encon trar información sobre la forma

de la sup er�cie, p or esto resulta in teresan te calcular su diferencial. Sea p 2 S,

v 2 TpS y � una curv a diferenciable con � (0) = p y � 0(0) = v en tonces

dNp : TpS ! TN (p)S2(1);

dNp(v) =
d

dtj t=0
(N � � )( t):

P ero nosotros sab emos que si p 2 S2
, N (p) = � p p or lo tan to p o demos

iden ti�car al TN (p)S2
con TpS, y a que

TN (p)S2(1) = f v 2 R3 : hN (p); vi = 0g = TpS;

luego p o demos v er la diferencial de la transformación de Gauss como

un endomor�smo del T pS. Utilizando esta diferencial de�nimos el siguien te

op erador.

De�nición 1.30. Se a S una sup er�cie r e gular orientada p or la tr ansforma-

ción de Gauss, N . Se l lama op er ador forma o endomor�smo de W eingar-

ten en p 2 S a la tr ansformación Ap = � dNp : TpS ! TpS de�nida p or

Apv = � dNp(v):

Prop osición 1.31. El op er ador forma Ap p ose e una pr opie dad muy imp or-

tante y es que es un op er ador auto adjunto , es de cir p ar a to do v; w 2 TpS
se tiene que hApv; wi = hv; Apwi

Demostración. P ara demostrar este resultado es su�cien te probarlo para

v ectores de la base del plano tangen te, pues se puede extender a los demás

v ectores simplemen te p or linealidad. Sea X(u; v) una parametrización y un

pun to p = X( q) = X( u0; v0): T omamos como base del T pS a f X u(q); X v(q)g
y calculamos la diferencial del normal aplicada a cada uno de los v ectores

de la base. P ara ello, sea � (u) = X( u + u0; v0) que cumple que � (0) = p y

� 0(0) = x u(q); de forma similar tomamos � (v) = X( u; v + v0) con � (0) = p y

� 0(0) = X v(q) . Luego tenemos

dNp(X u(q)) =
d

du

�
�
�
�
u=0

(N � X)( u + u0; v0) = ( N � X) u(u0; v0) = Nu(u0; v0);
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dNp(X v(q)) =
d
dv

�
�
�
�
v=0

(N � X)( u0; v + v0) = ( N � X) v(u0; v0) = Nv(u0; v0):

Obsérv ese que f X u(q); X v(q); N (q)g forman una base de R3
con hX u(q); N (q)i =

0 = hX v(q); N (q)i . P or tan to, deriv ando al lado izquierdo con resp ecto de v
y en la derec ha con resp ecto a u tenemos que

hX uv (q); N (q)i + hX u(q); N (q)v i = 0;

hX vu(q); N (q)i + hX v(q); N (q)u i = 0:

Como las segundas deriv adas coinciden, esto es X uv (q) = X vu (q) se tiene que

hX u(q); N (q)v i = hX v(q); N (q)u i lo cual termina la demostración y a que

hApX u(q); X v(q)i = �h Nu(q); X v(q)i = hX u(q); � Nv(q)i = hX u(q); ApX v(q)i :

�
El hec ho de que � dNp : TpS ! TpS sea una transformación autoad-

jun ta nos p ermite aso ciar dNp una forma cuadrática Q en TpS dada p or

h� dNp(v); vi .

De la misma forma que an teriormen te dimos la de�nición de la primera

forma fundamen tal ahora de�nimos la segunda p ero haciendo uso del op era-

dor forma.

De�nición 1.32. (Se gunda forma fundamental) .L a forma cuadr átic a

II p : Tp(S) ! R, de�nida p or II p(v) = �h dNp(v); vi , es la se gunda forma

fundamental de S en p.

Y tenemos que los c o e�cientes de la se gunda forma fundamental , que

denotaremos p or e, f , g, pueden calcularse en términos de x y de N , y sus

expresiones son:

e = �h Nu ; xu i = hN; xuu i ;

f = �h Nv; xu i = hN; xuv i ;

g = �h Nv; xv i = hN; xvv i :

Los co e�cien tes de la primera y segunda formas fundamen tales nos p er-

mitirán expresar, en términos de la parametrización de una sup er�cie, v arios

conceptos geométricos como el área y la curv atura.
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1.8. Curv atura de una sup er�cie.

Consideremos una sup er�cie en R3
, sua v e y de dos dimensiones, que de-

notaremos p or S. Sean p un pun to en S y N (p) uno de los dos v ectores

normales unitarios a S en p. El v ector N (p) es ortogonal al plano tangen te

a S en el pun to p, que denotaremos p or Tp(S) . Notemos que Tp(S) � R3
.

Fijemos ahora n uestra atención en un plano � que pasa p or p y que con tiene

a N (p) . El plano � in tersecta a S en una curv a 
 , a la que llamaremos se c ción

normal . Sea v 2 Tp(S) el v ector unitario tangen te a 
 en p; decimos que v es

una dir e c ción de esta sección normal.

Cuando se recorre una curv a con v elo cidad constan te, la segunda deriv ada

mide el cam bio de dirección de la curv a, esto es, su curv atura. En tonces el

v ector de curv atura en la dirección de v , que denotaremos p or

�! � (v) , está

dado p or

�! � (v) = 
 00(t0)

donde 
 (t0) = p y 
 0(t0) = v . Notemos que

�! � (v) corresp onde al v ector

de aceleración en p al mo v erse a lo largo de 
 con v elo cidad unitaria. Sea h; i
el pro ducto in terno usual en R3

. En tonces h
 0(t0); 
 0(t0)i = 1 y tenemos que

h
 0(t0); 
 0(t0)i 0 = 2h
 00(t0); 
 0(t0)i = 0:

Esto implica que el v ector de curv atura

�! � (v) es p erp endicular a la direc-

ción v . No es difícil v er que

�! � (v) es paralelo al v ector normal N (p) .

De�nimos la curv atura � (v) de una sección normal 
 en la dirección v , con

resp ecto al normal N (p) , como la can tidad: � (v) = h�! � (v); N (p)i . P o demos

in terpretar � (v) como qué tan to se curv a la sup er�cie en el pun to p, en la

dirección de v .Observ emos que:

� : S1 � Tp(S) ! R

v 7! h�! � (v); N (p)i

donde S1 = f v 2 Tp(S) :k v k= 1g, es una función con tin ua. Luego, como

S1
es compacto toma sus v alores máximo y mínimo. Estos v alores � 1 y � 2

son las curvatur as princip ales de la sup er�cie S en el pun to p. Las secciones

normales en las que se alcanzan � 1 , y � 2 se llaman se c ciones princip ales . Las

direcciones v1 , v2 de estas secciones nos indican qué dirección la sup er�cie

tiene curv atura máxima y mínima. Llamamos a v1 y v2 dir e c ciones princip a-

les . Es p osible demostrar que los v alores � k1 , � k2 son los v alores propios del
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map eo lineal Ap : TpS ! TpS (la diferencial del map eo de Gauss) y que los

v ectores propios corresp ondien tes a � k1 , � k2 son las direcciones principales

v1 , v2 . Se sigue que, si las curv aturas principales no son iguales, v1 y v2 for-

man una base ortonormal del plano tangen te TpS. En este caso, las secciones

principales son ortogonales. De esto tenemos la siguien te de�nición.

De�nición 1.33. Se a S una sup er�cie r e gular orientada p or la tr ansforma-

ciónde Gauss, N , y p un punto de la sup er�cie. A los valor es pr opios de

Ap , k1(p) y k2(p) , los l lamamos las curvatur as princip ales de S en p. A los

ve ctor es pr opios aso ciados a estos valor es se le l lama dir e c ciones princip ales.

Ejemplo 1.34. Se a S = f (x; y; z) 2 R3 : ax+ by+ cz = dg un plano en el que

a; b; c no se anula al mismo tiemp o; se tiene que el ve ctor normal a la sup er�-

cie es c onstante y vale N (p) = ( a; b; c) y p or tanto Ap = � dNp = 0 . Entonc es

se tiene que las curvatur as princip ales del plano son k1(p) = k2(p) = 0 p ar a

to dos los puntos p 2 S. Lue go to dos los ve ctor es son dir e c ciones princip ales.

Una v ez de�nidas las curv aturas principales, tiene sen tido p ensar en la

curv atura promedio, que p o demos in terpretar como qué tan to se curv a S en

el pun to p.

Como vimos, el op erador forma y curv aturas principales nos dan una

gran información a cerca de la geometría de la sup er�cie. En esta parte

in tro duciremos dos invariantes de una sup er�cie las cuales son aso ciados

a el op erador forma vía álgebra lineal. Los dos in v arian tes más básicos del

álgebra lineal aso ciado a una transformación lineal son la determinan te y su

traza. Dado que el op erador forma en una pun to p es una transformación

lineal y autoadjun ta. P or tan to si tomamos una base ortonormal, la matriz

de la transformación es diagonalizable, así p o demos de�nir dos can tidades

geométricas en términos de op eradores forma, determinan te y traza.

De�nición 1.35. Se a S una sup er�cie r e gular orientada p or N . Se denomina

curvatur a de Gauss de S en p 2 S al valor

K (p) := detAp = det(dNp)

o lo que es e quivalente , K (p) = k1(p)k2(p)
Se denomina curvatur a me dia H de S en p 2 S al valor c on r esp e cto

al ve ctor normal N (p)

H (p) := trA p =
1
2

tr (� dNp);

o e quivalentemente
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H (p) = k1(p)+ k2 (p)
2 .

Observ ación 1.36. L a curvatur a de Gauss no dep ende de la orientación

esc o gida p ar a la sup er�cie ya que al c ambiar la orientación estamos c am-

biando N p or � N , p or lo que el signo de las curvatur as princip ales c ambia.

Este c ambio de signo en amb as curvatur as no le afe cta al pr o ducto, mientr as

que la curvatur a me dia c ambia de signo pues afe cta a la suma al c ambiar la

orientación.

Utilizando los co e�cien tes de la primera forma fundamen tal, y los co e�-

cien tes de la segunda forma fundamen tal, p o demos dar una expresión distin ta

tan to para la curv atura de Gauss como para la curv atura media.

K (p) =
eg� f 2

EG � F 2
(1.5)

H (p) =
1
2

Eg � 2F f + Ge
EG � F 2

(1.6)

In tro duzcamos algunas fórm ulas, las cuales nos a yudarán más adelan te

a probar algunos resultados sobre la conexión que existe en tre sup er�cies

mínimas y la teoría de v ariable compleja.

Y a sab emos p or 1.19 que f xu; xvg es una base para el plano tangen te.

A demás como N es normal al plano tangen te, f xu; xv; N g es una base para

R3
. V amos a calcular las cono cidas fórm ulas de aceleración, que son las que

expresan las aceleraciones fundamen tales xuu , xuv , xvv en términos de la base

f xu; xv; N g (en cada pun to de una sup er�cie.) P ara ello, sea una sup er�cie

parametrizada x(u; v) 2 R3
con F = 0 (p or simplicidad) y notemos que

esto hace a f xu; xv; N g una base ortogonal. Así, los co e�cien tes pueden ser

encon trados tomando el pro ducto pun to.

Dado que e = x uu � N , f = x uv � N y g = x vv � N , lo que necesitamos son

expresiones para xuu , xuv , xvv en términos de la base f xu; xv; N g. Escribamos

xuu = � u
uu xu + � v

uu xv + eN;

xuv = � u
uv xu + � v

uv xv + fN;

xvv = � u
vvxu + � v

vvxv + gN:

Nuestro ob jetiv o es encon trar los �
0s: Estos co e�cien tes son los cono cidos

sím b olos de Cristo�el . Usando los que cono cemos del pro ducto pun to
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tenemos que,

xuu � xu = � u
uu xu � xu + 0 + 0

= � u
uu E p or de�nición de E :

Lo que sab emos hacer es calcular xuu � xu p or regla del pro ducto pun to y así

v amos a obtener � u
uu :

E = x u � xu , así Eu = x uu � xu + x u � xuu = 2x uu � xu:
De tal forma que

xuu � xu =
Eu

2
y en tonces � u

uu =
Eu

2E
:

P or otro lado, xu � xv = 0 , tomando la parcial resp ecto a u , tenemos xuu �
xv + x u � xuv = 0 o xuu � xv = � xu � xuv : T am bién, como E = x u � xu , tomando

la parcial resp ecto a v , tenemos Ev = 2x u � xuv y , consecuen temen te,

E v
2 =

xu � xuv = � xuu � xv: A demás

xuu � xv = � v
uu xv � xv

= � v
uu G p or de�nición de G:

En tonces

� v
uu = (x uu �xv )

G = � E v
2E y � u

uv = (x uv �xu )
E = E v

2E :
De igual forma, como G = x v � xv , en tonces

Gu
2 = x uv � xv: Como xu � xv = 0 ,

tenemos

� xv � xuv = x vv � xu con � v
uv =

xuv � xv

G
=

Gu

2G
;

� u
vv =

xvv � xu

E
= �

Gu

2E
:

Finalmen te, como xv � xv = G, tenemos xvv � xv = Gv
2 y � v

vv = xvv �xv
G = Gv

2G .

P or lo tan to obtenemos las fórm ulas de aceleración.

xuu =
Eu

2E
xv �

Ev

2G
xv + eN; (1.7)

xuv =
Ev

2E
xu +

Gu

2G
xv + fN; (1.8)

xvv = �
Gu

2E
xu +

Gu

2G
xv + gN; (1.9)
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Nu = �
e
E

xu �
f
G

xv ; (1.10)

Nv = �
f
E

xu �
g
G

xv : (1.11)

La curv atura de Gauss, así como la curv atura media, se pueden calcular

en términos de los co e�cien tes de la primera y segunda formas fundamen ta-

les, p ero salv o la curv atura media, la curv atura de Gauss la p o demos obtener

en términos de los co e�cien tes de la primera forma, es decir, en términos de

la métrica solamen te. Así, la curv atura de Gauss es in trínseca a la sup er�cie.

Ahora damos la fórm ula para K , evitando el uso de N y mostrando que K
sólo dep ende de E , F y G. Aunque existe una forma más general, nos res-

tringiremos en el caso donde F = x u � xv = 0:

T eorema 1.37. L a curvatur a de Gauss sólo dep ende de la métric a E , F = 0
y G :

K = �
1

2
p

EG

�
@
@v

�
Evp
EG

�
+

@
@u

�
Gup
EG

��

Donde, Ev = @
@vE = @

@v(xu � xu) y Gu = @
@uG = @

@u(xv � xv):

De�nición 1.38. Se a S una sup er�cie r e gular orientada y se a p 2 S. Se

tiene la siguiente clasi�c ación:

1. se dic e que p 2 S es elíptic o si K (p) > 0.

2. se dic e que p 2 S es hip erb ólic o si K (p) < 0.

3. se dic e que p 2 S es p ar ab ólic o si K (p) = 0 , p er o Ap 6= 0 .

4. se dic e que p 2 S es plano si Ap � 0. De cimos que una sup er�cie es

plana si to dos sus puntos son planos.

Se dic e que un punto p 2 S es umbílic o si c oinciden sus curvatur as princip a-

les, es de cir, si k1(p) = k2(p)

En particular, una sup er�cie S se dice totalmen te um bilical si to dos sus

pun tos son um bilicales. A con tin uación tenemos la siguien te caracterización

de las sup er�cies totalmen te um bilicales en R3
.
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T eorema 1.39. Una sup er�cie S totalmente umbilic al está c ontenida ya se a

en un plano o una esfer a.

El teorema an terior está demostrado de manera detallada en [14] pág.

109, y [7] pág 147.

Otro resultado útil para nosotros será el siguien te

T eorema 1.40. En cualquier sup er�cie c omp acta S � R3
existe un punto p

de curvatur a Gaussiana p ositiva K (p) > 0.

Este resultado se encuen tra demostrado tam bién en [[14] pág. 110].

1.8.1. Isometrías

De�nición 1.41. Se an S y Ŝ sup er�cies r e gular es en R3
.

Un dife omor�smo ' : S ! Ŝ es una isometría si p ar a to do punto p 2 S
y cualesquier a ve ctor es tangentes w1; w2 2 TP S tenemos que

hw1; w2i p = hd' p (w1); d' p (w2)i ' p :

Si se cumple lo an terior, se dice que S y Ŝ son isométricas.

De�nición 1.42. Una tr ansformación ' : V ! Ŝ de una ve cindad V � S
es una isometría lo c al en p si existe una ve cindad V̂ de ' (p) 2 Ŝ tal que

' : V ! V̂ es una isometría.

Prop osición 1.43. Consider emos dos p ar ametrizaciones x : U ! S y

x̂ : U ! Ŝ, que determinen los mismos c o e�cientes de la primer a forma

fundamental. Es de cir E = Ê , F = F̂ y G = Ĝ. De�namos f : x(U) ! Ŝ
c omo f = x̂ � x� 1

, entonc es f así de�nida es una isometría lo c al.

La demostración de dic ha prop osición la p o demos encon trar en [[7], pág.

220.]

V eamos unas sup er�cies esp eciales, que nos serán indisp ensables para

mencionar algunos resultados de estas, en el siguien te capítulo.
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1.9. Sup er�cies regladas y sup er�cies de rev o-

lución.

En geometría diferencial uno se encuen tra con un n úmero de casos parti-

culares de sup er�cies, y en tre estas se encuen tran las sup er�cies regladas y

sup er�cies de rev olución, dos clases de sup er�cies consideradas aquí; que se

originan de construcciones puramen te geométricas y que las necesitaremos

p osteriormen te.

De�nición 1.44. Una sup er�cie r e glada S en R3
es una sup er�cie r e gular

que admite una p ar ametrización x : D ! S de la forma

x(u; v) = 
 (u) + v� (u);

donde 
 y � son curvas en R3
, c on 
 0

siempr e distinto de c er o. Dir emos

que x es una p ar ametrización lo c al r e glada. L a curva 
 se denomina la cur-

va dir e ctriz o curva b ase de la sup er�cie r e glada, y � se denomina curva

gener atriz. L as r e ctas gener atric es de la sup er�cie r e glada son las r e ctas

v 7! 
 (u) + v� (u):

Ejemplo 1.45. T omemos una hélic e � (u) = ( acosu; asinu; bu) y dibujemos

una líne a que p ase p or (0; 0; bu) y (acosu; asinu; bu) . L a sup er�cie b arrida

p or este levantamiento, la líne a de r otación es un Helic oide .

L a líne a r e querida está dada p or (0; 0; bu) + v(acosu; asinu; bu) , así una

p ar ametrización p ar a el Helic oide está dada p or

x(u; v) = ( av cosu; avsinu; bu); a 2 R+ ; (u; v) 2 R2:
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Figura 1.1: Helicoide.

Un caso esp ecial imp oran te es cuando las curv as generadoras son to das

paralelas en tre sí, la sup er�cie reglada S generada así es llamada un cilindro

generalizado .

Ejemplo 1.46. Cilindr o gener alizado. x(u; v) = 
 (u) + vq, donde q es el

ve ctor dir e c ción �jo.

Observ ación 1.47. Por el ejemplo anterior tenemos que el cilindr o pue de

ser p ar ametrizado p or x(u; v) = 
 (u) + vq, donde 
 es de velo cidad unitaria,

k q k= 1 y 
 está c ontenido en un plano � p erp endicular a q. De ahí, tenemos

que xu = 
 0 = t , xv = q, así E = 1 , F = 0 , G = 1 ; N = t � q, xuu = t0 = �n ,

xuv = x vv = 0 , así, L = �n � (t � n) , M = N = 0: A hor a t � q es un

ve ctor unitario p ar alelo a � y p erp endicular a t , p or lo tanto p ar alelo a n ; así

L = � � y H = � �= 2. Así, H = 0 () � = 0 () 
 es p arte de una líne a

r e cta () el cilindr o es un sub c onjunto abierto de un plano.

Una sup er�cie de rev olución es la sup er�cie que se obtiene al rotar

una curv a llamada curv a generatriz, alrededor de una curv a en el plano.

De�nición 1.48. Se a � un plano, ` una r e cta c ontenida en � , y C un

c onjunto de puntos en � . Cuando C gir a en el esp acio R3
en torno a ` ,

el c onjunto de puntos r esultante S se denomina sup er�cie de r evolución ge-

ner ada p or C , y C se l lama curva gener atriz de S. L a r e cta ` es el eje de

r evolución de S.
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T omemos el plano x; z como el plano de la curv a y el eje z como el eje de

rotación. Sea

x = f (v); z = g(v); a < v < b; f (v) > 0;

una parametrización de C y denotemos p or u el ángulo de rotación al rededor

del eje z. Obtenemos así una aplicación

x(u; v) = ( f (u) cosv; f (u) sinv; g(u));

del conjun to abierto U = f (u; v) 2 R2; 0 < u < 2�; a < v < b g en S:
No es difícil v er que x satisface las condiciones de parametrización en

la de�nición de sup er�cie regular. Como S puede recubrirse totalmen te p or

parametrizaciones similares, se deduce que S es una sup er�cie regular.

Ejemplo 1.49. Consider emos la c atenaria � : R ! R3
dada p or � (v) =

(0; coshv; v) .

Entonc es S = f (coshv cosu; coshv sinu; v)=v; u 2 Rg = f (x; y; z) 2
R3=x2 + y2 = cosh2 zg es una sup er�cie en R3

a la que l lamamos c atenoide .
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Figura 1.2: Catenoide.



Capítulo 2

Sup er�cies Mínimas

2.1. Orígenes de las sup er�cies mínimas

En general se admite que los in v estigaciones acerca de sup er�cies mínimas

dio inicio en el siglo XVI I I, desde el mismo nacimien to del cálculo de v aria-

ciones emprendido p or L. Euler, aunque más precisamen te se inició con L.

Lagrange, quien en su traba jo que apareció en 1762, desarrolló un algoritmo

para el cálculo de v ariaciones, un algoritmo que tam bién es aplicable para

dimensiones altas. Este traba jo desp ertó el in terés de Euler, dando lugar a

un desarrollo p or parte de am b os autores, que culminó en la sistematización

de las condiciones ho y llamadas de Euler-Lagrange . Es este traba jo trató

en tre otras cuestiones del estudio del problema nada trivial de las sup er�cies

mínimas. La pregun ta cla v e en este traba jo es: de to das las sup er�cies S � R3

con una fron tera dada ¾cuál es la condición necesaria para que la sup er�cie

S tenga la menor área en tre to das las sup er�cies con la misma fron tera?.

Lo que haremos en los siguien tes párrafos será deducir de manera directa

la ecuación diferencial que deb e satisfacer cualquier sup er�cie mínima y , lo

v amos a hacer p oniendo solamen te el énfasis en las ideas relev an tes desde el

pun to de vista del cálculo v ariacional, evitando discutir detalles adicionales.

En [[13] pág 1-4] se puede encon trar más detalles de los que aquí se ofrecen.

An tes de emp ezar con la discusión, recordemos algunos resultados con v e-

nien tes.

Lo calmen te cualquier sup er�cie puede describirse en la forma denomi-

nada parametrización de Monge, como la grá�ca de una función (x; y) !

27
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(x; y; f (x; y)) , tales sup er�cies son llamadas no paramétricas. P ero p osible-

men te tal represen tación no pueda cubrir la sup er�cie �completa � . P or ejem-

plo un plano puede represen tarse de manera completa en forma de Monge:

(x; y) ! ((x; y; f (x; y)) = z0) , p ero una esfera como sab emos no es p osible

cubrirla con una sola parametrización de esta forma.

P or simplicidad, nos limitaremos a estudiar p orciones de sup er�cie que

sean represen tables de dic ha forma, lo que no constituy e ninguna limitación

imp ortan te, y a que como v eremos la condición de sup er�cie mínima se tra-

duce en una ecuación diferencial que determina f lo calmen te.

El área de una sup er�cie que corresp onde a un dominio D (abierto, no

v acío y conexo) del plano de parámetros x , y es:

A =
Z Z

D

q
1 + ( f )2

x + ( f )2
ydxdy;

con la in tegral doble extendida al dominio D el cual tienen fron tera @Dsua v e.

Notese la analogía de esta expresión con la que da la longitud de una cur-

v a plana descrita en la forma x ! (x; f (x)) , dada p or L =
Rp

1 + ( f )2
xdx :

Consideremos una curv a � dada en espacio R3
. Esta curv a se sup ondrá

cerrada, sin autoin tersecciones y su�cien temen te regular. La pro y ección de

� sobre el plano x , y es una curv a plana, que llamaremos 
 , que tam bién

sup ondremos cerrada, sin autoin tersecciones y su�cien temen te regular. La

propia curv a � puede describirse como el conjun to de pun tos (x; y; z
 (x; y))
en donde se sup one que (x; y) 2 
 y donde z(x; y) es la función �ja, de�nida

solamen te en 
 y que describ e la altura de la curv a � . Denotemos D el dominio

del plano cuy o b orde es 
 es decir 
 es la fron tera de D , @D: este dominio es

homeomorfo a un disco y a que la curv a 
 no tiene autoin tersecciones.

La forma general de la descrip ción de Monge de una sup er�cie que tenga

a 
 como b orde esta dada p or una función de dos v ariables, su�cien temen te

regular, en la forma:

(x; y) 2 D ! (x; y; z(x; y)) ; donde z(x; y) = z
 (x; y) para (x; y) 2 
:

Minimización del problema Sup ongamos que la función f (x; y) (aun

descono cida) corresp onde a una sup er�cie � f con fron tera � y de área míni-

ma en tre to das las que satisfagan las condiciones an teriores. Sea g(x; y) una

función �ja, su�cien temen te regular, de�nida en el dominio D , y a la que

exigimos satisfacer la condición
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g(x; y) = 0 para (x; y) 2 
:

En estas condiciones, tenemos una familia de sup er�cies, que p o demos

denotar median te � f (h; t) cuy a descrip ción de Monge es:

(x; y) 2 D ! (x; y; f (x; y) + tg(x; y)) ;

que se construy en a partir de la sup er�cie � f (aun descono cida), tomando

como dato de deformación la función h(x; y) ; aquí t juega el pap el de un

parámetro, de manera que esta familia es una familia uniparamétrica de

sup er�cies, to das las cuales tienen a la curv a � como fron tera, y a que para

cualquier v alor del parámetro t 2 R se v eri�ca la condición

(x; y; f (x; y) + tg(x; y)) = zt (x; y) donde (x; y) 2 
:

El área de la sup er�cie de � f (h; t) está dado p or :

A(t) =
Z Z

D

q
1 + ( zt )2

x + ( zt )2
ydxdy:

De ahí que

A(t) =
Z Z

D

q
1 + f 2

x + f 2
y + 2t(f xgx + f ygy) + t2(g2

x + g2
y)dxdy:

Si la sup er�cie � f (descrita p or f (x; y) ) tiene realmen te área mínima en-

tre to das las sup er�cies con el mismo b orde, tam bién deb e tener área mínima

en tre las de la familia uniparamétrica an terior � f (h; t) . Esto signi�ca que la

función A(t) deb e tener un mínimo en t = 0 , es decir

dA(t)
dt

�
�
�
�
t=0

= 0:

T omando la deriv ada ba jo la in tegral resp ecto a t , que luego pasa al

in terior de la in tegral tenemos

A0(t) =
Z Z

D

f xgx + f ygy + t(g2
y + g2

y)
q

1 + f 2
x + f 2

y + 2t(f xgx + f ygy) + t2(g2
x + g2

y)
dxdy :
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Ev aluando en t = 0 la condición an terior se transforma en:

Z Z

D

f xgx + f ygyp
1 + f 2

x + f 2
y

dxdy = 0:

In tegrando p or partes y reco dando que g(x; y) se an ula en la fron tera de

D , tenemos

A0(0) = �
Z Z

D

(
@
@x

(
f xp

1 + f 2
x + f 2

y

) +
@
@y

(
f yp

1 + f 2
x + f 2

y

)

)

g(x; y)dxdy = 0:

Así pues, si la sup er�cie � f es mínima, la condición an terior deb e sa-

tisfacerse para cualquier elección de la función auxiliar g que satisfaga la

condición de an ulación sobre 
 .

Puesto que g(x; y) puede ser elegida arbitrariamen te en D , se sigue que

la expresión en las lla v es deb e desaparecer en to do D .

Obteniendo la siguien te ecuación diferencial parcial como una condición

necesaria para n uestra sup er�cie dé la solución supuesta inicialmen te.

@
@x

 
f xp

1 + f 2
x + f 2

y

!

+
@
@y

 
f yp

1 + f 2
x + f 2

y

!

= 0: (2.1)

Deriv ando la ecuación an terior, tenemos

@
@x

 
f xp

1 + f 2
x + f 2

y

!

+
@
@y

 
f yp

1 + f 2
x + f 2

y

!

=

1
p

1 + f 2
x + f 2

y
3 f f xx (1 + f 2

y ) + f yy (1 + f 2
x ) � 2f x f y f xy g = 0: (2.2)

Esto conduce a lo que ho y se llama e cuación de la sup er�cie mínima .

f xx (1 + f 2
y ) + f yy (1 + f 2

x ) � 2f x f y f xy = 0: (2.3)

P or lo tan to, hemos demostrado la condición necesaria para que una su-

p er�cie tenga la menor área en tre to das las sup er�cies con la misma forn tera
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fron tera, en tonces Lagrange

1

encon tró que la condición para que la función

f fuese una mínimo del funcional área consistía en que f debía satisfacer la

ecuación 2.3 . A p esar de su asp ecto sup er�cialmen te ino cen te, como ecuacion

diferencial es bastan te complicada: es no lineal y se cono cen m uy p o cas solu-

ciones explicitas. La busqueda efectiv a de sup er�cies minimas requiere el uso

de técnicas m uc ho mas a v anzadas y elab oradas. Un dominio cualquiera de

un plano es eviden temen te una sup er�cie minima, cuy o b orde es una curv a

plana. Escogiendo adecuadamen te las co ordenadas, esta parte de sup er�cie

esta descrita p or f (x; y) = z0 , que satisface trivialmen te la ecuacion de La-

grange. Es decir, si la curv a � es una curv a plana, la sup er�cie minima con

fron tera � es una parte de plano. Este ejemplo es absolutamen te trivial.

P ero Lagrange se in teresó más en cuestiones teóricas, y a que no se preo-

cup ó en encon trar soluciones concretas no triviales de la ecuación 2.3. F ue

L. Euler quien lo logró p or el pro cedimien to de rotar la curv atura llama-

da c atenaria , para así obtener una sup er�cie mínima que llamó alysseide .

P osteriormen te J. Plateau bautizó a esta sup er�cie con el nom bre actual de

Catenoide .

2.1.1. La ecuación de sup er�cie mínima y curv atura me-

dia

Que una solución de la ecuación de sup er�cie mínima deba ser una su-

p er�cie cuy a curv atura media se an ula en to do pun to, fue descubierto p or

J.B.M.C. Meusnier en 1776, un o�cial del ejército F rancés y quien tam-

bién fue discípulo de Monge, a la edad de tan sólo 21 años presen ta an te

la academia de P arís, su obra Mémoir e sur la c ourb e des surfac e (Memoria

sobre la curv atura de la sup er�cie) en dic ho traba jo dio una in terpretación

geométrica para 2.2 y 2.3 donde señala que H = 0 2

, es necesario para que el

área de una sup er�cie sea mínima, p ero este ec ho no es su�cien te [v éase [13]

pág, 8.]; sin em bargo, es com ún llamar a cualquier sup er�cie con H = 0 , una

sup er�cie mínima .

1

La ecuación 2.3 no fue explícitamen te escrita p or Lagrange, la deriv ó cinco años más

tarde Borda [ 2]

2

El término �curv atura media� fue in tro ducido p or Sophie Germain, en el sen tido que

H = k1 + k2
2 donde k1 y k2 son las curv aturas principales in tro ducidas an teriormen te p or

Euler, tres años después fue in tro ducida la curv atura de Gauss K .
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El traba jo en discusión, es el único dedicado p or Meusnier a la Geometría

Diferencial. Este artículo con tiene el bien cono cido T eorema de Meusnier y

en este traba jo tam bién aparte de dar la in terpretación geométrica para 2.3

descubrió que la catenoide(un resultado temprano de Euler) y el helicoide,

satisfacían 2.3, esto fue un logro sustancial y a que tomó 60 años para que

otra sup er�cie mínima fuera descubierta (p or Sc herk).

Generalmen te, en la segunda mitad del siglo XVI I I fue un p erio do de

m uc hos traba jos y grandiosos progresos en la teoría de sup er�cies. Encon tra-

mos nom bres p or decir algunos, tales como Tinseau (sup er�cies tangen tes,

1774), Euler (geo desicas, 1732; T eorema de Euler, 1760; represen taciones pa-

ramétricas de sup er�cies esp eciales, 1771; aplicaciones esféricas, 1782)- cuy os

resultados m uestran su imp ortancia básica m uc ho más tarde con Gauss, quien

estableció v arios conceptos como las propiedades in trínsecas de sup er�cies,

Lagrage, Lam b ert (cartografía, 1772) y Monge.

De lo an terior damos la siguien te de�nición.

De�nición 2.1. (Sup er�cie mínima) .Una sup er�cie p ar ametrizada r e gu-

lar es mínima si su curvatur a pr ome dio se anula en to das p artes. Una su-

p er�cie r e gular S � R3
es mínima si c ada una de sus p ar ametrizaciones es

mínima.

Ejemplo 2.2. L os ejemplos de sup er�cies mínimas que p o demos dar p or

ahor a son

1. El plano.

2. El c atenoide.

3. El helic oide.

Que no es difícil c onvenc erse que en r e alidad lo son.

2.1.2. Sup er�cie de Sc herk

P ara analizar el descubrimien to de la tercera sup er�cie mínima v eamos

una de�nición y algunos resultados.

De�nición 2.3. Se a D un abierto c onexo de R2
, y se a f : D ! R una

tr ansformación difer enciable sobr e D . Llamamos la gr á�c a de f al c onjunto

Gf := f (x; y; f (x; y)) : ( x; y) 2 Dg 2 R3;
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dicha gr á�c a se dic e enter a si D = R2:

Las grá�cas las p o demos v er como un ejemplo de sup er�cie, pues basta

considerar el conjun to U = D , V = Gf y la transformación X : U ! V dada

p or

X(x; y) = ( x; y; (x; y)) ;

que es una parametrización global de la grá�ca visto como una sup er�cie

regular.

Prop osición 2.4. Se a f una tr ansformación difer enciable y su gr á�c a Gf .

L a curvatur a me dia del gr á�c a de f viene dada p or

2H = Div

 
Df

p
1 + jDf j2

!

; (2.4)

donde Div denota la diver gencia en R2
y Df es el gr adiente euclidiano de f .

Corolario 2.5. Se a S una sup er�cie mínima que viene dada c omo la gr á�c a

de una tr ansformación difer enciable f . Entonc es se tiene que

Div

 
Df

p
1 + jDf j2

!

= 0: (2.5)

Las demostraciones de los resultados an teriores pueden v erse en [9].

La grá�ca más sencilla es el plano, cuy a transformación diferenciable es

del tip o f (x; y) = ax + by+ c, resulta que el plano es una sup er�cie en tera.

Como v eremos p osteriormen te el teorema de Bernstein en uncia que es la

única sup er�cie en tera que se puede expresar como la grá�ca de una función.

En este apartado v amos a construir o v er algunas grá�cas mínimas que no

son en teras.

P ara ello v amos a buscar soluciones a la ecuación 2.3 la solución que ob-

tendremos es la grá�ca mínima no en tera, la sup er�cie de Sc herk , deter-

minada p or una función del tip o f (x; y) = � (x) +  (y) , donde, �;  2 C2(R):
Obsérv ese que una solución de ese tip o, satisface

f x (x; y) = � 0(x) f y(x; y) =  0(y)

f xx (x; y) = � 00(x) f yy(x; y) =  00(x) y f xy (x; y) = 0 :
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Si es mínima cumple la ecuación 2.3 , es decir

(1 + � 0(x)2) 00(y) + (1 +  0(y)2)� 00(x) = 0 :

La ecuación an terior es una ecuación diferencial ordinaria de v ariables sepa-

radas que p o demos resolv er. P ara ello separamos v ariables y obtenemos la

siguien te expresión:

 00(y)
1 +  0(y)2

= �
� 00(x)

1 + � 0(x)2

Como x e y son v ariables indep endien tes en tre sí, cada lado de la igualdad

es constan te resp ecto a la v ariable del otro lado. P or lo tan to se tiene que

 00(y)
1 +  0(y)2

= a = �
� 00(x)

1 + � 0(x)2

para un a 2 R. Luego tomando w = � 0(x) ; y w =  0(y) , se tiene que

� 00(x) = dw
dx y  00(y) = dw

dy . Sustituy endo en la ecuación de arriba tenemos

adx = �
dw

1 + w2
y ady = �

dw
1 + w2

Estas ecuaciones diferenciales se pueden in tegrar y se obtiene que

ax = � arctan(w) y ay = arctan( w);

desp ejando llegamos a

w = � tan(ax) y w = tan( ay):

Como hemos utilizado un cam bio de v ariable, in tegrando de n uev o las

ecuaciones an teriores recup eramos � y  ,

� (x) =
1
a

ln(cos(ax)) y  (y) = �
1
a

ln(cos(ay)):

P or lo tan to, jun tando am b os términos tenemos la solución que buscába-

mos.

f (x; y) = � (x) +  (y) =
1
a

ln(cos(ax)) �
1
a

ln(cos(ay))

f (x; y) =
1
a

ln
�

cos(ax)
cos(ay)

�
;
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La represen tación an terior de f es la primera sup er�cie de Sc herk ,

p ero ¾p or qué no es en tera esta sup er�cie? Esta sup er�cie no es en tera pues

esta función f (x; y) solo está de�nida para los pun tos (x; y) que cumplen que

cos(ax)
cos(ay) > 0. P or ejemplo, para los pun tos (x; y) que cumplen que

x 2
�

�
�
2a

+
2k�
a

;
�
2a

+
2k�

a

�

y

y 2
�

�
2a

+
2k�
a

;
3�
2a

+
2k�

a

�

la función f (x; y) no está de�nida y a que cos(ax) > 0 y cos(ay) < 0.

Una explicación para gra�car una parte de la sup er�cie de Sc herk, es: P ara

a = 1 , tomemos jxj < �
2 ; jyj < �

2 , en tonces tenemos � �
2 ; �

2 sobre x y � �
2 ; �

2
en y que forma un cuadrado. Cuando cos(y) ! �

2 , es decir; cos(y) ! 0 y

como

cos(x)
cos(y) > 0, en tonces

�
cos(x)
cos(y)

�
! 1 y así ln

�
cos(x)
cos(y)

�
! 1 . Similarmen te

cuando cos(y) ! � �
2 , ln

�
cos(x)
cos(y)

�
! 1 . Ahora cuando cos(x) ! �

2 , es decir;

cos(x) ! 0 y como

cos(x)
cos(y) > 0, en tonces

�
cos(x)
cos(y)

�
! 0, así ln

�
cos(x)
cos(y)

�
! �1 y

de forma análoga cuando cos(y) ! � �
2 , ln

�
cos(x)
cos(y)

�
! �1 .

Esto nos dá una explicación del p orqué la sup er�cie de Sc herk está de�-

nida sobre el tablero de a jedrez de la �gura 2.2 (excepto en los v értices de los

cuadros, donde en realidad la sup er�cie es una recta v ertical.) De acuerdo a

[[14], teorema 4.4].

El descubrimien to de esta sup er�cie fue m uy p eculiar, pues el catenoide

y el helicoide eran las únicas sup er�cies mínimas no triviales cono cidas en

1700, y no fue sino hasta 1835 que se encon tró el ejemplo an terior, que fue

precisamen te la sup er�cie de Sc herk, (v éase 2.1,2.3

3

).

3

Esta y las demás grá�cas de este traba jo fueron realizadas en Mathematica 7.0.
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Figura 2.1: Sup er�cie

de Sc herk una parte.

Figura 2.2: T ablero de

a jedrez.

- 4

- 2

0

0

2

4
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2

Figura 2.3: Sup er�cie de Sc herk dos partes.

Siguiendo una idea similar a la utilizada para encon trar la sup er�cie de

Sc herk, p o demos construir al menos otro ejemplo de grá�cas mínimas no

en teras. Consideremos una solución del tip o f (x; y) = � (x) (y) con �;  2
C2(R) y � 00(x) = 0 . Luego se tiene que � 0(x) = cte y que � (x) = ax + b;
a; b2 R2

. P ara esta sup er�cie v amos a sup oner que a = 1 y b= 0 , p or tan to

� (x) = x , ahora solo nos queda encon trar  (y) . T enemos que

f x (x; y) =  (y) f y(x; y) = x 0(y)

f xx (x; y) = 0 f yy (x; y) =  00(y)x y f xy (x; y) =  0(y):
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y la ecuación diferencial 2.3 , nos queda como:

 00(y) +  2(y) 00(y) � 2 02(y) (y) = 0

que es una ecuación de segundo orden no lineal. Haciendo algunos cálculo

obtenemos que la solución es

arctan( )
k1

= y + k2 =)  (y) = tan( cy + d) donde c; d 2 R:

En n uestro caso tomamos las constan tes c = 1 y d = 0 . Luego la solución de

la ecuación diferencial nos pro duce la función diferenciable la cual tiene una

grá�ca mínima:

f (x; y) = x tan(y);

esta grá�ca no es en tera pues solo está de�nida en 
 = f (x; y) : y 6=
(2n + 1) �

2 ; n 2 Zg:

- 2

0

2

4

- 2

0

2

4

- 10

0

10

Figura 2.4: Sup er�cie f (x; y) = x tan(y) .

V eamos los siguien tes teoremas que se tienen sobre minimalidad en su

relación con sup er�cies de rev olución y sup er�cies regladas.

T eorema 2.6. Si una sup er�cies de r evolución S es mínima, entonc es S
está c ontenida en un sub c onjunto abierto de un plano o un c atenoide.

P ara v er la demostración del teorema an terior v éase [[14], pág. 114.]

T eorema 2.7. Cualquier sup er�cie mínima r e glada S es sub c onjunto abierto

de un plano o un helic oide.

Demostración. T omemos la parametrización usual

x(u; v) = 
 (u) + v� (u);
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y simpli�quemos la parametrización. Sup ongamos que k � (u) k= 1 para

to dos los v alores de u . Sup ongamos tam bién que � 0(u) es distin to de cero

(Después consideraremos el caso si � 0(u) = 0 para algún v alor de u ). En tonces

tenemos que existe único pun to �( u) en la el cual � 0(u) es p erp endicular a la

sup er�cie, además � 0� � 0 = 0 . En efecto, tenemos que xu = 
 0+ v� 0
, xv = � , así

� 0(u) es p erp endicular a la sup er�cie x(u; v) () � 0� (
 0+ v� 0) = 0 , � 0� � = 0 .

La segunda ecuación se sigue del ec ho de que k � k= 1 , así, las dos ecuaciones

se han de satisfacer () v = � (
 0�� 0)
k� 0k2 . P or lo tan to, �( u) = 
 � (
 0�� 0)�

k� 0k2 .

Usando el ec ho de que � 0 � � = 0 , � 0 � � 0 = 
 0 � � 0 � (
 0�� 0)� 0�� 0

k� 0k2 = 0: Sea

ev = v + (
 0�� 0)�
k� 0k2 y sea e� (u; ev) la corresp ondien te reparametrización de � .

En tonces, e� (u; ev) = �( u) + ev� (u) . Esto signi�ca que, cuando consideramos

una sup er�cie reglada con las op osiciones an teriores, siempre p o demos asumir

que 
 0(u) � � 0(u) = 0 . De ahí, tenemos

xu = 
 0+ v� 0; xv = �;

P or lo tan to E = k 
 0 + v� 0 k2; F = ( 
 0 + v� 0) � � = 
 0 � �; G = 1: Sea

A = ( EG � F 2)1=2: En tonces, N = A � 1(
 0 + v� 0) � �: P or consiguien te,

tenemos xuu = 
 00+ v� 00; xuv = � 0; xvv = 0; P or lo tan to e = A � 1(
 00+ v� 00) �
(( 
 0+ v� 0) � � ); f = A � 1� 0 � (( 
 0+ v� 0) � � ) = A � 1� 0 � (( 
 0 � � ) , g = 0: P or

lo tan to, p or la condición de sup er�cie mínima

H =
eG� 2fF + gE

2A2
= 0

lo que nos da

(
 00+ v� 00) � (
 0+ v� 0) � � ) = 2( � � 
 0)( � 0 � (
 0 � � )) :

Esta condición deb e man tenerse para to dos los v alores (u; v) . Igualando co e-

�cien tes de las p otencias de v tenemos


 00� (
 0 � � ) = 2( � � 
 0)( � 0 � (
 0 � � )) ; (2.6)


 00� (� 0 � � ) + � 00� (
 0 � � ) = 0 ; (2.7)

� 00� (� 0 � � ) = 0 : (2.8)
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La ecuación 2.8 m uestra que � , � 0
y � 00

son linealmen te dep endien tes. Como

� y � 0
son v ectores unitarios p erp endiculares, existen funciones sua v es � (u)

y � (u) tal que

� 00= �� + �� 0

P ero, como � es de v elo cidad unitaria, � 0� � 00= 0 . T am bién, deriv ando � � � 0 =
0 tenemos � � � 00= � � 0 � � 0 = � 1: P or lo tan to, � = � 1 y � = 0 , así

� 00= � �: (2.9)

La ecuación 2.9 m uestra que la curv atura de la curv a � es 1, y que su

normal principal es � � . P or lo tan to, su binormal es � 0 � (� � ) , y como

d
du

(� 0 � � ) = � 00� � + � 0 � � 0 = � � � � = 0

se sigue que la torsión de � es cero. P or tan to, � parametriza a un círculo de

radio 1. P or aplicación de una isometría en R3
, p o demos asumir que � es el

círculo de radio 1 y el cen tro en el origen en el plano xy , así que

� (u) = (cos(u); sin(u); 0):

P or ecuación 2.9 , tenemos � 00� (
 0 � � ) = � � � (
 0 � � ) = 0 , así p or 2.7,


 00� (� 0 � � ) = 0 :

De ahí se sigue que 
 00
es paralelo al el plano xy , y p or tan to que


 (u) = ( f (u); g(u); au + b);

donde f y g son funciones sua v es y a y b constan tes. Si a = 0 , la sup er�cie

es un sub conjun to abierto del plano z = b: P or otro lado la ecuación 2.6 nos

da

g00cosu � f 00sinu = 2( f 0cosu � g0sinu): (2.10)

Finalmen te haciendo el uso de la condición de que 
 0 � � 0 = 0 , de la cual

obtenemos

f 0sinu = g0cosu (2.11)

Deriv ando esto, obtenemos
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f 00sinu + f 0cosu = g00cosu � g0sinu: (2.12)

De las ecuaciones 2.12 y 2.10 obtenemos

f 0cosu + g0sinu = 0

y usando 2.11 tenemos f 0 = g0 = 0 . Así, f y g son constan tes. P or una

traslación de la sup er�cie p o demos asumir que f , g y b son cero, así que


 (u) = (0 ; 0; au) y x(u; v) = ( v cosu; v sinu; au); la cual es la parametrización

del helicoide. Ahora si � 0
es siempre cero en tonces � es un v ector constan te y

la sup er�cie es un cilindro generalizado. P ero en efecto, p or 1.47 un cilindro

generalizado es sup er�cie mínima si y sólo si, el cilindo es un sub conjun to

abierto del plano. �

2.2. Relación en tre Helicoide y el Catenoide

Como se ha comen tado en este capítulo, tras el plano y le catenoide las

siguien tes sup er�cies mínimas que se encon traron fueron el helicoide y las

sup er�cies de Sc herk, v eámos que el catenoide es lo calmen te isometrico al

helicoide.

2.2.1. Isometría lo cal en tre el catenoide y el helicoide

En este apartado v amos a demostrar que el Catenoide es lo calmen te iso-

métrico al Helicoide Sea

X (u; v) = (cosh(v) cos(u); cosh(v) sin(u); v)

y

Y(s; t) = ( t cos(s); t sin(s); s);

parametrizaciones del catenoide C y del helicoide H resp ectiv amen te. Su-

p ongamos que existe una isometría lo cal ' : H ! C . Denotemos p or ~' =
X � 1 � ' � Y (s; t) = ( u(s; t); v(s; t)) . P or lo visto an teriormen te la curv atura

de Gauss del helicoide es K (s; t) = � 1
(t2+1) 2 y del catenoide K (u; v) = � 1

cosh4v .

Dado que la curv atura de Gauss se conserv a p or isometrías lo cales ha de

v eri�carse:

� 1
(t2 + 1) 2

=
� 1

cosh4v
=

� 1
(1 + sinh2(v))

:
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Esta igualdad sugiere (p ero no dem uestra) que una p osible isometría lo cal

esté dada p or

s(u; v) = u

t(u; v) = sinh v

Consideremos

~ (u; v) = ~' � 1(u; v) = ( u; sinhv) . Demostremos que dic ha

transformación es una isometría lo cal. La transformación diferencial de

~ 
tiene p or matriz

D( ~ )(u; v) =
�

1 0
0 coshv

�

que es regular en to do pun to. P or lo tan to  = Y � 1 �  � X es lo calmen te un

difeomor�smo. P or lo tan to,

(D )(X u) = Ys; (D )(X v) = cosh(v)Yt

T enemos en tonces que

h(D )(X u); (D )(X u)i = hYs; Ysi = t2 + 1 = cosh2(v) = hX u; X u i ;

h(D )(X u); (D )(X v)i = hYs; cosh(v)Yt i = 0 = hX u; X v i ;

h(D )(X v); (D )(X v)i = cosh2(v)hYt ; Yt i = cosh2(v) = hX v; X v; i :

Esto dem uestra p or 1.43 que  es una isometría lo cal.

Ilustramos dic ha isometría con el siguien te dibujo:
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Figura 2.5: Isometría lo cal Catenoide-Helicoide.

Observ ación 2.8. L a �gur a 2.5 , ilustr a dos r e giones p articular es del Heli-

c oide y Catenoide que c orr esp onden b ajo la deformación. L as fr onter as de

estas r e giones incluyen una hélic e y un cír culo, c on r esp e cto a las p ar ametri-

zaciones

� (u) = (sinh 1 sin u; � sinh 1 cosu; u); 0 � u < 2�


 (u) = (cosh 1 cosu; cosh 1 sinu; 1); 0 � u < 2�

L a longitud de la hélic e es

Z 2�

0
j� 0(u)jdu = 2�

p
sinh2 1 + 1

y del cír culo es Z 2�

0
j
 0(u)jdu = 2� cosh 1

El he cho de que estas dos longitudes se an iguales es p or el he cho de que la

hélic e se tr ansforma isométric amente en el cír culo.
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2.3. Represen tación de W eierstrass-Ennep er

La represen tación de W eierstrass-Ennep er para sup er�cies mínimas, dice

que cualquier sup er�cie mínima p o drá ser represen tada p or funciones holo-

morfas. La p osibilidad de estudiar un problema desde v arios ángulos diferen-

tes puede ser una herramien ta m uy útil en las matemáticas, lo que hace que

la represen tación de W eierstras-Ennep er sea un descubrimien to m uy imp or-

tan te, an tes de dar la construcción de ésta represen tación v eamos algunos

conceptos.

2.4. F unciones armónicas y co ordenadas isoter-

mas

Sea U un sub conjun to abierto de R2
. El laplaciano , � f de una trans-

formación diferenciable f : U � R2 ! R está de�nido p or

� f =

@2 f
@u2 +

@2 f
@v2 , (u; v) 2 U:

De�nición 2.9. De cimos que f es armónic a en U si � f = 0:

De�nición 2.10. Dos tr ansformaciónes difer enciables f; g : R2 ! R que

veri�c an las e cuaciones de Cauchy- R iemann , es de cir, f u = gv y f v =
� gu , son siempr e armónic as, y r e cib en el nombr e de armónic as c onjuga-

das . Se dic e que dos sup er�cies r e gular es mínimas son mínimas c onjugadas

si existe una p ar ametrización isoterma de las mismas, de forma que sus fun-

ciones c o or denadas son armónic as c onjugadas dos a dos.

Al estudiar las propiedades de una sup er�cie que son indep endien tes de

elección de los parámetros, es con v enien te elegir parámetros de tal manera

que las propiedades geométricas de la sup er�cie se re�ejen en el plano u; v .

P or ejemplo p o demos p edir que la transformación del plano u; v sobre la su-

p er�cie sea conforme, de mo do que los ángulos en tre las curv as en la sup er�cie

sea iguales a los ángulos en tre las curv as corresp ondien tes en el plano u; v .

Analíticamen te, esta condición se expresa en términos de la primera forma

fundamen tal.

De�nición 2.11. Se a S una sup er�cie r e gular en R3
, c on p ar ametrización

X(u; v) , las c o or denadas (u; v) sobr e la sup er�cie S son l lamadas isotermas
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(o c onformes) si la métric a ds2
en S inducida de R3

, descrita en las c o or-

denadas (u; v) , son c omo sigue: ds2 = � (u; v)(du2 + dv2) , donde � (u; v) es

una función suave p ositiva de�nida en to do el plano R2
(u;v ) , l lamado el factor

c onforme.

Lo an terior signi�ca que cada pun to de la grá�ca S los v ectores v elo cidad

de la curv a de co ordenadas u = cte y v = cte son ortogonales y tienen la

misma longitud.

En términos de la represen tación matricial de la primera forma funda-

men tal, tenemos X(u; v) es isoterma si g11 = g22 = � (u; v) y g12 = 0 .

Las co ordenadas isotermas existen en cualquier sup er�cie regular; sin em-

bargo, la prueba de este hec ho es m uc ho más complicada que el caso en que

la sup er�cie sea mínima.

T eorema 2.12. Po demos tomar una p ar ametrización isoterma alr e de dor de

cualquier punto de una sup er�cie mínima S � R3:

Demostración. Como el resultado es lo cal, �jemos un pun to p 2 S
y esco jamos un sistema de co ordenadas cartesianas x; y; z tal que p es el

origen, así que el plano- x; y coincide con plano tangen te TpS de S en p. En

este sistema de co ordenadas, la sup er�cie S en una v ecindad de p se puede

v er como la grá�ca x = x , y = y y z = f (x; y) . Usando la expresión de la

curv atura media para una grá�ca y como la sup er�cie es mínima tenemos:

2.3 .

H = 0 ) f xx (1 + f 2
y ) + f yy (1 + f 2

x ) � 2f x f y f xy = 0: (2.13)

P or con v eniencia denotemos

f x = p f y = q;

f xx = r f yy = t y f xy = s:

De ahí que 2.3 toma la forma

(1 + q2)r � 2pqs+ (1 + p2)t = 0:

Denotemos p or W =
p

1 + p2 + q2
, haciendo algunos cálculos tenemos

que

@
@x

�
1 + q2

W

�
�

@
@y

� pq
W

�
=
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� p
W

((1 + q2)r + 2pqs+ (1 + p2)t) = 0 :

De forma similar se prueba que

@
@y

�
1 + p2

W

�
�

@
@x

� pq
W

�
= 0:

De�namos dos camp os v ectoriales en el plano xy p or

V =
�

1 + p2

W
;

pq
W

�
y

�
pq
W

;
1 + q2

W

�
;

aplicando el teorema de Green a cualquier curv a cerrada C con tenida en una

región simplemen te conexa R , obtenemos

Z

C
V =

Z Z

R

� pq
W

�

x
�

�
1 + p2

W

�

y

dxdy = 0;

y Z

C
W =

Z Z

R

�
1 + q2

W

�

x

�
� pq

W

�

y
dxdy = 0;

Puesto que la in tegrales de línea son cero para to do curv a cerrada en R , V y

W deb en tener funciones p otenciales (v er [11 ] pág 518.). Esto es existen F y

G con grad(F ) = V y grad(G) = W , con resp ecto a las co ordenadas, estas

ecuaciones implican

@F
@x

=
1 + p2

W
;

@F
@y

=
pq
W

;
@G
@x

=
pq
W

; y

@G
@y

=
1 + q2

W
: (2.14)

Es decir implican la existencia de dos funciones de clase C1
, F y G en el

mismo dominio que la ecuación de sup er�cie mínima.

De�namos una transformación T : R ! R2
p or

T(x; y) = ( x + F (x; y); y + G(x; y)): (2.15)

La matriz Jacobiana de esta transformación es:

J (T) =
�

1 + Fx Fy

Gx 1 + Gy

�
=

 
1 + 1+ p2

W
pq
W

pq
W 1 + 1+ q2

W

!

;
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cuy o determinan te es 2+ 2+ p2+ q2

W > 0: El teorema de la función in v ersa dice

que, cerca de p = (0 ; 0), existe una función in v ersa sua v e T � 1(u; v) = ( x; y)
con

J (T � 1) = J (T)� 1 =
2W

2 + 2W + p2 + q2

 
1 + 1+ q2

W � pq
W

� pq
W 1 + 1+ p2

W

!

=
2

2 + 2W + p2 + q2

�
W + 1 + q2 � pq

� pq W + 1 + p2

�

P or supuesto, la matriz an terior p or de�nición del jacobiano es

�
xu xv

yu yv

�

Usaremos los cálculos an teriores para mostrar que la siguien te parametri-

zación (en las co ordenadas u; v descritas arriba)

x(u; v) = ( x(u; v); y(u; v); f (x(u; v); y(u; v)))

es isoterma. Primero calculamos

xu =
2

2 + 2W + p2 + q2
(W + 1 + q2; � pq; p(W + 1 + q2) + q(� pq))

y xu � xu = W 2

(1+ W )2 : De forma análoga se puede mostrar que

xv =
2

2 + 2W + p2 + q2
(� pq; W+ 1 + p2; p(� pq) + q(W + 1 + p2))

y xv � xv = W 2

(1+ W )2 A demás tam bién que xu � xv = 0: Así uno tiene que

xv � xv = x u � xu y xu � xv = 0 . P or lo tan to, la parametrización x(u; v) es

isoterma. �

Observ ación 2.13. Si S tiene una p ar ametrización isoterma, sustituyendo

E = G y F = 0 en la de�nición de curvatur a me dia,

H =
Eg � 2F f + Ge

2(EG � F 2)
=

e+ g
2E

:

Lema 2.14. No existen sup er�cies mínimas c omp actas.
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Demostración. P or observ ación an terior si S es una sup er�cie mínima

en tonces H = 0 implica que e + g = 0 luego K � 0. Utilizando el con tra-

recípro co del teorema 1.40, si K � 0 para to do p 2 S en tonces S no es

compacta. �

Como consecuencia de esto, una propiedad de sup er�cies mínimas es que

e = � g. Ahora p o demos hacer algunas observ aciones acerca de n uestra pa-

rametrización isoterma X(u; v) en relación con el op erador de Laplace.

Prop osición 2.15. Se a S una sup er�cie r e gular, si la p ar ametrización X(u; v)
de S es isoterma, entonc es Xuu + X vv = (2 EH )N .

Demostración. Como X es isoterma, hXu; Xu i = hXv; Xv i y hXu; Xv i =
0. Deriv ando resp ecto de u la primera igualdad y resp ecto de v la segunda,

obtenemos:

hXuu ; Xu i = hXvu ; Xv i

y

hXuv ; Xv i = �h Xu ; Xvv i ;

de donde deducimos que hXuu + X vv ; Xu i = 0 . Análogamen te se dem uestra

que hXuu + X vv ; Xv i = 0 . Lo que estamos diciendo es, que el v ector Xuu + X vv

es ortogonal a la base f Xu; Xvg = 0 , lo que nos asegura que se encuen tra en

la dirección del normal N a la sup er�cie. Luego Xuu + X vv = �N . Hallemos

el v alor de � , un sencillo cálculo nos p ermite probar que

� = � hN; N i = h�N; N i = hXuu + X vv ; N i = e+ g:

P or otro lado, como E = G y F = 0 , la curv atura media se reduce a una

expresión m uc ho más sencilla

H =
e+ g
2E

;

en consecuencia, � = e+ g = 2EH que es lo que deseábamos. �

A partir de esta prop osición, p o demos deducir una caracterización para

una sup er�cie mínima utilizando la armonicidad de las funciones comp onen te

de su parametrización isoterma, el cual tam bién será imp ortan te para la

construcción de la represen tación de W eierstrass- Ennep er.
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Corolario 2.16. Una sup er�cie M : x(u; v) = ( x1(u; v); x2(u; v); x3(u; v)) ,

c on c o or denadas isotermas es mínima si y solo si x1
, x2

y x3
son funciones

armónic as.

Demostración. Si M es mínima, en tonces H = 0 , en tonces �x =
(2EH ) ~N = 0 , en tonces x1

, x2
y x3

son armónicas. Ahora si x1
, x2

, x3
son

armónicas , en tonces �x = 0 , en tonces (2EH ) ~N = 0 . Ahora bien, como

~N
es el v ector unitario, en tonces

~N 6= 0 y además E = x u � xu = jxuj2 6= 0 . Así,

H = 0 , en tonces M es mínima. �
P or lo tan to, una sup er�cie S es mínima si, y solo si, Xuu + X vv = 0 , para

una parametrización isoterma X(u; v) de S que, sab emos, siempre existe.

2.5. T eoremas de análisis complejo

La represen tación de W eierstras-Ennep er no sólo dep ende de conceptos

de geometrías diferencial, sino que tam bién tenemos que en tender algunos

conceptos del análisis complejo, las de�niciones y prop osiciones aquí dadas

pueden v erse de forma más detallada en [1].

De�nición 2.17. Se a 
 � C un c onjunto abierto y z0 2 
 . Una tr ansfor-

mación f : 
 ! C es difer enciable en z0 si l��m
h! 0

f (z0 + h) � f (z0)
h

existe.

Si f es diferenciable en cada pun to de 
 , decimos que f es analítica (o

e quivalentemente holomorfa) en 
 .

De�nición 2.18. Una tr ansformación que es holomorfa en to do el plano

c omplejo es l lamada enter a.

Prop osición 2.19. Si una función c on valor es c omplejos f (x; y) = u(x; y)+
v(x; y) es holomorfa entonc es satisfac e las e cuaciones de Cauchy-R iemann

@u
@x

=
@v
@y

;
@u
@y

= �
@v
@x

(2.16)

Inversamente, si u(x; y); v(x; y) 2 C1
satisfac en 2.16 en un abierto, entonc es

f = u + iv es holomorfa.
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La ecuación 2.16 la p o demos escribir en una forma más resumida

�
@

@x
+ i

@
@y

�
f = 0:

la cual usaremos más tarde para la demostración de algunos resultados.

T eorema 2.20. ( Liouvil le )

4

Cualquier función enter a y ac otada deb e r e du-

cirse a una c onstante.

Observ ación 2.21. Se a f : C ! C; f = u+ iv una función enter a c on p arte

imaginaria ne gativa en to do C, es de cir; v < 0, entonc es � if = � iu + v , p or

tanto � if tiene p arte r e al ne gativa. A�rmación f es c onstante. En efe cto, se

c onsider a la función g(z) = e� if
además

jg(z)j = ev � e0 < 1;

p or lo tanto g(z) es enter a y ac otada. Aplic ando el te or ema de Lliovil le se

tiene que g(z) es c onstante, es de cir; g(z) = c p ar a to do z ( log(g(z)) = � if =
log(c) = cte). A demás 0 = g0(z) = � if 0(z) � ie� if (z) = � f 0(z)e� if (z)

, lo cual

implic a que f 0(z) = 0 p ar a to do z, p or lo tanto f es c onstante en C. Así,

el T e or ema de Liouvil le nos dic e de este mo do que, cualquier función enter a

c on p arte imaginaria ne gativa es c onstante.

De�nición 2.22. (F unciones holomorfas en el c álculo de Wirtinger)

Intr o duciendo variables c omplejas z = u + iv donde u; v 2 R y su c onju-

gado �z = u � iv , p o demos escribir u = z+�z
2 y v = z� �z

2i .

Existe una de�nición alternativa p ar a funciones holomorfas, b asada en

el l lamado Cálculo de Wirtinger . Este c álculo c onsider a dos op er ador es

difer enciales

@
@z y

@
@�z p ar a funciones difer enciables f : C ! C, z 7! f (z) =

f (u; v) , estas derivadas de Wirtinger son de�nidas c omo:

@f
@z

(z) :=
1
2

(
@f
@u

(u; v) � i
@f
@v

(u; v));

@f
@�z

(z) :=
1
2

(
@f
@u

(u; v) + i
@f
@v

(u; v)):

4

Joseph Liouville matemático F rancés, que an unció 2.20 en una Nota en la Comptes

Rendus de 1;
A cadémie des Scienses (P arís, el 9 de Diciem bre, 1844) [4] pág. 63.
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Lo an terior es in tro ducido y a que cuando se trata de una función compleja

digamos f (u; v) al p ensar en un cam bio de v ariables de (u; v) a (z; �z) , donde

z = u + iv . Uno necesita sab er cómo se transforman sus deriv adas con el

cam bio de v ariable y uno encuen tra que:

@
@u

=
@z
@u

@
@z

+
@�z
@u

@
@�z

=
@
@z

+
@
@�z

@
@v

=
@z
@v

@
@z

+
@�z
@v

@
@�z

= i
�

@
@z

�
@
@�z

�
:

Resolviendo para (@=@z; @=@�z) , encon tramos las expresiones usuales para

las deriv adas de Wirtinger. Observ e que:

@z
@z

=
@�z
@�z

= 1 y

@�z
@z

=
@�z
@�z

= 0:

En consecuencia es fácil calcular @=@zy @=@�z , para to do p olinomio, to da

función racional, es decir; de la forma f (z) = P(z)=Q(z) donde P(z) y Q(z)
son p olinomios no n ulos y v arias funciones más de z y �z , p or los que las

deriv adas de Wirtinger satisfacen las mismas reglas de suma, pro ducto y

regla de la cadena como las deriv adas @=@uy @=@v:

@
@z

(z5 + 3z2 �z) = 5 z4 + 6z�z y

@
@�z

(z5 + 3z2 �z) = 3 z2;

@
@z

(exp(z)) = exp( z) y

@
@�z

(exp(z)) = 0 :

La deriv ada de @=@�z , tiene la imp ortan te propiedad que si

@
@�z

f (z; �z) = 0 ;

en tonces f satisface las ecuaciones de Cauc h y-Riemann y así f es holomorfa(y

así analítica). Esto es sencillo para v eri�car p ero los cálculos los haremos

después y a que estos conceptos nos serán de grán utilidad en la con trucción

de la represen tación de W eierstrass-Ennep er. Note que lo an terior nos dá
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una buena in tuición, a grandes rasgos, si f no es función de �z , en tonces f es

holomorfa.

En analogía funciones f : C ! C con

@f
@z = 0 para z 2 C se llaman

funciones no holomorfas o (an tiholomorfas).

En base a lo an terior v eámos un resultado de Sc herk: el cual dice que es

p osible encon trar una familia uniparamétrica de deformaciones isométricas,

median te sup er�cies mínimas, del helicoide al catenoide que revisaremos a

con tin uación.

Prop osición 2.23. Se a S, S sup er�cies mínimas c onjugadas y x , x sus p a-

r ametrizaciones isotermas r esp e ctivamente. Entonc es, la sup er�cie p ar ame-

trizada p or Z t (u; v) = cos(t)x(u; v)+sin( t)x(u; v) es mínima p ar a to do t 2 R.

A demás, to das las sup er�cies de esta familia tienen la misma primer a forma

fundamental.

Demostración. Como S, S son sup er�cies mínimas conjugadas, tenemos

que, para las parametrizaciones x , x , se cumple que xu = xv y xv = � xu , ade-

más, las deriv adas parciales de la parametrización Z t (u; v) = cos(t)x(u; v) +
sin(t)x(u; v) son

(Z t )u = cos(t)xu + sin( t)xu = cos(t)xu � sin(t)xv ;

y

(Z t )v = cos(t)xv + sin( t)xv = cos(t)xv + sin( t)xu ;

en tonces, utilizando que x y x son isotermas, se obtiene que los co e�cien tes

de su primera forma fundamen tal son:

E t = cos2(t)E + sin2(t)G = E;

Gt = cos2(t)G + sin2(t)E = E;

y

Ft = cos(t) sin(t)(E � G) = 0 :

Luego to das las sup er�cies Z t (u; v) tienen la misma primera forma funda-

men tal p or lo tan to p or 1.43, to das son lo calmen te isométricas, siendo para-

metrizaciones isotermas. A demás, (Z t )uu = cos(t)xuu � sin(t)xuv y (Z t )vv =
cos(t)xvv + sin( t)xuv : En tonces,

(Z t )uu + ( Z t )vv = cos(t)(xuu + x vv) = 0 ;
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pues S es una sup er�cie mínima y x es isoterma. Así, hemos demostrado

que Z t es una parametrización que v eri�ca (Z t )uu + ( Z t )vv = 0 ; p or lo tan to

p o demos concluir que la sup er�cie parametrizada p or Z t (u; v) es mínima. �

El siguien te corolario es consecuencia inmediata de la prop osición an te-

rior.

Corolario 2.24. Dos sup er�cies mínimas c onjugadas pue den (unirse) siem-

pr e, me diante una familia unip ar amétric a de sup er�cies mínimas to das el las

lo c almente isométric as entr e sí.

El no es difícil v er que el helicoide y catenoide son sup er�cies mínimas

conjugadas. P or lo tan to, la familia Z t (u; v) = cos(t)x(u; v)+sin( t)x(u; v) nos

da la familia uniparamétrica buscada de deformaciones isométricas, median te

sup er�cies mínimas, en tre am bas sup er�cies. En este caso

Z t (u; v) = cos t(sinhv sinu; � sinhv cosu; u)+sin t(coshv cosu; coshv sinu; v)

para 0 � t � �= 2

V eamos una ilustración de tal deformación:
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Figura 2.6: Deformación isométrica del Helicoide en el Ca-

tenoide.

2.5.1. Ceros, p olos y singularidades aisladas

De�nición 2.25. Un númer o c omplejo a es un c er o de una función holo-

morfa si f (a) = 0 .

En base a esta de�nición se tienen los siguien tes resultados cuy as demos-

traciones se omiten.

T eorema 2.26. Se a f una función holomorfa en una r e gión

5 
 , si a 2 

es una c er o de f no es identic amente nula en 
 entonc es existe un entorno

U � 
 de a y una función g holomorfa en U y no nula en ningún punto de

U y un númer o natur al n tal que

f (z) = ( z � a)ng(z); z 2 U:

5

A los sub conjun tos 
 � C que sean abiertos y conexos se les cono ce como región.
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n está determinado de maner a únic a y se l lama el or den del c er o a.

T am bién decimos que n es la m ultiplicidad del cero. Los ceros de orden 1
se dicen simples.

Una pregun ta p eculiar sería ¾el orden del cero puede ser in�nito?, pues

resulta que no.

T eorema 2.27. Si una función holomorfa tiene un c er o de or den in�nito,

entonc es se anula en to da una ve cindad del c er o.

Este resultado se sigue del teorema de T a ylor para funciones holomorfas.

Prop osición 2.28. Si f es un a función holomorfa en una r e gión 
 y es no

nula en 
 , entonc es los c er os de f son aislados.

De�nición 2.29. Una puntos a 2 C se dic e que es una singularidad de f
si f o bien no está de�nida en z0 = a, o bien está de�nida y no es analític a

en ningún entorno U de a(p or ejemplo si es disc ontinua en a).

Se a f holomorfa en el abierto 
 , de cimos que a es una singularidad

aislada de f si existe un entorno U de a tal que Unf ag � 
 :

En consecuencia si los ceros de una función holomorfa son aislados, los

p olos tam bién.

En la situación an terior decimos que Unf ag es un en torno reducido de

a. Llamamos a a una singularidad remo vible si p o demos de�nir f (a)
adecuadamen te de mo do que f (z) sea analítica en to do el disco jz � aj < � ,

para abundar más sobre esto, v éase [1] pág. 124.

De�nición 2.30. De cimos que una singularidad aislada a de f es un p olo

de f si existe un entorno U de a tal que la función g de�nida en U p or

g(z) = 1
f (z) si z 2 U c on z 6= a y g(a) = 0 es analític a en U . El or den del

c er o a de g se denomina entonc es or den del p olo a de f .

T eorema 2.31. Si f tiene un p olo en a 2 
 , entonc es existe un entorno U
de a, una función holomorfa h no nula en U y un únic o númer o natur al n
tal que

f (z) = ( z � a)� nh(z):

El n úmero natural n se denomina el orden del p olo. Si n = 1 decimos que

el p olo es simple.
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De�nición 2.32. Una función c ompleja g(z) es mer omorfa en una r e gión

digamos 
 si es holomorfa en cualquier p arte de la r e gión exc epto en singu-

laridades aisladas y to das estas singularidades son p olos.

Equiv alen temen te, para cualquier a 2 
 o bien existe una v ecindad jz �
aj < � donde la función es analítica, o f (z) es analítica en 0 < jz � aj < �
y a es un p olo. Lo que signi�ca que los p olos de una función meromorfa son

aislados p or de�nición.

Ejemplo 2.33. � El c o ciente f (z)=g(z) de dos funciones holomorfas no

nulas es una función mer omorfa en 
 . L os p osibles p olos aquí son los

c er os de g, p er o un c er o c omún de f y g p o dría ser una singularidad

evitable (p or ejemplo f (z) = z2 � 1
z+1 ).

Del mismo mo do, la suma, pr o ducto y c o ciente de funciones mer omorfas

son nuevamente mer omór�c a.

� En p articular una función r acional es mer omorfa en el plano c omple-

jo. A demás p ar a una función r acional, 1 es o bien una singularidad

evitable, o bien un p olo.

2.6. T ransformaciones conformes

Duran te m uc ho años, uno de los problemas más atractiv os para los geó-

metras estaba relacionado directamen te con la Cartografía, es decir, la re-

presen tación de una región R del glob o terráqueo (p ensado como la esfera

unitaria ) en una sup er�cie plana (un mapa). En principio se buscaba una

transformación � : R � S2 ! R2
que preserv ara distancias, es decir una

isometría lo cual es crucial para la na v egación marítima.

Aunque algunos historiadores de las matemáticas sostienen que T olomeo

fue el primero en concebir una represen tación conforme de la sup er�cie te-

rrestre sobre un plano, to do esto inicia más precisamen te con Hipparc h us

(Hiparco) fundador de la Geografía y de la Astronomía, quien vivió en el

siglo I I a.c., tres siglos an tes que T olomeo, seguramen te T olomeo fue inspira-

do ampliamen te con los traba jos de Hiparco y en algunos casos no se logran

distinguir las ap ortaciones de am b os.

Del principio de los tiemp os mo dernos alrededor de 1500. Sin pretender

mencionar a to dos los que han con tribuido signi�cativ amen te al asun to, es

p osible a�rmar que las ideas de Nuñez, Mercator, Lam b ert, Euler y Lagrange
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sobre na v egación y , más concretamen te, sobre la elab oración de mapas planos

de la sup er�cie del glob o terrestre se hallan en el n úcleo de n uestros cono ci-

mien tos mo dernos acerca de las transformaciones conformes. La imp ortancia

de estas transformaciones es de preserv ar ángulos en tre curv as y orien tación,

que nos será un til más adelan te.

Recordemos que la transformación de Gauss de una sup er�cie S con pa-

rametrización x(u; v) es una transformación de la sup er�cie S a S2 2 R3
,

la cual denotaremos p or G : S ! S2
el cual en vía cada p 2 S, al v ector

normal unitario Np . En términos de la parametrización, p o demos escribir

G(x(u; v)) = N (u; v) y , para una v ecindad de S, p ensar en N (u; v) como

una parametrización de una parte de la esfera S2
. T am bién ha y una trans-

formación lineal inducida de planos tangen tes dado, p or la base f xu; xvg, p or

G� (xu) = Nu y G� (xv) = Nv: P ara en tender esto, tenga en cuen ta lo siguien-

te, Un v ector tangen te en S es el v ector de v elo cidad de alguna curv a en S,

así que tomando N sólo a lo largo de la curv a, se crea una n uev a curv a en

la esfera S2
. El v ector tangen te de la n uev a curv a esférica es en tonces, p or

de�nición, la imagen ba jo G� v er [[14] pág. 77.] de v ector tangen te de la curv a

original. Aplicando este razonamien to a las curv as paramétricas, v emos que

G� (xu) = Nu y G� (xv) = Nv:
P ero ha y algo aún más esp ecial en la transformación de Gauss de una

sup er�cie mínima. Con el �n de exp oner el resultado, tenemos que recordar

que una transformación lineal, en el caso en que las sup er�cies en cuestión

sean el plano euclidiano tenemos T : R2 ! R2
es conforme si, para � > 0

�jo se tiene que

T(x) � T(y) = � 2x � y;

para to dos los v ectores x; y 2 R2
. Si tenemos que T transforma el plano

complejo en si mismo, para la conformidad de T en un pun to p del plano,

basta con que la deriv ada de T en ese pun to sea diferen te de cero. V eamos la

siguien te

Prop osición 2.34. T es c onforme si y solo si, p ar a c ada b ase f v1; v2g de

R2
, jT(v1)j = � jv1j; jT(v2)j = � jv2j y T(v1) � T(v2) = � 2v1 � v2 p ar a � > 0:

Demostración. La transformación () ) se sigue de manera inmediata de

la de�nición de que T es conforme. P ara la transformación (( ) , escribamos

x = av1 + bv2 y y = cv1 + dv2 con x � y = acjv1j2 + ( bc+ ad)v1 � v2 + bdjv2j2 .

La linealidad de T nos da T(x) = aT(v1) + bT(v2) y T(y) = cT(v1) + dT(v2)
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con

T(x) � T(y) = acjT(v1)j2 + ( bc+ ad)T(v1) � T(v2) + bdjT(v2)j2

= ac� 2jv1j2 + ( bc+ ad)� 2v1 � v2 + bd�2jv2j2

= � 2x � y:

�
A las isometrías lo cales p or de�nición preserv an la longitud de curv as, y en

analogía las transformaciónes conformes se de�niran aquellas que preserv an

los ángulos y orin tación en tre curv as.

De�nición 2.35. Un dife omor�smo ' : S ! Ŝ es una tr ansformación

c onforme si p ar a to do p 2 S; v; w 2 TpS se tiene que

hd' p (v1); d' p (v2)i = � 2(p)hv; wi p;

donde � 2
es una tr ansformación difer enciable no nula sobr e S; se dic e enton-

c es que las sup er�cies S y Ŝ son c onformes.

Cuando ' es una transformación de una sup er�cie a otra, ' se dice c on-

forme cuando la transformación inducida sobre v ectores tangen tes ' � es con-

forme para cada pun to de S. En tal caso, el factor � v aría de un pun to a otro

y es, p or lo tan to, una transformación de los parámetros de sup er�cie u y v .

Luego, escribimos � (u; v) y se llama el factor esc alar . Sin em bargo, en cada

plano tangen te, � es constan te.

Ejemplo 2.36. (L a tr ansformación de Gauss p ar a el Helic oide) Consider e-

mos el Helic oide x(u; v) = ( u cosv; u sinv; v) . V amos a c alcular G� (xu) = Nu

y G� (xv) = Nv .

En efe cto, tenemos que

xu = (cos v; sinv;0); xv = ( � u sinv; u cosv;1)

c on xu � xv = 0 , jxu j = 1 y jxv j =
p

1 + u2
. Así, el ve ctor normal unitario está

dado p or

N =
(sin v; � cosv; u)

p
1 + u2

:

T omando las derivadas p ar ciales de N r esp e cto de u y v , tenemos

Nu =
(� u sinv; u cosv;1)

(1 + u2)3=2
; Nv =

(cosv; sinv;0)
p

1 + u2
:
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A demás

jNu j = Nu � Nu =
1

1 + u2
=

1
1 + u2

jxu j;

y

jNv j = Nv � Nv =
1

p
1 + u2

=
1

1 + u2
jxv j:

Y, p or supuesto G� (xu) � G� (xv) = Nu � Nv = 0 . L o que ne c esitáb amos

p ar a que la tr ansformación de Gauss se a c onforme, cuyo factor esc alar es

� (u; v) = 1
(1+ u2 ) :

El ejemplo an terir no es solamen te un caso aislado, como m uestra el si-

guien te resultado.

Prop osición 2.37. Se a S una sup er�cie mínima c on p ar ametrización isoter-

ma x(u; v) . Entonc es la tr ansformación de Gauss de S es una tr ansformación

c onforme

Demostración. P or 2.34 lo que necesitamos probar es que jG� (xu)j =
� (u; v)jxu j , jG� (xv)j = � (u; v)jxv j y G� (xu) � G� (xv) = � 2(u; v)xu � xv . En

efecto, como la parametrización es isoterma tenemos que E = G y F = 0 ,

obteniendo que H = (e+ g)
2E ; p or otro lado

G� (xu) = Nu = �
e
E

xu �
f
E

xv ; p or 1.10

G� (xv) = Nv = �
f
E

xu �
g
E

xv : p or 1.11

Usando co ordenadas isotermas y tomando el pro ducto pun to tenemos:

jNu j2 =
1
E

[e2 + f 2]; jNv j2 =
1
E

[f 2 + g2]

Nu � Nv =
f
E

[e+ g]

P ero como S es mínima, H = 0 , esto es, e + g = 0 en tonces e = � g.

Obteniendo así,

jNu j2 =
1
E

[e2 + f 2] = jNv j2 y Nu � Nv = 0:
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Como jxu j =
p

E = jxv j y xu � xv = 0 , en tonces la transformaciónde Gauss

es conforme de acuerdo a la prop osición 2.34, con factor escalar

p
e2 + f 2=E

�

Ahora, v eamos que el siguien te resultado m uestra que la conformidad de

la transformación de Gauss hace una caracterización en sup er�cies mínimas.

Prop osición 2.38. Se a S una sup er�cie c on p ar ametrización x(u; v) cuya

tr ansformación de Gauss N : S ! S2
es c onforme. Entonc es una y sólo una

de las siguientes a�rmaciones es cierta: S es p arte de la esfer a S2
o bien S

es una sup er�cie mínima.

Demostración. Como en los apartados an teriores desarrollamos fórm u-

las para sup er�cies con F = 0 , asumimos que x(u; v) tam bién cumple esta

propiedad. Como tenemos que la transformación de Gauss es conforme y

F = x v � xv = 0 , p or conformidad de N tenemos que Nu � Nv = 0 . usando

las fórm ulas 1.10 y 1.11 obtenemos que f (Ge+ Eg) = 0 . P or lo tan to cada

f = 0 (en cada pun to) ó Ge+ Eg = 0 (igualmen te en to das partes). Como

F = 0 , si pasa la última igualdad, lo que nos estaría diciendo es que H = 0
y se trataría, como y a sab emos, de una sup er�cie mínima. Sup ongamos que

no se cumple la segunda condición, es decir, que la sup er�cie no es mínima

y f deb e ser cero. Usando éste hec ho que f = 0 de n uev o p or las fórm ulas

de aceleración 1.10 y 1.11 y conformidad tenemos

e2

E
= Nu � Nu = � 2E;

g2

G
= Nv � Nv = � 2G:

Desp ejando � 2
, tenemos que

e2

E 2
= � 2 =

g2

G2
)

e
E

= �
g
G

:

Sup ongamos que

e
E = � g

G . En tonces Ge = � Eg ) Ge + Eg = 0 , lo

cual m uestra de n uev o que H = 0 y así S es una sup er�cie mínima. Ahora

sup ongamos que

e
E = g

G en to do pun to de S y denotemos éste v alor com ún

p or k . Como f = 0 , otra v es p or 1.10 y 1.11 nos dice que Nu = � kxu y

Nv = � kxv . Esto m uestra que, en cada pun to de S, los v ectores tangen tes

xu y xv son v ectores propios del op erador forma. Los v alores propios aso-

ciados con los v ectores propios del op erador de forma son cono cidos como

las curv aturas principales máximas y mínimas en un pun to. P or la situación
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de arriba am b os v alores propios son igual a k , p or 1.33 to das las curv aturas

principales en un pun to son constan tes . P or lo tan to cualquier pun to en S
es un pun to um bilical. P ero como sab emos p or 1.39 la única sup er�cie no

planar que cumple esto, es la esfera. �

Como se tiene la existencia de co ordenadas isotermas para cualquier su-

p er�cie mínima regular S, es claro que S es lo calmen te conforme a un plano,

además p or resultado de v ariable compleja to da transformación conforme

preserv a ángulos p or ende las co ordenadas isotermas tam bién preserv an án-

gulos, ésta es n uestra primera conexión en tre geometría diferencial y aná-

lisis complejo. Ahora, si una sup er�cie mínima puede ser represen tada p or

co ordenadas isotermas, ¾p o dría tam bién ser represen tada p or una función

holomorfa?

2.7. Construcción de la represen tación W.E.

Con la información que tenemos sobre sup er�cies mínimas, co ordenadas

isotermas, funciones armónicas y funciones holomorfas así como tam bién me-

romorfas, p o demos construir la represen tación de W eiertrass- Ennep er para

sup er�cies mínimas. En primer lugar sería bueno realizar un ejemplo.

Ejemplo 2.39. Sup er�cie de Ennep er

6

L a p ar ametrización más c omún p ar a la sup er�cie de Ennep er es

x(u; v) = ( u �
1
3

u3 + uv2; � v � u2v +
1
3

v3; u2 � v2)

6

La sup er�cie de Ennep er fue descubierta en 1864 p or Alfred Ennep er. Oc ho años

después de su Do ctorado, ba jo la sup ervisión de Diric hlet en Göttingen, donde Ennep er

vivió to da su vida, de estudian te a profesor extraordinario.
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Figura 2.7: Sup er�cie de Ennep er.

Primer o ve amos que es una p ar ametrización isoterma.

xu = (1 � u2 + v2; � 2uv;2u)

xv = (2 uv; � 1 � u2 + v2; � 2v)

E = x u � xu = (1 + 2 u2 + 2v2 + 2u2v2 + u4 + v4)

G = x v � xv = (1 + 2 u2 + 2v2 + 2u2v2 + u4 + v4)

F = x u � xv = 2uv(1 � u2 + v2) � 2uv(� 1 � u2 + v2) � 4uv = 0

Como E = G y F = 0 , x(u; v) es isoterma.

Se a z = u + iv y � = x u � ixv: Entonc es

� = (1 � u2 + v2 � i2uv; � 2uv � i (� 1 � u2 + v2); 2u + i2v)

= (1 � (u + iv )2; i (1 + ( u + iv )2); 2(u + iv )) = (1 � z2; i (1 + z2); 2z):

Note que � 1(z) = 1 � z2
, � 2(z) = i (1+ z2) y � 3(z) = 2 z son to das holomorfas,

así la sup er�cie de Ennep er pue de ser r epr esentada p or funciones holomorfas.

Como vimos, la sup er�cie de Ennep er ofrece un ejemplo de como una su-

p er�cie mínima puede ser represen tada p or funciones holomorfas. P ero ahora

n uestro ob jetiv o es generalizar a to das las sup er�cies mínimas.
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2.7.1. De parametrizaciones isotermas a funciones ho-

lomorfas

Sea S una sup er�cie mínima descrita p or una parametrización isoterma

x(u; v) .

Sea z = u+ iv , tenemos que

@
@z= 1

2( @
@u� i @

@v) , �z = u� iv y

@
@�z = 1

2( @
@u+ i @

@v) .

Note que, z + �z = 2u y z � �z = i2v , así

u =
z + �z

2

v =
z � �z

2i

Esto signi�ca que x(u; v) : R2 ! R3
, puede escribirse como

x(z; �z) = ( x1(z; �z); x2(z; �z); x3(z; �z)) :

Consideraremos x i (z; �z) : C2 ! C3
como una función con v alores com-

plejos la cual puede llegar a tomar v alores reales y la deriv ada de la j-ésima

comp onen te es

x j
z =

@xj

@z
=

1
2

(x j
u � ix j

v):

De�namos

� =
@x
@z

= ( x1
z; x2

z; x3
z); (2.17)

De ahora en adelan te usaremos la siguien te notación

(� )2 = ( x1
z)2 + ( x2

z)2 + ( x3
z)2;

y

j� j2 = jx1
z j2 + jx2

z j2 + jx3
z j2;

donde jzj =
p

u2 + v2
es el mó dulo de z.
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En tonces (� j )2 = ( x j
z)2 = ( 1

2(x j
u � ix j

v))2 = 1
4((x j

u)2 � (x j
v)2 � 2ix j

ux j
v); así

(� )2 =
1
4

(
3X

j =1

((x j
u)2 � (x j

v)2 � 2ix j
ux j

v))

=
1
4

(jxu j2 � j xv j2 � 2ixu � xv)

=
1
4

(E � G � 2iF ):

Observ ación 2.40. Como x es isoterma, (� )2 = 1
4(E � E) = 0 : Inversa-

mente, si (� )2 = 0 sus c omp onentes r e al e imaginario deb en ser c er o, p or lo

tanto E = G y F = 0 . Entonc es, si (� )2 = 0 , entonc es la p ar ametrización

deb e ser isoterma.

Con un análisis prácticamen te análogo tam bién p o demos v er que

j� j2 =
E
2

6= 0: (2.18)

Ahora v eremos algunos resultados que nos llev arán a la relación de su-

p er�cies mínimas con funciones holomorfas.

Lema 2.41.

@
@�z ( @x

@z) = 1
4 �x :

Demostración.

@
@�z

(
@x
@z

) =
@
@�z

(
1
2

(
@x
@u

� i
@x
@v

))

=
1
2

(
1
2

(
@

@u
(
@x
@u

� i
@x
@v

) + i
@
@v

(
@x
@u

� i
@x
@v

)))

=
1
4

(
@2x
@u2

� i
@x
@u

@x
@v

+ i
@x
@u

@x
@v

+
@2x
@v2

)

=
1
4

(
@2x
@u2

+
@2x
@v2

)

=
1
4

�x :

�

Lema 2.42. L a función f es analític a si y solo si

@f
@�z = 0 .
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Demostración. Sea z = u + iv , y denotemos a f (u; v) como la función

compleja f (z) = a(z) + ib(z) . Calculando las deriv adas parciales complejas,

tenemos

@f
@�z

=
1
2

(f u + if v)

=
1
2

([au + ibu ] + i [av + ibv ])

=
1
2

([au � bv] + i [av + bu ]):

De aquí que

@f
@�z = 0 si y sólo si au � bv = 0 y av � bu = 0 , esto es, cuando se

cumplen las ecuaciones de Cauc h y-Riemann. �

Con estos resultados p o demos demostrar el siguien te teorema.

T eorema 2.43. Sup ongamos que S es una sup er�cie c on una p ar ametriza-

ción x . Se a � = @x
@z y sup onga que (� )2 = 0 (es de cir x es isoterma). Entonc es

M es mínima si y solo si c ada � j
es holomorfa.

Demostración. Si S es mínima, en tonces, p or corolario 2.16 , x j
es armó-

nica para j 2 f 1; 2; 3g: x j
armónica implica que �x = 0 en tonces

1
4 �x = 0 de

ahí que

@
@�z ( @x

@z) = 0 p or lema 2.42, en tonces

@�
@�z = 0 . P or el teorema de análisis

complejo , como

@
@�z ( @x

@z) = 0 , (� j ) es holomorfa. P or otro lado si (� j ) es ho-

lomorfa, en tonces

@�
@�z = 0 en tonces

@
@�z ( @x

@z) = 1
4 �x = 0 en tonces �x = 0 esto

implica que x j
es armónica, p ero x j

es armónica implica que M es mínima.

�

Observ ación 2.44. El r esultado anterior dic e que cualquier sup er�cie míni-

ma pue de ser descrito en c ada uno de sus puntos p or una tripleta de funciones

holomorfas � = ( � 1; � 2; � 3) c on (� )2 = 0 . A hor a, dada (� ) , ¾c ómo es la p ar a-

metrización isoterma x p ar a c onstruir S?. El siguiente c or olario del te or ema

2.43 muestr a que las c omp onentes de (� ) se pue den inte gr ar p ar a obtener las

c omp onentes de x .

Corolario 2.45. x j (z; �z) = cj + 2 Re(
R

� j dz):

Demostración. z = u + iv en tonces dz = du + idv
� j dz = 1

2(x j
u � x j

v)(du + idv) = 1
2((x j

udu + ix j
vdv) + i (x j

udv � x j
vdu))

�� j d�z = 1
2(x j

u + x j
v)(du � idv) = 1

2((x j
udu + x j

vdv) � i (x j
udv � x j

vdu))
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En tonces tenemos que dxj = @xj

@zdz + @xj

@�z d�z = � j dz + �� j d�z = 1
2(x j

udu +
x j

vdv) + 1
2(x j

udu + x j
vdv) = ( x j

udu + x j
vdv) = 2 Re(� j dz) en tonces x j =

2 Re(
R

� j dz) + cj : �
Ahora sab emos construir x si tenemos (� ) , p ero

¾cómo es (� ) para sup er�cies mínimas generales?

Lo que necesitamos es que cada comp onen te de � j
sea holomorfa y (� )2 =

0.

Una b onita manera de construir (� ) es como sigue.

Sup ongamos que � 1 6= i� 2
. Sea f = � 1 � i� 2

y g = � 3

(� 1 � i� 2 )
Como x es isoterma tenemos que

(� 1)2 + ( � 2)2 + ( � 3)2 = 0;

en tonces

(� 1 + i� 2)( � 1 � i� 2) = � (� 3)2: (2.19)

F actorizando y simpli�cando tenemos que

(� 1 + i� 2)( � 1 � i� 2) = � (� 3)2

(� 1 + i� 2) =
� (� 3)2

(� 1 � i� 2)
� 1 + i� 2 = � fg 2:

Así, usando

f = � 1 � i� 2; g =
� 3

(� 1 � i� 2)
y fg 2 =

(� 3)2

(� 1 � i� 2)
; (2.20)

resolv emos para � 1
, � 2

y � 3:

� 1 =
1
2

f (1 � g2); � 2 =
i
2

f (1 + g2); � 3 = fg:

Note que f de�nida así, es analítica y g meromorfa. A demás, fg 2
es

analítica y a que fg 2 = � (� 1 + i� 2):
En tonces � 1

, � 2
y � 3

son holomorfas y
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(� )2 =
1
4

f 2(1 � g2)2 �
1
4

f 2(1 + g2)2 + f 2g2 = 0: (2.21)

En el caso cuando � 1 = i� 2
, es decir, � 1 � i� 2 = 0 , note que 0 =

(� 1 + i� 2)( � 1 � i� 2) = � (� 3)2
, y a sea f o g deb en ser cero (o am bas).

Ahora, tenemos to do lo que necesitamos para en tender las Represen tación

de W eierstrass-Ennep er para sup er�cies mínimas.

L a R epr esentación de W eierstr ass-Ennep er p ar a sup er�cies mínimas

T eorema 2.46. L a R epr esentación de W eierstr ass-Ennep er I. Si f es

holomorfa en un dominio D , g es mer omorfa en D , y fg 2
es holomorfa en D ,

entonc es una sup er�cie mínima es de�nida p or x(z; �z) = ( x1(z; �z); x2(z; �z); x3(z; �z)) ;
donde

x1(z; �z) = Re(
Z

f (1 � g2)dz)

x2(z; �z) = Re(
Z

if (1 + g2)dz)

x3(z; �z) = Re(
Z

2fgdz):

En el ejemplo de las sup er�cie de Ennep er, necesitamos que f = 1 y

g = z. En tonces � = (1 � z2; i (1 + z2); 2z) = ( f (1 � g2); if (1 + g2); 2fg ):

Otra, manera de escribir 2.46 es usando sólo una función holomorfa que es

una comp osición de funciones. Si g es holomorfa con g� 1
holomorfa, en tonces

sea � = g, lo cual signi�ca que

d�
dz = dg

dz , así d� = dg. De�namos F (� ) =
f= dg

dz = f dz
dg . En tonces F (� )d� = f ( dz

dg)(dg) = fdz , sustituy endo � p or g y

F (� )d� p or fdz en 2.46, obtenemos la siguien te v ersión de 2.46 .

T eorema 2.47. L a R epr esentación de W eierstr ass-Ennep er II. Par a

cualquier función holomorfa F (� ) , una sup er�cie mínima es de�nida p or

x(z; �z) = ( x1(z; �z); x2(z; �z); x3(z; �z)) ; donde

x1(z; �z) = Re(
Z

(1 � � 2)F (� )dz)

x2(z; �z) = Re(
Z

i (1 + � 2)F (� )dz)
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x3(z; �z) = Re(
Z

2�F (� )dz):

Note que

� =
�

1
2

(1 � � 2)F (� );
i
2

(1 + � 2)F (� ); �F (� )
�

:

Un buen ejemplo del uso del teorema 2.47 es el helicoide.

El helic oide

Un helicoide puede ser obtenido de F (� ) = i
2� 2 donde � = ez: Note que

� = ez
, � � 1 = Log(z) , y F (ez) = i

2e2z son to das holomorfas en el dominio

de Log(z) . T enemos que usar Log(z) en lugar de log(z) p orque Log(z) es la

rama principal de log y ramas de log son holomorfas, p ero log no lo es. Ahora

calculemos x(u; v) como sigue:

x1 = Re(
Z

(1 � � 2)
i

2� 2
d� )

= Re(
� i
2�

�
i
2

� )

= Re(
� i
2

(e� z + ez))

= Re(
� i
2

(e� (u+ iv ) + eu+ iv ))

= Re(
� i
2

(e� u(cos(� v) + i sin(� v)) + eu(cos(v) + i sin(v))))

= Re(
� i
2

e� u cos(� v) +
1
2

e� u sin(� v) �
i
2

eu cos(v) +
1
2

eu sin(v))

=
1
2

e� u sin(� v) +
1
2

eu sin(v)
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x2 = Re(
Z

i (1 + � 2)
i

2� 2
d� )

= Re(
1
2�

�
1
2

� )

= Re(
1
2

(e� z � ez))

= Re(
1
2

(e� (u+ iv ) � eu+ iv ))

= Re(
1
2

(e� u(cos(� v) + i sin(� v)) � eu(cos(v) + i sin(v))))

= Re(
1
2

e� u cos(� v) +
i
2

e� u sin(� v) �
1
2

eu cos(v) +
i
2

eu sin(v))

=
1
2

e� u cos(� v) �
1
2

eu cos(v)

x3 = Re(
Z

2� (
i

2� 2
)d� )

= Re( i Logj� j)

= Re( i Logjez j)

= Re( iz)

= Re( i (u + iv ))

= Re( iu � v)

= � v

Así x(u; v) = ( 1
2e� u sin(� v) + 1

2eu sin(v); 1
2(e� u cos(� v) � eu cos(v)); � v)

es una paremetrización isoterma para el helicoide.

2.7.2. Pun tos de rami�cación

El teorema de Represen tación de W eierstrass-Ennep er es imp ortan te, p or-

que nos p ermite pro ducir un ejemplo de una sup er�cie mínima de cualquier

par de funciones analíticas f y g, y p or otra parte hacer grá�cas de ellos

siempre y cuando p o damos calcular las in tegrales in v olucradas.

De�nición 2.48. L a sup er�cie mínima x tiene un punto de r ami�c ado en z
si xu(z) = x v(z) = 0 en z.
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Es decir, los pun tos de rami�cación son los pun tos de no-regularidad

en x . P ero ahora, ¾qué hacen los pun tos de rami�cación sobre f y g en la

represen tación de W eierstrass-Ennep er?.

Primero, notemos que f es siempre analítica, p ero g puede ser meromorfa.

Como fg 2
es tam bién analítica, si g tiene p olos, éstos se corresp onden con los

ceros de f de al menos la mitad del orden de ceros de g, para que las funciones

comp onen te � i
sean analíticas. P ara que la tercera comp onen te de x(z) sea

cero, necesitamos que f y g sea cero, y para que la primera comp onen te sea

cero, fg 2
tam bién deb e ser cero.

P or lo tan to, los pun tos de rami�cación de x son ceros sim ultáneamen te

de f y fg 2
.

Note que p o demos de�nir f (z) = zm
para algún en tero m y g(z) = z en

la represen tación de W eierstrass-Ennep er y pro ducir ejemplos de sup er�cies

mínimas con pun tos de rami�cación.

Los pun tos de rami�cación han sido imp ortan tes en casi to dos los tra-

ba jos sobre sup er�cies mínimas desde la solución del problema de Plateau.

P ara v er más sobre este tema v éase [[8], pág. 56.] y [19].

El map eo de Gauss de una sup er�cie mínima tiene una descrip ción directa

en términos de la represen tación W eierstrass-Ennep er. P ara v er esto v eámos

lo siguien te:

2.8. La pro y ección estereográ�ca

La pro y ección cen tral desde el p olo norte descrita en la siguien te �gura

sugiere que el plano complejo C p o demos p ensarlo como S2
, la esfera unitaria

en R3
excluy endo el p olo norte. De ahí que, de alguna forma, resulta natural

p ensar que el p olo norte corresp onde a un pun to ideal que represen ta al

in�nito.

N

W

P
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pro y ección estereográ�ca.

De�nición 2.49. L os puntos del plano c omplejo junto c on 1 forman el

plano extendido, denotado p or Ĉ = C [ 1 :

Un mo delo requerido m uy com ún para incluir el pun to al in�nito, es la

esfera unitaria S2
, tam bién cono cida, como esfera de Riemann.

P ara aso ciar cada pun to en el plano con un pun to en S2
usaremos ideas

geométricas: Cen tremos a S2
en el espacio tridimensional R3

y consideremos

el plano z = 0 como C, ahora la línea que v a de un pun to P = ( x1; x2; x3) 2 S2

al p olo norte N = (0 ; 0; 1) 2 S2
cruza C en un único pun to, para encon trar

dic ho pun to v amos a parametrizar y v amos a tener que

Si t 2 R es tal que [N + t(P � N )] 2 C en tonces

[N + t(P � N )] � N = 0;

1 + t(P � N ) � N = 0;

1 = t(1 � x3);

) t =
1

1 � x3
:

De donde, el pun to aso ciado a P es

N +
1

1 � x3
(P � N )

= N +
�

x1

1 � x3
;

x2

1 � x3
;
x3 � 1
1 � x3

�

=
�

x1

1 � x3
;

x2

1 � x3
; 0

�
: v er �gura an teriror .

Así, para w 2 C obtenemos que

w =
�

x1
1� x3

; x2
1� x3

; 0
�

= x1
1� x3

+ ix 2
1� x3 = x1+ ix 2

1� x3

No es difícil v er que la pro y ección de P deb e tener la dirección de (x1; x2) ,

además, p or semejanza de triángulos obtenemos que

jwj
1

=

p
x2

1 + x2
2

1 � x3
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Con base a esto, de�namos la función

	 : S2nN ! C como

	( x1; x2; x3) 7!
x1 + ix 2

1 � x3
:

A�rmación

	 de�nida así es una biy ección en tre S2nN y C.

Demostración.

	 es in y ectiv a.

P ara demostrarlo, observ emos que, si w = 	( x1; x2; x3)

jwj2 = j x1+ ix 2
1� x3

j2 = x2
1+ x2

2
(1� x3 )2 = 1� x3

(1� x3 )2 = 1+ x3
1� x3

;

(y a que (x1; x2; x3) 2 S2 ) x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1 ). De ahí que

(1 � x3)jwj2 = 1 + x3;

jwj2 � x3jwj2 = 1 + x3;

jwj2 = 1 + x3 + x3jwj2;

jwj2 � 1 = (1 + jwj2)x3;

es decir:

x3 =
jwj2 � 1
1 + jwj2

: (2.22)

T am bién, w + w = 2x1
1� x3

, p or lo que,

x1 =
(w + w)(1 � x3)

2
p or 2.22 =

w + w
2

�
1 �

jwj2 � 1
1 + jwj2

�

=
w + w

2

�
2

jwj2 + 1

�
=

w + w
jwj2 + 1

:

De ahí que

x1 =
w + w

jwj2 + 1
: (2.23)
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De forma análoga, w � w = 2ix 2
1� x3

, en tonces

x2 =
w � w

i(jzj2 � 1)
: (2.24)

P or lo tan to 	 es in y ectiv a, y a que w determina al pun to P = ( x1; x2; x3):

Observ e que

�( w) =
�

w + w
jwj2 + 1

;
w � w

i (jwj2 � 1)
;
jwj2 � 1
jwj2 + 1

�
;

es in v ersa a la izquierda de 	 :

	 es sobrey ectiv a.

Dado w 2 C, haciendo unos cálculos, se puede v er que �( w) 2 S2
. Si

�( w) = � = ( y1; y2; y3) y 	( � ) = w0
usando las ecuaciones 2.22 , 2.23 y

2.24 tenemos

jw0j =
1 + y3

1 � y3
= jwj;

2 Rew0

jw0j2 + 1
= y1 =

2 Rew
jwj2 + 1

;

2 Im w0

i (jw0j2 + 1)
= y1 =

2 Im w
i(jwj2 + 1)

:

P or lo tan to,

Rew0 = Re w; Im w0 = Im w; es decir

w0 = w

P or lo tan to 	 es sobrey ectiv a y � es su in v ersa.

�
Así, haciendo corresp onder 1 con (0; 0; 1) se obtuv o una biy ección en tre

S2
y Ĉ. A tal biy ección se le cono ce como la pro y ección estereográ�ca .

Apro v ec hando de que y a hemos in tro ducido la pro y ección estereográ�-

ca, v eremos en seguida que la transformación de Gauss de una sup er�cie

mínima tiene una descrip ción directa en términos de la represen tación de
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W eierestrass-Ennep er I, además esto será imp ortan te más adelan te cuando

tratamos de en tender si sup er�cies mínimas siempre minimizan área.

De�namos una transformación

St : S2nN ! R2;

y elijamos un pun to

P = (cos u cosv; sinu cosv; sinv) 2 S2nN:

Siguiendo la idea de la pro y ección estereográ�ca, la línea que une P y N está

dada p or


 (t) = (0 ; 0; 1) + t(cosu cosv; sinu cosv; sinv � 1):

La línea 
 in tersecta a R2
cuando la tercera co ordenada es cero. Esto o curre

cuando 1 + t(sin v � 1) = 0 o t = 1
sin v� 1 . P or lo tan to

St (cosu cosv; sinu cosv; sinv) =
�

cosu cosv
1 � sinv

;
sinu cosv
1 � sinv

; 0
�

:

Claramen te, St es biy ectiv a, y en particular un map eo uno a uno de

S2nN ! R2
. Recordemos además que la transformación lineal inducida de

v ectores tangen tes St � la p o demos calcular simplemen te tomando las deriv a-

das parciales apropiadas de la imagen de las curv as u y v tenemos el siguien te.

Ejemplo 2.50. Fijando v y difer enciando, obtenemos

St � (xu) =
�

� sinu cosv
1 � sinv

;
cosu cosv
1 � sinv

; 0
�

;

St � (xv) =
�

cosu
1 � sinv

;
sinu

1 � sinv
; 0

�
:

T omando el pr o ducto punto en R3
, tenemos

St � (xu) � St � (xu) =
cos2 v

(1 � sinv)2
=

1
(1 � sinv)2

xu � xu;

St � (xv) � St � (xv) =
1

(1 � sinv)2
=

1
(1 � sinv)2

xv � xv ;

St � (xu) � St � (xv) = 0 :

El factor 1=(1 � sinv) muestr a que la pr oye c ción ester e o gr á�c a es una

tr ansformación c onforme c on factor esc alar 1=(1 � sinv)
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En particular la pro y ección estereográ�ca preserv a los ángulos. En co or-

denadas cartesianas, pro y ección estereográ�ca está dada p or

St (x; y; z) = (
x

1 � z
;

y
1 � z

; 0):

Como vimos, cuando in tro dujimos la pro y ección estereográ�ca, p o demos iden-

ti�car el plano real R2
con el plano complejo C y extender St a una trans-

formación biy ectiv a St : S2 ! C [ 1 : Con estas iden ti�caciones tenemos el

siguien te teorema.

T eorema 2.51. Se a S una sup er�cie mínima c on p ar ametrización isoterma

x(u; v) y r epr esentación de W eierstr ass-Ennep er (f; g ) . Entonc es la tr ansfor-

mación de Gauss de S, G : S ! C [ 1 pue de ser identi�c ado c on la función

mer omorfa g.

Demostración. Recordemos que � = @x
@z y � = @x

@z y

� 1 =
1
2

f (1 � g2); � 2 =
i
2

f (1 + g2); � 3 = fg:

Describiremos la transformación de Gauss en términos de � 1; � 2
y � 3

. Note

que

xu � xv = ((x u � xv)1; (xu � xv)2; (xu � xv)3

= ( x2
ux3

v � x3
ux2

v; x3
ux1

v � x1
ux3

v; x1
ux2

v � x2
ux1

v):

Considerando la primera comp onen te (xu � xv)1: T enemos

x2
ux3

v � x3
ux2

v = Im[( x2
u � ix 2

v)(x3
u + ix 3

v)];

= Im[2(
@x2

@z
) � 2

@x3

@z
)];

= 4 Im( � 1�
3
):

De forma similar, con la segunda comp onen te tenemos

x3
ux1

v � x1
ux3

v = 4 Im( � 3�
1
) y x1

ux2
v � x2

ux1
v) = 4 Im( � 1�

2
)

P or lo tan to, obtenemos que

xu � xv = 4 Im( � 1�
3
; � 3�

1
; � 1�

2
) = 2( � � � ); (2.25)
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esto se sigue del ec ho de que, z� z = 2 Im z: Ahora, como x(u; v) es isoterma,

jxu � xv j = jxu j � j xv j = jxu j2 = E = 2j� j2 p or 2.18 . P or lo tan to, tenemos

N =
xu � xv

jxu � xv j
=

2(� � � )
2j� j2

=
� � �
j� j2

:

V eamos ahora que, la transformación de Gauss G : S ! C [ 1 lo p o demos

dar en términos de la � i :

G(x(u; v)) = St (N (u; v));

= St (
xu � xv

jxu � xv j
);

= St (
� � �
j� j2

);

= St (
2 Im(� 2�

3
; � 3�

1
; � 1�

2
)

j� j2
) p or 2.25 ;

=

 
2 Im(� 2�

3
)

j� j2 � 2 Im � 1�
2
)
;

2 Im(� 3�
1
)

j� j2 � 2 Im � 1�
2
)
; 0

!

:

Esto se sigue del ec ho de que

x
1 � z

=
2 Im(� 2� �

3
)

j� j2
�

1

1 � 2 Im( � 1 �
2
)

j� j2

;

= 2 Im( � 2�
3
) �

j� j2

j� j2 � 2 Im � 1�
2
)
;

=
2 Im(� 2�

3
)

j� j2 � 2 Im � 1�
2
)
:

Y similarmen te para y=(1 � z) . Iden ti�cando los pun to (x; y) 2 R2
con

x + iy 2 C p o demos escribir

G(x(u; v)) =
2 Im(� 2�

3
) + 2 i (� 3�

1
)

j� j2 � 2 Im � 1�
2
)

:

Ahora, denotemos p or N al n umerador de la fracción an terior
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N = 2 Im( � 2�
3
) + 2 i (� 3�

1
);

=
1
i
[� 2�

3
� � 2�

3
] +

1
i
[i (� 3�

1
� � 3�

1
)];

=
1
i
[� 2�

3
� � 2�

3
+ i� 3�

1
� i� 3�

1
];

= � 3(�
1

+ i �
2
) � �

3
(� 1 + i� 2):

A demás, 0 = ( � )2 = ( � 1)2 + ( � 2)2 + ( � 3)2 = ( � 1 + i� 2)( � 1 � i� 2) + ( � 3)2

p or 2.19 , así

� 1 + i� 2 =
� (� 3)2

� 1 � i� 2
:

En tonces tenemos

N = � 3(�
1

+ i �
2
) � �

3 � (� 3)2

� 1 � i� 2
;

=
� 3[(� 1 + i� 2)( � 1 � i� 2) + j� 3j2]

� 1 � i� 2
;

=
� 3

� 1 � i� 2
[j� 1j2 + j� 2j2 + j� 3j2 + i(�

2
� 1 � � 2�

1
)];

=
� 3

� 1 � i� 2
[j� j2 � 2 Im(� 1�

2
)]:

Como se observ a el segundo factor de N cancela el denominador de G(x(u; v))
y terminamos con que

G(x(u; v)) =
� 3

� 1 � i� 2
:

Y p or 2.20 sab emos que g = � 3

� 1 � i� 2 : �

2.9. La represen tación W-E siempre da una su-

p er�cie mínima

En el ejemplo 2.39 se analizó que la sup er�cie de Ennep er ofrece un ejem-

plo de como una sup er�cie mínima puede ser represen tada p or funciones

holomorfas. P o dríamos pregun tarnos si el in v erso es v álido, es decir, dada � ,

¾se puede deriv ar la sup er�cie de Ennep er?
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W eierstrass descubrió que si es p osible obtener la sup er�cie de Ennep er

dada la función � .

Sab emos que � = x u � ixv y � 1(z) = 1 � z2
, � 2(z) = i (1+ z2) y � 3(z) = 2 z,

nosotros queremos x(u; v) en v alores reales.

Sea x1 =
Re(

R
(1 � z2)dz)

= Re(z � 1
3z3)

= Re(u + iv �
1
3(u + iv )3)
= u � 1

3u3 + uv2

x2 =
Re(

R
i(1+ z2)dz)

= Re( i (z + 1
3z3))

= Re( i (u +
iv � 1

3(u + iv )3))
= � v� u2v+ 1

3v3

x3 = Re(
R

2zdz
= Re(z2)
= Re(( u + iv )2)
= u2 � v2

En tonces, obtenemos que x(u; v) = ( u� 1
3u3+ uv2; � v� u2v+ 1

3v3; u2 � v2) ,

la cual es, la sup er�cie de Ennep er!

Ahora n uestra pregun ta sería más general ¾El in v erso del teorema de La

represen tación de W eierstrass Ennep er es v álido? La respuesta es que si es

v álido, es decir, La represen tación de W eierestrass Ennep er siempre da una

sup er�cie mínima.

El siguien te lema da la propiedad cla v e de la Represen tación W eierstrass-

Ennep er.

Lema 2.52. Par a � =
�

1
2f (1 � g2); i

2f (1 + g2); fg
�

, las siguientes a�rma-

ciones son ciertas.

(1) (Re� )2 � (Im � )2 = 0

(2) (Re� )2 � (Im � )2 = 0:

Demostración. Primero notemos que p or 2.21 � 2 = 0: P or lo tan to,

obtenemos

0 = Re � 2 = (Re � )2 � (Im � )2;

pues Re(a + ib)2 = a2 � b2: Similarmen te

0 = Im � 2 = 2(Re � ) � (Im � );

y a que Im(a + ib)2 = 2ab: �
Ahora damos el resultado principal.
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T eorema 2.53. Par a funciones c omplejas f (z) y g(z) c omo en 2.46 , la su-

p er�cie x(z; �z) = ( x1(z; �z); x2(z; �z); x3(z; �z)) ; es mínima, donde

x1(z; �z) = Re(
Z

f (1 � g2)dz)

x2(z; �z) = Re(
Z

if (1 + g2)dz)

x3(z; �z) = Re(
Z

2fgdz):

Demostración. P ara una sup er�cie x(z) en R3
, la curv atura media H

está dada p or

H = P?
x2

vxuu � 2(xu � xv)xvv + x 2
uxvv

x2
ux2

v � (xu � xv)2
; (2.26)

donde P? denota la pro y ección sobre la línea normal a la sup er�cie y los sub-

índices u , v como y a sab emos denotan la diferenciación parcial con resp ecto

a las partes real e imaginaria de z.

Denotemos p or � cada in tegral de � en tonces, haciendo cálculos tenemos

que

xu = Re[� u ] = Re[
d�
dz

@z
@u

] = Re �; (2.27)

como z = u + iv así

@z
@u = 1 . Similarmen te

xv = Re[� v ] = Re[
d�
dz

@z
@v

] = Re(i� ) = � Im�; (2.28)

y a que Re[i (a + ib)] = � b. P or 2.52 (2), tenemos

xu � xv = 0; (2.29)

como

x2
u = Re(� )2; (2.30)

y

x2
v = Im( � )2; (2.31)

p or 2.52 (1), tenemos que

x2
u = x 2

v: (2.32)
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A demás, como

xuu =
dxu

du
=

dxu

dz
@z
@u

= Re(� 0) (2.33)

y

xvv =
dxv

dv
=

dxv

dz
@z
@v

= � Re(� 0); (2.34)

p or lo tan to,

xvv + x uu = 0: (2.35)

Sustituy endo las ecuaciones (2.29 ,2.32 y 2.35) en la form ula 2.26 obtenemos

que H = 0 , p or tan to, p or de�nición la sup er�cie mínima x(z; �z) es mínima.

�

Observ ación 2.54. En r e alidad se pue de admitir que g(z) tenga p olos, siem-

pr e y cuando fg 2
se a analític a.

2.10. Sup er�cie mínima no minimiza área

El v alor real de la represen tación W eierstrass-Ennep er es que uno puede

analizar m uc hos asp ectos de sup er�cies mínimas directamen te de las funcio-

nes (f; g ) y F (� ) . Esto aplicado inclusiv e a sup er�cies cuy as in tegrales de

la represen tación W eierstrass-Ennep er no puedan ser explícitamen te calcula-

bles. Como p or ejemplo, p o dremos calcular la curv atura de Gauss K de una

sup er�cie mínima en términos de F (� ) . Notemos que p or el teorema 1.40 ,

dada en parámetros isotermos

K = �
1

2
p

EG

�
@
@v

�
Evp
EG

�
+

@
@u

�
Gup
EG

��

= �
1

2E

�
@
@v

�
Ev

E

�
+

@
@u

�
Gu

E

��

= �
1

2E

�
@2

@v2
ln E +

@2

@u2
ln E

�

= �
1

2E
�(ln E);

donde, recordemos que � es el op erador de Laplace. A demás, p or 2.18 tene-

mos que E = 2j� j2 , tam bién

� =
1
2

(1 � � 2)F (� );
i
2

(1 + � 2)F (� ); �F (� ):
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Ahora tenemos

E =
�
j

1
2

(1 � � 2)F (� ) j2 + j
i
2

(1 + � 2)F (� ) j2 + j �F (� ) j2
�

= jF j2[u4 + 2u2v2 + v4 + 1 + 2 u2 + 2v2]

=
1
2

jF j2[j� 2 � 1j2 + j1 + � 2j2 + 4j� j2:

Ahora, � 2 = u2 � v2+2iuv; así j� 2 � 1j = ju2 � v2 +2iuv � 1j = ( u2 � v2 � 1)2 +
4u2v2

. Similarmen te j1 + � 2j = ( u2 � v2 + 1) 2 + 4u2v2
y 4j� 2j = 4( u2 + v2):

De ahí que

E =
1
2

jF j2[2(u4 � 2u2v2 + v4 + 1 + 8 u2v2) + 4 u2 + 4v2]

= jF j2[u4 + 2u2v2 + v4 + 1 + 2 u2 + 2v2]

= jF j2[u2 + v2 + 1]2:

Ahora ln E = ln jF j2 + 2 ln( u2 + v2 + 1) deriv ando es fácil v er que

�(2 ln( u2 + v2 + 1)) =
8

(u2 + v2 + 1) 2

Calculemos ahora �(ln jF j2)

�( In jF j2) = �(log F F ) = �(log F + log F ):

Previamen te p or 2.42, vimos que � = 4@2

@z@z: A demás, como F es holomorfa,

F no lo es, así

@F
@z = 0 y , consecuen temen te,

@log F
@z = 0 . Nos quedamos

con �(log F ) = 4@2 (log F )
@z@z = 4@(F 0=F )

@z = 0 , y a que F; F 0
y , p or tan to

F 0

F son

holomorfas. En consecuencia, �(ln jF j2) = 0 y �(ln E) = 8
(u2+ v2 +1) 2 . Con

to do lo an terior damos la demostración del siguien te teorema.

T eorema 2.55. L a curvatur a de Gauss de la sup er�cie mínima determinada

p or la r epr esentación W eierstr ass-Ennep er II es

K =
� 4

jF j2(u2 + v2 + 1) 4

Demostración.

K = �
1

2E
�(ln E)

=
� 8

2jF j2(u2 + v2 + 1) 4

=
� 4

jF j2(u2 + v2 + 1) 4
:
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�
En esta parte se dan ideas generales de lo y a cono cido, de que una su-

p er�cie mínima no siempre minimiza el área, y damos unos ejemplos de este

hec ho. Con el �n de en tender lo que realmen te está sucediendo, daremos un

méto do general para analizar esto. Nuestra v ersión fue tomada de [[14], pág.

242.]

Emp ecemos con una sup er�cie mínima S : x(u; v) en la cual se considera

una curv a de Jordan (es decir; curv a cerrada simple) y tomemos una familia

de sup er�cies yt = x( u; v) + tV (u; v) , donde V(u; v) = �N (u; v) es un camp o

v ectorial normal en S de longitud v arian te � (u; v) que es una función de clase

C2
con � (C) = 0 . Calculando yt

u = x u + t(� uN + �N u) , yt
v = x v + t(� vN + �N v):

y yt
u � yt

v = x u � xv + t[xu � Vv + vu � xv ] + t2Vu � Vv .

Usando los cono cimien tos a cerca de sup er�cies mínimas que tenemos

hasta ahora los cálculos hec hos en [14] se simpli�can. En particular, p o demos

tomar una parametrización isoterma x(u; v) . P or lo tan to, E = G, F = 0 ,

e = � g p or 2.13 , K = � (e2 + f 2=E2) , jNu j = jNv j =
p

e2 + f 2=
p

E y

Nu � Nu = ( e2 + f 2)=E = Nv � Nv esto es p or 1.10 y 1.11 de esto tenemos que.

Los co e�cien tes de la primera forma fundamen tal de yt
es

E t = hyt
u; yt

u i = hxu ; xu i +2t(� uhN; xu i + � hNu; xv i )+ t2(� 2
uhN; N i )+ � hNu; Nu i )

(2.36)

E t = E + 2t(� �e ) + t2(� 2
u � �EK ); (2.37)

y a que Nu � Nu = ( e2 + f 2)=E y K = � (e2 + f 2=E2) .

De forma similar

Gt = E + 2t(�e ) + t2(� 2
v � �EK ) (2.38)

F t = t(� 2�f ) + t2(� u � v) (2.39)

Así, el determinan te de la primera forma fundamen tal de yt
es

E tGt � (F t )2 = E 2 + t2(E(� 2
u + � 2

v) � 4� 2e2 � 4� 2f 2 � 2E 2K ) + O(t3)

= E 2 + t2(E(� 2
u + � 2

v)) + 2 � 2E 2K ) + O(t3):

Donde O(t3) denota los términos que in v olucran p otencias de t ma y ores o

iguales que tres.
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El área de yt
es

A(t) =
Z Z p

E 2 + t2(E(� 2
u + � 2

v)) + 2 � 2E 2K ) + O(t3)dudv:

Sup ongamos ahora que el in tegrando tiene el desarrollo en serie de T a ylor

a0 + a1t + a2t2 + ::: alrededor del cero. T omando la raíz e igualando los

co e�cien tes, tenemos

a0 = E; a1 = 0; a2 =
1
2

(� 2
u + � 2

v + 2� 2EK )

P or lo tan to, obtenemos

A(0) = area(x(R)): (2.40)

Donde R es una región del plano � (u; v) .

A0(0) = 0 ; (2.41)

y a que estamos sup oniendo que S es mínima.

A00(0) =
Z Z

R
(� 2

u + � 2
v + 2� 2EK )dudv (2.42)

A demás, sup ongamos que las co ordenadas isotérmicas pro vienen de una

represen tación de W eierstrass-Ennep er I I. Previamen te calculamos que

K =
� 4

jF j2(u2 + v2 + 1) 4
y E = jF j2[u2 + v2 + 1]2:

Sustituy endo esto en A00(0) , obtenemos

A00(0) =
Z Z

R

� 8� 2

(u2 + v2 + 1) 2
+ � 2

u + � 2
vdudv:

Note que la expresión de A00(0) no dep ende de la represen tación de W eierstrass-

Ennep er. Solamen te dep ende de la región R y la elección de la función � en

la región. P or lo tan to, si encon tramos una función � con � (C) = 0 de�nida

en R tal que A00(0) < 0, en tonces la sup er�cie mínima S no puede tener área

mínima en tre las sup er�cies delimitadas p or C . Esto no llev a al siguien te

teorema.
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T eorema 2.56. ( Schwarz )Se a S una sup er�cie mínima delimitada p or una

curva C . Si el disc o c err ado D = f (u; v) : u2 + v2 � 1g está c ontenido en

el interior de R , entonc es existe la función � p ar a la cual A00(0) < 0. Por lo

tanto, S no tiene ár e a mínima entr e las sup er�cies delimitadas p or C .

Una v ez más, el pun to cla v e aquí es que la represen tación de W eierstrass-

Ennep er no es sólo un mon tón de fórm ulas, sino una represen tación de la

sup er�cie mínima que nos ofrece información geométrica de la sup er�cie di-

rectamen te. Describiendo S en términos de la represen tación de W eierstrass-

Ennep er I I, iden ti�camos los parámetros u y v con la parte real e imaginaria

de la v ariable compleja � . P or supuesto, � se iden ti�ca con la función g de

la represen tación de W eierstrass-Ennep er I la cual, a su v ez vimos en 2.51 es

la transformación de Gauss seguido p or la pro y ección estereográ�ca. P or lo

tan to, como la pro y ección del p olo norte pro y ecta el hemisferio inferior de S2

en el disco D , R con tiene D en su in terior precisamen te cuando la imagen de

la transformación de Gauss de S con tiene el hemisferio inferior de S2
en su

in terior. P or supuesto no ha y nada esp ecial a cerca de la pro y ección estereo-

grá�ca de el p olo norte, y a que se puede hacer desde cualquier pun to de la

esfera, así, tenemos la siguien te v ersión geométrica del teorema de Sc h w arz.

T eorema 2.57. Se a S una sup er�cie mínima delimitada p or una curva C .

Si la imagen de la tr ansformación de Gauss de S c ontiene un hemisferio

de S2
en su interior, entonc es S no tiene ár e a mínima entr e las sup er�cies

delimitadas p or C .

P ara v er la demostración del teorema 2.56 v éase [[14 ], pág. 246.]

P asemos a dar al menos un ejemplo de lo discutido an teriormen te.

Ejemplo 2.58. L a sup er�cie de Ennep er x(u; v) = ( u � 1
3u3 + uv2; � v �

u2v+ 1
3v3; u2� v2) , no tiene auto-interse c ciones p ar a u2+ v3 < 3 y su map e o de

Gauss r estringido a u2 + v3 < 3 cubr e más que un hemisferio de S2
[ver [14 ]

p ág. 248], p or el te or ema anterior, inferimos que la sup er�cie de Ennep er no

minimiza ár e a entr e to das las sup er�cies delimitadas p or C dadas me diante la

aplic ación de la p ar ametrización x al cír culo u2+ v2 = R2
, donde 1 < R <

p
3.

Por supuesto p or el te or ema de Douglas-R adó que se vér á en el último c apítulo

existe una sup er�cie c on menor ár e a(p or lo tanto mínima) delimitada p or C .

Por lo tanto existen dos sup er�cies mínimas delimitadas p or C . De ahí que

la cuestión de unicidad al pr oblema de Plate au es delic ado.
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Capítulo 3

T eorema de Bernstein

3.1. In tro ducción

Duran te el transcurso del siglo XX, dos grandes ejes han desemp eñado

un pap el fundamen tal en la ev olución de la teoría de sup er�cies mínimas. El

primero, el traba jo que se hizo en el problema de Plateau, que culminó en

1936 cuando Jesse Duglas dá la solución a dic ho problema.

El segundo fue que en tre 1910 y 1916 apareció la obra de S. Bernstein

(1880-1968), como parte de un enfo que totalmen te no v edoso utilizando ecua-

ciones diferenciales parciales, que dió lugar al famoso T eorema de Bernstein.

Se plan tea la siguin te pregun ta natural :¾existe una función z = f (x; y)
que satisfaga la ecuación de sup er�cie mínima 2.3 y esté de�nida en to do

el plano R2
? Ob viamen te, cualquier función lineal (esp ecí�camen te le plano)

es solución a esta ecuación. ¾Existen otras soluciones no triviales? Este es

llamado el Pr oblema de Bernstein . Resulta que en R3
no existen otras

grá�cas completas, es decir, de�nidas en to do el plano que sean sup er�cies

mínimas, de ahí que la única solución a la ecuación de sup er�cie mínima

sobre to do el plano es la solución trivial: una función lineal, esto dio a to da

la teoría una n uev a dirección.

La historia p osterior a estos dos problemas nos pro v een de una gran visión

de tal forma que, un solo resultado puede tener una p o derosa in�uencia sobre

el curso futuro de las matemáticas.

En el caso de teorema de Bernstein que se discutirá en éste capítulo las dos

direcciones ob vias para la generalización era hacia una clase más amplia de

ecuaciones, y para dimensiones sup eriores. Am bas tardaron tiemp o y a que la

85
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prueba original de Bernstein no se prestaba fácilmen te para generalizaciones

de cualquier tip o.

3.2. Preliminares

De�nición 3.1. Se a x1 = u1 , x2 = u2 y D un dominio en el plano x1; x2 ,

entonc es la sup er�cies S de�nida p or

xk = f k(x1; x2) ; 3 � k � n

p ar a (x1; x2) 2 D y f k tr ansformación difer enciable f : D ! R, se dic e que

es una forma no-p ar amétric a.

Notemos que si el dominio cam bia, si es p or ejemplo el plano (x i ; x j )
donde i 6= j y i; j 6= 1; 2 siempre p o demos cam biar el nom bre de ellos para

obtener de cualquier mo dos i = 1 y j = 2 .

Prop osición 3.2. Se a S una sup er�cie de�nida p or x(u) 2 Cr
y se a S r e gular

en un punto a. Entonc es existe una ve cindad 
 c on a 2 
 tal que la sup er�cie

� obtenida me diante la r estric ción x(u) a 
 tiene una r ep ar ametrización

~�
en forma no-p ar amétric a.

Demostración. Como S es regular existen índices i; j tal que

det
�

@(x i ;x j )
@(u1 ;u2)

�
6= 0 , utilizando el teorema de la función in v ersa obtenemos

que, existe una v ecindad 
 con a 2 
 , donde le map eo (u1; u2) 7! (x i ; x j ) es

un difeomor�smo.

Como x(u) 2 Cr
, tenemos que el map eo in v erso (x i ; x j ) 7! (u1; u2) es

Cr
, y p or lo tan to lo mismo v ale para la comp osición (x i ; x j ) 7! (u1; u2) 7!

(x1; :::; xn ) . Cam biando el nom bre de los índices si es necesario, esto de�ne

n uestra sup er�cie en forma no-paramétrica �

Lema 3.3. Se a S una sup er�cie de�nida p or una p ar ametrización isoterma

x(u) , y se a

~S una r ep ar ametrización de S de�nida p or un dife omor�smo

u(~u) c on matriz U . Entonc es ~u1; ~u2 son p ar ámetr os isotermos si y solo si la

tr ansformación U es c onforme o antic onforme.

La demostración del lema an terior puede encon trarse en [[15] pág 33].
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Lema 3.4. Se a E : D ! R una función de clase C1
en un dominio c on-

vexo D , y sup ongamos que la Matriz hessiana

�
@2E

@xi @xj

�
evaluada en cual-

quier punto es de�nida p ositiva. De�na una tr ansformación � : D ! R2
c on

� (x1; x2) =
�

@E
@x1

(x1; x2); @E
@x2

(x1; x2)
�

. Se an a y b dos puntos distinto de D ;

entonc es

(b� a) � (� (b) � � (a)) > 0:

Demostración. Sea G(t) = E(tb + (1 � t)a) = E(tb1 + (1 � t)a1); tb2 +
(1 � t)a2) para t 2 [0; 1]: En tonces

G0(t) =
2X

i =1

�
@E
@xi

(tb + (1 � t)a)
�

(bi � ai );

y

G00(t) =
2X

i;j =1

�
@E

@xi @xj
(tb + (1 � t)a)

�
(bi � ai )(bj � aj ):

P ero esto es justamen te la forma cuadrática de

�
@2E

@xi @xj

�
ev aluado en el pun to

tb + (1 � t)a, aplicado al v ector no cero b � a. Como la matriz hessiana es

de�nida p ositiv a, G00(t) > 0 para t 2 [0; 1]. Así G0(1) > G 0(0); p ero

G0(0) =
2X

i =1

�
@E
@xi

(a)
�

(bi � ai ) =
2X

i =1

� (a) i (bi � ai );

G0(1) =
2X

i =1

�
@E
@xi

(b)
�

(bi � ai ) =
2X

i =1

� (b) i (bi � ai );

lo que implica que

P 2
i =1 � (b) i (bi � ai ) >

P 2
i =1 � (a) i (bi � ai ) , con lo cual

tenemos que

(� (b) � � (a)) � (b� a) > 0:

�

Lema 3.5. Bajo las mismas hip ótesis del lema 3.4 . De�namos una tr ansfor-

mación � : D ! R2
p or � i (x1; x2) = x i + � i (x1; x2) . Entonc es p ar a puntos

distintos a; b2 D , tenemos

(� (b) � � (a)) � (b� a) > j(b� a)j2; y j� (b) � � (a)j > jb� aj:
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Demostración. Como � (b) � � (a) = ( b� a) + ( � (b) � � (a)) ; tenemos que

(� (b) � � (a) � (b � a)) = j(b� a)j2 + ( � (b) � � (a)) � (b � a) > j(b� a)j2: P or

lema 3.4, j(b� a)j2 < j� (b) � � (a) � (b� a)j � j � (b) � � (a)jj (b� a)j , ésta última

desigualdad es debida a Cauc h y-Sc h w arz; así j� (b) � � (a)j > jb� aj: �

Lema 3.6. Bajo las mismas hip ótesis del lema 3.5 . Si D es el disc o x2
2+ x2

2 <
R2

, entonc es la tr ansformación � es un dife omor�smo de D en el dominio �
el cual incluye un disc o de r adio R alr e de dor de � (0):

Demostración. T enemos que la transformación � es con tin uamen te di-

ferenciable y a que E 2 C2
. A demás como el Hessiano H de E es de�nido

p ositiv o, así E es con v exo y

det
�

@�i
@xj

�
= det

 
1 + @2E

@x1
@2E

@x1@x2
@2E

@x1@x2
1 + @2E

@x2

!

= 1 + � E + det(H ) > 0:

P or lo tan to la transformación es in y ectiv a en to do D que está en el

mismo dominio � , y la in v ersa tam bién es con tin uamen te diferenciable, p or

lo tan to es difeomor�smo. Ahora, necesitamos mostrar que to do � tal que

j� � � (0)j < R está en � . Sup ongamos que � no es to do el plano R2
y a que

si lo fuera sería trivialmen te cierto lo que queremos probar.

Sea � = m��n � 2 � c f d(�; � (0))g, es decir; el pun to fuera de � el cual minimiza

la distancia a � (0) .

T am bién sea f � kg � � una sucesión de pun tos tal que � k ! � cuando

k ! 1 , sea yk sus corresp ondien tes pun tos en D , así � (yk) = � k . Si f ykg
tiene un pun to límite en D , en tonces la imagen del pun to límite sería � y a

que � es con tin ua. P ero � 62� lo cual es una con tradicción, así que deb emos

tener que y 2 D c
, es decir; que jyk j � R . P ero en tonces

j� � � (0)j = l��m
k!1

j� k � � (0)j > l��m
k!1

jyk � 0j = jyj � R:

Esto signi�ca que no existen pun tos fuera de � a una distancia más cerca de

� (0) que de R , lo que se quería probar. �

Lema 3.7. Se a f (x1; x2) una solución a la e cuación no p ar amétric a a la

e cuación de sup er�cie mínima en el disc o de r adio R alr e de dor del origen.

Entonc es la tr ansformación � de�nido anteriormente es un dife omor�smo en

un dominio � el cual incluye un disc o de r adio R alr e de dor de � (0):
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Demostración. Se sigue de 2.14 que existe una función E que satisface

@E
@x1

= F y

@E
@x2

= G, p or la misma razón que existen F y G. En tonces

E 2 C2
, y

@2E
@x21

= 1+ p2

W > 0, y det @2E
@xi @xj

= @(F;G)
@x1@x2

> 0. P o demos v er que la

transformación � es el mismo de�nido en 3.5, así que p or lema 3.6 , tenemos

que � es un difeomor�smo en un dominio � el cual incluy e un disco de radio

R alrededor de � (0): �

3.3. T eorema de Bernstein

Este primer lema asumirá que estamos en R3
, mien tras que el segundo no

hace ninguna restricción en la dimensión.

Lema 3.8. Se a f : D ! R una función de clase C1
. Entonc es la sup er�cie

S � R3
de�nida en forma no p ar amétric a p or x3 = f (x1; x2) se encuentr a en

un plano si y sólo si existe una tr ansformación line al no singular x : U ! D
del mismo dominio U tal que u1; u2 son p ar ámetr os isotermos en S.

Demostración. Sup ongamos que tenemos tal transformación, es decir

tales parámetros u1; u2 existen. Sea � k(� ) = @xk
@u1

� i @xk
@u2

, para 1 � k � 3,

notemos que � 1 y � 2 son constan tes y a que x1 y x2 son lineales en u1; u2 .

Como estamos sup oniendo que u1; u2 son isotermas si y solo si

P 3
k=1 � 2

k(� ) =
0 para to do � , así � 3 tam bién es constan te (y a que lo an terior nos diría

que � 2
3 es constan te, lo que obliga a un máximo de dos v alores, y como � 3

deb e ser con tin ua, tam bién deb e ser constan te). Esto signi�ca que x3 tiene

gradien te constan te con resp ecto a u1 y u2 y de n uev o p or la linealidad de la

transformación, tam bién es constan te con resp ecto a x1 y x2 . Esto signi�ca

que deb emos tener f (x1; x2) = Ax 1 + Bx 2 + C ; p ero esta es la ecuación de

un plano.

P or otro lado, si f (x1; x2) es un plano, en tonces f (x1; x2) = Ax 1+ Bx 2+ C
para algunas constan tes A; B y C . En tonces la transformación x(u1; u2) =
(�Au 1 + Bu2; �Bu 1 � Au2) con � 2 = 1

1+ A 2+ B 2 , es isoterma. P ara ello, v eamos

que:

� 1 = �A � iB , � 2 = �B + iA , � 2
1 = � 2A2 � B 2 � 2�ABi , � 2

2 = � 2B 2 �
A2 + 2�ABi . x3 = Ax 1 + Bx 2 + C = A(�Au 1 + Bu2) + B(�Bu 1 � Au2) + C ,

así � 3 = � (A2 + B 2) y � 2 = � 2(A2 + B 2)2
.

En tonces � 2
1 + � 2

2 + � 2
3 = � 2(A2 + B 2) � (A2 + B 2) + � 2(A2 + B 2)2 =

(A2 + B 2)( � 2 � 1 + � 2(A2 + B 2)) = ( A2 + B 2)( � 2(1 + A2 + B 2) � 1) =
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(A2 + B 2)(1 � 1) = 0 , así la transformación x(u1; u2) es isoterma. �

T eorema 3.9. Se a f (x1; x2) una solución a la e cuación de sup er�cie mínima

en to do el plano x1 , x2 . Entonc es, existe una tr ansformación line al no singular

x1 = u1; x2 = au1 + bu2 c on b > 0; (3.1)

tal que u1; u2 son p ar ámetr os isotermos en to do el u -plano p ar a la sup er-

�cie mínima de�nida p or xk = f k(x1; x2) , (3 � k � n):

Demostración. P or lema 3.7, la transformación � es un difeomor�smo

de to do el plano x1; x2 en to do el plano � 1; � 2 . Sab emos además de acuerdo a

2.14 y 2.15 , que de�niendo

� 1 = x1 + F (x;x2) y � 2 = x2 + G(x1; x2) (3.2)

Encon tramos que el Jacobiano

J =
@(� 1; � 2)
@(x1; x2)

= 2 +
2 + p2 + q2

W
� 2 > 0:

Así que la transformación 3.2 tiene una in v ersa lo cal (� 1; � 2) 7! (x1; x2) ,

y estableciendo xk = f k(x1; x2) para k = 3; :::; n parámetros � 1; � 2 . T enemos

que:

@x1
@�1

=
W + 1 + q2

JW
;

@x2
@�1

= �
pq

JW
;

@xk
@�1

=
W + 1 + q2

JW
pk �

pq
W

qk ; k = 3; :::; n;

@x1
@�2

= �
pq

JW
;

@x2
@�2

=
W + 1 + p2

JW
;

@xk
@�2

=
W + 1 + p2

JW
qk �

pq
W

pk ; k = 3; :::; n:

Se sigue que con resp ecto a los parámetros � 1; � 2 , tenemos

g11 = g22 = j
@x
@�1

j2 = j
@x
@�2

j2 =
W
J

=
W 2

2 + 2W + p2 + q2

y

g12 =
@x
@�1

�
@x
@�2

= 0:
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P or lo tan to � 1; � 2 son co ordenadas isotermas en S. Lo que queremos es

mostrar que u1 + iu 2 es una transformación conforme a � 1 + i� 2 y en tonces

p or 3.3 tendríamos que u1; u2 son co ordenadas isotermas.

Como � 1; � 2 son isotermas tenemos p or los resultados 2.16 y 2.46 que � k

son analíticas y como � 1 6= 0 tenemos que

� 2
� 1

, es analítica. P or lo tan to

Im(
� 2

� 1
) =

1
j� 2j2

Im( �� 1; � 2) = �
1

j� 2j2
det

�
@(x1; x2)
@(� 1; � 2)

�
< 0

Así,

� 2
� 1

es una función analítica con parte imaginaria negativ a, p or 2.21

dic ha función es constan te. En tonces � 2 = c� 1 para algún n úmero complejo

c = a � ib con b > 0, es decir;

@(x2)
@(� 1)

+ i
@(x2)
@(� 2)

= a
�

@(x1)
@(� 1)

� i
@(x1)
@(� 2)

�
� b

�
@(x1)
@(� 2)

+ i
@(x1)
@(� 1)

�
;

después de v er la parte real e imaginaria tenemos

@(x2)
@(� 1)

= a
@(x1)
@(� 1)

� b
@(x1)
@(� 2)

;
@(x2)
@(� 2)

= b
@(x1)
@(� 1)

+ a
@(x1)
@(� 2)

:

T ransformando esto p or 3.1, tendremos

@(u1)
@(� 1)

=
@(u2)
@(� 2)

;
@(u2)
@(� 1)

= �
@(u1)
@(� 2)

;

las cuales son las ecuaciones de Cauc h y-Riemann. Sab emos que le map eo

es de clase C1
, lo cual implica que u1 + iu 2 es una función compleja de � 1 + i� 2

y como cualquier función analítica es conforme, p or 3.3 tenemos que u1; u2

son parámetros isotermos �

3.4. Consecuencias del teorema de Bernstein

La prueba alternativ a del teorema de Bernstein se realiza median te el

uso del teorema de J •orgen, que establece que las únicas soluciones a algunas

ecuaciones diferenciales esp eciales son p olinomios de segundo grado. P o demos

encon trar dic ha prueba en [4] Cap 2.

Ahora que hemos demostrado el teorema de Bernstein nos gustaría sab er

en qué puede ser usado. Probaremos algunos corolarios que en realidad se
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siguen de 3.9, los primeros dos son v álidos para cualquier n y el tercero,

que describ e to das las soluciones p osibles a la ecuación de sup er�cie mínima

de�nida en to do el plano, para el caso n = 4 . T o dos ellos se pueden encon trar

en [15 ] pág 38.

Corolario 3.10. Una solución ac otada a la e cuación de la sup er�cie mínima

2.3 en to do el plano deb e ser c onstante.

Demostración. Lo que sab emos es que � k es analítica , xk es armónica

en u1; u2 . Así que, xk es una función armónica acotada de�nida en to do el

plano y p or teorema de Liouville deb e ser constan te. �

Corolario 3.11. Sup onga que f es una solución a la e cuación de sup er�cie

mínima 2.3 en to do el plano x1; x2 y

~S la sup er�cie xk = ~f k(u1; u2) obtenido

haciendo r efer encia a S en las c o or denadas isotermas 3.1. Entonc es

~� k =
@~f k

@u1
�

@~f k

@u2
p ar a k = 3; :::; n (3.3)

son analític as en to do el plano c omplejo de u1 + iu 2 y

nX

k=3

~� k � � 1 � c2; donde c = a � ib: (3.4)

Inversamente, sup onga que c = a � ib es cualquier númer o c omplejo c on

b > 0, y que tenemos funciones enter as � 3; :::; � n de u1 + iu 2 que satisfac en

3.3 . Entonc es p o demos de�nir funciones armónic as

~f k(u1; u2) de 3.4 y usando

la sustitución 3.1 , dar á una solución a la e cuación de la sup er�cie mínima

de�nida en to do el plano.

Demostración. ) Lo que tenemos es que las funciones � k son analíticas

en to do el plano y que

P n
k=1 � 2

k = 0 . La transformación 3.1, nos da

~� 1 =
@x1
@u1

� i
@x1
@u2

= 1; ~� 2 =
@x2
@u1

� i
@x2
@u2

= a � ib; (3.5)

nX

k=1

� 2
k = 0 � 12 � (a � ib)2 = � 1 � c2

(3.6)
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( Si de�nimos

~� k = @xk
@u1

� i @xk
@u2

para k = 1; 2, donde x1 = u1 y x2 = au1+ bu2 ,

en tonces

nX

k=1

~� 2
k = 1 + ( a � ib)2 � 1 � c2 = 0 (3.7)

y

nX

k=1

j ~� k j2 � 1 +
nX

k=2

j ~� k j2 � 1 > 0: (3.8)

P ero de�niendo xk = Re(
R

� k(� )d� ) para k = 3; :::; n y usando la ecuación

3.1 tenemos que esta xk de�ne una sup er�cie mínima para to do el plano. �

Corolario 3.12. Cualquier solución f = ( f 3; f 4) a la e cuación de sup er�cie

mínima p ar a to do el plano- x1; x2 cuando n = 4 pue de ser descrito en una de

las dos formas siguientes.

i ) Una función enter a g(z) = f 3 � f 4 , donde z = x1 + ix 2 .

ii ) F unciones f k = Re
R ~� k(w)dw donde k = 3; 4, obtenido a p artir de

una tr ansformación arbitr aria de la forma 3.1 , y d = 1 + ( a � ib)2
tal que

~� 3 =
1
2

�
eH (w) � de� H (w)

�
; ~� 4 =

i
2

�
eH (w) � de� H (w)

�
; (3.9)

donde H (w) es una función enter a arbitr aria.

Demostración. P ara cada solución global f 3; f 4 de la ecuación de sup er-

�cie mínima 2.3 p or 3.9 existe una transformación x1 = u1 , x2 = au1 + bu2

con b > 0 en parámetros isotermas, y p or 3.11 existen funciones en teras

~� 3; ~� 4

tal que

~� 2
3 + ~� 2

4 = � d donde d = 1 + c2
. Esto da dos casos corresp ondien tes

a las dos p osibles descrip ciones de la solución.

Caso 1 : c = � i:
En tonces

~� 2
3 + ~� 2

4 = 0 , así

~� 4 = � i ~� 3 . Lo cual nos dice que f 3 + if 4 es una

función analítica de z o �z donde z = x1 + ix 2 .

Caso 2 : c 6= � i:
F actorizando esto, nos dará ( ~� 3 + i ~� 4)( ~� 3 � i ~� 4) = � d, donde d 6= 0 .

Dado que ninguno de los factores puede ser cero y cualesquiera son en teras,

tenemos que

~� 3 � ~� 4 = eH (w)
y

~� 3 + i ~� 4 = � de� H (w)
para alguna función

en tera H (w) la nos garan tiza las fórm ulas deseadas.

�
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Nota : La parte i ) del corolario an terior nos dice que la grá�ca de cualquier

curv a analítica compleja vista como sup er�cie en el espacio real euclidiano

es siempre una sup er�cie mínima.



Capítulo 4

El problema de Plateau

4.1. Nota Histórica

La edad de oro clásica de las sup er�cies mínimas fue apro ximadamen te

la segunda mitad del siglo XIX, donde sucedieron n uev os descubrimien tos

y publicaciones. En tre 1842 y 1843 E. Catalan prob ó que el helicoide es

la única sup er�cie mínima reglada, aparte del plano. Alrededor de 1850, el

físico b elga Joseph An toine F erdinand Plateau

1

quien en su tratado Statique

exp erimentale et thé or étique des liquides soumis auxseules for c es molé culair es ,

Plateau describ e una m ultitud de exp erimen tos relacionados con el fenómeno

de capilaridad (que es una propiedad de los líquidos que dep ende de su tensión

sup er�cial

2

la cual, a su v ez, dep ende de la cohesión del líquido y que le

con�ere la capacidad de subir o ba jar p or un tub o capilar). En tre otras cosas

Plateau señaló que al in tro ducir un marco de alam bre delgado, cualquiera que

sea su forma geométrica en una disolución jab onosa y luego con habilidad

de sacarlo, se forma siempre al menos una p elícula de jab ón. P or otra parte

los ob jetos matemáticos que mo delan las p elículas de jab ón son sup er�cies

bidimensionales en R3
. P ara cada sup er�cies, la teoría fenomenológica de

capilaridad concede una energía p otencial que es prop orcional al área de la

sup er�cie. P or lo tan to las p elículas de jab ón en equilibrio corresp onden a

las sup er�cies de área mínima.

La cuestión matemática que an teriormen te hemos discutido, de una su-

1

Plateau, nació en Brussels Bélgica el 14 de o ctubre de 1801, para más información

v éase [17 ] en tal referencia se hace una tributo a J. Douglas y T. Radó.

2

La tensión sup er�cial de los líquidos es la tendencia que tienen sus moléculas a jun tarse.
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p er�cie de menor área con fron tera pre�jada fue denominado, el � problema

de Plateau � p or el gran matemático Leb esgue en su cono cido traba jo Inté-

gr ale, longueur, air e (In tregral, longitud, área, 1902). En términos generales,

p o demos plan tear el Problema de Plateau como sigue: pr ob ar que p ar a c ada

curva c err ada C � R3
existe una sup er�cie S c on ár e a mínima y cuya fr on-

ter a es C . Este plan teamien to de Plateau ha sido una de las semillas con más

frutos en el desarrollo de esta teoría.

P ensando sobre los exp erimen tos de Plateau, suena lógico la existencia

de una sup er�cie S con área mínima y cuy a fron tera es C . Sin em bargo,

como R. Couran t ha remarcado [Véase [3]], la evidencia empíric a nunc a pue-

de estable c er la existencia matemátic a, tamp o c o la demanda de la existencia

matemátic a pue de ser destituida p or el físic o c omo un rigor inútil. Solo una

prueb a de existencia matemátic a pue de ase gur ar que la descrip ción matemá-

tic a de un fenómeno físic o es signi�c ativo.

El problema de Plateau fue un gran desafío para los matemáticos, y su

solución resultó ser una tarea nada fácil. Duran te el siglo XIX, dic ho proble-

ma fue resuelto para m uc hos con tornos esp eciales, curiosamen te con tornos

similares a los considerados p or Plateau en sus exp erimen tos, a sab er con tor-

nos p oligonales, líneas o ra y os que se extienden hasta el in�nito y círculos.

Estas soluciones se obtuvieron median te la búsqueda de la pareja de funcio-

nes holomorfas (que, nos referiremos como el factor conforme f y el map eo

de Gauss g) requerida en la llamada represen tación W eierstrass-Ennep er de

una sup er�cie mínima. La primera prueba de existencia general para el pro-

blema de Plateau no paramétrico fue dada p or Haar en 1927 con imp ortan tes

ap ortaciones de Tib or Radó acerca de la regularidad y minimalidad de la

solución. La con tribución de Haar y Radó supuso un gran a v ance; p or pri-

mera v ez el programa elab orado p or Hilb ert en sus problemas 19 y 20 fue

llev ado a cab o usando técnicas de cálculo de v ariaciones aplicadas a ecuacio-

nes de Euler no lineales. Garnier publicó una primera solución al problema

de Plateau con un con torno general. Aunque no fue hasta 1928 cuando el

jo v en matemático norteamericano Jesse Douglas dio solución al Problema

de Plateau en el caso en que C es una curv a simple recti�cable de Jordan(es

decir; una curv a sin in tersecciones, cerrada y con longitud �nita) y la sup er-

�cie S tiene el tip o top ológico del disco D 2
. Sin em bargo, su demostración

resultó estar incompleta, y hasta 1931 su artículo aún no había sido publica-

do. En 1930, de manera indep endien te, el matemático h úngaro Tib or Radó
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publicó una solución al Problema de Plateau. En las décadas siguien tes Jesse

Douglas tam bién resuelv e una serie de otros problemas que surgieron en la

teoría de las sup er�cies mínimas. En particular, la p o derosa técnica mate-

mática que desarrolló le p ermitió probar la existencia de sup er�cies mínimas

de altos género que abarcan uno o un n úmero �nito de curv as de niv el. Su

traba jo fue recono cido en 1936 con la Medalla Fields la más alta distinción

en Matemáticas [v er [10]].

4.2. Ideas sobre la prueba del problema de Pla-

teau

Como y a hemos in tro ducido la teoría necesaria de sup er�cies mínimas,

p o dremos al menos b osquejar la idea de cómo se solucionó el problema de

Plateau.

Problema 4.1. (de Plate au) Dada una una curva de Jor dan � , enc ontr ar

una sup er�cie mínima cuya fr onter a se a � , pr efer entemente un mínimo de

ár e a absoluto entr e las sup er�cies cuya fr onter a también es � , y pr eferible

que no tenga puntos r ami�c ados.

Como se comen tó an tes la solución a dic ho problema general fue obtenida

p or J. Douglas [6] y sim ultáneamen te p or T. Radó [16]. Una simpli�cación

considerable de sus méto dos fue encon trada p or R.Couran t e indep endien te-

men te p or L. T onelli.

La idea básica de la solución al problema de Plateau, es en encon trar una

sup er�cie que minimice la in tegral de Diric hlet en la clase S de sup er�cies

armónicas cuy a fron tera es la curv a de Jordan � dada. Sin em bargo ha y

m uc hos detalles, lo que haremos será dar una idea de como emp ezar ab ordarlo

para desen trañar su solución.

La in tegral de Diric hlet está de�nida como sigue

De�nición 4.2. Par a una función f : D 2 ! R, la inte gr al de Dirichlet es

E(f ) =
Z Z

D 2
f 2

u + f 2
v dudv:

Donde D 2
no es más que el disco unitario, además, la in tegral de Diric hlet

puede ser considerado para una sup er�cie, así como para una función escalar.
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De�nición 4.3. L a inte gr al de Dirichlet está dada p or

E(x) =
Z Z

D 2
x2

u + x 2
vdudv:

El plan es :

Sea d el ín�mo de los v alores de E(x) para x en S, y en tonces , sea xn una

sucesión de sup er�cies en S con E(xn ) monótona decrecien te a d. Si p o demos

hacer que S sea un espacio compacto, en tonces p o demos pasar a un subsu-

cesión con v ergen te, que con v erge a una sup er�cie x . Si p o demos mostrar que

E es con tin ua, o inclusiv e semicon tin ua, se puede concluir que E(x) = d, así

x es un mínimo absoluto de la in tegral de Diric hlet . En tonces, en particular,

es un pun to critico de E , esto es en los parámetros isotermos. Y recordemos

que ser armónica e isoterma, implica minimalidad.

Con resp ecto al plan se tienen algunas di�cultades que se logran resolv er

con los siguien tes ingredien tes

1. Restringe a curv as recti�cables, y se demostrar que en ese caso, exis-

te una sup er�cie armónica con in tegral de Diric hlet �nita, y a que no

era ob vio que existiera una sup er�cie cuy a fron tera fuera � y tuviera

in tegral de Diric hlet �nita.

2. La cla v e de compacidad es el lema de Couran t-Leb esgue, que básica-

men te dice que los v alores fron tera de las funciones S con in tegral de

Diric hlet acotados p or M con equicon tin uos.

La discusión de to do esto la p o demos encon trar en [[3], pág, 95-122]



Conclusiones

Con esta brev e incursión en la historia de las sup er�cies mínimas quere-

mos p oner de mani�esto que estamos an te un tema de in v estigación con una

larga tradición, en el que han efectuado ap ortaciones signi�cativ as algunos

de los más grandes matemáticos de los últimos tres siglos. A p esar de esto,

las sup er�cies mínimas siguen siendo una fuen te con tin ua de n uev os desafíos

y resultados que las man tienen en la primera línea den tro de la in v estigación

actual en Geometría Diferencial.

Finalmen te, la teoría de las sup er�cies mínimas como hemos visto se ha

desarrollado in tensamen te, y cab e señalar que este tema no son sólo es in tere-

san te desde un pun to de vista matemático; tam bién juegan un pap el imp or-

tan te en Física, Química, Biología e Ingeniería. P or p oner algunos ejemplos,

las sup er�cies mínimas han sido usadas para mo delar las in terfases en ciertas

micro em ulsiones de cop olímeros, mem branas en células viv as, han servido de

mo delo en la construcción de div ersos tip os de cubiertas de grandes espacios

(estadio olímpico de Munic h) y han p ermitido resolv er a�rmativ amen te la

conjetura de la masa p ositiv a en la teoría de la relatividad general.
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