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Introduccion

Dado un continuo X, el hiperespacio C'(X) de todos los subcontinuos de
X, fue estudiado en [3] que resulté relevante porque algunas propiedades de
X pueden ser determinadas en términos de propiedades de C(X), y vice-
versa. Dado p € X, podemos considerar el hiperespacio C(p, X) de todos
los subcontinuos de X que contienen a p, este espacio fue estudiado en [2],
[6], [9] y [II]. La clase K(X) de todos los hiperespacios C'(¢, X) con q € X,
se estudia en [9] y [I0]. También, estudiamos la relacién entre el grado de
homogeneidad de una grafica finita X, y el nimero de elementos distintos en
K(X) llamado: tamano de K(X). El grado de homogeneidad de un conti-
nuo ha sido estudiado ampliamente, por ejemplo en [5], [§], [13] y [15]. Esta
tesis se basa en estudiar los resultados del articulo de 2018, de F. Corona,
R. A. Quinones, J. Sadnchez y H. Villanueva [I], desarrollando con detalle las
pruebas hechas en este, y complementando los resultados necesarios para su
comprension.

En el primer capitulo, se presentan los resultados preliminares para una
mejor comprension de este trabajo, exponiendo resultados de hiperespacios
y propiedades de gréficas finitas.

En el segundo capitulo, se presentan y se prueban los teoremas principales
de este trabajo, relacionados al hiperespacio C'(p, X) cuando X es una grafica
finita.

En el tercer capitulo, se exponen algunas condiciones necesarias y sufi-
cientes que debe cumplir un continuo X, para que K (X ) sea compacto, véase
el Teorema [3.8] Ademds, se da un continuo X para el cual K (X) no es com-
pacto, véase el Ejemplo [3.9] A su vez, se da una condicién necesaria para
que K(X) sea conexo, véase Corolario . También, se da un ejemplo de
un continuo X, para el cual K(X) no es conexo, véase el Ejemplo [3.14] Se
culmina dando una relacion entre el grado de homogeneidad de un continuo
X y, el tamaiio de K (X), véase el Teorema [3.27]

En el cuarto capitulo, se proporciona la construccion de la clase de gréficas
finitas { X, }52 ;, que cumplen que X, es %—homogéneo y, cuyo tamanio de cada
K(X,) es igual a n, véase el Teorema [1.1]

En el capitulo final, se presenta un teorema que permite construir grafi-
cas finitas X con un grado de homogeneidad diferente al tamano de K (X).
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Ademas, se construye una clase numerable de graficas finitas que cumplen
esto.
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Capitulo 1

Preliminares

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y
CONETo.

Dado un continuo X, un hiperespacio de X, es una coleccién especifica
de subconjuntos de X. Los hiperespacios méas conocidos son los siguientes:

2 ={AC X :A+# )y Aes cerrado},

C(X)={Ac2%: Aes conexo}.

La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X. En este trabajo utilizare-
mos también los siguientes hiperespacios; sean A € C'(X) y p € X,

C(A,X)={Be(C(X):AC B},
Clp,X)={Be€C(X):pe€ B},

K(X)={C{p,X):pe X}.

Decimos que X ~ Y cuando X es homeomorfo a Y. En este trabajo, R"
se considera con la topologia euclidiana y, por ende, todos sus subespacios.

Definicién 1.2. Sean X,Y espacios métricos, decimos que la funcion f :
X =Y es un encaje si f es un homeomorfismo entre X y f(X).

Tesis de maestria 1



1.1 Una métrica para 2~ Preliminares

1.1. Una métrica para 2*

Nuestra primer tarea serd dotar a 2% de una métrica y, como C(X) C 2%,
también serd una métrica para C(X). Antes de presentarla, es necesario
enunciar el concepto de nube.

Definicién 1.3. Sea X un continuo con métrica d. Dados A, B € 2% ye > 0,
definimos la nube de radio € alrededor de A como:

N(Ae) = UB(a,s) ={r e X :existeac A, d(z,a)<ce}.

a€A

N(A,e)

Se define la funcién H : 2% x 2¥ — R por:

H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(A,¢)}.

Esta cumple con ser una métrica en 2%, la cual llamamos métrica de Haus-
dorff. Desde ahora, cuando se hable de la funcién H, se esta haciendo refe-
rencia a la funcién anterior. Antes de probar que H es una métrica para 2%,
damos algunas propiedades de las nubes que son 1tiles.

Teorema 1.4. Sean X un espacio métrico compacto, ¢ > 0 y A, B € 2%,
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) N(A,0) C N(A,e) para § > 0 tal que § < €.
(b) N(A,e) = U N(A,)9).

0<d<e

(¢c) Si A C B, entonces N(A,e) C N(B,e).

2 Felipe de Jestis Aguilar Romero



Preliminares 1.1 Una métrica para 2%

(d) Si AN B =1, entonces existe 6 > 0 tal que N(A,§) N N(B,0) = 0.

(e) St U es un subconjunto abierto de X y A C U, entonces existe § > 0 tal
que N(A,90) C U.

Demostracion. Sea d la métrica de X.
(a) Sea 6 > 0 tal que § < e. Sixz € N(J, A), entonces existe a € A tal que
d(z,a) <0 < e,y porlo cual z € N(e, A). Por lo tanto, N (4, A) C N(e, A).
(b) Sea x € N(A,¢), entonces existe a € A tal que d(z,a) < e. Sea
d > 0 tal que d(z,a) < § < e. Luego, x € N(A,9) C U N(A,0), y en

0<d<e
consecuencia N(A,e) C |J N(A,J). Por el inciso (a), se tiene la igualdad
0<é<e
deseada.

(c) Sea x € N(A,¢), entonces existe a € A tal que d(z,a) < . Como
a € B, se tiene que x € N(B,¢). Por lo tanto, N(A,e) C N(B,¢).

(d) Sea r = inf{d(a,b) : a € A,b € B}. Como Ay B son compactos y
ajenos, se puede probar que r > 0. Sea § = § > 0. Supongamos que existe
x € N(A,6)NN(B,J), entonces existen a € Ay b € B, tales que d(x,a) < 0
y d(x,b) < 0. Luego, d(a,b) < d(z,a) + d(b,z) < § + 6 = r, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, N(A,8) N N(B,§) = 0.

() Sea D = X — U. Notemos que AN D = (). Por el inciso (d), existe
d > 0 tal que N (4, A) N N(9, D) = 0. Luego, N(6, A) N D = (). Por lo tanto,
N(5,A) CU. O

Teorema 1.5. Sea X un continuo. La funcién H es una métrica para 2.

Demostracién. Supongamos que d es la métrica de X. Sean A, B,C € 2¥.
Note que por definicién H(A, B) > 0. Veamos que H(A, A) = 0. Dado ¢ > 0,
siempre se cumple que A C N(A,¢), es decir, 0 < H(A, A) < € para todo
e > 0, de esta manera H(A, A) = 0. Ahora supongamos que H(A, B) = 0.
Tomemos a € Ay e > 0. Notemos que H(A, B) < e. Luego, existe 0 < § < &
tal que A C N(B,J). Asi, existe b € B tal que d(a,b) < 6 < e. De esta
manera, hemos probado que B(a,e) N B # () para cualquier € > 0, por ende,
a pertenece a la cerradura de B, como B es cerrado, a € B. Se tiene que
A C B. Para probar que B C A, se procede de manera simililar al caso
anterior. Por lo tanto, A = B.

La propiedad de simetria claramente se cumple.

Veamos que H satisface la desigualdad del tridangulo, primero veamos que
dado € > 0 se cumple

AC N(H(A,B) +¢,B).

Tesis de maestria 3



1.1 Una métrica para 2~ Preliminares

Dado que H(A, B) < H(A, B) + ¢, existe 6 > 0 tal que H(A,B) < 0 <
H(A,B)+ey ACN(0,B), BC N(,A). Luego, por el Teorema[l.4] inciso

(a) se tiene que:
ACN(H(A,B)+¢,B) y BCN(H(A,B)+¢,A).

Asi, se tiene lo deseado. Sea a € A y £ > 0, por lo anterior, existe b € B tal
que:
d(a,b) < H(A,B) + ¢.

De la misma manera, dado b € B, existe ¢ € C' tal que,
d(b,c) < H(B,C) +e.
Se tiene lo siguente:

d(a,c) <d(a,b) + d(b, c)
<H(A,B)+ H(B,C) + 2¢.

Puesto que a es arbitrario,

ACN(H(A,B)+ H(B,C) +2¢,C).
De manera analoga,

C CN(H(A,B)+ H(B,C) + 2, A).
Asi,

H(A,C)<H(A,B)+ H(B,C)+ 2¢.
Debido a que € se tomé arbitrario, tenemos lo deseado. O

Para un continuo X, se puede probar que (2%, H) y (C(X), H) son con-

tinuos [3, Corolario 14.10], entonces podemos hablar de hiperespacios de 2%,
Sera de nuestro interés la coleccién de subconjuntos cerrados no vacios en
2X | que denotaremos por 22" ; de manera que, para (2%, H), tenemos el hi-
perespacio (22X, H,), donde H, es la métrica de Hausdorff en 22" inducida
por H. Dado p € X, por el Teorema , C(p, X) es un continuo, por lo que
K(X) c 22",

En algunos textos se presenta una definicién alternativa para la métrica
de Hausdorff. Esta se presenta a continuacién. Sean A, B € 2X. Fijemos un
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Preliminares 1.1 Una métrica para 2%

punto a € A. Definiendo g : B — R por g(b) = d(a,b) para toda b € B,
donde d es la métrica de un continuo X, podemos ver que g es una funcion
continua, y como B es compacto por el Teorema de Weierstrass [14, Teorema
4.16] podemos tomar:

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}.
Definamos D(A, B) como:
D(A, B) = méax{d(a, B) : a € A}.

Por un argumento similar al anterior, tenemos certeza de que este maximo
estd bien definido. Analogamente se puede demostrar que existe,

D(B,A) =méx{(b,A) : b € B}.

A pesar de que D(A, B) parece ser una métrica de 2%, no lo es. Consideremos
A v B elementos de 2% tales que A C B con A # B. Entonces, no es dificil
convencerse de que D(A,B) = 0y A # B, ademds de que no cumple la
propiedad de simetrfa. Sin embargo, la funcién D : 2% x 2% definida por:

D(A, B) = méx{D(A, B), D(B, A)}

es una métrica para 2% y, ademas, H(A, B) = D(A, B), es decir, D coincide
con la métrica de Hausdorff.

Teorema 1.6. Sea X un continuo. La funcién D es una métrica en 2%,

Demostracién. Supongamos que d es la métrica en X. Sean A, B € 2%, tales
que D(A,B) = 0, entonces D(A,B) = 0 = D(B,A). Sea a € A, como
D(A, B) = 0 tenemos que d(a, B) = 0, asi existe by € B tal que d(a,by) =0,
dado que d es una métrica, a = by y, por tanto, a € B. Dado b € B,
andlogamente a lo anterior se tiene que b € A, luego A = B.

Si A = B, entonces d(a, B) = 0 para cada a € Ay d(b, A) = 0 para cada
b € B, de esta manera D(A, B) =0 = D(B, A) y, por ende, D(A, B) = 0.

Es claro que H cumple la propiedad de simetria.

Sea A, B,C € 2. Consideremos que D(A, B) = d(ag, B) para algin
ap € A, que d(ag,C) = d(ag,cy) para algin ¢y € C'y, d(co, B) = d(co, bo)
para algin by € B. Tenemos lo siguiente:

d(ao,B) < d(ao, bo) <d GQ,C()) -+ (Co, bo)

(
=d(ao, C) + d(co, B)
D(A C)+ D(C, B).

IA

ot
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1.2 Graficas finitas Preliminares

Por lo tanto, se cumple la siguiente desigualdad
D(A,B) < D(A,C)+ D(C, B).
Con un procedimiento analogo al anterior, es posible probar que:
D(B,A) < D(B,C)+ D(C, A).
En consecuencia
D(A,B) <D(A,C)+D(C,B) y D(B,A) <D(A,C)+D(C,B).

Por lo tanto
D(A,B) <D(A,C)+D(C, B).
En conclusion, H es una métrica. n

Veamos algunas propiedades de la métrica de Hausdorftf.

Teorema 1.7. Sea X un continuo y H la métrica de Hausdorff en 2%. Dados
A, B,C,D € 2X ye>0 se cumple que:

1. Si AC B CC, entonces H(B,C) < H(A,C).
2. SiH(A,B) <eyH(C,D) <e¢, entonces HAUC,BUD) < ¢.

Demostracion. 1. Supongamos que A # C'y H(B,C) > H(A,(C), de esto,
existe g9 > 0 tal que H(B,C) > gy > H(A,C). Por lo que A C N(C,¢)
y C C N(A,&p). Como B C C se cumple que B C N(C,¢g), ademés C' C
N(A,e0) C N(B,gy), por ende H(B,C) < gy, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, H(B,C) < H(A,C).

2. Se tiene que A C N(B,e) y C C N(D,¢), por lo tanto AU C C

N(B,e) UN(D,e) = N(BU D,¢). Del mismo modo, BUD C N(A,e)U
N(C,e) = N(AUC,¢), por lo tanto HAUC,BUD) <¢ O

1.2. Graficas finitas

El concepto de arco es escencial para definir a lo que llamaremos grafica fi-
nita, a medida que avanzamos en la exposicién, daremos algunas propiedades
importantes de éstos.

6 Felipe de Jestus Aguilar Romero



Preliminares 1.2 Gréficas finitas

Definicién 1.8. Llamaremos arco a cualquier espacio que sea homeomorfo
al intervalo cerrado [0, 1].

Dado A un arco, sea h el homeomorfismo de [0, 1] sobre A, llamaremos
a E(A) = {h(0),h(1)}, el conjunto de puntos extremos del arco. Dicho
esto, ahora enunciaremos qué entenderemos por grafica finita.

Definicién 1.9. Un continuo X es una grdfica finita si se puede expresar
como la union de un numero finito de arcos tales que, cada par de ellos, son
ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos.

Figura 1.1: Gréfica finita.

Para toda grafica finita X consideramos la métrica d, dada por, la longitud
de arco, es decir, dados =,y € X, la distancia de x a y, sera la longitud del
camino mas corto que conecta x con y.

Definicién 1.10. El n-odo simple, con n € N, denotado por T,, es un
continuo que se construye uniendo n arcos que se intersectan dos a dos en
un unico punto llamado vértice del n-odo simple, dicho vértice tiene que ser
un punto extremo de cada uno de los n arcos y, los otros puntos extremos de
los arcos se llaman extremos del n-odo.

Figura 1.2: n-odo simple.

Es menester aclarar que un n-odo simple es una grafica finita. Un 3-odo,
T3 recibe el nombre especial de triodo simple. Una n-celda es un espacio

Tesis de maestria 7



1.2 Graficas finitas Preliminares

homeomorfo a la bola cerrada B™ en R", donde B" = {x € R" : [|x|| < 1} ¥
||x|| denota la norma euclidiana.

Definicién 1.11. Dado X una grdfica finita, p € X yn € N, decimos que
p tiene orden n en X, denotado por ord(p, X) =n, si p tiene una vecindad
cerrada que es homeomorfa a un n-odo simple, y tiene a p como vértice.

Definicién 1.12. Sean X un continuo y A C X, decimos que el orden de A
en X es menor o igual a n € N, denotado por ord(A, X) < n si para cada
abierto U de X, tal que A C U, existe V un abierto en X tal que ACV C U
y|Fr(V)] < n.

Se dice que A tiene orden m, denotado por ord(A,X) = n, cuando
ord(A, X) <n yord(A,X) £ r para toda r < n.

La definicion anterior es méas general que la definicién y son equiva-
lentes cuando A = {p}, se utilizara cualquiera de las dos indistintamente.

Sea X una grafica finita. Los puntos de orden 1, son llamados puntos
extremos de X y se denotan por E(X). Los puntos de orden 2, son puntos
ordinarios de X y, los de orden 3 o mayor, son puntos de ramificacion de
X, estos se identifican con O(X) y R(X), respectivamente. Los puntos vértice
de X, denotados por V' (X) son la coleccién de todos los puntos extremos y

de ramificacién de X, es decir, V(X) = F(X) U R(X).

Definicién 1.13. Sea X una grdfica finita. Una arista J en X, es un arco
cuyos puntos extremos p,q son vértices y no contiene otro vértice distinto de
estos. Se denota J = pq y (pq) = J —{p,q}. También supondremos que la
longitud de las aristas es 1.

Definicién 1.14. Sean X wuna grdfica finita y J una arista en X. Dados
x,y € J decimos que z € X es el punto medio del segmento xy cuando
d(z, z) = d(z,y).

Teorema 1.15. S: X y Y son grdficas finitas tales que su interseccion es no
vacia y finita, entonces X UY es una grdfica finita.

Demostracion. Como X NY # (), entonces X UY es un continuo. Pongamos
XNY = {p1,ps,...,pr} v tomemos todos los arcos que contengan algun p;,
en estos arcos cada punto p; genera a lo mas 4 arcos nuevos. Tomando estos
nuevos arcos y los que no contienen puntos p;, se tiene que, tomando dos
cualesquiera, se cumple que son ajenos o se intersectan en uno o ambos de
sus puntos extremos. Por lo tanto, X UY es una grafica finita. O]

8 Felipe de Jesus Aguilar Romero



Preliminares 1.2 Gréficas finitas

Definicién 1.16. Sea X wun espacio métrico, y {A;}2, una sucesion de
subconjuntos de X. Se define el limite inferior y limite superior de
{A;}32, de la siguiente manera:

lim inf A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, UNA; # 0
para toda i € N excepto para un nimero finito};
lim sup A; ={x € X : Para cada abierto U que contenga a x, U N A; # ()

para un nimero infinito de i's}.
Dado A C X decimos que A = lim A;, si liminf A; = A = lim sup A;.

De la Definicién [1.16] es facil notar que lim inf A; C limsup A;.

Abordaremos algunas caracterizaciones de las gréaficas finitas en términos
del orden. A continuacién, el concepto de continuo de convergencia, el cual
es necesario para la primera caracterizacion.

Definicién 1.17. Sea X un espacio métrico. Un subcontinuo A de X, con
mas de un punto, serd un continuo de convergencia de X, siempre que
exista una sucesion {A;}5°, C C(X) tal que:

1. A=1IlimA;,

2. Para cadai € N: AN A; =0.
Teorema 1.18. [7, Teorema 4.11] Sean X un espacio métrico compacto y
{A,}°°, una sucesion de subconjuntos compactos no vacios de X . Entonces,
lim A; = A si y solo si {A;}2, converge a A en 2% con respecto a la métrica
de Hausdorff.
Teorema 1.19. Sean X un espacio métrico y B un subcontinuo de con-
vergencia de X. Si X es compacto, entonces existe una sucesion {B;}3°, C
C(X), tal que:

2. Para cada i € N: BN B; = ),

3. Parai# j, BiN B; = 0.

Tesis de maestria 9



1.2 Graficas finitas Preliminares

Demostracion. Por ser B un continuo de convergencia de X existe una su-
cesion {A4;}2, € C(X) tal que: (1) B = limA; y (2) para cada i € N:
BNA;,=0.

Sea i € N, veamos que A; N A; # 0 solo para un nimero finito de j's.
Supongamos lo contrario, es decir, que existe J infinito tal que A; N A; # ()
para cada j € J, de esto que exista una sucesion {z,};cs tal que z; € A;NA;.
Como A; es compacto, podemos suponer que {x; };c; converge a x € A;. Esto
también implica que x € limsup A;, por lo que = € B, de esto que BNA; # ()
lo cual es una contradiccion.

Tomemos By = A, llamemos Jo = {i € N: A; N A; # 0} y sea my =
méx Jy + 1 podemos poner By = A,,, y estar seguros de que B;N By = (). En
general, paran > 2 se define J,, = {i e N: B, 1NA; # 0} y m, = mix J,+1
para tomar B, = A,, . Por como se ha construido la sucesién {B,}> ;, se
cumple que es ajena dos a dos y para toda n € N, BN B, = (. Note que
{A;}22, es una sucesién en 2%, como {B,,}°°, es una subsucesién de {A;}22,,
por el Teorema {B,}5°, converge a B. O

Definicién 1.20. Sean X un espacio métrico y p € X. Un subconjunto V
de X es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U en X tal que
pelUcCV.

Definicién 1.21. Sea X un espacio métrico, decimos que X es conexo en
pequeno en x € X, si para cada vecindad U de x existe una vecindad coneza
V de z, tal que x € int(V) C V C U. Si X es conexo en pequeno en cada
uno de sus puntos, se dice que X es conexro en pequeno.

Definicién 1.22. Sea X un espacio métrico. Diremos que X es localmente
conexo, si para toda vecindad U de p, existe V abierto y conexo tal que
p eV CU. Diremos que X es localmente conexo, si es localmente conexo en
todos sus puntos.

De las definiciones anteriores, se puede ver que, si X es localmente conexo
en p, entonces sera conexo en pequeno en p, pero la forma inversa es falsa.
Sin embargo, el siguiente teorema se cumple.

Teorema 1.23. Un espacio métrico X es un espacio localmente conexo si y

solo si, para cada abierto U en X y cada componente C' de U, se tiene que
C es abierto en X.
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Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente conexo. Sean U
un abierto y C' una componente de U. Sea x € C'. Veamos que C' es abierto
en X. Como x € U, existe un abierto V' en X que es conexoy x € V C U.
Luego, x € V C C, es decir, C' es abierto en X.

Reciprocamente, supongamos que cada componente de un conjunto abier-
to en X, es un abierto en X. Sean z € X y N una vecindad de z. Como N es
una vecindad, existe un abierto U en X tal que x € U. Sea V' la componente
de U que contiene a x. Por hipdtesis, V' es abierto en X, ademas, V' es conexo
yvxr eV CcU C N, por lo tanto X es localmente conexo en x. Como x es
arbitrario, X es un espacio localmente conexo. O

Teorema 1.24. Un espacio métrico X es localmente conexo si y solo si X es
CONETO en pequeno.

Demostracion. Sea X un espacio métrico que es un espacio localmente cone-
x0. De las definiciones se sigue que X es conexo en pequeno en cada punto
xr € X. Reciprocamente, supongamos que X es conexo en pequeno. Basta
demostrar que cada componente de cualquier abierto en X, es un abierto en
X. Sean U un abierto en X y C' una componente de U. Sea x € C, veamos
que C es abierto en X. Como x € U, existe una vecindad conexa V tal que
zeint(V)CV CU,luego z € int(V) C C, es decir, C' es abierto en X. [

El siguiente teorema nos servira para probar un resultado de interés.

Teorema 1.25. [7, Teorema 5.12] Sean X un continuo y N = {z € X: X

no es conexo en pequeno en z}. Si p € N, entonces existe un continuo de
convergencia K de X tal quep € K y K C N.

Teorema 1.26. Sea X un continuo tal que para toda x en X, ord(z,X)< Ny.
Si S € C(X), entonces S es localmente conezo.

Demostracion. Sea X un continuo tal que ord(z,X)< Ny, para toda = en X.
Veamos que X no contiene un continuo de convergencia. Para esto, supon-
gamos que existe A C X continuo de convergencia de X, por lo que existe
una sucesion {4;}3°, € C(X) que satisface el Teorema [L.19] Sea zy € A,
como A tiene mas de un punto, podemos tomar y € A tal que x # y. Luego,
tomando rg = M y 0 < r < rg, debe ocurrir que existe 75 € N tal que
B(y,r) N A; # 0y B(xo,r) N A; # 0 para toda i > ig. Esto implica que
(X — B(xg,7)) N A; # 0 para toda i > ig, esto nos permite asegurar que
Fr(B(zo,r)) N A; # 0 para toda i > ig y por ser {A;}°; una sucesién ajena
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dos a dos, se cumple que Fr(B(xg, 7)) es infinito, esto para cada r € (0, ro),
contradiciendo que ord(xg, X) < Ry. Por lo tanto, ningin subcontinuo de X
contiene un continuo de convergencia. Asi, dado S € C(X), por el Teorema
S es conexo en pequeno en todos sus puntos y, por el Teorema S,
debe ser localmente conexo. O]

Corolario 1.27. Todo subcontinuo de una grdfica finita es localmente cone-
0.

Demostracion. Sea X una grafica finita. Dado x € X, x pertenece a alguno de
los n arcos cuya unién es X, por lo cual ord(x, X) < n, es decir, ord(r,X) <
No. Luego, por el Teorema se cumple que todo subcontinuo de X es
localmente conexo. O

Teorema 1.28. [7, Proposicion 9.5] Sea X un continuo con mds de un punto.
Entonces, X es un arco o una curva cerrada simple si y solo si ord(z, X) < 2
para cada x € X.

Teorema 1.29. [7, Lema 9.9] Sea X un continuo con exactamente un punto
p tal que, ord(p,X) > 3. Si ord(p,X) = n < N, entonces p es vértice de un
n-odo simple, el cual es vecindad de p en X.

El Teorema|1.29 nos ayudard a probar el siguiente teorema, el cual es una
caracterizacion para gréaficas finitas.

Teorema 1.30. Un continuo X es una grdfica finita si y solo si se cumple:
1. ord(z,X) < Ng para toda x en X;
2. ord(xz,X) < 2 para toda x, excepto para un nimero finito de x € X .

Demostracion. Sean X una grafica finita y x € X, supongamos que X les la
unién de n arcos que satisfacen la Definicién[1.9] si « pertenece a un solo arco
se cumple que ord(x, X)) < 2. Es claro que en una grafica finita el nimero de
puntos extremos por cada arco es, 2n. Si x es punto extremo de un solo arco,
se cumple que ord(z, X) = 1, si x pertenece a mas de un arco se cumple que
ord(x,X) =, donde [ es la cantidad de arcos a la que pertenece x, por lo
que 2 <[ < n, asi se cumplen (1) y (2).

Sea Y un continuo que saisface (1) y (2). Si Y es un continuo que no tiene
puntos de orden mayor o igual que tres, por el Teorema [1.28] Y es un arco o
una curva cerrada simple y, por ende, Y es una grafica finita. Si Y contiene
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puntos de orden tres o mayor, sea ky = [{p € Y : ord(p, X) > 3}|. Por (2)
se cumple que ky € N. Probaremos por induccién sobre ky que Y es una
grafica finita.

Si ky = 1, por el Teorema Y contiene un tnico n — odo y, por el
Teorema [1.28] cada punto extremo de este n — odo conecta con una grafica
finita. Luego, por el Teorema|l.15] Y es una grafica finita. Supongamos que, si
Y es un continuo que satisface (1), (2) y dadon € N, si ky < n, entonces Y es
una grafica finita. Veamos que si Y es un continuo que cumple (1), (2) y ky =
n + 1, entonces Y es una grafica finita. Sean py, ps, ..., ppy1 los puntos cuyo
orden en Y es mayor o igual que tres. Como Y satisface (1), por el Teorema
1.26, se cumple que Y es localmente conexo. Luego, para p; tomamos un
subconjunto abierto y conexo U de Y, tal que p; € U y p; & cl(U) para
cada ¢ # 1. Es claro que ¢/(U) es un continuo y ademés, p; es el inico punto
de ¢l(U) que tiene orden mayor o igual que tres en c/(U). Por (1), podemos
suponer que m = ord(pi, cl(U)), para algin m € N. Asi, por el Teorema [1.29]
p1 es vértice de un n-odo simple, el cual es vecindad de p; en cl(U), y por
ende, también lo es en Y. De esto, tenemos que existe un subconjunto abierto
y conexo V de Y tal que p; € V, donde cl(V') un m-odo con m = ord(p,,Y),
por lo que |Fr(V)| = m. Sabemos que F'r(Y —V) = Fr(V), con esto podemos
asegurar que Y — V tiene a lo mas m componentes, digamos K, Ky, ..., K;
con j < m. Como p; ¢ K; para toda i € {1,2,...,j}, se cumple que kg, < n,
luego, por la suposicion inductiva, cada K; es una grafica finita.

No es complicado probar que K; Ncl(V) # 0y K;Nnel(V) C Fr(V), por
lo que cada K; Ncl(V) es finito. Resaltamos que ¢l(V') es una gréfica finita y
por el Teorema Ky, Ucl(V) es una gréfica finita.

Notar que (cl(V)U K1) N Ky = ¢l(V) N Ky, y nuevamente aplicando el
Teorema tenemos que (cl(V)U K7) U K es grafica finita. Continuando

j

con este procedimiento, tenemos que Y = ¢l(V)U U K; es una grafica finita.
i=1

Por lo tanto, por el principio induccién, tenemos que cualquier continuo que

satisfaga 1 y 2, serd una grafica finita. ]

Corolario 1.31. Cualquier subcontinuo de una grdfica finita es una grafica
finita.

El siguiente teorema lo usaremos para demostrar las siguientes dos carac-
terizaciones.
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Teorema 1.32. [7, Teorema 9.11] Sea X un continuo. Si existe una sucesion
{z;}22, C X tal que x; # x; parai # j y ord(z;, X) > 3 para toda i, entonces
existe un subcontinuo K de X, tal que ord(K, X) > N,.

St X es localmente conexo, existe un subcontinuo L de X tal que

{le L: 1 es punto extremo de L}| > N,.

Teorema 1.33. Un continuo X es una grdfica finita si y solo si ord(A, X) <
No, para todo subcontinuo A de X.

Demostracion. Supongamos que X es una grafica finita y sea A un subcon-
tinuo de X. Para calcular ord(A, X) basta contar todos los puntos extremos
que tiene A en X,y después, restamos los que a su vez también son puntos
extremos de X, el resultado es un nimero finito que es el orden de A en X,
es decir, ord(A, X) < Wg. Supongamos ahora que, X es un continuo tal que
ord(A, X)) < Ny para todo subcontinuo A de X. Entonces X satisface (1) del
Teorema , y por el Teorema m, X satisface (2) del Teorema m Por
lo tanto, X es una grafica finita. O

Teorema 1.34. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces, X es una
grafica finita si y solo si todo subcontinuo de X tiene una cantidad finita de
puntos extremos.

Demostracion. Sea X un continuo localmente conexo. Si suponemos que X
es una grafica finita, por el Corolario [[.31] todo subcontinuo de X es una
grafica finita, luego, por la definicién de gréfica finita, toda grafica finita tiene
un numero finito de puntos extremos, por ende, todo subcontinuo de X tiene
un numero finito de puntos extremos.

Ahora, supongamos que X cumple que, dado A € C(X), A tiene un
nimero finito de puntos extremos. Por el contrarreciproco de la segunda parte
del Teorema , X debe satisfacer (2) del Teorema . Supongamos que
X no satisface la condicion 1 del Teorema [1.30, es decir, existe p € X tal que
ord(p, X) > Ng. Dado que se cumple (2) del Teorema [1.30} podemos dar un
subconjunto abierto y conexo U de X, tal que p € U y ord(z, X) < 2 para
toda x € U — {p}, con diam(U) < 1. Por ser X localmente conexo, se tiene
que U es arco-conexo, dado p; € U — {p} existe A; un arco en U con puntos
extremos p y p;. Asumamos de forma inductiva que podemos definir n arcos
A;, 1 < < n, con puntos extremos p y p;, de tal manera que diam(4;) < %
y A;NA; = {p} siempre que i # j.
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Nuevamente, por ser X localmente conexo podemos tomar V' un sub-
conjunto abierto, conexo de U tal que p € V, p; € V para cualquier i, con
1

diam(V') < =5 vy ademds que, [Fr(V)[ > n. Dado que V' C U se tiene que

ord(z,X) < 2 para toda z € V — {p}.

oo
Como |Fr(V)| > n ocurre que V — UAi # (), por lo que existe p,4; €

i=1
n

V- UAZ». Nuevamente, por ser V arco-conexo existe un arco A,,; en V
i=1

con puntos extremos p y ppy1. Veamos que A,.; N A; = {p} para cada
©=1,2,...,n. Supongamos que existe ¢ € A,,11NA;, para algin j, con g # p.
Como p; € Any1 para toda 4, ¢ no es un punto extremo de A, ni de A;,
esto implica que ¢ es punto interior de A, 1 y A;, esto asegura la existencia
de algtin punto en V' de orden mayor que 2, lo cual es una contradiccién. Por
lo tanto, A,+1 N A; = {p} paracadai=1,2,....n.

Asi, por el principio de inducciéon podemos construir una familia de arcos
{A;}2, C X tales que A; N A; = {p} para toda i # j y diam(4;) < 1. Es

o0

claro que U A; es un subcontinuo de X con un numero infinito de puntos
i=1

extremos, lo cual es una contradiccién, por ende, X satisface (1) del Teorema

y como X también satisface (2), tenemos que X es una gréfica finita. [

Teorema 1.35. Sean X una grdfica finita yp € X. Si C es una componente
de X — {p}, entonces C' U {p} es una grifica finita.

Demostracion. Sea C' una componente de X — {p}. Veamos que C' U {p} es
cerrado en X. Se sabe que C' es cerrado en X —{p}, es decir, existe un conjunto
cerrado B de X tal que (X —{p})NB = C, de esto que CU{p} = BU{p}y
por lo tanto C'U{p} es cerrado en X, esto implica que C'U {p} es compacto.

Supongamos que C'U {p} no es conexo, por lo que existen U,V abiertos
no vacios de X tales que CU{p} CUUV, UNV #0y (CU{p})NU #
0,(CU{p}) NV # (. Supongamos, sin perder generalidad, que C' C U, esto
implica que {p} C V. Luego, existe ¢ > 0 tal que B(p,e) NU = (). Note que
es posible tomar ¢ € C' de tal manera que exista ¢ € B(p,¢) que cumpla que
p ¢ cq, asi C'Ucq es un conexo en X — {p} que contiene propiamente a C, lo
cual es una contradiccién, por lo tanto C'U {p} es conexo en X. Asi, por el
Corolario C' U {p} es una grafica finita. O
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Teorema 1.36. Sean X una grdfica finita yp € X. Si p € O(X), entonces
X — {p} tiene a lo mas dos componentes.

Demostracion. Sea J la arista que contiene a p y supongamos que X — {p}
tiene n > 3 componentes, tomemos tres de estas componentes Cy, Cy, C3. Se
cumple que C;NC; = () cuando i # j. Seai € {1,2,3} y tomemos x; € C;, por
ser X arco-conexo existe f; : [0,1] — X homeomorfismo tal que f;(0) = z; y
fi(1) = p. Note que existe § > 0 tal que f;([d,p)) C J N C;, donde f;([0,p])
es un arco que emana de p, esto implica que: C; NC; # 0 6 C;NCy #0 6
C; N Cy # 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, n < 2. H

Definicién 1.37. Dados A, B € C(X), decimos que una funcion continua
a:[0,1] - C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si a(0) =
A,a(l) =B ya(r) C als) siempre quer < s yr,s € [0,1].

Teorema 1.38. [3, Teorema 14.6] Sean X un espacio métrico compacto y
A, B € C(X) tales que A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B
en C(X).
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Capitulo 2

El espacio C(p, X) para graficas
finitas

Dados un continuo X y p € X el hiperespacio C(p, X) ha sido estudia-
do ampliamente. Inicialmente en [2] y después, Patricia Pellicer Covarrubias
hace un estudio més profundo en [9]. En este capitulo damos algunas pro-
piedades que necesitaremos del C'(p, X) para cuando X es un continuo y
presentamos los teoremas pilares para desarrollar este trabajo.

Teorema 2.1. Sea X un continuo. SiY € C(X), entonces C(Y,X) es un
continuo.

Demostracion. Sean A, B € C(Y,X). Por el Teorema , existe un arco
ordenado a : [0,1] — C(X) tal que a(0) = A, a(l) = B. Es claro que
a([0,1]) € C(Y, X), por ende C(Y, X) es arco-conexo y por lo tanto C(Y, X)
es Cconexo.

Para ver que C(Y, X)) es compacto, tomemos A € cl(C(Y, X)) y {A, }nen
una sucesion en C'(Y, X) que converge a A. Note que A € C(X). Veamos que
YCA

Supongamos que existe y € Y tal que y ¢ A. Por ser A compacto existe
r > 0 tal que B(y,r) N A= 0. Observe que y € A, para toda n € N. Luego,
existe ng € N tal que, para toda n > ny se cumple que H(A, A,) < r, de
esto que A,, C N(A,r), entonces debe existir a € A tal que y € B(a,r),
pero esto implica que a € B(y,r) lo cual es una contradiccion, por lo tanto
y € A. De esta manera Y C A por lo que A € C(Y, X). Asi, que C(Y, X)
es cerrado y por ser C'(X) compacto, se cumple que C(Y, X) es compacto.
Luego, C(Y, X) es un continuo. O
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2.1. Las n-celdas en C(p, X)

Teorema 2.2. Sea X un arco con puntos extremos a,b. Si p € {a,b}, en-
tonces C'(p, X) es un arco; en otro caso, C(p, X) es una 2-celda.

Demostracion. Sea I = [0,1], bastard probarlo para X = I. Sea p € I,
tenemos dos casos:

Caso 1. Supongamos que p € {0,1} y p = 0. Considerando la funcién ¢ : I —
C(0,I) definida por g(t) = [0,¢], note que g es un homeomorfismo Yy,
por ende, C(0,I) es un arco. De forma similar, se prueba que C(1,I)
es un arco.

Caso 2. Seap € I—{0, 1} y consideremos la funcién g : [0, p]x [0, 1—p] — C(p, )
dada por ¢(r,s) = [p — r,p + s], nuevamente g es un homeomorfismo.
Como [0, p] x [0, 1 —p]| es homeomorfo a una 2-celda se tene que C(p, X)
es una 2-celda.

]

Teorema 2.3. [J, Teorema 3.18] Si X es una curva cerrada simple yp € X,
entonces C(p, X') es homeomorfo a una 2-celda.

Teorema 2.4. Sean X una grdfica finita, p € X y A € C(p, X).
1. Sip e E(X), entonces existe L C C(p, X) un arco tal que A € L.
2. Sipe O(X), entonces existe A C C(p, X) una 2-celda tal que A € A.

Demostracion. 1. Sea p € E(X), por el Teorema [1.38] existe o un arco
ordenado de {p} a X a través de A sobre C(X). Sea L = «([0,1]).
Como « es arco ordenado, se cumple que {p} = «(0) C «a(r) para
r € [0,1], por lo que L C C(p, X), ademds debe existir 7y € [0, 1] tal
que a(rg) = A, es decir, A € L.

2. Seape O(X)y Ae C(p,X). Si X es una curva cerrada simple, por el
Teorema se cumple la sentencia. Supongamos ahora que, X no es

una curva cerrada simple, de esto tenemos dos casos:
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(1)

(i)

A — {p} es conexo. Sea J = wvw la arista de X que contiene
a p, donde v,w son vértices. Si A = {p}, consideremos «, [ :
0,1] — C(p, X) arcos ordenados de {p} a pw, y de {p} a vp
respectivamente y definamos h : [0,1] x [0,1] — C(p, X) como
h(s,t) = a(s)UpB(t), nuevamente h([0,1] x [0,1]) C C(p, X) es ho-
meomorfo a una 2-celda y h(0,0) = A. Si A # {p} consideremos
los dos casos siguientes.

Si p es un punto extremo de A, sin perder generalidad, tomemos
un arco L tal que L C vp tal que LN A = {p}. Sean o, 5 : [0,1] —
C(p, X) arcos ordenados de {p} a A, y de {p} a L respectivamente.
Definamos h : [0, 1] x [0,1] — C(p, X) como h(s,t) = a(s) U B(t),
nuevamente h([0,1] x [0,1]) € C(p, X) es homeomorfo a una 2-
celda y h(1,0) = A.

Sip € O(A), sean m el punto medio de pw y a, b los puntos medios
de los segmentos pm y mw respectivamente.

Como A — {p} es conexo, A — ab también es conexo y ademsds,
p € A — ab. Sea C la clausura de A — ab sobre X. Tomemos
ahora a : [0,1] — C(p,X) el arco ordenado de C' a C' U am y
B :10,1] = C(p, X) un arco ordenado de C' a C'U mb. Definiendo
h:[0,1] x [0,1] — C(p, X) como h(s,t) = a(s) U 5(t) obtenemos
que h([0,1] %[0, 1]) es una 2-celda contenida en C'(p, X) y h(1,1) =
CUamUmb=A.

A —{p} no es conexo. Sean C; y Cy las componentes de A — {p}.
Consideremos «; : [0,1] — C(p, X) un arco ordenado de {p} a
C; U {p}, esto para i € {1,2}. Definimos h : [0,1] x [0,1] —
C(p, X) como h(s,t) = a1(s) U as(t), no es dificil ver que h es un
homeomorfismo sobre su propia imagen, tomando A = h([0, 1] x
0,1]) € C(p, X) se cumple que A es homeomorfo a una 2-celda y
A=h(1,1).

]

Definicién 2.5. Sea k € N. Un continuo X es un k-odo si existe M € C(X)
tal que X — M tiene al menos k componentes. Al conjunto M le llamamos
corazon del k-odo.

Si X es una grafica finitay p € X, hay una diferencia entre que ord(p, X) =
k y que p pertenezca al corazén de un k-odo en X. En el caso en el que X
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es una curva cerrada simple, todo punto en X tiene orden 2, sin embargo, la
curva cerrada simple no es un 2-odo.

Consideremos la siguiente grafica finita, tomando a M como el subconti-
nuo en color rojo, es claro que M es el corazén de un 3-odo, ya que X — M
tiene 3 componentes.

Teorema 2.6. [12, Corolario 3.12] Sea X un continuo y p € X. Entonces,
C(p, X) contiene una k-celda si y solo si p estd contenido en el corazon de
un k-odo.

Para la clase de las gréficas finitas se tiene un resultado similar al anterior,
que puede ser considerado una generalizacion en algunos casos particulares.

Teorema 2.7. Sea X una grdfica finita y p € X. Para cada € > 0, exis-
te A C C(p,X) tal que A contiene una n-celda, donde n = ord(p,X) y

Hy(A, {{p}}) <e.

Demostracion. Sea € > 0y J = vw una arista que contiene a p, tenemos 3
casos:

1. p € E(X). Podemos suponer que v = p. Existe a : [0,1] — C(X) un
arco ordenado de {p} a J. Como « es continua en cero y «(0) = {p},
existe 6 > 0 tal que «([0,a]) C Bu({p},¢), por lo cual, tomando A =
a([0, «]) se cumple lo deseado.

2. p € O(X). Consideremos ahora «, 5 : [0,1] — C(X) dos arcos ordena-
dos de {p} a pv y de {p} a pw respectivamente. De la continuidad en
cero de «, § existe 6 > 0 tal que §([0,4]), 5([0,6]) C Bur({p},¢). Defi-
niendo f : [0,0] x [0,0] — C(X) por f(s,r) = d(s) U B(r) y tomando
A = f([0,6] x [0,6]) se cumple lo deseado.

3. p € R(X). Supongamos que ord(p, X) =n € Ny q1,q2, ..., ¢, € R(X)
tales que J; = p, q; son las aristas que emanan de p. Note que existen
fi :[0,1] = C(p, J;) homeomorfismos tales que f;(0) = {p}y fi(1) = J;,
ademds, podemos afirmar que la longitud de f;(I) es precisamente [. De
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la continuidad en cero, existe § > 0 tal que f;([0,d]) C By({p},¢e). Al

n

definir f : [0,1]" — C(p, X) por f(s1,S2,...,8n) = Ufi(si)’ se cumple
i=1

que f es un homeomorfismo, por lo que basta tomar A = f([0, 0]™).
Ademas, note que {p} es un punto interior de A.

Cabe resaltar que en los tres casos la coleccion A no solo contiene una n-celda,
sino que A es una n-celda.
O

Teorema 2.8. Sea X una grdfica finita y p € X. Para cada A € C(p, X) —
{{p}} y e > 0, existe A C C(p,X) tal que A contiene una n-celda, donde
n=ord(p, X) y Ho(A {A}) < e.

Demostracion. Sean p € X, A € C(p,X) y € > 0. Tenemos 3 casos:

Caso 1. p € E(X). Por el Teorema [1.38 existe a : [0, 1] — C(X) arco ordenado
tal que a(0) = {p} y a(1) = A.
Podemos tomar una sucesién {z;}2, C [0,1] tal que x; — 1, de este
modo, tenemos una sucesion {a(z;)} C C(p, X) tal que a(z;) — A.
Como ¢ > 0, existe ip € N tal que H(«a(z;,), A) < . Sea Ay = a(xy,),
por el Teorema existe § : [0,1] — C(X) arco ordenado tal que
B(0) = Ay y B(1) = A, tomando 5([0,1]) = A C C(p, X) se cumple
que A es un arco y ademés, A € A. Por ser A un arco, se cumple que
A contiene un 1-celda, donde 1 = ord(p, X).

Como {A} C A, se cumple que {A} C No(A,e), veamos ahora que
AC Ny({A},e) = By(A,e) ={B €2 : H(A,B) < ¢}.

Sea B € A, por el Teorema inciso 1 se cumple que H(B,A) <
H(Ap, A) < g, porloque A C No({A}, ). De este modo, Hy(A, {A}) <
€.

Caso 2. p € O(X). Si X es una curva cerrada simple, por el Corolario se
cumple la sentencia. Supongamos ahora que, X no es una curva cerrada
simple, de esto tenemos dos casos:

(i) A — {p} es conexo. Sea J = vw la arista de X que contiene a
p, donde v, w son vértices. Si p es un punto extremo de A, sin
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perder generalidad, podemos tomar un arco L tal que L C vp tal
que LN A = {p}. Sean o, 3 : [0,1] — C(p, X) arcos ordenados
de {p} a A, y de {p} a L respectivamente. Por ser o continua en
1, existe 6; > 0 tal que para cada s € [1 — ¢y, 1] se cumple que
H(a(s),A) < e. A su vez, por ser  continua en 0, existe dy > 0
tal que para cada t € [0,0s] se cumple que H(5(t),{p}) < e.
Definamos h : [1 — 6y, 1] x [0,d2] — C(p, X) como h(s,t) = a(s)U
B(t), tomando A = Im(h) es claro que A contiene una 2-celda y
por el Teorema , inciso 2, se cumple que Ho(A,{A}) < e.

Sip € O(A), sean m el punto medio de pw y a, b los puntos medios
de los segmento pm y muw, respectivamente. Como A — {p} es
conexo, A — ab también es conexo y ademas p € A — ab. Sea F la
clausura de A — ab sobre X. Tomemos ahora « : [0,1] — C(p, X)
el arco ordenado de £ a EUam y §:[0,1] — C(p, X) un arco
ordenado de F a EUmb. Por ser o continua en 1, existe d; > 0 tal
que, para cada s € [1 — 1, 1] se cumple que H(a(s), EUam) < ¢.
A su vez, por ser [ continua en 1, existe do > 0 tal que, para
cada t € [1 — 09, 1] se cumple que H([(t), EUmb) < e. Definiendo
h:[l—=261,1] x[1 =06, 1] — C(p, X) como h(s,t) =a(s)UB(t)y
tomando A = I'm(h) se cumple que A contiene una 2-celda y, por
el inciso 2 del Teorema[L.7, H(A, {A}) <e.

(i) A — {p} no es conexo. Sean F; y FE, las componentes de A —
{p}. Consideremos para i € {1,2}, «; : [0,1] — C(p, X) un arco
ordenado de {p} a E; U {p}. Por ser estas funciones continuas
en 1, existe 0; > 0 tal que, para cada t; € [1 — §;,1] ocurre que
H(6;(t;), E; U{p}) < e. Sise define h : [1 —01,1] x [1 — dg,1] —
C(p, X) por h(ti,t2) = ai(t1) U as(tz) v se toma A = Im(h), se
cumple lo deseado.

Caso 3. p € R(X). Supongamos, sin perder generalidad, que 0 < ¢ < i y

consideremos Ly, Lo, ..., L,,, las n aristas que emanan de p. Para cada
componente ) de A — {p}, se cumple que Q U {p} es una subgréfica
de X. Dependiendo de la naturaleza de A, tenemos dos casos: p €

O(QU{p}) UR(QU{p}) ope E(QU{p}).

(a) Para el primer caso, sea C = {Q C X : @ es componente de A —

{p} y p € O(QU{p})UR(QU{p})}, podemos tomar [ = |C|, por
lo que C = {Q1,Qq, ..., Qi}.
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Sea @; € C, se tiene que m(Q;) = ord(p, Q; U {p}) > 2. Suponga-
mos, sin perder generalidad, que Ly, Lo, ..., Ly, q,) son las aristas
de X, contenidas en Q; U {p}, (estas existen ya que m(Q;) > 2,
si m(Q;) < 2 no existirfan). Sea m; el punto medio de cada
L;. Luego, para cada j € {1,2,...,m(Q;) — 1}, podemos tomar
aj,b; € Lj, tales que, m; € a;b;, d(aj,m;) = d(bj,m;) = 5y
d(p, b;) < d(p,a;). Definamos el siguiente conjunto

m(Q;)—1

Go, =Qiu{p}— |J (ady).

j=1

Dado que L, ,) C Gg,, se puede probar que Gg, es arco-conexo.

A su vez, por ser U;.n:(?i)_l(ajbj) un abierto, se cumple que Gg

es cerrado y, por ende, compacto. Luego, G, es un subcontinuo
3e

de X. Para cada ¢ € (a;b;) se cumple que ¢ € B(a;,5) 0 ¢ €
B(bj, %). Por ende, dado D € C(Gg,,Q; U {p}) se cumple que

Jr 4

H(D,Q;U{p}) <e.

Para cada j € {1,2,...,m(Q;) — 1}, tomamos a;, b;» los puntos me-
dios de a;m; y m;b; respectivamente. Dado ¢ € [0, §], denotemos
por J]‘?(t) al arco en aja;. que contiene a a; y, cuya longitud es
igual a t. También, para t € [0, %], denotemos por J?(t) al arco
en b;-bj que contiene a b;, cuya longitud es igual a t. Para ca-
da j definamos la funcién ~; : [0,5]*> — C(Gg,,Q; U {p}) por
vi(s,t) = Gg, U Jf U JL. No es diféil convencerse de que 7; es
continua e inyectiva. Por lo que 7, es un encaje. Como esto se
pudo hacer para cada j € {1,...,m(Q;) — 1}, podemos definir la
siguiente funcién para toda la componente @);.

Sea v, : [0,%](7”(@")*1) x [0, i](m(Qi)’l) — C(Gg,, Qi U {p}) la
funcién definida por,

m(Qi)—1

- —
10.(F, )= |J sty
j=1

donde § = (81552, ooy Sm(Qi)—1), 7= (t1,t2, .., tm(Q,)—1)- Es inme-

diato que v, es inyectiva y continua. Por lo que 7q, es un encaje.
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I
Denotemos por m = Z m(Q;). Se define la funcién v : [0, £]2m=D —
i=1

l
JC(Gq., Qi U{p}), dada por

=1
— — —
’7(8—1>7 "'a?;a tly‘“a tl) - UVQ;(Q; tz)

Como cada 7, es un encaje, es facil ver que v también es un
encaje.

(b) p € E(QU{p}). Sea D = {Q C X : Q es componente de A —

{p}yp € E(QU{p})} y consideremos que k = |D|. De esto,
podemos decir que D = {Q, ..., Qx }. Para cada @; € D podemos
tomar un arco ordenado ag, en C(Q; U {p}), que va de {p} a
Q; U {p}. Por ser ag, continua en 1, existe dg, > 0 tal que, para
cada t € [1 — dg,, 1] se cumple que H(ag,(t),Q; U {p}) <e.

k k
Se define la funcién « : H[l —0g;, 1] — U C(Q; U {p}) por la

7j=1 j=1

k
regla af U agq,(r;), para 7= (1, ..., Tk) € H [1—0dg,,1]
7j=1

Por la contlnuldad e inyectividad de las funciones aq;, se cumple
que « es un encaje.

Es claro que n > m + k (ya que A no necesariamente toca a todas
las aristas que tocan a p) sea r = n — (m + k). Si r > 0, podemos
tomar L,,, Ly,, ..., L,, las aristas restantes. Se tiene que existe, Z; C L,
un arco tal que Z; N A = {p}. Para cada i € {1,...,7}, sea f; un
arco ordenado en C(Z;) que va de {p} a Z;. Por la cont1nu1dad de
B; en cero, existe 0; > 0 tal que, para toda t € [0,d;] se cumple que
H({p}, B,(t)) <ey ademés Bi(t) N A = {p}. Consideremos ahora la

funcién S : H 0,6;] — U C(Ly,,), definida por

= Uﬁz(%)
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, donde 7 = (T1,...,x EHO dil.

Por la continuidad e 1nyect1v1dad de las funciones [3;, se cumple que (3
es un encaje.

Podemos tomar las siguientes funciones, de tal manera que sean ho-

meomorfismos.
a) hQ(m—l) . [O, 1]2(m7l) — [0, i]Q(m l)
k
b) hi. 1 [0,1)F = ]It - g, 1.
j=1

¢) hy:[0,1]" = [0, 4.

Finalmente definamos h : [0, 1]20"=) x [0,1]* x [0,1]" — C(p, X), por
W& Y, Z) =70 hamy(F)Uao hi(Y) U fohi(Z)

donde 7 € [0,1]2mD ¥ € [0,1* y Z € [0,1]". Por como se han
definido las funciones en que involucra A se cumple que h es un encaje.

Tomemos A = I'm(h), es claro que A es una ( (m—10)+k+r)—celda
que esta contenida en C(p, X). Como m = Z )y m(Q;) > 2, se

cumple que m > 2[. Por lo que m—2l > 0, de esto que 2(m—1)+k+r >
n. Entonces, A contiene una n — celda.

Para ver que Hy(A,{A}) < ¢, basta probar que, para todo B € A se
cumple que H(A, B) < ¢; por como se ha construido A, es claro que
esto ocurre, por ende H (A, {A}) < e.

]

Veamos un ejemplo del proceso que se realiza en el Teorema [2.8. Con-
sideremos a X como en la figura 2.1 al punto p, como el punto en color
negroy A € C(p, X), como la unién de los segmentos en color rojo y azul.
Se tiene que ord(p, X) = 5. Note que A — {p} tiene 2 componentes, una de
color rojo, digamos (), y la otra en color azul, digamos B. Se cumple que
ord(p,Q U {p}) = 3, al hacer el proceso de el caso (a), se tiene que [ = 1y
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por ende 7 serfa una funcién sobre [0, £]*. A su vez, B es la tinica componente
de A — {p} que cumple que p € E(B U {p}), por lo cual la funcién « esta
definida sobre [1 — dg, 1]. Finalmente, como el segmento en color verde no
esta contenido en A, se cumple que r = 1 y por lo tanto 3 esta definida sobre
[0, 61]. De esto que, la funcién h define una 6 — celda en C(p, X') como en el
Teorema 2.8

Figura 2.1: Grafica de X.

2.2. El orden y C(p, X)

Teorema 2.9. Sean X, Y grdficas finitas yp € X, q € Y tales que C(p, X ) =~
C(q,Y), entonces ord(p, X) = ord(q,Y).

Demostracion. Sean n = ord(p, X), ord(q,Y) = m y supongamos que n <

m. Como C(p, X) = C(q,Y) existe h : C(p,X) — C(q,Y) un homeomorfis-
min{d(p,r): reV(X)}

mo. Sea € = 5 , por el Teorema y la observacion m, existe
A C C(p, X) una n — celda, tal que Ho(A, {{p}}) < ¢ y ademads, {p} es un
punto interior de A. Entonces, existe €9 < € tal que By ({p}, o) C A. Ahora,
por ser h™! continua, existe & > 0 tal que para cada D € By (h({p}),d)
ocurre que H(h™'(D),{p}) < 2.

Por el Teorema existe A" € C(q,Y), que contiene una m — celda, tal
que Hy(A', {h({p})}) < é. Esto implica que h=(A") C By ({p}, L), entonces
h_l(A/) C A. Es claro que, h_l(A/) contiene una m — celda, lo cual es una
contradiccién, ya que A es una n — celda, asi n > m. Analogamente se puede
demostrar que m > n. Por lo tanto, m = n. O
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El Teorema [2.9| asegura que en una grafica finita X, dados p,q € X tales
que C(p, X) ~ C(q, X), se cumple lo siguiente:

1. Sipe E(X), entonces ¢ € E(X).

X)
2. Sip e O(X), entonces g € O(X).
X)

3. Sip € R(X), entonces q € R(X).

Definicién 2.10. Sea X una grdfica finita, que no es un arco. Si q € E(X),
denotamos por v(q) al uinico punto en R(X) tal que la componente Q) de
X —{v(q)}, que contiene a q, satisface que QU {v(q)} es un arco.

Un punto v(q) es el primer punto de ramificaciéon que nos encontramos,
si caminamos sobre la gréfica finita saliendo desde p.

v(p)

q v(q)

Figura 2.2: Puntos v(q) y v(p).

Teorema 2.11. Sea X wuna grdfica finita distinta de un arco. Si e1,es €
E(X) yC(e1, X) = C(eq, X), entonces ord(v(ey), X) = ord(v(es), X).

Demostracion. Sea h : C(e1, X) — C(e2, X) un homeomorfismo. Considere-
mos las aristas de X, [} = ejv(ey) y lo = eqv(ez), donde n = ord(v(e;), X) > 3
y m = ord(v(ez),X) > 3. Sea A € C(ey,l1) — {l1}, podemos suponer
que A = eyr, para algin r € [; — {v(e;)}. Tomemos ¢ = d(r,v(e1)) vy
supongamos que h(A) ¢ C(ea,lz). Como la funcién inversa de h es con-
tinua, h~! es continua en h(A), entonces existe § > 0 tal que, para todo
D € By (h(A),d) se cumple que H(h™'(D), A) < e. Por como se ha elegido
e se cumple que, h™*(D) € C(ey,l;) para cada D € By(h(A),d). Es claro
que h(A) € C(e2, X) y como h(A) ¢ C(ea,l2) se cumple que v(eg) € h(A).
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Asi, por el Teoremal2.8] existe A C C(v(e2), X), que contiene una m — celda,
tal que Hao(A,{h(A)}) < 6. Esto implica que A C Bg(h(A),d) y por ende
h='(A) C C(ey,l1). Es claro que h'(A) contiene una m-celda. Pero por el

Teorema C(e1,l1) es un arco, que es una contradiccién. Por lo tanto,
h(A) € 0(62, lg)

Sea {A,}52, C C(ey,l1) — {l;} una sucesiéon que converge a [y, por la
continuidad de h, se cumple que la sucesion {h(A,)}22, C C(ey,lz) converge
a h(ly) y por ser C(eq, l3) cerrado, se tiene que h(ly) € C(eq, ).

Veamos que h(ly) = ly. Supongamos que h(ly) # ly, entonces h(ly) = ear,
para algin r € ls—{v(ez)}. Sea e = d(r,v(ez2)), por la continuidad de h, existe
d > 0 tal que, para cada D € Bg(ly,9) se cumple que H(h(D),h(ly)) < e.
Por como se eligié € tenemos que, h(D) € C(eq,ly) para cada D € By(ly,0).
Como v(eq) € Iy, por el Teoremal2.8] existe A C C(v(e;), X), el cual contiene
una n — celda y ademas Hs(A, {l;}) < §. De esto tltimo, se tiene que A C
By (ly,9) y por lo tanto h(A) C C(eq,l3), lo cual es una contradiccién, porque
por [9, Teorema 3.17] C'(eq,l3) es un arco y h(.A) contiene una n-celda. Por
lo tanto, h(ly) = Is.

Con argumentos andlogos, se prueba que h=(C(ey, 13)) C C(ey,ly), en-
tonces h(C(e1,l1)) = C(ea,ls). Definamos los siguientes conjuntos: Y; =
(C(Gl,X)—C(Gl,ll))U{ll}, Yé = (C(GQ,X)—C(GQ,ZQ))U{ZQ}, Zl = Cl(X—ll)
y Zy = cl(X —ly). Ahora definamos las funciones, f; : Y1 — C(v(e1), Z1)
por fi(A) = (A —hL)U{v(e)} y f2 2 Yo = Clu(e2), Z2) por fo(B) =
(B — l3) U {v(ez)}. Observe que las funciones f; y fo son homeomorfis-
mos, asi Y1 ~ C(v(e1),Z1) y Yo = C(v(e2), Zs). La funcién h da un ho-
meomorfismo entre Y; y Y, entonces C(v(e1), Z1) = C(v(eq), Z3), luego por
el Teorema [2.9] se cumple que ord(v(e;), Z1) = ord(v(es), Z2). Es claro que,
ord(v(er), X) = ord(v(er), Z1) + 1 y ord(v(ez), X) = ord(v(es2), Z2) + 1, por
lo tanto, ord(v(ey), X) = ord(v(ez), X). O

Definicién 2.12. Sean X una grdfica finita, p € O(X) y vw la arista que
contiene a p, con v,w € V(X). Se define

ord(v, X) + ord(w, X), siv#w,

ord(v, X), STV =w.

E(nX):{
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Teorema 2.13. Sean X un continuo y L € C(X). Entonces, L esta con-

tenido en el corazon de un k — odo de X si y solo si C(L,X) contiene una
k — celda.

La demostracién se puede consultar en [12] Corolario 3.15.

Teorema 2.14. Sea X una grdfica finita. Si A es una arista de X y p €
O(X)N A, entonces C(p, X) contiene una X(p, X) — celda.

Demostracion. Sea A = vw, con v,w € V(x). Tenemos los siguientes dos
casos:

1. v = w. Sea k = ord(v,X) = X(p, X). Se tiene que A es una curva
cerrada simple, consideremos A; = pv y Ay = pw de tal manera que
A = A; U A, Tomemos py,py € X, con p; # po, tal que A; = pp; U

p1p2 U pov. Podemos tomar ¢y, qo, ..., qr_o € X, puntos distintos dos a
k—2

dos, tales que vg; Nvg; = {v}, j # i. Sea V = U vg;, observar que

Y =V Uwvp; Upow es un continuo. Si M = pw, seZ clumple que Y — M
tiene exactamente k componentes en Y, es decir, Y es un k — odo y
p € M, donde M es el corazon. Luego, por el Teorema C(p, X)
contiene una 3(p, X) — celda.

2. v # w. Sean k; = ord(v,X) y ka = ord(w,X). Podemos tomar
1, ...,k € X, puntos distintos dos a dos, tal que vr; Nvr; = {v},

t # 7. También es posible seleccionar s1, ..., s, € X, puntos distintos
k1

dos a dos, tales que ws; Nws; = {w} cuando i # j. Sean V = U vr; Y

=1
ko

W = U ws;, no es dificil probar que Y =V U AU W es un continuo y
i=1

que Y — A tiene k; + ks = X(p, X)) componentes en Y, es decir, Y es

un X(p, X) —odo y A, es el corazén. Como p € A por el Teorema

se cumple que C(p, X) contiene una X(p, X ) — celda.
]

Lema 2.15. Sean X una grdfica finita distinta de un arco o una curva cerra-
da simple, p € O(X) y 1 = ab la arista que contiene a p. Entonces, para cada
A € C(p,1) tal que AN{a,b} #0 ypara 1 > e > H(A,I) existen A,B dos
k-celdas, tales que A C (By(A,e)—C(p,1))U{l} C B, donde k = X(p, X)—2.
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Demostracion. Sean ky = ord(a, X) y ko = ord(b, X'). Tenemos dos casos.

Caso 1 A = [. Para este caso, tenemos dos subcasos:

Subcaso 1 (a)

Subcaso 1 (b)

a = b. En este caso, [ es una curva cerrada simple y ¥(p, X) = ky.
Podemos tomar r1,79,...,7, € O(X) tal que: ar; es un arco que
emana de a tal que ar; Nar; = {a} y d(a,r;) < €. Supongamos,
sin perder generalidad, que ary,,ary,—1 C [. Consideremos ahora
A; = lUar;. Por el Teorema [1.38] existe f; : [0,1] — C(l, 4;) un
arco ordenado de [ a A;, cabe resaltar que f; lo elegimos como

un homeomorfismo. Tomemos ahora f : [0,1]*72 — C(p, X) tal
k-2

que f(x17$27"'axk1—2) - U f(xl) Sea 'A = f([()? 1]k1_2)’ note

i=1
que H(l, A;) < e y ademas, AN C(p,1) = {l} lo cual implica que
A C (By(l,e) — C(p,1)) U{l}.

Ahora tomemos ¢, ga, ..., qx, € O(X) tal que: ag; es un arco que
emana de a tal que ag;Nag; = {a} y e < d(a,q;) < 1. Supongamos,
sin perder generalidad, que aqy,,aqi,—1 C [. Consideremos ahora
B; =l U ag,. Por el Teorema existe f; : [0,1] — C(I, B;) un
arco ordenado de [ a B;, cabe resaltar que f; lo elegimos como

un homeomorfismo. Tomemos ahora f : [0,1]*72 — C(p, X) tal
k1 —2

que f(z1, T, ..., Ty _2) = U f(z;). Sea B = f([0,1]*72), por la

construccion de f se cumple que (Bg(l,e) — C(p,1)) U{l} C B.

a # b. Se tiene que X(p, X ) = ki + ko. Podemos tomar 7, ..., 7y, €
O(X) tal que: ar; es un arco que emana de a tal que ar;Nar; = {a}
y d(a,r;) < €. Supongamos, sin perder generalidad, que ary, C [.
Consideremos ahora A; = [ Uar; para 1 < i < k; — 1. Por el
Teorema [1.38] existe f; : [0,1] — C(l, A;) un arco ordenado de [ a
A;, cabe resaltar que f; lo elegimos como un homeomorfismo. A su
vez, podemos tomar ks puntos qe,, Qe 11, - Qe +ko—1 € O(X) tal
que: bg; es un arco que emana de b tal que bg;Nbg; = {b} y d(b, ¢;) <
€. Supongamos, sin perder generalidad, que bgy,+r,—1 C [. Para
k1 <1 < ky + ky — 2 consideremos B; = [ U bg;. Por el Teorema
[1.38] existe f; : [0,1] — C(l, B;) un arco ordenado de [ a B;, cabe
resaltar que f; lo elegimos como un homeomorfismo. Tomemos
ahora f : [0, 1]k1+*2=2 — C(p, X) tal que f(x1, 22, ..., Th 1hy2) =
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ker+ha—2
U f(x;). Sea A = f([0,1]*+*272) por la construccién de f
i=1

se cumple que A C (Bg(l,e) — C(p,1)) U {l}. Para construir el

conjunto B, basta tomar a los puntos ry, 79,7, -1 tales que € <

d(a,m;) < 1Y Qrys Qky41s - Gy +ko—1 que cumplan que € < d(b, g;) <

1, con esta diferencia, siguiendo los pasos para construir A, se

cumplird que (Bg(l,e) — C(p,1)) U{l} C B.

Caso 2 A # [. Nuevamente tenemos dos subcasos:

Subcaso 2 (a) a = b. Este caso es andlogo al caso 1(a).

Subcaso 2 (b) a # b. Supongamos, sin perder generalidad, que A = ac, donde
¢ € (ab). Dependiendo del orden de a y b se cumple alguno de los
casos siguientes:

)

k1 = 1, esto implica que ky > 3y X(p,X) = kg + 1. Po-
demos tomar rqy,rs,...,rg,—1 € O(X) tal que: cr; es un ar-
co que cumple con cr; Ner; = cb, r; # rj para i # jy
H(Al) < d(c,r;) < e. A su vez, también podemos tomar
15 G2, - Qre—1 € O(X) tal que: cg; es un arco que cumple con
cgiNeg; = cbye <d(e,q) <1 Tomando A, = AUcr;, y
procediendo como en el inciso 1(a), se construye el conjunto
A, a su vez tomando B; = AU cg;, y procediendo como en el
inciso 1(a), se construye B.

ki > 3. El orden de b tiene dos posibles valores, ks = 1 o
ko > 3. Si ks = 1 se cumple que X(p, X) = k; + 1, podemos
tomar 71,79, ...,7k,—1 € O(X) tales que: ar; es un arco que
emana de a con ar; Nar; = {a}, ar; Nl = {a} y d(a,1;) < e.
Eligiendo A; = A U ar; y siguiendo los pasos del inciso 1(a)
se cumple lo deseado. Por otro lado, si ks < 3 nuevamente
tomemos 1,7, ..., 7,1 € O(X) tales que: ar; es un arco que
emana de a con ar; Nar; = {a}, ar; Nl = {a} y d(a,r;) <
e, ademas qg,, Qky+1; - Qe +kn—2 € O(X) tal que: cg; es un
arco que cumple con c¢g; Necg; = cby H(A 1) < d(c,q;) < e.
Tomando estos puntos, la construccién del conjunto A, es
como en el inciso 1(b). A su vez, al modificar d(a,r;) < € por
e <d(a,r;) <1y H(A) <d(e,q) <epore<dc,q)<1l,
se construye el conjunto B como en el inciso 1(b).
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]

Teorema 2.16. Sea X wuna grifica finita. Si p,q € O(X) y C(p,X) =
C(q, X), entonces X(p, X) = 3(q, X).

Demostracion. Sea h : C(p, X) — C(¢, X) un homeomorfismo. Sea l; = ab,
con a,b € V(X), la arista de X que contiene a p y ly = cd, con ¢,d €
V(X), la arista de X que contiene a ¢q. Podemos suponer que ord(b, X) =
n,ord(c, X) =m > 3.Sea A € C(p, 1) tal que AN{a,b} = 0. Podemos tomar
e = min{d(a, A),d(b, A)} > 0 y supongamos que h(A) ¢ C(g,lz). Como la
funcién inversa de h es continua, h~' es continua en h(A), entonces existe
§ > 0 tal que para todo D € Bgy(h(A),d) se cumple que H(h™(D), A) < e.
Por como se ha elegido € se cumple que, h™'(D) € C(p,l;) para cada D €
By (h(A),0). Es claro que h(A) € C(q,X) y como h(A) ¢ C(q,l2) podemos
suponer, sin perder generalidad, que ¢ € h(A). Asi, por el Teorema ,
existe A C C(e, X), que contiene una m-celda, tal que Ha(A,{h(A)}) < 0.
Esto implica que A C By (h(A),d) y por ende h~'(A) C C(p,l;). Es claro
que h~(A) contiene una m-celda. Pero por el Teorema , C(p,l1) es una
2-celda, lo cual es una es una contradiccién. Por lo tanto, h(A) € C(q, ).

Si AN {a,b} # 0 podemos tomar una sucesién {A4,}>2, < C(p,l;), con
A, N{a,b} = () para toda n € N, tal que converge a A, de lo anterior
{h(A,)}2, C Clq,ls) y, por la continuidad de h, se cumple que la sucesién
{h(An)}5°, converge a h(A) y por ser C(q,l2) cerrado, se tiene que h(A) €
C(Q7 ZQ)

Por lo tanto, h(l;) C ly. Se puede probar que h(ly) N {c,d} # 0. Asi, se
cumple que h(C(p,l;)) C C(p,ls) y de forma andloga, tenemos que
h=1(C(q,12)) € C(p,l), por lo tanto h(C(p,l1)) = C(q,ls).

Supongamos que (g, X) < X(p, X). Veamos que esta suposicién implica
que h(ly) ¢ C(q,ls), lo cual es una contradiccién. Para ello, consideremos dos
casos:

1. h(ly) = l. De la continuidad de h existe 1 > ¢ > 0 tal que h(Bg(l1,6)) C
By(lz, 3). Luego, por el Lema existen A una (X(p, X) — 2)-celda
tal que A C (Bgy(A,d) — C(p,l1)) y B una (3(q, X) — 2)-celda tal
que (By(ly,e) — Cl(q,l2)) U {lo} C B, por como es h, se cumple que
h(A) C B, lo cual es una contradiceon.
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2. h(ly) # l3.Podemos suponer, sin perder generalidad, que h(ly) = cr,
con r € (cd). Para 1 > ¢ > H(cr,ly), de la continuidad de h existe
1 >4 > 0 tal que h(By(l1,6)) C Bp(cr,e). Luego, por el Lema [2.15
existen A una (X(p, X) — 2)-celda tal que A C (Bg(l1,6) — C(p, 1)),
y B una (X(q, X) — 2)-celda tal que (Bgy(cr,e) — Cl(q,l2)) U{la} C B,
por como es h, se cumple que h(A) C B, lo cual es una contradiccén.

Por lo tanto, ¥(gq, X) > ¥(p, X). De manera andloga, se ve que la desigualdad
¥(q,X) > X(p, X) no es posible. Por lo tanto, ¥(¢q, X) = X(p, X). O

Culminamos este capitulo con un corolario que sera de utilidad en los
capitulos 4 y 5.

Corolario 2.17. Sean X una grdfica finita y p,q € X. Si se cumple alguna
de las siguientes condiciones

1. ord(p,X) # ord(q,Y),

2. ord(v(p), X) # ord(v(q),Y),

3. X(p, X) # (g, X),
entonces C(p, X) # C(q,Y).
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Capitulo 3

El espacio K(X)

En este capitulo se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes
que debe cumplir un continuo X, para que K(X) sea compacto, véase el
Teorema 3.8l Ademds, se da un continuo X para el cual K(X) no es com-
pacto, véase el Ejemplo 3.9 A su vez, se da una condicién necesaria para
que K(X) sea conexo, véase Corolario También se da un ejemplo de
un continuo X, para el cual K(X) no es conexo, véase el Ejemplo [3.14] Se
culmina el capitulo mostrando una relacién entre el grado de homogeneidad
de un continuo X y el tamano de K (X).

3.1. Compacidad y conexidad

Definicién 3.1. Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Se define el
hiperespacio K(A, X) = {C(p,X) : p € A} y se denota K(X, X) por K(X).

Definicién 3.2. Para un continuo X y A un subconjunto de X, se define la
funcion 74 : A — K(A, X), por ta(p) = C(p, X). Si A = X denotamos 7x

simplemente por T.

Teorema 3.3. 5i X es un continuo y A C X, entonces la funcion T4 es
biyectiva.

Demostracion. Sean X un continuo y A C X. Veamos que 74 es inyectiva,
para ello, tomemos p,q € A tales que p # g. Observe que {p} € C(p, X),

pero {p} & C(q, X), por lo que C(p, X) # C(q, X), es decir, T4(p) # 74(q) y,
por ende, 74 es inyectiva. Claramente 74 es suprayectiva. O]
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Teorema 3.4. Si A es un subconjunto de un continuo X, entonces la funcion
7' K(A, X) = A es continua.

Demostracion. Sean A C X y p € A. Tomemos {C(pn, X)}o2, C K(A, X)
una sucesién que converge a C'(p, X).
Dado € > 0, existe ng € N tal que, para toda n > ng se cumple que:

Hy(C(pn, X),C(p, X)) <e.
Asi, para cada n > ng se cumple:
C(p,X) C Nu(C(pn, X),e€).

Esto asegura que existe £ € C(p,, X) tal que {p} € Bgy(F,¢), asi E C
N({p},e) y como p, € E, se cuample que d(p,,p) < €. Entonces, d(p,,p) < €
para cada n > ng, por ende, la sucesion {p,}5°, converge a p, es decir,
{7:1(C(pn, X))}, converge a 7,1 (C(p, X)). Por lo tanto, 7, ' es continua.

O

A continuacién, se exponen algunas condiciones necesarias y suficientes
que debe cumplir un continuo X, para que K (X) sea compacto. Ademés, se
da un continuo X, para el cual K(X) no es compacto. Para ello, es necesario
definir el concepto de propiedad de Kelley.

Definicién 3.5. Sean X un continuo y x € X. Decimos que X tiene la
propiedad de Kelley en x, si para toda sucesion {x,}>°; C X que converge
a x y, para cada A € C(x,X), existe una sucesion {A,}>2, C C(X) que
converge a A, donde A, € C(x,,X).

Un continuo X tiene la propiedad de Kelley, st X tiene la propiedad de Kelley
en todos sus puntos.

El siguiente ejemplo aclara la Definicién [3.5 Consideremos en el plano
cuclidiano R? los siguientes puntos: a = (—1,0), ap = (0,0) y a,, = (0,+)

para cada n € N. Dados dos puntos ¢,d en el plano, se entiende por cd
(e.]

al segmento de recta que une ¢ con d. Se define A, = U aa,, Ccomo
neNU{0}

el abanico armonico, véase Figura 3.1. Es claro que, A, es arco-conexo y
compacto. Por lo tanto, A4 es un continuo. Veamos que A, tiene la propiedad
de Kelley.

Sean x € A, {x,}52, una sucesién que converge a x y A € C(x, Ag). Si
A = {z} es inmediato. Supongamos que A # {x}, se tienen dos casos: (1)
xr ¢ aayy (2) x € aap.
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(1)

Figura 3.1: Abanico armoénico.

En este caso, existe n, € N tal que, = € aa,,. Observe que, debe existir
no € N tal que, z,, € aa,, para toda n > ng, por ende, xx,, C aa,,.
Construimos la sucesion {4;}3°, de la siguiente manera: para i < n,,
sea A; = A, y, para i > n,, tomamos A; = AU xx;.

Es claro que, A; € C(x;, X) para toda i. Dado € > 0, existe n; € N tal
que, d(z,z,) < 5, para toda n > n;. Consideremos N = méx{ng, n1},
asi, para toda n > N se cumple que, z,, € aa,, y d(z,r,) < 5. Dado
y € xx, se tiene que d(z,y) < 5. Si i > N, es inmediato que A C
N(A;,5). Para y € A; se tienen dos casos: (1) si y € A es claro que,
y € N(A,5). (2) siy € zx; se cumple que d(z,y) < 5y, por ende,
y € N(A4,5). Concluimos que, H(A;, A) < ¢ para toda ¢ > N. Por lo
tanto, {A;}5°, converge a A.

Para este caso definamos los conjuntos, N' = {n € N : 2, € aag} y
N"={n € N:um, ¢ aa}. Si N" es finito, se sigue como el caso (1).
Supongamos que N, es infinito. Para n € N, sea m,, € N tal que,
T, € aa,,,. Dependiendo de la naturaleza de A, se tienen dos subcasos:

(a) A Caayy (b) AL aayp.

(a) En este caso tenemos la certeza de que A es un arco, digamos que
D, ¢ son sus puntos extremos, es decir, A = pq. Sean y,, y, las rectas
perpendiculares a aay que pasan por p y ¢ respectivamente. Para
i € N” consideremos ¢i =Yg Ay, Y Pi = Yp N aay,,. Construimos
la sucesién {4;}2°, de la siguiente manera, para i € N tomamos

; = AUzx;, para i € N, consideraremos A; = p;q; U z;p;. De
este modo A; € C(x;, X), para toda i. Por la construccién se tiene
que, {A;}3°, converge a A.

o0
(b) Sea p € aayg talque, ap = (A— U aa,)U{a}, observar que ap es un
neN
arco contenido en aag, donde a y p son sus puntos extremos. Ahora,
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sea Yy, la recta perpendicular a aag que pasan por p. Para i € N !
consideremos p; = y, N aa,,. Construimos la sucesién {A4;}2, de
la siguiente manera: para i € N " tomamos A; = AU z; y, para
i € N consideramos B; = ax; U xip; y Ai = AU B;. Es claro que
A; € C(x;, X), para toda i. Por como se ha construido {A4;}:°,, se
cumple que esta converge a A.

Por lo tanto, de (1) y (2) se tiene que A; tiene la propiedad de Kelley.

Consideremos b = (1,0), el continuo Ay, = A U agb se conoce como
abanico armoénico con pata alargada, véase Figura 3.2.

Figura 3.2: Abanico arménico con pata alargada.

Con este cambio, el continuo A,, no tiene la propiedad de Kelley. Observe
que, la sucesion {a,}>2,; C Ag, converge a ag. Si A = agb, A € C(ag, Asa),
sin embargo, no existe una sucesién {A;}2, C C(As,) que converga a A tal
que, A; € C(a;, Ag,) para toda i. Por lo tanto, Ay, no tiene la propiedad de
Kelley.

Teorema 3.6. Si X es un continuo, v € X y {x,}02, es una sucesion que
converge a x, entonces lim sup C(z,, X) C C(z, X).

Demostracién. Si A € limsup C(z,,, X ), entonces A € 2% y para cada k € N,
existe n; € N tal que,

By (A, %) NC(zy,, X) # 0.

Podemos tomar A,, € C(z,,,X) tal que H(A, A,,) < 1. La sucesién
{4,172, C C(X) converge a A, entonces A € C(X). Para probar que
r € A, supongamos que = ¢ Ay consideremos r = min{d(z,a) : a € A},
por ser A un continuo se cumple que r > 0. Tomemos ahora ¢ = § y no-
te que, d(r,a) > ¢ para toda a € A. Para § > 0 existe m € N, tal que

38 Felipe de Jesus Aguilar Romero



El espacio K (X) 3.1 Compacidad y conexidad

d(zy,,, x) < 5y H(A,,,A) < 5. Deesto A, C Ng(A,5)ycomoz,, €A,,,
debe existir ag € A tal que d(zy,,,a0) < 5. Por la desigualdad del tridngulo
d(z,a0) < d(x,p,) +d(Tn,,a0) <&, que es una contradiccion. Por lo tanto,

reAyAeC(x, X). O

Teorema 3.7. Sea X un continuo. Entonces, la funcion 7 : X — K(X) es
continua st y solo st X tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad de Kelley. Sean x € X
y {x,}52, € X una sucesién que converge a . Como X tiene la propiedad
de Kelley en x, dado D € C(x,X) existe {D,}>*, C C(X) una sucesién
que converge a D, tal que D,, € C(z,, X). Entonces, para cada ¢ > 0 existe
no € N, tal que, para cadan > ng, H(D,,, D) < ¢, asi, By(D,e)NC(x,, X) #
0, cuando n > ng. Dado D € C(z, X), para cualquier abierto U en 2% que
contenga a D, se cumple que, UNC(x,,, X) # 0 para toda n € N excepto para
un ndmero finito, es decir, C(x, X) C liminf C(z,, X). Por el Teorema
se tiene que lim sup C'(z,,) C C(x, X), esto implica que lim C(z,,) = C(z, X),
es decir, la sucesion {7(z,)}>2; converge a 7(z). Por lo tanto, 7 es continua.

Ahora, sean z € X, A € C(x,X) y {z,}?2, C X una sucesién que
converge a x. De la continuidad de 7, se tiene que {C(x,, X)}52, converge a
C(z, X). Asi, para cada n € N existe m,, € N, tal que, para toda m > m,, se
cumple que:

Hy(Clm, X), O, X)) < %

Podemos tomar la sucesion de {m,}>*, de tal forma que sea estricta-

mente creciente. Construimos la sucesion {4;}5°, como se muestra a con-
tinuacién. Para ¢ € {1,...,m; — 1} tomamos A; = X. Dados j € Ny
i€ {mj,....,mj — 1}, como ¢ > m; se cumple C(x, X) C Ny (C(z;, X), %),
entonces, para cada ¢ € {m;, ....,m;j;1 — 1} podemos elegir A, € C(z;, X) tal
que H(A;, A) < % Esto se hace para cada j € N y se obtiene la sucesién
{A4;}2, € C(X), tal que A; € C(x;, X). Como {m,}22, es estrictamente
creciente, los elementos A; estan bien definidos para toda ¢ € N. Dado ¢ > 0,
existe n € N, tal que % < €, para esta misma n existe m,, € N tal que, para
toda m > m, se cumple que H(A,,, A) < . Por lo tanto, {4;}32; converge
a A, asi, X tienen la propiedad de Kelley en x. O

El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes, que debe
cumplir X, para que K(X) sea compacto.
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Teorema 3.8. Sea X un continuo. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes:

(1) K(X) es compacto;

(2) La funcion 7 : X — K(X) es continua;
(8) X tiene la propiedad de Kelley;

(4) X = K(X).

Demostracion. Veamos que (1) < (2), es claro que, (2) = (1). La funcién
771 es continua por el Teorema y, biyectiva por el Teorema . Como
K (X) es compacto, T es continua, es decir, (1) = (2).

(2) < (3) por el Teorema [3.7 Si suponemos (3), por el Teorema [3.7]
se cumple (2) y, por lo tanto, se cumple (1), luego, por ser 7 biyectiva,
concluimos que X ~ K(X), es decir, (3) = (4). Si suponemos (4), se cumple

(1), por lo que (4) = (3), asi (3) & (4). O
Ejemplo 3.9. Eziste un continuo X tal que, K(X) no es compacto.

Demostracion. Consideramos el abanico armoénico con pata alargada As,.
Sabemos que, A, no tiene la propiedad de Kelley, luego, por el Teorema [3.8]
K (As,) no es compacto. O

En conclusion, si X es un continuo, esto no implica que K (X) sea un
continuo. Para poder dar més detalles de la compacidad de K(X), es nece-
sario agregar la hipotesis de que X sea localmente conexo, esto se trata a
continuacion.

Teorema 3.10. Si X es un continuo y B un subespacio localmente conexo
de X, entonces la funcion 75 : B — K(B, X) es continua.

Demostracion. Sea p € By € > 0. Por ser B localmente conexo, podemos
tomar U abierto y conexo, tal que p € U C B y diam(U) < §. Veamos que

78(U) C Br,(78(p), €).

Sean ¢ € U, K € C(p, X) y consideremos D = K U cl(U). Es claro que D €
C(¢,X), ademés D C N(K,e) y K C N(D,¢), luego H(D, K) < ¢, entonces
C(p,X) C Ny(C(q,X),e). Dada L € C(¢q,X) y tomando £ = L U cl(U),
se cumple que £ C N(L,e) y L C N(E,¢), por ende H(E,L) < . Como
E € C(p,X), entonces C(q, X) C Ny(C(p, X),e). Finalmente, se tiene que
Hy(15(q),78(q)) = H2(C(q,X),C(q, X)) < €. Asi, 75 es continua. O
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Ahora se da una condicién necesaria para que K (X) sea conexo.

Corolario 3.11. 5i X es un continuo y B un subespacio localmente conexo
de X, entonces B ~ K (B, X). En particular, K (B, X) es localmente conezo.

Demostracion. T4 es biyectiva por el Teorema 7' es continua por el

Teorema [3.4] y, finalmente, 7 es continua por el Teorema [3.10] Por lo tanto,
B~ K(B,X). O

Corolario 3.12. Si X es un continuo localmente conexo, entonces K(X) es
conexo y localmente conexo.

Demostracion. En este caso X ~ K(X). O

Teorema 3.13. Sean X un continuo y B un subespacio de X. Entonces, B
es arco-conexo si y solo si K(B,X) es arco-conezo.

Demostracion. Supongamos que K (B, X) es arco-conexo, por el Teorema
, se cumple que 75" : K(B,X) — B es continua, asi 75 (K (B, X)) = B
s arco-conexo.

Ahora supongamos que B es arco-conexo y sean p,q € B, se tiene que
C(p,X),C(q,X) € K(B,X). Por ser B arco-conexo, existe una funcién f :
[0,1] — B tal que f([0,1]) = A es un arco y f(0) = p, f(1) = ¢q. Como f
es un encaje y [0, 1] es localmente conexo, se cumple que A es un subespacio
localmente conexo de X. Luego, por el Teorema se cumple que T4
es continua y, por lo tanto, (74 o f)([0,1]) es un arco en K(B,X), donde
(Tao f)(0) = C(p,X) y (tao f)(1) = C(q, X). De este modo, K(B, X) es
arco-conexo. ]
Ejemplo 3.14. Eziste un continuo X tal que K(X) no es conezxo.
Demostracion. Sea A= {(0,y) e R? :y € [-2,2]} y B = {(z,sen(1)) e R*:
x € (0,7]}. Tomando X = AU B, entonces X es un continuo, el cual no es
localmente conexo.

Dado que A, B son localmente conexos, por el Corolario [3.11], se cumple
que A~ K(A, X)y B~ K(B,X), por ende K(A, X) es cerrado en K(X).

Si suponemos que K (B, X) no es cerrado en K(X), debe existir x € Ay
{z,}?2, C B una sucesiéon convergente a z, tal que, la sucesién
{C(x,, X))}, € K(B,X) converge a C(z, X).

Sea M = {0} x [—1,1], podemos tomar un arco K € C(z,X) de tal
manera que K N (X — M) #0y M N (X — K) # (. Por como se ha elegido
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a K, podemos asegurar que alguno de sus puntos extremos, digamos p, no
pertenece a M. Sea r = w, se cumple que 1 > r > 0. Dadon € Ny
D € C(z,, X), no es dificil probar que d(p,q) > 1, para todo ¢ € D, por lo
tanto d(p, D) > r. Asi, H({p}, D) > r, como {p} € C(x, X), se cample que
C(z,X) € Ng(C(zn, X),r) para toda n € N, esto es una contradiccién. Por
lo tanto, K (B, X) es cerrado en K (X). Porser K(A, X), K(B, X) disjuntos y
no vacios, con K(X) = K(A, X)UK (B, X), se tiene que K (X) es disconexo.

Sin embargo, K (X) es localmente conexo por el Corolario [3.11] O]

Entonces, si X es un continuo, la conexidad de X no necesariamente la
hereda K (X). Esto reafirma que, si X es un continuo, esto no implica que
K(X) sea un continuo. Los siguientes teoremas culminan el tema sobre la
compacidad de K(X), los cuales son consecuencia del Teorema [3.10]

Corolario 3.15. Sean X wun continuo y A € C(X). Si A es localmente
conezxo, entonces A tiene la propiedad de Kelley.

Demostracion. Por el Teorema |3.10] se cumple que 74 es continua, luego por
el Teorema [3.7] A tiene la propiedad de Kelley. O

El reciproco de este corolario es falso, para ver esto basta considerar
el abanico armoénico, ya que este tiene la propiedad de Kelley, pero no es
localmente conexo.

Corolario 3.16. Sean X wun continuo y A € C(X). Si A es localmente
conezo, entonces K(A, X) es compacto.

Teorema 3.17. Sea X una grifica finita, entonces K(X) es un continuo.

Demostracion. Del Corolario se tiene que una grafica finita es localmente
conexa, entonces por los Teoremas y[3.11, K(X) es un continuo. O

3.2. Grado de homogeneidad de X y tamano

En esta seccién se presentan los conceptos de homogeneidad de un con-
tinuo X y el tamafio de K(X), y se brinda una relacién entre estos dos con-
ceptos. Para ello, note que dado un continuo X, si dos elementos de K (X)
son homeomorfos, esto define una relacién de equivalencia ~ en K(X).

Definicién 3.18. Sea X un continuo y n € N, decimos que K(X) tiene
tamamno n, si el espacio cociente K(X)/ = tiene cardinalidad n.
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Lema 3.19. Sean X,Y continuos, p € X y f: X = Y un homeomorfismo,
entonces C(p, X) ~ C(f(p),Y).

Demostracion. Dado p € X basta considerar la funcién C(f), : C(p, X) —
C(f(p),Y) tal que C(f),(A) = f(A), ya que este es un homeomorfismo. [

Definicién 3.20. Si Y es un conjunto y (G,-) un grupo, decimos que Y es
un G-conjunto si existe una funcion (accion) ay : G XY =Y tal que:

1. ay(ld,z) =z para caday €Y,
2. ay(f,a(g,z)) =ay(f-g,x) para toda f,g € G yx €Y.

Sea X un continuo y H(X) ={f: X — X : f es homeomorfismo}. Se
cumple que (H(X), o) es un grupo, donde o es la composicién. El continuo X
es un H(X)-conjunto con la acciéon ax : H(X) x X — X, ax(f,z) = f(x).

Definicién 3.21. Sea Y un G-conjunto. Dado y € Y, la orbita de y bajo
la accion oy es:

O(y) ={a(f,y): f€G} CY.

Dado x € X, la 6rbita de x bajo la accién ax es O(z) = {f(x) : f € H(X)}.
Con ayuda de las érbitas se define la siguiente relacion de equivalencia en
X:

r=y < re€0(y) (A),

donde las clases de equivalencia son las érbitas, las cuales brindan una
particion de X.

Definicién 3.22. Sean X un continuo y n € N, decimos que el espacio X
es %—homogéneo o que X tiene grado de homogeneidad n, si X tiene
exactamente n orbitas distintas. De otra manera, X es %—homogéneo st la
cardinalidad del espacio cociente X / = es igual a n. Llamamos homogéneo

a cualquier espacio 1-homogéneo.

Podemos afirmar que si y € O(x), entonces O(x) = O(y). Damos a
continuacion algunos ejemplos de estos espacios.

Definicién 3.23. La curva cerrada simple es cualquier conjunto homeo-
morfo al subconjunto S* = {x € R? : ||z|| = 1}, donde || - || es la norma
euclidiana en R?.

Tesis de maestria 43



3.2 Grado de homogeneidad de X y tamano El espacio K (X)

Ejemplo 3.24. La curva cerrada simple S* es homogéneo y ademds K(S*)
tiene tamano 1.

Demostracion. Haciendo uso del homeomorfismo de la rotacién, se obser-
va que todos los elemetos de S! pertenecen a una misma O6rbita, es de-
cir, S' es homogéneo. Por lo tanto, dados dos puntos p,q € X, existe
un homeomorfismo f : S* — S tal que f(p) = ¢y, por el Lema [3.19
C(f) : C(p,X) = C(q,X) es un homeomorfismo, as{ K(S!) tiene tamario
1. m

Ejemplo 3.25. El intervalo [0,1] es $-homogéneo y, ademds K([0,1]) tiene
tamano 2.

Demostracion. Sea f € H([0,1]), primero veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Su-
pongamos que f(0) ¢ {0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es sobreyectiva, exis-
ten

r,s € (0,1] con r # s, tales que f(r) =0y f(s) = 1, supongamos, sin perder
generalidad que r < s. Definiendo la funcién h(z) = f(z)— f(0), tenemos que
h(r) < 0 < h(s), por lo que existe ¢ € [r, s, tal que f(c) = f(0) y asi ¢ =0,
pero esto es una contradiccién, por lo tanto, f(0) € {0, 1}. De forma andloga
se puede probar que f(1) € {0,1}. Asi, tenemos que O(0) = {0,1} = O(1).

Veamos ahora que O(3) = O(y), para toda y € (1,0). Sea y € (0,1) y
consideremos la funcién f, : [0,1] — [0, 1] definida por:

1

2y, six €0, z],
fy(x) = 9 . 1 2
1-y)z+2y—1 size(z1]

Tenemos que f, € H([0,1]) y, ademés fy(%) =y, es decir, y € (’)(%) Por lo
tanto, O(y) = O(3). Asi, solo existen dos drbitas en [0,1], que son O(0) y
O(3), por lo tanto [0,1] es 3-homogéneo.

Para ver que en K([0,1])/ ~ solo hay dos clases de equivalencia, cu-
yos representantes son C(0,[0,1]) y C(3,[0,1]), se debe utilizar el Teorema
2.2] porque este asegura que no existe un homeomorfismo entre C/(0, [0, 1])
o C(1,[0,1]) y C(z,[0,1]) para toda = € (0,1). Por lo tanto, K(S') tiene
tamano igual a 2. O

Ejemplo 3.26. FEl triodo simple Ty es %-homogéneo y K(T3) tiene tamano
3.
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Figura 3.3: Triodo simple.

= Los puntos en color negro pertenecen a una misma Orbita digamos
O(zy), porque bajo rotacién envian un punto negro a otro punto negro.

= Los puntos sobre los segmentos en color rojo pertenecen a otra érbita,
digamos O(x3).

= El punto en color azul es el inico punto que conecta con 3 segmentos
y, por ende, este determina otra drbita, digamos O(z3).

Estas orbitas son ajenas, entonces el triodo simple es %—homogéneo y
por el Teorema 2.9, K (73) tiene tamario 3.

Teorema 3.27. Sean n,m € N. St X es un continuo %-homogéneo y K(X)
tiene tamano m, entonces m < n.

Demostracion. Supongamos que m > n y que, C(xy, X),...,C(x,,, X) son
los m representantes de la clases de equivalencia. Supongamos que O(x;) =
O(z;) para i,j € {1,...,m} con i # j, entonces existe f; € H(X) tal que
fi(z;) = x;. Luego, C(fi)|c@,x) : C(xi, X) = C(f(2;), X) es un homeomor-
fismo por el Lema [3.19} Asi, C(z;, X) es homeomorfo a C(z;, X), pero esto
es una contradiccion. Por lo tanto, m < n. ]

Sea X es una grafica finita tal que K(X) tiene tamano 1, veamos que
esta es una caracterizacién de la curva cerrada simple.

Teorema 3.28. Para una grdfica finita X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. K(X) tiene tamano 1,
2. X es una curva cerrada simple,

3. X es homogéneo.

Tesis de maestria 45



3.2 Grado de homogeneidad de X y tamano El espacio K (X)

Demostracion. Veamos que 1 = 2. Dados p, ¢ € X se cumple que C'(p, X ) ~
C(q,X) y, por el Teorema 2.9, se cumple que ord(p, X) = ord(g, X). Esto
implica que p € O(X), para toda p € X. Luego, por el Teorema , se
cumple que X es una curva cerrada simple. Para probar que 2 = 3, basta
revisar el ejemplo [3.24] Finalmente, 3 = 1 por el Teorema [3.27] O
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Capitulo 4

Graficas finitas para las cuales
K(X) tiene tamano n

En este capitulo construiremos para cada n € N, una grafica finita X, tal
que K(X,) tiene tamano n. Para ello, se definen los siguientes conjuntos en
el plano euclidiano R?, donde || - || es la norma. Para n € N se definen:

1. I, = [n—1,n] x {0}.
2. Jn={(w,y) €R:||(z —n,y — DIl = 7}

3. J = {(x,y) € R2|(x — 2,y — ]| = 1}.

n)

4. Para cada i € N, consideramos a lg como el segmento de recta que

une a los puntos (n,0) y (n — %, —1);
2n
5. Sin>3, 8, =1LUC,ulJi".
i=1

Las siguientes graficas finitas seran la base para las graficas que deseamos
construir:

Tesis de maestria 47



Graficas finitas para las cuales K(X) tiene tamarno n

Py

i=1

Figura 4.3: P; = P, Ul uil? u1® uil?.

El Corolario serd de ayuda en esta seccién para calcular el tamano
de K(P;) y K(S;) y el grado de homogeneidad de P; y S;.

En Py, por los Teoremas[2.17)y[3.16], los puntos en color azul y rojo definen
dos érbitas y, dos clases distintas en K (X), ya que son los tinicos de orden 1
y 9.

Note que los puntos en color naranja pertenecen a una misma orbita,
digamos 3. También, los puntos en color verde pertenecen a una misma
6rbita, digamos Oy. Sea p un punto en color naranja y ¢ un punto en color
verde, si existiera f un homeomorfismo tal que f(p) = ¢, entonces C(p, X) ~
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C(q, X), pero esto es imposible por el Teorema [2.16] por lo tanto Os # O,.
Por el mismo Teorema , no es posible que C(p, X) = C(q, X) y, por ende,
se definen dos clases distintas en K (X).

De esta manera, P, es i-homogéneo y K(Py) tiene tamano 4, ya que cada
color define una drbita distinta y, por los Teoremas 2.9y [2.16] se prueba que
cada color define una clase de equivalencia distinta en K(P;),/ ~.

De forma similar al caso Py, haciendo uso de los Teoremas [2.9] y
, se prueba que P; es Z.J%S—homogéneo y que K(F;) tiene tamano i + 3,
para i € {1,2,3,4,5}. Las gréficas finitas S,, juegan un papel importante en
la construccion que deseamos, por ello, se presentan las graficas de S5 y S,
para ilustrar.

S3

Figura 4.4: S5y S;.

Nuevamente, utlizando los Teoremas[2.9] [2.11], y [2.16] se prueba que S; es
%—homogéneo y que el tamafio de K (S3) es 6, también que Sy es %—homogéneo
y que el tamanio de K (S,) es 6.

Conformaremos una sucesion de gréficas finitas X,, como sigue:

1. Sea X; una curva cerrada simple, X, un arco y X3 un triodo simple.

2. Xiv3 =P, parai €{1,2,3,4,5}.

Para cada n > 9 se define de forma recursiva a X,,, de la siguiente
manera.

3. Primero expresamos a n en la forma siguiente: n = 5(k + 1) +r, donde
re{-1,0,1,2,3).

4. Luego, se define para cadan > 9 X,, = X5z, U Spio.
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Por el Teorema [3.28] X; es homogéneo y K(X;) tiene tamano 1. En el
Ejemplo se muestra que X, es 3-homogéneo y que K(X5) es de tamafio
2. También, en el Ejemplo se ve que X3 es un espacio %—homogéneo y
K (X3) tiene tamano 3.

Las siguientes graficas muestran las primeras cinco iteraciones del proceso de
construccion:

Figura 4.7 X13 = P5 U 53.
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Observar que S3 aumenta en 5 el tamafio de K (X;), cuando ¢ € {4,5,6,7,8}.
Las siguientes cinco iteraciones del proceso se muestran en las Figuras 3.8,

3.9y 3.10.

X14 X15

Figura 4.10: X18 = X13 U 54.

Nuevamente, ahora gracias a Sy, el tamano de K (X;) aumento en cinco,
para i € {9,10, 11,12, 13}. Como se puede observar en las graficas, el tamano
de K(X,) va aumentando en 5 unidades. Asi, para cada n € N, es posible
encontrar una grafica finita X,, cuyo tamano de K(X,,) sea n y que ademas,
X, sea %—homogéneo. Esto nos permite enunciar el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Para cada n € N, existe una grifica finita X,, tal que es %—
homogénea y K(X,,) tiene tamano n.
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Por lo tanto, es posible hallar un continuo X tal que K(X) tenga tamano
tan grande como queramos. M&s ain, es posible construir un continuo L
tal que, K (L) tenga tamano infinito numerable, esto queda plasmado en el
teorema siguiente.

Teorema 4.2. Existe un continuo L tal que, K(L) tiene tamano infinito
numerable.

Demostracion. Definamos los siguientes subconjuntos del plano euclidiano

R?, A=[0,1]x {0}, paran € N 4, = ({1} x[0,2]), r,, = %, a, = (,0)

y para i € N b, ; = (r,, ﬁ) Tomemos a B,, = (U anbyi) U A, note que
i=1

B, N B,, = () para toda n # m, pero al tomar:

se obtiene un continuo.

NN

Figura 4.11: L.

Usando los teoremas anteriores e induccion, se prueba que K (X) tiene
tamano infinito. O

A raiz de esto surge la pregunta jexiste un continuo X, tal que el tamano
de K(X) sea igual a ¢, la cardinalidad del continuo?

Si tal continuo existiera por el Teorema [3,27] este deberia tener una can-
tidad no numerable de érbitas. Se sabe de [4, Teorema 9] que si X es un
pseudo-circulo, este tiene un nimero no numerable de drbitas, sin embar-
go, por ser hereditariamente indescomponible, cada elemento de K (X) es un
arco, esto por [0, Lema 3.19].
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Capitulo 5

Continuos %-homogéneos con
tamano menor que n

Por el Teorema [3.27, se cumple que el grado de homogeneidad de un
continuo es una cota superior para el tamano de K(X). En el capitulo 4, se
dio una familia de continuos en la cual el grado de homogeneidad y el tamano
de K(X) coinciden, en esta seccién se presenta una familia de graficas finitas
Y,, tales que, el grado de homogeneidad es estrictamente mayor al tamano
de K(Y,). Antes un concepto que serd necesario.

Definicién 5.1. Sean X un continuo yp,q € X. Decimos que X es pseudo-
stmétrico con respecto a p y q, si existe un homeomorfismo ¢ : C(p, X) —

C(g, X) tal que o({p}) = {a} y ¢(X) = X.

Teorema 5.2. Sea X wun continuo. Si X es homogéneo, entonces X es
pseudo-simétrico con respecto a cada par de sus puntos.

Demostracion. Sean p,q € X, por ser X homogéneo existe f : X — X un
homoemorfismo tal que f(p) = ¢. Por el Lema [3.19] se cumple que C(f), :
C(p,X) — C(gq, X) es un homeomorfismo, donde C(f),(A) = f(A). Es claro

que C(f),({r}) = {a} y C(f)p(X) = X. -

Ejemplo 5.3. El arco [0,1] es pseudo-simétrico con respecto a 0 y 1.

Demostracion. Basta considerar el homeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1], definido
por f(xz) =1—=z. Tomando C(f), : C(0,[0,1]) — C(1,]0,1]) por C(f)o(A) =
f(A) se cumple lo deseado. O
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Definicién 5.4. Un continuo X es descomponsible, si X puede ser puesto
como la union de dos subcontinuos propios. Diremos que X es indescom-
ponzible, si X no es descomponible.

Definicién 5.5. Un continuo X es hereditariamente descomponible
(indescomponible), si cada uno de sus subcontinuos propios, no degenera-
dos, es descomponible (indescomponible).

Teorema 5.6. [J, Lema 3.19] Sea X un continuo, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. X es hereditariamente indescomponible.
2. C(p, X) es un arco para cada p € X.

Teorema 5.7. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible, enton-
ces X es pseudo-simético con respecto a cada par de sus puntos.

Demostracion. Sean p,q € X, por el Teoremals.6| podemos tomar los siguien-
tes homeomorfismos f; : C(p, X) — [0,1] y f2 : [0,1] — C(g, X). Tenemos
que f1({p}) = a, f1(X) =by fo(c) ={q}, f2(d) = X, donde a,b,c,d € [0, 1].
Supongamos, sin perder generalidad, que a < by ¢ < d. Se define la funcién
f 10,1} — [0, 1] por:

‘x, si z €0, al,
f(z) = %x—l—(o—%a), si x € (a, b,
g+ (d—=9), siz e (b 1]

Note que la funciéon f es un homeomorfismo. Definamos la funcién ¢ :
C(p,X) — C(q,X) por p(A) = (fao fo fi1)(A). Se cumple que ¢ es un ho-
meomorfismo, ademds p({p}) = (f20 f)(f1({p})) = (f20 f)(a) = fa(f(a)) =
fale) ={a} vy o(X) = (fao [)(f1(X)) = (f20 [)(b) = fo(f (b)) = fold) = X.

Por lo tanto, X es pseudo-simétrico con respecto de p y q. O

Ejemplo 5.8. El continuo X del Ejemplo[3.2]), es pseudo-simétrico con res-
pecto a los puntos extremos (1,1) y (1,—1).

El siguiente teorema es un punto central para la construcciéon de la clase
de graficas finitas que deseamos exponer.
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Teorema 5.9. Sean Y un continuo pseudo-simétrico con respecto a los pun-
tos p y q, supongamos que la funcion ¢ cumple que, si A € C(p, X)NC(q, X),
entonces p(A) € C(p, X)NC(q, X). Sea X un continuo tal que X = LUY UK,
donde L y K son continuos tales que LNY = {p}, KNY ={q} y LNK = 0.
Supongamos que existe un homeomorfismo f : C(p,L) — C(q,K) tal que
fdpr}) ={q} v f(L) = K. Entonces, C(p,X) es homeomorfo a C(q,X).

Demostracion. Definamos la funcién g : C(Y, X) — C(p, L) x C(q, K) por
g(A) = (AN L, AN K). Veamos que g es inyectiva. Para esto, tomemos
A, B € C(Y, X) tales que A # By, supongamos que g(A) = g(B). De esto
que ANL=BNLyANK = BnNK. Como A # B supongamos, sin perder
generalidad, que existe a € A tal que a ¢ B, esto implicaque a € Loa € K.
Sia € L, entonces a € BN L ysiaé€ K, entonces a € BN K, en ambos
casos se llega a una contradiccion. Por lo tanto, g(A) # g(B

Para ver que g es sobreyectiva basta ver que, dado (A,
C(q, K) se cumple que, g(Y UAU B) = (A, B).

Veamos que g es continua. Para ello, consideremos las funciones ¢g; :
CY,X) — C(p,L), g2 : C(Y,X) — C(q, K) definidas por ¢;(A) = ANL
y g2(A) = AN K. Sean A € C(Y,X) y {A4,}5°, una sucesién en C(Y, X)
que converge a A, es decir, lim A,, = A. Veamos que lim(4, N L) = AN L,
sea x € limsup(A, N L), luego, para cada U abierto que contenga a x se
cumple que, U N (A, N L) # () para un nimero infinto de n’s. Esto implica
que x € limsup A4, = liminf A, = Ay x € cl(L) = L, porende x € AN L. Si
x = p, es claro que x € liminf(A, N L), cuando x # p se puede tomar r > 0
tal que B(z,r)NY =0y B(x,r)N K =0, es decir, B(z,r) C L.

Luego, dado U un abierto de x se cumple que, existe r > ro > 0 tal
que B(z,1m9) C U vy, existe ng € N tal que, para cada n > ny ocurre que
B(z,r9) N A, # 0. Como B(x,19) C UNL se tiene que, UN LN A, # () para
toda n > ng, esto implica que = € lim inf(A,, N L), por lo tanto lim(A, N L)
existe y, ademds, lim(A4, N L) C AN L, la contencién AN L C lim(A,, N L)
se obtiene con pasos similares, por lo tanto lim(A, N L) = AN L.

Asi, g; es continua, con argumentos analogos se prueba que g, es continua.
Observe que g(A) = (g1(A)),g2(A)), por lo tanto g es continua. Por ser
C(Y, X) compacto se cumple que, g es un homeomorfismo.

Como Y pseudo-simétrico con respecto a p y ¢, existe ¢ : C(p,Y) —
C(q,Y) tal que o({p}) = {¢}, ¢(Y) = Y y, por hipdtesis, para cada A €
C(p,X)NC(q,X) se cumple que p(A) € C(p, X) N C(q,X). También, por
hipdtesis, existe un homeomorfismo f : C(p, L) — C(q, K) tal que f({p}) =

).
B) € C(p, L) x
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Continuos %-homogéneos con tamano menor que n

{¢} v f(L) = K. Se define la funcién h : C(p, X) — C(g, X) por:

h(A) = P(ANY)UF(ANL)UfHANK), siA¢C(Y,X),
T\ HANK), (AN L)), si A e CY,X).

Por ser f, g, p homeomorfismos se cumple que, A también es un homeo-
morfismo. Por lo tanto, C'(p, X) ~ C(q, X) O]

Con las hipétesis del teorema anterior, si anadimos que X es %—homogéneo
y que, p,q pertenecen a diferentes 6rbitas en X/ =, se tiene que el tamafio
de K(X) es menor que n.

Ejemplo 5.10. Consideremos en R?* a X = S UL U J, donde
1. S={(z,y): (+2)°+y* =1},
2. L={(z,0): 2 €[-1,1]},

3. J={(1,y) :y € [-1,1]}.

Figura 5.1: Grafica de X.

En X tenemos las siguientes érbitas:

» Los puntos sobre la circunferencia en color rojo, forman la érbita O ().
» Los puntos sobre el segmento color negro, forman la érbita O(xs).

» Los puntos sobre el segmento color verde, forman la 6rbita O(z3).
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Continuos %—homogéneos con tamano menor que n

= Los puntos en color rosa forman la érbita O(xz4). Los puntos en color
amarillo y azul forman las dérbitas O(z5) y O(xg) respectivamente.

Esta grafica finita es %— homogénea. Por el Ejemplo [5.3] L es pseudo-
simétrico con respecto a los puntos p = (—1,0) y ¢ = (1,0). Veamos que existe
f:C(p,S) — Clq,J) tal que f({p}) = {q¢} v f(S) = J. De los Teoremas
y , se tiene, que existen dos homeomorfismos f; : C(p,S) — [0,1]?,
f2 i (0,12 = C(q,J) tales que fi(S) = [0,1]* y f2([0,1]*) = J. Ademds,
fi{p}) = (0,0) y f2(0,0) = {q}. Considerando el homeomorfismo identidad
id : [0,1]> = [0,1)* y f = fyoido f se cumple lo deseado. Con esto, es claro
que se cumplen todas la hipétesis del Teorema [5.9, por lo que C(p, X) es
homeomorfo a C(g, X). Aplicando los Teoremas [2.9 y [2.16] se verifica
que K (X) tiene tamafio 5.

Lo siguiente serd construir una familia de gréficas finitas {Y,,}>°, tales
que, el tamano de K(Y},) sea menor al grado de homogeneidad de Y,,. Con-
sideremos las siguientes gréaficas finitas.

Y Y,

Figura 5.2: Y7 y Ys.
"

Figura 5.3: Ys.

Note que Y] es la grafica finita presentada en el Ejemplo [3.24] por lo que
Y1 es #-homogéneo y, K (Y7) tiene tamafio 5.
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Continuos %-homogéneos con tamano menor que n

Con argumentos similares al anterior, se puede ver que Y5 es %—homogéneo
y, K (Y2) tiene tamafio 6, a su vez Y3 serd g-homogéneo y, K (Y3) tiene tamario
7.

La idea para construir las graficas para n > 4, es usar el Teorema 5.9,
"pegando”dos continuos ajenos L y K, en un continuo Y, que sea pseudo-
simétrico con respecto a los puntos p y ¢, que satisfaga las hipdtesis del Teo-
rema [5.9] tales que C(p, L) y C(g, K) son homeomorfos, pero de tal manera
que no exista un homeomorfismo entre L y K que mande p en ¢, esto tltimo
para que el grado de homogeneidad de X = L UY U K sea extricamente
mayor que el tamafio de K (X).

Para ello, utilizaremos las gréficas finitas P; previamente presentadas.

P

i=1

Figura 5.6: P, = P, UV uil) ui® uil?.
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Continuos %—homogéneos con tamano menor que n

Note que las graficas finitas P; son pseudo-simétricas respecto a p = (2, %)
v q=(2, %), ademds, cumplen con las hipdtesis del Teorema .

Luego, unimos a cada P; los continuos L=[1.8,2.2]x{1} en azul y, K en
rojo, como el circulo con centro en (2, %) y de radio i, obteniendo las graficas
finitas que se muestran a continuacion.

Figura 5.8:

Figura 5.9: Q5 = PsUL U K.

Por los Teoremas 2.2 y 2.3} existe f : C(p, L) — C(g, K) un homeomor-

fismo tal que, f({p}) = {q¢} v f(L) = K. Luego, por el Teorema , C(p, X)
es homeomorfo a C'(q, X).

Haciendo uso de los Teoremas , , y m, se ve que Q; es i%s'

homogéneo y, K(Q;) tiene tamano ¢ + 7.
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Continuos %-homogéneos con tamano menor que n

De forma similar a la construccién de las graficas finitas X, en el capitulo
4, se define como sigue a Y,, para n > 4:

1. Parai € {1,2,3,4, 5}, Yiig = Q;,
2. Para cada n > 9, expresamos primero a n = 5(k + 1) + r, donde

re{-1,,0,1,2,3}. Para después definir Y;, = Y5z, U Sk2.

Las siguientes graficas muestran las primeras cinco iteraciones del proceso de
construccion:

Figura 5.12: Y13 = Q5 U S3.

Nuevamente, las graficas S,, aumentan en 5 el grado de homogeneidad y
el tamano. Por lo cual podemos enunciar el siguiente teorema:
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Continuos %—homogéneos con tamano menor que n

Teorema 5.11. Para cada n € N, existe una grdfica finita Y, que es ——-

n+5
homogénea y K(Y,) tiene tamano n + 4.
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Capitulo 6

Conclusiones

A continuacén se presentan las conclusiones a las que se ha llegado en
este trabajo.

Como se observé en el Teorema [2.8] este es una generalizacién para grafi-
cas finitas del resultado [12, Corolario 3.12] de P. Pellicer, el cual nos dice que
podemos hallar n — celdas en C(p, X) de acuerdo al orden del punto p en X.
Este teorema es necesario para poder probar los Teoremas [2.9] y
De igual forma son una herramienta muy utlil para determinar el tamano
K(X) y, al mismo tiempo, el grado de homogeneidad de X.

Con esto, se logra la construccién de la familia de graficas finitas X,
donde el grado de homogeneidad y el tamano de K (X,,) coinciden y es igual
an.

A su vez, el Teorema da las condiciones necesarias que deben cum-
plir dos puntos p,q € X, con X una grafica finita, para garantizar que
C(p,X) =~ C(p,X). En contraste con lo anterior, este teorema nos permite
construir otra familia de graficas finitas Y,,, las cuales cumplen que el grado
de homogeneidad de Y, es diferente al tamano de K (Y},), véase Teorema

Por el Teorema [3.28 no puede existir una grafica finita X, tal que X
sea 1-homogénea y K (X) tenga tamano 1. Por lo anterior, atin quedan sin
respuesta las siguientes preguntas:

Pregunta 6.1. [1, Prequnta 5.3] Paran € {2,3,4}, sexiste una grdfica finita
X que sea %H—homogénea, tal que K(X) tiene tamano n?

Pregunta 6.2. En el Teoremal[5.9, se tiene la hipdtesis sobre la funcion o,
que si A € C(p, X)NC(q, X), entonces p(A) € C(p, X)NC(q, X), ses posible
quitar esta hipotesis del teorema?
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Conclusiones

Se concluye enunciando un problema abierto en torno a este trabajo.

Problema 6.3. [1, Problema 5.4] Caracterizar la clase de grdficas finitas X
tales que para cada n € N, X es %—homogéneo y K(X) tiene tamano n.
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