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Resumen

La ciencia se caracteriza por establecer medidas precisas de sus variables dinámicas y de sus conceptos
fundamentales. Sin embargo, en mecánica cuántica la medición es uno de los conceptos que más dificulta-
des ha tenido para una formulación precisa. Esto ha generado un sinf́ın de predicciones y debates, siendo
la más famosa, quizás, la predicción de la paradoja del gato de Schrödinger, donde este tiene una super-
posición de estados cuánticos. De hecho, en mecánica cuántica se reconocen dos tipos de evoluciones, una
evolución completamente determinista descrita por la ecuación de Schrödinger (y generada por el tipo
de enerǵıa a que está sometido el sistema) y otra evolución, completamente aleatoria y probabiĺıstica,
generada por la medición de un observable f́ısico.

La paradoja del gato de Schrödinger se basa en establecer que la mecánica cuántica predice la super-
posición de estados f́ısicos (incluso para sistemas microscópicos), sin embargo dicha superposición no se
observa en el mundo macroscópico. La pregunta de por qué no se observa esta superposición de estados se
empezó a resolver hasta mediados de los años ochenta del siglo pasado, fue cuando se empezó a proponer
modelos que explicaban la no supervivencia de tales estados por su interacción con el medio ambiente [1].

Uno de los modelos más usados en este tipo de estudios es la interacción de un modo del campo
electromagnético con un medio ambiente modelado, este último, como un número infinito de modos del
campo electromagnético [2, 3, 4]. Usando este modelo se ha podido predecir el decaimiento rápido de una
superposición de estados coherentes hacia una mezcla estad́ıstica de estados.

El modelo que nosotros usaremos será el de las ecuaciones maestras. En este modelo de ecuaciones
maestras se parte del Hamiltoniano de interacción y se deduce una ecuación diferencial para la matriz de
densidad del sistema.

Actualmente hay un gran interés en el estudio de estos sistemas cuánticos, principalmente para ver
cómo evolucionan los estados enredados cuando interaccionan con un medio ambiente [5, 6].

En este proyecto de tesis se estudia la evolución de dos modos del campo electromagnético acoplado
a un número infinito de modos del campo electromagnético. Este es un modelo de gran interés en óptica
cuántica y computación cuántica, ya que involucra la generación de estados enredados. Nuestro interés
se centrará en estudiar este modelo para temperaturas diferentes de cero y encontrar su evolución en el
tiempo.

En el caṕıtulo 1 y 2 vemos los elementos necesarios para la comprensión de nuestro problema. Se da un
repaso de los postulados de la mecánica cuántica. Presentamos el operador de densidad con el propósito
de hacer una reformulación de los postulados de la mecánica cuántica en términos de dicho operador.
En términos generales, decimos que es el entrelazamiento cuántico y el papel que juega el operador de
densidad en este concepto. Para que no quede todo en conceptos meramente teóricos, presentamos una
cavidad que soporta cierto modo de campo electromagnético. Hacemos mención de qué son los estados
coherentes y estados de número desplazado puesto que estos estados aparecen en el tratado de nuestro
problema. Para darse una idea de como evoluciona un sistema de una manera gráfica, damos a conocer
las funciones de cuasiprobabilidad detallando solamente en la función Q.

En el caṕıtulo 3 vemos la deducción de la ecuación maestra para un modo de campo electromagnético
que interacciona con su medio ambiente. Aprovechando lo ya realizado en el caṕıtulo 3, en el caṕıtulo 4

I



II

hacemos la deducción de la ecuación maestra para dos modos de campo electromagnético interaccionando
con un medio ambiente en común y vemos la diferencia que existe con aquella ecuación maestra asocia-
da a dos modos de campo electromagnético que interacciona cada uno con su propio medio ambiente.
Aśı mismo, logramos hallar su solución usando el método de superoperadores. Dicha solución representa
la evolución del sistema.

El el caṕıtulo 5 presentamos las conclusiones haciendo mención que el objetivo de hallar la evolución
de nuestro trabajo se alcanzó, que es encontrar la evolución en el tiempo de nuestros modos de campo
electromagnético que interaccionan con un mismo ambiente y decir que tal sistema evoluciona a un estado
enredado. El siguiente paso es decir que tan enredado está el sistema, lo cual conlleva a plantear una
medida de enredamiento en un trabajo futuro.
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ambiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.3. Solución de la ecuación maestra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5. Conclusiones 29

Bibliograf́ıa 31

III





Caṕıtulo 1

Fundamentos de mecánica cuántica

En mecánica cuántica, el vector de estado (función de onda) contiene la máxima cantidad de informa-
ción de un sistema y juntamente con las leyes de la mecánica cuántica permiten predecir la dinámica de la
evolución. Tipicamente, la información consiste de números cuánticos asociados con el conjunto de obser-
vables que conmutan. Si tenemos dos posibles estados cuánticos entonces también lo es su superposición
donde los coeficientes representan amplitudes de probabilidad. Si tenemos dos estados que son ortogonales
entonces se debe cumplir que la suma del cuadrado de sus amplitudes debe ser igual a uno. Lo anterior
resume los postulados de la mecánica cuántica, pero podemos formular todo esto ahora en términos de un
objeto más general, esto es, cuando un sistema se describe por un estado global; una manera conveniente
de representar este estado es con el operador de densidad. En las siguientes secciones recordaremos la
mecánica cuántica en dos distintas formulaciones: una donde el objeto principal es la función de onda,
y otra donde lo es el operador de densidad. También, hacemos mención de qué es el entrelazamiento
cuántico enfatizando en su estructura matemática. Para dar una idea intuitiva del sistema que vamos a
tratar, presentamos una cavidad que es capaz de encerrar un modo de campo electromagnético.

1.1. Postulados de la mecánica cuántica

Los postulados de la mecánica cuántica son los siguientes:
Postulado I: Las propiedades de un sistema cuántico se definen completamente al especificar su

vector de estado | ψ〉, el cual fija la representación matemática del estado f́ısico del sistema. El vector de
estado es un elemento del espacio complejo de Hilbert H llamado espacio de estados. Será conveniente
elegir | ψ〉 normalizado, esto es, tenga norma unitaria: || ψ ||2= 〈ψ|ψ〉 = 1.

Postulado II: Si |ψ〉 es un vector de estado de algún sistema y si |χ〉 representa otro estado f́ısico,
existe una amplitud de probabilidad a(ψ → χ) de encontrar |ψ〉 en el estado |χ〉, la cual está dado por el
producto escalar sobre H: a(ψ → χ) = 〈χ|ψ〉. La probabilidad p(ψ → χ) para que el estado |ψ〉 pase al
estado |χ〉 se obtiene al tomar el módulo al cuadrado |〈χ|ψ〉|2 de esta amplitud:

p(ψ → χ) = |a(ψ → χ)|2 = |〈χ|ψ〉|2. (1.1)

Este postulado normalmente es llamado el postulado de Born.
Postulado III: Con cada propiedad f́ısica A, (enerǵıa, posición, momento, momento angular, ...),

existe un operador hermitiano asociado A el cual actúa en el espacio de estados H: A establece una
representación matemática de A. Establezcamos la propiedad f́ısica A representada por un operador
hermitiano A cuyos eigenvalores an son no degenerados: A|n〉 = an|n〉. Podemos escribir la descomposición
espectral

A =
∑
n

|n〉an〈n|. (1.2)

Postulado IV: La evolución temporal del vector de estado |ψ(t)〉 de un sistema cuántico es gobernada
por la ecuación

i~
d|ψ(t)〉
dt

= H(t)|ψ(t)〉. (1.3)
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Fundamentos de mecánica cuántica

El operador hermitiano H(t) es nombrado el Hamiltoniano.

1.2. Operador de densidad

Existe frecuentemente situaciones en la que el vector de estado no se conoce con precisión. Hay casos,
por ejemplo, donde el sistema de interés está interaccionando con algún otro sistema, posiblemente un
sistema enorme, i. e., un reservorio, con el cual está entrelazado. Seŕıa posible escribir el vector de estado
por las multicomponentes del sistema de part́ıculas con, los eigenestados, por decir algo, la componente
z del esṕın denotado por |↑〉 para el espin up y |↓〉 para el esṕın down, un posible estado del sistema
combinado es

| ψ1〉 =
1√
2

[|↑〉1 |↓〉2− |↓〉1 |↑〉2], (1.4)

el tan nombrado estado-singlete (el momento angular total es cero), otra forma conocida son los llamados
estados de Bell. La ecuación 1.4 es un ejemplo de estado entrelazado. Un estado entrelazado no puede
ser factorizado, en ninguna base, en un producto de estados de dos sistemas, i. e.,

| ψ〉 6=| spin 1〉 | spin 2〉. (1.5)

Los estados cuánticos descritos por vectores de estado son llamados estados puros. Estados que no
son descritos por vectores de estado son llamados estados mixtos. Los estados mixtos se describen por el
operador de densidad

ρ̂ =
∑
i

| ψi〉pi〈ψi |=
∑
i

pi | ψi〉〈ψi |, (1.6)

donde la suma es sobre un ensamble (en el sentido de la mecánica estad́ıstica) donde pi es la probabilidad
de que el sistema esté en el i-ésimo estado del ensamble | ψi〉, donde 〈ψi | ψi〉 = 1. La probabilidad
satisface las relaciones

0 ≤ pi ≤ 1,
∑
i

pi = 1,
∑
i

p2
i ≤ 1. (1.7)

Un caso especial donde todos los pi desaparecen excepto, por decir algo, el j-ésimo elemento, pi = δij ,
obtenemos

ρ̂ =| ψj〉〈ψj |, (1.8)

el operador de densidad para el estado puro | ψj〉. Note que el operador de densidad para este caso es
simplemente el operador de proyección hacia el estado | ψj〉, y para el caso más general de la ecuación
1.6, el operador de densidad es una suma de los operadores de proyección sobre el ensamble, pesado con
cada una de las probabilidades de cada miembro del ensamble.

Ahora introducimos una base completa y ortonormal, {| φn〉}, (
∑
n | φn〉〈φn |= Î), eigenestados de

algún observable. Entonces el i-ésimo miembro del ensamble lo podemos escribir

| ψi〉 =
∑
n

| φn〉〈φn | ψi〉 =
∑
n

c(i)n | φn〉, (1.9)

donde c
(i)
n = 〈φn | ψi〉. El elemento de matriz de ρ̂ entre los eigenestados n y n′ es

〈φn | ρ̂ | φn′〉 =
∑
i

〈φn | ψi〉pi〈ψi | φn′〉 =
∑
i

pic
(i)
n c

(i)∗
n′ , (1.10)

la cantidad 〈φn | ρ̂ | φn′〉 forma el elemento de la matriz densidad. Al tomar la traza de esta matriz
tenemos

Trρ̂ =
∑
n

〈φn | ρ̂ | φn〉 =
∑
i

∑
n

〈φn | ψi〉pi〈ψi | φn〉

=
∑
i

∑
n

pi〈ψi | φn〉〈φn | ψi〉 =
∑
i

pi = 1, (1.11)
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1.2 Operador de densidad

ya que ρ̂ es hermitiana (como es evidente a partir de su construcción de la ecuación 1.6), el elemento
diagonal 〈φn | ρ̂ | φn〉 tiene que ser real y se sigue dela ecuación 1.11 que

0 ≤ 〈φn | ρ̂ | φn〉 ≤ 1. (1.12)

Consideremos el cuadrado del operador de densidad: ρ̂2 = ρ̂ · ρ̂. Para un estado puro donde ρ̂ =| ψ〉〈ψ |
se sigue que

ρ̂2 =| ψ〉〈ψ | ψ〉〈ψ |=| ψ〉〈ψ |= ρ̂, (1.13)

y aśı

Trρ̂2 = Trρ̂ = 1. (1.14)

Para una mezcla estad́ıstica

ρ̂2 =
∑
i

∑
j

pipj | ψi〉〈ψi | ψj〉〈ψj | . (1.15)

Tomando la traza tenemos

Trρ̂2 =
∑
n

〈φn | ρ̂2 | φn〉

=
∑
n

∑
i

∑
j

pipj〈φn | ψi〉〈ψi | ψj〉〈ψj | φn〉

=
∑
i

∑
j

pipj | 〈ψi | ψj〉 |2

≤ [
∑
i

pi]
2 = 1. (1.16)

dándose la igualdad sólo si | 〈ψi | ψj〉 |2= 1 para cada par de estados | ψi〉 y | ψj〉. Esto es posible solo
si todos los | ψi〉 son colineales en el espacio de Hilbert, i. e., equivalentes hasta un factor de fase global.
Aśı tenemos un criterio para un estado puro y una mezcla estad́ıstica de estados:

Trρ̂2 = 1, para un estado puro
Trρ̂2 < 1, para una mezcla estadίstica.

(1.17)

Para garantizar este punto, tratemos con el siguiente ejemplo. Considere una superposición de, por decir
algo, el estado vaćıo y un fotón

| ψ〉 =
1√
2

(| 0〉+ eiφ | 1〉), (1.18)

donde φ es alguna fase. El operador de densidad asociado con este estado está dado por

ρ̂ψ =| ψ〉〈ψ |= 1

2
[| 0〉〈0 | + | 1〉〈1 | +eiφ | 1〉〈0 | +e−iφ | 0〉〈1 |]. (1.19)

Por otro lado, el operador de densidad para una mezcla de estados igualmente poblados del vaćıo y un
fotón es

ρ̂M =
1

2
[| 0〉〈0 | + | 1〉〈1 |], (1.20)

los dos operadores de densidad difieren por la presencia de elementos fuera de la diagonal, o términos
de coherencia, tales términos están ausentes para una mezcla estad́ıstica. La ausencia de términos de
coherencia es lo que hace la distinción entre un estado que exibe un completo comportamiento mecanico-
cuántico y el otro no. Es fácil comprobar que Trρ̂2

M = 1/2.
Para uno de los estados del ensamble | ψi〉, que por śı mismo es puro, el valor de expectación de algún

operador Ô es dado por

〈Ô〉i = 〈ψi | Ô | ψi〉. (1.21)
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Fundamentos de mecánica cuántica

Para la mezcla estad́ıstica, el promedio del ensamble es dado por

〈Ô〉 =
∑
i

pi〈ψi | Ô | ψi〉, (1.22)

los cual simplemente es el promedio del valor de expectación mecanico-cuántico pesado con la probabili-
dades pi. Formalmente podemos escribir

〈Ô〉 = Tr(ρ̂Ô), (1.23)

ya que

Tr(ρ̂Ô) =
∑
n

〈φn | ρ̂Ô | φn〉

=
∑
i

∑
n

pi〈φn | ψi〉〈ψi | Ô | φn〉

=
∑
i

∑
n

pi〈ψi | Ô | φn〉〈φn | ψi〉

=
∑
i

pi〈ψi | Ô | ψi〉. (1.24)

1.2.1. Postulados de la mecánica cuántica

Como ya se ha mencionado, el operador de densidad contiene la máxima información del sistema; algo
que se podŕıa resaltar es que el operador de densidad representa algo más general de lo que es la función de
onda de la mecánica cuántica ordinaria. En consecuencia, los postulados de la mecánica cuántica pueden
quedar en términos del operador de densidad [7],

Postulado I: El estado de un sistema cuántico se representa matemáticamente por un operador ρ
que actúa en un espacio de Hilbert de estados H; ρ es operador positivo con traza unidad.

Postulado II: La probabilidad pχ de definir el sistema cuántico en el estado |χ〉 es dada por

pχ = Tr[ρ | χ〉〈χ |] = Tr[ρPχ], (1.25)

donde Pχ ≡| χ〉〈χ |.
Postulado III: El colapso de la función de onda es dado por

ρ→ PnρPn
TrρPn

, (1.26)

cuando el resultado de la medición de una propiedad f́ısica A está en el eigenvalor an.
Postulado IV: La evolución del sistema es dado por

i~
dρ(t)

dt
= [H(t), ρ(t)]. (1.27)

1.3. Entrelazamiento cuántico

En esta sección definimos el entrelazamiento por su estructura matemática y hablamos de ello por la
definición operacional del entrelazamiento. Mostramos algunas cuestiones importantes de la descripción
matemática del entrelazamiento en términos del operador de densidad. La pregunta: ¿qué es el entrelaza-
miento? es una de las más dif́ıciles y sutiles preguntas que podamos hacer, es un pensamiento inocente a
tratar. Entonces, lo que proponemos como respuesta a esta pregunta es simplemente una caracterización
del entrelazamiento a travez de su estructura matemática y sus caracteŕısticas operacionales en términos
de propiedades no locales.

El entrelazaimiento se puede definir operacionalmente y matemáticamente. La definición operacional
del entrelazamiento usa el concepto de Operaciones Locales y Comunicación Clásica (del acrónimo en
inglés, Local Operations and Classical Communication, LOCC, Bennett, et al.; 1996). LOCC es una res-
tricción para usar solamente alguna operación local y comunicaciones clásicas; es decir, no es permitido
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1.3 Entrelazamiento cuántico

intercambiar cualquier sistema cuántico ni realizar cualquier operacional no local (Bennett, et al.; 1996).
en este caso, el entrelazamiento se concibe como la fuente que permite vencer la restricción de LOCC.
Manteniendo esta idea, las correlaciones clásicas son aquellas generadas por operaciones LOCC y las
cuánticas son aquellas que no son simuladas clásicamente (ver Plenio & Virmani, 2007). La definición
operacional del entrelazamiento es basta porque nos permite entender el entrelazamiento como un recurso
f́ısico y da las bases para definir algunas medidas de entrelazamiento, como la entroṕıa del entrelazamien-
to. Formalmente, matemáticamente, rigurozamente hablando, podemos definir el entrelazamiento como
estados cuánticos que no pueden escribirse como el producto de dos funciones de onda, esto es, para dos
estados cuánticos tenemos, por ejemplo:

|ψ〉12 = |φ0〉1(c1|ξ0〉2 + c2|ξ1〉2)→ un− entangled (1.28)

|φ〉12 = c(|φ0〉1|ξ0〉2 + |φ1〉1|ξ1〉2)→ entangled, (1.29)

donde |φ0〉,|ξ0〉, |φ1〉, |ξ1〉 son estados base, y c1, c2 y c son constantes de normalización. El sub́ındice 1
se refiere al sistema 1 y el 2 al sistema 2. Podemos considerar, también, que el sistema 1 y el sistema
2 son situados muy lejos en dos diferentes lugares. Usualmente, en teoŕıa de información cuántica, esto
se establece como; El sitema 1 pertenece a Alice y el sistema 2 pertenece a Bob. F́ısicamente podemos
decir que la ecuación 1.28 considera que cada sistema cuántico tiene su propio estado, mientras que en la
ecuación 1.29 cada sistema no tiene su propio estado, sino que comparte (aunque ellos esten muy lejos)
un estado global. Sin embargo, es posible asignar un operador de densidad a cada sistema, esto se puede
ver más claramente si observamos el operador de densidad de los estados dados por la ecuación 1.29:

ρ̂ = |φ〉12 12〈φ|
= |c|2{|φ0〉11〈φ0| |ξ0〉22〈ξ0|+ |φ0〉11〈φ1| |ξ0〉22〈ξ1|+
|φ1〉11〈φ0| |ξ1〉22〈ξ0|+ |φ1〉11〈φ1| |ξ1〉22〈ξ1|}. (1.30)

Ahora, con el fin de obtener el operador de densidad para un sistema, podemos tomar la traza parcial
sobre uno de los sitemas del operador de densidad en la ecuación 1.30, por ejemplo, al tomar la traza
sobre el sistema 2 y obtener el operador de densidad para uno de ellos, como se sigue:

ρ̂ = Tr2{ρ̂12} = |c|2{|φ0〉11〈φ0|+ |φ1〉11〈φ1|}. (1.31)

La ecuación 1.31 es un estado mezcla. Esto significa que aunque el sistema 1 y 2 no tiene su propia
función, como se establece en la ecuación 1.29, aun es posible asignar un operador de densidad para cada
sistema. En otras palabras, y contrario a la ecuación 1.28, un estado entrelazado parece en cada parte
estar en un estado mezcla Bennett (et al.; 1996).

De hecho, cualquier sistema de dos estados entrelazados podŕıa escribirse en términos de la forma
Schmidt:

|ϕ〉 =
∑
i=1

√
λi|ei〉 ⊗ |hi〉, (1.32)

donde, |ei〉 y |hi〉 son vectores ortogonales en el espacio de Hilbert de cada sistema, con dimensiones m
y n, respectivamente. De aqúı, la matriz de densidad de cada sistema podŕıa escribirse como, para una
prueba ver (Hughton, et al.; 1993),

ρ̂1 =

m∑
i=1

λi|ei〉〈ei|, ρ̂2 =

n∑
i=1

λi|hi〉〈hi|. (1.33)

Del otro lado, si ρ̂x corresponde a un poducto de estados, i. e., no enredamiento, entonces

ρ̂2
x = ρ̂x, (1.34)

donde x = 1, 2. Esto quiere decir, para dos sistemas en un estado entrelazado no satisface la ecuación 1.34.
Podemos comprobar esto al usar las ecuaciones 1.28 y 1.30, para una prueba ver (Popescu & Rohrlich,
1998).

Muchos fenómenos que intrigan provienen de las peculiaridades de la ecuación 1.29. por ejemplo, en
mecánica clásica no es posible influenciar el resultado de una medición en un sistema al actuar en otro
sistema que no interactúe mas con el sistema formado, sinembargo, los estados entrelazados hacen esto
posible por las propiedades cuánticas del sistema. Esto es la no-localidad, caracteŕıstica de un sistema
cuántico.
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Fundamentos de mecánica cuántica

Figura 1.1: Una cavidad con el espejo superior removido

1.4. Breve descripción de una cavidad cuántica electrodinámica
(CQED)

Aparte de los elementos teóricos dados arriba, es necesario conocer algunos instrumentos ópticos que
se utilizan para confinar modos de campo electromagnético.

Una cavidad óptica o resonador óptico es un dispositivo en el que algunos rayos luminosos son sus-
ceptibles de permanecer confinados gracias a espejos sobre los que se reflejan [22]. Estas cavidades son
indispensables en los láseres para que su luz pase varias veces por su medio amplificador. A veces se
utilizan en los interferómetros y en osciladores ópticos paramétricos.

Una imagen de la cavidad C [23] con el espejo superior removido se muestra en la Fig. 1.1. La distancia
entre sus vértices es L = 27.57 mm. Sus superficies son toroidales (con radios de curvatura 39.4 y 40.6
mm en dos planos ortogonales). Los dos modos que soporta son cercanos a 51.099 GHz (con polarización
lineal ortogonal) están separados por 1.2 MHz. Los espejos están eléctricamente aislados. El espacio de 1
cm entre los filos de los espejos está parcialmente cerrado por dos anillos que mejoran homogeneamente el
campo estático en C. Los 4 piezo-electric actuators se emplean para trasladar uno de los espejos y tunear
la cavidad (en el rango de ±5 MHz) con pocos hertz de precisión. Los espejos tienen diámetro D0 = 50
mm. 4.1),
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Caṕıtulo 2

Estados coherentes, estados de
número desplazados y funciones de
cuasiprobabilidad

En este caṕıtulo veremos cual es la relación de los estados coherentes con los estados de número
desplazado. Empezaremos con las caracteŕısticas principales que definen a un estado coherente. Conse-
cuentemente, veremos que los estados de número desplazado se pueden ver como un caso general de los
estados coherentes. También se analizan las funciones de cuasiprobabilidad que nos permiten determinar
la evolución de un sistema f́ısico, y en este sentido nos da una información similar al operador de densidad.

2.1. Estados coherentes

Se definen como los eigenestados del operador de aniquilación [13]

â | α〉 = α | α〉, (2.1)

los estados de número | n〉 definen un conjunto completo de manera que el estado coherente | α〉 se puede
poner como una combinación lineal de estos

| α〉 =

∞∑
n=0

Cn | n〉, (2.2)

al aplicar el operador de aniquilación a la ecuación 2.2 y considerar 2.1 y usando el hecho de que un
estado coherente está normalizado, uno puede obtener una expresión expĺıcita del estado coherente en
término de los estados de número

| α〉 = exp(−1

2
| α |2)

∞∑
n=0

αn√
n!
| n〉. (2.3)

El operador de campo eléctrico es [14]

Êx(~r, t) = i

(
~ω

2ε0V

) 1
2

[âei(
~k·~r−ωt) − â†e−i(~k·~r−ωt)], (2.4)

que al calcular su valor de expectación obtenemos

〈α | Êx(~r, t) | α〉 = i

(
~ω

2ε0V

) 1
2

[αei(
~k·~r−ωt) − α∗e−i(~k·~r−ωt)], (2.5)

al escribir α en coordenadas polares, α =| α | eiθ, obtenemos

〈α | Êx(~r, t) | α〉 = 2 | α |
(

~ω
2ε0V

) 1
2

sin(ωt− ~k · ~r − θ), (2.6)
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Estados coherentes, estados de número desplazados y funciones de cuasiprobabilidad

lo cual se asemeja a un campo clásico. Es oportuno presentar el valor de expectación de el campo eléctrico
en los estados de número

〈n | Êx(~r, t) | n〉 = 0. (2.7)

Como podemos ver, existe una gran diferencia en el valor de espectación de una observable cuando se
involucra un estado semiclásico (|α〉) ó un estado cuántico (|n〉). Tanto estados coherentes como estados
de número son estados cuánticos.
Si tenemos al sistema en el estado coherente |α〉, el número promedio de fotones es

〈α|n̂|α〉 = |α|2, (2.8)

mientras que en un estado de número |n〉 tenemos

〈n|n̂|n〉 = n. (2.9)

Otra manera de definir los estados coherentes es como estados desplazados del vaćıo, que a su vez
involucra un mecanismo para generar estados coherentes. El operador de desplazamiento se define como

D̂(α) = exp(αâ† − α∗â), (2.10)

y los estados coherentes son dados por

| α〉 = D̂(α) | 0〉. (2.11)

El operador de desplazamiento tiene las siguientes propiedades

D̂†(α) = D̂(−α), (2.12)

que evidentemente conlleva a

D̂(α)D̂†(α) = D̂†(α)D̂(α) = 1, (2.13)

y por último

D̂(α)D̂(β) = exp[iIm(αβ∗)]D̂(α+ β). (2.14)

2.1.1. Estados |α〉, | − α〉 y estados gatos de Schrödinger

Los estados |α〉 y | − α〉 son estados que se encuentran separados en el espacio fase por un ángulo de
180 grados. Es importante mencionarlos ya que que conforman estados superpuestos

|ψ〉 = N (|α〉+ eiΦ| − α〉), (2.15)

donde N es un factor de normalización dado por

N = [2 + 2exp(−2α2) cos Φ]
1
2 . (2.16)

Para valores grandes de |α|, los estados |α〉 y |−α〉 son macroscópicamente distinguibles y superposiciones
de la forma de la ecuación 2.15 se refieren frecuentemente como estados gato de Schrödinger.
Para ver algo concreto acerca de los estados |α〉 y | − α〉, veamos el valor promedio del camo electro-
magnético en estos estados. Según ecuación 2.6,

|α〉 : 〈α | Êx(~r, t) | α〉 = 2 | α |
(

~ω
2ε0V

) 1
2

sin(ωt− ~k · ~r − θ), (2.17)

| − α〉 : 〈−α | Êx(~r, t) | −α〉 = 2 | α |
(

~ω
2ε0V

) 1
2

sin(ωt− ~k · ~r + θ). (2.18)

Podemos observar que la diferencia entre estos estados se ve reflejada en el signo de θ.
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2.1 Estados coherentes

2.1.2. Generación de estados coherentes

Un estado coherente se puede generar por corrientes clásicas que oscilan. Sea el vector potencial
electromagnético cuántico Â(~r, t) para el campo que interactúa con una corriente clásica descrita por la
densidad de corriente ~j(r̂, t). De acuerdo a la teoŕıa electromagnética clásica, la enerǵıa de interacción
V̂ (t) está dada por

V̂ (t) =

∫
d3~r~j(~r, t)Â(~r, t), (2.19)

Para un sólo modo de campo, Â(~r, t) está dado, en la imagen de interacción, por

Â(~r, t) = ~e

(
~

2ω0ε0V

) 1
2

[âei(
~k·~r−ωt) + â†e−i(

~k·~r−ωt)], (2.20)

donde â significa â(0). Sustituyendo esto dentro de la ecuación 2.19, tenemos

V̂ (t) = −
(

~
2ω0ε0V

) 1
2

[â~e · ~J(~k, t)e−iωt + â†~e · ~J∗(~k, t)eiωt], (2.21)

donde

~J(~k, t) =

∫
d3~r~j(~r, t)ei

~k·~r. (2.22)

Del hecho de que V̂ (t) depende del tiempo, el operador de evolución asociado está en un producto de
ordenamiento temporal [15]. Pero para intervalos de tiempo infinitesimal a partir de t a t+δt, el operador
de evolución es

Û(t+ δt, t) ∼= exp[−iV̂ (t)δt/~]

= exp{−δt[u(t)â− u∗(t)â†]}
= D̂[u(t)δt], (2.23)

donde

u(t) = −
(

~
2ω0ε0V

) 1
2

~e · ~J(~k, t)e−iωt. (2.24)

Para un intervalo de tiempo finito, por decir de 0 a T , el operador de evolución puede ser escrito como

Û(T, 0) = ĺım
δt→∞

T̂
T/δt∏
l=0

D̂[u(tl)δt], (2.25)

donde T̂ es el operador de ordenamiento temporal y donde tl = lδt. La ecuación 2.25 se convierte, al usar
le ecuación 2.14,

Û(T, 0) = ĺım
δt→∞

eiΦD̂

T/δt∑
l=0

u(tl)δt


= eiΦD̂[α(T )], (2.26)

donde

α(T ) = ĺım
δt→∞

T/δt∑
l=0

u(tl)δt =

∫ T

0

u(t′)dt′, (2.27)

y donde Φ es una fase global acumulada. Con el estado inicial del vaćıo, el estado al tiempo T es
simplemente el estado coherente |α(T )〉 con α(T ) dado por la ecuación 2.27, mas aparte una fase global
irrelevante.
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Estados coherentes, estados de número desplazados y funciones de cuasiprobabilidad

2.2. Estados de número desplazados

Los estados de número desplazado se definen por

| α, n〉 = D̂(α) | n〉, (2.28)

donde D̂(α) es dado por 2.10. Para n = 0, el estado de número se reduce al bien conocido estado coherente.
Algunas propiedades de los estados de número desplazado pueden derivarse usando la transformación de
los operadores de creación y aniquilación bajo la transformación [12]

D̂(α)âD̂†(α) = â− α,
D̂(α)â†D̂†(α) = â† − α∗.

(2.29)

Existe una relación simple entre los estados de número desplazado | α, n〉 y el hamiltoniano del
oscilador armónico. Al aplicar el operador de desplazamiento a la ecuación de eigenvalor

Ĥ0 | n〉 = (n+
1

2
)~ω | n〉, (2.30)

obtenemos

Ĥd | α, n〉 = (n+
1

2
)~ω | α, n〉, (2.31)

donde

Ĥ0 = ~ω(â†â+
1

2
), (2.32)

Ĥd = D̂(α)Ĥ0D̂
†(β) = ~ω(â† − α∗)(â− α) +

1

2
. (2.33)

En el estado de número desplazado se observa que es un eigenestado del hamiltoniano desplazado del
oscilador armónico.
El promedio de fotones cuando el sistema se encuentra en el estado |α, n〉 es

〈n, α|n̂|n, α〉 = n+ |α|2, (2.34)

lo cual dice que el promedio de fotones en este estado es la suma del promedio de fotones en el estado
coherentes (ecuación 2.8) y el promedio de fotones el el estado de número (ecuación 2.9).
La distribución de números de fotones de los estados de número desplazado Pdn(l) se puede obterner a
partir de

Pdn(l) =| 〈l | α, n〉 |2=| 〈l | D̂(α) | n〉 |2, (2.35)

donde ahora α es un número complejo. De esta ecuación, se ve que la distribución de fotones es simétrica
en n y l. Los elementos de matriz de D̂(α), cuando l ≥ n,

〈l | D̂(α) | n〉 =

(
n!

l!

) 1
2

αl−ne−
1
2 |α|

2

× L(l−n)
n (| α |2), (2.36)

1más expĺıcitamente

Pdn(l) =
e−|α|

2 | α |2(l−n)

n!l!
×

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

n!l!(−1)k | α |2(n−k)

k!(n− k)!(l − k)!

∣∣∣∣∣
2

. (2.37)

1L(l−n)
n (| α |2) son los polinomios asociados de Laguerre con argumento | α |2
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2.3 Funciones de Cuasiprobabilidad

Figura 2.1: Función Q para un estado coherente con n̄ = 10.

2.3. Funciones de Cuasiprobabilidad

Las funciones de cuasiprobabilidad se usan para visualizar la evolución de un sistema. Esto conlleva a
interpretaciones f́ısicas, como decir si el sistema es cuántico o semi-clásico. Existen 3 funciones importantes
de cuasiprobabilidad; la función de Glauber-Sudarshan [13, 16] o también llamada la función P, la función
de Wigner [17], y la función Husimi [18] también llamada la función Q. Nosotros nos centraremos más en
el uso de la función Q. Cabe mencionar que la función de Wigner es mayormente usada en la literatura.

La función Q, en terminos simples, la podemos definir como el valor esperado del operador de densidad
dividido por π.

Q(α) = 〈α|ρ̂|α〉/π. (2.38)

El operador de densidad es un operador positivo, por lo tanto la función Q siempre es positiva. En este
sentido, esta función tiene el carácter de distribución de probabilidad.
Nota: Debido a que la visualización de ρ̂(t) no es posible, entonces se grafica 〈α|ρ̂(t)|α〉/π. En este sen-
tido, la función 〈α|ρ̂(t)|α〉/π da y representa la evolución del sistema f́ısico. Es, pues, una manera de
visualizar la evolución temporal del sistema.
Presentamos la función Q para 3 estados interesantes; los coherentes (Fig. 2.1), los de número (Fig. 2.2)
y de número dezplazado (Fig. 2.3). Sus expresiones calculadas son:

estados coherentes, ρ̂ = |β〉〈β|, ensanwichamos con |α〉

Q(α) = 〈α | ρ̂ | α〉 = 〈α|β〉〈β|α〉

=
1

π
|〈α|β〉|2 =

1

π
exp(−|α− β|2), (2.39)

estados de número, ρ̂ = |n〉〈n|, ensanwichamos con |α〉

Q(α) =
1

π
|〈α|n〉|2 =

1

π
exp(−|α|2)

|α|2n

n!
, (2.40)

estados de número desplazado, ρ̂ = |β, n〉〈β, n|, ensanwichamos con |α〉

Q(α) = |〈α | β, n〉|2

=
1

π
e−|β−α|

2− | β − α |2n

n!
. (2.41)

Observamos que la función Q para los estados coherentes es una montañita bien definida, esto nos dice
que el sistema es semi-clásico. Para los estados de número vemos que la función Q oscila lo cual nos diŕıa,
en principio, que el sistema es cuántico. Para los estados de número la función Q es prácticamente la
misma que para los estados de número.
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Estados coherentes, estados de número desplazados y funciones de cuasiprobabilidad

Figura 2.2: Función Q para un estado de número con n=10.

Figura 2.3: Funcion Q para un estado de número desplazado |7, 1〉.
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Caṕıtulo 3

Interacción de un sólo modo del
campo electromagnético con su
medio ambiente

En este caṕıtulo se deducirá la ecuación maestra para solamente un modo de campo electromagnético.
Consideramos al medio ambiente como un número infinito de modos del campo electromagnético. Veremos
que al Hamiltoniano asociado (la enerǵıa del sistema) se le podrá identificar dos partes importantes, una
libre y otra de interacción, de las cuales sólo la última será de relevancia por el hecho de que esta cotiene
la evolución de nuestro sistema de interés, un modo del campo electromagnético interaccionando con su
medio ambiente.

3.1. Ecuación de Schröndinger en su forma integral

El método de la ecuación maestra que nosotros discutimos es escencialmente una versión de la imagen
de Schrödinger de la teroŕıa de Senitzky. Es provechoso estudiar los cálculos de Senitzky en la imagen
de Heisenberg como se segirá mas adelante [20]. En ambas filosof́ıas es modelar las interacciones del
medio ambiente por el acoplamiento de un sistema amortiguado S a un reservorio R, comenzando con
un Hamiltoniano en la forma general

H = HS +HR +HSR, (3.1)

donde HS y HR son hamiltonianos para los sistemas S y R, respectivamente, y HSR es un Hamiltoniano de
interacción. El reservorio es sólamente de un interés indirecto, y sus propiedades necesitan ser identificadas
en términos muy generales; por ejemplo, para una temperatura y una densidad de estados de enerǵıa.
Para una ilustrativa propuesta daremos a HS y HSR en una forma mas expĺıcita una vez que lleguemos
a cálculos más concretos.

La derivación dada aqui es aquella ya tratada por Luisell [8] y Haken [9]. Estamos buscando informa-
ción acerca del sistema S sin requerir detalles de la información acerca del sistema computesto S ⊕ R.
Sea χ(t) el operador de densidad para S ⊕R y definamos el operador de densidad ρ(t) por

ρ(t) ≡ trR [χ(t)] , (3.2)

donde la traza se toma sobre todos los estados del reservorio. Claramente, si Ô es un operador en el
espacio de Hilbert de S podemos calcular su valor promedio en la imagen de Schrödinger si tenemos sólo
conocimiento de ρ(t), y no del sistema completo de χ(t):

〈Ô〉 = trS⊕R

[
Ôχ(t)

]
= trR

{[
Ôχ(t)

]}
= trS

[
Ôρ(t)

]
. (3.3)

Nuestro objetivo es obtener una ecuación para ρ(t) con las propiedades de R entrando sólo como para-
metros.
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Interacción de un sólo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

La ecuación de Schröndiger para el operador de densidad χ, dado en la ecuación 1.6 del caṕıtulo 1, es

χ̇ =
1

i~
[H,χ] , (3.4)

donde H está dado por 3.1. Trasformamos 3.4 a la imagen de interacción, separando de esta manera la
parte rápida generada por HS +HR de la parte lenta generada por la interacción HSR. Definamos

χ̃(t) = e(i/~)(HS+HR)tχ(t)e−(i/~)(HS+HR)t, (3.5)

de 3.1 y 3.4 tenemos

˙̃χ =
i

~
(HS +HR)χ̃− i

~
χ̃(HS +HR) + e(i/~)(HS+HR)tχ̇e−(i/~)(HS+HR)t

=
1

i~

[
H̃SR(t), χ̃

]
, (3.6)

donde H̃SR(t) tiene estricta dependencia temporal:

H̃SR(t) = e(i/~)(HS+HR)tHSRe
−(i/~)(HS+HR)t. (3.7)

Ahora integramos 3.6, quedando

χ̃(t) = χ(0) +
1

i~

∫ t

0

dt′
[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]
, (3.8)

y sustituimos χ̃(t) dentro del conmutador en 3.6;

˙̃χ =
1

i~

[
H̃SR(t), χ(0)

]
− 1

~2

∫ t

0

dt′
[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]]
. (3.9)

Esta ecuación es exacta. La ecuación 3.4 ha sido simplemente presentada por medio de la ecuación 3.9 en
una forma conveniente la cual nos ayuda simplemente a identificar razonablemente alguna aproximación.

Asumiremos que la interacción comienza en t = 0 y que no existe correlación entre S y R en el tiempo
inicial. Entonces χ(0) = χ̃(0) factoriza como

χ(0) = ρ(0)R0, (3.10)

donde R0 es un operador de densidad del reservorio. Entonces notando que

trR [χ̃(t)] = e(i/~)HStρ(t)e−(i/~)HSt ≡ ρ̃(t), (3.11)

después de hacer la traza sobre el reservorio, 3.9 da la ecuación maestra

˙̃ρ(t) = − 1

~2

∫ t

0

dt′trR

{[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), χ̃(t′)

]]}
, (3.12)

donde, por simplicidad, hemos eliminado el término (1/i~)trR{[H̃RS(t), χ(0)]} con el supuesto de

trR

[
H̃SR(t)R0

]
= 0. (3.13)

Esto es garantizado si los operadores del reservorio que se acoplan a S tienen valor medio cero en el
estado R0, una condición la cual puede ser siempre arreglada por simplicidad al incluir que trR(HSRR0)
en el Hamiltoniano.

Hemos establecido que χ̃ factoriza en t = 0. Tiempo después la correlación entre S y R se incre-
mentará debido al acoplamiento entre el sistema y el reservorio. Hemos asumido, sin embargo, que este
acoplamiento es muy débil, y en todo tiempo χ(t) podŕıa solamente mostrar desviaciones de orden HSR

desde un estado no correlacionado. Además, R es un sistema muy grande cuyos estados podŕıan ser
inafectados virtualmente por acoplarse a S (por supuesto, esperamos que los estados de S sean significa-
tivamente afectados por R, queremos que sean amortiguados). Por lo tanto, escribimos

χ̃(t) = ρ̃(t)R0 +O(HSR), (3.14)
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3.1 Ecuación de Schröndinger en su forma integral

Ahora podemos hacer nuestra mayor aproximación, una aproximación llamada de Born. Despreciando
términos más altos que el segundo orden en HSR, escribimos 3.12 como

˙̃ρ(t) = − 1

~2

∫ t

0

dt′trR

{[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t′)R0

]]}
. (3.15)

La acuación 3.15 sigue siendo complicada. En particular, no es Marcoviana ya que la evolución futura
de ρ̃(t) depende de su historial pasado a travez de la integración sobre ρ̃(t′) (comportamientos futuros
de un sistema Markoviano depende solamente de sus estados presentes). Nuestra segunda mayor aproxi-
mación, la aproximación de Markov, remplaza ρ̃(t′) por ρ̃(t) en el lado derecho de la ecuación 3.15 para
obtener la ecuación maestra en la aproximación de Born-Markov:

˙̃ρ(t) = − 1

~2

∫ t

0

dt′trR

{[
H̃SR(t),

[
H̃SR(t′), ρ̃(t)R0

]]}
. (3.16)

Comportamientos Markovianos son razonables en una base f́ısica. Potencialmente, S puede depender de
su historial pasado porque sus estados más recientes vienen a ser impresos como cambios de los estados
del reservorio a travez de la interacción de HSR; estados más recientes son reflejados sobre las futuras
evoluciones de S conforme interactúa con los cambios del reservorio. Si, sin embargo, el reservorio es un
sistema grande que mantiene su equilibrio térmico, no esperamos que preserve el menor cambio debido
a su interacción con S durante mucho tiempo; no lo suficiente para afectar significantemente las futuras
evoluciones de S. Viene a ser una cuestión de tiempos de correlación del reservorio contra las escalas de
tiempo para cambios significantes de S. Al estudiar la integral de 3.15 con esta idea en mente podemos
hacer la resaltante suposición de la aproximación de Markov más expĺıcita.

Hagamos nuestro modelo un poco más espećıfico al escribir

HSR = ~
∑
i

siΓi, (3.17)

donde los si son operadores en el espacio de Hilbert de S y los Γi son operadores del reservorio, operadores
en el espacio de Hilbert de R. Entonces

H̃SR(t) = ~
∑
i

e(i/~)(HS+HR)tsiΓie
−(i/~)(HS+HR)t

= ~
∑
i

(
e(i/~)HStsie

−(i/~)HSt
)(

e(i/~)HRtΓie
−(i/~)HRt

)
= ~

∑
i

s̃i(t)Γ̃i(t). (3.18)

La ecuación maestra en la aproximación de Born, ecuación 3.15, es ahora

˙̃ρ(t) = −
∑
i,j

∫ t

0

dt′trR

{[
s̃i(t)Γ̃i(t),

[
s̃j(t

′)Γ̃j(t
′), ρ̃(t′)R0

]]}
= −

∑
i,j

∫ t

0

dt′
{
s̃i(t)s̃j(t

′)ρ̃(t′)trR

[
Γ̃i(t)Γ̃j(t

′)R0

]
s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t

′)trR

[
Γ̃i(t)R0Γ̃j(t

′)
]
− s̃i(t′)ρ̃(t′)s̃i(t)

×
[
Γ̃j(t

′)R0Γ̃i(t)
]

+ ρ̃(t′)s̃j(t
′)s̃i(t)trR

[
R0Γ̃j(t

′)Γ̃i(t)
]}

= −
∑
i,j

∫ t

0

dt′
{

[s̃i(t)s̃j(t
′)ρ̃(t′)− s̃j(t′)ρ̃(t′)s̃i(t)] 〈Γ̃i(t)Γ̃j(t′)〉R

+ [ρ̃(t′)s̃j(t
′)s̃i(t)− s̃i(t)ρ̃(t′)s̃j(t

′)] 〈Γ̃j(t′)Γ̃i(t)〉R
}
, (3.19)

donde hemos usado la propiedad ćıclica de la traza- tr(ÂB̂Ĉ) = tr(ĈÂB̂) = tr(B̂ĈÂ)- y escrito

〈Γ̃i(t)Γ̃j(t′)〉R = trR

[
R0Γ̃i(t)Γ̃j(t

′)
]

〈Γ̃j(t′)Γ̃i(t)〉R = trR

[
R0Γ̃j(t

′)Γ̃i(t)
]
. (3.20)
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Interacción de un sólo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

Las propiedades del reservorio entran en 3.19 a travez de dos funciones de correlación dadas en 3.20.
Podemos justificar el reemplazamiento de ρ̃(t′) por ρ̃(t) si estas funciones de correlación decaen muy
rápidamente sobre los tiempos de escala sobre los cuales ρ̃(t) vaŕıa. Idealmente, podŕıamos tomar

〈Γ̃i(t)Γ̃j(t′)〉R ∝ δ(t− t′). (3.21)

La aproximación de Markov descanza, como se sugirió antes, sobre la existencia de dos escalas de tiempo
ampliamente separadas: una escala de tiempo lenta para el dinamismo del sistema S y una escala de
tiempo rápida que caracteriza el decaimiento de las funciones de correlación del reservorio. Veremos
expĺıcitamente a las funciones de correlacion del reservorio y la separación de las escalas de tiempo en
nuestro primer ejemmplo.

3.2. Ecuación maestra para el oscilador armónico amortiguado

Adoptemos ahora un modelos expĺıcito. Para el Hamiltoniano del sistema compuesto S⊕R escribimos

HS ≡ ~ω0a
†a

HR ≡
∑
j

~ωjr†jrj

HSR ≡
∑
j

~
(
κ∗jar

†
j + κja

†rj)
)

= ~
(
aΓ† + a†Γ

)
. (3.22)

El sistema S es un oscilador armónico con frecuencia ω0 y operadores de creación y aniquilación a†

y a, respectivamente; el reservorio R se modela como una colección infinita de osciladores armónicos
con frecuencia ωj y operadores correspondientes de creación y aniquilación r†j y rj , respectivamente;
el oscilador a se acopla al j − esimo oscilador del reservorio via una constante de acoplamiento κj en
la aproximación de onda rotante. En términos f́ısicos, la ecuación 3.22 diŕıa que el modo de nuestro
sistema (descrito por a) pierde un fotón ganándolo el j-ésimo modo del reservorio y viceversa. Tomamos
el reservorio estar en equilibrio térmico a temperatura T con operador de densidad

R0 =
∏
j

e−~wjr
†
jrj/kBT

(
1− e−~wj/kBT

)
, (3.23)

donde kB es la constante de Boltzmann. No es necesario ser tan espećıfico acerca del modelo del reservorio.
Sin embargo, para una claridad pedagógica, el modelo del oscilador es f́ısicamente razonable en muchas
circunstancias. Los osciladores del reservorio podŕıan ser muchos de los modos de la radiación del vaćıo
dentro del cual un modo de una cavidad óptica decae a través de sus espejos, o dentro del cual un átomo
excitado decae via emisión spontánea; alternativamente, podŕıan representar modos fonones en un sólido.

La identificación con 3.19 se hace al establecer

s1 = a, s2 = a†,

Γ1 = Γ† ≡
∑
j

k∗j rj , Γ2 = Γ ≡
∑
j

kjrj , (3.24)

y entonces de 3.18 y 3.22 los operadores en la imagen de interacción son

s̃1(t) = eiω0a
†atae−iω0a

†at = ae−iω0t,

s̃2(t) = eiω0a
†ata†e−iω0a

†at = a†e−iω0t, (3.25)
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3.2 Ecuación maestra para el oscilador armónico amortiguado

Γ̃1(t) = Γ̃†(t) = exp

(
i
∑
n

ωnr
†
nrnt

)∑
j

k∗j r
†
jexp

(
−i
∑
m

ωmr
†
mrmt

)
=

∑
j

κ∗jr
†
je
iωjt,

Γ̃2(t) = Γ̃(t) = Γ̃†(t) = exp

(
i
∑
n

ωnr
†
nrnt

)∑
j

kjrjexp

(
−i
∑
m

ωmr
†
mrmt

)
=

∑
j

kjrje
−iωjt, (3.26)

donde en 3.25 usamos el hecho de que los operadores de diferentes osciladores del reservorio conmutan.

para mostrar que eiω0a
†atae−iω0a

†at = ae−iω0t, observe que el lado izquierdo es simplemente una solución
formal a la ecuación de movimiento ȧ = −iω0[a, a†a] = −iω0a. Note que, de 3.23 y 3.26, 〈Γ̃1(t)〉R =
〈Γ̃2(t)〉R = 0 como se requiere por suposición 3.13.

Ahora, de la suma en 3.19 corre sobre i = 1, 2 y j = 1, 2, el integrando involucra dieciseis términos.
Escribimos

˙̃ρ = −
∫ t

0

dt′
{

[aaρ̃(t′)− aρ̃(t′)a] e−iω0(t+t′)〈Γ̃†(t)Γ̃†(t′)〉R + h.c.

+
[
a†a†ρ̃(t′)− a†ρ̃(t′)a†

]
eiω0(t+t′)〈Γ̃(t)Γ̃(t′)〉R + h.c.

+
[
aa†ρ̃(t′)− a†ρ̃(t′)a

]
e−iω0(t−t′)〈Γ̃†(t)Γ̃(t′)〉R + h.c.

+
[
a†aρ̃(t′)− aρ̃(t′)a†

]
eiω0(t−t′)〈Γ̃(t)Γ̃†(t′)〉R + h.c.

}
, (3.27)

donde las funciones de correlación reservorio expĺıcitamente son

〈Γ̃†(t)Γ̃†(t′)〉R =
∑
j,k

κ∗jκ
∗
ke
iωjteiωkt

′
trR

(
R0r

†
jr
†
k

)
= 0, (3.28)

〈Γ̃(t)Γ̃(t′)〉R =
∑
j,k

κjκke
−iωjte−iωkt

′
trR (R0rjrk) = 0, (3.29)

〈Γ̃†(t)Γ̃(t′)〉R =
∑
j,k

κ∗jκke
iωjte−iωkt

′
trR

(
R0r

†
jrk

)
=

∑
j

| kj |2 eiωj(t−t
′)n(ωj , T ), (3.30)

〈Γ̃(t)Γ̃†(t′)〉R =
∑
j,k

κjκ
∗
ke
−iωjteiωkt

′
trR

(
R0rjr

†
k

)
=

∑
j

| kj |2 e−iωj(t−t
′) [n(ωj , T ) + 1] , (3.31)

con

n(ωj , T ) = trR

(
R0r

†
jrj

)
=

e−~ωj/kBT

1− e−~ωj/kBT
, (3.32)

las funciones de correlación 3.30 y 3.31 involucran una sumatoria sobre los osciladores del reservorio.
Cambiamos esta suma a una integración al introducir una densidad de estados g(ω) tal que g(ω)dω da el
número de osciladores con frecuencias en el intervalo ω a ω + dω. Al hacer un cambio de variable

τ = t− t′, (3.33)

3.27 puede ser presentado

˙̃ρ = −
∫ t

0

dτ
{[
aa†ρ̃(t− τ)− a†ρ̃(t− τ)a

]
e−iω0τ 〈Γ̃†(t)Γ̃(t− τ)〉R + h.c.[

a†aρ̃(t− τ)− aρ̃(t− τ)a†
]
eiω0τ 〈Γ̃(t)Γ̃†(t− τ)〉R + h.c.

}
, (3.34)
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Interacción de un sólo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

donde las funciones de correlación diferentes de cero son

〈Γ̃†(t)Γ̃(t− τ)〉R =

∫ ∞
0

dωeiωτg(ω) | κ(ω) |2 n(ω, T ), (3.35)

〈Γ̃(t)Γ̃†(t− τ)〉R =

∫ ∞
0

dωe−iωτg(ω) | κ(ω) |2 [n(ω, T ) + 1] , (3.36)

con

n(ω, T ) =
e−~ω/kBT

1− e−~ω/kBT
. (3.37)

En realidad es más sencillo evaluar primero la integral temporal, sin realizar la integral de frecuencias
para obtener una forma expĺıcita para las funciones de correlación reservorio. Esto es posible ya que ahora
estamos satisfaciendo el hecho de que la integración τ está dominada por tiempos que son más cortos
que los tiempos de escala para la evolución de ρ̃. Con ρ̃(t − τ) remplazado por ρ̃(t) (aproximación de
Markov), 3.34 se transforma en

˙̃ρ = α
(
aρ̃a† − a†aρ̃

)
+ β

(
aρ̃a† + a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†

)
+ h.c., (3.38)

con

α ≡
∫ t

0

dτ

∫ ∞
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω) | κ(ω) |2, (3.39)

β ≡
∫ t

0

dτ

∫ ∞
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω) | κ(ω) |2 n(ω, T ), (3.40)

Entonces, del hecho de que t es del orden de ts y la integración sobre τ es dominada por tiempos mucho
mas cortos del orden de tR, podemos extender la integración sobre τ al infinito y evaluar α y β usando

ĺım
t→∞

∫ t

0

dτe−i(ω−ω0)τ = πδ(ω − ω0) + i
P

ω0 − ω
, (3.41)

donde P indica el valor principal de Cauchy. Encontramos

α = πg(ω0) | κ(ω0) |2 +i∆, (3.42)

β = πg(ω0) | κ(ω0) |2 n(ω0) + i∆′, (3.43)

con

∆ ≡ P

∫ ∞
0

dω
g(ω0) | κ(ω0) |2

ω0 − ω
, (3.44)

∆′ ≡ P

∫ ∞
0

dω
g(ω0) | κ(ω0) |2

ω0 − ω
n(ω, T ). (3.45)

Nota: para obtener 3.41, hemos hecho∫ t

0

dτe−i(ω−ω0)τ =
sin(ω − ω0)t

ω − ω0
− i1− cos(ω − ω0)t

ω − ω0
.

Finalmente, nuestra ecuación maestra para el oscilador armónico amortiguado, después de definir

γ ≡ 2πg(ω0) | κ(ω0) |2, (3.46)

n ≡ n(ω0, T ), (3.47)

de las ecuaciones 3.38,3.42 y 3.43, obtenemos

˙̃ρ = −i∆
[
a†a, ρ̃

]
+
γ

2
(2aρ̃a† − a†aρ̃− ρ̃a†a)

+γn(aρ̃a† + a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†), (3.48)

18



3.2 Ecuación maestra para el oscilador armónico amortiguado

Aqúı ρ̃ aun está en la imagen de interacción. Transformando de vuelta a la imagen de Schrödinger usamos
3.11 para obtener

ρ̇ =
1

i~
[Hs, ρ] + e−(i/~)HSt ˙̃ρe(i/~)HSt. (3.49)

Con Hs = ~ω0a
†a, sustituimos para ˙̃ρ y usamos 3.11 y 3.25 para escribir, por ejemplo,

e−iω0a
†ataρ̃a†eiω0a

†at = e−iω0a
†ata

(
eiω0a

†atρe−iω0a
†at
)
a†eiω0a

†at

=
(
e−iω0a

†ataeiω0a
†at
)
ρ
(
e−iω0a

†ata†eiω0a
†at
)

= aρa†, (3.50)

Cada término puede ser tratado similarmente. Finalmente, llegamos a la ecuación maestra para el osci-
lador amortiguado

ρ̇ = −iω′0
[
a†a, ρ

]
+
γ

2
(2aρa† − a†aρ− ρa†a)

+γn(aρa† + a†ρa− a†aρ− ρaa†), (3.51)

donde

ω′0 ≡ ω0 + ∆. (3.52)

Una alternativa, mas compacta, la ecuación maestra 3.51 puede ser escrita en la forma

ρ̇ = −iω′0
[
a†a, ρ

]
+
γ

2
(
[
a, ρa†

]
+
[
aρ, a†

]
)

+
γ

2
(
[
aρ, a†

]
+
[
a†, ρa

]
), (3.53)

En ambas formas, los términos de amortiguamiento están agrupados de acuerdo a si son proporcinal a
n̄ o no. Este es un agrupamiento natural desde el punto de vista de la representación del espacio fase
comunmente usado en Óptica Cuántica. Hoy en d́ıa, es más usual agrupar los términos en la forma
Lindblad de la ecuación maestra [10], al escribir

ρ̇ = −iω′0
[
a†a, ρ

]
+
γ

2
(n+ 1)(2aρa† + a†aρ− ρa†a)

+
γ

2
n(2a†ρa− aa†ρ− ρaa†). (3.54)

Una forma conveniente de presentar la ecuación maestra es como en [5], siendo esta

∂ρ

∂t
= κ(Nr + 1)(2aρa† − a†aρ− ρa†a) + κNr(2a

†ρa− aa†ρ− ρaa†), (3.55)

donde κ es el ancho de decaimiento, Nr el número promedio de fotones del reservorio, a y a† son los
operadores de aniquilación y creación, respectivamente. En esta forma se puede aplicar el método de
super operadores para su solución.

La ecuación maestra representa la ecuación que gobierna la dinámica de la evolución del sistema f́ısico.
En este caso, la ecuación 3.55 representa la dinámica de la evolución del modo del campo electromagnético
y su solución nos indica como evoluciona el modo del campo por su interacción con el medio ambiente.
Para ver como se soluciona esta ecuación maestra ver referencia [5].
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Caṕıtulo 4

Interacción de dos modos del campo
electromagnético con un medio
ambiente en común

En este caṕıtulo damos los elementos para la deducción de la ecuación maestra que describe a nuestro
estado, dos modos de campo electromagnético que interacciona con su medio ambiente. Discutimos las
diferencias que hay entre nuestro sistema y aquel que se encuentra en [21] a nivel de ecuación maestra.
Damos solución a la ecuación maestra de nuestro sistema por el método de superoperadores, la cual da
la dinámica de la evoulución en el tiempo de nuestro estado (dos estados coherentes) y resaltamos que
tal estado evoluciona a un estado enredado.

4.1. Ecuación maestra para dos modos de campo electromagnéti-
co que interaccionan con su medio ambiente

En este caṕıtulo deduciremos la ecuación maestra que gobierna la dinámica de dos modos del campo
electromagnético que intaraccionan con un mismo medio ambiente pero no interaccionan entre si.
El modelo que estamos estudiando involucra dos modos de campo electromagnético (Fig. 4.1), lo cual

Figura 4.1: Dos modos (lazos rojos) interaccionando con su medio ambiente (puntos fuera de los espejos).
La interacción de los dos modos con el reservorio se da a travez de los espejos.
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implica, en analoǵıa a 3.22, que los Hamiltonianos involucrados son

HS = ~ω0a
†a︸ ︷︷ ︸

Hs1

+ ~ω0b
†b︸ ︷︷ ︸

Hs2

, (4.1)

HR =
∑
j

~ωjr†jrj , (4.2)

HSR =
∑
l

~[κ∗l ar
†
l + κla

†rl] +
∑
l′

~[κ∗l′br
†
l′ + κl′b

†rl′ ]

=
∑
l

~[κ∗l (a+ b)r†l + κl(a
† + b†)rl], (4.3)

en donde Hs1 y Hs2 son los Hamiltonianos asociados a cada modo de campo electromagnético. Se puede
observar que cada modo queda bien identificado por sus correspondientes operadores de creación y ani-
quilación; para un modo tenemos a† y a, para el otro b† y b. Podemos observar que se comparte un mismo
reservorio, representado por 4.2, lo cual nos induce a pensar que la interacción que se da, representada
por 4.3, es semejante a la que se muestra en la tercera expresión de 3.22.

En analoǵıa con 3.24, podemos establecer

s1 = a, s2 = a†, s3 = b, s4 = b†, (4.4)

Γ1 = Γ3 = Γ† ≡
∑
j

κjrj , (4.5)

Γ2 = Γ4 = Γ ≡
∑
j

κ∗jr
†
j , (4.6)

entonces, de 3.18 y 3.22

s̃1(t) = e
i
~ (Hs1+Hs2+HR)ts1e

− i
~ (Hs1+Hs2+HR)t

= e
i
~ (Hs1+6Hs2+6HR)tae−

i
~ (Hs1+6Hs2+6HR)t

= e
i
~Hs1 tae−

i
~Hs1 t

= e
i
6~ 6~ω0a

†atae−
i
6~ 6~ω0a

†at

= ae−iω0t, (4.7)

haciendo un proceso semejante, obetenemos

s̃2(t) = e
i
~Hs1 ta†e−

i
~Hs1 t = a†eiω0t, (4.8)

s̃3(t) = e
i
~Hs2 tbe−

i
~Hs2 t = be−iω0t, (4.9)

s̃4(t) = e
i
~Hs2 tb†e−

i
~Hs2 t = b†eiω0t, (4.10)

y para los operadores del reservorio

Γ̃1(t) = e
i
~HRtΓ1e

− i
~HRt =

∑
j

κ∗jr
†
je
iωjt = Γ̃3(t), (4.11)

Γ̃2(t) = e
i
~HRtΓ2e

− i
~HRt =

∑
j

κjrje
−iωjt = Γ̃4(t). (4.12)

Ahora, haciendo un proceso muy parecido para la obtención de 3.38, llegamos a la expresión para la
ecuación maestra de dos modos de campo electromagnético, siendo esta

˙̃ρ = α
[
(a+ b) ρ̃(a† + b†)− (a† + b†)(a+ b)ρ̃

]
+

β
[
(a+ b)ρ̃(a† + b†) + (a† + b†)ρ̃(a+ b)−

(a† + b†)(a+ b)ρ̃− ρ̃(a+ b)(a† + b†)
]

+ h.c.,

(4.13)
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4.2 Ecuación maestra de dos modos de campo electromagnético cada uno con su propio
medio ambiente

recordemos que 3.38 es

˙̃ρ = α
(
aρ̃a† − a†aρ̃

)
+ β

(
aρ̃a† + a†ρ̃a− a†aρ̃− ρ̃aa†

)
+ h.c.,

que comparando con 4.13 vemos que a 3.38 le hacemos el cambio de a por a+b. Para obtener una solución
anaĺıtica de esta ecuación usaremos el método de superoperadores.

4.2. Ecuación maestra de dos modos de campo electromagnético
cada uno con su propio medio ambiente

Los hamiltonianos que caracterizan a dos sistemas que interaccionan con su propio medio ambiente
cada uno son

HS = ~ω0a
†a︸ ︷︷ ︸

Hs1

+ ~ω0b
†b︸ ︷︷ ︸

Hs2

, (4.14)

HR =
∑
i

~ωir†i ri︸ ︷︷ ︸
R1

+
∑
j

~ωjv†jvj︸ ︷︷ ︸
R2

, (4.15)

HSR =
∑
l

~[κ∗l ar
†
l + κla

†rl] +
∑
l′

~[κ∗l′bv
†
l′ + κl′b

†vl′ ]. (4.16)

La ecuación maestra para dos modos de campo electromagnético interaccionando cada uno con su
medio ambiente, ver [21], es dada por

ρ̇ = G(2a†ρa− aa†ρ− ρaa† + 2b†ρb− bb†ρ− ρbb†)
+L(2aρa† − a†aρ− ρa†a+ 2bρb† − b†bρ− ρb†b), (4.17)

que al usar los métodos de Óptica Cuántica para solucinar la ecuación anterior, se puede hallar la evolu-
ción en el tiempo.

Es oportuno hacer la comparación de las ecuaciones maestras 4.13 y 4.17; en 4.13 no podemos hacer
una reagrupación de términos tipo 4.17, i.e., en 4.17 podemos distinguir términos que contienen productos
de operadores de un solo modo con el operador de densidad en una parte de la suma y productos de
operadores asociados al otro modo con el operador de densidad en otra; En 4.13 lo que se observa son
términos mezclados de operadores que representan a un modo con operadores que representan al otro
modo en un producto con el operador de densidad ρ. Esto nos da indicios de enredamiento en evoluciones
futuras para nuestro sistema.

4.3. Solución de la ecuación maestra

Para abordar la solución de 4.13, es conveniente presentar a la ecuación maestra como se muestra en
3.55,

∂ρ

∂t
= κ(Nr + 1)(2aρa† − a†aρ− ρa†a) + κNr(2a

†ρa− aa†ρ− ρaa†),

como estamos trabajando con dos modos de campo electromagnético, recordemos que hacemos la susti-
tución a por a+ b,

∂ρ

∂t
= κ(Nr + 1)[2(a+ b)ρ(a+ b)† − (a+ b)†(a+ b)ρ− ρ(a+ b)†(a+ b)]

+κNr[2(a+ b)†ρ(a+ b)− (a+ b)(a+ b)†ρ− ρ(a+ b)(a+ b)†].

(4.18)

23
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En lo siguiente, usamos el método de superoperadores para dar solución a la ecuación maestra anterior.
Definamos los siguiente superoperadores

Jab1 ρ = 2γ(a+ b)ρ(a† + b†), (4.19)

Jab2 ρ = 2β(a† + b†)ρ(a+ b), (4.20)

Labρ = −(γ + β)[(a† + b†)(a+ b)ρ+ ρ(a† + b†)(a+ b)]. (4.21)

donde γ = κ(Nr + 1) y β = κNr. Con las definiciones anteriores, la ecuación 4.18 puede ser re-escrita

∂ρ(t)

∂t
=
(
Jab1 + Jab2 + Lab − 2β

)
ρ(t), (4.22)

cuya sulución es

ρ(t) = e−2βte(J
ab
1 +Jab2 +Lab)tρ(0). (4.23)

Lo que resta es aplicar los operadores que aparecen dentro de la exponencial al sistema inicial, situación
que no es trivial. Para poder hacer esta aplicación del operador sobre el estado, necesitamos factorizar
este operador exponencial [11]. El proceso de factorización considera el lema de Baker-Hausdorf el cual
toma muy en cuenta las siguientes relaciones de conmutación

[Jab2 , Jab1 ]ρ =
4β

β + γ
Lρ− 4βγρ, (4.24)

[Jab1 , L]ρ = −2(β + γ)Jab1 ρ, (4.25)

[Jab2 , L]ρ = 2(β + γ)Jab2 ρ. (4.26)

Al usar el método de factorización uno espera

ρ(t) = e−2βtef3(t)ef2(t)Jab2 ef0(t)Labef1(t)Jab1 ρ(0), (4.27)

Al diferenciar la ecuación anterior y comparandola con 4.22 obtenemos un sistema de ecuaciones diferen-
ciales

df0

dt
+

4βγ

β + γ
f2 = 1, (4.28)

df1

dt
e2(β+γ)f0 = 1, (4.29)

df2

dt
+ 2

df0

dt
f2(γ + β) + 4βγf2

2 = 1, (4.30)

df3

dt
− 4βγf2 = 0. (4.31)

Al imponer las condiciones ρ(t = 0) = ρ(0) en 4.27, i.e. fm(0) = 0 para m = 0, 1, 2, 3

f0 =
γ − β
γ + β

t+
1

γ + β
ln

(
βe2t(β−γ) − γ

β − γ

)
, (4.32)

f1 = f2 =
1

2

e2t(β−γ) − 1

βe2t(β−γ) − γ
, (4.33)

f3 = 2βt− ln
(
βe2t(β−γ) − γ

β − γ

)
. (4.34)

Ya sabemos quienes son las f ′s, lo que resta es aplicar el operador exponencial especificando el estado.
En este caso, el sistema es

ρ(0) = |α〉〈α| ⊗ |β〉〈β|. (4.35)
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4.3 Solución de la ecuación maestra

Tal sistema representa los dos modos de campo electromagnético en dos cavidades separadas; |α〉 en una
cavidad y |β〉 en otra.

Apliquemos el primer operador exponencial (de derecha a izquierda) sobre el sistema, obteniendo

ef1(t)Jab1 |α〉〈α| ⊗ |β〉〈β| = ef12γ(|α|2+|β|2+αβ∗+βα∗)|α〉〈α| ⊗ |β〉〈β|. (4.36)

La forma de aplicar el segundo operador equivale a

ef0L
ab |α〉〈α| ⊗ |β〉〈β| =

e−(γ+β)f0(a†+b†)(a+b)|α〉〈α| ⊗ |β〉〈β|e−(γ+β)f0(a†+b†)(a+b).
(4.37)

Podemos desarrollar un poco mas este operador en relación al argumento de su exponencial, siendo esto

e−(γ+β)f0(a†+b†)(a+b) =

e−(γ+β)f0(a†b+b†a)e−(γ+β)f0a
†ae−(γ+β)f0b

†b. (4.38)

Es necesario factorizar el primer término (de izquierda a derecha) del lado derecho de la igualdad

e−(γ+β)f0(a†b+b†a) = efλa
†begλb

†aehλ
2[a†b,b†a]

= efλa
†begλb

†aehλ
2a†ae−hλ

2b†b, (4.39)

con λ = −(γ + β)f0. Las funciones f , g y h son funciones, con parámetro ε, a determinar por el método
de factorización. El método consiste en plantear la siguiente igualdad

eελ(a†b+b†a) = efλa
†begλb

†aehλ
2a†ae−hλ

2b†b, (4.40)

y considerar las relaciones de conmutación

[a†b, b†a] = a†a− b†b,
[a†b, [a†b, b†a]] = −2a†b,
[b†, [a†b, b†a]] = 2b†a,

(4.41)

que al diferenciar ambos lados de la igualdad 4.40 y comparar (usando el lema de Baker-Hausdorf), uno
obtiene

df

dε
− (λf)2 dg

dε
− 2λ2f(1 + λ2fg)

dh

dε
= 1, (4.42)

dg

dε
+ 2λ2g

dh

dε
= 1, (4.43)

f
dg

dε
+ (1 + 2λ2fg)

dh

dε
= 0. (4.44)

resolviendo el sistema acoplado de ecuaciones diferenciales, se tiene

f =
Tanhλ(ε− c1)

λ
, (4.45)

g = c2Cosh
2[λ(ε− c1)] +

Cosh[λ(ε− c1)]Tanh[λ(ε− c1)]

λ
, (4.46)

h = c3 −
ln{Cosh[λ(ε− c1)]}

λ2
, (4.47)

con

λ = −(γ + β)f0. (4.48)

Sustituyendo 4.39 en 4.38, teniendo en mente que ya hemos hayado las funciones f , g y h, tenemos

e−(γ+β)f0(a†+b†)(a+b) = efλa
†begλb

†aehλ
2a†ae−hλ

2b†beλa
†aeλb

†b

= efλa
†begλb

†ae(hλ2+λ)a†ae(−hλ2+λ)b†b, (4.49)
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por lo tanto

ef0L
ab

|α〉〈α| ⊗ |β〉〈β| =

efλa
†begλb

†ae(hλ2+λ)a†ae(−hλ2+λ)b†b|α〉〈α| ⊗ |β〉〈β|e(−hλ2+λ)b†be(hλ2+λ)a†aegλa
†befλb

†a.

(4.50)

Veamos que resulta de de aplicar los operadores exponenciales que contienen como argumento a a†a y a
b†b, i.e.,

e(hλ2+λ)a†ae(−hλ2+λ)b†b|α〉〈α| ⊗ |β〉〈β|e(−hλ2+λ)b†be(hλ2+λ)a†a

= e(hλ2+λ)a†a|α〉〈α|e(hλ2+λ)a†a ⊗ e(−hλ2+λ)b†b|β〉〈β|e(−hλ2+λ)b†b

= e−
|α|
2 e

|α̃|
2 |α̃〉〈α̃|e−

|α|
2 e

|α̃|
2 ⊗ e−

|β|
2 e

|β̃|
2 |β̃〉〈β̃|e−

|β|
2 e

|β̃|
2

= e−|α|e|α̃|e−|β|e|β̃|︸ ︷︷ ︸
c1

|α̃〉〈α̃| ⊗ |β̃〉〈β̃|, (4.51)

con

β̃ ≡ βe−hλ
2+λ, (4.52)

α̃ ≡ αehλ
2+λ, (4.53)

Ahora, apliquemos los operadores egλb
†a y egλa

†b

egλb
†a|α̃〉〈α̃| ⊗ |β̃〉〈β̃|egλa

†b

= egλb
†α̃|α̃〉〈α̃| ⊗ |β̃〉〈β̃|egλα̃

∗b, (4.54)

hemos aplicado sólo lo correspondiente al operador a y a† que aparecen en el argumento de la exponencial;
falta aplicar lo correspondiente a b y b†, para esto es necesario expandir en serie de Taylor al operador
exponencial,

egλb
†α̃|α̃〉〈α̃| ⊗ |β̃〉〈β̃|egλα̃

∗b

=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(gλα̃)n

n!

(gλα̃∗)m

m!︸ ︷︷ ︸
c2

|α̃〉〈α̃| ⊗ b†n|β̃〉〈β̃ | bm, (4.55)

fijémonos en b†n|β̃〉〈β̃ | bm, lo cual da como resultado

b†n|β̃〉〈β̃ | bm =

n∑
i=0

m∑
j=0

(
n
i

)(
m
j

)√
i!
√
j!β̃n−iβ̃∗m−j︸ ︷︷ ︸

c3

| β̃, i〉〈β̃, j | . (4.56)

Omitiendo por ahora las ci, con i = 1, 2, 3, el estado que principalmente resta por analizar es |α̃〉〈α̃|⊗ |
β̃, i〉〈β̃, j |, al cual ensanguichamos con efλa

†b y efλb
†a, y para poder aplicar estos operadores, una vez

más, es necesrio ponerlos en serie de Taylor,

efλa
†b|α̃〉〈α̃|⊗ | β̃, i〉〈β̃, j | efλb

†a
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=

∞∑
p=0

(fλb)p

p!
a†p|α̃〉〈α̃|⊗ | β̃, i〉〈β̃, j |

∞∑
q=0

(fλb†)q

q!
aq

=

∞∑
p=0

∞∑
q=0

p∑
k=0

q∑
l=0

(fλ)p

p!

(fλ)q

q!

(
p
k

)(
q
l

)√
k!
√
l!α̃p−kα̃∗q−l︸ ︷︷ ︸

c4

| α̃,k〉〈α̃, l | ⊗bp | β̃, i〉〈β̃, j | b†q, (4.57)

fijémonos en bp | β̃, i〉〈β̃, j | b†q. Ahora de [12], uno tiene

bp | β̃, i〉〈β̃, j | b†q = bpD(β̃) | i〉〈j | D†(β̃)b†q

= D(β̃)(b+ β̃)p | i〉〈j | (b† + β̃∗)qD†(β̃)

=

p∑
r=0

q∑
s=0

(
p
r

)(
q
s

)
β̃p−rβ̃∗q−s︸ ︷︷ ︸

c5︷ ︸︸ ︷√
i(i− 1) · · · (i− (r − s))

√
j(j − 1) · · · (j − (s− 1))

D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃). (4.58)

Volviendo a 4.57 y omitiendo, por ahora, a c4 y c5, el estado que falta por analizar es D(α̃) | k〉〈l |
D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃); apliquémosle ef2j

ab
2 , lo cual implica desarrollar en serie de Taylor,

ef2j
ab
2 D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)

=

∞∑
u=0

(f2j
ab
2 )v

v!
D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃), (4.59)

analicemos
(
f2j

ab
2

)v
D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)(
f2j

ab
2

)v
D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)

= (2βf2)v(a† + b†)vD(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)(a+ b)v

= (2βf2)v
v∑
w1

v∑
w2

(
v
w1

)(
v
w2

)
︸ ︷︷ ︸

c6

a†v−w1D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)av−w2 ⊗ b†w1D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)bw2 , (4.60)

enfoquémonos, por ahora, sólo en el estado

a†v−w1D(α̃) | k〉〈l | D†(α̃)av−w2 ⊗ b†w1D(β̃) | i− r〉〈j − s | D†(β̃)bw2

= D(α̃)(a† + α̃∗)v−w1 | k〉〈l | (a+ α̃)v−w2D†(α̃)

⊗D(β̃)(b† + β̃∗)w1 | i− r〉〈j − s | (b+ β̃)w2D†(β̃)

=

v−w1∑
q1

v−w2∑
q2

w1∑
p1

w2∑
p2

(
v − w1

q1

)(
v − w2

q2

)(
w1

p1

)(
w2

p2

)
︸ ︷︷ ︸

c7︷ ︸︸ ︷
α̃∗v−w1−q1 α̃v−w2−q2 β̃∗w1−p1 β̃w2−p2

D(α̃)a†q1 | k〉〈l | aq2D†(α̃)⊗D(β̃)b†p1 | i− r〉〈j − s | bp2D†(β̃), (4.61)
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analicemos D(α̃)a†q1 | k〉〈l | aq2D†(α̃)⊗D(β̃)b†p1 | i− r〉〈j − s | bp2D†(β̃)

D(α̃)a†q1 | k〉〈l | aq2D†(α̃)⊗D(β̃)b†p1 | i− r〉〈j − s | bp2D†(β̃)

=
√

(k + 1)(k + 2) · · · (k + q1)
√

(l + 1)(l + 2) · · · (l + q1)√
(i− r + 1)(i− r + 2) · · · (i− r + p1)

√
(j − s+ 1)(j − s+ 2) · · · (j − s+ p2)

D(α̃) | k + q1〉〈l + q2 | D†(α̃)⊗D(β̃) | i− r + p1〉〈j − s+ p2 | D†(β̃), (4.62)

que al involucrar todas las ci, con i = 1→ 7, tenemos la evolución del sistema

ρ(t) = e−2βtef3(t)ef1(t)δ1(|α|2+|β|2+αβ∗+βα∗)e−|α|
2

e|α̃|
2

e−|β|
2

e|β̃|
2

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(gλα̃)n

n!

(gλα̃∗)m

m!

n∑
i=0

m∑
j=0

(
n
i

)(
m
j

)√
i!
√
j!β̃n−iβ̃∗m−j

∞∑
p=0

∞∑
q=0

(fλ)p

p!

(fλ)q

q!

p∑
k=0

q∑
l=0

(
p
k

)(
q
l

)√
k!
√
l!α̃p−kα̃∗q−l

p∑
r=0

q∑
s=0

(
p
r

)(
q
s

)
√
i · (i− 1) · (i− 2) · · · (i− (r − 1))√
j · (j − 1) · (j − 2) · · · (j − (s− 1))β̃p−rβ̃∗q−s

v∑
w1=0

v∑
w2=0

(2β)v
(

v
w1

)(
v
w2

)
v−w1∑
q1=0

v−w2∑
q2=0

w1∑
p1=0

w2∑
p2=0

(
v − w1

q1

)(
v − w2

q2

)(
w1

p1

)(
w2

p2

)
α̃∗v−w1−q1 α̃v−w2−q2 β̃∗w1−p1 β̃w2−p2√

(k + 1) · (k + 2) · · · (k + q1)
√

(l + 1) · (l + 2) · · · (l + q2)√
(i− r + 1) · (i− r + 2) · · · (i− r + p1)√
(j − s+ 1) · (j − s+ 2) · · · (j − s+ p2)

D(α̃)|k + q1〉〈l + q2|D†(α̃)⊗D(β̃)|i− r + p1〉〈j − s+ p2|D†(β̃),

(4.63)

donde podemos identificar los estados de número desplazado. Ahora, no podemos llevar este estado a una
forma factorizada como se muestra en 4.35, lo cual indicaŕıa que el sistema está enredado.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

El operador de densidad es un equivalente a la función de onda. Digamos que es una forma de repre-
sentar un sistema cuántico de manera más general.

Los estados de número desplazado son eigenestados del hamiltoniano del oscilador armónico despla-
zado.

Puesto que el operador de densidad es un objeto abstracto en el espacio de Hilbert, la función Q da
una idea intuitiva de qué está pasando con el sistema que dependiendo de su forma, refiriéndonos a su
gráfica, nos da indicios de si un sistema es cuántico ó semiclásico.

La ecuación maestra representa la dinámica de la evolución de nuestro sistema f́ısico; su solución
representa la evolución de nuestro estado inicial.

En esta trabajo de tesis, deducimos la ecuación maestra que describe la evolución de dos modos del
campo electromagnético cuando interaccionan con un mismo medio ambiente. Este caso es diferente al
caso reportado en la literatura cient́ıfica, resumido en el caṕıtulo 4, cuando cada modo interacciona con
su propio medio ambiente. Después de deducir la ecuación maestra, nos dimos a la tarea de resolverla.
Esto lo hicimos usando el método de superoperadores. Teniendo la solución, la aplicamos a un estado
inicial que consist́ıa en dos estados coherentes desenredados. Obtuvimos el operador de densidad final y
éste consistió de una mezcla de operadores de densidad representando estados de número desplazados.
Como los operadores de densidad finales no se pueden factorizar como el producto de dos operadores de
densidad, esto indica que los sistemas quedan en un estado enredado.

Por lo expuesto en el párrafo anterior podemos concluir como resultado final de esta tesis que a partir
de que dos sistemas cuánticos independientes interactúan con un medio ambiente en común, estos dos
sistemas evolucionan a un estado global, o comunmente llamado estado enredado.

Debido a la complejidad del estado final de la evolución del sistema de dos modos que interactúan
con un mismo medio ambiente, no es fácil calcular alguna medida de enredamiento que nos de el grado
de enredamiento final. Debido a esto, estamos en el proceso de cálculo de su función Q; pero esto lle-
vará varios meses de cálculo. Sin embargo, gracias a la definición matemática, del hecho que no podemos
factorizar el sistema, concluimos que nuestro estado evoluciona a un estado enredado.

En el trabajo futuro que se realizará, se planea definir una medida de enredamiento en términos de
la función Q. Para ello, se cuantificará la diferencia entre una función Q para estados coherentes desen-
redados y la función Q para estados coherentes maximamente enredados.

La propuesta que se plantea comienza con un estado desenredado como el siguiente

ρ̂des(0) = |α〉11〈α| ⊗ |β〉22〈β| (5.1)
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cuya función Q, en analoǵıa a la ecuación 2.38, se puede definir como

Qdes1,2 (ξ, χ) = 1〈ξ|2〈χ|ρ̂des(0)|ξ〉1|χ〉2
= |1〈ξ|α〉1|2|2〈χ|β〉2|2 (5.2)

Consideremos, también, un estado enredado

|ψ〉 = c(|α〉1|β〉2 + | − α〉1| − β〉2) (5.3)

siendo c un factor de normalización; entonces, su operador de densidad es

ρ̂enr = |ψ〉〈ψ| = |c|2(|α〉1|β〉2 + | − α〉1| − β〉2)⊗ (1〈α|2〈β|+1 〈−α|2〈−β|) (5.4)

al reagrupar, tenemos

ρ̂enr = |c|2(|α〉11〈α| ⊗ |β〉22〈β|+ |α〉11〈−α| ⊗ |β〉22〈−β|+
| − α〉11〈α| ⊗ | − β〉22〈β|+ | − α〉11〈−α| ⊗ | − β〉22〈−β|) (5.5)

de igual manera podemos defirnir su función Q

Qenr1,2 (ξ, χ) = 1〈ξ|2〈χ|ρ̂enr|ξ〉1|χ〉2 (5.6)

El siguiente paso es definir una medida del grado de enredamiento en términos de las ecuaciones 5.6 y 5.2.
En [24] definen una medidad del grado de enredamiento llamada medida geométrica de enredamiento, la
cual presentamos a continuación,

E(φ) =
1

2
min||φ− χ||2 (5.7)

que en palabras es la distancia que existe entre un estado enredado y su estado desenredado más próximo.
El estado φ es un estado máximamente enredado. En analoǵıa a lo anterior, puesto que la función Q en
principio es más fácil de calcular, se propone una medida de enredamiento de la forma

|Qenr1,2 (ξ, χ)−Qdes1,2 (ξ, χ)|2 (5.8)

donde Qenr1,2 (ξ, χ) y Qdes1,2 (ξ, χ) son dadas en 5.6 y 5.2, respectivamente.
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