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Resumen

La ciencia se caracteriza por establecer medidas precisas de sus variables dindmicas y de sus conceptos
fundamentales. Sin embargo, en mecénica cudntica la medicién es uno de los conceptos que mas dificulta-
des ha tenido para una formulacién precisa. Esto ha generado un sinfin de predicciones y debates, siendo
la mas famosa, quizés, la prediccion de la paradoja del gato de Schrodinger, donde este tiene una super-
posicion de estados cudnticos. De hecho, en mecéanica cuantica se reconocen dos tipos de evoluciones, una
evolucién completamente determinista descrita por la ecuaciéon de Schrodinger (y generada por el tipo
de energia a que estd sometido el sistema) y otra evolucién, completamente aleatoria y probabilistica,
generada por la medicién de un observable fisico.

La paradoja del gato de Schrodinger se basa en establecer que la mecanica cuantica predice la super-
posicién de estados fisicos (incluso para sistemas microscépicos), sin embargo dicha superposicién no se
observa en el mundo macroscépico. La pregunta de por qué no se observa esta superposicién de estados se
empez0 a resolver hasta mediados de los anos ochenta del siglo pasado, fue cuando se empezé a proponer
modelos que explicaban la no supervivencia de tales estados por su interaccién con el medio ambiente [1].

Uno de los modelos méas usados en este tipo de estudios es la interaccién de un modo del campo
electromagnético con un medio ambiente modelado, este 1ltimo, como un nuimero infinito de modos del
campo electromagnético [2, 3, 4]. Usando este modelo se ha podido predecir el decaimiento rapido de una
superposicién de estados coherentes hacia una mezcla estadistica de estados.

El modelo que nosotros usaremos serd el de las ecuaciones maestras. En este modelo de ecuaciones
maestras se parte del Hamiltoniano de interaccion y se deduce una ecuacién diferencial para la matriz de
densidad del sistema.

Actualmente hay un gran interés en el estudio de estos sistemas cudnticos, principalmente para ver
cémo evolucionan los estados enredados cuando interaccionan con un medio ambiente [5, 6].

En este proyecto de tesis se estudia la evolucién de dos modos del campo electromagnético acoplado
a un numero infinito de modos del campo electromagnético. Este es un modelo de gran interés en 6ptica
cuantica y computacion cuantica, ya que involucra la generacién de estados enredados. Nuestro interés
se centrard en estudiar este modelo para temperaturas diferentes de cero y encontrar su evolucién en el
tiempo.

En el capitulo 1 y 2 vemos los elementos necesarios para la comprensién de nuestro problema. Se da un
repaso de los postulados de la mecanica cuantica. Presentamos el operador de densidad con el propdsito
de hacer una reformulacién de los postulados de la mecanica cudntica en términos de dicho operador.
En términos generales, decimos que es el entrelazamiento cuantico y el papel que juega el operador de
densidad en este concepto. Para que no quede todo en conceptos meramente tedricos, presentamos una
cavidad que soporta cierto modo de campo electromagnético. Hacemos mencién de qué son los estados
coherentes y estados de niimero desplazado puesto que estos estados aparecen en el tratado de nuestro
problema. Para darse una idea de como evoluciona un sistema de una manera grafica, damos a conocer
las funciones de cuasiprobabilidad detallando solamente en la funcién Q.

En el capitulo 3 vemos la deduccién de la ecuacién maestra para un modo de campo electromagnético
que interacciona con su medio ambiente. Aprovechando lo ya realizado en el capitulo 3, en el capitulo 4



II

hacemos la deduccién de la ecuacién maestra para dos modos de campo electromagnético interaccionando
con un medio ambiente en comin y vemos la diferencia que existe con aquella ecuacién maestra asocia-
da a dos modos de campo electromagnético que interacciona cada uno con su propio medio ambiente.
Asi mismo, logramos hallar su solucién usando el método de superoperadores. Dicha solucién representa
la evolucién del sistema.

El el capitulo 5 presentamos las conclusiones haciendo mencién que el objetivo de hallar la evolucién
de nuestro trabajo se alcanzd, que es encontrar la evolucién en el tiempo de nuestros modos de campo
electromagnético que interaccionan con un mismo ambiente y decir que tal sistema evoluciona a un estado
enredado. El siguiente paso es decir que tan enredado esta el sistema, lo cual conlleva a plantear una
medida de enredamiento en un trabajo futuro.
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Capitulo 1

Fundamentos de mecanica cuantica

En mecénica cudntica, el vector de estado (funcién de onda) contiene la méxima cantidad de informa-
cién de un sistema y juntamente con las leyes de la mecanica cuantica permiten predecir la dindmica de la
evolucién. Tipicamente, la informacién consiste de niimeros cuanticos asociados con el conjunto de obser-
vables que conmutan. Si tenemos dos posibles estados cudnticos entonces también lo es su superposicién
donde los coeficientes representan amplitudes de probabilidad. Si tenemos dos estados que son ortogonales
entonces se debe cumplir que la suma del cuadrado de sus amplitudes debe ser igual a uno. Lo anterior
resume los postulados de la mecénica cudntica, pero podemos formular todo esto ahora en términos de un
objeto mas general, esto es, cuando un sistema se describe por un estado global; una manera conveniente
de representar este estado es con el operador de densidad. En las siguientes secciones recordaremos la
mecanica cudntica en dos distintas formulaciones: una donde el objeto principal es la funcién de onda,
y otra donde lo es el operador de densidad. También, hacemos mencién de qué es el entrelazamiento
cudntico enfatizando en su estructura matematica. Para dar una idea intuitiva del sistema que vamos a
tratar, presentamos una cavidad que es capaz de encerrar un modo de campo electromagnético.

1.1. Postulados de la mecanica cuantica

Los postulados de la mecéanica cuantica son los siguientes:

Postulado I: Las propiedades de un sistema cudntico se definen completamente al especificar su
vector de estado | 9), el cual fija la representacién matemdtica del estado fisico del sistema. El vector de
estado es un elemento del espacio complejo de Hilbert A llamado espacio de estados. Sera conveniente
elegir | 1) normalizado, esto es, tenga norma unitaria: || ¢ ||>= (¢|¢) = 1.

Postulado II: Si |[¢)) es un vector de estado de algin sistema y si |y) representa otro estado fisico,
existe una amplitud de probabilidad a(¢ — x) de encontrar |¢) en el estado |x), la cual estd dado por el
producto escalar sobre H: a(y) — x) = (x|). La probabilidad p(¢» — x) para que el estado |1} pase al
estado |x) se obtiene al tomar el médulo al cuadrado |(x|¢)|* de esta amplitud:

P = x) = la( = x)I* = [(xI¥)]*. (1.1)

Este postulado normalmente es llamado el postulado de Born.

Postulado III: Con cada propiedad fisica A, (energia, posicién, momento, momento angular, ...),
existe un operador hermitiano asociado A el cual actia en el espacio de estados H: A establece una
representacién matematica de A. Establezcamos la propiedad fisica A representada por un operador
hermitiano A cuyos eigenvalores a,, son no degenerados: A|n) = a,|n). Podemos escribir la descomposicién
espectral

A= "|n)an(n]. (1.2)

Postulado I'V: La evolucién temporal del vector de estado |1(t)) de un sistema cudntico es gobernada
por la ecuacién

in O _ ey, (13)



Fundamentos de mecanica cuantica

El operador hermitiano H(t) es nombrado el Hamiltoniano.

1.2. Operador de densidad

Existe frecuentemente situaciones en la que el vector de estado no se conoce con precisién. Hay casos,
por ejemplo, donde el sistema de interés estd interaccionando con algiin otro sistema, posiblemente un
sistema enorme, i. e., un reservorio, con el cual esta entrelazado. Seria posible escribir el vector de estado
por las multicomponentes del sistema de particulas con, los eigenestados, por decir algo, la componente
z del espin denotado por 1) para el espin up y ||) para el espin down, un posible estado del sistema
combinado es

1
| 1) = E[ITM 2= 141 [1)a], (1.4)

el tan nombrado estado-singlete (el momento angular total es cero), otra forma conocida son los llamados
estados de Bell. La ecuacién 1.4 es un ejemplo de estado entrelazado. Un estado entrelazado no puede
ser factorizado, en ninguna base, en un producto de estados de dos sistemas, i. e.,

[ ) #| spin 1) | spin 2). (L5)

Los estados cuanticos descritos por vectores de estado son llamados estados puros. Estados que no
son descritos por vectores de estado son llamados estados mixtos. Los estados mixtos se describen por el
operador de densidad

) = Z | Ya)pi{ei |= Zpi | i) (i |, (1.6)

donde la suma es sobre un ensamble (en el sentido de la mecénica estadistica) donde p; es la probabilidad
de que el sistema esté en el i-ésimo estado del ensamble | v;), donde (¥; | 1;) = 1. La probabilidad
satisface las relaciones

0<p; <1, > pi=1 > pi<l (1.7)
% 7

Un caso especial donde todos los p; desaparecen excepto, por decir algo, el j-ésimo elemento, p; = d;;,
obtenemos

p =) |, (1.8)

el operador de densidad para el estado puro | ¢;). Note que el operador de densidad para este caso es
simplemente el operador de proyeccién hacia el estado | ¢;), y para el caso mas general de la ecuacién
1.6, el operador de densidad es una suma de los operadores de proyeccién sobre el ensamble, pesado con
cada una de las probabilidades de cada miembro del ensamble.

Ahora introducimos una base completa y ortonormal, {| ¢,)}, (3, | ¢n)(én |= I), cigenestados de
algin observable. Entonces el i-ésimo miembro del ensamble lo podemos escribir

| wz> = Z | ¢n><¢n | 1/)1> = chzi) | ¢n>v (1'9)

n n

donde ¢! = (¢n | ¥i). El elemento de matriz de p entre los eigenestados n y n' es
<¢n | pA | ¢n’> = Z<¢n | 'l/}z>pz 1/)1 | ¢n szc( ;I)*, (110)

la cantidad (¢, | p | ¢n) forma el elemento de la matriz densidad. Al tomar la traza de esta matriz
tenemos

Trp = Z<¢n|ﬁ|¢n ZZ%WZM | 6n)




1.2 Operador de densidad

ya que p es hermitiana (como es evidente a partir de su construccién de la ecuacién 1.6), el elemento
diagonal (¢, | p | ¢n) tiene que ser real y se sigue dela ecuacién 1.11 que

0< (dn|p|dn) <L (1.12)

Consideremos el cuadrado del operador de densidad: p? = j - p. Para un estado puro donde p =| ¥) (¢ |
se sigue que

PP =l o)W [ = )Y |= b, (1.13)
y asi
Trp® =Trp=1. (1.14)
Para una mezcla estadistica
Ph =20 2 s | i | ) (s | (1.15)
i

Tomando la traza tenemos

Trp® = Y (6u || én)

iZZpipjwn | a) (i | )5 | 6n)

;ijpj | (i | 95) 17

< [Z;‘]Q =1 (1.16)

ddndose la igualdad sélo si | (1; | ¥;) |*= 1 para cada par de estados | ¥;) y | ¥;). Esto es posible solo
si todos los | 1;) son colineales en el espacio de Hilbert, i. e., equivalentes hasta un factor de fase global.
Asi tenemos un criterio para un estado puro y una mezcla estadistica de estados:

Trp? =1, para un estado puro

Trp? <1, para una mezcla estadistica. (1.17)

Para garantizar este punto, tratemos con el siguiente ejemplo. Considere una superposicién de, por decir
algo, el estado vacio y un fotén

1
V2

donde ¢ es alguna fase. El operador de densidad asociado con este estado estd dado por

K (10) +¢ 1)), (1.18)

Py = )W |= %[I 0)(0 | + [ 1)(L |+ [ 1){0 | +e7 | 0)(1 []. (1.19)

Por otro lado, el operador de densidad para una mezcla de estados igualmente poblados del vacio y un
foton es

par = 511000 |+ (L, (1.20)

los dos operadores de densidad difieren por la presencia de elementos fuera de la diagonal, o términos
de coherencia, tales términos estdn ausentes para una mezcla estadistica. La ausencia de términos de
coherencia es lo que hace la distincién entre un estado que exibe un completo comportamiento mecanico-
cudntico y el otro no. Es fcil comprobar que Trpi, = 1/2.

Para uno de los estados del ensamble | 1;), que por si mismo es puro, el valor de expectacién de algin
operador O es dado por

(O)i = (Wi | O | 4). (1.21)

3
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Para la mezcla estadistica, el promedio del ensamble es dado por
(0) = ZPi(U% 1O | ¢s), (1.22)

los cual simplemente es el promedio del valor de expectacién mecanico-cuantico pesado con la probabili-
dades p;. Formalmente podemos escribir

(0) = Tr(p0), (1.23)
ya que
Tr(pO) = Y (du|pO | én)
i2p1<¢n | i) (i | O | ¢n)
= iimwiléwnmlwn

K

D_pilti [ O] ). (1.24)

1.2.1. Postulados de la mecanica cuantica

Como ya se ha mencionado, el operador de densidad contiene la maxima informacién del sistema; algo
que se podria resaltar es que el operador de densidad representa algo més general de lo que es la funcién de
onda de la mecénica cudntica ordinaria. En consecuencia, los postulados de la mecénica cudntica pueden
quedar en términos del operador de densidad [7],

Postulado I: El estado de un sistema cuantico se representa mateméaticamente por un operador p
que actiia en un espacio de Hilbert de estados H; p es operador positivo con traza unidad.

Postulado II: La probabilidad p, de definir el sistema cudntico en el estado |x) es dada por

px =Trlp [ x){(x || = Tr[pPy], (1.25)

donde P, =| x)(x |-
Postulado III: El colapso de la funcién de onda es dado por

PrpPrn
1.26
- TrpP,’ ( )
cuando el resultado de la medicién de una propiedad fisica A estd en el eigenvalor a,,.
Postulado IV: La evolucién del sistema es dado por
L dp(t
29 (r(0), o) (1.27)

dt

1.3. Entrelazamiento cuantico

En esta seccién definimos el entrelazamiento por su estructura matematica y hablamos de ello por la
definicién operacional del entrelazamiento. Mostramos algunas cuestiones importantes de la descripcién
matematica del entrelazamiento en términos del operador de densidad. La pregunta: ;qué es el entrelaza-
miento? es una de las mas dificiles y sutiles preguntas que podamos hacer, es un pensamiento inocente a
tratar. Entonces, lo que proponemos como respuesta a esta pregunta es simplemente una caracterizacién
del entrelazamiento a travez de su estructura matemadtica y sus caracteristicas operacionales en términos
de propiedades no locales.

El entrelazaimiento se puede definir operacionalmente y matematicamente. La definicién operacional
del entrelazamiento usa el concepto de Operaciones Locales y Comunicacién Cldsica (del acrénimo en
inglés, Local Operations and Classical Communication, LOCC, Bennett, et al.; 1996). LOCC es una res-
triccién para usar solamente alguna operacién local y comunicaciones cldsicas; es decir, no es permitido

4
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intercambiar cualquier sistema cudntico ni realizar cualquier operacional no local (Bennett, et al.; 1996).
en este caso, el entrelazamiento se concibe como la fuente que permite vencer la restriccién de LOCC.
Manteniendo esta idea, las correlaciones clasicas son aquellas generadas por operaciones LOCC y las
cuédnticas son aquellas que no son simuladas cldsicamente (ver Plenio & Virmani, 2007). La definicién
operacional del entrelazamiento es basta porque nos permite entender el entrelazamiento como un recurso
fisico y da las bases para definir algunas medidas de entrelazamiento, como la entropia del entrelazamien-
to. Formalmente, matematicamente, rigurozamente hablando, podemos definir el entrelazamiento como
estados cudnticos que no pueden escribirse como el producto de dos funciones de onda, esto es, para dos
estados cudnticos tenemos, por ejemplo:

[)12 = |Po)1(c1|€0)2 + c2]€1)2) — un — entangled (1.28)
|#)12 = c(|do)1/0)2 + [P1)1]&1)2) — entangled, (1.29)

donde |¢g),|&0), |¢1), |€1) son estados base, y ¢1, ¢2 ¥ ¢ son constantes de normalizacién. El subindice 1
se refiere al sistema 1 y el 2 al sistema 2. Podemos considerar, también, que el sistema 1 y el sistema
2 son situados muy lejos en dos diferentes lugares. Usualmente, en teoria de informacién cudntica, esto
se establece como; El sitema 1 pertenece a Alice y el sistema 2 pertenece a Bob. Fisicamente podemos
decir que la ecuacién 1.28 considera que cada sistema cudntico tiene su propio estado, mientras que en la
ecuacién 1.29 cada sistema no tiene su propio estado, sino que comparte (aunque ellos esten muy lejos)
un estado global. Sin embargo, es posible asignar un operador de densidad a cada sistema, esto se puede
ver més claramente si observamos el operador de densidad de los estados dados por la ecuacién 1.29:

po= P12 12(9]
= |c|*{|go)11{Bol 1€0)22(Sol + [Bo)11 (b1 |€0)22(&1] +
|p1)11(Do| [€1)22(0| + [@1)11(P1] [§1)22(E1l} (1.30)

Ahora, con el fin de obtener el operador de densidad para un sistema, podemos tomar la traza parcial
sobre uno de los sitemas del operador de densidad en la ecuacién 1.30, por ejemplo, al tomar la traza
sobre el sistema 2 y obtener el operador de densidad para uno de ellos, como se sigue:

p=Tra{p12} = |c*{|¢o)11 (0| + |d1)11 (1]} (1.31)

La ecuacién 1.31 es un estado mezcla. Esto significa que aunque el sistema 1 y 2 no tiene su propia
funcién, como se establece en la ecuacion 1.29, aun es posible asignar un operador de densidad para cada
sistema. En otras palabras, y contrario a la ecuaciéon 1.28, un estado entrelazado parece en cada parte
estar en un estado mezcla Bennett (et al.; 1996).

De hecho, cualquier sistema de dos estados entrelazados podria escribirse en términos de la forma
Schmidt:

[0) =D Viles) @ i), (1.32)

donde, |e;) v |h;) son vectores ortogonales en el espacio de Hilbert de cada sistema, con dimensiones m
y n, respectivamente. De aqui, la matriz de densidad de cada sistema podria escribirse como, para una
prueba ver (Hughton, et al.; 1993),

pr=_Nleeil, p2 = Nilhi)(hil. (1.33)
i=1 i=1

Del otro lado, si g, corresponde a un poducto de estados, i. e., no enredamiento, entonces
Pz = pa, (1.34)

donde x = 1, 2. Esto quiere decir, para dos sistemas en un estado entrelazado no satisface la ecuacién 1.34.
Podemos comprobar esto al usar las ecuaciones 1.28 y 1.30, para una prueba ver (Popescu & Rohrlich,
1998).

Muchos fenémenos que intrigan provienen de las peculiaridades de la ecuacién 1.29. por ejemplo, en
mecanica cldsica no es posible influenciar el resultado de una medicién en un sistema al actuar en otro
sistema que no interactiie mas con el sistema formado, sinembargo, los estados entrelazados hacen esto
posible por las propiedades cuédnticas del sistema. Esto es la no-localidad, caracteristica de un sistema
cuantico.
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piezos I-—f

Figura 1.1: Una cavidad con el espejo superior removido

1.4. Breve descripcién de una cavidad cuantica electrodinamica

(CQED)

Aparte de los elementos tedricos dados arriba, es necesario conocer algunos instrumentos épticos que
se utilizan para confinar modos de campo electromagnético.

Una cavidad éptica o resonador 6ptico es un dispositivo en el que algunos rayos luminosos son sus-
ceptibles de permanecer confinados gracias a espejos sobre los que se reflejan [22]. Estas cavidades son
indispensables en los ldseres para que su luz pase varias veces por su medio amplificador. A veces se
utilizan en los interferémetros y en osciladores 6pticos paramétricos.

Una imagen de la cavidad C [23] con el espejo superior removido se muestra en la Fig. 1.1. La distancia
entre sus vértices es L = 27.57 mm. Sus superficies son toroidales (con radios de curvatura 39.4 y 40.6
mm en dos planos ortogonales). Los dos modos que soporta son cercanos a 51.099 GHz (con polarizacién
lineal ortogonal) estdn separados por 1.2 MHz. Los espejos estén eléctricamente aislados. El espacio de 1
cm entre los filos de los espejos esta parcialmente cerrado por dos anillos que mejoran homogeneamente el
campo estatico en C. Los 4 piezo-electric actuators se emplean para trasladar uno de los espejos y tunear
la cavidad (en el rango de £5 MHz) con pocos hertz de precisién. Los espejos tienen didmetro Dy = 50
mm. 4.1),




Capitulo 2

Estados coherentes, estados de
numero desplazados y funciones de
cuasiprobabilidad

En este capitulo veremos cual es la relacion de los estados coherentes con los estados de nimero
desplazado. Empezaremos con las caracteristicas principales que definen a un estado coherente. Conse-
cuentemente, veremos que los estados de nimero desplazado se pueden ver como un caso general de los
estados coherentes. También se analizan las funciones de cuasiprobabilidad que nos permiten determinar
la evolucién de un sistema fisico, y en este sentido nos da una informacién similar al operador de densidad.

2.1. Estados coherentes

Se definen como los eigenestados del operador de aniquilacién [13]
ila)=ala), (2.1)

los estados de nimero | n) definen un conjunto completo de manera que el estado coherente | «) se puede
poner como una combinacion lineal de estos

o)=Y Culn), (2.2)
n=0

al aplicar el operador de aniquilacién a la ecuaciéon 2.2 y considerar 2.1 y usando el hecho de que un
estado coherente estd normalizado, uno puede obtener una expresién explicita del estado coherente en
término de los estados de niimero

o0

1 a
|a) = exp(—5 [a?) Y —= | n). (2.3)
2 n=0 \/7?
El operador de campo eléctrico es [14]
1
. Fuw 2 e P
E,(Ft) =i <260V) [ae(FT—wt) _ gfemilkr—wt)] (2.4)
que al calcular su valor de expectacién obtenemos
1
(= . hw 2 i(k-F—w w —i(kF—w
(| Bx(7,t) | ) :z<2€ov> e BTl — qremilh el (2.5)
al escribir o en coordenadas polares, o =| a | €, obtenemos
1
. Ao \ 2 .
(a | E,(Fyt) | o) =2 | «| (260V> sin(wt — k-7 —0), (2.6)
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Estados coherentes, estados de nimero desplazados y funciones de cuasiprobabilidad

lo cual se asemeja a un campo clasico. Es oportuno presentar el valor de expectacién de el campo eléctrico
en los estados de nimero

(n| Ex(7,t) | n) = 0. (2.7)

Como podemos ver, existe una gran diferencia en el valor de espectacién de una observable cuando se
involucra un estado semicldsico (|a)) 6 un estado cuédntico (|n)). Tanto estados coherentes como estados
de nimero son estados cudnticos.

Si tenemos al sistema en el estado coherente |«), el nimero promedio de fotones es

(alf|a) = |af?, (2.8)
mientras que en un estado de niimero |n) tenemos
(n|n|n) = n. (2.9)

Otra manera de definir los estados coherentes es como estados desplazados del vacio, que a su vez
involucra un mecanismo para generar estados coherentes. El operador de desplazamiento se define como

D(a) = exp(ad’ — o*a), (2.10)
y los estados coherentes son dados por

| @) = D(a) | 0). (2.11)

El operador de desplazamiento tiene las siguientes propiedades

Dt (a) = D(—a), (2.12)
que evidentemente conlleva a
D(a)Df(a) = DY (@) D(a) = 1, (2.13)
y por tltimo
D(a)D(B) = explilm(af*)]D(a + ). (2.14)

2.1.1. Estados |a), | — a) y estados gatos de Schrédinger

Los estados |a) y | — «) son estados que se encuentran separados en el espacio fase por un dngulo de
180 grados. Es importante mencionarlos ya que que conforman estados superpuestos

W) = N(la) + | = ), (2.15)
donde N es un factor de normalizacién dado por
N = [2 4 2exp(—2a2) cos ]2 . (2.16)

Para valores grandes de |a|, los estados |a) y | —a) son macroscépicamente distinguibles y superposiciones
de la forma de la ecuacion 2.15 se refieren frecuentemente como estados gato de Schrodinger.

Para ver algo concreto acerca de los estados |a) v | — ), veamos el valor promedio del camo electro-
magnético en estos estados. Segin ecuacién 2.6,

la) (| Ex(Ft) | o) =2 | (g/)z sin(wt — k-7 — ), (2.17)
| —a): (—a | By(Ft) | —a) =2 o | <2€h;/>2sin(th-F+9). (2.18)

Podemos observar que la diferencia entre estos estados se ve reflejada en el signo de 6.
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2.1 Estados coherentes

2.1.2. Generacion de estados coherentes

Un estado coherente se puede generar por corrientes clasicas que oscilan. Sea el vector potencial
electromagnético cuantico A(F, t) para el campo que interactia con una corriente clasica descrita por la
densidad de corriente f(f,t). De acuerdo a la teoria electromagnética clasica, la energia de interaccién
V (t) estd dada por

V(t) = / d37) (7 1) A(7, 1), (2.19)

Para un sélo modo de campo, A(7,t) estd dado, en la imagen de interaccién, por

1
i 2 . I
A7 t) = g<2waov> [ae’(FT=wt) 4 gfemitkr—wt)] (2.20)

donde a significa a(0). Sustituyendo esto dentro de la ecuacién 2.19, tenemos

1
~ 2 - - . - - .
V(t)< n ) (e J(R, ye=t 1+ ate. J*(F, e, (2.21)
donde
Tk t) = / B (7 )T (2.22)

Del hecho de que V(t) depende del tiempo, el operador de evolucién asociado estd en un producto de
ordenamiento temporal [15]. Pero para intervalos de tiempo infinitesimal a partir de ¢ a ¢+ dt, el operador
de evolucion es

Ut +6t,t) = exp|—iV(t)ét/h]
exp{—dtlu(t)a — u*(t)a']}
= D[u(t)st], (2.23)

donde

u(t)z—( n )éaf(it)ewt. (2.24)

U(T,0) = lim T || Dlu(t;)st], (2.25)

donde T es el operador de ordenamiento temporal y donde ¢; = [§t. La ecuacién 2.25 se convierte, al usar
le ecuacion 2.14,

T/5t
. o e
O(T.0) = lim D ;u(tl)ét
= e D[a(T)], (2.26)
donde
T/ét T
a(T) = lim u(tl)ét:/ u(t')dt', (2.27)
dt—o00 - 0

y donde ® es una fase global acumulada. Con el estado inicial del vacio, el estado al tiempo T es
simplemente el estado coherente |a(T)) con a(T) dado por la ecuacién 2.27, mas aparte una fase global
irrelevante.




Estados coherentes, estados de nimero desplazados y funciones de cuasiprobabilidad

2.2. Estados de ntimero desplazados
Los estados de ntimero desplazado se definen por
| a,n) = D(a) | n), (2.28)
donde ﬁ(a) es dado por 2.10. Paran = 0, el estado de ntimero se reduce al bien conocido estado coherente.

Algunas propiedades de los estados de numero desplazado pueden derivarse usando la transformacién de
los operadores de creacién y aniquilacién bajo la transformacién [12]

(2.29)

Existe una relacién simple entre los estados de ntimero desplazado | a,n) y el hamiltoniano del
oscilador armonico. Al aplicar el operador de desplazamiento a la ecuacién de eigenvalor

Ho | n) = (n+ %)hw I n), (2.30)
obtenemos
Hyl|a,n) = (n-l—%)hw | a,n), (2.31)
donde
Hy = hw(afa+ %), (2.32)
7, = D()HD'(B) = hw(a — a)(a—a) + % (2.33)

En el estado de nimero desplazado se observa que es un eigenestado del hamiltoniano desplazado del
oscilador arménico.
El promedio de fotones cuando el sistema se encuentra en el estado |, n) es

(n,ali|n,a) =n + |af? (2.34)

lo cual dice que el promedio de fotones en este estado es la suma del promedio de fotones en el estado
coherentes (ecuacién 2.8) y el promedio de fotones el el estado de ntimero (ecuacién 2.9).

La distribucién de ntimeros de fotones de los estados de nimero desplazado Py, (I) se puede obterner a
partir de

Pan(l) =| (U] a,n) P=[ (1| D(a) [ n) |, (2.35)

donde ahora « es un nimero complejo. De esta ecuacion, se ve que la distribucién de fotones es simétrica
en n y l. Los elementos de matriz de D(«), cuando I > n,

) nt\ 2 l—n ,—L|al? (i—n) 2
({1 D) [n)= (77 a e x L7V (), (2.36)
Imés explicitamente
oy e P SRl (-1)F o PO i 2.37
an(l) = nll! £kl (n — k) — k) (2:37)

- . . .
1[:51 n)(| a |?) son los polinomios asociados de Laguerre con argumento | « |2
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2.3 Funciones de Cuasiprobabilidad
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Figura 2.1: Funcién Q para un estado coherente con nn = 10.

2.3. Funciones de Cuasiprobabilidad

Las funciones de cuasiprobabilidad se usan para visualizar la evolucién de un sistema. Esto conlleva a
interpretaciones fisicas, como decir si el sistema es cudantico o semi-clasico. Existen 3 funciones importantes
de cuasiprobabilidad; la funcién de Glauber-Sudarshan [13, 16] o también llamada la funcién P, la funcién
de Wigner [17], y la funcién Husimi [18] también llamada la funcién Q. Nosotros nos centraremos més en
el uso de la funcién Q. Cabe mencionar que la funcién de Wigner es mayormente usada en la literatura.

La funcién Q, en terminos simples, la podemos definir como el valor esperado del operador de densidad
dividido por 7.

Q(a) = {alpla)/x. (2.38)

El operador de densidad es un operador positivo, por lo tanto la funcién @Q siempre es positiva. En este
sentido, esta funcién tiene el caracter de distribucién de probabilidad.

Nota: Debido a que la visualizacién de p(t) no es posible, entonces se grafica {a|p(t)|«) /7. En este sen-
tido, la funcién («|p(t)|a)/m da y representa la evolucién del sistema fisico. Es, pues, una manera de
visualizar la evolucién temporal del sistema.

Presentamos la funcién Q para 3 estados interesantes; los coherentes (Fig. 2.1), los de nimero (Fig. 2.2)
y de nimero dezplazado (Fig. 2.3). Sus expresiones calculadas son:

estados coherentes, p = |3) (3], ensanwichamos con |«)
Qla) = (alp|a)={alf) {8l
%\<alﬁ>l2 = %emp(—la - B%), (2.39)

estados de niimero, p = |n){n|, ensanwichamos con |«)

1 2 1 o\ "
_1 TN o 9.40
Q(0) = Lol 2 = Leap(—Ja2) " (2.40)

estados de niimero desplazado, p = |3, n){(8,n|, ensanwichamos con |a)
Qa) = [{a] B,

_ _ 2n

le—lﬁ—lﬂ?M_ (2.41)
T n!

Observamos que la funciéon Q para los estados coherentes es una montanita bien definida, esto nos dice
que el sistema es semi-cldsico. Para los estados de niimero vemos que la funcién Q oscila lo cual nos diria,
en principio, que el sistema es cudntico. Para los estados de nimero la funcién Q es préacticamente la
misma que para los estados de ntimero.
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Figura 2.2: Funciéon Q para un estado de nimero con n=10.
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Figura 2.3: Funcion Q para un estado de nimero desplazado |7, 1).
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Capitulo 3

Interaccion de un solo modo del
campo electromagnético con su
medio ambiente

En este capitulo se deducird la ecuaciéon maestra para solamente un modo de campo electromagnético.
Consideramos al medio ambiente como un nimero infinito de modos del campo electromagnético. Veremos
que al Hamiltoniano asociado (la energia del sistema) se le podré identificar dos partes importantes, una
libre y otra de interaccién, de las cuales sélo la 1ltima sera de relevancia por el hecho de que esta cotiene
la evolucién de nuestro sistema de interés, un modo del campo electromagnético interaccionando con su
medio ambiente.

3.1. Ecuacién de Schrondinger en su forma integral

El método de la ecuacién maestra que nosotros discutimos es escencialmente una versiéon de la imagen
de Schrodinger de la teroria de Senitzky. Es provechoso estudiar los cdlculos de Senitzky en la imagen
de Heisenberg como se segird mas adelante [20]. En ambas filosoffas es modelar las interacciones del
medio ambiente por el acoplamiento de un sistema amortiguado S a un reservorio R, comenzando con
un Hamiltoniano en la forma general

H=Hgs+ Hr+ Hgpg, (31)

donde Hg y Hp son hamiltonianos para los sistemas S y R, respectivamente, y Hgr es un Hamiltoniano de
interaccion. El reservorio es sélamente de un interés indirecto, y sus propiedades necesitan ser identificadas
en términos muy generales; por ejemplo, para una temperatura y una densidad de estados de energia.
Para una ilustrativa propuesta daremos a Hg y Hgp en una forma mas explicita una vez que lleguemos
a calculos mas concretos.

La derivacién dada aqui es aquella ya tratada por Luisell [8] y Haken [9]. Estamos buscando informa-
cién acerca del sistema S sin requerir detalles de la informacién acerca del sistema computesto S @ R.
Sea x(t) el operador de densidad para S @ R y definamos el operador de densidad p(t) por

p(t) =trr [x ()], (3-2)

donde la traza se toma sobre todos los estados del reservorio. Claramente, si O es un operador en el
espacio de Hilbert de S podemos calcular su valor promedio en la imagen de Schrédinger si tenemos sélo
conocimiento de p(t), y no del sistema completo de x(t):

(0) = trser [Ox(t)] = trr {[Ox()] } = trs [0p(1)] . (3.3)

Nuestro objetivo es obtener una ecuacién para p(t) con las propiedades de R entrando sélo como para-
metros.
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Interaccion de un sé6lo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

La ecuacién de Schrondiger para el operador de densidad x, dado en la ecuacién 1.6 del capitulo 1, es

K= [ (34)

donde H esta dado por 3.1. Trasformamos 3.4 a la imagen de interaccién, separando de esta manera la
parte rapida generada por Hg + Hpg de la parte lenta generada por la interaccién Hgg. Definamos

x(t) = e(i/h)(Hs+HR)tX(t)e—(i/h)(Hs+HR)t7 (3.5)
de 3.1 y 3.4 tenemos
i = %(Hs + Hp)g — %X(Hs © Hp) 4 eO/WUTs R} L o= (/W (Hs+Ha)t
1 7=~
— = |asr), ~] : 3.6
i [ sr(t), X (3.6)

donde Hgg(t) tiene estricta dependencia temporal:

]:[SR(t) — (/W HsHHR) [T o o= (i/R)(Hs+HR)t (3.7)

Ahora integramos 3.6, quedando

X0 =0+ 3 [ [Asutt). X)) (3.5)

y sustituimos x(¢) dentro del conmutador en 3.6;

i—;hw@mﬂéélﬂ@mmﬁwwxwﬂ. (3.9)

Esta ecuacion es exacta. La ecuacion 3.4 ha sido simplemente presentada por medio de la ecuacién 3.9 en
una forma conveniente la cual nos ayuda simplemente a identificar razonablemente alguna aproximacién.

Asumiremos que la interaccién comienza en t = 0 y que no existe correlacién entre S y R en el tiempo
inicial. Entonces x(0) = x(0) factoriza como

x(0) = p(0)Ro, (3.10)
donde Ry es un operador de densidad del reservorio. Entonces notando que
tri [X(1)] = eW/MH p(t)e=IWHSE = 5(p), (3.11)

después de hacer la traza sobre el reservorio, 3.9 da la ecuacién maestra

< 1 ! / 7 7 AN
p(t) = _ﬁ/o dt'trr { [HS’R(t)v {HSR(t ), X (t )H }7 (3.12)
donde, por simplicidad, hemos eliminado el término (1/ik)trg{[Hgs(t), x(0)]} con el supuesto de
trp [ﬂSR(t)RO] —0. (3.13)

Esto es garantizado si los operadores del reservorio que se acoplan a S tienen valor medio cero en el
estado Ry, una condicién la cual puede ser siempre arreglada por simplicidad al incluir que trg(HsrRo)
en el Hamiltoniano.

Hemos establecido que x factoriza en ¢ = 0. Tiempo después la correlacién entre S y R se incre-
mentard debido al acoplamiento entre el sistema y el reservorio. Hemos asumido, sin embargo, que este
acoplamiento es muy débil, y en todo tiempo x(t) podria solamente mostrar desviaciones de orden Hgp
desde un estado no correlacionado. Ademads, R es un sistema muy grande cuyos estados podrian ser
inafectados virtualmente por acoplarse a S (por supuesto, esperamos que los estados de S sean significa-
tivamente afectados por R, queremos que sean amortiguados). Por lo tanto, escribimos

X(t) = p(t)Ro + O(Hsr), (3.14)
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3.1 Ecuacion de Schrondinger en su forma integral

Ahora podemos hacer nuestra mayor aproximacién, una aproximacion llamada de Born. Despreciando
términos mas altos que el segundo orden en Hgp, escribimos 3.12 como

i) = — hlz dt trR{[FISR(t),[ﬁsg(t’),ﬁ(t’)ROH}. (3.15)

La acuacién 3.15 sigue siendo complicada. En particular, no es Marcoviana ya que la evolucién futura
de p(t) depende de su historial pasado a travez de la integracién sobre p(t’) (comportamientos futuros
de un sistema Markoviano depende solamente de sus estados presentes). Nuestra segunda mayor aproxi-
macién, la aproximacién de Markov, remplaza 5(t') por p(t) en el lado derecho de la ecuacién 3.15 para
obtener la ecuacidon maestra en la aproximacién de Born-Markov:

5(t) = — 7112/ dt tTR{[f{SR(t), [ﬁSR(t’),ﬁ(t)ROH}. (3.16)

Comportamientos Markovianos son razonables en una base fisica. Potencialmente, S puede depender de
su historial pasado porque sus estados mas recientes vienen a ser impresos como cambios de los estados
del reservorio a travez de la interaccién de Hgpg; estados més recientes son reflejados sobre las futuras
evoluciones de S conforme interactia con los cambios del reservorio. Si, sin embargo, el reservorio es un
sistema grande que mantiene su equilibrio térmico, no esperamos que preserve el menor cambio debido
a su interaccion con S durante mucho tiempo; no lo suficiente para afectar significantemente las futuras
evoluciones de S. Viene a ser una cuestién de tiempos de correlacion del reservorio contra las escalas de
tiempo para cambios significantes de S. Al estudiar la integral de 3.15 con esta idea en mente podemos
hacer la resaltante suposicién de la aproximaciéon de Markov més explicita.
Hagamos nuestro modelo un poco més especifico al escribir

Hsp=h)Y s, (3.17)

donde los s; son operadores en el espacio de Hilbert de S y los I'; son operadores del reservorio, operadores
en el espacio de Hilbert de R. Entonces

Hgp(t) = hze(i/h)(Hs+HR)tsiFie_(i/h)(HS+HR)t

K3
B Z (e(i/h)Hgtsief(i/h)Hst) (e(i/h)HRtI\ief(i/h)HRt)

hY &(T(). (3.18)
La ecuacién maestra en la aproximacién de Born, ecuacion 3.15, es ahora
t
=S / dttr { [:0T0), [5,()8,(). 50") o) |}
i, 70

=3 [t {ssws@ate e [F08 )R

p(t)

| X
]
—~
h
R —
QU =
ok =}
—
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SCID S—
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~— ~
bz S~—
~+ d’]
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+ ()3 (t)5:(t) — 5:(t)A(t)5;(t)] <fj(tl)fi(t)>R} : (3.19)

COTE)n = trr [Roli®T;(2)]
| }

(T;(Ti(t)r = trr |Rolj(t)Ts(t)] . (3.20)




Interaccion de un sé6lo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

Las propiedades del reservorio entran en 3.19 a travez de dos funciones de correlacién dadas en 3.20.
Podemos justificar el reemplazamiento de p(t') por p(t) si estas funciones de correlacién decaen muy
rapidamente sobre los tiempos de escala sobre los cuales p(t) varfa. Idealmente, podrfamos tomar

(Tt (E')) g ox 8(t —t'). (3.21)

La aproximacién de Markov descanza, como se sugirié antes, sobre la existencia de dos escalas de tiempo
ampliamente separadas: una escala de tiempo lenta para el dinamismo del sistema S y una escala de
tiempo rapida que caracteriza el decaimiento de las funciones de correlacién del reservorio. Veremos
explicitamente a las funciones de correlacion del reservorio y la separacién de las escalas de tiempo en
nuestro primer ejemmplo.

3.2. Ecuacién maestra para el oscilador armoénico amortiguado
Adoptemos ahora un modelos explicito. Para el Hamiltoniano del sistema compuesto S @ R escribimos

Hs = hwoa'a
Hr = Z hwjr;[rj
J

Hsg S h (n;arj + njafrj)) = h(al' +a'T). (3.22)
J

El sistema S es un oscilador arménico con frecuencia wy y operadores de creacién y aniquilacién at
y a, respectivamente; el reservorio R se modela como una coleccién infinita de osciladores armonicos
con frecuencia w; y operadores correspondientes de creacién y aniquilacién r} y T, respectivamente;
el oscilador a se acopla al j — esimo oscilador del reservorio via una constante de acoplamiento x; en
la aproximaciéon de onda rotante. En términos fisicos, la ecuacién 3.22 dirfa que el modo de nuestro
sistema (descrito por a) pierde un fotén gandndolo el j-ésimo modo del reservorio y viceversa. Tomamos
el reservorio estar en equilibrio térmico a temperatura T con operador de densidad

Ry = HefﬁWjT’;Tj/kBT (1 — B*hwj/kBT) ’ (3.23)
J

donde kp es la constante de Boltzmann. No es necesario ser tan especifico acerca del modelo del reservorio.
Sin embargo, para una claridad pedagdgica, el modelo del oscilador es fisicamente razonable en muchas
circunstancias. Los osciladores del reservorio podrian ser muchos de los modos de la radiacién del vacio
dentro del cual un modo de una cavidad éptica decae a través de sus espejos, o dentro del cual un dtomo
excitado decae via emisién spontanea; alternativamente, podrian representar modos fonones en un sélido.

La identificacién con 3.19 se hace al establecer

S1 = a, S2 = aTv
0y =T ="k, Ty=T=Y ki, (3.24)
J J

y entonces de 3.18 y 3.22 los operadores en la imagen de interaccién son

+ .
ae w.)ot7

ataTe—iwoaTat — aTe—iwot7 (325)

~ i T _i
Sl(t) — ezwoa atae twoa' at —

Sat) = e
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3.2 Ecuaciéon maestra para el oscilador arménico amortiguado

fl(t) = f = exp < anr T ) Zk;r;e:cp (iZwmr;fnrmt>

7 m
_ w T iwjt
= E KiTiet It
J

To(t) = T(t)=TT(t) =exp ( anr T ) ijrjexp <i2wmrjnrmt>
7 m
= D ke (3.26)
J

donde en 3.25 usamos el hecho de que los operadores de diferentes osciladores del reservorio conmutan.
para mostrar que giwoa’atgo—iwoalat _ ae~ ™ot observe que el lado izquierdo es simplemente una solucion
formal a la ecuacién de movimiento @ = —iwpla,ata] = —iwpa. Note que, de 3.23 y 3.26, (T'y(t))r =
(T'2(t))r = 0 como se requiere por suposicién 3.13.

Ahora, de la suma en 3.19 corre sobre i = 1,2 y j = 1,2, el integrando involucra dieciseis términos.
Escribimos

5 o= / {laap(t') - ap(t)a) o E OF (¢)) g + hc
+ [alalp(t") — ol p(t)a'] € HNT(OT () g + hec.
+ [aa'p(t') — a'p(t')a] e T OD(E)) 1 + hec.
+ [afap(t) = ap(t')al] e PO W) g + hue. | (3.27)
donde las funciones de correlacién reservorio explicitamente son
FOM N = 3 wisgeste e g (ROT;TIZ) -0, (3.28)
gk
THL)r = Z /ﬁj&ke_i“’jte_iw’“t,trR (Rorjrg) =0, (3.29)
CTOTE) R = ZK/";K/keiwjte—iWkt/trR (ROTJT-W>
= > k|2 n(w;, 1), (3.30)
J
O e = ijm’,;e_i“’jtew’“t,trlg (Rorsr])

= Zlk [ e 0 [a(w;, T) + 1], (3.31)

con

'i' e_hwj/kBT
Ti(w;, T) = trp (RoTjrj> - e (3.32)

las funciones de correlaciéon 3.30 y 3.31 involucran una sumatoria sobre los osciladores del reservorio.
Cambiamos esta suma a una integracién al introducir una densidad de estados g(w) tal que g(w)dw da el
numero de osciladores con frecuencias en el intervalo w a w + dw. Al hacer un cambio de variable

T=t-t, (3.33)
3.27 puede ser presentado
. t v ~ _
p= —/ dr { [aaTﬁ(t — T) — atﬁ(t — T)a} e—lon<FT(t)F(t _ T)>R + hee.
0

[atap(t — 7) — ap(t — 7)al] e (PETH(t — 7)) 5 + h.c.} , (3.34)
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Interaccion de un sé6lo modo del campo electromagnético con su medio ambiente

donde las funciones de correlacién diferentes de cero son

([FHOT(E = 1)) = / dwe™ g(w) | K(w) |2 A(w, T), (3.35)
[FOTH(E - )r = /O dwe= 7 g(w) | k(w) [2 [A(w, T) + 1], (3.36)
con
o—hw/kpsT
Ti(w, T) = (3.37)

1 — e hw/kpT"

En realidad es més sencillo evaluar primero la integral temporal, sin realizar la integral de frecuencias
para obtener una forma explicita para las funciones de correlacién reservorio. Esto es posible ya que ahora
estamos satisfaciendo el hecho de que la integracion 7 estd dominada por tiempos que son mas cortos
que los tiempos de escala para la evolucién de p. Con p(t — 7) remplazado por 5(t) (aproximacién de
Markov), 3.34 se transforma en

p=a (aﬁaT — aTaﬁ) +8 (aﬁaT +a'pa—atap — ﬁaaT) + h.c., (3.38)
con
t o )
a = / dr dwe™ @207 g () | k(w) |2, (3.39)
t e} )
/ dr / dwe™ @27 g () | k(w) > (W, T), (3.40)
0 0

Entonces, del hecho de que t es del orden de ¢, y la integracién sobre 7 es dominada por tiempos mucho
mas cortos del orden de tr, podemos extender la integracion sobre 7 al infinito y evaluar a y 8 usando

t P

i dre™ @@ — §(w — j 3.41
Jm ; Te = mo(w wo)—|—zw0_w (3.41)
donde P indica el valor principal de Cauchy. Encontramos
a = wg(wo) | K(wo) |* +iA, (3.42)
B = wg(wo) | Klwo) |? (wo) +iA, (3.43)
con
A = P/ PRUCOLICONS (3.44)
Wy — W
2
A = P/ PRCOALICORSNES (3.45)
W — W

Nota: para obtener 3.41, hemos hecho

t .
/ dre—ilw—wo)r _ sin(w —wo)t Z_1 — cos(w — wo)t.
w — Wo W — Wwo

Finalmente, nuestra ecuacién maestra para el oscilador arménico amortiguado, después de definir

v = 2ng(wo) | K(wo) |?, (3.46)
n = 7n(w,T), (3.47)

de las ecuaciones 3.38,3.42 y 3.43, obtenemos

p = —iA [aTa,ﬁ] + %(ZaﬁaT —a'ap — pa‘a)
+a(apa’ + alpa — a'ap — paa’), (3.48)
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3.2 Ecuaciéon maestra para el oscilador arménico amortiguado

Aqui p aun estd en la imagen de interaccién. Transformando de vuelta a la imagen de Schrédinger usamos
3.11 para obtener

1 ) .o
p= = [Haypl e (/WIS et/ Mt (349)

Con H, = hwoa'a, sustituimos para ;3 y usamos 3.11 y 3.25 para escribir, por ejemplo,

-, T ~ : t . t . + . t i i
twoa atapaTezwga at e~ iwoa ata (ezwoa atpe iwoa at) aTeiwoa at

&
— (e—iwgaTataeiwoaTat) P (e—iwoaTataTeiwoaTat)
= apa, (3.50)

Cada término puede ser tratado similarmente. Finalmente, llegamos a la ecuacién maestra para el osci-
lador amortiguado

po= —iw] [aTa,p] + %(QapaT —a'ap — pa'a)
+y7(apa’ + a'pa — atap — paal), (3.51)
donde
wh = wo + A. (3.52)

Una alternativa, mas compacta, la ecuacién maestra 3.51 puede ser escrita en la forma

p = —iwglala,p] + %([a, pa'] + [ap,a'])

—&-%([ap, a'] + [a', pa)), (3.53)

En ambas formas, los términos de amortiguamiento estan agrupados de acuerdo a si son proporcinal a
7 o no. Este es un agrupamiento natural desde el punto de vista de la representacion del espacio fase
comunmente usado en Optica Cuantica. Hoy en dia, es méas usual agrupar los términos en la forma
Lindblad de la ecuacién maestra [10], al escribir

po= —iw [aTa7p] + %(ﬁ+ 1)(2apa’ + aTap — pa'a)
+%ﬁ(2ana —aa'p — paal). (3.54)

Una forma conveniente de presentar la ecuacién maestra es como en [5], siendo esta

0

8—'; = k(N +1)(2apa’ — a'ap — pata) + kN, (2a"pa — aa’p — paa'), (3.55)
donde & es el ancho de decaimiento, N, el niimero promedio de fotones del reservorio, a y a! son los
operadores de aniquilacién y creacién, respectivamente. En esta forma se puede aplicar el método de
super operadores para su solucion.

La ecuacién maestra representa la ecuacion que gobierna la dindmica de la evolucion del sistema fisico.
En este caso, la ecuacién 3.55 representa la dindmica de la evolucién del modo del campo electromagnético
y su solucién nos indica como evoluciona el modo del campo por su interacciéon con el medio ambiente.
Para ver como se soluciona esta ecuacién maestra ver referencia [5].
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Capitulo 4

Interaccion de dos modos del campo
electromagnético con un medio
ambiente en comun

En este capitulo damos los elementos para la deduccién de la ecuacién maestra que describe a nuestro
estado, dos modos de campo electromagnético que interacciona con su medio ambiente. Discutimos las
diferencias que hay entre nuestro sistema y aquel que se encuentra en [21] a nivel de ecuacién maestra.
Damos solucién a la ecuacién maestra de nuestro sistema por el método de superoperadores, la cual da
la dindmica de la evoulucién en el tiempo de nuestro estado (dos estados coherentes) y resaltamos que
tal estado evoluciona a un estado enredado.

4.1. Ecuacién maestra para dos modos de campo electromagnéti-
co que interaccionan con su medio ambiente

En este capitulo deduciremos la ecuacién maestra que gobierna la dinamica de dos modos del campo
electromagnético que intaraccionan con un mismo medio ambiente pero no interaccionan entre si.
El modelo que estamos estudiando involucra dos modos de campo electromagnético (Fig. 4.1), lo cual

. L] [ ]
"
i .
.

e

Figura 4.1: Dos modos (lazos rojos) interaccionando con su medio ambiente (puntos fuera de los espejos).
La interaccion de los dos modos con el reservorio se da a travez de los espejos.
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Interaccion de dos modos del campo electromagnético con un medio ambiente en comin

implica, en analogia a 3.22, que los Hamiltonianos involucrados son

Hs = hwoa'a+ hwob'd, (4.1)
—— =

H,, H.,

Hp = ) hwjrlr;, (4.2)
J

Hsp = Z h[m?arf + ratr] + Z h[/ﬁ‘,brzr, + Kby
l l/
= > hlsi(a+b)r] + mi(al + 1)), (4.3)

l

en donde H,, y H,, son los Hamiltonianos asociados a cada modo de campo electromagnético. Se puede
observar que cada modo queda bien identificado por sus correspondientes operadores de creacién y ani-
quilacién; para un modo tenemos a' y a, para el otro b’ y b. Podemos observar que se comparte un mismo
reservorio, representado por 4.2, lo cual nos induce a pensar que la interacciéon que se da, representada
por 4.3, es semejante a la que se muestra en la tercera expresién de 3.22.

En analogia con 3.24, podemos establecer

s1=a,s9=a',s53=">0,54 =0, (4.4)
Fl = Fg = FT = Z K}j?"j’ (45)
J
Dp=Ty=0=Y wjrl, (4.6)
J
entonces, de 3.18 y 3.22
5 (t) _ e%(HSl-&-HSz +HR)tsle—%(Hsl +Hoy+HRg)t

— e (Hsy Hlsy HHR) o= 7 (Hsy Hi sy HH R)
= enflatge 7ot

i t i t
_ eﬁﬁwoa atae ﬁﬁwoa at

= qge ot (4.7

haciendo un proceso semejante, obetenemos

- i _i ;
55(t) = enflatgle wHat = gfgiwot

- i i —

53(t) = entlatpemwtlat — pemivot

- i i ;

5,(t) = enflatplemnHat — pigiwot (4.10)

Di(t) = effnimeifrt = N rpfeiost = Ty(p), (4.11)
J

Do(t) = effniTye hHRt = N peiert = Ty (t). (4.12)
J

Ahora, haciendo un proceso muy parecido para la obtencién de 3.38, llegamos a la expresiéon para la
ecuacion maestra de dos modos de campo electromagnético, siendo esta

p = alla+b)pla’ +b") —(a +0)(a+b)p] +
Bl(a+0b)pla’ +b") + (a' +b")p(a + b)—
(a' + ") (a+b)p— pla+b)(a’ +b")] + hec.,
(4.13)
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4.2 Ecuacién maestra de dos modos de campo electromagnético cada uno con su propio
medio ambiente

recordemos que 3.38 es

p=« (a,éaT — aTaﬁ) + 5 (aﬁaT + aTﬁa —alap — ﬁaaT) + h.c.,

que comparando con 4.13 vemos que a 3.38 le hacemos el cambio de a por a+b. Para obtener una solucién
analitica de esta ecuacién usaremos el método de superoperadores.

4.2. Ecuaciéon maestra de dos modos de campo electromagnético
cada uno con su propio medio ambiente

Los hamiltonianos que caracterizan a dos sistemas que interaccionan con su propio medio ambiente
cada uno son

Hs = hwoa'a+ hwod'd, (4.14)
—— =
H,, H,,
i J
Rl Rz
Hgp = Z h[/@Z‘aT; + ratr] + Z h[mf/bv; + ryblop). (4.16)
l 14

La ecuacién maestra para dos modos de campo electromagnético interaccionando cada uno con su
medio ambiente, ver [21], es dada por

p = G(2a'pa—aa’p— paa’ + 20T pb — bbtp — pbbT)
+L(2apa’ — atap — pata + 2bpb" — bibp — pb'b), (4.17)

que al usar los métodos de Optica Cudntica para solucinar la ecuacién anterior, se puede hallar la evolu-
cién en el tiempo.

Es oportuno hacer la comparaciéon de las ecuaciones maestras 4.13 y 4.17; en 4.13 no podemos hacer
una reagrupacién de términos tipo 4.17, i.e., en 4.17 podemos distinguir términos que contienen productos
de operadores de un solo modo con el operador de densidad en una parte de la suma y productos de
operadores asociados al otro modo con el operador de densidad en otra; En 4.13 lo que se observa son
términos mezclados de operadores que representan a un modo con operadores que representan al otro
modo en un producto con el operador de densidad p. Esto nos da indicios de enredamiento en evoluciones
futuras para nuestro sistema.

4.3. Solucion de la ecuaciéon maestra

Para abordar la solucion de 4.13, es conveniente presentar a la ecuacion maestra como se muestra en
3.55,

9 _

i k(N +1)(2apa’ — atap — pa'a) + kN, (2a"pa — aa’p — paa'),

como estamos trabajando con dos modos de campo electromagnético, recordemos que hacemos la susti-
tucién a por a + b,
0
a{ = KN, +D)[2(a+b)p(a+b) — (a+b)i(a+b)p—pla+b)ia+b)
+£N[2(a+b)Tp(a+b) — (a+b)(a+b)Tp—pla+b)(a+Db)].
(4.18)
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Interaccion de dos modos del campo electromagnético con un medio ambiente en comin

En lo siguiente, usamos el método de superoperadores para dar solucién a la ecuacién maestra anterior.
Definamos los siguiente superoperadores

J®p = 2v(a+b)p(at +b1), (4.19)
J$p = 28(a" 4+ b")p(a +b), (4.20)
L% = —(y+B)[(al +b")(a+b)p+ plal +b")(a+ b)) (4.21)

donde v = k(N,- + 1) y 8 = kN,.. Con las definiciones anteriores, la ecuacién 4.18 puede ser re-escrita

op(t
7’; ) _ (T + J5P + L — 28) p(t), (4.22)
cuya sulucion es
p(t) = 672&e(‘lfb+tlgb+Lab)tp(O)’ (4.23)

Lo que resta es aplicar los operadores que aparecen dentro de la exponencial al sistema inicial, situacién
que no es trivial. Para poder hacer esta aplicacién del operador sobre el estado, necesitamos factorizar
este operador exponencial [11]. El proceso de factorizacién considera el lema de Baker-Hausdorf el cual
toma muy en cuenta las siguientes relaciones de conmutacién

48
J5% I = ——Lp—4Bp, 4.24
[J37, Ji"]p Bl p (4.24)
[Jfbv L]p = _2(5 + ’Y)Jilbpa (425)
[J5° Llp = 2(8+7)J5"p. (4.26)
Al usar el método de factorizaciéon uno espera
p(t) = 6726t€f3(t)ef2(t)J§"’efo(t)L“”efl(t)Jf"’p(O% (4.27)

Al diferenciar la ecuacién anterior y comparandola con 4.22 obtenemos un sistema de ecuaciones diferen-
ciales

dfo 4By
_— 4+ — =1 4.2
A1 2(5+)f0
—_— =1 4.2
b , (1.29)
d, d,
o oo gy sy +apysp = 1, (430)
dt dt
d,
% —4Byf, = O. (4.31)
Al imponer las condiciones p(t = 0) = p(0) en 4.27, i.e. f,,,(0) = 0 para m =0,1,2,3
v—B8 1 (662“5‘7) - 7)
= t+ In , 4.32
o Y+B8 v+ B = (4.52)
1 e2t(B—) —_ 1
f1:f2:§W> (4‘33)
Be2t(B=7) — 7)
— 28t —In ( . 4.34
fs 5 (4.34)

Ya sabemos quienes son las f’s, lo que resta es aplicar el operador exponencial especificando el estado.
En este caso, el sistema es

p(0) = la){al @ [B)(B]- (4.35)
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4.3 Solucién de la ecuacién maestra

Tal sistema representa los dos modos de campo electromagnético en dos cavidades separadas; |a) en una
cavidad y |B) en otra.
Apliquemos el primer operador exponencial (de derecha a izquierda) sobre el sistema, obteniendo

efl(t)Jfb|a><a| ® |8)(8] = eVl +IB+aB"+80") |0\ (0| & |B)(A). (4.36)
La forma de aplicar el segundo operador equivale a
ab
7" |a) (a] ® |8)(5] = (4.37)

e~ (A fo(al+bD)(a+b) | o) (o] @ | B)(Ble~ (VA folal +bT)(a+b)

Podemos desarrollar un poco mas este operador en relaciéon al argumento de su exponencial, siendo esto

e~ (v+B) folal+b") (atb) _
e~ (rB) fo(a’b+bTa) ,—(v+8) foaTa ,—(v+B8) fobb (4.38)

Es necesario factorizar el primer término (de izquierda a derecha) del lado derecho de la igualdad

6—(7+ﬂ)fo(a*b+bfa) _ eanTbegAb*aehAZ[awbw]
t t 20t —hAZpT
ef)\a beg)\b aeh)\ ala, hA“b b’ (439)
con A = —(v + 8) fo. Las funciones f, g y h son funciones, con pardmetro ¢, a determinar por el método

de factorizacion. El método consiste en plantear la siguiente igualdad

tpapt t T 2ata _—hA2bT
ee)\(a b+bla) ef)\a beg)\b aeh)\ ala, hA“b b, (440)

y considerar las relaciones de conmutacion

[aTh, bl a) = a'a—b'b,
[aTd, [afb,bfa]] =  —2afb, (4.41)
b, [afb,bta]] = 2b'a,

que al diferenciar ambos lados de la igualdad 4.40 y comparar (usando el lema de Baker-Hausdorf), uno
obtiene

df 2 dg 2 2 dh
— — (A = —2Xf(1+ X — =1 4.42
P 24 NS = 1 (4.42)
dg .., dh
—~ 4+ 2\ g— =1 4.4
e TN =1L (4.43)
dg N
— 1+2X — =0. 4.44
f +(1+2\fg) 7 =0 (4.44)

resolviendo el sistema acoplado de ecuaciones diferenciales, se tiene

TanhA(e — c1)

f = — (4.45)
g = exCoshMe— )] + Cosh[\(e — cl)]fjanh[)\(e — )] , (4.46)
h = c3— l"{oosh[;\;e —ell} (4.47)

A=—=(y+B)fo. (4.48)

Sustituyendo 4.39 en 4.38, teniendo en mente que ya hemos hayado las funciones f, g y h, tenemos

_  (at bt At i 20t0 —hAZbTh NaTa AbT
e (v+B8) fo(a’+b")(a+b) _ ef)\a beg)\b aeh)\ ala, hA“b be)\a ae)\b b

t t 2 ta (—h\2 t
efralbogbla g (AA*+X)ala o (=hA*+)bTh (4.49)
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Interaccion de dos modos del campo electromagnético con un medio ambiente en comin

por lo tanto
ab
Pt ) (al @ |8) (8] =

faab_gxbt (hA2+)\)aTa6(fh)\2+)\)bTb‘Oé><a| ® |B><B|6(7M2+/\)b*b (AX*+XN)ala gralb  fAb!
(4.50)

Veamos que resulta de de aplicar los operadores exponenciales que contienen como argumento a afa y a

bib, ie.,
MN8N (0] @ [ ) (Bl AA VB4
2 a‘}‘a 2 a'l'a 2 T _ 2 T
e(h/\ +2) \oz><oz|e(h>‘ +) ®e (=hX=4+X)b b|5>< | (=hX=+X)b"b
= HFapae HeF g BT g (Ale T F
= el Pl 16y a] @ 1) (3, (1451)
| Sy
C1
con
f = Be VA 4.52)
& = ae 4.53)
Ahora, apliquemos los operadores e’ @ y egra'b
%)) (] @ [B) (Ble
(4.54)

= eMN'9a) (@] @ |B) (Ble ™,
hemos aplicado s6lo lo correspondiente al operador a y af que aparecen en el argumento de la exponencial
falta aplicar lo correspondiente a b y bf, para esto es necesario expandir en serie de Taylor al operador

exponencial,
e a) (| @ [B) (Bl

oo 0o g>\01 ) R .
PN 1y ial @ 1B A | 57, (4.55)
n=0m=0 ’
c2
fijémonos en b"|5)(3 | b, lo cual da como resultado
(4.56)

b3 (G | b = zz( )(jﬁ‘)mmﬁmﬁ*mwﬁ,mﬂ.

c3

Omitiendo por ahora las ¢;, con ¢ = 1, 2, 3, el estado que principalmente resta por analizar es |a){&|® |
3,i)(B,j |, al cual ensanguichamos con e/*'t y ef)‘bT“, y para poder aplicar estos operadores, una vez

3,
mas, es necesrio ponerlos en serie de Taylor
Thiay )~ P i
e a)ale | B,0)(8,5 | e
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4.3 Solucién de la ecuacién maestra

0o D ~ ) S i
_ Z (f)\f)) a'?|ay(@|® | B,i)(B, ] | Zo (f)(\;; ! a*

=0

ol
-
[}

=
Il
o

Q

5 (f;)p (qu!w ( y > ( ; >mﬂ&”d*ql

Ca

| @k} (@ L @b | §,i)(5.j | b™,
fijémonos en b” | B,4)(3,j | bT9. Ahora de [12], uno tiene

v | B,i)(B, 5 | b1

¥D(B) | i)(j | D (B)b'

&)
(b+B) | i) (5 | (o + 5D (B)

+8
= ii(f > < ‘ )BpTB*qs

r=0 s=0

C5

Vii=1) (i —(r—s)ViG—1)---( —

D(ﬁ)l%—r><J—S\DT( B):

Volviendo a 4.57 y omitiendo, por ahora, a ¢4 v cs, €l estado que falta por analizar es D(

(4.57)

(4.58)
(@) [ k) |

D(@) @ D(B) | i —r)(j — s | DT(B); apliquémosle /235" 1o cual implica desarrollar en serie de Taylor,

e235" D(a) | k)(1 | DY(@) ® D(B) | i —r)(j — s | D (B)

=) f2j2 @) | k){1| DY (@) @ D(B) | i —r){j —s| D'(B),
u=0

analicemos (f2j8*)" D(&@) | k)1 | D'(@) @ D(B) | i —r)(j — s | D'(B)

(f238")" D(&) | k){l | D'(@) ® D(B) | i —r){j —s | D(B)

<2ﬁf2>”ii( o) ()

w1 w2

Ce

aTv_wlD(d) | k)| DT(d)a”_m ® bTwlD(B) |i—r)(j—s| DT(B)bwza

enfoquémonos, por ahora, sélo en el estado

= D(&) | k)(L | DY (@)a" " @ b D(B) | i = r)(j — s | DT(B)b"?

= D(@)(a’+a") """ [k)(I | (a+a) DN a)
®D(B)(b + ) [i—r)(j — s | (b+ ) DY (B)

-2 e () () GO G

q2 P1 P2

(28f2)"(a" +01)"D(@) | k)( | D™(@) ® D(B) |i—r)(j — s | D'(B)(a +b)"

cr

GFUTWI— @ GU— w2 —q2 B*wl—pl sz—pz

D(@)a™™ | k){l | a®™D¥(a) ® D(B)b™" | i —r)(j —s | b DI(5),

(4.59)

(4.60)

(4.61)
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Interaccion de dos modos del campo electromagnético con un medio ambiente en comin

analicemos D(&)a® | k)(1 | a®2 Dt (&) @ D(B)b!Pr | i —r)(j — s | > DT (B)

D(a)a™ | k)(l | a®D¥(&) ® D(B)0™" | i —r){j — s | 02 D" ()

k+1)(k+2) - (k+aq)VI+1D)(+2) (I +aq)

V(
\/(ifr+1)(ifr+2) (i j
D(@) | k+aq)(l+q | D'(a) @ D(B) |i—r+p)(i—s+p2| DI(B), (4.62)

)V —s+ DG —5+2)--(j —s+p2)

que al involucrar todas las ¢;, con ¢ = 1 — 7, tenemos la evolucién del sistema

p(t)

o268t o f3(8) o1 ()81 (Ja*+] B> +aB™ +8a”) ,—|al® fla* .~ |BI* |BI

L= (gAG)™ (gha*)™
Z Z (gn!) (g m!)

i-(i—1)-(i—2)---(i—(r—1))
J-G=1)-(G—2) (G- (s—1)prpras

> e () ()
S () () () ()

q1=0 g2=0 p1=0p2=0

OL*U w1 — qlav wo — qzﬂ*IU1*p1Bw2*P2
VE+1D) (k+2) - (k+q)VI+1) - (1+2) - (+g2)
Vi—r+1)-(i—74+2) - (i—7r+p)

Vi—s+1)-(G—5+2)-(—s+p2) i
D(a)k + q1){l + ¢2|DT(&) @ D(B)|i — r + p1)(j — s + p2| DT(B),

(4.63)

donde podemos identificar los estados de ntimero desplazado. Ahora, no podemos llevar este estado a una
forma factorizada como se muestra en 4.35, lo cual indicaria que el sistema esté enredado.
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Capitulo 5

Conclusiones

El operador de densidad es un equivalente a la funciéon de onda. Digamos que es una forma de repre-
sentar un sistema cuantico de manera mas general.

Los estados de nimero desplazado son eigenestados del hamiltoniano del oscilador arménico despla-
zado.

Puesto que el operador de densidad es un objeto abstracto en el espacio de Hilbert, la funcién Q da
una idea intuitiva de qué estd pasando con el sistema que dependiendo de su forma, refiriéndonos a su
grafica, nos da indicios de si un sistema es cuantico 6 semiclasico.

La ecuaciéon maestra representa la dindmica de la evolucién de nuestro sistema fisico; su solucién
representa la evolucion de nuestro estado inicial.

En esta trabajo de tesis, deducimos la ecuacién maestra que describe la evolucién de dos modos del
campo electromagnético cuando interaccionan con un mismo medio ambiente. Este caso es diferente al
caso reportado en la literatura cientifica, resumido en el capitulo 4, cuando cada modo interacciona con
su propio medio ambiente. Después de deducir la ecuacién maestra, nos dimos a la tarea de resolverla.
Esto lo hicimos usando el método de superoperadores. Teniendo la solucién, la aplicamos a un estado
inicial que consistia en dos estados coherentes desenredados. Obtuvimos el operador de densidad final y
éste consistiéo de una mezcla de operadores de densidad representando estados de nimero desplazados.
Como los operadores de densidad finales no se pueden factorizar como el producto de dos operadores de
densidad, esto indica que los sistemas quedan en un estado enredado.

Por lo expuesto en el parrafo anterior podemos concluir como resultado final de esta tesis que a partir
de que dos sistemas cuanticos independientes interactian con un medio ambiente en comun, estos dos
sistemas evolucionan a un estado global, o comunmente llamado estado enredado.

Debido a la complejidad del estado final de la evolucion del sistema de dos modos que interactian
con un mismo medio ambiente, no es facil calcular alguna medida de enredamiento que nos de el grado
de enredamiento final. Debido a esto, estamos en el proceso de calculo de su funcién Q; pero esto lle-
vara varios meses de cdlculo. Sin embargo, gracias a la definicion matematica, del hecho que no podemos
factorizar el sistema, concluimos que nuestro estado evoluciona a un estado enredado.

En el trabajo futuro que se realizara, se planea definir una medida de enredamiento en términos de
la funcién Q. Para ello, se cuantificard la diferencia entre una funcién Q para estados coherentes desen-
redados y la funcién Q para estados coherentes maximamente enredados.

La propuesta que se plantea comienza con un estado desenredado como el siguiente

p*%(0) = |a)11(al @ |B)2 (B (5.1)

29



Conclusiones

cuya funcién Q, en analogia a la ecuacién 2.38, se puede definir como

“Ex) = 1(€2(xIp™(0)|€)1]x)2
= |1l 1?2 (xIB8)2/? (5.2)

Consideremos, también, un estado enredado

[¥) = c(lap1|B)2 + | = a)u| = B)2) (5:3)

siendo ¢ un factor de normalizacién; entonces, su operador de densidad es

=) (W] = le*(la)1]B)2 + | — )] = B)2) ® (1{al2(B] +1 (—al2(-A]) (5.4)

al reagrupar, tenemos

~ENT
p

P = el (o) (e @ [B)az (Bl + |a)11(—al ® |B)aa(—B| +
| —a)1i{al @[ = B)a2(B] + | — a)11(—a| @ | = B)22(-B|) (5.5)

de igual manera podemos defirnir su funcién Q

12 (& x) = 1€l0p™™ 1€)1]x)2 (5.6)

El siguiente paso es definir una medida del grado de enredamiento en términos de las ecuaciones 5.6 y 5.2.
En [24] definen una medidad del grado de enredamiento llamada medida geométrica de enredamiento, la
cual presentamos a continuacion,

B(¢) = gminl|6 — x|’ (57)

que en palabras es la distancia que existe entre un estado enredado y su estado desenredado mas préximo.
El estado ¢ es un estado maximamente enredado. En analogia a lo anterior, puesto que la funcién @Q en
principio es més facil de calcular, se propone una medida de enredamiento de la forma

Q115 (& x) — QIF (€. I (5.8)

donde Q5% (€, x) ¥ QY% (€, x) son dadas en 5.6 y 5.2, respectivamente.
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