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Introduccion

El concepto de riesgo es importante en la economia debido a la necesitad
de emplear adecuadamente el capital de las companias aseguradoras y otras
instituciones; puede decirse, que la teoria de riesgo se ocupa de modelos es-
tocdsticos cuya aplicacion sirve para estudiar distintos aspectos del riesgo
relacionados con la operacién de una empresa.

El estado de una compania aseguradora puede describirse, en términos muy
generales, por el balance de sus ingresos (pagos de primas) y egresos (pagos
por cobertura de seguros), y un proceso de riesgo, en su forma més simple,
puede formularse en términos de un modelo estocastico que involucra la evo-
lucion en el tiempo de dos variables: ingresos y egresos. Si bien, la operacion
de una empresa incorpora mas variables y relaciones entre ellas, no obstante,
el modelo clésico de riesgo sirve para comprender los principios fundamenta-
les del proceso y, a su vez, es la base para formular modelos mas complejos.
En este trabajo se presenta una extensiéon del modelo clasico de riesgo, se
estudian las probabilidades de ruina y las cantidades relacionadas, mediante
un analisis a través de la funcién de penalidad de Gerber-Shiu y se considera
la presencia de una barrera de dividendos constante.

En la literatura actuarial se ha estudiado el efecto en la probabilidad de
ruina con la introduccion de diversos tipos de barreras. De Finetti fue el
primero en sugerir el proceso de superavit de riesgo bajo el supuesto de que
los dividendos son pagados cuando el proceso alcanza una barrera b. Biihl-
mann en [3], analiza las diferentes politicas de dividendos para el proceso de
superavit a tiempo discreto. Para el tiempo continuo presenta una ecuacion
integro-diferencial para el pago esperado de dividendos descontados hasta la
ruina para la estrategia de barrera fija. Obtiene una solucién explicita de la
ecuacion para el caso donde el tamano de las reclamaciones se distribuye de

I1I



INTRODUCCION IV

manera exponencial.

Gerber en [9], también discute una ecuacién integro-diferencial para el va-
lor esperado acumulado del pago de dividendos descontados, con el uso de
cierta martingala consiguié una expresion para la transformada de Laplace
del tiempo de ruina. Presenta resultados explicitos cuando el tamano de las
reclamaciones tiene una distribucién exponencial.

Por otro lado, las funciones de penalidad, consideradas como funciones del su-
peravit, satisfacen ciertas ecuaciones integro-diferenciales que pueden ser re-
sueltas para producir ecuaciones de renovacion defectuosas. Tales ecuaciones,
tienen una interpretacién probabilistica que depende, en gran medida,como
se mostrara, de las raices de la ecuacion generalizada de Lundberg, para la
que se tendra en cuenta una martingala exponencial elegida apropiadamente.

En la presente tesis se considera la funciéon de penalidad de Gerber-Shiu
con el objetivo de estudiar las ecuaciones de renovacion defectuosa, que sa-
tisfacen en general las funciones de penalidad, pues éstas permiten el uso de
técnicas de la teoria de renovacion; pueden ser utilizadas, como se presentara,
para examinar diversas cantidades asociadas al tiempo de ruina, tales como
expresiones explicitas, aproximaciones, formulas asintéticas para la probabi-
lidad de ruina, transformadas de Laplace, entre otras, y que en este trabajo
conducen a una generalizacion del modelo clasico de riesgo, cuya utilidad ra-
dica en el hecho de poder interpretar de manera mas completa la dependencia
de la ruina con los parametros del proceso, con el propédsito de ponderar las
consecuencias del riesgo.

La estructura de este trabajo de tesis es la siguiente:

En el capitulo 1, se presentan los conceptos fundamentales de la teoria de
riesgo v algunas de sus propiedades y modelos mas utilizados, asi como la
definicion de un operador para las funciones integrables sobre R y las dife-
rencias divididas.

En el capitulo 2, se estudia la evalucion de la funcién de penalidad con
descuento de Gerber-Shiu para una clase de modelos de renovacion en la que
los tiempos de inter-arribo de las reclamaciones estan K, distribuidos, para
n € N.
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En el capitulo 3, se desarrolla una generalizacién para el modelo clasico
de riesgo, estudiando la funcién esperada de penalidad con descuento para
un proceso de riesgo generalizado Erlang(n) con una barrera de dividendos
constante, y se presentan ejemplos numéricos que muestran como conseguir
resultados explicitos cuando el tamano de las reclamaciones esté distribuido
racionalmente.

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas.
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Capitulo 1

Matematica preliminar

En este capitulo se presenta una revision de la literatura sobre el modelo
clasico de riesgo y el modelo Sparre Andersen. En la teorfa de ruina, ambos
modelos de riesgo son usados requiriendo distintos analisis y herramientas.

1.1. Modelo clasico de riesgo

Sean W,,, n € N, los tiempos de inter-ocurrencia que forman una sucesion
de variables aleatorias independientes que tienen una distribuciéon comun ex-
ponencial con parametro A > 0. Entonces, el proceso contador del nimero
de reclamamaciones {N(¢) : t > 0} es llamado proceso de Poisson ho-
mogéneo con intensidad )\, un tipo especial de proceso de renovacion.
Una propiedad basica del proceso de Poisson es que tiene incrementos inde-
pendientes y estacionarios, con distribucion

(At)" e At
P(N(t+s)—N(s)=n) = ———— para 5,t >0, n=0,1,2, .. (1.1)
n!
Por lo tanto, E[N(t)] = Var[N(t)] = At, para todo t > 0, y la funcién gene-
radora de momentos My (s) = E [eN ] = A=),

Sean X;, i € N, variables aleatorias no negativas i.i.d., independientes de
N(t), con funcién de distribucién acumulada comin P y correspondiente
funcién de densidad de probabilidad p, las reclamaciones individuales. Su-
ponga que el k-ésimo momento pup = E [X k] es finito para k € N, y denote
la transformada de Laplace de p como p(s).
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S(t) = Zé\;(f) X, si N(t) >0,
- 0, si N(t) = 0,

la pérdida acumulada en [0,%). El proceso {S(t); t > 0} es llamado un pro-
ceso de Poisson compuesto. La distribucién de S(t) estd dada por

P(S(t) <z) = i %P*”(m), t, x>0, (1.2)

n=0
donde P*"(x) denota la n-ésima convolucién de P consigo misma en x, con
POz)=I(x>0)y P''=P.
Ahora considere el proceso de superavit

Ut)=u+ct—S(t), t >0, (1.3)

donde u > 0 es el capital inicial y ¢ > 0 es la tasa de la prima constante
sobre el periodo de tiempo [0,¢]. Asi, puede reescribirse ¢ = (1 + 0) A uq,
donde € > 0, es interpretado como un factor de seguridad relativo. Defina

T =inf{t > 0; U(t) < 0}, (o0, enotrocaso),

el tiempo de ruina, y

V(u,t)=P(T <t|U®0)=u) = P(U[U(s)<0]|U(O):u> Lu, t >0,

s<t

U(u)=P(T<oo|U0)=u) = P(U[U(t)<0]|U(O):u>,u20,

t<oo

la probabilidad finita y la probabilidad de ruina iltima, respectivamente.
Note que,
U(u) = lim U(u,t).

t—o0
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1.2. Principales resultados de la probabilidad
de ruina

Teorema 1.1 (Ecuaciones integro-diferenciales). La probabilidad de ruina
antes del tiempo t, con capital inicial u, satisface la siguiente ecuacion integro-
diferencial parcial para u, t > 0:

2\I/(u,t) = c%\lf(u,t) +AP(u) = AV (u,t) + )\/Ou U(u—z)p(z)de, (1.4)

mientras la probabilidad de ruina ultima V(u) satisface la siguiente ecuacion
integro-diferencial:

U (u) = é\If(u) — é/ U (u—x)p(x)dr — ijf’(u), u >0, (1.5)
c ¢ Jo c
con ¥(0) = Fle'
Demostracion:

Si se caracteriza segun el tiempo t y el monto de la primera reclamacion
x , se tiene que

u+cdt
U(u) = /\dt/ p(x) Y(u+cdt —x)dr + Ndt[l — P(u+ cdt)] +
0
(1 —Xdt)¥(u+ cdt) + o(dt).
Entonces

B utcdt
\I,(u+ccd2 U (u) _ _%/ p(z) ¥(u+ cdt — z)dx —
0
\ A o(dt)
1-P v '
(1= Plu+cd)]+ —W(u+edt) + ——

c
Haciendo que dt — 0, se obtiene (1.5). Andlogamente se obtiene (1.4).

Los resultados siguientes muestran que la probabilidad de ruina ultima W(u)
satisface una ecuacion de renovacién defectuosa y admite una representacion
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geométrica compuesta.

Defina

P, es llamada la distribucion ladder-height.

Teorema 1.2 (Ecuacion de renovacion defectuosa). La probabilidad de rui-
na ¥ satisface la siguiente ecuacion de renovacion defectuosa:

U(u) = ﬁ Ou U(u— y)dPi(y) + ﬂ”g, w> 0. (1.6)

Demostracién:

Caracterizando de acuerdo al tiempo ¢ y al monto de la primera relamacion
y, la ley de probabilidad total produce la ecuacion:

W)= [ A [ Wt et y) )
0 0
con el entendimiento de que ¥(z) = 1, para z < 0.

Haciendo un cambio de variable tal que s = = + ct, la ecuaciéon anterior
se convierte en:

U(z) = 5/;6—2(8—@ /Oooq/(s—y) dP(y) ds.

Cc

Tomando la derivada en ambos lados,

V) =20 - 2 [0 - gape) - 20-P@), 0D

C C

valida para x > 0.

Si se integra la ecuacién (1.7) sobre x, de 0 a t, resulta que

W(r) = A/ 7) do __// (v — ) dP( )dx_ﬁ/u_m ) d,
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entonces

t T t t
/ / U(z — y) dP(y) dz = / U(z)de — () — / 1 - P(z)]dx.
0o Jo 0 A 0
Para resolver la integral iterada, se cambia el orden de integracion y se integra
por partes como sigue,

[ [ ve-parwir = [flf@@~—@dxdp@>

_ wwxﬁﬂﬁwdy+ﬁi/ﬁmx—wdxpwww
= /Ot‘lf(t —y) P(y) dy. (1.8)

Por otro lado, integrando la ecuacién (1.7) término a término, de 0 a ¢,

\y(t):%/o \I/(a:)dx—%/o /Oz\ll(x—y)dP(y)dx—%/o 1 — P(2)] da.
Usando (1.8),
w) =2 [ w2 [we-yPea-7 [ 10- Pl

C C C

Note que, si consideramos a x = t — y, entonces fg U(x)dr = f(f U(t —y)dy,
por lo tanto,

w) =2 [we-ni=7 [ we—pPea-2 [ 10-PE).
La ecuacién,
w) =2 [we-pla-Puldi+s [T 10-P@lde (19)

valida para t > 0, es una ecuaciéon de renovaciéon defectuosa.

Luego, de la ecuacién (1.9), se obtiene que

¥ = % [ We-pl0-PEldr+3 [0 Pl -

C

é /Ou [(1— P(u)] du.

C
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Por la definicién de Py, y como ¥(0) = 2 [ [(1 — P(z)] dz,

¥ = 5 [ =) 0= PO dy+ Sl - Pi)
A u—y)[(1 = P(y)dy 5

_ E/OOO [(1—P(u)]du/0u \If(fooo Ao w(0) i

Teorema 1.3 (Fdrmula de convolucion de Beekman). ¥ estd dada por la
cola de la distribucion de una suma geométrica compuesta, esto es,

() = % ; (1—}r6)nP1*”(u). (1.10)

Demostracién:

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon geométrica compuesta, es decir,
una variable aleatoria de la forma:

donde N tiene distribucién geo(1—p), y las variables Uy, Us, ..., son no negati-
vas, independientes e idénticamente distribuidas, con funcién de distribucion
definida por

mw=1£3wm%

donde P(y) es una funcién de distribucién de una variable aleatoria no ne-
gativa, con media finita p, y corresponde a la funcién de distribucién del
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monto de una reclamacién. Sea G(x) la funcién de distribucién de X. La
transformada de Laplace de G(x) es:

* e A _p_(1—-p) pLp(s)
/Oe G(a:)dx—s S pLa(s)

La probabilidad de ruina satisface la siguiente ecuacién integral,

U P(y) dy+/ U(u—y) Py) dy}
u 0

U P(y) dy—/ P(y) dy+/ U(u —y) P(y) dy} :
0 0 0

Luego, para dos funciones integrables f; y f2 definidas sobre [0, 00), la con-
volucion de f; y f5 es la funcién

U(u) =

QAl> o>

(o tta) = | " W) fale — ) dy, = > 0. (1.11)
Por lo tanto,
v =2 - [P e Pyw).

Tomando la transformada de Laplace de esta funcion, se tiene que

Lalo) = 2 [ = 12p(0) + Lalo) L),

cls s
entonces
2 (= Lp(s))
H pP\S
L\Ij(S) — (&
— 2Lp(s)
Aot (- p)] Lp(s))
1—2Lp(s)

Si se denota p = ACH y se multiplica el numerador y denominador de la

ecuacién anterior por u, entonces

Elu—(p+(1—p)Lp(s))
Lals) = ft—pLp(s)
p_(IL—p) pLp(s)

s s (n—pLp(s))




1.2 Principales resultados de la probabilidad de ruina 8

La ecuacién anterior, es la transformada de Laplace de la probabilidad de
ruina, que coincide con la transformada de Laplace de G(z). Luego, por la
unicidad de la transformada de Laplace, ambas funciones son iguales, enton-
ces

V() = Glu)
_ p—<1—p>§;pnﬂ*"<x>
- p—(l—p>§jlp"<1—1+H*"<a:>>
= p—(l—p)ni;p"(l H* (u))
= p—(1-p) (1——1>+(1—p)§p"H*”(U)
= (1—p)ip”H*"(U)

Por lo tanto,

En el modelo clasico de riesgo, el coeficiente de ajuste, R > 0, es la
solucion, si existe, para la ecuacién de Lundberg:

/ e P(z)dx = E, (1.12)
0 A

o equivalentemente,

/ e dP(z) =1 +6. (1.13)
0

Aunque V¥ satisface una ecuacién de renovacién defectuosa y admite una
representacion como en (1.10), usualmente es dificil obtener una expresion
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explicita para situaciones practicas, siendo la excepcion quiza, algunas dis-
tribuciones especiales de las reclamaciones, por ejemplo, la distribucion ex-
ponencial o la mezcla de distribuciones exponenciales. Resultados explicitos
pueden ser obtenidos si la distribucién del tamano de las reclamaciones ad-
mite una transformada de Laplace racional . En este caso, la transformada
de Laplace de la probabilidad de ruina puede ser invertida por la férmula de
fracciones parciales.

Teorema 1.4 (Desigualdad de Lundberg). Para el modelo cldsico de riesgo
definido antes,
Ulu) <e P u>0, (1.14)

donde R es el coeficiente de ajuste definido en (1.12).

Demostracion:
Sea 7 el tiempo de paro correspondiente al tiempo de ruina. Como el proceso
{e~RC*} es una martingala, se tiene que el proceso {e~ %7} también es una

martingala, que inicia en e #%,

Por lo tanto,

e—Ru _ C_RCO
— E[e_RCt/\T:|
= Ele "9 |7 <t]|P(r<t)+ E[e " | 7> 1]
> Ele O |7 <t]P(r<t)
= Ele "9 |r<t]P(r <)

I
Q
|
=y
Q
§
=
a0
IN
Nt
QL
s
~——
3
\]
IN
=

Haciendo ¢ — 0 mond6tonamente, el evento (7 < t) converge crecientemente
al evento (7 < o0). Luego, por el Teorema de Convergencia Monétona se
sigue que

—Hu Ele % |1 < 00] P(T < o0)

El|71 < 00| P(T < 00)
P(1 < o0)

v v



1.3 Funcion de penalidad de Gerber-Shiu 10

Esta es la primera cota para la probabilidad de ruina W. Pero el coeficiente de
ajuste no existe para muchas distribuciones, como las de cola pesada. Varias
aproximaciones han sido propuestas para derivar limites generales para la
probabilidad de ruina. Un método, es evitar la referencia del coeficiente de
ajuste, otra aproximacion es considerar la ecuacion de Lundberg truncada,
esto es, para t > 0 dado, existe una raiz R(t) que satisface:

/teR(t)yP(y) dy = p(1+0). (1.15)

Otros resultados sobre probabilidades de ruina se relacionan con aproxima-
ciones, métodos numeéricos y simulaciones.

1.3. Funcion de penalidad de Gerber-Shiu

Recientemente, la investigacion se ha centrado sobre otros dos componentes
relacionados al tiempo de ruina: el superavit antes de la ruina U(7")
y el déficit en la ruina | U(T) |. Gerber y Shiu analizan estas variables
aleatorias para evaluar la funcion esperada de penalidad con descuento. Esto
generaliza y ofrece una mejor comprension de la teoria de ruina clasica, ya
que muchos de los primeros resultados son casos particulares de la funcién
esperada de penalidad con descuento, cuando el factor de descuento es cero.

Para el proceso clasico de riesgo, definido en la primera seccién, defina
Fy(z,y,tJu) =PUT™) <z, [UT) |<y, T <t|U(0) =u),

para x, y, t > 0, y su correspondiente funciéon de densidad de probabilidad
conjunta f3(z,y,t | u), del superavit antes de la ruina, el déficit en la ruina
y el tiempo de ruina.

Sea & > 0 constante, el factor de descuento sobre un periodo, y sea

MWWFKGMMWMM%

una funcién de densidad de probabilidad conjunta con descuento de U(T™)
y [ UCT) | Si fila | 0) = ;° folavy | u)dy se sigue que

folz,y | u) = fi(x | u)%, x,y > 0. (1.16)
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Sean w(z,y), para z,y > 0, los valores no negativos de una funcién de
penalidad. Para 6 > 0, defina

o(u) = E [ Tw(U(T),| U(T) ) (T < 00) | U(0) =u] , u>0. (1.17)

La cantidad w(U(T~),| U(T) |) puede ser interpretada como la penalidad
al tiempo de ruina para el superavit U(7T~) y el déficit | U(T) |. En-
tonces ¢(u) es la penalidad con descuento esperada si § es vista como
la fuerza de interés.

Diversas cantidades relacionadas a la ruina pueden ser analizadas por la
eleccion apropiada de funciones de penalidad convenientes, por ejemplo, si

w(y, xe) = I(x1 = 2,91 = ¥),

entonces ¢(u) da la funcién de densidad conjunta con descuento de U(T™) y
[ U(T) [; st

w(@y, x2) = 11" 22",
entonces ¢(u) da los momentos conjuntos con descuento de U(T~) y | U(T) |;

si
w(zy, x2) = 1,
entonces ¢(u) da la transformada de Laplace de T' con respecto a 4, y ain

més, si 0 = 0, ¢(u) se simplifica a la probabilidad de ruina W(u).

Como la probabilidad de ruina, ¢ también satisface una ecuacién integro-
diferencial:

cd'(u) — (0 + ) p(u) + )\/Ou o(u — x) p(z)de + Aw(u) =0, (1.18)

donde w(u) = [

u

w(u, x — u) p(z) d.
Una ecuacion de renovacion defectuosa satisfecha por ¢ es obtenida usan-

do una técnica de factores de integracién en el siguiente teorema.

Teorema 1.5 Para 6 > 0, ¢ satisface la siguiente ecuacion de renovacion
defectuosa:

Blu) = / " o(u—y) g(y) dy + Glu), u >0, (1.19)
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donde g(y) = fyoo e P p(x)dz, Glu) = [ e P w(z)de, y p>0 es la
unica raiz positiva de la ecuacion:

[(s):=0+X—cs=Ap(s), (1.20)
donde la pendiente de la recta l(s) es negativa.

Esta ecuacion es una version generalizada de la ecuacion fundamental de
Lundberg. Tiene una unica raiz positiva p cuando 6 > 0, y una posible raiz
negativa —R (con R > 0), si p es suficientemente regular (continua, de clase
C' o analitica). Si § = 0, entonces p =0, y R es el coeficiente de ajuste.

Demostracién:

Sea
Pp(u) = e " p(u), (1.21)

donde p es un nimero no negativo. Luego, ¢ satisface la ecuacion de renova-
cién defectuosa (1.18):

0=co(u) — (6+ )¢ +)\/¢u—x x)de + Aw(u),
multiplicandola por e™”* resulta que
0 = cd(u)e " —(+N)e " o(u) + /\/ugb(u —z)p(x)e P dx +
0
Ae P w(u)
= cdylu) = (4 NGy +epty )+ [ dyfu—a)e o) do +
Ae P w(u).
Entonces
co(u) = (0+X—cp)gy(u / dp(u—x)e PP p(x)de — Ne " w(u).
(1.22)

Note que, el coeficiente de ¢,(u) es I(p). La ecuacién [(s) = Ap(s) tiene
una Unica raiz no negativa, suponga que se trata de ;. La estratagema para
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resolver la ecuacion (1.22) es escoger p = €1, asi que (1.22) se convierte en:
c¢’p(u) = A [ﬁ(p) Pp(u) — / Pp(u—x)e P p(zx)de —e P w(u)}
0
= |t - [ o ]
0

Para z > 0, integre (1.23) de 0 a z con respecto a u,

[T = Ao [Ceswan— [ e e

0 0

*e@A@—¢A®]=:ﬁwx[1wwdu—/wawwwwdu—

/ U Bplir) e (“—Mx] du
:ﬁwl¢mmmiégmmmw_
/Oz l/; =P =2 p(y — 1) du] o,(2) .

Haciendo un cambio de variable tal que y = v — z, resulta:

Yeldy(2) / bp(x l/ e Y p(y) dy} dr — /OZ e " w(u) du.

(1.24)
Para z — oo, los primeros términos de ambos lados de la ecuacién anterior
desaparecen, lo que muestra que

—A"1ep,(0) = —/OOO e " w(u) du.

Por lo tanto,

¢p(0) =

> o>

/OOO e P w(u) du
_ Adlp) (1.25)

c
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Finalmente, sustituyendo (1.25) en la ecuacién (1.24) y simplificando, se ob-
tiene:

[gb,,( 2 ] /qap U e”yp(y)dy]dx—/oze_”“w(u)du.
Entonces
Um%ﬁﬁwmw%

) du + /OOO e w(u) du]
-2 U 6, (/ eV ply) dy) dz + (1.26)
/Z % w(u )du] |
Multiplicando (1.27) por ¢#* y aplicando (1.21), resulta:
{ /O () ( / io p(y) dy) da + / T e () du]
o[ o)

/Z e () du} , (1.27)

pues por el cambio de variable, cuando u =z, y = z — .

Pp(2) =

yC\ o>

¢(2) =

Ql> o>

Luego, puede usarse la definicién de la convolucién de dos funciones inte-
grables definidas sobre [0, 00), ver ecuacién (1.11), si se consideran

A o0
g(a:)——/ e plz+a)dz, x>0
0

/‘/‘E“W@MwwMU+w@Mww2Q
x 0

entonces la ecuacién (1.27) puede ser escrita como ¢(u) = (¢ * g)(u) + G(u),
para u > 0.
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Note que, ¢(0) = G(0) = w(p), y especialmente,

folz,y|0) = %e”p@+y%
All0) = 2o Pr)
5T _ [~ 9
E[e [(T<oo)\U(O)]—/O g(y)dy =1 e

Similarmente, si w(z1,22) = (1 = 2,22 = y), 0, w(r1,22) = I(z1 = ),
para 0 < z < oo, entonces ¢(u) da fo(z,y | u) y fi(z | u), respectivamente,
i.e., satisfacen ambas una ecuacion de renovacion defectuosa como sigue.

Corolario 1.6 Para u,z,y > 0,

Aoy n) = [ ey a2 g et S plat ) o > ),
filz |u) = /u filz |u—2)g(z)dz+ ée_p(“"z_“) P(z) I(x > u).
0 c

Para estas ecuaciones de renovacion defectuosa, la densidad conjunta con
descuento y la densidad marginal con descuento, fo(z,y | )y fi(z | u),
respectivamente, pueden ser resueltas explicitamente. Para el caso 0 = 0,
Dickson en [5] ha encontrado el siguiente resultado:

f hEloERg, w>u>0,
f1(117|u)—{f1(x|0) Blu— )(@)b()’ 0<z<u (1.28)
Aqui,
fiz |0)=Ac 1 — P(x)]. (1.29)

Resulta que la definicién adecuada para extender a 1(0) es
Y(u) = E [e?THVD (T < 00) | U(0) = u], u>0. (1.30)

Asi, (u) = ¢(u), con w(z,y) = e Y. Entonces la formula de Dickson puede
ser generalizada como se hace ver en el siguiente teorema.
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Teorema 1.7

0 (u—z)—(w)
filz [w) = {fl(x‘O)T(O)’ O<zsw,

eP T —ah(u
fi(xz]0) 1—¢1(b(§))7 T > u,

(1.31)

donde fi(x | 0) = Ac te™P® P(x) y(u) estd definida como:
Y(u) = E [e? TV (T < 00) | U(0) = u] .
Demostracion:

El propédsito de esta demostracién es generalizar (1.28) para el caso en el
que 6 > 0. Para probar (1.31), se necesitan algunos conceptos maés; se co-
menzara por extender la Funcion del Tiempo de Paro

T, =min{t | U(t) = z}. (1.32)

Para un numero real x, sea, ahora T}, que denota el tiempo del primer cruce
por arriba del proceso de superavit a través del nivel z; sea T, = oo, si el
superavit nunca cruza por arriba a través del nivel x. Para x > U(0), esto
es lo mismo que en (1.32), para x < U(0), el superavit tiene que caer por
debajo del nivel x antes de que alguna vez cruce por arriba a través de x.

Se llamara al tiempo de paro 7Tj el tiempo de recuperacion, que es el
primer instante en el que el superavit alcanza el cero antes de la ruina. Lue-
go, para a < b,
E[e7?® 1) | T, < T] = e ?t79), (1.33)
Asi,
E [6_5(TO_T) | T < o] = e’V (1.34)

a partir de la cual y de la propiedad de las esperanzas iteradas, se sigue que

E{e’P (T <o0) |UW0)=u} = Ee®® D T [(T < 00)|U0) = u
E [e"U(T)e";TI(T < 00) | U(0) = u]

= (u). (1.35)
Esta férmula muestra que la funcién 1(u) generalizada puede ser interpreta-

da como el valor esperado presente de un pago de una unidad que se
realiza en el momento de la recuperacion, si se produce la ruina.
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Para a <u <,

P(T, <o |U0)=u) <1, (1.36)
y
P(T, < oo |U(0) =u) < 1. (1.37)
Ahora, defina el tiempo de paro
Top = min(7T,,Ty), (1.38)

y considere las funciones
Ala,b|u) = E [e_‘sTavb I(U(T,p) = a) | U(0) = u]
= E[e®™ T, <T) | U0) =], (1.39)

Bla,b|u) = E[e " I(U(T,;) =10)|U(0) = u]
= E[e®™ (T, >T) | U0)=u]. (1.40)

Con 0 interpretada como una fuerza de interés, A(a, b | u) es el valor esperado
presente de un pago de una unidad, que es hecho cuando el superavit cruza
por arriba del nivel a por primera vez, siempre y cuando el superavit no haya
alcanzado el nivel b mientras tanto.

Similarmente, B(a,b | u) es el valor esperado presente de un pago de una
unidad, que es hecho cuando el superavit alcanza el nivel b por primera vez,
siempre y cuando el superavit no haya caido por debajo del nivel a mientras
tanto.

Note que, para cada constante c,
Aa,b|u)=A(a+c,b+c|u+c) (1.41)

y
B(a,b|u) = B(a+c¢,b+c|u+c). (1.42)

Se sigue de (1.35) que, para u > a,
Aa,00 | u) = lim A(a,b| u)
b—o0
= lim A(0,b—a|u—a)
b—o0
= E[e (T <00) | U(0) =u—ad]
= Y(u—a). (1.43)
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De manera andaloga, se sigue de (1.37) que, para u < b,
B(—o00,b|u) = lim B(s,b|u)
a—0o0
= E[e?™ (T, < 00) | U(0) =u—d

E e U(0) = u]

e~ Pb—u), (1.44)
Note que, con 6 =0y 0 < u < b,

A(0,b|u) =E[e ™ I(Ty < Ty) | U(0) = u]

es la probabilidad de ruina con superavit inicial u en presencia de una barrera
absorbente superior b.

Para ' < a < b < ¥V, considerando que T, < T, 6 T, > Ty, se obtienen
las siguientes identidades:

Aa,b" | u) = A(a,b | w) + B(a,b | u) A(a,b" | b) (1.45)

B(ad',b|u) = A(a,b|u)B(d',b|a)+ B(s,b | u). (1.46)

Cona=0,b=ux,0 =00y acausa de (1.43), se sigue que (1.45) se convierte
en:

A(0,00 | u) = A0,z | u) + B(0,z | u) A(0, 00 | z).

Entonces
Y(u) = A0,z | uw) + B0,z | u)(z). (1.47)

Cona =—-00,a=0,b=ux,0 =00y a causa de (1.44), se sigue que (1.46)
se transforma en:

B(—o0,u | u) = A0,z | u) B(—o0,z | 0) + B(0,z | u).
Entonces
e P = A0, | u) e ”® + B(0,x | u). (1.48)
Para 0 < u < z, las expresiones (1.47) y (1.48) son dos ecuaciones lineales
de A0,z | u) y B(0,z | u); su solucién es:
" Plu) — e’ y(x)
er® —1(x)

A0,z | u) = (1.49)
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B0,z |u) = (1.50)
A través de (1.50) puede obtenerse (1.31) para x > w. Si la ruina debe
ocurrir con U(0) = 0 tal que el superavit inmediatamente antes de la ruina
es x, entonces el proceso de superavit debe alcanzar el nivel u antes de la
ruina. Asi,

f(@]0)=DB(0,u]0) f(zx|u), (1.51)
lo que implica que
f(z]0)
fla ) B0, 0)

e’ —(u)
= fl&]0)=—7"5
1 —4(0)
que es (1.31) para = > w. La férmula para 0 < x < u es més complicada
porque la condicién U(0) = u > x = U(T") significa que el proceso de
superavit cae por debajo del nivel z algin tiempo antes de que ocurra la
ruina. La ecuacién que se desea demostrar se sigue de la identidad

B(0,u | 0) = /OOO e_pyf(f—:;(?)dy:g(x)A(—u,O | —z)ert, (1.52)

valida para 0 < x < u.

Resolviendo para f(z | u) y usando el hecho de que [° f(z,y | 0)dz =
%fooo e PP p(x+y)de =g(y) y (1.41) se obtiene:

g(x) A(—u,0 | —x)e P

flx]u) = = z
B(0,u|0) f,~ er¥ {)(_Tfé))dy
_ g(mz ) e PU A(O,’U, | U — x)
oo T+
Jery f—Txi)dy B(0,u | 0)

A(0,u | u— )
B(0,u | 0)

= Ac'[1—P(x)]e " (1.53)
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Aplicando las ecuaciones (1.49) y (1.50) a (1.53) resulta que

Ylu—x) — e "(u)

fl@lu) = X'l P()]

T—3(0)
et pa S
R e

que es (1.31) para 0 < x < u.
|

Hay una interpretacién probabilistica para 1(u), que es el valor esperado pre-
sente de un pago de una unidad, que es hecho en el tiempo de recuperacion,
si la ruina ocurre.

Como en [16], puede reescribirse (1.19) como:

1
1+§/¢u—x dx—l—mH( u), u >0, (1.54)

R R
= ) dwdy=1-,
v(z) = (14 &) g(x) es una funcién de densidad apropiada y H(u) = (1 +
§) G(u).

donde £ es tal que

En particular, si w(z1,22) =1 en (1.17), entonces ¢(u) simplifica a la trans-
formada de Laplace del tiempo de ruina 7" con respecto a d. Para simplificar
notacién, defina

or(u) = E [e T I(T < 00) | U(0) =],
que satisface la siguiente ecuacion de renovacion defectuosa:

= —SZ (u—1y)v(y)dy + i v(y)dy. (1.55)
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Usando transformadas de Laplace, se obtiene que ¢(u) también puede ser
expresada como la cola de una distribuciéon compuesta, i.e.,

_ 6 _. 1 " [ %N
¢T<u>—1—+5n§:jl(m) V(). u > 0, (1.56)

donde V' (u) = fuoo v(y) dy es una funcién de supervivencia. Ademés, si § = 0,
¢r(u) simplifica a la probabilidad de ruina W(u), y por lo tanto, las ecuacio-
nes (1.55) y (1.56) se simplifican a (1.6) y (1.10), respectivamente.

Note que si se define un operador 7, con respecto al parametro r tal que

T, p(z) = / e ") p(y) dy, x >0, r € C,
0

entonces
(o) = R = 1+ T,0(0)
y _
Vo) = Tyo(o) = ) = (16T, Plo)

El operador 7). con respecto a un nimero complejo r» desempena un papel
importante en el objetivo de esta tesis; sus propiedades seran discutidas mas
adelante.

1.4. Modelo de riesgo de Sparre Andersen

Andersen supuso reclamaciones de acuerdo a un proceso de renovaciéon mas
general y derivo una ecuacién integral para la probabilidad de ruina corres-
pondiente. Desde entonces, las caminatas aleatorias y la teoria de colas han
proporcionado un marco més general en la teoria de riesgo, que ha conducido
a resultados explicitos en el caso donde los tiempos de espera o las severida-
des de las reclamaciones tienen distribuciones relacionadas a la distribucién
de Erlang (ver [2]).

Se define como modelo de riesgo de Sparre Andersen al proceso

N(t)
Uty =u+ct—Y X; t>0, (1.57)

i=1
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donde todos los parametros son iguales como en el modelo clasico de riesgo,
excepto que el proceso {N(t); t > 0} es un proceso contador mas general,
definido como

max{n: Wy + Wy + ...+ W, <t},

donde los W;, que son los tiempos de espera de las reclamaciones, son asu-
midos i.i.d. con funcién de densidad k(t), para ¢t > 0. Ademés, suponga que
{W;; i € N'} y {X;; i € NT} son independientes y ¢ E [W;] > E [X;], pro-
porcionando un factor de seguridad positivo.

Malinovskii en [17] presenta la transformada de Laplace de la probabilidad
de no ruina ®(u) = 1 — ¥(u), si el tamano de las reclamaciones esté distri-
buido exponencialmente con parametro «, para una distribucién general &
de tiempos de espera, como:

5/ e“StCI)(u) =1—pe@ul=r 5>,
0

donde p es la tnica solucién de la siguiente ecuacion:
p=k[0+ca(l—p)], >0

Wang y Liu en [19] extienden este resultado al caso en el que el tamano de las
reclamaciones puede estar distribuido por una mezcla de dos distribuciones
exponenciales. La transformada de Laplace de la probabilidad de no ruina
es deducida en términos de dos raices positivas de una ecuacion generalizada
de Lundberg, Dickson en [6] discute la probabilidad de no ruina ®(u) para
un modelo de riesgo de Sparre Andersen, donde los tiempos de espera de las
reclamaciones tienen distribucién Erlang(2).

1.5. Modelos de riesgo a tiempo discreto

En modelos de riesgo a tiempo discreto, el superavit es examinado al final
de un numero de periodos de igual longitud (usualmente un afo).

Considere un proceso de riesgo a tiempo discreto, donde el nimero de re-
clamaciones se rige por un proceso binomial N(n), para n € N. En cada
perfodo de tiempo, la probabilidad de una reclamacién es ¢ € (0, 1), mien-
tras que la probabilidad de no reclamacién es 1 — ¢g. Las ocurrencias de las
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reclamaciones en diferentes periodos de tiempo son eventos independientes y
sus montos individuales X7, X5, ..., son variables aleatorias positivas con va-
lores enteros, mutuamente independientes e idénticamente distribuidas. Sea
p(z), x € N, su funcién de probabilidad comin y p = E[X]. Si u denota el
superavit inicial, entonces el superavit al tiempo n esta dado por

N(n)
Un)=u+n—>» X;, ueN, (1.58)

i=1

El modelo de riesgo a tiempo discreto (1.58) es llamado modelo de riesgo
binomial compuesto, que puede ser usado también para modelar el caso
donde mas de una reclamacion puede ocurrir en cada periodo de tiempo. En-
tonces se supone que las reclamaciones totales en cada periodo son variables
aleatorias i.i.d. que toman valores enteros no negativos.

Sea Y la suma de las reclamaciones en el periodo j, entonces el proceso
U(n), con U(0) = u,

Un)=u+n—-Y Y, ueN, (1.59)

j=1

que puede ser visto como la segunda versién del modelo binomial compuesto,
simplemente tomando a Y; = I; X;, donde las variables aleatorias I; son i.i.d.
con P(I; =0)=P(Y,;=0)=1—¢qy P(l; =1) = P(Y; > 0) = ¢, mientras
que X; =Yj;, dado que Y; > 0.

1.6. Un operador para funciones integrables

Como en [8], se introduce un operador complejo de una funcién integrable
con valores reales f:

T, f(x) = /OO e ") f(u)du, r € C, x>0, (1.60)
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Por ejemplo, si r = a + i b, se tiene que
T, f(z) = /OO e~ (@Hi®) (u=a) £(y)) dy
= /OO e @ W eosb (u— ) fu) du —
i/oo e senb (u — x) f(u) du.
El operador T, satisface las siguientes propiedades para r, r1, ro € C,

LT, f(0) = [T e f(u) du = f(r), es la transformada de Laplace de f.

2. TTl T’rz f(x) = TTQ T’I“l f(x) = wa 1 7é T2, T 2 0.

r2—r1

3. Sir=a+ib (denote por 7 = a — i b, para b # 0), entonces

T: T, f(x) = %/ e senb (u — x) f(u)du, >0,

es un numero real.
4 T, [f x g(x)] = [+ [T g(2)] + [T, g(0)] [T%. f(z)], © = 0.

5. Para x > 0,

T.T, f(z) = /OO e ") (4 — 2) f(u) du

d
s S—r

= lmT,T, f(x).
S—T
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6. Para s € C,
T f(z)

mientras que,

ﬂﬁﬂm—

Um T, T f(x)

/00 e (=) Chn) i o) f(u) du
. (n—1)!

-1 n—1 dnfl
En —) 1)! drn—lTr f(@),

n

D 1 10)
=1 S)nH 7

es la correspondiente transformada de Laplace.

7. Si 1, T2, ...y

L1, T f(x) =

donde m(r) =

Ts Trl e Trz T?“1 f(O) ( [

8. Para ry, ro, ...,

Tm Tgl 11 . TZ? f(m)

H§:1<T -

r; son numeros complejos distintos, entonces

/ e M (zi—z) . .. / e M (z1-22) f(:[‘l) dxy---dx
x Z2

)ty T”,f(x) x>0, (1.61)

i=1

r;). La transformada de Laplace es:

A l
2 25
S

i=1

=) 7Tl(7“z)] , seC.

r1, y enteros positivos ni, na, ..., ny,

o9 n u— U — m—1
>3 [
i=1 m=1
Z Z ai,mTZL f('r)a z Z 07
i=1 m=1

donde los coeficientes {a; ;1 <@ <[, 1 <m < n;} estan determinados

port,

l

(s+r;)
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Note que, las propiedades 1 a 6 no son complicadas y su demostracion se
sigue de aplicar la definicién del operador T;..

La propiedad 7 se prueba por induccion sobre [: la propiedad se mantiene
para [ = 1, suponga que es valida también para un [ arbitrario y vea para [+1,

Trz+1 Ty f(:U) = (_1)1_1

TT1+1 f(I) B TH f(I)
(ri = riga) my(r:)

= ) @)Y e

~—

()3 f(“’”

M 1a(73)
)

l
PG

donde el dltimo paso es por la propiedad:

as)
2 Gy

=1

i=1
1

sz()?

correspondiente a los polinomios de Lagrange.

Para demostrar la propiedad 8, note que,

n mn n 1 OO
et TN f(e) = ﬁ/ J@) Ty % Dy ) (w0 — @) du,
’r‘l ... 7"‘1 z (1 63)
donde I, ) () = %, y * denota el producto convolucién.

Por otro lado, por propiedades de las funciones racionales, se tiene que:
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donde los coeficientes a; ,,, estan dados en (1.62). Luego, invirtiendo la trans-
formada,

i T M 1
Ly * Uiy * -0 % Dy ng) (H r"l> Z Z Qin =7 o

i=1 m=1

Sustituyendo en la ecuacién (1.63) se completa la prueba.

1.7. Diferencias divididas

Definicién 1.8 La n-ésima diferencia dividida f|xg,x1, ..., z,] sobre n + 1
puntos distintos de una funcion f(z) estd definida recursivamente por:

flzo] = f(x0),
To) — J (T
f[x[),ﬂjl] = M)
Ty — X1
f[xo,%,xg] _ f[xo,xﬂ - f[ml,xQ],
o — Ty
o, o] = A0 T = Sl 2 2]
Ty — Ty,
Para nimeros distintos i, o, ..., &, defina m,(z) = [, (x — 2;), enton-

ces por induccién, la (n — 1)-ésima diferencia dividida puede ser expresada
explicitamente como

flro, z1, s 0] = Z 75((:;)) (1.64)

Si alguno de los valores de x; coincide, las diferencias divididas con respecto a
puntos repetidos en una coleccion, pueden ser evaluadas como una derivada.
Por ejemplo, si a, b, ¢ son tres nimeros distintos, entonces

1 1 9% 0

fla,a,a.b.byel = @5 G =131 5az

fla,b,cl.

La siguiente identidad, que puede ser demostrada por diferencias divididas,
serd usada durante el desarrollo de este trabajo.
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Lema 1.9 Para cualquier n € N, xq, x4, ..., z, nimeros complejos distin-
tos, ym € Z:
1 —
n . LUO Wn(fﬂo)’ m 1,
Z 0, m=0,1,....,n—2,
i=1 i) 1, m=mn-—1,

donde m,(x) = [, (x — ;).

Demostracién:

Note que Y 1, % es la (n — 1)-ésima diferencia dividida de un poli-

nomio (x — )™, con respecto a los puntos en la coleccion zy, xa, ..., Tp,.
|

Hay una estrecha relacién entre el operador T, y las diferencias divididas,
como se indica en el teorema siguiente.

Teorema 1.10 Para una coleccion de puntos xq, X, ..., Ty,
Ty Tor s Ty Fy) = (=1)" " by [0, 9, 0 0] (1.65)

donde hy(z) = T, f(y) = fyoo e~V f(2)dz es una funcion en x para un
parametro fijo y. En particular, si y = 0, entonces

Ty Top -+ Ty £O) = ()" f 1, 9y oy 2] (1.66)
donde f(x) es la transformada de Laplace de f.

Demostracién:

Se sigue de la férmula (1.64) y la propiedad 7 del operador 7T, de la sec-
cion anterior.



Capitulo 2

Procesos de renovacion

En este capitulo se considera la evaluacion de la funciéon de penalidad de
Gerber-Shiu para una clase de procesos de renovaciéon donde los tiempos de
inter-arribos de las reclamaciones estan K,-distribuidos. Esta clase general
de distribuciones incluye, como casos particulares, las distribuciones Erlang
y tipo fase, asi somo mezclas de éstas; de manera que el modelo presen-
tado extiende al modelo clésico de riesgo, al modelo Erlang(2) de Dickson
6], Dickson y Hipp [7] ¥ [8], Cheng y Tang [4] y Lin [15], y el modelo de
riesgo generalizado Erlang(n) estudiado por Gerber y Shiu en [11], [12] y [13].

Se considerardn dos clases de distribuciones continuas sobre R*. La primera,
es la clase de distribuciones K,,, para n € N*, mientras la segunda clase, es la
familia de distribuciones R;{. La primera clase es una subclase de la segunda.

2.1. La clase de distribuciones KX,

Definicién 2.1 Se dice que una distribucion de probabilidad pertenece a la
clase K,, n € Nt, si la transformada de Laplace f(s) = [~ e ! f(t)dt de su
funcion de densidad f tiene la siguiente forma:

2oy AT+ sB(s)
fs) = [T (s + M)

donde Ny > 0 para i = 1,2,....n, X = [y y B(s) = S22 Bis' es un
polinomio de grado menor o igual que n — 2.

R(s) > maz{=X1, =2, ..., —=A\n}, (2.1)

29
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La clase de distribuciones K, es usada en modelos de probabilidad aplicada.
Los siguientes ejemplos proporcionan algunas distribuciones especiales en la
familia K.

Ejemplo 2.2 La distribucion exponencial con funcion de densidad
flx)=Xe ™ I(x >0), A >0,

es el unico elemento de la familia Ky, ya que

A A
1) =55

Ejemplo 2.3 La mezcla de dos distribuciones exponenciales con funcion de
densidad
fl@)=[0 e M+ (1—=0)Ae 7] I(z >0),

es un elemento de la familia Ko, ya que

A _)\1)\2+8[9)\1+(1—9))\2]
I(s) = 5+ M) (5+ M)

Ejemplo 2.4 Las distribuciones tipo fase (2) con funciones de densidad f
satisfacen

f(x) + Ay f/<$) + A, f”(ﬂ?) = 0, Ay > 0,
AL f(O)+ A2 f(0) = 1,
son elementos de la familia Ko, ya que

sy 1454 f(0)]
f(8>_ [82A2+8A1+1]‘

Ejemplo 2.5 La distribucion Erlang con funcion de densidad

P In—l

e I(x>0), A\>0,necN",

es un elemento de la familia K,, ya que
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Ejemplo 2.6 La distribucion generalizada Erlang(n) es la convolucion de
n distribuciones exponenciales, con posibles pardmetros diferentes, positivos,
A1, A9y ey Ap, con funcion de densidad

i=1

f(z) Z( )\_)\>/\e I(z >0), (2.2)
J=1,j#i
es un elemento de la familia K, ya que
N
[T (s + )

En general, la funcion de densidad f de una distribucién K,, puede ser
obtenida invirtiendo la ecuacién (2.1). Se distinguen dos casos:

fls) =

1. Si A1, Ao, ..., A\, son distintos, por fracciones parciales se obtiene:

coy . AT HspB(s) “ a;
fe) = [Toi(s+X) ; (s+A)

N =N B(=N)
donde a; = AR wE

Invirtiendo, resulta:

n

fl@) = a;e ™" I(x >0). (2.3)

=1

2. Si por el contrario, algunos \; son iguales, i.e.,

5 N+ 56(s)
f(S) aip— i’
[Tici (s + )
donde A1, Ao, ..., \x son distintos y Zle n; = n, entonces por fracciones

parciales,

g

foy . AT +sf(s i
f(S)_Hll(S‘f“/\ ;jl(s"i_)\i)j’
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y asi

flz) = Z Z aisz;_—el)!](:ﬂ > 0), (2.4)

donde, aqui \* = Hf_l Ny

1 gui T X+ 5 8(s)

(ni _,]>' dsni—i m (8 + )\m>nm7 S S €

OJZ']' =
=1, m#i

2.2. Distibuciones racionales sobre R™

Definicién 2.7 Se dice que una distribucion de probabilidad F sobre R
pertenece a R}’, que denota al conjunto de distribuciones racionales sobre R™,
si la transformada de Laplace de su funcion de densidad f es una funcion
racional, 1.e.,

i TS @) +sB(s)
fe) = [loi(s+a) "

donde q1, qa, ..., g son tales que R(g;) >0y B(s) = >y Bi s’ es un polino-
mio de grado menor o iqual que n-2.

(s) > max{—-R(¢:);i =1, 2,..,n}, (2.5

R;{ es una amplia clase de distribuciones, que incluye la familia K, con
todos los ejemplos anteriores. También incluye funciones seno y coseno como
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.8 La distribucion con funcion de densidad

17

f(z) = ﬁe’x [1 — sen(4x)] I(z > 0), (2.6)

tiene una transformada de Laplace racional

oy 1T (57 =25+ 13)
fs) = 13 (s+1) [(s +1)* + 16]

de manera que pertenece a la clase R;{.
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Ejemplo 2.9 La distribucion con funcion de densidad

((12—|—b2)R —Rx —az R—a
m e — € COS(be) + b

e “Tsen(bx)| I(x > 0),

fx) =

donde R >0, R(a) > 0, y b # 0, tiene una transformada de Laplace racional

) — R (a® + b?)
/s) (s+R) [(s +a)” + 2]

de manera que pertenece a la clase R;f.

2.3. Proceso del numero de reclamaciones

Definicién 2.10 Considere los tiempos, W;, de inter-arribo de reclamacio-
nes i.i.d, con funcion de distribucion comun K y funcion de densidad k
sobre RY, con 7, = Y7 | W; el tiempo de arribo de la n-ésima reclamacion
(1o = 0). Entonces {N(t); t > 0} es un proceso de renovacidn, donde

N(t) =sup{n > 0;7, <t}, t >0. (2.7)
{N(t); t > 0} es llamado el proceso del nimero de reclamaciones.
La distribucién N (t) para t > 0 fijo, puede ser expresada como
P(N(t)=n) = K*(t) = K*®"D(t), n =0, 1, ..., (2.8)
donde K*" denota la n-ésima convolucién de K consigo misma.

Usualmente, la distribucién de N(t) no tiene una férmula explicita, excep-
to para algunas distribuciones especiales de tiempos de inter-arribo de las
reclamaciones.

Ejemplo 2.11 Silos tiempos de inter-arribo de las reclamaciones estdn dis-
tribuidos exponencialmente con k(xr) = Xe %, entonces N(t) es llamado
Proceso de Poisson, y

(At)" e A

n!

P(N(t) =n) = ,neN. (2.9)
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En algunas situaciones, es conveniente convertir (2.8) en una ecuacién
para la funcién generadora de probabilidad de N(t). Sea

= izﬂP(N(t) =n)=1 +§:z”‘1 (z—1)K™(t), -1<z<1,

n=1

la funcién generadora de N(t).

Tomando la transformada de Laplace en ambos lados se obtiene:

o0

R o 1
G(s,z) = / e TGt z)dt = ~ —I— : z” L(z—1)K*(s), seC,
0

I 0
= SP—ZH@] (2.10)

Se sigue de (2.10) que: siempre que k(s) sea una funcién racional, la trans-
formada de Laplace de la funciéon generadora puede ser usada en funciones
parciales y por tanto, invertida en términos de funciones elementales.

Los momentos, especialmente el valor de la media de N(t), desempenan un
rol importante en la teorfa de renovacién. La funcién de renovacién m(t),
definida como m(t) = E'[N(t)], para t > 0, esta dada por

— S n PN =n) = Y 0 [K7 () - K@) = 3 K(0).

(2.11)

La funcién m(t) también satisface una ecuacién de renovacién propia:
¢
+/ m(t —x) k(z)dx, t > 0. (2.12)
0

Tomando la transformada de Laplace en ambos lados se obtiene que
k

() =

s [1 - k:(s)}

La transformada de Laplace en (2.13) puede ser invertida por fracciones
parciales si k es una funcién racional.

~—

,s€C. (2.13)
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Ejemplo 2.12 Si k(s) = ﬁ, entonces

Invirtiendo, m(t) = \t.

Ejemplo 2.13 Si los tiempos de inter-arribo de las reclamaciones estdn dis-
tribuidos como una mezcla de dos distribuciones exponenciales, con transfor-

mada de Laplace
- Al A2
pu— 1 p—
k(s) 9(s+/\1)+( 6) (8+)\2),

entonces, por fracciones parciales,

1 1(0®—p? 0(1—0) (M — Ao)*
ay = L 1) (L= 6) (0 — |
s2p s 2u O+ (1 —=0) N\ ] [s = (0Aa+ (1 = 0) \y)]
(2.14)
Y ast
t (=g 01 =0) (M=)
t)=— - (A=Ont6rlt ¢ >0 (2.15
m(t) ,u+ 21 (1—=0) 1 +60X ‘ 120, (2.15)
donde = )\i + ( ) es la media de los tiempos de inter-arribo W y 0% =
2
- + (1 0) +6(1— )(%1 + %) es la varianza correspondiente.

Ejemplo 2.14 Si los tiempos de inter-arribo de las reclamaciones tienen
distribucion Erlang(n) con transformada de Laplace

“ A"
k =
(8) (S_i_A)TL?
entonces
AT A"
SN =2] T 2T (s — 7o)

1 o?—pu? v;
= — 2.16
'u52+ 2#28 +;(S—7’i)’ ( )
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donde r; = A [e%nki — 1] s parat=1,2, ..., n—1, sonn—1 raices, diferentes

de cero, de (\+s)" = A", la media de la distribucion Erlang(n) es p = %

. . n
e . = T .
o? Les su varianza, mientras v; 5 A Por lo tanto,
ri? [I521, ja(ri—ri)

A2
invirtiendo la ecuacion (2.16), m(t) estd dada por

" 0_2 . /L2 n—1
m(t) =~ + 5o+ D wient > 0. (2.17)
[ It —

En particular, st n = 2, entonces

de donde, invirtiendo, resulta que

t ot —pt 1 ., At 1
t) == —eTPAM =T D — M) 2.18
m(t) M+ o —1—46 5 4[ e } (2.18)

Sin =3, m(t) puede ser simplificada a:

m(t) — ﬁ _ 1 + Le_%\t lsen (_ﬁAt) —+ \/§COS <—\/§2)\t>

. (2.19)

3 3 3V3 2

2.4. Una clase de modelos de renovacion

Considere un proceso a tiempo continuo Sparre Andersen

N(t)
Uty =u+ct—Y X; t=>0.

i=1
En esta seccion se considera que el proceso del nimero de reclamaciones
N(t) =max{n: Wi + Wy + ...+ W, <t}

es un proceso contador mas general en el que los tiempos de espera de las re-
clamaciones, W;, son asumidos i.i.d con funcion de distribucion K y funcion

de densidad k.
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Sea 7; = > _1_, W; el tiempo de arribo de la j-ésima reclamacién. Considere
el superavit U; = U(7;) inmediatamente después de la j-ésima reclamacién.
Definiendo 15 = 0, se tiene Uy = u,

J
Uj = U(Tj):U+CTj—ZXi,jEN+
=1

J
= u+ ) [cW;—Xj], jeN. (2.20)

i=1
Se busca una funcion v tal que el proceso
{e*Tv(U;); j € N} (2.21)
forme una martingala. Defina Fy = {(), Q}, y
Fj=o{Wi, Wy, .., W;, X1, X, ..., X;}, j € NT,

una sucesion creciente de o-algebras, que representa la informacién del pro-
ceso inmediatamente después de la j-ésima reclamacion. Entonces, por defi-
nicion de una martingala discreta,

E e v(Uja) | F5] = e o(U;), j € N. (222)
Por la definicién de 75, la ecuacién anterior es equivalente a:
E [0 W) o (U (r; + Wiia)) | F5] = 727 u(Uy),
0

jt1
e E {e“swj“ v (u + > [eW; — Xz}) ] .7-"]]

=1

= ¢TE

J
S Wit1 ) (u + Z [eW; — Xi] + (¢ Wit — Xj+1)> | }—J]
i=1

que puede ser simplificada a:

E Y o(U; + (Wi — X)) | Fi] =o(U)), j €N, (223)
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Finalmente, la ecuacion (2.23) es equivalente a:
v(u) = EfeVo(ut+ceW - X)], (2.24)
_ / e k() E [o(u+ ct — X)) dt. (2.25)
0
Como todos los W; son i.i.d, se hara referencia a ellos, por simplicidad, co-

mo W. La ecuacion (2.25) es la condicién suficiente y necesaria para que el
proceso en (2.21) sea una martingala.

Eligiendo v(u) = e** tal que {e°7+¢Ui; j € N} es una martingala, (2.25) se
simplica a:
1
§)=————=7p(s), s€C, 2.26
)= 15y =) (220

que es una ecuacion de Lundberg generalizada.

Ahora puede afirmarse que {e™°7 ¢(U;); j € N} es una martingala. Para
mostrar esto, sea

D=e"w ((UT),|UT) ) (T < o0),

y defina M; = E'[D | F;|, para j € N, {M;; j € N} es una martingala. Como
PW, < oo) = 1, por el Teorema de Muestreo Opcional y la propiedad de
renovacion de Uj, se obtiene:

¢(u) = E[Mg] = E[M]=E[E[D| ]
= B[ o)
— [6 6W1¢ +Ct—X1)]
:/ et k(t) B [p(u+ ct — X,)] dt. (2.27)

Ast que, {e7°7 ¢(U;); j € N} es una martingala.

En el resto del capitulo, se asume que k pertenece a la familia de distri-
buciones K,, de la seccion 2.1. En este caso, la ecuacién generalizada de
Lundberg (2.26) se simplifica a:

H?:l((s —cs+\)
A+ (6 —cs) B(0 — cs)

v(s) = =p(s), s € C. (2.28)
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El siguiente teorema muestra que la ecuacién (2.28) tiene exactamente n
raices en la mitad derecha del plano complejo.

Teorema 2.15 Para 6 > 0 y n € NT, la ecuacion de Lundberg en (2.28)
tiene sdlo n raices, suponga que estas son: pi(9), p2(0), ..., pn(0), con parte
real positiva R(p;) > 0.

Demostracién:

En el medio circulo en el plano complejo dado por z = r, para r > 0 fi-
jo, vy R(z) > 0, se tiene que | v(s) |> 1, para r suficientemente grande. Para
s sobre el eje imaginario (R(s) = 0),

7(5) |2 =t > ]
v(s) |2 ——————

| k(6 —cs) |
Esto es, en el limite del contorno del medio circulo y el eje imaginario, se
tiene que | y(s) [>] p(s) |. Entonces, en el medio plano derecho, el nimero de
raices para la ecuacién de Lundberg es igual al nimero de raices de y(s) =
0. Ya que esta tltima tiene exactamente n raices positivas, puede decirse
que la ecuacién (2.28) tiene exactamente n raices con parte real positiva,

p1(0); p2(0); o5 Pu(9).
m

Observaciones:

1. Defina I(s) := p(s) — v(s). Como [(0) < 0y lims, o I(s) = +0o0, en-
tonces para p(z) suficientemente regular, hay una raiz negativa para
[(0) = 0, denominada por —R(). Se llama a —R(J) > 0 un coeficien-
te de ajuste generalizado.

2. Sid — 07, entonces —R(d) — —R(0) y p;(6) — p;(0), para 1 < j <mn,
con p,(0) =0, donde —R(0) y p;(0) son raices de la ecuacién

o H?:1()‘i — cs)
T0(s) = N —cs f(—cs)

=p(s), s € C.

3. Por simplicidad, escriba —R y p; en lugar de —R(J) y p;(0), para
1 <j <n, cuando § > 0.
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2.5. Transformada de Laplace de la funcion v

En esta secciéon se considera la transformada de Laplace de cualquier funcion
v tal que el proceso {¢=°7 v(U(7;)); j € N} sea una martingala cuando los
tiempos de espera de las reclamaciones estan K, distribuidos, lo que después
dara lugar a la transformada de Laplace qu fo e %" ¢(u) du de la funcién
de penalidad esperada con descuento ¢(u )

De la ecuacién (2.25) se tiene que
v(u) = / e k(t) Ev(u+ ct — X)] dt.
0

Considerando y = u + ct, se obtiene:

C

co(u) :/Oooe—“‘yc”k (y_“> Elu(y — X)) dy. (2.29)

Luego, tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién
anterior e invirtiendo el orden de integracion, se sigue que

ci(s) = /Oooe—w/uooe—“i‘“k (y_u)E[v(y—X)] dy du

_ /OOO e E oy — X)] /Oye<”c5)u;<; (%“) du dy. (2.30)

Primero, si A\, Ag, ..., A, en la ecuacién (2.1) son distintos, entonces por frac-
ciones parciales,

n

~ A* 4+ s B(s) a;
f(s) = = TIPS N~ G 2.31
A R R My &3
con a; = % de donde k(t) = >"7'  a;e " I(t > 0). Entonces, la

ecuacion (2.30) se convierte en:

co(s) /OOO —X)]/ Zal M) du dy
_ /0°° i Z“l/ (=252 )u =0 (222 gy .
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Luego,

cifs) = Z | et By - x) / (P ay

- / By — X)) [1 - (T vay

1 03—6 i)
” ca; (52
- Y e { [ e - -

1
/ eV Eu(y— X)) dy} .
0
Equivalentemente, de la ecuacién (2.31),

Qa; €;

o(s) = 2; k=) /OOO oy — X)dy,  (2.32)

Elv(y — X)]dy, parai =1, 2,..., n. Como

Y 00
Ev(y—X)] = / v(y — ) p(x) de + / v(y — x) p(z) dx,
0 y
la ecuacién (2.32) se convierte en:

S s k(6 —cs) [T eV [ u(y — @) pla) dr dy
i(s) = =t o0 ) e, . (2.33)

{1 — k(6 — es) ﬁ(s)]

Luego, si algunos A; en la ecuacién (2.1) no son distintos,

- A+ sB(s)
[Tici (s + )
donde sélo A1, \o, ..., \; son distintos y Zi=1 n; = n, entonces por fracciones

parciales,

g

. 1
R SR

Hz 1 (S + )\ i=1 3:1
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y asi,
Loy t] 1 )\ t
=22
=1 j5=1 !
donde
k
1 d’“‘f *+506(s
&i-: 7‘L 5 :_)\1,366
7 (ng—mny)dsmi— H (s 4+ Ap)™™

Por un argumento similar,
l Ajj €im
- Zi:l Z Zm 0 ¢mm! (64+X: —cs) —-m
[1 — k(6 — cs)p(s)}
k(6 —cs) [[T e [v p(x) dx dy
[1 — k(6 — cs)p(s)} ’

0(s)

+

(2.34)

S+,
donde €, = [;° y™ (v g [v(y — X)]|dy, parai =1, 2,...., l < n.

Una expresion explicita para ©(s) puede ser obtenida eligiendo adecuada-
mente a v; el siguiente teorema muestra que en ambos casos anteriores, esto
puede realizarse escogiendo a v como ¢.

Teorema 2.16 Si la funcidn de densidad k es una distribucion K,, con
k(s) de la forma expresada en (2.1), entonces la transformada de Laplace de
¢ estd dada por

N q(s)
q;(s) _ w [)\*4-(5—03) B(é—cs)i|
h(s)—p(s)]
donde w(s) es la transformada de Laplace de w(y) = fyoo w(y,z —y) p(x) dz,

v(s) estd dada como en la ecuacion (2.28) y q(s) es un polinomio de grado
menor o igual que (n — 1) que estd determinado por las condiciones:

q(pj) = w(p;) [N+ (6 —cp;) B0 —cpj)], 5 =1,2,..., n. (2.36)

Ademds, si p1, pa, ..., pn SOn distintos, entonces

(2.35)

n

q(S)ZZ{w(pj)[A“r(fF—cpg) - cpj) [ H (s = 2 ]} (2.37)

Jj=1
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Demostracién:

Por simplicidad, defina w(y) = fyoo w(y,x — y) p(x) dx, entonces, por la defi-
nicion de ¢,

oy — X)) = / " by — ) pla) d + w(y).

Se sigue que:
1. Si /%(s) estd dada por (2.1), donde Ay, Ag, ..., A, son distintos,
A Z |:6+a)f¢eicsi| + ]%(5 - CS) 12](8)
o(s) = - . (2.38)
{1 — k(6 — es) ﬁ(s)]

Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por v(s) = -

se obtiene (2.35), con

q(s) = [H((5+)\i — cs)] [ %} :

i=1

un polinomio de grado menor o igual que (n — 1).

Debido a que ¢(s) es finita para toda s con R(s) > 0 y los p; con
R(p;) > 0,5 =1,2,..., nson ceros del denominador en (2.35), enton-
ces deben ser también los ceros del numerador, es decir, la condicion
(2.36) se mantiene. Asimismo, si p1, ps, ..., pn son distintas, entonces
puede obtenerse la ecuacién (2.37) a través de la férmula de interpola-
cién de Lagrange.

2. Por otro lado, si
N+ 55(s)

Hé:l (8 + )\z)nlj

con Zﬁzl n; = n, entonces la transformada de ¢ puede ser obtenida a
través de (2.34),

é(s) _ - Zfl:l Z;llzl Zin_:lo |:cm m! (;Z;Z'Tcs)j*m] + E(é — CS) ?D(S)
1= (0 — cs)p(s).|

>

k(s) =

(2.39)
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De nuevo, multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por y(s) =

;;(5;8) se obtiene (2.35), pero esta vez

q(s) = [H(5+/\ — ¢s) ] lzzzcmm' {iff\im 5|

=1 i=1 j=1m

un polinomio de grado menor o igual que (n — 1), que puede también
ser determinado por las condiciones en (2.36), y determinado explici-
tamente por (2.37), si p1, pa, ..., pn son distintas.

2.6. Analisis de ¢ cuando u =0

Ahora se resolveran problemas relacionados con la ruina cuando u = 0. Por
simplicidad, asuma que pi, po, ..., p, en el Teorema 2.15 son distintas. Pri-
mero, aplicando el Teorema del Valor Inicial y usando la ecuacién (2.35),

- (s)
S (w(s) - )\*—i—(é—is)ﬁ(é—cs))

$(0) = lim s¢(s) = lim

§—300 §7300 [v(s) — b(s)]
(o) zyil{w(pj)[mr(s_cpj)B(a_cpj)]Hl Liti 5y p,iz}
w\s) — * —cs —cCs
— lm A*+(0—cs) B(0—cs)
5500 [ Ly (GtXi—es)  p(s) ]
s[A*+(0—cs) B(6—cs)] s

=S ) N+ (65— ) B — ep I Ty s 55 |
(="
+ (3= py) BO — cp)
"H”z#]( —5 ] (2.40)

n

Jj=1

Como w(s) = [5° [y e *"w(z,y)p(z + y) dxdy, entonces ¢(0) puede ser
reescrita como:

o) = Y e [T e pta ) o

j=1 c Hz 1 z;é]
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Por otro lado,

6(0) = E e w(U(T7),] U(T) NI(T < o0) | U(0) = 0]

:// w(w,y) fola,y | 0) dy de,

donde f5 esta dada como en la ecuacion (1.16). Comparando estas dos férmu-
las para ¢(0),

fola,y [0) =)

i=1

N+ (0 — cp;) B0 — cpj)
" izt iz (i = pj)

]€W$Mx+w, (2.41)

entonces

fiz ] 0) ZQAwh@w|®dy

N [N (8 epy) B~ cpy))
; " [Tz iz (i — pj)

] e PTP(x), (2.42)

9y): = g(y\O)I/Ooofz(x,yIO)dx
s

_ A —cpj) B(6 —cp;)
jzl c" Hi:l,i;ﬁj (i = pj)

n
n

/ e p(r+y)dy
0

_ A"+ (0 —cpy) B — cpy)
= ) o) T, p(y), (2.43)

Jj=1 L i

donde T, es un operador definido como:

T, p(x) = / e p(y) dy = / e " plx+y)de. (2.44)
T 0

La funcién g(y) es una densidad defectuosa que desempena un papel impor-
tante en este trabajo, su transformada de Laplace estda dada por
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Y9(y | 0)dy =T 9(0)
-/\*+(5_0Pj)5(5—cpj)_ —
c H?:Li;gj(pi — pj) Py p( )

Na)Y

—~

V2)

S~—

Il
3 N
8

Q)

.

<.
Il
—

X"+ (8 — epy) B0 — cpy) [T p(0) = Tsp<o>}
[ Tiey z;é](p p;) S—Pj

[\ 4 (6 — cp;) B0 — epy) [mpj) - 13(5)}
" [Timr iz (i = pj) $ = pj

[ TT (64 A —cp))
_C” (S — Pj) H:L:Li;éj(pi - pj)

R [T, (0 + X — cpj)
»( ); [cn (s—Pj)H?:l,#j(Pi —Pj)] )

Usando la definicién de ((s) se sigue que

<
Il
—

M-

<
Il
-

M-

<
Il
-

M-

™ (s — pj) [ 1ims i;ﬁj(pi - pj)

A+ D o Bnl(6 — e5) + e(s = p))I"
" (s — pj) Hi:l,i;«éj(pi — pj) ’

i = 3 [Hz;l[(a A —es) s — py)]

j=1

—p(s) Z

j=1

donde pg, p1, ..., pn—2 son los coeficientes del polinomio 5(s) en (2.1).

Luego, como

n

H[(5+/\—cs)—|—cs—p] Zalc (s —p))" ",

=1

con
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gy = Z 0+ XN —cs)(6+ A —cs), ...,
1<i<j<n
On = H(5 + A\ —cs),
i=1
entonces el primer término se simplifica a:
3 [T [0+ N —es) +c(s — pj)]
j=1 " (s — pj) H?:l,i;éj(pi — ;)
=0 (s — pj) H?:l,i;éj (pi — pj)
BT = O ) (2.45)

[Ty (pi = s)

donde la ecuacién (2.45) se sigue de las siguientes identidades de interpola-

cién, (para n > 2),

n \m 1, si o m= n-—1,
(s —pj) _ 0, si o m= 0,1, .. n-—2,
st Hizl,i;éj(pi_pj) _H“_ler)’ si m= —1.
- (2.46)
Similarmente,
. A 0 Bul(6 = es) + e (s — p))]”
) T o )
= Pj i=1,i£j\Pi — Pj
) X 3 B (6 — cs)™
= —p(s) %: = ,(_ )
¢ Hi:l(pz s)
R AN+ (6 —cs)B(0—cs
- gy [Pt
c Hi:l(pz 3)

Finalmente, la transformada de Laplace de g es:

o TTIG A es) — Ps) X+ (5 — e5) B0 — es)]
gls)=1 [ [Tz (pi = 8)

} . (247)
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Elegir a w(z,y) = 1 implica que
6(0) = E[eTI(T < 00) | U(0) = 0]
— | st 0)dy = tims(s)
0 s—0

B A RS E )
cprLp2pPn '

Usando (2.1),

6(0) = 1— Iy (i + i) — T, (0 +N) k(d)]
| c"p1Lp2 P
- <1 - ;;(5)> [T, (X + 5)]
= 1= . <1 (2.48)
c"p1p2 Pn

Asi, puede concluirse que

U(0) = UmE [e " I(T <o00)|U()=0]

6—0

= lim [1— [[o (A +0) = A + >t B 5m]

5—0 Cnp1p2...pn cnplpz...pn

" (A+8)—A*
A R s 8(0)

= 1-1 g

P [ 7 (0) 7n0) ] 0 2,0)
e
a p*(0) p,,(0)
_ o MIeE [Z‘/(]O)_ EX g (2.49)

n—1
donde p*(0) = IT pi(0).
=1

El dltimo paso se sigue del hecho de que

EW] = —i(0) = B <Z?:1§> - 8(0)] |
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y que
EW]

PO = ] - BN

por diferenciacién con respecto a ¢ en ambos lados de

I
E(S — cpu(9))

haciendo 6 — 0 y notando que (lsl/II(l) pn(8) — 0.
—

= p(pn(9)),

2.7. Ecuacion de Renovacion Defectuosa

En esta seccidén se presenta una ecuacién de renovacién defectuosa para el
caso general en el que, si se condiciona con respecto al primer momento donde
el superdavit cae por debajo del nivel inicial v > 0, resulta que

o(0) = /u/oo/ooe“cb(u—y)fs(fc,y,ﬂO)dtdxdy+

/ / / w(z +u,y —u) fs(z,y,t | 0)dt dx dy

- /0/0 b(u—y) folw,y | 0) dedy +

/ w(z+u,y —u) folx,y | 0)dxdy
0

- / o(u— ) g(y) dy + H(u), (2.50)

0

donde

H(u) = / / (i + 1,y —u) folay | 0) dady, u > 0,
u 0

_ /Ooo/uoow(s,t)fz(s—u,t—l—u 10 ds dt.

Luego, sustituyendo el valor de fo(s — u,t 4+ u | 0),
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n

=
=
I

g

A+ (5_ij>5(6_cpj) - —pj(s—u)
e [Tie 1Z¢J(P p;) ]/u ‘

=1

/ w(s,t) f(s+t)dtds

- (0 —cp;) B(S — cpj)
c Hz 1 z;éj(p p])

.

o

T, w(u).

Jj=1

Considerando nuevamente w(z,y) = 1, se obtiene:

n

N+ (0= apy) B0 = cp)
j=1 c" H’L 1 z;ﬁ]( p])

— Tyglu) = / gy dy,

ij TO p(U)

asi, la transformada de Laplace de T,
or(u) == E [e T I(T < 00) | U(0) = u],
satisface la siguiente ecuacion de renovacion defectuosa:

/ or(u—y) g(y) dy + /Oog(y) dy, u >0, (2.51)

ademads, si 6 = 0, esta ultima ecuacién produce:

W(u) = / " () goly) dy + / " g0(y) dy, u > 0, (2.52)

donde go(y) puede ser obtenida tomando limites. Como consecuencia de que
Iim pi(8) = pi(0) y lm p,(8) = pu(0) = 0, entonces
i s
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N+ (0 — epj) B(6 — cpj)
c" H?:l,i;éj (pi — pjy)

1, p(y)

_ [ X —enBepo) ], X To ply)
= L (=i (O TS, oy [m(O)—pj(O)]] o PY) " p*(0)
N Thy0) () A Ty p(y)
e ;pj(o) Hf:‘:ﬁi;&j [0i(0) — p;(0)] i c p*(0)

L1 o  B(=cp) Ty, 0 p(y)

e =1 H?;ll,i;éj [pi(0) — p;(0)]
1 Top(y) =Ty, (0) P(y) i

_ TS [ £7(0) ] L > B(=cp;j) Tp,(0)p(y)

o I [0i(0) = pi(0)] e 4 T iy [0i(0) = s (0)]
PN Tp,0 Py) 1 "Zl B(=cpj) Tp;(0) P(y)

n n— + 77— n

S T i [0i(0) = i (0)] e T [0i(0) = 3 (0))
donde el pentltimo paso se sigue de (2.46). Note que T}, o) To p(y) = T}, (0) P(y),
mientras que fooo go(y) dy = ¥(0) < 1 estd dada por (2.49).

2.8. Distribuciones con Descuento

En esta seccion se consideran, la distribucién conjunta con descuento y la
distribucién marginal con descuento de U(T~) y | U(T) |, empleando la
ecuacion de renovacién defectuosa (2.50).

Teorema 2.17 Para x>0,y >0, u >0,

fole,y | w) = / " faley | u—z) g(z) det I(u < 2) fola—u, uty | 0), (2.53)

donde fo(x —u,u+y | 0) puede deducirse de (2.41).
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Demostracién:

De la ecuacion (2.50) se tiene que

/ olu—y <y>dy+/°°/0ww<x+u,y—u>f2<a:,y 10) dr dy.

Escogiendo w(xy,5) = I(x1 = z, 29 = y), se ha visto en el Capitulo 1 que,
o(u) da fo(x,y | u), y que, ésta tltima, satisface una ecuacién de renovacion:

ey |0 = [ alay = 2)az) de + 26 o ) 1o > )

Note que, el segundo sumando puede ser reescrito en términos de fo(z1,y1 |
0), donde

>\ —Bx
fo(w1,9110) = o P p(ey + 1),
y en este caso, r1 =xr —u y y; = u + y. Por lo tanto,
fey |0 = [ faloy 0= 2) g ds + I < 2) fole = wu-+ y] ).
0

Por conveniencia de notacién , sea &5 tal que

_ / " () dy = 6r(0),

y & tal que

Teorema 2.18

S by et Pla) [ Uy(u - 2) - Wi(u)), 0<w<u,
hwuy=¢ =

LG 3 by e Pla) [e W, (u)] >,
j=1
(2.54)
donde
y N (5= cpy) B — cpy)
;= )

cr Hz 1 z;é](p p])



2.9 Tamano de las Reclamaciones 53

Yy
s (u) := ¢p(u) + / or(u—t) p; ePit dt.
0
Demostracion:
Si w(x,y) = €7, entonces

o(u) = E [e—” e VT [(T < 00) | U(0) = u

es la transformada de Laplace con descuento de U(T~) en s. Entonces

wie) = [ " ey — o) ply) dy = / " e ply) dy = % P(a),

y asi, por (2.50) se tiene que

1
(1+¢5)

¢(u) = /Ou ¢(u—y) [(1+&)9(y)l dy + [(1+ &) H(u)],

1
(14 &)
donde

H(u) = ij e"j“/ e~ Pit)® P(g) da.

Usando el Teorema 2.1 de Lin y Willmot [16],

ou) = / 11— fr(u— )] dH (@) + ——[1 — dr(w)], u >0,

3 1+ &5

Como ¢(u) = [;~ e™*" fi(z | u) dz, sustituyendo H (u) se obtiene el resultado.

2.9. Tamano de las Reclamaciones

En esta seccién, se asume que la funcién de densidad p del tamano de la
reclamacién pertenece a R}, i.e., para m € N*,

p(s) = Zm=1ls) (2.55)

Qm(s)
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con @, (0) = Qm-1(0), y R(s) € (hx,00), donde la abscisa de la funcién ho-
lomorfa hx de la variable aleatoria del tamano de la reclamacién X esta de-
finida como:

hx :=f{s € R: E [e**] < oco}.

@, es un polinomio de grado m con coeficiente principal 1 y @Q,,_1 es un
polinomio de grado menor o igual que m — 1. Ademds, como p(s) es finita
para toda s, con R(s) > 0, la ecuacién @,,(s) = 0 no tiene raices con partes
reales negativas.

Ahora es turno de derivar ¢(u). Tomando la transformada de Laplace en
ambos lados de la ecuacién de renovacién defectuosa (2.51) y usando (2.47)
se obtiene:

7 o ¢r(0) — g(s)

orls) = g0
T2, (5 + A — cs) — p(s) [\ + (5 — es) B(6 — cs)]
ST, (51 A —cs) — () IV 1 (6 —cs) B0 — cs)]]

:
11— 61 (0] TTy 1~ 9
A0 h— o) Ho v+ G- e gy &%)

Cuando p es una densidad racional como en (2.55), ¢r(s) puede ser trans-
formada en una expresion racional y se tienen los siguientes resultados.

Denote por
M (s+ Ry) — 0) Qm(s
G (5) = 1% ( 1)8 ¢7(0) Qm( )]7
un polinomio de grado m — 1, y sea
r=— —,paraz-lZ
Hj:l,j;éi(Rj - Ri) Qm( j 11# R R)

donde los valores —R;, con R(R;) > 0, son todas las raices con parte real
negativa de la ecuacién @, ,(s) = 0, donde

n

Qmn(5) == Qu(s) [H(é + X\ — cs)] — Q1 (8) [N 4 (6 — ¢s) B(6 — ¢s)] .

=1
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Teorema 2.19 Si la transformada de Laplace p(s) de la densidad de la re-
clamacion estd definida como en (2.55), entonces

N o Qm—l(s)
o) = TR G5t Ra) (5§ Ro) (2:57)

Mas aiun, si Ry, Rs, ..., R, son distintos, entonces

Z an R (2.58)

i=1

Ys

=> re i (2.59)
=1

Demostracién:

Sustituyendo p(s) = ng;(ls()s) en (2.56) y multiplicando numerador y deno-

minador por @,,(s), entonces

o Qual) = 1= 620 @) T ()
o) = 5Qn) |

donde @y, . (s) es un polinomio de grado n+m con coeficiente principal (¢)".
En este caso, la ecuacion de Lundberg:

TG+ A=) Quals)
NG =) B —cs)] | Quls)

es equivalente a (), ,(s) = 0, para R(s) > hy. Esta tiene n raices con parte
real positiva y una raiz con parte real negativa, suponga que se trata de
P1s P2, -y P, —R, Tespectivamente, y donde hy < —R < 0. Mientras que
la ecuacién @,,(s) = 0 tiene n + m raices, que son p;, con R(p;) > 0,
para i = 1,2,...n, y —R;, con R(R;) > 0, para i = 1, 2,..., m, donde
R =min{R(R;); i =1, 2,..., m}. Ahora @, »(s) puede expresarse como:

Qmn(s) =" Hs—i—R H

J=1
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sustituyendo en la expresion de QBT(S) y anulando factores comunes se obtiene:

T+ R) = 1= 61(0)) @u(s)

s) = —
?r(s) s[Lizi(s + Ri)
Ya que s = 0 es una singularidad evitable, el numerador anterior debe ser
ser cero si s =0, i.e., 1 — ¢7(0) = % y por lo tanto,
T (s+ R;) —[1—dr(0)] Qs
Qm—l(s) — Hz_l( ) [ ¢T( )] Q ( )

S

es un polinomio de grado menor o igual que m — 1.

Si Ry, Rs, ..., R, son distintas, entonces por fracciones parciales,

n _ qml <
¢ﬂ$_IL18+R z:s+R

=1

donde r; es considerado como antes.

Invirtiendo la transformacién, resulta que ¢7(u)

I
]
3
ml
=
S

Observacién:
Si p(s) estd definida como en (2.55), §(s) se simplifica de la misma manera

como:

Qm(s) = Ilisi (s + Ri)
Qm(s) '
Entonces puede observarse que g es el mismo tipo de funciéon que p, la den-
sidad de la reclamacién, por fracciones parciales.

9(s) =

(2.60)



Capitulo 3

Una generalizacion del proceso
clasico de riesgo

En este capitulo se consideran cantidades relacionadas con la ruina usando
la funcién de Gerber-Shiu, funciones de penalidad esperada con descuento
en el modelo cléasico de riesgo, y se estudia una clase del modelo de Sparre
Andersen, con tiempos de espera con distribucién generalizada Erlang(n) en
la presencia de una barrera de dividendos constante. El andlisis esté enfoca-
do en la evaluacién de la funcion de penalidad esperada con descuento en la
ruina, ¢(u), donde u es la reserva inicial.

La definicién del modelo de riesgo de Sparre Andersen esta dado en la seccién
(1.4). En este Capitulo se asume que los tiempos de espera de las reclama-
ciones tienen distribucién generalizada Erlang(n), con funcién de densidad k
dada por (2.2).

3.1. Una ecuacién integro-diferencial para la
funcién ¢(u)

El propésito de esta seccion es presentar una ecuacion integro-diferencial
para la funcién ¢(u). Suponga que cada una de las variables aleatorias de
los tiempos de inter-reclamaciones {V;} es la suma de n variables aleatorias
i.i.d. Entonces

V=W +Wy+..+W,,

o7
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donde las W; estan distribuidas exponencialmente con parametro \; = \.

Defina
6;(u) = B [ Tw(U(T), | U(T) DI(T < 00) | Ay, U(0) =] , u >0, (3.1)
paraj=0,1,....n—1y

AO = {Wl >T}
Aj = {Wl +W2—|—+VV] <7< W1+W2+...+Wj+1}, (32)

para j=1,2,....,n—1.

Note que la funcién ¢(u) es la misma que ¢o(u) definida por (3.1) debido
a la propiedad de pérdida de memoria de la distribucién exponencial de ;.

Dado el evento A; definido por (3.2), se calcula la esperanza condicional
de la penalidad con descuento por condicionar sobre el valor de Wy + Wy +
. + W1 — 7. A causa de que la distribucién condicional de esta variable
aleatoria es idéntica a la distribucién exponencial de W; 1, puede observarse
que

di(u) =Ajpq | e XTI (utet)dt, j=1,2,...,n—2. 3.3
J J 0 J

Similarmente,
e8] u+ct
Gn_1(u) = )\n/ e~ ntdt [/ o(u+ct —x)p(x) dx] dt +
0 0
)\n/ e~ ntdt [/ w(u+ct,x —u—ct)p(x) dx} dt,
0 U

+ct

que debe ser comparada con (3.3).

Con z = u + ct, las ecuaciones (3.3) y (3.4) se convierten, respectivamente,
en:

o) = 11 / et (5) o s, (3.4)

C
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Gn-1(u) = —/
e

Diferenciando las ecuaciones (3.4) y (3.5) con respecto a u,

[ oo i a] i

U w(z, o —2)p(z )dw] dz. (3.5)

Sy = 0 ) - M), (3

y
Gy (u) = ——/gbux dx——/ (u, z—u) p(z) dz,
(3.7)

respectivamente. Asi, se tiene un sistema de n ecuaciones para n funciones
o(u), ¢1(u), ..., ¢n_1(u). Luego, (3.6) puede reescribirse como:

Ajp1@ji1(u) = (N1 +0) ¢j(u) — cd(u)
= [(Ajp1 + ) I—cD] ¢;(u),

o bien,

el = | (145 1= 5] et (35)

donde Iy D denotan el operador identidad y el operador diferencial,
respectivamente.

Se sigue de la sustitucién sucesiva que, para 0 < h <k <n —1,

() = {E [(1 + A;;) I- A;D] } n(u). (3.9)

Aplicando (3.9), con h = 0, y k = n — 1, a la ecuacién (3.7), se produce la
ecuacion integro-diferencial deseada,

/¢u—x dm—l—/ w(u, z —u) p(r)dr, u >0, (3.10)



3.2 Modelo de riesgo generalizado Erlang(n) con una barrera de
dividendos constante 60

donde

o =T1[(1+ 1) -5

j=1 J J

es el n-ésimo grado polinomial de ~.

Counsidere

o

w(u) /00 w(u, x —u) p(r)dr = w(u,y) p(u +vy) dy, (3.11)

0

entonces la ecuacién integro-diferencial (3.10) puede ser escrita como:

V(D) p(u) = ¢ *p+ w. (3.12)

Conn =2y A\ =\ =2, la ecuacién anterior corresponde a la ecuacién (2.2)
presentada en [4] y a la ecuacién (2.1) de [8], entre otras. Gerber y Shiu en
[13], muestran que la ecuacién integro-diferencial (3.12) puede ser resuelta a
través de una ecuacién de renovacion defectuosa usando dos métodos dife-
rentes: un argumento de renovacion de una férmula clave, procedente de las
transformadas de Laplace, o por el uso de diferencias divididas y el operador
T, definido en la seccién (1.6) del capitulo 1.

3.2. Modelo de riesgo generalizado Erlang(n)
con una barrera de dividendos constante

En esta seccién se considera la funcién esperada de penalidad con descuento
para un modelo de riesgo de Sparre Andersen, cuyos tiempos de espera de las
reclamaciones tienen distribucién generalizada Erlang(n), bajo una barrera
de dividendos constante en el nivel b > wu. Si el proceso alcanza este nivel b,
entonces los dividendos son pagados continuamente de las primas, hasta que
ocurra una nueva reclamacion.

Sea U, el proceso de riesgo bajo esta estrategia de barrera y suponga que
Uy(0) = u. Entonces

cdt —dS(t), Uy(t) <b,

dUb(t):{ _dS(t),  Uy(t) =b. (3.13)
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Defina T, = inf{t : U,(t) < 0}, el tiempo de ruina correspondiente al proceso
Uy, v para una funcién de penalidad no negativa w(z,y), con 0 < x,y < oo,
defina, para § > 0,

dp(u) = E [e T w(U(Ty)), | U(T) ) I(Ty < 00) | Up(0) = u] , 0 < u < b,

la funciéon de penalidad con descuento de Gerber-Shiu. En particular, si
w(z,y) = 1, defina la funcién

or,(u) = E [e*" (T, < 00) | Up(0) = u], 0 <u < b, (3.14)
la transformada de Laplace del tiempo de ruina 7}, con respecto a d.

El primer resultado muestra que la ecuacién integro-diferencial (1.64) para
el modelo clasico de riesgo con una barrera de dividendos constante, puede
ser extendida para el proceso de riesgo generalizado Erlang.

Sea kn(t; A1, A2y ...y An), la funcién de densidad generalizada Erlang(n) con
parametros A, Ao, ..., A,. Entonces

“@MM”M:ZLHA:J&WW (3.15)

i=1 Lj=1,j#i 7

Note que,
k;(t, )\1,)\2, ceey )\n) = )\1 [knfl(t, )\2, )\3, ...,)\n) - kn(t, )\1, )\2, ,)\n)] s (316)

en efecto, por induccién sobre n se tiene que

paran =1,

y supongamos que ko(t; 0) = 0.

Para n = 2,

ka(t; A1, A2) = 3
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A A
/{é(t; AL, A) = A {— " _2)\1 A1 e~ Mt —)\1 _2)\2 Ao e M t}
A [k

1(t, )\2) — kQ(t, )\1, )\2)] .

Suponga que la férmula (3.16) es valida para n, observe ahora que, para n+1,

n+1 n+1 /\
Fnp1(ts A1y Agy ooy A1) = Z [' H i — N\ ] Aie,

i=1 |j=1,j#i 7
n+1 n+1 )\
/ . _ J —Ait
kﬁn+1(t, )\1, )\2, ey )\n-‘rl) = )\1 {i_EQ LZ]Qij[#i )\j — )\Z] )\ie +

n+1
[H/\ ) ] e
- Al
n+1 n+1 )\
Z[H )\'_)\]/\G_At—i‘

i=2 [j=2,j+i

n+1
[H ] )\lt}
- #l)\ —)\1

- )\1 [kn(t7 )\2,)\3, ceey )\n+1) -
kn+1(t; )\1, )\2, ceny >\n+1)] 5

como se queria demostrar. Andlogamente, también se cumple que

k’fn_l(t; )\2, )\3, ceny )\n) = )\2 [k‘n_g(t; )\37 )\4, ceny >\n) — k‘n_l(t; )\27 )\3, ceny )\n)] .
(3.17)
El siguiente teorema muestra que la funcién de penalidad ¢,(u) satisface
una ecuacién integro-diferencial de n-ésimo orden con ciertas condiciones de
frontera.

Teorema 3.1 Seanl y D, que denotan los operadores identidad y diferencial,
respectivamente. Entonces, bajo la suposicion de que los tiempos de espera de
las reclamaciones tienen distribucion generalizada Erlang(n), ¢»(u) satisface
la siguiente ecuacion para 0 < u < b < 00:

{ﬁ{(1+%)1_)\_]}}} / dp(u — z) p(z) do + w(u), (3.18)

7j=1
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donde w(u) = [ w(u,z —u) p(x) dz y con condiciones frontera,
M) =0, k=12 n (3.19)

Demostracién:

Condicionando sobre el tiempo y el monto de la primera reclamacion, se
tiene, para 0 < u < b, que

b—u
c

o (1) :/ e () kn(t; Ay Aoy ooy An) dt +
0

/ e Yy (D) kn(t; A1, Aoy oo An) d, (3.20)
b—u
donde .
wt) = [ ot - wp@idy . 0<e<h @2
0
Renombrar a la variable ¢ en la primera integral en (3.20) como t = =%

implica que

I —
o) = - [y, (tT“ Al,Az,...,An) w(t)dt +

C

75(b) / ek (t: My Ay oy M) dt. (3.22)

b—u
c

Sea \* =], N\ ¥

Falts M+ 0,0+ 0, My 40) = 3 L 1
=1 j ‘

=1,j#i 7

(>\z + 5) 6_(>\i+5)t,

que es una nueva densidad generalizada Erlang(n) con pardmetros A +0, Ao+
0,..., A\p + 0, entonces

ookt A+ 0, A2 + 6,0, A +0)
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Entonces, la ecuacion (3.22) puede reescribirse como:

A b (t—u
cop(u) = m{[ ky, (T’ )\1+67)‘2+57“~7)‘n+6) Yo(t) dt
b—u

+c(b) l1 - K, (

donde K, es la funcién de distribucién de k,. Luego, note que,

c[D—(22) 1] én(u)

- [ﬁAAﬂs {(_M(:M)

b, t—u
kn—l ) )\2 +5, )\3 —|—5, ...,/\n +6 ’}/b(t) dt —
” c

b—u

(1) (A1 + 0) {1 - K, ( 35 VRNED 35 VTR S WS 5)} } (3.24)

Procediendo de manera recursiva, para 1 <k <n —1,

k
_ A +0
kad )\k+1+(5,)\k+2+5,...,)\n+5>:| 11 (_ L+ >
C

! C
=1

b ‘_
/ Kp—r ( c U; )\k+1 -+ 5, )\k+2 —+ (S, ey A+ 5) ’)/b(t) dt} . (325)

En particular, para k =n — 1,

AT (0= o) 0ot
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[ﬁx {ershum - & (S ea) |+
” ( ) ’5<t_ A+5) ()dt}. (3.26)

Aplicando el operador [D — (’\"T”) I} en ambos lados de (3.26), finalmente
resulta que

{ﬁ {D (& : 5) f] } Pp(u) = (—1)”§%(u), (3.27)

>/+

1=
-1

=1

=1

que es equivalente a (3.18).

Para verificar las condiciones de frontera (3.19), considere u = b en la ecua-
cién (3.23), entonces

A*
O(b) = = (),
[Ti=i (A +9)
mientras que tomando u = b, sucesivamente para k = 1, 2, ..., n—1 en (3.25)

y para k = n en (3.27), se obtienen las condiciones de frontera gb,(]k)(b) =0
parak=1,2 ... n

Si\; =\, parat =1, 2,..., n, i.e., los tiempos de espera de las reclamaciones
. . . ., . nin—1_—\t

tienen distribucién Erlang(n) y densidad k,(t,\) = ’\ETLTG)!, entonces se

obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2 5i los tiempos de espera de las reclamaciones tienen distribu-
cion Erlang(n) con pardmetro X\, entonces ¢p(u) satisface la siguiente ecua-
cion para 0 < u < b < oo:

S o[22

( )[/ Hl(u—)p )dSH/ wlu,x —u)p(r)de|,  (3.28)

con condiciones de frontera:

oWV (0) =0, para k=1,2, ..., n.
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Demostracién:

Si todo A; = A en la ecuacién (3.27), entonces

- (P20 o) = 1 Bt

Luego, mediante el uso de sumatorias, por el Teorema del Binomio de New-
ton, se tiene que,

(-5 () e

Entonces,

_ ( 2) {/ oy — ) pla) da + w(u )}
_ ( i) U by(u — 7)p )d:r+/ W, u — ) pla) dz |

La solucién de la ecuacién (3.18) con las condiciones de frontera en (3.19),
depende en gran medida de la solucion a la ecuacion homogénea asociada en
Ok

B(D)v(s) = /Ouv(u —z)p(x)dz, u>0, (3.29)

donde
- )
w111+ £) - £ - S

es un operador diferencial lineal de n-ésimo orden.
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Se sigue, de la teoria general de ecuaciones, que cada solucién para la ecua-
cién no homogénea puede ser expresada como una soluciéon particular mas un
combinacion lineal de n soluciones linealmente independientes de la ecuacién
homogénea asociada. Entonces la solucién general de la ecuaciéon (3.18) es de
la forma:

Pp(u) = o(u) + Zﬁi vi(u), u >0, (3.30)

donde ¢(u) es la funcién de Gerber-Shiu para el modelo de riesgo generalizado
Erlang(n) sin una barrera, que ha sido estudiado por Gerber y Shiu en [11],
[12] y [13].

3.3. Analisis de la funcién v(u)
La solucion de la ecuacion homogénea dada anteriormente estd determinada

tinicamente por las condiciones iniciales v*)(0), para k = 0, 1,...,n — 1, y
puede ser resuelta mediante transformadas de Laplace.

Tomando la transformada de Laplace en ambos lados de la ecuacién (3.29),
se obtiene:

d(s)
0(s) = =————, s € C, (3.31)
B(s) — p(s)

donde

n—1 n n—1

ds) =32 32 B 0) =3 di(s) s

j=0  k=j+1 J=0
es un polinomio de grado n — 1.
Por el Teorema (2.15), de todas las raices de la ecuacion B(s) = p(s),
hay exactamente n raices con parte real positiva, suponga que éstas son:
P1s P2, -y Pn- Ol las p; son distintas, por interpolacion,

n

d<s>=zd<pj>[ 11 ﬂ]

b1 7ezs (P3 PR)

y por diferencias divididas,
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B(S) —]3(8) = H S — pPj {BS P1, P25 -- 7pn] _ﬁ[svplvp%'"apn]}
7=1

= (' TI6 =) |5~ BT T T, (0)| (3:32)
7j=1

donde el ultimo paso se sigue de la relacién (1.66), entre las diferencias divi-
didas y el operador 7). Entonces, la ecuacion (3.31) puede ser escrita como:

ey N 1 —d(p;) o B
os) = Z( i) 1Tk pj)[l wtodon Lo T“p(o)] ’

cr 1 ‘ Hk:1,k¢j(ﬂk -
(3.33)
invirtiendo, se sigue que
o) = [ o gdy+ > gertuzo. (33
0 =
donde v
g(y> - C_nTPn Tpn71 T Tm p(y)7
y
€= A d(p;) _ )‘*Zm 00" (0) 305 m+1BkPkm1
j = )

c" Hk 1k¢J(Pk /)j) cr Hk:l,k;ﬁj(pk pj)

La ecuacién (3.34) es una ecuacién de renovacion defectuosa, ya que g(y) es
una funcién de densidad defectuosa. Si p estd distribuida racionalmente, v
tiene una transformada de Laplace racional, por lo tanto, puede ser obtenida
explicitamente por fracciones parciales como sigue.

Suponga que la funciéon de densidad p del tamano de la reclamacion per-
tenece a R;{, i.e., param € NT:

~ o mel<s)
p(s) = o) (3.35)

con Qm(0) = Qm-1(0), y R(s) € (hx,0), donde hx estd definida como:
hx = mf{s € R: Ele™**] < oo},
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@, es un polinomio de grado m con coeficiente principal 1, y Q,,_1 es un
polinomio de grado menor o igual que m — 1. Ademds, como p(s) es finita
para toda s, con R(s) > 0, la ecuaciéon Q,,(s) = 0, no tiene raices con parte
real negativa.

Sustituyendo, la ecuacién (3.35) en (3.31) se produce:
d(s)Qm(s)
B(5)@m(s) = Qm-1(s)’

donde B(s) @m(s)—Qm-1(s) es un polinomio de grado (n+m) con coeficiente
principal (—1)" £-. Por tanto, se puede factorizar como

i(s) = s€C, (3.36)

. Cn n m

B(s) @m(s) = @m-1(s) = (=1)" [H(S - pi)] [H(S + Ry) (3.37)
i=1 i=1

donde pq, po, ..., p, son todas las raices con parte real positiva de la ecuacién

de Lundberg B(s) — p(s), aqui Ry, R, ..., R,, denotan las raices con parte
real negativa de la ecuacion B(s) @ (s) — Qm-1(s) = 0. Entonces la ecuacion
(3.36) puede ser reescrita como:

) A d(s) Qm(s)
0(s) = — =5 = : (3.38)
™ [Tz (pi — s) TLiZ (s + Ry)
Sip1, p2, .y pn ¥ R1, Ra, ..., R, son todas distintas, entonces, por fracciones
parciales, se tiene que
U(S)ZZ o) +jzl S+R €C, (3.39)
donde
P E d(pi) @ (p:)
c" H;‘nzl(Rj + pi) H::l,k;éi(pk —pi)’
¢ = A d(—R;) Qm(—Rj)
;o=

o H:'L=1(Rj + pi) H;nzl,k;éj(Rk’ —pj)

Entonces, invirtiendo,

:Zaiepi“—kzcje_&“, u > 0. (3.40)
i=1 j=1
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La féormula (3.40) es la solucién general a la ecuacién integro-diferencial
(3.29), que estd determinada tinicamente por las condiciones iniciales:

{v®0)}5.-

Se pueden encontrar n soluciones linealmente independientes v;(u), 7 =1, 2, ..., n
mediante la especificacion de las condiciones iniciales

vP(0) = I{k =i — 1},

(2

para k=0, 1,..., n — 1. Entonces
d;i(8) Qyn(s

= BT g * € © 4

donde . o
di(s) = Bps* = Bpis",
k=i m=0

para 1, 2, ..., n. Para estos d;(s) especiales, se puede usar (3.40) para obtener
vi(w).

Para demostrar que los v;(u) son linealmente independientes asuma que hay

constantes ¢y, ¢z, ... ¢, tales que > " ¢;v;(u) = 0, para cualquier u > 0.
(k)

Entonces Y1 ¢;v; (u) = 0, para k = 0, 1,..., n — 1, y cualquier u > 0.
Tomando v = 0 y notando que vfk) =IH{k=1—1}, parak=0,1,....,n—1,

puede demostrarse que ¢; = 0, para todo i =1, 2, ..., n.

3.4. Ejemplos

Los siguientes ejemplos muestran como obtener resultados explicitos cuando
los tamanos de las reclamaciones estan distribuidos racionalmente.

Ejemplo 3.3 En este ejemplo, asuma que los tamanos de las reclamacio-
nes estan distribuidas exponencialmente con parametro (3, i.e., su funcion de

densidad p(z) = Be™P* y transformada de Laplace p(s) = (s—:;ﬁ)
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Los tiempos de espera de las reclamaciones tienen distribucion generaliza-
da Erlang(2) con pardmetros Ay y As. Entonces la ecuacion generalizada de
Lundberg se simplifica a:

MF+d—cs)(Aa+d—cs)(s+ ) = A A 5, (3.42)

que tiene tres raices, suponga, py >0, po >0y —R < 0.

Sean vi(u), vo(u) tales que

v1(0) = 1, v1(0) =0,
ve(0) = 0, v5(0) =1,

dos soluciones linealmente independientes a la ecuacion homogénea integro-
diferencial (3.29). Por (3.40) se tiene que

(A1 + A2 +20)] (p1 + )
c(R+p1) (p2 = p1)
(A1 + A2 +26)] (p2 + B)

c(R+ p2) (p1 — p2)
(cRA+ M+ Ay +20) (B — R)efRu

c(p1+ R)(p2+ R) ’

[Cpl eP1 U +

vi(u) =

[cpa —

p2u

u >0, (3.43)

B p2t P
(R+p1) (p2 — p1) (R+ p2) (p1 — p2)

ﬁ - R —Ru
I ER) (m+ R>e , u > 0. (3.44)

ve(u) = e +

Los resultados para el correspondiente modelo de riesgo generalizado Erlang(2)
sin una barrera, estan dados por el Teorema 2.19,

- R
ﬁ—e’R“ u >0

(:bT(u) = ﬁ ) = Y

y para 0 < x < u,

M A2 (B —R) ru o
c? (pa — )(R+P1)(R+p) Bul(py—pr)e WMoy
(R+pr) e P08 — (R4 py) e 190] (3.45)

Az lu) =
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Y para T > U,

filz |u) = Ao B+p e (1P ppru _ p-R e~ (P1+B)z j~Ru_

(p2—p1) LR+ R+ p

—B T P2 e~ (p2th)z op2u + f-R e~ (p2tB)z —Ru| (346)

R+ ps R+ ps
La relacion

plr+y _
falzy | w) = fule [ PEEY — gy £ (o |
P(x)

proporciona:

g@MUZAmﬁ@whwwzﬁe”@ﬁDIW—Rﬁ(“”” (3.47)

Entonces
¢, (1) = ¢r(u) + crvi(u) + cp va(u), (3.48)

donde ¢y, ¢y estan determinadas por la solucion de las ecuaciones:
1 UY)(b) + ¢y véi)(b) = —qﬁgf)(b), i=1,2.

Sea fu1(x | w) la distribucion marginal con descuento de Uy(Ty), y go(y | )
la funcion de densidad del déficit en la ruina | Uy(T}) |. Entonces

foa(z | u) = filz | u) + z1v1(u) + 22 v2(u), 0 < u, x < b, (3.49)

donde zy, zo estan determinadas por la solucion de las ecuaciones:

21 vy)(b) + 25 Uéi)(b) = AR fl(x,’ u)7 u="b,i=1, 2,
ou’
Y
go(y | w) = g(y [ u) + Goiu) + Gua(u), 0 <u<b, (3.50)
donde (y, (5 estan determinadas por la solucion de las ecuaciones:
i i J'
Gl () + Gl () = gé@' “), —b,i=1,2

Considere c=1.1, \y =Xy =1.0, 6 =0.5 y 0 = 0.03. La ecuacion generali-
zada de Lundberg se reduce a:
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(1.03-1.15)* (s+0.5)=0.5,
que tiene tres raices, p; = 0.1199, py = 1.4024 y —R = —0.1496. Entonces

vi(u) = —3.1437MM19M 4 16469 e"1021Y — 1,6942 ¢ 01196
va(u) = 1.7935e"M99% — 0.9557 "% 4 0.8377 1y > 0,

maientras que
dr(u) = 0.7008 e~ 01490u 9 > 0. (3.51)

Para 0 < x < u,
fl (.T | u) — 6—0.1496u [06923 6—0.35041‘ + 0.1454 6—1.902433 —0.8378 6—0.619938} ’
y cuando x > u,

fl(x | U) — 6—0.6199$ [35694 6041199u — 920176 6—0.1496ui| 4
671.9024x [03503 670.149611, —1.9021 61,4024u:| .
Considerando una barrera de dividendos constante b = 10 y resolviendo las

condiciones de frontera, se obtiene ¢y = 0.0293, ¢ = 0.0138, y para 0 < u <
10,

¢r,(u) = 0.7008 =10 4 [—0.0921 €119 4+ 0.0482 ™49 — 0.0496 ¢ 010" ] 4

00138 [00247 e0.1199u - 00131 el.4024u + 00115 6—0.1496ui| ]

Ejemplo 3.4 En este ejemplo, asuma que los tiempos de espera de las re-
clamaciones tienen distribucion generalizada Erlang con pardmetros n = 3,
M =X = 0.5 y A3 = 2. Con estos valores, la funcion de densidad de los
tiempos de espera de las reclamaciones estd dada por

2 2 1
ks(t) = 56—27& _ 56—0.515 i gte_o'“, £>0,
con media E[W] =45y ]};3 _ 0.5

(540.5)% (s+2) °

Suponga que los tamanos de las reclamaciones estan distribuidos como una
mexcla de dos distribuciones exponenciales con

p(r) = (0.5)0.2¢7%2% 4 (0.5)0.25 ¢ 02°
o GQi(s)  0.05+0.225s
Ble) = Q2(s) (s +0.2) (s +0.25)

(3.53)

(3.52)
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y = 4.5. Suponiendo ademads, que c = 1.1 se obtiene un factor de sequridad
positivo de 6 = 0.1.

Primero, la ecuacion generalizada de Lundberg:

B(s) Qa(s)—Q1(s) = (1 — 2.25)% (1—0.55 5) (s40.2) (540.25)—0.225 s—0.05,
(3.54)

tiene cinco raices sobre todo el plano complejo,
P1 = 0, P2 = 07393, pP3 = 17949, —Rl = —0.0278 Yy —R2 = —0.2291.

Ahora, sean v;(u) con ’Ui(k)(()) =Ik=i—1),parai=1,2,3yk=0,1,2,
tres soluciones linealmente independientes para la ecuacidn homogénea (3.29).
Entonces, invirtiendo (3.41),

vi(u) = 1.0999 4+ 0.3107 e 1% — 1.3063 ¢ 2" — 0.1152 2% 4 0.0109 "3,
vo(u) = —1.6233 —0.4421e 1" + 1.5224 ¢ F2" + 0.5876 €7 — 0.0545 3",
v3(u) = 0.5916 + 0.1604 e 1% — 0.5149 e~ 2" — 0.2956 ¢ 4 0.0585 e .

Por el Teorema 2.19, ¥(0) =1 — g;—% = 0.8726, y

W(u) = 0.0870 e 1% +0.0017 e 2" u > 0.

Por el Teorema 3.7.2 de Shuanming Li (ver [14]), se puede determinar a
fi(z | w). Para 0 <z < u,

filz |u) = P(z)[-0.9275e”" e "% +0.3904 ™" e 7"+
e " (—0.2825 +0.2682 e 1% — 0.0174 e "** +0.003 ") +
e~ (—0.00055 + 0.00037 2% — 0.00022 e~ “+
0.000044 e )],

Y para T > u,

filz |u) = P(x)[0.3244 4 0.4224 ¢ — 0.9924 ¢~ P>(*~¥) —
e M1 (0.2825 4 0.0174e " — 0.0029 e ") —
e~ (0.00055 + 0.000218 e™#* — 0.0000435 ¢ ~***)] .
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Luego, como se ha visto anteriormente, fi(z | w), fo(z,y | u) y g(y | u) estan
relacionadas, por lo tanto, es posible calcular g(y | v), de modo que

glylu) = e PV (0.1195e7 02" — 0.2825¢ 278" — 0,000056 ¢~ 21840 —
0.00439 ¢~ 4 0.0003689 ¢ > — 0.0005515 ¢
+5.34 x 107° e >24)
e "2 (0.1056 e 02" — 0.2825 e~ 027" — 0.003707 e 0571 —
0.0005525 e~ 4291 4 0.0003026 e >0 — 4.72 x 1077 ¢~ H10%10
0.438 x 1077 e >%%) .

Considerando la barrera de dividendos constante en b = 10, entonces, para
0<x<uyparau<x <10, respectivamente,

foi(z|u) = P(z)[e”*(0.00104e”" + 0.5 x 107" e — 0.7429 e~ 14+
2.4679 ¢~ — 2.6396) +
e % (0.8643 x 107° e + 0.0486 ¢~ — 0.0074 ¢~ 2"+
0.1816) +
e (0.2995 x 1077 e”* — 0.3 x 107 ™™ 4 0.3014 e 1 —
0.1426 ™% + 0.1171) +
e'* (0.2807 x 107% e”" 4 0.0000714 ¢~ "+
0.0000067 ¢~ 2" 4 0.0002516) | +
P(z) [-0.316 x 1077 e”* — 0.3177 e~ + 0.1501 e~ 2" —
0.1237],

foa(z|u) = P(z)[e* (—0.0869 " + 0.5 x 1077 e”* — 0.7403 e 1"+
2.4679 ¢ 2" — 2.6396) +
e % (0.864 x 107° e +0.032¢”™ 4 0.0486 ¢ 1 —
0.00748 e~ + 0.1816) +
e (0.2995 x 1077 e”* — 0.3 x 107 " 4 0.03324 1" —
0.1426e 2" 4-0.1171) +
7 (0.2807 x 107% 7" 4 0.000071 e~ 4 0.00031 e~ "2+
0.00025)] +
P(x) [-0.316 x 1079 e”" + 0.7 x 107" e’ — 0.3177e 1+
0.1501 e~ 2" 4 0.2007] .
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Finalmente,

gy | u) = "% (0.0963 e """ —0.0224 =028 — 0.00055 ¢ 047! —
0.2825 ¢ 02778 — 0.000056 ¢~ "% — 0.0044 1017 -
0.00037 e~ >0™7* 4+ 0.1195 e~ %** — 0.0791) +
e 02y (0‘0953 e 02291u _ () 0999 o —0-0278u | (j 1506 02 _
0.00371 ¢~ 09671 — .2825 ¢ =278 — (0,00055 e 0421 4
0.0003 e~ >0%%7* — 0.000047 e~ 184" — 0.07827) .

Estos ejemplos exhiben la teoria presentada en las secciones anteriores como
una metodologia para hallar la distribucién marginal con descuento de U,(7T})
y la funcién de densidad del déficit en la ruina.



Conclusiones

En este trabajo de tesis, se ha estudiado la funciéon de penalidad de Gerber-
Shiu y su relacion con el tiempo de ruina, el superavit antes de la ruina y el
déficit en la ruina. Se ha mostrado también que las probabilidades de ruina y
otras cantidades relacionadas, pueden ser analizadas a través de esta funcién
de penalidad.

Se ha presentado primeramente que la transformada de Laplace de la funcién
de penalidad esperada esta dada por medio de una férmula integral proce-
dente de un argumento de martingalas, y con la consideracién de la funcién
de penalidad esperada con descuento para un modelo de Sparre Andersen
se presentd una extensién del modelo clasico de riesgo: el modelo de riesgo
generalizado Erlang(n) con una barrera de dividendos constante, que ayuda
a interpretar de manera més completa un modelo de riesgo, involucrando el
pago de dividendos y su relacién como variable a los ingresos y egresos de la
compania aseguradora.

En segunda instancia, se ha expuesto que la funcién de penalidad esperada
con descuento satisface una ecuacién de n-ésimo orden con ciertas condi-
ciones de frontera y que su solucién puede ser expresada como una funcion
esperada de penalidad con descuento para el modelo de riesgo generalizado
Erlang(n) sin barrera més una combinacién lineal de n soluciones linealmente
independientes de la ecuacién integro-diferencial homogénea asociada, cuya
solucién esta determinada tinicamente por las condiciones iniciales y, ademas,
satisface una ecuacion de renovacion defectuosa.

Finalmente, se han dado ejemplos numéricos para el caso en que la distri-

bucién del tamano de las reclamaciones es de tipo racional, mostrando asi,
como obtener resultados explicitos haciendo uso de: la ecuacion de renova-
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cion defectuosa que satisface el modelo generalizado y los resultados tedricos
procedentes del analisis de ésta.

Pueden incluirse consideraciones que compliquen el modelo utilizado en esta
tesis (gastos en los que incurre el asegurador, otro tipo de barrera, montos de
reclamaciones dependientes), lo que representa un trabajo a futuro, asi co-
mo el estudio de otros modelos de riesgo (binomial negativo con componente
comun, perturbado por una difusién).
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