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Resumen

En este trabajo hacemos una revisión sobre las principales caracteŕısticas de los estados
coherentes generalizados reportadas en la literatura y construimos una función generatriz
para sus funciones de onda, a partir de la cual calculamos relaciones de ortogonalidad
entre ellas.

1



Introducción

Los estados coherentes fueron descubiertos en 1926 por Schrödinger (ver [17]) cuando
buscaba soluciones al oscilador armónico cuántico que tuvieran un comportamiento lo más
cercano posible a las soluciones clásicas del sistema.

Estos estados alcanzaron su popularidad cuando Glauber, en 1963, los utilizó de manera
exitosa para describir el fenómeno de coherencia de la luz. Siendo él quien les dió el nombre
de estados coherentes.

Después del trabajo de Glauber, se encontraron aplicaciones para los estados coherentes
en áreas como la comunicación óptica, computación cuántica, entre otras (ver [10]).

A partir de 1950 los estados coherentes tuvieron un auge en la teoŕıa de representa-
ción de grupos (ver [5],[9],[13],[14]). En 1954, I. R. Senitzky (ver [18]) demostró que una
generalización de los estados coherentes, correspond́ıa a desplazar algún eigenestado del
oscilador armónico de modo que su densidad de probabilidad oscilara de acuerdo a una
trayectoria clásica.

En este trabajo estudiaremos las principales caracteŕısticas de los estados coheren-
tes generalizados que propuso Senitzky. Estos estados son interesantes porque combinan
propiedades de eigenestado y estado coherente.

En el caṕıtulo 1 calculamos la función de onda de un estado coherente bajo el es-
quema propuesto en la referencia [6]. A diferencia del procedimiento que se presenta en
esta referencia, mostramos expĺıcitamente cómo obtener la función de onda hallada por
Schrödinger. También hacemos una revisión de las principales caracteŕısticas reportadas
en la literatura para los estados coherentes (ver [5],[6],[15],[19]) como saturación de la
desigualdad de Heisenberg, relación con el grupo de Heisenberg-Weyl y completez.

En el caṕıtulo 2 extendemos las ideas desarrolladas en el caṕıtulo previo, para calcular
la función de onda de un estado coherente generalizado y hacemos una revisión sobre
algunas de sus propiedades reportadas en la literatura (ver [14],[15]). Además, en este
caṕıtulo proponemos y mostramos la construcción de una función generatriz para las
funciones de onda de los estados coherentes generalizados, a partir de la cual obtenemos
relaciones de ortogonalidad entre ellas.

En el caṕıtulo 3 revisamos cómo puede obtenerse la forma en la que se desplaza la
densidad de probabilidad de un estado coherente a partir de la función de Wigner (ver
[20]). Espećıficamente calculamos la función de Wigner para el estado base de un oscilador
armónico, un oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme y una part́ıcula en un
pozo infinito.
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Caṕıtulo 1

Estados coherentes del oscilador

armónico

En este caṕıtulo calculamos la función de onda de un estado coherente bajo el es-
quema propuesto en la referencia [7]. A diferencia del procedimiento que se presenta en
esta referencia, mostramos expĺıcitamente cómo obtener la función de onda hallada por
Schrödinger.

1.1. Función de onda del estado coherente

Cualquier función compleja de ~x y t puede escribirse como:

Ψ(~x, t) =
√
ρ(~x, t) exp

[
iS(~x, t)

h̄

]
(1.1)

con ρ una función positiva y S una función real. Si sustituimos esta función en la ecuación
de Schrödinger, obtenemos (ver [19]):

ih̄

[
∂

∂t

√
ρ+

i

h̄

√
ρ
∂S

∂t

]

=
−h̄2

2m

[
∇2√ρ+

(
2i

h̄

)
(∇√

ρ) .(∇S)− 1

h̄2
√
ρ|∇S|2 +

(
i

h̄

)√
ρ∇2S

]
+
√
ρV (1.2)

Al separar la parte real e imaginaria, vemos que, para que la función propuesta sea una
solución de la ecuación de Schrödinger, ρ y S deben satisfacer dos ecuaciones diferenciales:

−h̄2

2m
∇2√ρ+

1

2m

√
ρ|∇S|2 +√

ρV +
√
ρ
∂S

∂t
= 0 (1.3)

− h̄

m
(∇√

ρ) .(∇S)− h̄

2m

√
ρ∇2S − h̄

∂

∂t

√
ρ = 0 (1.4)

Multiplicando (1.4) por 1/
√
ρ, reconocemos que esta ecuación corresponde a la ecuación

de continuidad:
∂ρ

∂t
+∇.j = 0 (1.5)

con j = ρ∇S
m .

3



4 CAPÍTULO 1. ESTADOS COHERENTES DEL OSCILADOR ARMÓNICO

Mientras que (1.3), en el ĺımite clásico (h̄ → 0), se convierte en la ecuación de Hamilton-
Jacobi:

−h̄2

2m

∇2√ρ
√
ρ

+
1

2m
|∇S|2 + V +

∂S

∂t
= 0 (1.6)

Por lo tanto, encontrar una solución para la ecuación de Schrödinger, es equivalente a
encontrar ρ y S que satisfagan la ecuación de continuidad y una ecuación que en el ĺımite
corresponde a la de Hamilton-Jacobi. A continuación utilizaremos este hecho para calcular
la función de onda del estado coherente del oscilador armónico en una dimensión, partiendo
de la idea que tenemos para un estado coherente, como aquel estado cuya densidad de
probabilidad coincide con la del estado base pero que se desplaza sin deformarse. En los
cálculos posteriores utilizaremos h̄ = 1,m = 1 y ω = 1 por comodidad.

Consideremos la siguiente función:

Ψ(x, t) = A exp

{
−1

2
[x− y(t)]2

}
eiS(x,t) (1.7)

donde S es una función real, y una función que depende solamente del tiempo y A una
constante de normalización. Como podemos notar, el módulo al cuadrado de esta función,
corresponde a la densidad de probabilidad del estado base del oscilador armónico despla-
zada por una cantidad y(t). Nos gustaŕıa obtener la forma de las funciones y(t) y S(x, t).
Como queremos que esta función de onda corresponda a un estado accesible del sistema,
entonces debe satisfacer la ecuación de Schrödinger.

Aplicando lo anterior, obtenemos que, para que Ψ sea solución, S y y(t) deben satisfacer
las siguientes ecuaciones:

− 1

2

∂2S

∂x2
+ (x− y)

∂S

∂x
= (x− y)

·
y (1.8)

1

2

(
∂S

∂x

)2

+ xy − y2

2
= −∂S

∂t
− 1

2
(1.9)

donde el punto indica derivada con respecto al tiempo.

Para resolver la primera ecuación hacemos la sustitución p = ∂S
∂x , lo cual permite

obtener una ecuación diferencial de primer orden no homogénea:

p′ + q(x)p = q(x)
·
y (1.10)

donde q(x) = 2(y − x) y la prima indica derivada parcial con respecto a x.

Para resolver esta ecuación inhomogénea calculamos el factor de integración µ(x):

µ(x) = e
∫
q(x)dx = ey

2
e−(x−y)2 (1.11)

tal que:

(µp)′ = µ(p′ + qp) = µ
[
q(x)

·
y
]

(1.12)
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entonces:

µp =

∫
µ
[
q(x)

·
y
]
dx

=

∫
ey

2
e−(x−y)2

[
2(y − x)

·
y
]
dx

= −2
·
yey

2

∫
xe−(x−y)2dx+ 2y

·
yey

2

∫
e−(x−y)2dx

= −2
·
yey

2

[
e−(x−y)2

−2

]

=
·
yey

2
e−(x−y)2 + c(t) (1.13)

donde c(t) agrupa todas las constantes que salen en la integración y es una función que
depende solamente del tiempo. En la referencia [6], la constante c(t) se hace cero sin dar
alguna justificación.

Por lo tanto:

p =
1

µ

[ ·
yey

2
e−(x−y)2 + C1(t)

]
=

·
y + c(t)e−y2e(x−y)2 (1.14)

es decir

S(x, t) =
·
yx+ C1(t)

∫
e(x−y)2dx+ C2(t) (1.15)

donde C1(t) = c(t)e−y2 .

A continuación sustituimos la función S(x, t) en la segunda ecuación diferencial que
también se debe satisfacer:

xy − y2

2
+

1

2

(
∂S

∂x

)2

= −∂S

∂t
− 1

2
(1.16)

·
y
2

2
+

C2
1

2
e2(x−y)2 + xy − y2

2
= −··

yx−
·
C1(t)

∫
e(x−y)2dx− 1

2
−

·
C2(t) (1.17)

como podemos notar, determinar y(t), C1 y C2 a partir de esta ecuación, no es sencillo.
Para resolverla impondremos como condición que la densidad de probabilidad se mueva
siguiendo la trayectoria de un oscilador armónico clásico (en el caṕıtulo 3 veremos cómo
utilizando la función de Wigner para calcular la densidad de probabilidad, es posible
obtener y(t) para potenciales a lo más cuadráticos), es decir que y(t) satisfaga la siguiente
ecuación:

y +
··
y = 0 (1.18)

con ello, la expresión (1.17) se reduce a:

·
y
2

2
− y2

2
+

·
C2(t) +

1

2
= −C2

1

2
e2(x−y)2 −

·
C1(t)

∫
e(x−y)2dx (1.19)

La única manera de que se satisfaga esta ecuación, es que C1(t) sea cero, ya que las
funciones y(t) y C2 son funciones exclusivas de t.
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Con esto, la expresión (1.19) se convierte en una ecuación diferencial que permite
determinar la constante de integración C2:

·
C2 =

1

2
(y2 − ·

y
2
)− 1

2

=
1

2

(
−··
yy − ·

y
2
− 1

)

=
1

2

d

dt

(
− ·
yy − t

)
(1.20)

por lo tanto

C2(t) = −1

2

·
y(t)y(t) +

1

2

·
y(0)y(0)− t

2
(1.21)

Aśı que la función de onda de un estado desplazado del estado base del oscilador armónico
es:

Ψ(x, t) =
1

π1/4
exp

{
−1

2
[x− y(t)]2

}
eix

·
y(t)e

− 1
2
i
[
·
y(t)y(t)− ·

y(0)y(0)
]

e−
it
2 (1.22)

Si calculamos el valor esperado de la posición y momento en este estado:

〈x〉 =
∞∫

−∞

x|Ψ(x, t)|2dx = y(t) (1.23)

〈p〉 =
∞∫

−∞

{
i
·
y − (x− y(t))

}
|Ψ(x, t)|2dx =

·
y(t) (1.24)

podemos reescribir la función de onda del estado coherente como:

Ψ(x, t) =
1

π1/4
exp

{
−1

2
[x− 〈x〉]2

}
ei[x〈p〉−

1
2
〈x〉〈p〉]e−

it
2 (1.25)

donde hicimos
·
y(0) = 0

1.2. Propiedades de los estados coherentes

A continuación hacemos una revisión de las principales caracteŕısticas que son repor-
tadas en la literatura para los estados coherentes (ver [5], [6], [15], [19]):

1.2.1. Eigenvectores del operador de aniquilación

Utilizando la notación de Dirac se encontró que la misma función de onda que halló Schrödin-
ger (ver [17]) para un estado coherente (estado que se etiquetará por |α〉), es obtenida para
un eigenvector del operador de aniquilación que se define de la siguiente manera:

â =
1√
2
(x̂+ ip̂) (1.26)

â|α〉 = α|α〉 (1.27)

donde α es un número complejo.
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Estos eigenvectores se expresan comúnmente en términos de los eigenestados del ha-
miltoniano del oscilador armónico:

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉 (1.28)

y tienen la siguiente evolución temporal:

|α, t〉 = e−it/2e−|α|2/2
∞∑

n=0

(αe−it)n√
n!

|n〉 = e−it/2|αe−it〉 (1.29)

La función de onda que se calcula a partir de las expresiones anteriores para un eigenvector
del operador de aniquilación es:

Ψ(x, t) =
1

π1/4
exp

{
−1

2
[x− 〈x̂〉]2

}
ei[x〈p̂〉−

1
2
〈x̂〉〈p̂〉]e−it/2 (1.30)

donde
〈α, t|x̂|α, t〉 =

√
2|α| cos(t− θ) (1.31)

〈α, t|p̂|α, t〉 = −
√
2|α| sin(t− θ) (1.32)

que en efecto coincide con la función de onda hallada para el estado base desplazado.

1.2.2. Saturación de la desigualdad de Heisenberg

Otra caracteŕıstica de los estados coherentes es que saturan la desigualdad de Heisen-
berg, como a continuación se prueba:

〈α, t|x̂2|α, t〉 = 1

2
〈α, t|

(
â+ â†

)2
|α, t〉 = 1

2
〈α, t|

(
â2 + â†2 + 1 + 2â†â

)
|α, t〉

= 2|α|2 cos2(t− θ) +
1

2
(1.33)

〈α, t|p̂2|α, t〉 = −1

2
〈α, t|

(
â† − â

)2
|α, t〉 = −1

2
〈α, t|

(
â†2 + â2 − 1− 2â†â

)
|α, t〉

= 2|α|2 sin2(t− θ) +
1

2
(1.34)

Luego:

〈(∆x̂)2〉 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = 2|α|2 cos2(t− θ) +
1

2
− 2|α|2 cos2(t− θ) =

1

2
(1.35)

〈(∆p̂)2〉 = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = 2|α|2 sin2(t− θ) +
1

2
− 2|α|2 sin2(t− θ) =

1

2
(1.36)

aśı que:

〈(∆x̂)2〉〈(∆p̂)2〉 = 1

4
(1.37)

Este resultado es de esperarse, ya que los estados coherentes son el estado base del
oscilador armónico desplazado, el cual también satura la desigualdad.

La desigualdad de Heisenberg se considera como una medida de qué tan clásico es un
estado, como los estados coherentes la saturan se dice que son los estados más clásicos
posibles.
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1.2.3. Operador de Desplazamiento

Como se observó en la sección 1.1, la densidad de probabilidad de un estado coherente
corresponde a la del estado base de un oscilador armónico con el origen desplazado. Esta
propiedad se puede describir mediante la acción de un operador que se encarga de desplazar
al estado base, como es mostrado a continuación:

De acuerdo con la ecuación (1.28) el estado coherente puede expresarse en términos de
los eigenestados |n〉 de la siguiente manera:

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!
|n〉 (1.38)

Ya que los eigenestados |n〉 pueden ser generados por el operador de creación, |n〉 =(
â†
)n

/
√
n!|0〉, podemos escribir esta última expresión como:

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!

(
â†
)n

√
n!

|0〉 = e−|α|2/2eαâ†|0〉 (1.39)

y como se cumple:

exp(−α∗â)|0〉 =
∞∑

n=0

(−α∗â)n

n!
|0〉 = |0〉 (1.40)

entonces podemos escribir la ecuación (1.36) como:

|α〉 =
(
e−|α|2/2eαâ

†

e−α∗â
)
|0〉 = D(α)|0〉 (1.41)

Para reunir las exponenciales que forman al operadorD(α) utilizamos la fórmula de Baker-
Hausdorff, la cual enuncia que para dos operadores A y B, tales que:

[[A,B] , A] = [[A,B] , B] = 0 (1.42)

se cumple:
eA+B = e−[A,B]/2eAeB (1.43)

Para nuestro caso definimos A = αâ† y B = −α∗â, los cuales cumplen:

[[A,B] , A] =
[
|α|2I, αâ†

]
= 0 (1.44)

[[A,B] , B] =
[
|α|2I,−α∗â

]
= 0 (1.45)

Aśı que:

D(α) = e−|α|2/2eαâ
†

e−α∗â = eαâ
†−α∗â (1.46)

los estados coherentes pueden obtenerse a partir de la aplicación de un operador de despla-
zamiento. Lo interesante del operadorD(α), es que es un elemento del grupo de Heisenberg-
Weyl.

El grupo de Heisenberg-Weyl, está formado por operadores de la forma:

G = eitexp
(
αâ† − α∗â

)
(1.47)

donde t es un parámetro real y α un número complejo. Cuando los elementos de este grupo
actúan sobre un vector fijo del espacio de Hilbert, por ejemplo |f0〉 = |0〉, se obtiene el
conjunto ordinario de estados coherentes, cuando elegimos cualquier otro eigenestado, se
obtienen los estados coherentes generalizados.
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1.2.4. Completez

Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto:

I =
1

π

∫
d2α|α〉〈α| (1.48)

|〈α|β〉|2 = e−|α−β|2 (1.49)

Estas propiedades son de interés en Óptica cuántica, ya que gracias a ellas es posible
construir una funcion de distribución en el espacio fase (ver [20]). Como veremos en el
caṕıtulo 3, las funciones de distribución en el espacio fase (en nuestro caso trataremos
solamente con la distribución de Wigner) son de gran utilidad en mecánica cuántica, ya
que permiten ilustrar las propiedades de los estados cuánticos aśı como calcular valores
esperados de diferentes observables.



Caṕıtulo 2

Estados coherentes generalizados

En este caṕıtulo extendemos las ideas presentadas en el caṕıtulo anterior, para calcular
la función de onda de un estado coherente generalizado (posteriormente nos referiremos a
ellos como ECG) y revisamos algunas de sus carateŕısticas reportadas en la literatura (ver
[14], [15])

2.1. Función de onda del ECG

A continuación calcularemos la función de onda de un ECG, de manera similar a como
lo hicimos para un estado coherente en el caṕıtulo 1.

Partimos de la idea que tenemos para un estado coherente, como aquel estado cuya fun-
ción de onda tiene la misma densidad de probabilidad que un eigenestado pero desplazada
por una cantidad y(t), tal que

..
y + y = 0:

Ψn(x, t) = Φn(x− y(t))eiS(x,t) (2.1)

donde Φn es la función de onda de un eigenestado del hamiltoniano del oscilador armónico
con enerǵıa En:

− 1

2

∂2Φn

∂x2
+

1

2
x2Φn = EnΦn (2.2)

Como queremos que Ψn(x, t) sea un estado accesible del sistema, entonces debe satisfacer
la ecuación de Schrödinger:

− 1

2

∂2Ψn

∂x2
+

1

2
x2Ψn = i

∂Ψn

∂t
(2.3)

Al sustituir la expresión (2.1) en esta ecuación y separar la parte real e imaginaria, obte-
nemos un par de ecuaciones diferenciales que debe satisfacer S:

1

2

(
∂S

∂x

)2

+ xy − y2

2
= −∂S

∂t
− En (2.4)

− 1

2

∂2S

∂x2
Φn − ∂Φn

∂x

∂S

∂x
= −∂Φn

∂t
(2.5)

10
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Para resolver la segunda ecuación hacemos la sustitución p = ∂S
∂x , aśı:

p′ + fn(x)p = fn(x)
.
y (2.6)

donde fn(x) = 2 ∂
∂u lnΦn(u) y u = x− y(t).

Para resolver esta ecuación inhomogénea calculamos el factor de integración µ(x):

µ(x) = e
∫
fn(x)dx = e2 lnΦn(u) = Φ2

n (2.7)

tal que:
(µp)′ = µ(p′ + fnp) = µ[fn

.
y] (2.8)

entonces:

µp =

∫
µ[fn

.
y]dx (2.9)

=

∫
Φ2
n

(
2
1

Φn

∂Φn

∂x

.
y

)
dx (2.10)

= 2
.
y

∫
Φn

∂Φn

∂x
dx

La integral que aparece en esta última expresión se calcula integrando por partes:
∫

Φn
∂Φn

∂x
dx = Φ2

n −
∫

Φn
∂Φn

∂x
dx (2.11)

con lo que:
µp =

.
yΦ2

n + C1(t) (2.12)

donde C1(t) agrupa todas las constantes que salen en la integración y es una función que
depende solamente del tiempo.

Por lo tanto:

p =
.
y +

C1(t)

Φ2
n

(2.13)

es decir:

S(x, t) =
.
yx+ C1(t)

∫
π1/22nn!eu

2

H2
n(u)

dx+ C2(t) (2.14)

Al sustituir esta expresión en la segunda ecuación diferencial que debe satisfacer S, obte-
nemos que, al igual que en el caso del estado coherente, C1(t) debe ser igual a cero y la
constante C2(t) debe satisfacer:

·
C2 =

1

2
(y2 − ·

y
2
)− En (2.15)

es decir:

C2(t) = −1

2

·
y(t)y(t) +

1

2

·
y(0)y(0)− Ent

Por lo tanto la función de onda para un estado coherente generalizado es:

Ψ(x, t) =
1

π1/42n/2
√
n!
e−(x−y(t))2/2Hn [x− y(t)] eix

·
y(t)e

− 1
2
i
[
·
y(t)y(t)− ·

y(0)y(0)
]

e−i(n+1/2)t

(2.17)
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que coincide con la función de onda que halló Senitzky para un eigenestado del oscilador
armónico desplazado:

Ψn,α(x, t) =
1

π1/42n/2
√
n!
e−(x−〈x̂〉)2/2Hn[x− 〈x̂〉] exp(i[−(n+ 1/2)t+ x〈p̂〉 − 〈x̂〉〈p̂〉/2])

(2.18)
donde 〈x̂〉 y 〈p̂〉 son los valores esperados de la posición y el momento en el estado |n, α〉

〈x̂〉 = 〈n, α|x̂|n, α〉 =
√
2|α| cos(t− θ) (2.19)

〈p̂〉 = 〈n, α|p̂|n, α〉 = −
√
2|α| sin(t− θ) (2.20)

Como podemos notar, para etiquetar a un estado coherente generalizado, se necesita un
número α que da el caracter de estado coherente y un número n que indica el eigenestado
excitado del oscilador. Cuando n = 0 la solución se reduce a la función de onda de los
estados coherentes y cuando α = 0 la solución se reduce a los eigenestados de enerǵıa:

Ψn,0(x, t) =
1

π1/42n/2
√
n!
e−x2/2Hn[x] exp(−i(n+ 1/2)t) (2.21)

La función de onda del ECG difiere de la del eigenestado de enerǵıa en que su amplitud
está desplazada por un término dependiente del tiempo y la fase está desplazada por una
cantidad x〈p̂〉 − 〈x̂〉〈p̂〉/2, es decir la densidad de probabilidad de un estado coherente
generalizado mantiene la misma forma que la densidad estática pero desplazada.

2.2. Propiedades de los ECG

A continuación enunciamos las principales caracteŕısticas que son reportadas en la
literatura para los estados coherentes generalizados (ver [14], [15]):

2.2.1. Relaciones de ortogonalidad

Utilizando la notación de los ECG encontramos que los eigenestados de enerǵıa satis-
facen la relación de ortogonalidad ya conocida

〈n, 0|m, 0〉 = δnm (2.22)

Esta propiedad es preservada por los ECG con la misma amplitud compleja:

〈n, α|m,α〉 =
∞∫

−∞

Ψ∗
n,αΨm,αdx (2.23)

=
exp (it [n−m])

π1/22(n+m)/2
√
n!
√
m!

∞∫

−∞

e−(x−〈x̂〉)2Hn[(x− 〈x̂〉)]Hm[(x− 〈x̂〉)]dx(2.24)

=
exp (it [n−m])

π1/22(n+m)/2
√
n!
√
m!

∞∫

−∞

e−u2
Hn[u]Hm[u]du (2.25)

=
exp (it [n−m])

π1/22(n+m)/2
√
n!
√
m!

2nπ1/2n!δnm (2.26)

= δnm
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Sin embargo para diferentes amplitudes complejas ocurre (ver prueba en [15]):

〈n, β|n, α〉 = e−(|α|2+|β|2−2αβ∗ )/2Ln(|α− β|2)

donde los Ln(z) son los polinomios de Laguerre.

2.2.2. Generalización de los operadores escalera

Podemos preguntarnos ¿Cómo trabajan los operadores escalera sobre los ECG? Sabe-
mos que los estados coherentes son eigenvectores del operador de aniquilación:

â|0, α〉 = α|0, α〉 (2.27)

y que los eigenestados de enerǵıa son aniquilados y creados por los operadores escalera:

â|n, 0〉 =
√
n|n− 1, 0〉 (2.28)

â
† |n, 0〉 =

√
n+ 1|n+ 1, 0〉 (2.29)

y nos preguntamos ¿qué ocurre con â|n, α〉?
Para obtener la respuesta calculamos el bracket 〈x|â|n, α〉 aplicando la definición del

operador de aniquilación en términos de los operadores de posición y momento:

〈x|â|n, α〉 = 〈x|
(
x̂+ ip̂√

2

)
|n, α〉

= x
Ψn,α√

2
+

1√
2

∂

∂x
Ψn,α

=
〈x̂〉+ i〈p̂〉√

2
Ψn,α +

√
nΨn−1,α

= αΨn,α +
√
nΨn−1,α (2.30)

Por lo tanto

â|n, α〉 = α|n, α〉+
√
n|n− 1, α〉 (2.31)

o bien:

âα|n, α〉 =
√
n|n− 1, α〉 (2.32)

donde hemos definido al operador (ver[15]):

âα = â− α (2.33)

De manera similar se puede calcular cómo actúa el operador de subida y con base en ello
definir un nuevo operador â†α tal que:

â†α|n, α〉 =
√
n+ 1|n+ 1, α〉 (2.34)

Como podemos notar, estos operadores definidos en (2.32) y (2.34), realizan las funciones
de los operadores de creación y aniquilación de manera conjunta, es decir, crean y aniquilan
el número n referente al eigenestado y conservan el número α referente al estado coherente.
Sin embargo los ECG ya no son eigenvectores de estos operadores.
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2.2.3. Desigualdad de Heisenberg

Como se demostró en el caṕıtulo anterior, los estados coherentes saturan la desigualdad
de Heisenberg. En el caso de los ECG, esperamos que no saturen esta desigualdad, puesto
que los estados excitados del oscilador armónico no la saturan.

Calculamos:

〈n, α|x̂2|n, α〉 = 1

2
〈n, α|

(
â+ â†

)2
|n, α〉

=
1

2
〈n, α|

(
âαâ

†
α + â†αâα + 4|α|2 cos2 θ

)
|n, α〉

= n+
1

2
+ 2|α|2 cos2 θ (2.35)

〈n, α|p̂2|n, α〉 = −1

2
〈n, α|

(
â† − â

)2
|n, α〉

=
1

2
〈n, α|

(
âαâ

†
α + â†αâα + 4|α|2 sin2 θ

)
|n, α〉

= n+
1

2
+ 2|α|2 sin2 θ (2.36)

luego:

〈(∆x̂)2〉 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = n+
1

2
(2.37)

〈(∆p̂)2〉 = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = n+
1

2
(2.38)

aśı que:

〈(∆x̂)2〉〈(∆p̂)2〉 =
(
n+

1

2

)2

(2.39)

Solo cuando n = 0, se satura la desigualdad de Heisenberg.

2.2.4. Los ECG como base

Como sabemos, los eigenestados de enerǵıa forman una base, aśı que, debe ocurrir que
para α fijo:

∞∑

n=0

|n, α〉〈n, α| = I (2.40)

y para n fijo (ver [15]):

1

π

∫
d2α|n, α〉〈n, α| = I (2.41)

Es decir, los estados coherentes generalizados poseen de manera conjunta las propiedades
de base de los estados coherentes y los eigenestados del oscilador armónico.
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Para demostrar esta propiedad, expresamos primero al ket |n, α〉 de la siguiente forma:

|n, α〉 = (â†α)n√
n!

|0, α〉

=
(â†α)n√

n!
e−|α|2/2

∞∑

l=0

αl

√
l!
|l, 0〉

=
e−|α|2/2
√
n!

∞∑

l=0

αl

√
l!
(â† − α∗)n|l, 0〉 (2.42)

donde hemos usado la expansión para un estado coherente en términos de los eigenvectores
del hamiltoniano del oscilador armónico y la definición del operador escalera â†α.

Expandimos el binomio de operadores que conmutan:

(â† − α∗)n =
n∑

m=0

n!

m!(n−m)!
(−α∗)n−m (â†)m (2.43)

y lo sustituimos en (2.42), considerando que:

(â†)m|l, 0〉 =
√

(l +m)!

l!
|l +m, 0〉 (2.44)

luego:

|n, α〉 = e−|α|2/2
√
n!

∞∑

l=0

αl

√
l!

n∑

m=0

n!

m!(n−m)!
(−α∗)n−m

√
(l +m)!

l!
|l +m, 0〉

=
e−|α|2/2
√
n!

∞∑

l=0

αl

√
l!

n!

0!(n− 0)!
(−α∗)n−0

√
(l + 0)!

l!
|l, 0〉

+
e−|α|2/2
√
n!

∞∑

l=0

αl

√
l!

n!

1!(n− 1)!
(−α∗)n−1

√
(l + 1)!

l!
|l + 1, 0〉

+ · · · · · · · · ·+ e−|α|2/2
√
n!

∞∑

l=0

αl

√
l!

n!

n!(n− n)!
(−α∗)n−n

√
(l + n)!

l!
|l + n, 0〉 (2.45)

De manera general podemos notar que los términos que multiplican al ket |k, 0〉 en la
expresión (2.45) son:

αk

√
k!

n!

0!(n− 0)!
(−α∗)n−0

√
k!

(k − 0)!
+

αk−1

√
(k − 1)!

n!

1!(n− 1)!
(−α∗)n−1

√
k!

(k − 1)!

+ · · · · · · · · ·+ α0

√
0!

n!

k!(n− k)!
(−α∗)n−k

√
k!

0!
(2.46)

los cuales pueden ser escritos como:

√
k! (α∗)n−k (−1)n−k

k∑

s=0

|α|2s
s!

(−1)s
n!

(k − s)!(n− k + s)!
(2.47)
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o bien √
k! (α∗)n−k (−1)n−k Ln−k

k (|α|2)

donde Lm
k (x) son los polinomios asociados de Laguerre.

Por lo tanto, podemos expresar la relación que aparece en (2.45) sumando sobre todos
los posibles kets |k, 0〉 (ver [15]):

|n, α〉 = e−|α|2/2
√
n!

∞∑

k=0

(−1)n−k
√
k! (α∗)n−k Ln−k

k (|α|2) |k, 0〉 (2.48)

Utilizando esta relación demostraremos la propiedad (2.41) de los ECG:

1

π

∫
d2α|n, α〉〈n, α| =

∫
d2α

e−|α|2

n!

×
∞∑

k,l=0

(−1)−k−l
√
k!l! (α∗)n−k (α)n−l Ln−k

k (|α|2)Ln−l
l (|α|2) |k, 0〉〈l, 0|

=

∞∑

k,l=0

(−1)−k−l

n!

√
k!
√
l! |k, 0〉〈l, 0|

×
∫

e−|α|2 (α∗)n−k (α)n−l Ln−k
k (|α|2)Ln−l

l (|α|2)d2α (2.49)

Para calcular esta integral escribimos en su forma polar al número complejo α:

α = |α|eiθ (2.50)

d2α = |α|d|α|dθ

con lo que:

∫
e−|α|2 (α∗)n−k (α)n−l Ln−k

k (|α|2)Ln−l
l (|α|2)d2α

=

∞∫

−∞

e−|α|2 |α|2n−k−lLn−k
k (|α|2)Ln−l

l (|α|2)|α|d|α|
π∫

−π

e−i(l−k)θdθ

= 2π

∞∫

−∞

e−|α|2 |α|2(n−k)Ln−k
k (|α|2)Ln−k

k (|α|2)|α|d|α|

= π

∞∫

−∞

e−uun−kLn−k
k (u)Ln−k

k (u)du

= π
Γ(n+ 1)

k!

= π
n!

k!
(2.51)
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Por lo tanto:

1

π

∫
d2α|n, α〉〈n, α| =

∞∑

k=0

k!

n!

n!

k!
|k, 0〉〈k, 0|

=
∞∑

k=0

|k, 0〉〈k, 0|

= 1 (2.52)

2.3. Función generatriz para los ECG

Una de las caracteŕısticas de las eigenfunciones del oscilador armónico es que puede
construirse una función generatriz para ellas (ver [9])

Como hemos visto, los estados coherentes generalizados son estados interesantes por-
que combinan caracteŕısticas de eigenestados y estados coherentes. En esta sección apro-
vecharemos sus caracteŕısticas de eigenestado para construir una función generatriz que
contenga la información de las funciones de onda de los ECG.

El método que utilizaremos para encontrar dicha función fue propuesto por M. H.
Hassan en la referencia [9]. Este método se basa en la aplicación de las propiedades de los
operadores de creación y aniquilación para encontrar un par de ecuaciones diferenciales
que deba satisfacer la función generatriz.

Buscamos una función de dos variables G(z, x) cuyo desarrollo en serie de Taylor sea
de la forma:

G(z, x) =

∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x) = 〈x|

∞∑

n=0

zn√
n!
|n, α〉 (2.53)

si aplicamos las propiedades del operador de creación generalizado:

â†α|n, α〉 =
√
n+ 1|n+ 1, α〉 (2.54)

(â†α)
n|0, α〉 =

√
n!|n, α〉 (2.55)

podemos escribir esta función generatriz como:

G(z, x) = 〈x|
∞∑

n=0

zn(â†α)n

n!
|0, α〉 = 〈x| exp(zâ†α)|0, α〉 (2.56)

Ahora calculemos el bracket 〈x|âα exp(zâ†α)|0, α〉, identificando en el proceso a la función
G(z, x) escrita de la anterior forma:

〈x|âα exp(zâ†α)|0, α〉 = 〈x|( x̂√
2
+ i

p̂√
2
− α) exp(zâ†α)|0, α〉

=
x√
2
G(z, x) +

1√
2

∂

∂x
G(z, x)− αG(z, x) (2.57)

Este bracket también puede desarrollarse si en lugar de aplicar la definición del operador
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de aniquilación, expandimos en serie la función exponencial:

〈x|âα exp(zâ†α)|0, α〉 = 〈x|âα
∞∑

n=0

zn

n!

√
n!|n, α〉 = 〈x|

∞∑

n=0

zn√
n!
âα|n, α〉

= 〈x|
∞∑

m=0

zm+1

√
m!

|m,α〉 = z〈x|
∞∑

m=0

zm

m!
(â†α)

m|0, α〉

= zG(z, x) (2.58)

Igualando ambos desarrollos obtenemos una ecuación diferencial que debe satisfacer la
función generatriz:

∂

∂x
G(z, x) =

√
2(α+ z − x√

2
)G(z, x) (2.59)

para la cual proponemos la siguiente solución:

G(z, x) = C exp{
√
2x(α+ z)− x2

2
+ f(z)} (2.60)

Para determinar f(z) obtendremos otra ecuación diferencial parcial para G(z, x) a partir
de las propiedades del operador de creación:

〈x|â†α exp(zâ†α)|0, α〉 = 〈x|(â† − α∗) exp(zâ†α)|0, α〉

= 〈x|( x̂√
2
− i√

2
p̂) exp(zâ†α)|0, α〉 − α∗〈x| exp(zâ†α)|0, α〉

=
x√
2
G(z, x)− 1√

2

∂

∂x
G(z, x)− α∗G(z, x) (2.61)

y también:

〈x|â†α exp(zâ†α)|0, α〉 = 〈x|â†α
∞∑

n=0

zn

n!

√
n!|n, α〉

= 〈x|
∞∑

n=0

zn√
n!

√
n+ 1|n+ 1, α〉 (2.62)

podemos identificar la última expresión como la parcial con respecto a z de G:

∂

∂z
G(z, x) =

∂

∂z
〈x|

∞∑

n=0

zn√
n!
|n, α〉

= 〈x|
∞∑

n=1

nzn−1

√
n!

|n, α〉

= 〈x|
∞∑

m=0

√
m+ 1zm√

m!
|m+ 1, α〉 (2.63)

aśı que:
∂

∂z
G(z, x) = 〈x|â†α exp(zâ†α)|0, α〉 (2.64)
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Comparando ambos desarrollos del bracket 〈x|â†α exp(zâ†α)|0, α〉, obtenemos una segunda
ecuación diferencial para G:

∂

∂z
G(z, x) = (

x√
2
− α∗)G(z, x)− 1√

2

∂

∂x
G(z, x) (2.65)

Al sustituir la solución propuesta en esta ecuación obtenemos:

(
√
2x+ f ′(z))G(z, x) = (

x√
2
− α∗)G(z, x)− 1√

2
(
√
2(α+ z)− x)G(z, x)

f ′(z) = −(2|α| cos θ + z) (2.66)

una ecuación diferencial que nos permite determinar f(z). Por lo tanto la función G tiene
la forma:

G(z, x) = C exp{
√
2x(α+ z)− x2

2
− z2

2
− 2|α| cos θz} (2.67)

Para hallar la constante C tomamos la función de onda del estado coherente:

〈x|0, α〉 = 1

π1/4
exp{−1

2
(x−

√
2|α| cos θ)2} exp i{x

√
2|α| sin θ − |α|2 cos θ sin θ}

=
1

π1/4
exp{−x2

2
+ x

√
2α− |α| cos θα} (2.68)

y la comparamos con la función generatriz encontrada a z = 0:

G(0, x) = 〈x|0, α〉 = C exp

(√
2xα− x2

2

)

aśı que:

C =
1

π1/4
exp{−|α|α cos θ} (2.69)

Por lo tanto la función generatriz para los ECG es:

G(z, x) =
1

π1/4
exp{

√
2x(α+ z)− x2

2
− z2

2
− 2|α| cos θz − |α|α cos θ} (2.70)

2.4. Aplicaciones de la función generatriz

2.4.1. Propiedad de la delta de Dirac

En la referencia [9], como una aplicación de la función generatriz para las eigenfunciones
del oscilador, se calcula una de las propiedades de la delta de Dirac. A continuación
calcularemos esta misma propiedad pero utilizando la función generatriz de los ECG:

Queremos demostrar:
∞∫

−∞

〈x|x′〉dx = 1 (2.71)
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Para ello, notemos que el bracket 〈x|x′〉 puede escribirse en términos de la función gene-
ratriz:

〈x|x′〉 =
∞∑

n=0

Ψn,α(x)Ψ
∗
n,α(x

′)

=
∞∑

m,n=0

Ψn,α(x)δmnΨ
∗
m,α(x

′)

=

∞∑

m,n=0

Ψn,α(x)

[∫
z∗m√
m!

zn√
n!
dµ(z)

]
Ψ∗

m,α(x
′)

=

∫ [ ∞∑

n=0

z∗m√
m!

Ψ∗
m,α(x

′)
∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x)

]
dµ(z)

=

∫
G∗(z, x′)G(z, x)dµ(z) (2.72)

donde hemos utilizado la relación:

δmn =

∫
z∗m√
m!

zn√
n!
dµ(z) (2.73)

con z = q + ip, dµ(z) = e−(q2+p2)

π dqdp. El producto G∗(z, x′)G(z, x) corresponde a:

G∗(z, x′)G(z, x) =

[
1

π1/4
exp{

√
2x′(α∗ + z∗)− x′2

2
− z∗2

2
− 2|α| cos θz∗ − |α|α∗ cos θ}

]

×
[

1

π1/4
exp{

√
2x(α+ z)− x2

2
− z2

2
− 2|α| cos θz − |α|α cos θ}

]

=
1

π1/2
exp

[
−1

2
(x2 + x′2) +

√
2(x′α∗ + xα)− 2|α|2 cos2 θ

]

× exp

[
−2|α| cos θ(z∗ + z)− (z2 + z∗2)

2
+
√
2(xz + x′z∗)

]
(2.74)

Una vez que hemos escrito el bracket en términos de la función generatriz, procedemos a
integrar. Como la integral es con respecto a z, solamente es necesario integrar la segunda
exponencial que aparece en G∗(z, x′)G(z, x):

∫
exp

[
−2|α| cos θ(z∗ + z)− (z2 + z∗2)

2
+

√
2(xz + x′z∗)

]
dµ(z)

=

∫ ∫
exp

[
−4q|α| cos θ − q2 + p2 +

√
2(x(q + ip) + x′(q − ip))

] exp(−q2 − p2)

π
dqdp

=
1

π

∫ ∫
exp

[
−4q|α| cos θ − 2q2 +

√
2q(x+ x′) +

√
2ip(x− x′)

]
dqdp

=
1

π
exp

[
2

(
(x+ x′)

2
√
2

− |α| cos θ
)2

]∫
exp

[
−2

(
q −

(
(x+ x′)

2
√
2

− |α| cos θ
))2

]
dq

×
∫

exp
[√

2ip(x− x′)
]
dp

=
1√
2π

exp

[
2

(
(x+ x′)

2
√
2

− |α| cos θ
)2

]∫
exp

[√
2ip(x− x′)

]
dp (2.75)
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Aśı que 〈x|x′〉 se convierte en:

〈x|x′〉 = 1√
2π

exp

[
−(x2 + x′2)

2
+

√
2(x′α∗ + xα)− 2|α|2 cos2 θ

]
(2.76)

× exp

[
2

(
(x+ x′)

2
√
2

− |α| cos θ
)2

]∫
exp

[√
2ip(x− x′)

]
dp

Al simplificar la parte que está fuera de la integral nos queda simplemente:

〈x|x′〉 = 1√
2π

exp

[
−(x− x′)2

4
+
√
2i|α| sin θ(x− x′)

] ∫
exp

[√
2ip(x− x′)

]
dp

=
1

2π

∫
exp

[
−(x− x′)2

4
+
(√

2|α| sin θ + k
)
i(x− x′)

]
dk (2.77)

Integrando ambos lados de esta expresión con respecto a x obtenemos:

∞∫

−∞

〈x|x′〉dx =
1

2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞

exp

[
−(x− x′)2

4
+
(√

2ω|α| sin θ + k
)
i(x− x′)

]
dxdk (2.78)

para realizar esta integral aplicamos un resultado ya conocido:

∞∫

−∞

exp

[
−1

2
ax2 + iJx

]
dx =

(
2π

a

)1/2

exp

(−J2

2a

)
(2.79)

aśı que:

∞∫

−∞

〈x|x′〉dx =
1√
π

∞∫

−∞

exp

(
−
(√

2|α| sin θ + k
)2

)
dk

= 1 (2.80)

obtenemos la propiedad de la delta de Dirac, usando la función generatriz para los ECG.

2.4.2. Relaciones de recurrencia

Como otra aplicación de la función generatriz podemos calcular relaciones de recurren-
cia para las funciones de onda. Para ello calculamos las parciales de la función generatriz
de dos formas:

G(z, x) =
1

π1/4
exp{

√
2x(α+ z)− x2

2
− z2

2
− 2|α| cos θz − |α|α cos θ} =

∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x)

∂G

∂z
=

[√
2x− z − 2|α| cos θ

]
G(z, x)

=
[√

2ωx− 2|α| cos θ
] ∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x)−

∞∑

n=0

zn+1

√
n!

Ψn,α(x)

=
[√

2ωx− 2|α| cos θ
] ∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x)−

∞∑

n=0

zn
√
n√

n!
Ψn−1,α(x) (2.81)
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también:

∂G

∂z
=

∞∑

n=0

nzn−1

√
n!

Ψn,α(x) =
∞∑

n=0

√
n+ 1zn√

n!
Ψn+1,α(x) (2.82)

igualando (2.81) y (2.82) obtenemos la primera relación de recurrencia:

√
n+ 1Ψn+1,α(x)−

[√
2x− 2|α| cos θ

]
Ψn,α(x) +

√
nΨn−1,α(x) = 0 (2.83)

Ahora calculamos las derivadas parciales de la función generatriz con respecto a x:

∂G

∂x
=

[√
2(α+ z)− x

] ∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x)

=
[√

2α− x
] ∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x) +

√
2

∞∑

n=0

zn+1

√
n!

Ψn,α(x)

=
[√

2α− x
] ∞∑

n=0

zn√
n!
Ψn,α(x) +

√
2

∞∑

n=0

zn√
n!

√
nΨn−1,α(x) (2.84)

∂G

∂x
=

∞∑

n=0

zn√
n!
Ψ′

n,α(x) (2.85)

igualando (2.84) y (2.85) obtenemos una segunda relación de recurrencia para las funciones
de onda de los ECG:

[√
2α− x

]
Ψn,α(x) +

√
2nΨn−1,α(x) = Ψ′

n,α(x) (2.86)

2.4.3. Relaciones de ortogonalidad

Usando las relaciones de recurrencia podemos obtener una ecuación diferencial de
segundo orden para las funciones de onda de los ECG a t = 0, a partir de la cual es
posible calcular relaciones de ortogonalidad.

Reescribimos las relaciones de recurrencia obtenidas en (2.83) y (2.86) como:

√
2(n+ 1)Ψn+1,α(x) +

[
−2x+ 2

√
2|α| cos θ

]
Ψn,α(x) +

√
2nΨn−1,α(x) = 0 (2.87)

[
−
√
2α+ x

]
Ψn,α(x)−

√
2nΨn−1,α(x) = −Ψ′

n,α(x) (2.88)

al sumarlas obtenemos:

Ψn+1,α =
−Ψn,α(x)√
2(n+ 1)

[
−x+ 2

√
2|α| cos θ −

√
2α

]
−

Ψ′
n,α(x)√
2(n+ 1)

(2.89)

si derivamos esta expresión nos queda:

Ψ
′

n+1,α(x) =
−Ψ′

n,α(x)√
2(n+ 1)

[
−x+ 2

√
2|α| cos θ −

√
2α

]
+

Ψn,α(x)√
2(n+ 1)

−
Ψ′′

n,α(x)√
2(n+ 1)

(2.90)
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Por otro lado, si en la relación de recurrencia (2.88) cambiamos n por n+1 y sustituimos
(2.89) obtenemos:

Ψ′
n+1,α(x) =

[√
2α− x

] [Ψn,α(x)
[
x− 2

√
2|α| cos θ +

√
2α

]
−Ψ′

n,α(x)√
2(n+ 1)

]

+
√
2(n+ 1)Ψn,α(x)

=
Ψn,α(x)√
2(n+ 1)

[
−4α|α| cos θ + 2α2 − x2 + 2

√
2x|α| cos θ + 2(n+ 1)

]

−
[√

2α− x
] Ψ′

n,α(x)√
2(n+ 1)

(2.91)

Igualando (2.90) y (2.91) y simplificando llegamos a:

Ψ′′
n,α(x)−

[
2
√
2|α|i sin θ

]
Ψ′

n,α(x) (2.92)

+Ψn,α(x)
[
−(x−

√
2|α| cos θ)2 + 2n+ 1− 2|α|2 sin2 θ

]
= 0 (2.93)

una ecuación diferencial de segundo orden. Es importante recalcar que esta ecuación es
satisfecha por las funciones de onda de los ECG a t = 0. Si la funciones de onda utilizadas
para calcular la funcion generatriz fueran las dependientes del tiempo, entonces debeŕıamos
recobrar la ecuación de Schrödinger, pero por simplicidad lo hemos hecho sin dependencia
temporal.

La ecuación diferencial que obtuvimos no es autoadjunta, es decir no puede ser escrita
en la forma:

− d

dx

[
p(x)

d

dx
y(x)

]
+ q(x)y(x) = λw(x)y(x) (2.94)

De la teoŕıa de ecuaciones diferenciales sabemos que toda ecuación diferencial de la forma

P (x)
d2y

dx
+Q(x)

dy

dx
+R(x)y = 0 (2.95)

puede hacerse audtoadjunta mediante una función definida como e
∫
Q(x)/P (x)dx. En este

caso la función es:

exp{−2
√
2ix|α| sin θ}

El hecho de que una ecuación diferencial sea autoadjunta, nos permite establecer la si-
guiente relación de ortogonalidad entre las diferentes soluciones que la satisfacen:

∞∫

−∞

e−2
√
2ix|α| sin θΨm,α(x)Ψn,α(x) = 0

Para hallar una relación de ortogonalidad entre las mismas funciones de onda escribamos
la función generatriz de la siguiente manera:

G(z, x) = A exp

{√
2xα− x2

2
+
√
2xz

}
exp

{
−z2

2
− 2|α| cos θz

}
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donde A =
(
1
π

)1/4
exp {−|α|α cos θ}

Luego calculamos:

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}
G(z, x)G(t, x)

=
∞∑

m=0,n=0

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}
Ψm,α(x)Ψn,α(x)

zm

m!

tn

n!
(2.96)

Al integrar esta relación sobre x de −∞ a ∞, los términos cruzados de la doble suma se
van a cero debido a la propiedad de ortogonalidad entre diferentes funciones de onda, lo
que reduce la expresión (2.82) a:

∞∫

−∞

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}
G(z, x)G(t, x)dx (2.97)

=
∞∑

n=0

(zt)n

n!n!

∞∫

−∞

exp
{
−2

√
2xi|α| sin θ

}
[Ψn,α(x)]

2 dx (2.98)

Calculamos la integral del lado izquierdo:
∞∫

−∞

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}
G(z, x)G(t, x)dx

= A2

∞∫

−∞

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}

× exp

{
2
√
2xα− x2 +

√
2x(z + t)− z2 + t2

2
− 2|α| cos θ(z + t)

}
dx

= A2

∞∫

−∞

exp

{
−1

2

(√
2x− (z + t)

)2
+ 2|α| cos θ

(√
2x− z − t

)
+ zt

}
dx

= A2

∞∫

−∞

exp

{
−1

2
u2 + 2|α| cos θu

}
ezt

du√
2

(2.99)

= e−2|α|2i cos θ sin θ
∞∑

n=0

(zt)n

n!

Por lo tanto:

e−2|α|2i cos θ sin θ
∞∑

n=0

(zt)n

n!
=

∞∑

n=0

(zt)n

n!


 1

n!

∞∫

−∞

exp
{
−2

√
2ix|α| sin θ

}
[Ψn,α(x)]

2 dx




Igualando potencia a potencia de cada lado de la sumatoria, obtenemos una relación de
ortogonalidad para las mismas funciones de onda:

∞∫

−∞

e−2
√
2ix|α| sin θ [Ψn,α(x)]

2 = n!e−2|α|2i cos θ sin θ



Caṕıtulo 3

La función de Wigner

En este caṕıtulo utilizaremos la función de Wigner (que abreviaremos por FW) para
calcular la densidad de probabilidad de un estado coherente en tres casos: el oscilador
armónico, el oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme y una part́ıcula en un
pozo cuadrado infinito. Después, aplicando las condiciones encontradas en el caṕıtulo 1
(para que una función sea una solución de la ecuación de Schrödinger) encontraremos la
fase correspondiente, lo cual nos permitirá escribir la función de onda del estado coherente
en esos tres casos.

3.1. Generalidades sobre la función de Wigner

Con el objetivo de establecer correcciones cuánticas a la mecánica estad́ıstica clásica,
E. Wigner introdujo en 1932 (ver [22]) una función que relacionaba la función de onda
que aparece en la ecuación de Schrödinger con una cuasidistribución de probabilidad en
el espacio fase.

Tiempo después de que fuera propuesta, la función de Wigner fue reconocida como
una parte fundamental de la formulación de la mecánica cuántica en el espacio fase, ya
que permite establecer un mapeo entre operadores en el espacio de Hilbert y funciones en
el espacio fase.

La descripción de la mecánica cuántica en el espacio fase tuvo sus inicios en los trabajos
de H. Weyl, quien en 1927 introdujo una correspondencia entre funciones definidas en este
espacio y operadores en el espacio de Hilbert (ver [21]), la cual constituye el mapeo inverso
de la función de Wigner (ver [2])

Una de las propiedades interesantes de la función de Wigner que utilizaremos en este
caṕıtulo, es que para potenciales a lo más cuadráticos (ver [20]):

V (x) = αx2 + βx+ γ (3.1)

su evolución temporal se puede obtener a partir de las soluciones clásicas del sistema, es
decir:

W (x, p, t) = W0 (x0(x, p, t), p0(x, p, t)) (3.2)

donde x0(x, p, t), p0(x, p, t) son las coordenadas del punto en el espacio fase, en el cual una
part́ıcula clásica tendŕıa que estar al tiempo t = 0, para llegar al punto (x, p) al tiempo t.

Esto se deriva del hecho de que su ecuación de evolución temporal se reduce a la
ecuación de Liouville clásica para potenciales a lo más cuadráticos.
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Otra propiedadad que utilizaremos en esta sección es que, la densidad de probabilidad
en x o p, se obtiene integrando la función de Wigner con respecto a p o x, respectivamente.
Por ejemplo, la densidad de probabilidad en el espacio de posiciones se obtiene calculando∫
Wd(x, p, t)dp = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t).

A continuación calculamos la función de Wigner para el estado base de una part́ıcula
en un pozo infinito, a partir de la cual intentaremos obtener la densidad de probabilidad
del estado base.

3.2. FW para una part́ıcula en un pozo infinito

Para un estado puro, la función de Wigner se define de la siguiente forma (ver [20]):

W (x, p) =
1

2π

∫
e−ipyΨ(x+ y/2)Ψ∗(x+ y/2)dy

En el caso de una part́ıcula en un pozo infinito:

V (x) =

{
0 0 < x < a
∞ x < 0, x > a

(3.3)

Las funciones de onda son:

Ψn =

√
2

a
sin

(nπ
a
x
)
, n = 1, 2, 3...

donde a es el ancho del pozo.

La función de Wigner correspondiente es:

W (x, p) =
1

πa

∫
e−ipy sin

(nπ
a

(x+ y/2)
)
sin

(nπ
a

(x− y/2)
)
dy (3.4)

=
2

πa

∫
e−2iby′ sin

(
n′(x+ y′)

)
sin

(
n′ (x− y′

))
dy′

donde b = p, y′ = y/2 y n′ = nπ
a

Los ĺımites de integración para la variable y′, están determinados por la condición de
que el argumento de la función seno se encuentre en el intervalo [0, a], es decir, por las
condiciones:

0 ≤ x+ y′ ≤ a (3.5)

0 ≤ x− y′ ≤ a (3.6)

Para que se satisfaga la primera condición, y′ debe estar en el intervalo [−x, a− x] y para
que se satisfaga la segunda condición y′ debe estar en el intervalo [x− a, x]. Como ambas
condiciones deben ser satisfechas, la intersección de estos dos intervalos será el dominio que
tome la variable y′. Dicha intersección depende de los valores que tome x. Si x está en el
intervalo [0, a/2], la intersección es [−x, x] y si x está en el intervalo [a/2, a] la intersección
es [x− a, a− x].

Una vez aclarados los ĺımites de integración, procedemos a calcular la función de Wig-
ner:
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Para x en [0, a/2]:

W (x, p) =
2

πa

x∫

−x

e−2iby′ sin
(
n′(x+ y′)

)
sin

(
n′ (x− y′

))
dy′

=
2

πa

x∫

−x

{
cos(2by′)− i sin(2by′)

}
sin

(
n′(x+ y′)

)
sin

(
n′ (x− y′

))
dy′ (3.7)

Para evaluar las integrales desarrollamos:

sin
(
n′(x+ y′)

)
= sin(n′x) cos(n′y′) + cos(n′x) sin(n′y′) (3.8)

Desarrollamos la primera integral de (3.7)

x∫

−x

cos(2by′) sin
(
n′(x+ y′)

)
sin

(
n′ (x− y′

))
dy′

=

x∫

−x

cos(2by′)[sin2(n′x) cos2(n′y′)− cos2(n′x) sin2(n′y′)]dy′

= sin2(n′x)

x∫

−x

cos(2by′) cos2(n′y′)dy′ − cos2(n′x)

x∫

−x

cos(2by′) sin2(n′y′)dy′

=
sin(2x(b− n′))

4(b− n′)
+

sin(2x(b+ n′))
4(b+ n′)

− cos(2n′x) sin(2bx)
2b

(3.9)

Como la función de Wigner debe ser una función real, entonces la segunda integral que
aparece en (3.7) debe ser cero, como puede verificarse. Por lo tanto, la función de Wigner
en [0, a/2] es:

W (x, p) =
2

πa

{
sin(2x(p− nπ

a ))

4(p− nπ
a )

+
sin(2x(p+ nπ

a ))

4(p+ nπ
a )

− cos(2nπ
a x) sin(2px)

2p

}
(3.10)

para x en [a/2, a], solo cambiamos x por x′ = a−x en el resultado anterior. Este resultado
ya ha sido calculado anteriormente (ver [1]).

A continuación trataremos de obtener un estado coherente para el estado base de este
pozo (n = 1) con a = π para simplificar los cálculos.

Desplazemos por una cantidad c la función de onda del estado base.

Suponiendo que 0 < c < π/2, entonces la función de Wigner para cada intervalo es:

Para c < x < π/2 + c < π:

W (x, p) =
2

π2

{
sin(2 (x− c) (p− 1))

4(p− 1)
+

sin(2 (x− c) (p+ 1))

4(p+ 1)

}

− 2

π2

{
cos(2 (x− c)) sin(2p (x− c))

2p

}
(3.11)
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Figura 3.1: Función de Wigner para el estado base de un pozo infinito desplazado una
cantidad c = 0,1 en el intervalo a)[0, π/2] y b)[π/2, π]

Para π/2 + c < x < π:

W (x, p) =
2

π2

{
sin(2 (π − x+ c) (p− 1))

4(p− 1)
+

sin(2 (π − x+ c) (p+ 1))

4(p+ 1)

}

− 2

π2

{
cos(2 (π − x+ c)) sin(2p (π − x+ c))

2p

}
(3.12)

En el caso en que c > π/2 (c+ π/2 > π), la función de Wigner será simplemente para
el intervalo c < x < π:

W (x, p) =
2

π2

{
sin(2 (x− c) (p− 1))

4(p− 1)
+

sin(2 (x− c) (p+ 1))

4(p+ 1)

}

2

π2

{
−cos(2 (x− c)) sin(2p (x− c))

2p

}
(3.13)

De forma similar podemos obtener la función de Wigner para un estado excitado
desplazado.

Para saber cómo evolucionan en el tiempo estos estados necesitamos calcularW (x, p, t).
En el caso de la part́ıcula en un pozo la solución clásica es:

Para el intervalo 0 < t < π−x0
p0

x0 = x− pt

p0 = p (3.14)

Para el intervalo π−x0
p0

< t < 2(π−x0)
p0

:

x0 = 2π − x− pt

p0 = p (3.15)

A pesar de que podemos escribir la evolución temporal de la función de Wigner para
cada caso, como W (x, p, t) = W (x0(x, p, t), p0(x, p, t)) obtener la densidad de probabili-
dad no es sencillo, debido a las integrales que deben calcularse. Por lo tanto no siempre
será conveniente calcular la densidad de probabilidad de un estado utilizando la función
de Wigner.
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3.3. FW para el estado coherente de un oscilador armónico

En el caso del estado base del oscilador armónico la función de onda correspondiente
es:

Ψ0(x) =
1
4
√
π
e−x2/2

Aśı que la función de Wigner para el estado base del oscilador armónico es:

W (x, p) =
1

2π

∫
e−ipy 1√

π
e−(x+y/2)2/2e−(x−y/2)2/2dy

=
1

π
exp

(
−x2 − p2

)
(3.16)

Con el fin de obtener el estado coherente, consideremos la función de onda del estado base
del oscilador armónico desplazada por una cantidad b. La función de Wigner de este estado
desplazado es:

Wd(x, p) =
1

π
exp

(
−(x− b)2 − p2

)
(3.17)

Para el caso del oscilador armónico clásico la evolución temporal en el espacio fase es
descrita por las ecuaciones:

x0 = x cos t− p sin t (3.18)

p0 = p cos t+ x sin t (3.19)

donde x y p son los valores de la posición y el momento al tiempo t y x0 y p0 son los
valores al tiempo t = 0

Aśı que la evolución temporal para la función de Wigner del caso del oscilador armónico
está dada por:

W (x, p, t) = W0 (x cos t− p sin t, p cos t+ x sin t) (3.20)

por lo tanto, en el caso del estado base desplazado, la evolución temporal de la FW es:

Wd(x, p, t) =
1

π
exp

(
− (x cos t− p sin t− b)2 − (p cos t+ x sin t)2

)
(3.21)

la cual puede escribirse de forma simplificada como:

Wd(x, p, t) =
1

π
exp

(
− (x− b cos t)2 − (p+ b sin t)2

)
(3.22)

Como es apreciable de la expresión de la función de Wigner, después de integrar, vamos
a obtener como densidad de probabilidad una función gaussiana que oscila.

Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) =
1√
π
exp

(
−(x− b cos t)2

)
(3.23)

De la misma forma en que se obtiene la función de Wigner para un estado coherente,
podemos encontrarla para un estado coherente generalizado, simplemente desplazando la
función de Wigner de un eigenestado del oscilador armónico y encontrando su evolución
temporal.

Por ejemplo, para el primer estado excitado la función de onda es:

Ψ1(x) =
1
4
√
π

√
2xe−x2/2 (3.24)
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Figura 3.2: Función de Wigner para un estado coherente a diferentes tiempos. El paráme-
tro usado es b = 6

aśı que su función de Wigner es:

W (x, p) =
1

π
√
π

∫
e−ipy

(
x2 − y2/4

)
e−(x+y/2)2/2e−(x−y/2)2/2dy (3.25)

=
1

π

{
2x2 + 2p2 − 1

}
exp

(
−x2 − p2

)
(3.26)

Si desplazamos el estado excitado por una cantidad b, la función de Wigner es:

Wd(x, p) =
1

π

{
2 (x− b)2 + 2p2 − 1

}
exp

(
−(x− b)2 − p2

)
(3.27)

y su evolución temporal está dada por:

Wd(x, p, t) =
1

π

{
2 (x cos t− p sin t− b)2 + 2 (p cos t+ x sin t)2 − 1

}

× exp
(
− (x cos t− p sin t− b)2 − (p cos t+ x sin t)2

)
(3.28)

Para simplicar esta expresión, solo es necesario simplificar el primer factor, ya que el
argumento de la exponencial es el mismo que aparece en el estado base desplazado:

Wd(x, p, t) =
1

π

{
−1 + 2 (p+ b sin t)2 + 2 (x− b cos t)2

}

× exp
(
− (x− b cos t)2 − (p+ b sin t)2

)
(3.29)

En este caso la densidad de probabilidad en x es:

∫
Wd(x, p, t)dp =

1√
π

{
−1 +

2

(x− b cos t)

}
exp

(
−(x− b cos t)2

)
(3.30)

3.4. FW para un oscilador armónico en un campo eléctrico

uniforme

Con el objetivo de aprovechar el resultado referente a la evolución temporal de la
función de Wigner para potenciales a lo más cuadráticos, desarrollaremos a continuación
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Figura 3.3: Función de Wigner para un estado coherente generalizado a diferentes tiempos.
El parámetro usado es b = 6

el caso de un oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme, en el que el potencial
está dado por:

V (x) =
x2

2
− qξx (3.31)

Las soluciones clásicas de este potencial están dadas por las siguientes expresiones:

x0 = (x(t)− qξ) cos t− p(t) sin t+ qξ (3.32)

p0 = (x(t)− qξ) sin t+ p(t) cos t (3.33)

Por lo tanto la evolución temporal de la función de Wigner obedece:

W (x, p, t) = W0 ((x(t)− qξ) cos t− p(t) sin t+ qξ, (x(t)− qξ) sin t+ p(t) cos t) (3.34)

La solución cuántica para este potencial se obtiene notando que el hamiltoniano:

Ĥ =
p̂2

2
+

x̂2

2
− qξx̂ (3.35)

puede escribirse como el hamiltoniano del oscilador más una constante:

Ĥ =
p̂2

2
+

1

2
(x̂− qξ)2 − q2ξ2

2
(3.36)

Por lo tanto las funciones de onda de este hamiltoniano (Ψ
′

n(x)) y las enerǵıas (E
′

n) están
relacionadas con las del oscilador armónico (Ψn(x), En) de la siguiente manera:

Ψ
′

n(x) = Ψn (x− qξ) (3.37)

E
′

n = En − q2ξ2

2
=

(
n+

1

2

)
− q2ξ2

2
(3.38)

Aśı que el estado base de este sistema tiene la forma:

Ψ′
0(x) =

1
4
√
π
exp

(
−1

2
(x− qξ)2

)
(3.39)

La función de Wigner para este estado, es idéntica a la del estado base del oscilador
armónico solamente desplazada por una cantidad β = qξ:

W (x, p) =
1

π
exp

(
−(x− β)2 − p2

)
(3.40)
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Figura 3.4: Función de Wigner para el estado coherente de un oscilador armónico en un
campo eléctrico uniforme, a diferentes tiempos. Los parámetro usados son b = 6 y β = 1.

Aśı, para un estado desplazado la función de Wigner es:

Wd(x, p) =
1

π
exp

(
−(x− β − b)2 − p2

)

con evolución temporal:

Wd(x, p, t) =
1

π
exp

(
− [(x− qξ)− b cos(t)]2 − [p+ b sin (t)]2

)
(3.41)

Aśı que los estados coherentes de un oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme,
tienen un doble desplazamiento como puede apreciarse en las gráficas:

3.4.1. Determinación de la fase

Para construir la función de onda del estado coherente, una vez que conocemos la
densidad de probabilidad del estado base desplazado, necesitamos calcular la fase S. Para
ello, solo sustituimos la densidad calculada en las ecuaciones encontradas en el caṕıtulo 1.

Para el caso del oscilador armónico, vemos que, al calcular ρ utilizando la función
de Wigner hallamos también la función y(t). Esto puede considerarse como una ventaja,
ya que, como vimos en el caṕıtulo 1, determinar esta función a partir de las ecuaciones
diferenciales que debe satisfacer un estado desplazado no es sencillo.

Para el caso del oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme tenemos una den-
sidad de probabilidad dada por:

ρ(x, t) =
1√
π
exp

(
− (x− qξ − b cos t)2

)
(3.42)

Para este caso las ecuación (1.5) queda como:

− 1

2

∂2S

∂x2
+
(
x′ − y (t)

) ∂S
∂x

=
.
y(x′ − y(t)) (3.43)

donde x′ = x− qξ y y(t) = b cos t.

Esta ecuación se soluciona haciendo la sustitución p = ∂S
∂x :

p′ + up = u
.
y (3.44)
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donde u(x) = 2(y − x′). El factor de integración es:

µ(x) = e
∫
u(x)dx = e(y+qξ)2e−(x−(y+qξ))2 (3.45)

luego:

µp =

∫
µu(x)

.
ydx = 2

.
yey

′2

∫ (
y′ − x

)
e−(x−y′)2 .

ydx (3.46)

=
.
yey

′2
e−(x−y′)2 + c(t)

donde y′ = y + qξ y c(t) es una constante que depende únicamente de t.
Por lo tanto:

S(x, t) =
.
yx+ C1(t)e

(x−y′)2 (3.47)

donde C1(t) = c(t)e−y′2

Al sustituir esta fase en la segunda ecuación diferencial que se debe satisfacer, encon-
tramos que C1(t) debe ser igual a cero, mientras que la constante C2(t) es la misma que
en el caso del oscilador armónico:

C2(t) = −1

2

.
y(t)y(t) +

1

2

.
y(0)y(0)− t

2
(3.48)

Por lo tanto la función de onda para el estado coherente de un oscilador armónico en un
campo eléctrico uniforme es:

Ψ(x, t) =
1√
π
exp

(
−1

2
(x− qξ − y(t))2

)
ei

.
yxe−

i
2 [

.
y(t)y(t)− .

y(0)y(0)]e−
it
2 (3.49)



Conclusiones

En algunos art́ıculos y libros (ver [4],[19]) se define un estado coherente como el eigen-
vector de un operador de aniquilación. Si bien esta definición es útil para obtener estados
coherentes de manera sistemática, no permite apreciar sus caracteŕısticas f́ısicas.

Con tal objetivo, en este trabajo hemos seguido y extendido el esquema que se presenta
en [6] para calcular la función de onda de un estado coherente y de un estado coherente
generalizado para un oscilador armónico, el cual parte de la idea que se tiene para un
estado coherente como aquél que tiene una densidad de probabilidad tipo estado base
pero que se desplaza siguiendo una trayectoria y(t). Sin embargo hemos observado que
determinar dicha trayectoria a partir de las ecuaciones de Schrödinger no es sencillo.

Hemos revisado también las diferentes propiedades que tienen los ECG y atendiendo
a las caracteŕısticas que comparten con las eigenfunciones del hamiltoniano del oscilador
armónico construimos una función generatriz para sus funciones de onda, la cual hemos
aplicado para obtener relaciones de ortogonalidad entre ellas, al tiempo t = 0.

Finalmente, hemos revisado cómo hallar la trayectoria que debe seguir la densidad de
probabilidad de un estado coherente, al menos para potenciales cuadráticos, utilizando la
función de Wigner, lo cual nos permitió calcular estados coherentes y a la vez generalizados
para el oscilador armónico en un campo eléctrico uniforme. Sin embargo también hemos
hallado dificultades para calcular las integrales que aparecen, como lo observamos en el
caso de la part́ıcula en un pozo infinito.

La ventaja de tener la función de Wigner para un estado cuántico radica en que
esta representación permite analizar otras caracteŕısticas del estado base, por ejemplo,
los estados comprimidos pueden obtenerse a partir de tranformaciones canónicas sobre la
densidad de Wigner del estado base del oscilador armónico (ver [8]).

Como trabajo posterior se pueden calcular densidades de probabilidad para otros po-
tenciales, no necesariamente cuadráticos, utilizando la función de Wigner y también obte-
ner los estados comprimidos en la representación de Wigner para los casos ya analizados.
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