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Resumen

En este trabajo hacemos una revisién sobre las principales caracteristicas de los estados
coherentes generalizados reportadas en la literatura y construimos una funcién generatriz
para sus funciones de onda, a partir de la cual calculamos relaciones de ortogonalidad
entre ellas.



Introduccion

Los estados coherentes fueron descubiertos en 1926 por Schrodinger (ver [I7]) cuando
buscaba soluciones al oscilador armoénico cudntico que tuvieran un comportamiento lo més
cercano posible a las soluciones clasicas del sistema.

Estos estados alcanzaron su popularidad cuando Glauber, en 1963, los utilizé de manera
exitosa para describir el fenémeno de coherencia de la luz. Siendo él quien les dié el nombre
de estados coherentes.

Después del trabajo de Glauber, se encontraron aplicaciones para los estados coherentes
en areas como la comunicacién éptica, computacién cudntica, entre otras (ver [10]).

A partir de 1950 los estados coherentes tuvieron un auge en la teoria de representa-
cién de grupos (ver [5],[9],[13],[14]). En 1954, I. R. Senitzky (ver [I§]) demostré que una
generalizacion de los estados coherentes, correspondia a desplazar algin eigenestado del
oscilador armoénico de modo que su densidad de probabilidad oscilara de acuerdo a una
trayectoria cldsica.

En este trabajo estudiaremos las principales caracteristicas de los estados coheren-
tes generalizados que propuso Senitzky. Estos estados son interesantes porque combinan
propiedades de eigenestado y estado coherente.

En el capitulo 1 calculamos la funcién de onda de un estado coherente bajo el es-
quema propuesto en la referencia [6]. A diferencia del procedimiento que se presenta en
esta referencia, mostramos explicitamente como obtener la funciéon de onda hallada por
Schrédinger. También hacemos una revisién de las principales caracteristicas reportadas
en la literatura para los estados coherentes (ver [5],[6],[15],[19]) como saturacién de la
desigualdad de Heisenberg, relacion con el grupo de Heisenberg-Weyl y completez.

En el capitulo 2 extendemos las ideas desarrolladas en el capitulo previo, para calcular
la funcién de onda de un estado coherente generalizado y hacemos una revisién sobre
algunas de sus propiedades reportadas en la literatura (ver [14],[I5]). Ademds, en este
capitulo proponemos y mostramos la construccién de una funcién generatriz para las
funciones de onda de los estados coherentes generalizados, a partir de la cual obtenemos
relaciones de ortogonalidad entre ellas.

En el capitulo 3 revisamos cémo puede obtenerse la forma en la que se desplaza la
densidad de probabilidad de un estado coherente a partir de la funcién de Wigner (ver
[20]). Especificamente calculamos la funcién de Wigner para el estado base de un oscilador
armonico, un oscilador armoénico en un campo eléctrico uniforme y una particula en un
pozo infinito.



Capitulo 1

Estados coherentes del oscilador
armonico

En este capitulo calculamos la funcién de onda de un estado coherente bajo el es-
quema propuesto en la referencia [7]. A diferencia del procedimiento que se presenta en
esta referencia, mostramos explicitamente como obtener la funciéon de onda hallada por
Schrodinger.

1.1. Funcidon de onda del estado coherente

Cualquier funciéon compleja de & y t puede escribirse como:

U (&, t) = +/p(Z,t)exp [Zs(}f’t)] (1.1)

con p una funcién positiva y S una funcién real. Si sustituimos esta funcién en la ecuacién
de Schrodinger, obtenemos (ver [19]):

|0 i _0S
" [at\/ﬁ * h\/ﬁat}

- ;Zj [V2ﬁ+ (i:) (V) -(VS) — AV + (;) ﬁv25] VoV (1.2)

Al separar la parte real e imaginaria, vemos que, para que la funcién propuesta sea una
solucién de la ecuacién de Schrodinger, p y S deben satisfacer dos ecuaciones diferenciales:

—h?_, 1 ) a8
Sy V VP E 5 VRIVST VPV o =0 (1.3)
P v vs) - s —nl o (1.4)

Multiplicando (1.4) por 1/,/p, reconocemos que esta ecuaciéon corresponde a la ecuacion

de continuidad: 5
p .
—_— . pu— ]-'
D +V.j=0 (1.5)

conj:%.
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Mientras que (1.3), en el limite clasico (A — 0), se convierte en la ecuacién de Hamilton-
Jacobi:

~h*V%/p

b

Por lo tanto, encontrar una solucién para la ecuacién de Schrodinger, es equivalente a
encontrar p y S que satisfagan la ecuacion de continuidad y una ecuacion que en el limite
corresponde a la de Hamilton-Jacobi. A continuacién utilizaremos este hecho para calcular
la funcion de onda del estado coherente del oscilador arménico en una dimension, partiendo
de la idea que tenemos para un estado coherente, como aquel estado cuya densidad de
probabilidad coincide con la del estado base pero que se desplaza sin deformarse. En los
célculos posteriores utilizaremos A = 1,m =1 y w = 1 por comodidad.

1 ) oS
—_— = 1.
+ 5 VSV 5 =0 (1.6)

Consideremos la siguiente funcién:

U(z,t) = Aexp {—; [z — y(t)]z} etS@) (1.7)

donde S es una funcién real, y una funcién que depende solamente del tiempo y A una
constante de normalizacién. Como podemos notar, el médulo al cuadrado de esta funcion,
corresponde a la densidad de probabilidad del estado base del oscilador armdnico despla-
zada por una cantidad y(¢). Nos gustaria obtener la forma de las funciones y(t) y S(z,t).
Como queremos que esta funciéon de onda corresponda a un estado accesible del sistema,
entonces debe satisfacer la ecuacién de Schrodinger.

Aplicando lo anterior, obtenemos que, para que ¥ sea solucién, Sy y(t) deben satisfacer
las siguientes ecuaciones:

10%S oS .
_ -z ) = (p— 1.8
5,2 Ty =@ -y (1.8)
1 /05\2 y? oS 1
— | = — = - 1.9
2 <3x> T ot 2 (19)
donde el punto indica derivada con respecto al tiempo.
Para resolver la primera ecuacion hacemos la sustitucién p = g—i, lo cual permite
obtener una ecuacién diferencial de primer orden no homogénea:
P +q(z)p = q(a)y (1.10)

donde ¢(z) = 2(y — x) y la prima indica derivada parcial con respecto a z.
Para resolver esta ecuacién inhomogénea calculamos el factor de integracion p(z):

p(z) = el 1@dr — oy o= (@-y)? (1.11)

tal que:
(1p)" = p(@' +qp) = p [q(x)y} (1.12)
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entonces:
/W=/MM@QM
— /63’2(3_(95_?4)2 [2(y — x)y} dx

= —2ye¥’ /gve_(:”’_?”)zdav—i—2yj;ey2 /e_(‘”_y)de
—(z—y)?
: 2
— eVt |
= ge¥ e (v’ 4 c(t) (1.13)
donde ¢(t) agrupa todas las constantes que salen en la integracién y es una funcién que
depende solamente del tiempo. En la referencia [6], la constante ¢(t) se hace cero sin dar

alguna justificacion.
Por lo tanto:

p= E ['6?426_(3”_74)2 + Cl(t)] =y+ 0(25)6_3’2@(3”_1’)2 (1.14)
w
es decir
S(z,1) = g + Ca(t) / 2 4 4 Co(t) (1.15)

donde C(t) = c(t)e V",
A continuacién sustituimos la funcién S(x,t) en la segunda ecuacién diferencial que
también se debe satisfacer:

2 2
y 1/oS\" 0SS 1
Wty (m) =9 2 (1.16)
yQ 2 , 2 ) . , .-
5+ 7162@*9) +ay— 5 =—yr = C1(t) eV dp — 5~ Ca(t) (1.17)

como podemos notar, determinar y(t),Cy y Co a partir de esta ecuacién, no es sencillo.
Para resolverla impondremos como condicién que la densidad de probabilidad se mueva
siguiendo la trayectoria de un oscilador arménico clésico (en el capitulo 3 veremos cémo
utilizando la funcién de Wigner para calcular la densidad de probabilidad, es posible
obtener y(t) para potenciales a lo més cuadraticos), es decir que y(t) satisfaga la siguiente
ecuacion:

y+y=0 (1.18)
con ello, la expresién (1.17) se reduce a:
92 y2 . 1 C? 2 : 2
TG G+ = 7?162@_@ —C1(t) / @Y dy (1.19)

La unica manera de que se satisfaga esta ecuacién, es que C}(t) sea cero, ya que las
funciones y(t) y C son funciones exclusivas de ¢.
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Con esto, la expresiéon (1.19) se convierte en una ecuacién diferencial que permite
determinar la constante de integracion Co:

o= 5 —i)
L)
L, ) (120
por lo tanto
Olt) = —5i0)y(t) + 53(0)(0) — ¢ (121)

Asi que la funcién de onda de un estado desplazado del estado base del oscilador armoénico

es:
1 1 IR U1 . o
\If(l‘,t) = — exp {_ [gj - y(t)]Q} ezmy(t)e 3 [y(t)y(t) y(O)y(O)]e 2t (122)
wi/4 2

Si calculamos el valor esperado de la posiciéon y momento en este estado:

(e o]

(x) = /x|‘1i(x,t)|2dx = y(t) (1.23)
o) = [ {in-@-v®)} v 0P ds = 50 (1:24)

podemos reescribir la funcién de onda del estado coherente como:

1 1 , 1
U(z,t) = —i71 &P {—2 [z — (x)}z} el =3 @)~ % (1.25)

donde hicimos »(0) = 0

1.2. Propiedades de los estados coherentes

A continuacién hacemos una revision de las principales caracteristicas que son repor-
tadas en la literatura para los estados coherentes (ver [5], [6], [15], [19]):
1.2.1. Eigenvectores del operador de aniquilacion

Utilizando la notacién de Dirac se encontrd que la misma funcion de onda que hallé Schrédin-
ger (ver [17]) para un estado coherente (estado que se etiquetara por |a)), es obtenida para
un eigenvector del operador de aniquilacion que se define de la siguiente manera:

Lo
= 7 (z +1ip) (1.26)
ala) = o|a) (1.27)

donde « es un nimero complejo.
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Estos eigenvectores se expresan comunmente en términos de los eigenestados del ha-
miltoniano del oscilador arménico:

o n
2 «
la) = 12N Z_jp) (1.28)
nz:%\/n!
y tienen la siguiente evolucion temporal:
0o )
—it/2_—|af? (ae™™)" —it)2) . —it
o, ) = e 712102 ") = 72| ae ) (1.29)
vn!
n=0

La funcién de onda que se calcula a partir de las expresiones anteriores para un eigenvector
del operador de aniquilacién es:

¥ot) = e {3 lo - (@ ) B0l (1.30)
ml/4 2
donde
(a, t|T]a, t) = V2|a| cos(t — 6) (1.31)
(o, t|plev, t) = —Vv/2|a sin(t — 6) (1.32)

que en efecto coincide con la funcién de onda hallada para el estado base desplazado.

1.2.2. Saturacién de la desigualdad de Heisenberg

Otra caracteristica de los estados coherentes es que saturan la desigualdad de Heisen-
berg, como a continuacién se prueba:

1 2 1
(il t) = S a1 (a+a*) jast) = S et (a2 +a2+1+ 2a*a) v, £)

1
= 2|a|? cos?(t — 6) + 5 (1.33)
2 gy = L f_a) 1 12 4 52 e
(o, t|p*|an t) = —2<a,t] (a —a) la,t) = —=(a, t] (a +a°—1-2a a> o, t)

— oaf? sin(t — 0) + % (1.34)

Luego:
(AF)?) = (32) — ()2 = 2|af2 cos2(t — 0) + % — 9laf2cos2(t — ) = % (1.35)
(A5P) = () — () =2l sin®(t — ) + L —2Aafs’(t—0)= 5 (130

asi que:

~\2 ~ 2 1

(AZ)")(AP)7) = (1.37)

Este resultado es de esperarse, ya que los estados coherentes son el estado base del
oscilador arménico desplazado, el cual también satura la desigualdad.

La desigualdad de Heisenberg se considera como una medida de qué tan cldsico es un
estado, como los estados coherentes la saturan se dice que son los estados mas clasicos
posibles.
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1.2.3. Operador de Desplazamiento

Como se observé en la seccién 1.1, la densidad de probabilidad de un estado coherente
corresponde a la del estado base de un oscilador arménico con el origen desplazado. Esta
propiedad se puede describir mediante la accién de un operador que se encarga de desplazar
al estado base, como es mostrado a continuacién:

De acuerdo con la ecuacién (1.28) el estado coherente puede expresarse en términos de
los eigenestados |n) de la siguiente manera:

= e loP /2Zf]n (1.38)

Ya que los eigenestados |n) pueden ser generados por el operador de creacidn, |n) =
(&T)n /vn!|0), podemos escribir esta iltima expresic’)n como:

ool /zz\/i - ,0 ¢~ lal /2 0@t ) (1.39)
y como se cumple: .
exp(-aa)jo) =3 D 0y = o (1.40)
n=0 '
entonces podemos escribir la ecuacién (1.36) como:
o) = <e—\al2/2eaﬁ*e—a*a) 10) = D(a)|0) (1.41)

Para reunir las exponenciales que forman al operador D(«) utilizamos la férmula de Baker-
Hausdorff, la cual enuncia que para dos operadores A y B, tales que:

[4,B],A] = [[4,B), B] = 0 (1.42)
se cumple:
GA+B _ —IAB]/2 A B (1.43)
Para nuestro caso definimos A = aal y B = —a*@, los cuales cumplen:
[[A, B], A] = [\a\zL aaq =0 (1.44)
[[A,B],B] = [|a]*I,—a*a] =0 (1.45)
Asi que:
D(a) = e loP/2g0a" g=a"d _ odl—a'a (1.46)

los estados coherentes pueden obtenerse a partir de la aplicaciéon de un operador de despla-
zamiento. Lo interesante del operador D(«), es que es un elemento del grupo de Heisenberg-
Weyl.

El grupo de Heisenberg-Weyl, esta formado por operadores de la forma:

G =e'texp (aaT - a*&) (1.47)

donde t es un parametro real y o un nimero complejo. Cuando los elementos de este grupo
actiian sobre un vector fijo del espacio de Hilbert, por ejemplo |fy) = |0), se obtiene el
conjunto ordinario de estados coherentes, cuando elegimos cualquier otro eigenestado, se
obtienen los estados coherentes generalizados.
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1.2.4. Completez

Los estados coherentes forman un conjunto sobrecompleto:

=1 /d%@) (@l (1.48)

™

(|82 = ele=AF (1.49)

Estas propiedades son de interés en ()ptica cuantica, ya que gracias a ellas es posible
construir una funcion de distribucién en el espacio fase (ver [20]). Como veremos en el
capitulo 3, las funciones de distribucién en el espacio fase (en nuestro caso trataremos
solamente con la distribucién de Wigner) son de gran utilidad en mecénica cuantica, ya
que permiten ilustrar las propiedades de los estados cudnticos asi como calcular valores
esperados de diferentes observables.



Capitulo 2

Estados coherentes generalizados

En este capitulo extendemos las ideas presentadas en el capitulo anterior, para calcular
la funcién de onda de un estado coherente generalizado (posteriormente nos referiremos a
ellos como ECG) y revisamos algunas de sus carateristicas reportadas en la literatura (ver

[14], [151)

2.1. Funcion de onda del ECG

A continuacion calcularemos la funcion de onda de un ECG, de manera similar a como
lo hicimos para un estado coherente en el capitulo 1.

Partimos de la idea que tenemos para un estado coherente, como aquel estado cuya fun-
cion de onda tiene la misma densidad de probabilidad que un eigenestado pero desplazada
por una cantidad y(t), tal que y +y = 0:

Uz, t) = Bz — y(t))e?S @) (2.1)

donde ®,, es la funcion de onda de un eigenestado del hamiltoniano del oscilador armoénico

con energia F,;:

10%®, 1 ,

Como queremos que ¥, (x,t) sea un estado accesible del sistema, entonces debe satisfacer
la ecuacién de Schrodinger:
19%¥,
2 Ox?

_ ow,
ot

1
+ 5:62\1:” (2.3)

Al sustituir la expresién (2.1) en esta ecuacién y separar la parte real e imaginaria, obte-
nemos un par de ecuaciones diferenciales que debe satisfacer S:

1 /05\? > a8

ios, omos_ om,
202" Oz Oxr Ot

(2.5)

10
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Para resolver la segunda ecuacion hacemos la sustitucion p = g—i, asi:

P+ fal@)p = fu(2)y (2.6)

donde f,(x) = 26% In®,(u) y u=xz—y(t).
Para resolver esta ecuacién inhomogénea calculamos el factor de integracion p(z):

'u(x) _ effn(x)dx _ 621n<1>n(u) — (I)% (27)
tal que:
(1p)" = (@' + fap) = plfay) (2.8)
entonces:
= [ wlhilde (2.9)
1 00
= [®2(2—""y|d 2.1
. 00,
=2 b, ——d
y/ ox o
La integral que aparece en esta ultima expresién se calcula integrando por partes:
0P 0P
O, ——dr =02 — [ ®,—"d 2.11
/ oz " " / oz (2.11)
con lo que:
pup = y®;, + Ci(t) (2.12)

donde C(t) agrupa todas las constantes que salen en la integracién y es una funcién que
depende solamente del tiempo.
Por lo tanto:

. Ci(t
p=y-+ q>(2 ) (2.13)
es decir: » )
N, | U
S(a,t) = g+ O (1) | T2 g v Co(t) (2.14)

H (u)
Al sustituir esta expresién en la segunda ecuacion diferencial que debe satisfacer S, obte-

nemos que, al igual que en el caso del estado coherente, C;(t) debe ser igual a cero y la
constante Co(t) debe satisfacer:

Gr = 3" i)~ B (2.15)
es decir: . .
Ca(t) = —5y)y(t) + 5y(0)y(0) — Ent

Por lo tanto la funcién de onda para un estado coherente generalizado es:

1
xl/gn/2 /nlC

1,

U, t) = ~@y 2 H 2 — y(1)] pizi(t) 3 (VU -V O(O)| —i(nt1/2)t

(2.17)
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que coincide con la funcién de onda que hallé Senitzky para un eigenestado del oscilador
arménico desplazado:
1

g Pl — (@) explil=(n + 1/2)t +2(5) — (@)(P)/2)

(2.18)
donde (Z) y (p) son los valores esperados de la posicién y el momento en el estado |n, )

U, oz, t) =

(@) = (n,a|Z|n, a) = V2|a| cos(t — 6) (2.19)
(P) = (n, alpln, @) = —v/2|asin(t — 0) (2.20)

Como podemos notar, para etiquetar a un estado coherente generalizado, se necesita un
numero « que da el caracter de estado coherente y un niimero n que indica el eigenestado
excitado del oscilador. Cuando n = 0 la solucién se reduce a la funciéon de onda de los
estados coherentes y cuando a = 0 la solucién se reduce a los eigenestados de energia:

1
TL/Agn/2 J

La funcién de onda del ECG difiere de la del eigenestado de energia en que su amplitud
estd desplazada por un término dependiente del tiempo y la fase esta desplazada por una
cantidad z(p) — (Z)(p)/2, es decir la densidad de probabilidad de un estado coherente
generalizado mantiene la misma forma que la densidad estatica pero desplazada.

U o(a,t) = ~*2[ lx] exp(—i(n + 1/2)t) (2.21)

2.2. Propiedades de los ECG

A continuaciéon enunciamos las principales caracteristicas que son reportadas en la
literatura para los estados coherentes generalizados (ver [14], [15]):
2.2.1. Relaciones de ortogonalidad

Utilizando la notacién de los ECG encontramos que los eigenestados de energia satis-
facen la relacién de ortogonalidad ya conocida

(n,0lm, 0) = dnm (2.22)
Esta propiedad es preservada por los ECG con la misma amplitud compleja:
[o¢]
(n,alm, ) = /\Il;“l’a\l'madx (2.23)
—00

exp (it [n — m])

T rL20mtm) 2 /Tl

e Hy (2 — (@) Hinl(x — (@))]da(2.24)

_exp(it[n—m)) gy 2
N W1/22(n+m)/2mm_ e Hplu] Hyn[u]du (2.25)
exp (it [n — m))

_ n_1/2
TR v W AR (2.26)

= 5nm
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Sin embargo para diferentes amplitudes complejas ocurre (ver prueba en [15]):
(n. Bln, a) = e~ (I L, (ja — 5P2)

donde los L, (z) son los polinomios de Laguerre.

2.2.2. Generalizacion de los operadores escalera

Podemos preguntarnos ; Como trabajan los operadores escalera sobre los ECG? Sabe-
mos que los estados coherentes son eigenvectores del operador de aniquilacion:

al0, o) = a0, @) (2.27)
y que los eigenestados de energia son aniquilados y creados por los operadores escalera:

aln,0) = v/nln — 1,0) (2.28)
a'n,0) = vVn+1jn+1,0) (2.29)

y nos preguntamos ;jqué ocurre con a|n,a)?
Para obtener la respuesta calculamos el bracket (x|a|n,«) aplicando la definicién del
operador de aniquilacion en términos de los operadores de posicién y momento:

laln. ) = (ol (522 ) .l

L\ 1 0
A
X \/5 + \/an n,a
z)+1i
= M\Pn,a + \/E\I]n—l,a

V2

= aWp o+ Vil 14 (2.30)
Por lo tanto
aln, o) = aln,a) ++v/njn — 1, ) (2.31)
o bien:
Aaln,a) = vnln — 1,a) (2.32)

donde hemos definido al operador (ver[15]):
Gy =0 —« (2.33)

De manera similar se puede calcular cémo actia el operador de subida y con base en ello
definir un nuevo operador EL tal que:

alln,a) =vVn+1n+1,a) (2.34)

Como podemos notar, estos operadores definidos en (2.32) y (2.34), realizan las funciones
de los operadores de creacion y aniquilaciéon de manera conjunta, es decir, crean y aniquilan
el nimero n referente al eigenestado y conservan el nimero « referente al estado coherente.
Sin embargo los ECG ya no son eigenvectores de estos operadores.
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2.2.3. Desigualdad de Heisenberg

Como se demostré en el capitulo anterior, los estados coherentes saturan la desigualdad
de Heisenberg. En el caso de los ECG, esperamos que no saturen esta desigualdad, puesto
que los estados excitados del oscilador arménico no la saturan.

Calculamos:

R 1 \?
(n, ali?n,a) = 5(n,al (@ +3") " |n.a)

1 ot At
= §<n,0z| <aaaL + @l dg + 4|af? cos? 9) In, a)

1
:n+§+2|a]2cos20 (2.35)
1 2
(n. alp*ln.a) = =5 (n,al (@ ~ @) |n,a)

1 ot :
= §<n, al (aaaL + @l g + 4|a)? sin 9) In, )

:n+%+2]al28m29 (2.36)
Inego:

(A8 = (7 — (B2 =nt 5 (2.37)

(A = %) - B =+ (2.38)
asf que:

(@29 = (n+3) (230

Solo cuando n = 0, se satura la desigualdad de Heisenberg.

2.2.4. Los ECG como base

Como sabemos, los eigenestados de energia forman una base, asi que, debe ocurrir que
para « fijo:

Z|n, a)y(n,al =1 (2.40)
n=0

y para n fijo (ver [15]):

1
/d2a|n,a)(n,a| =1 (2.41)
v

Es decir, los estados coherentes generalizados poseen de manera conjunta las propiedades
de base de los estados coherentes y los eigenestados del oscilador armonico.
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Para demostrar esta propiedad, expresamos primero al ket |n, ) de la siguiente forma:

Zf @ —a*)"1,0) (2.42)

donde hemos usado la expansién para un estado coherente en términos de los eigenvectores
del hamiltoniano del oscilador armoénico y la definicién del operador escalera aL.

Expandimos el binomio de operadores que conmutan:

n

@ =) = Y ety ) (2.43)
m=0

y lo sustituimos en (2.42), considerando que:

|
@hH™|i,0) = m)! |l +m,0) (2.44)
luego:
| elal?/2 & Z ]l
n,a) = +m
Y ' .
VAL VI
B e~lal?/2 22 gl n! |l 0)
TVl & V0!
e~ lal? /2 = ot n! I +1,
NN UCEST] Hee o
—la?/2 2 1 ! l !
PN L€ o mteynen L t‘”) 14, 0) (2.45)

Vn! lzoﬁn!(n —n)!

De manera general podemos notar que los términos que multiplican al ket |k,0) en la
expresion (2.45) son:

ok n! k! k1 n! k!

x\n—0 s\n—1
ﬁo’(n—o)'( ) \/(k—o)!+,/(k_1 =11 ) (k—1)!

a? n! et |K!
+ ......... _|_ ﬁk'(n — k)' (_ ) k a (2 46)

al? n!
\/H(a*)”—’f(—n"—kZ' | (—1)S(k 5 (n'_kH) (2.47)
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o bien

VL (@) (=)™ 7F LR (o)

donde L} (x) son los polinomios asociados de Laguerre.

Por lo tanto, podemos expresar la relacién que aparece en (2.45) sumando sobre todos
los posibles kets |k, 0) (ver [15]):

o—lalz/2 >
> U VE @ L (af?) [k, 0) (2.48)
k=0

‘TL,O&> -

Utilizando esta relacién demostraremos la propiedad (2.41) de los ECG:

1 ~laf?
/dza\n, a)(n, af :/d2ae ;
™ n!
[e.e]
=

<Y (D) TEIVRI @) (@) T L (o) L (jaf?) [k, 00(1,0)

k=0
- i \F VI |k, 0)(, 0
k,1=0
< [P @y @) 1 ()L o) (2.49)

Para calcular esta integral escribimos en su forma polar al nimero complejo a:

o = |ae? (2.50)
d?a = |a|d|aldd

con lo que:

fe_|a|2 (a*)nfk (a)nfl LZ_k(‘OzF)L?_l(’Oz’Q)dQOé

[e.e]

—a2 n— n— n— —Z
—/ o | PRk LRk (o) LP (o) |ard|a|/ (=49 g

— 00
o

—|a? n— n— n—
=27T/€ o L (o) L (o) ald]of

—0o0
o0

= / e LR (u) LR (w) du
I'(n+1)

k!
n!

=7 (2.51)
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Por lo tanto:

1 9 = kln!
+ [ #alna)nal = 3 .0}k,

™
k=0

=Y [k 0)(k,0]
k=0

=1 (2.52)

2.3. Funcion generatriz para los ECG

Una de las caracteristicas de las eigenfunciones del oscilador armoénico es que puede
construirse una funcién generatriz para ellas (ver [9])

Como hemos visto, los estados coherentes generalizados son estados interesantes por-
que combinan caracteristicas de eigenestados y estados coherentes. En esta seccién apro-
vecharemos sus caracteristicas de eigenestado para construir una funcion generatriz que
contenga la informacién de las funciones de onda de los ECG.

El método que utilizaremos para encontrar dicha funciéon fue propuesto por M. H.
Hassan en la referencia [9]. Este método se basa en la aplicacién de las propiedades de los
operadores de creaciéon y aniquilacién para encontrar un par de ecuaciones diferenciales
que deba satisfacer la funcién generatriz.

Buscamos una funcién de dos variables G(z,z) cuyo desarrollo en serie de Taylor sea
de la forma:

Zf ol :<x|zﬁ\n,a> (2.53)

si aplicamos las propiedades del operador de creacion generalizado:

alln,a) = vVn+1n+1,a) (2.54)
(@l)"0,a) = Vnlln, o) (2.55)

podemos escribir esta funcién generatriz como:
:qz \0 o) = (x| exp(zal)|0, o) (2.56)

Ahora calculemos el bracket (z[dq exp(zih)|0, @), identificando en el proceso a la funcién
G(z,x) escrita de la anterior forma:

(afaq exp(=al,)[0, ) = (x|( — a) exp(za},)[0, )

o 18
V2 V2 0x

Este bracket también puede desarrollarse si en lugar de aplicar la definicién del operador

5—3 3\ )
a\m

,x) + G(z,z) — aG(z, ) (2.57)
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de aniquilacién, expandimos en serie la funcién exponencial:

(z]dq exp(zal)|0, @) x|aaz \F]n a) = <x|zz—aa\n,a>
n:O\/H

o m+1 & ,m
l’\z !m a) = z(x| Yy —(@h)™0, @)
vVm mzom!
= zG(z, x) (2.58)

Igualando ambos desarrollos obtenemos una ecuacion diferencial que debe satisfacer la
funcién generatriz:

9 z
%G(z,x) =V2(a+z— E)G(Zﬁ[;) (2.59)

para la cual proponemos la siguiente solucion:

22
G(z,z) = Cexp{V2zx(a+2) — 5 + f(2)} (2.60)

Para determinar f(z) obtendremos otra ecuacién diferencial parcial para G(z,z) a partir
de las propiedades del operador de creacion:

*

(z[al, exp(zal )]0, o) = (z|(@" — o) exp(zal,)|0, a)

— (al(-J5 ~ P expleab)lv.a) - a (el exp(:al ). )
G(z,z) — —==G(z,2) — a"G(z,x) (2.61)
y también:

(z[al, exp(zal)|0, @) |aTZ \F|n a)
yz \/n—i- n+1,a) (2.62)

podemos identificar la iltima expresién como la parcial con respecto a z de G:

0
aG(z x 95|Z\/>|n !

$|Z \/» \na

_ <$\va\/—%zm +1,a) (2.63)
asi que: 5
—G(z,z) = (z|al, exp(zal,)|0, ) (2.64)

0z
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Comparando ambos desarrollos del bracket (z|ah exp(zah)|0, @), obtenemos una segunda
ecuacion diferencial para G:

0 x . 1 0
@G(z,l‘) = (E —a")G(z,z) — E%G

Al sustituir la solucién propuesta en esta ecuacién obtenemos:

(z,x) (2.65)

! — (L _oMG(z, 1) — L a+2z)—2)G(z,x
(\/§$+f(z))G(Z,$)—(\/§ )G (2, 2) \/Q(\@( +2) — 2)G(z,2)
f(z) = —(2|alcos 0 + 2) (2.66)

una ecuacién diferencial que nos permite determinar f(z). Por lo tanto la funcién G tiene
la forma:

G(z,x) = Cexp{V2z(a + z) — % — % —2|a| cos Oz} (2.67)

Para hallar la constante C tomamos la funcion de onda del estado coherente:

1 1
(x]0,0) = mexp{—i(x — V2|a| cos 0)?} exp i{zv/2]alsinf — |a|? cos §sin O}
T
1 z?
= g exp{—— + V20 — |a| cos fa} (2.68)
wl/4 2

y la comparamos con la funcién generatriz encontrada a z = 0:

G(0,7) = (2[0,0) = Cexp (ﬂm - f)

asi que:

1
C= mexp{—]a]acos@} (2.69)

Por lo tanto la funcién generatriz para los ECG es:

G(z,x exp{V2z(a + 2) — T % —2|a|cos 0z — |a|a cos 0} (2.70)

)= /4

2.4. Aplicaciones de la funciéon generatriz

2.4.1. Propiedad de la delta de Dirac

En la referencia [9], como una aplicacién de la funcién generatriz para las eigenfunciones
del oscilador, se calcula una de las propiedades de la delta de Dirac. A continuacién
calcularemos esta misma propiedad pero utilizando la funcién generatriz de los ECG:

Queremos demostrar:
o0

/<x|x'>dac =1 (2.71)

—00
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Para ello, notemos que el bracket (z|z’) puede escribirse en términos de la funcién gene-
ratriz:

(z]z') = Z\I]n,a (x)q’:;,a (z")
n=0

= Z Una (w)‘smnqj:n,a (xl)

m,n=0

o0 L¥mo n
= U, oz ——du(z)| ¥, (2
m;_o,u[ )| Wil

= / %m\lﬁn’a(az )gmwn,a(x)] dp(z)
:/G*(z,x’)G(z,x)du(z) (2.72)

donde hemos utilizado la relacion:

2, 2
con z = q+ip, du(z) = ¢ (q;p >dqdp. El producto G*(z,2')G(z, z) corresponde a:
1 x/2 2*2
G*(z,2")G(z,x) = {1/4 exp{V2z'(o* + 2*) — 5y 2|a| cos 02" — |a|a™ cos 9}]
T

L exp{v2 T2 olafcost 0
X /4 exp{v2z(a+2) - - — — — || cos 0z — |a|acos 0}

1 1
= 177 &P [—2(x2 +2™) + V2(2 " + za) — 2|af* cos® 9]
™

2 *2
X exp [—2]04] cosf(z" + z) — (z%;z) + \/i(acz + w’z*)] (2.74)

Una vez que hemos escrito el bracket en términos de la funciéon generatriz, procedemos a
integrar. Como la integral es con respecto a z, solamente es necesario integrar la segunda
exponencial que aparece en G*(z,2')G(z, x):

/eXp [—2|a| cosO(z* + z) — (22—;'2*2) +V2(xz + x’z*)} du(z)
= //exp [—4q]a] cos — >+ p? +V2(x(q+ip) + 2'(q — zp))} qudp

1
= - //exp [—4q|a| cos 0 — 2¢° +V2q(x + &) + V2ip(x — x')} dqdp

- Lew [z(“”l) - ya\cosa)2 /eXp - <q— (““;g') - ya\cow))Z] dg

2v2
~l o [2 <(“" 7)o cos 9> 2] [ e [Vainta — )] ap (2.75)

X /exp [\/izp(x - x/)} dp
V2 22
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Asi que (z|2’) se convierte en:

(z|2) = \/1§7r exp [ (z* —;x ) +V2('a* + za) — 2|af? cos? 9} (2.76)

X exp [2 ((w ) ) cos 9) 2] / exp [\/ﬁz'p(x - az')} dp

2v2

Al simplificar la parte que esté fuera de la integral nos queda simplemente:

exp [ (96_41;) +V2i|alsinf(z — x )] /exp [\@zp(x — :c’)} dp

(wlz') = \[

/exp[ ) + (Valalsing + k) (ac—:n)] dk (2.77)

Integrando ambos lados de esta expresion con respecto a x obtenemos:

[e.o]

/m //exp{ ) + (Vaslalsind + k) (a:—ac)} dedk (2.78)

—00 —00—00

para realizar esta integral aplicamos un resultado ya conocido:

y 1 27\ 1/ —J>
/ exp [—2aﬂs2 + in] dr = (Z) exp <2i) (2.79)

aSi qu(f.
\/7

=1 (2.80)

obtenemos la propiedad de la delta de Dirac, usando la funcién generatriz para los ECG.

2.4.2. Relaciones de recurrencia

Como otra aplicacion de la funcion generatriz podemos calcular relaciones de recurren-
cia para las funciones de onda. Para ello calculamos las parciales de la funcion generatriz
de dos formas:

1 2 2 20
G(z,z) = 1 exp{V2z(a + 2) — % — % —2|afcosbz — |a|acosb} = Z%‘I’na(@
n=0 ’
oG 71
5 = \/5:1} — z — 2|/ cos 9] G(z,x)

0
Zn+1

= \/ﬂx — 2|/ cos 9} ;mlﬂna(x) — ;m‘l’na(x)

_ o0 Zn oo Z'n’\/ﬁ
= \/ﬂx — 2|a| cos 0} nzjom\llna(:r) — nz:o N U1 a(x) (2.81)
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también:
%:inz"A\P :i\/n+lz"
n=0 m

igualando (2.81) y (2.82) obtenemos la primera relacién de recurrencia:

‘Iln—l—l,a(x) (282)

Vi W1 0(2) = [V22 = 2la] 05 0] Wy 0(2) + Vil 1 0(2) = 0 (2.83)

Ahora calculamos las derivadas parciales de la funcién generatriz con respecto a x:

gi a+z —az}Z—\Pna

= [V2a 4] Z;%xpn,a(x) VRS it () (2.84)
i N =, (2) (2.85)

igualando (2.84) y (2.85) obtenemos una segunda relacién de recurrencia para las funciones
de onda de los ECG:

[ﬂa - x] W, 0(7) + V20,1 o(z) = W) o (2) (2.86)

2.4.3. Relaciones de ortogonalidad

Usando las relaciones de recurrencia podemos obtener una ecuacién diferencial de
segundo orden para las funciones de onda de los ECG a t = 0, a partir de la cual es
posible calcular relaciones de ortogonalidad.

Reescribimos las relaciones de recurrencia obtenidas en (2.83) y (2.86) como:

V2 + D Wi1,0(2) + [-22+2V2]a] 03 0] Wy a(2) + V2T, 1 0(2) =0 (287)

[—\/504 + ac] U, 0(7) = V20U, 1 o(z) = —W, (2) (2.88)

al sumarlas obtenemos:

_ ~Unalz) cos— v/3a] - nal®)
U0 = 2(n+1)[ 2+ 2v2/alcos — /2 } e (2.89)

si derivamos esta expresion nos queda:

, V() wol@)  Vhalo)
‘Iln—i-La(w)_M[ x+2f\a|cos€ \fa] \/2n+ )_\/2(n+1)

(2.90)
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Por otro lado, si en la relacién de recurrencia (2.88) cambiamos n por n + 1 y sustituimos
(2.89) obtenemos:

iral(®) = [V2a - 2]

(W, 0 () [z — 2v2|alcos 0 + v2a] — V), (x)
2(n+1)

+v/2(n+ 1)V, o(x)

v, r
= _Inal®) —4alalcos b 4 2% — 2% 4 2v/2z|a| cos 0 + 2(n + 1)}
2(n+1) L
\I/I
- [\/ia - z] Ynal@) (2.91)

2(n+1)

Igualando (2.90) y (2.91) y simplificando llegamos a:

v () - [2\/§|a|z'sin 9} v, (x) (2.92)

+W,, () [—(:c —V2|a|cos0)% + 2n + 1 — 2|al? sin? 9] =0 (293

una ecuacion diferencial de segundo orden. Es importante recalcar que esta ecuacién es
satisfecha por las funciones de onda de los ECG a ¢t = 0. Si la funciones de onda utilizadas
para calcular la funcion generatriz fueran las dependientes del tiempo, entonces deberiamos
recobrar la ecuacién de Schrodinger, pero por simplicidad lo hemos hecho sin dependencia
temporal.

La ecuacién diferencial que obtuvimos no es autoadjunta, es decir no puede ser escrita
en la forma:

- i [P @] + i) = wutenia) (299
De la teoria de ecuaciones diferenciales sabemos que toda ecuacién diferencial de la forma
P(x)@ + Q(az)@ + R(z)y =0 (2.95)

dx dz v= ’

puede hacerse audtoadjunta mediante una funcién definida como el Q@)/P@)de Ep este
caso la funcion es:

exp{ —2V/2iz|sin 0}

El hecho de que una ecuacién diferencial sea autoadjunta, nos permite establecer la si-
guiente relacién de ortogonalidad entre las diferentes soluciones que la satisfacen:

[ (@, ) = 0

— 00

Para hallar una relacién de ortogonalidad entre las mismas funciones de onda escribamos
la funcion generatriz de la siguiente manera:

2 2
G(z,x) = Aexp {\/ixa — % + ﬁxz} exp {—Z2 — 2| 00502}
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donde A = (%)1/4 exp {—|a|acos 6}

Luego calculamos:
exp {—2\/5713:\04\ sin 9} G(z,2)G(t,x)

= i exp{—2\/§ix|a|sin0} \I/m,a(iv)qfn,a(x)ﬁtn

g (2.96)

m=0,n=0
Al integrar esta relacién sobre x de —oco a 0o, los términos cruzados de la doble suma se
van a cero debido a la propiedad de ortogonalidad entre diferentes funciones de onda, lo
que reduce la expresion (2.82) a:

o0

/ exp {—Qﬂix\a\ sin9} G(z,2)G(t,x)dx (2.97)

(e o]

= i ()" / exp {—2\/§m'|oz| sin 9} (W, 0(2)]? da (2.98)
n=0

nln!
—0o

Calculamos la integral del lado izquierdo:

/ exp {—Qﬂixla\ sin 9} G(z,2)G(t, x)dx

—00
o

:A2/exp{—2\f2ixa|sin9}
X exXp {Q\ﬁxa — 22+ V2x(z+1t) —
b 2
= AQ/ exp{—; (\@x = (z—i—t)) + 2|ar| cos O (\/ix— z —t) —i—zt} dx

—00

22+ t2

—2|a|cosb(z + t)} dz

g 1 d
= A? / exp {—2u2 + 2|a| cos OU} e”% (2.99)

—o0
00 n
— 6—2\a|2i005051n9§ : (Zt)
|

n
n=0
Por lo tanto:
aficospamsnn (2)" _ n(z0)" | 1] )
e—2lal?icos fsin Z o :Z oy n'/ exp{—Q\/ii:L“MSine}[\I’n,a(l‘)] dx
n=0 n=0 o

Igualando potencia a potencia de cada lado de la sumatoria, obtenemos una relacién de
ortogonalidad para las mismas funciones de onda:

0o
_ . . o2 .
/6 2v/2iz|a sin 0 [‘I/n,a(l')}Q — nle 2|a]?i cos @ sin O

—00



Capitulo 3

La funcion de Wigner

En este capitulo utilizaremos la funcién de Wigner (que abreviaremos por FW) para
calcular la densidad de probabilidad de un estado coherente en tres casos: el oscilador
armoénico, el oscilador armoénico en un campo eléctrico uniforme y una particula en un
pozo cuadrado infinito. Después, aplicando las condiciones encontradas en el capitulo 1
(para que una funcién sea una solucién de la ecuacién de Schrédinger) encontraremos la
fase correspondiente, lo cual nos permitira escribir la funcién de onda del estado coherente
en esos tres casos.

3.1. (Generalidades sobre la funciéon de Wigner

Con el objetivo de establecer correcciones cuanticas a la mecanica estadistica clésica,
E. Wigner introdujo en 1932 (ver [22]) una funcién que relacionaba la funcién de onda
que aparece en la ecuacién de Schrodinger con una cuasidistribucion de probabilidad en
el espacio fase.

Tiempo después de que fuera propuesta, la funcion de Wigner fue reconocida como
una parte fundamental de la formulacion de la mecéanica cuantica en el espacio fase, ya
que permite establecer un mapeo entre operadores en el espacio de Hilbert y funciones en
el espacio fase.

La descripcién de la mecénica cudntica en el espacio fase tuvo sus inicios en los trabajos
de H. Weyl, quien en 1927 introdujo una correspondencia entre funciones definidas en este
espacio y operadores en el espacio de Hilbert (ver [21]), la cual constituye el mapeo inverso
de la funcién de Wigner (ver [2])

Una de las propiedades interesantes de la funcién de Wigner que utilizaremos en este
capitulo, es que para potenciales a lo més cuadréticos (ver [20]):

V() = az® + B+ (3.1)

su evolucion temporal se puede obtener a partir de las soluciones clasicas del sistema, es
decir:

W($¢p>t) =Wo (l’o(iU,p,t),po(l’,p,t)) (32)

donde zo(z, p,t), po(z,p,t) son las coordenadas del punto en el espacio fase, en el cual una
particula clasica tendria que estar al tiempo ¢t = 0, para llegar al punto (z,p) al tiempo t.

Esto se deriva del hecho de que su ecuacién de evolucién temporal se reduce a la
ecuacién de Liouville cldsica para potenciales a lo mas cuadraticos.

25
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Otra propiedadad que utilizaremos en esta seccion es que, la densidad de probabilidad
en x o p, se obtiene integrando la funcién de Wigner con respecto a p o x, respectivamente.
Por ejemplo, la densidad de probabilidad en el espacio de posiciones se obtiene calculando
[ Walz, p, t)dp = U*(z, t)¥(x, ).

A continuacién calculamos la funcién de Wigner para el estado base de una particula
en un pozo infinito, a partir de la cual intentaremos obtener la densidad de probabilidad
del estado base.

3.2. FW para una particula en un pozo infinito

Para un estado puro, la funcién de Wigner se define de la siguiente forma (ver [20]):

W(a, p) = % /e—ipyq;(x /2T (& + y/2)dy

En el caso de una particula en un pozo infinito:

V(x):{o O<z<a (3.3)

0 z<0,z>a

Las funciones de onda son:

donde a es el ancho del pozo.
La funcién de Wigner correspondiente es:

W(z,p) = + e~ PV sin (% (x+ y/2)> sin (% (x — y/2)) dy (3.4)

ma
_ 2 / e~ 2% sin (n'(z +y)) sin (0 (z — ¢/)) dy/

Ta
nw
a

Los limites de integracién para la variable 3/, estdn determinados por la condicién de
que el argumento de la funcién seno se encuentre en el intervalo [0,a], es decir, por las
condiciones:

donde b=p, ¢y =y/2yn =

0<z+9y <a (3.5)

0<z—y' <a (3.6)

Para que se satisfaga la primera condicién, y’ debe estar en el intervalo [—z,a — x| y para
que se satisfaga la segunda condicién y’ debe estar en el intervalo [x — a, x]. Como ambas
condiciones deben ser satisfechas, la interseccion de estos dos intervalos serd el dominio que
tome la variable 3. Dicha interseccién depende de los valores que tome x. Si = estd en el
intervalo [0, a/2], la interseccion es [—z, 2| y si z estd en el intervalo [a/2, a] la interseccién
es [z —a,a — x|

Una vez aclarados los limites de integracion, procedemos a calcular la funciéon de Wig-
ner:



3.2. FW PARA UNA PARTICULA EN UN POZO INFINITO 27

Para = en [0,a/2]:

W(z,p) = ;/6_%9/ sin (n'(:ﬂ + y/)) sin (n' (x — y’)) dy'

= 7r2a/ {cos(2by’) — isin(2by’) } sin (n'(z + ') sin (v’ (z — ') dy’ (3.7

Para evaluar las integrales desarrollamos:
sin (n/(z +9)) = sin(n'z) cos(n'y’) + cos(n'z) sin(n'y’) (3.8)

Desarrollamos la primera integral de (3.7)

x

/cos(2by') sin (n(z + ) sin (0 (z —¢)) dy/

= /cos(2by’)[sin2(n’x) cos®(n'y') — cos?(n'z) sin?(n'y’)]dy’

—x

= sinQ(n’x)/cos(%y') cos®(n'y')dy' — cosZ(n’:z:)/cos(%y’) sin?(n'y’)dy’
_sin(2z(b—n'))  sin(2x(b+n'))  cos(2n'z) sin(2bx) (3.9)
4(b—n') 4(b+n') 2b '

Como la funciéon de Wigner debe ser una funcién real, entonces la segunda integral que

aparece en (3.7) debe ser cero, como puede verificarse. Por lo tanto, la funcién de Wigner
en [0,a/2] es:

_ 2 [sinQa(p— ")) | sin2z(p+ 7)) cos(27Fw)sin(2pz)
Wiwp) = { -2 | dp+ =) 2p } (3.10)

Ta

para z en [a/2, al, solo cambiamos x por ' = a —x en el resultado anterior. Este resultado
ya ha sido calculado anteriormente (ver [1]).

A continuacién trataremos de obtener un estado coherente para el estado base de este
pozo (n = 1) con a = 7 para simplificar los calculos.

Desplazemos por una cantidad ¢ la funcién de onda del estado base.

Suponiendo que 0 < ¢ < 7/2, entonces la funcién de Wigner para cada intervalo es:

Parac<z <7/2+c<m:

sin(2(@ —c)(p—1))  sin@2(z —c)(p+1)) }
4(p—1) 4(p+1)
2 [cos(2(z —c))sin(2p (z — ¢))
2 { 2p }

(3.11)



28 CAPITULO 3. LA FUNCION DE WIGNER

Figura 3.1: Funcién de Wigner para el estado base de un pozo infinito desplazado una
cantidad ¢ = 0,1 en el intervalo a)[0,7/2] y b)[7/2, 7]

Para m/24+c <z <m:

2 [sin(2(mr—xz+c)(p—1))  sin(2(m—2x+c)(p+1))
Wnn) =0 { 4(p—1) i A(p+1) }
_% {cos(2 (m—x+ c))22n(2p (m—2x+c)) } (3.12)

En el caso en que ¢ > 7/2 (¢ + m/2 > 7), la funcién de Wigner serd simplemente para
el intervalo ¢ < x <

2 [sin(2(z—c)(p—1))  sin(2(z—c)(p+1))
W) = G {EGE I IR
2 f cos(2(z —c))sin(2p(z —c))
B (e o)) o

De forma similar podemos obtener la funcién de Wigner para un estado excitado
desplazado.

Para saber c6mo evolucionan en el tiempo estos estados necesitamos calcular W (zx, p, t).
En el caso de la particula en un pozo la solucién clésica es:

Para el intervalo 0 <t < %0

To=x —pt
Po=1p (3.14)

2(7r—a;0):

Para el intervalo =20 < ¢ <
Po o

o =21 —x —pt
Po=p (3.15)

A pesar de que podemos escribir la evolucién temporal de la funcién de Wigner para
cada caso, como W (xz,p,t) = W(xo(x,p,t),po(x,p,t)) obtener la densidad de probabili-
dad no es sencillo, debido a las integrales que deben calcularse. Por lo tanto no siempre
serd conveniente calcular la densidad de probabilidad de un estado utilizando la funcién
de Wigner.
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3.3. FW para el estado coherente de un oscilador arménico

En el caso del estado base del oscilador armonico la funcién de onda correspondiente
es:

1 2
ole) = e

Asi que la funcién de Wigner para el estado base del oscilador arménico es:

W(l‘,p) - 1/€_ipy16_(I+y/2)2/26_(95_9/2)2/2613/

27 NS
1
= —exp (—2* - p?) (3.16)

Con el fin de obtener el estado coherente, consideremos la funcién de onda del estado base
del oscilador armonico desplazada por una cantidad b. La funcion de Wigner de este estado
desplazado es:

Wil p) = ~exp (~(z ~ b ~ 1) (3.17)

Para el caso del oscilador arménico cldsico la evolucién temporal en el espacio fase es
descrita por las ecuaciones:

To = xCcost — psint (3.18)
po = pcost + wsint (3.19)

donde x y p son los valores de la posicién y el momento al tiempo t y xg y po son los
valores al tiempo ¢t =0
Asi que la evolucién temporal para la funciéon de Wigner del caso del oscilador arménico
estd dada por:
W(z,p,t) = Wy (xcost — psint,pcost + xsint) (3.20)

por lo tanto, en el caso del estado base desplazado, la evolucion temporal de la FW es:
Wi(z,p,t) = % exp (— (zcost — psint — b)? — (pcost + x sin t)2> (3.21)
la cual puede escribirse de forma simplificada como:
Wa(x,p,t) = %exp (— (x —bcost)® — (p + bsin t)2) (3.22)

Como es apreciable de la expresion de la funciéon de Wigner, después de integrar, vamos
a obtener como densidad de probabilidad una funciéon gaussiana que oscila.

U (x, t)W(x,t) = \/1% exp (—(x — beos t)2) (3.23)
De la misma forma en que se obtiene la funcién de Wigner para un estado coherente,
podemos encontrarla para un estado coherente generalizado, simplemente desplazando la
funcion de Wigner de un eigenestado del oscilador armonico y encontrando su evolucién
temporal.
Por ejemplo, para el primer estado excitado la funcién de onda es:

Uy (z) = \;%\/ixe_ﬁﬂ (3.24)
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Figura 3.2: Funcion de Wigner para un estado coherente a diferentes tiempos. El pardme-
tro usado es b =6

as{ que su funcién de Wigner es:

W(z,p) = \1f /eipy (xz _ y2/4) 67(x+y/2)2/267(x7y/2)2/2dy (3.25)
T
= % {23:2 +2p* — 1} exp (—x2 — p2) (3.26)

Si desplazamos el estado excitado por una cantidad b, la funcion de Wigner es:

Wy(z,p) = % {2 (z —b)* +2p — 1} exp (—(z — b)? — p?) (3.27)
y su evolucién temporal estd dada por:
Wy(x,p,t) = % {2 (zcost —psint — b)* + 2 (pcost + xsint)® — 1}
X exp (— (zcost — psint — b)? — (pcost + x sin t)2) (3.28)

Para simplicar esta expresion, solo es necesario simplificar el primer factor, ya que el
argumento de la exponencial es el mismo que aparece en el estado base desplazado:

Wa(z,p,t) = % {—1 +2(p+bsint)* +2(z — bcost)Q}
X exp (— (z —beost)? — (p+ bsint)2> (3.29)

En este caso la densidad de probabilidad en z es:

1 2
/Wd(x,p, t)dp = 7 {—1 + (:U—bcost)} exp (—(z — beost)?) (3.30)

3.4. FW para un oscilador armoénico en un campo eléctrico
uniforme

Con el objetivo de aprovechar el resultado referente a la evolucién temporal de la
funcion de Wigner para potenciales a lo mas cuadraticos, desarrollaremos a continuacién
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Figura 3.3: Funcion de Wigner para un estado coherente generalizado a diferentes tiempos.
El parametro usado es b =6

el caso de un oscilador arménico en un campo eléctrico uniforme, en el que el potencial
estd dado por:

Vﬁx)::%;-—qfw (3.31)

Las soluciones clasicas de este potencial estdn dadas por las siguientes expresiones:
xo = (z(t) — g€) cost — p(t) sint + g€ (3.32)
po = (z(t) — q€) sint + p(t) cost (3.33)

Por lo tanto la evolucion temporal de la funcién de Wigner obedece:
W(x,p,t) = Wy ((z(t) — q€) cost — p(t) sint + ¢&, (x(t) — qg€) sint + p(t) cost)  (3.34)

La solucién cuantica para este potencial se obtiene notando que el hamiltoniano:

~2 2

~ P T R

o=2 4= _ .
5 + 5 ¢ (3.35)

puede escribirse como el hamiltoniano del oscilador m&s una constante:

/\2
~ D T . 2 q
H="—+-(z- - .
5 t3 (T —q€) 5 (3.36)

Por lo tanto las funciones de onda de este hamiltoniano (¥, (z)) y las energfas (E,,) estén
relacionadas con las del oscilador arménico (¥, (x), E,,) de la siguiente manera:

U, (2) = U, (2 — g€) (3.37)
. P& 1\  ¢*¢

Asi que el estado base de este sistema tiene la forma:

Wi(a) = = exp (—§ (2~ q&)z) (3.39)

La funcién de Wigner para este estado, es idéntica a la del estado base del oscilador
armoénico solamente desplazada por una cantidad 8 = ¢&:

W@uﬂz%&mﬁ—@—ﬂf—pﬁ (3.40)
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Figura 3.4: Funciéon de Wigner para el estado coherente de un oscilador arménico en un
campo eléctrico uniforme, a diferentes tiempos. Los parametro usados son b=6y 5 = 1.

Asi, para un estado desplazado la funcién de Wigner es:

Wd(%p) = %exp (—(l‘ - B - b)2 _p2)

con evolucion temporal:

Wy(z,p,t) = %exp <— [(x — g€) — beos(t)]* — [p + bsin (t)]z) (3.41)

Asi que los estados coherentes de un oscilador arménico en un campo eléctrico uniforme,
tienen un doble desplazamiento como puede apreciarse en las graficas:

3.4.1. Determinacion de la fase

Para construir la funcién de onda del estado coherente, una vez que conocemos la
densidad de probabilidad del estado base desplazado, necesitamos calcular la fase S. Para
ello, solo sustituimos la densidad calculada en las ecuaciones encontradas en el capitulo 1.

Para el caso del oscilador arménico, vemos que, al calcular p utilizando la funcién
de Wigner hallamos también la funcién y(t). Esto puede considerarse como una ventaja,
ya que, como vimos en el capitulo 1, determinar esta funciéon a partir de las ecuaciones
diferenciales que debe satisfacer un estado desplazado no es sencillo.

Para el caso del oscilador armoénico en un campo eléctrico uniforme tenemos una den-

sidad de probabilidad dada por:

plz,t) = \/17? exp (— (x — g€ — bcos t)z) (3.42)

Para este caso las ecuacién (1.5) queda como:

2
O W ) =y —y) (3.4

donde 2’ = 2 — ¢§ y y(t) = beost.
Esta ecuacién se soluciona haciendo la sustituciéon p = % :

p +up =uy (3.44)
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donde u(z) = 2(y — 2’). El factor de integracién es:
u(z) = oJ u(@)de _ (y+4€)? ,—(z—(y+4¢))? (3.45)

luego:

wp = /,u,u(x)yd:r = 2;[/63/2 / (v — ) e_(x_y/)2ydx (3.46)
= ge¥’ e @)’ 4 o(p)

donde ¥’ =y + ¢§ y ¢(t) es una constante que depende tinicamente de ¢.
Por lo tanto: ,
S(z,t) = gz + Cy(t)e™) (3.47)

donde Cy(t) = c(t)e¥”

Al sustituir esta fase en la segunda ecuacion diferencial que se debe satisfacer, encon-
tramos que C7(t) debe ser igual a cero, mientras que la constante Cs(t) es la misma que
en el caso del oscilador arménico:

Oalt) = — 3Byl + 5iO0)y(0) — 5 (3.45)

Por lo tanto la funcién de onda para el estado coherente de un oscilador arménico en un
campo eléctrico uniforme es:

U(z,t) = —exp <— (x — g€ — y(t))2> e [HOVO-9(0(O)] - 5 (3.49)



Conclusiones

En algunos articulos y libros (ver [4],[19]) se define un estado coherente como el eigen-
vector de un operador de aniquilacion. Si bien esta definicién es 1til para obtener estados
coherentes de manera sistemética, no permite apreciar sus caracteristicas fisicas.

Con tal objetivo, en este trabajo hemos seguido y extendido el esquema que se presenta
en [6] para calcular la funcién de onda de un estado coherente y de un estado coherente
generalizado para un oscilador arménico, el cual parte de la idea que se tiene para un
estado coherente como aquél que tiene una densidad de probabilidad tipo estado base
pero que se desplaza siguiendo una trayectoria y(t). Sin embargo hemos observado que
determinar dicha trayectoria a partir de las ecuaciones de Schrodinger no es sencillo.

Hemos revisado también las diferentes propiedades que tienen los ECG y atendiendo
a las caracteristicas que comparten con las eigenfunciones del hamiltoniano del oscilador
armonico construimos una funcién generatriz para sus funciones de onda, la cual hemos
aplicado para obtener relaciones de ortogonalidad entre ellas, al tiempo ¢ = 0.

Finalmente, hemos revisado cémo hallar la trayectoria que debe seguir la densidad de
probabilidad de un estado coherente, al menos para potenciales cuadraticos, utilizando la
funcién de Wigner, lo cual nos permitié calcular estados coherentes y a la vez generalizados
para el oscilador arménico en un campo eléctrico uniforme. Sin embargo también hemos
hallado dificultades para calcular las integrales que aparecen, como lo observamos en el
caso de la particula en un pozo infinito.

La ventaja de tener la funcién de Wigner para un estado cudntico radica en que
esta representacion permite analizar otras caracteristicas del estado base, por ejemplo,
los estados comprimidos pueden obtenerse a partir de tranformaciones candnicas sobre la
densidad de Wigner del estado base del oscilador arménico (ver [§]).

Como trabajo posterior se pueden calcular densidades de probabilidad para otros po-
tenciales, no necesariamente cuadraticos, utilizando la funciéon de Wigner y también obte-
ner los estados comprimidos en la representacion de Wigner para los casos ya analizados.
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