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Introduccion

Los conceptos de finitamente generado y finitamente cogenerado son de los més conocidos para
aquellas personas que han profundizado en algebra, siendo bien conocida la dualidad que se tiene
de un concepto con el otro. Sin embargo, un concepto equivalente al de finitamente cogenerado,
fue aportado por Peter Vamos en 1968, especificamente en su articulo «The dual of the notion
of "finitely generated"[1]», donde define el concepto "finitely embedded", traducido por nosotros
como finitamente incrustado, el cual nos dice que un médulo es finitamente incrustado si su capsula
inyectiva es isomorfa a una suma directa externa de capsulas inyectivas de médulos simples. Las
propiedades dadas por Peter Vamos en [1], buscaban satisfacer el vacio que se tenia del concepto
dual de finitamente generado en su momento.

El proposito de este trabajo esta enfocado principalmente en detallar, esclarecer, complementar
y en algunos casos, abordar los lemas, proposiciones y teoremas desde un enfoque distinto, con el
objetivo de hacer una lectura mas comoda sobre el concepto de finitamente incrustado. El trabajo
se encuentra divido en tres capitulos, los cuales todos se veran enfocados alrededor de nuestro
concepto, como no estamos buscando profundizar sobre la base de la teoria de moédulos, se omiti-
ran algunos conceptos basicos como los de médulos, subm’odulos, médulos cociente, interseccion,
sumas, sumas directas, producto directo y morfismos de médulos, definicién y propiedades bésicas
de moédulos finitamente generado e inyectivos, se dara por hecho que el lector tiene conocimiento
sobre ellos, sin embargo abordaremos conceptos y propiedades preliminares e importantes, que
nos ayudaran para una mejor compresion y resolucién en los problemas de modulos finitamente
incrustados.

En el segundo capitulo, introduciremos la definicién de finitamente incrustado en conjunto con
algunas propiedades de finitamente generado, se observara la dualizacion que existe entre ambos
conceptos. En el primer lema de este capitulo veremos que ser finitamente incrustado es equiva-
lente a que el zoclo del modulo sea esencial en el modulo y finitamente generado, la cual es una
equivalencia, del concepto de finitamente cogenerado. Se finalizara el capitulo viendo algunas carac-
terizaciones de modulos y anillos neterianos y artinianos, con los conceptos duales de finitamente
generado y finitamente incrustado.

Terminamos con el tercer capitulo, en el que daremos una construcciéon diferente a la habitual
de las localizaciones de un anillo con respecto a un ideal primo, en la que estaremos principalmente
enfocados en localizar sobre el anillo de endormorfismos de una cépsula inyectiva del cociente de
un anillo con un ideal primo, en un caso particular un ideal méximo es un ideal primo y de esta
manera, seria el anillo de endomorfismos de una cépsula inyectiva de un moédulo simple, lo que
nos lleva a nuestro concepto de finitamente incrustado. Concluiremos con la caracterizacion de la
dualizacién de caracterizaciones de anillos neterianos y artinianos con los conceptos de finitamente
generado y finitamente incrustado.

Durante todo el trabajo, a menos que se diga lo contrario, consideraremos a R como un anillo
asociativo con identidad, a los R-mdédulos como izquierdos, cuando nos refiramos a 0 como médulo,
es el conjunto que tnicamente posee al elemento neutro del modulo, y cuando nos refiramos a 0
como elemento es el elemento neutro del médulo, ker denota al kernel de un morfismo, utilizaremos
+ o0 Y para la suma, dado el caso de que sea una suma directa interna se especificara, cuando
nos refiramos a una suma directa externa usaremos @, y cuando queramos referirnos a una suma
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VIII Introduccion

directa interna, con Id nos referiremos al morfismo identidad, con iy al morfismo inclusion con
codominio X, si & es un morfismo, «f ﬁ denota al morfismo « con restricciéon en el dominio A y
restriccion en el codominio B, para los subindices se considerara a n € Ny max{X}, se referira al
elemento maximo del conjunto X.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Submoédulos esenciales

Definicion 1.1. Sean M un R-mddulo y N un submddulo de M. Se dice que N es un submddulo
esencial de M si para todo submddulo K de M, N N K =0, entonces K = 0.

Sea oo : A — B un morfismo de R-mddulos, entonces o es un morfismo esencial si a(A) es un
submadulo esencial de B.

De la definicién, podemos obtener la contraposicién, N es un submoédulo esencial en M si para
todo submédulo K de M, K # 0, entonces M N K # 0, de aqui podemos deducir facilmente que
si M # 0, entonces N # 0. También, se puede decir que N es esencial en M, si es claro.

Lema 1.1. Sea o : A — B un morfismo de R-mddulos. Si N es un submddulo esencial de B.
Entonces a~Y(N) es un submddulo esencial de A.

Demostracién. Sea K un submoédulo de A tal que a=*(N) N K = 0, entonces N N «a(K) = 0,
como N es esencial en B, a(K) = 0, es decir, K es un submédulo del ker(a) = a=1(0) € a=}(N).
Por lo tanto, K = a"}(N)N K = 0. [ |

Lema 1.2. Sean a: A — B y 8: B — C, monomorfismos esenciales. Entonces fa es monomor-
fismo esencial.

Demostracion. Sea K un submodulo de C' tal que fa(A) N K = 0. Ya que 8 es monomorfismo
tenemos,

0=8710) = 57 (Ba(A) N K) = 871 (B(el(A))) N B7HE) = a(A) N BTHK),

como a(A) es esencial en B, se sigue que 37 1(K) = 0, entonces K no tiene preimagen distinta de
0 con respecto a f3, por lo que S(B) N K = 0y debido a que 3(B) es esencial en C, K = 0. Por lo
tanto, Sa es monomorfismo esencial. [ |

Lema 1.3. Sea N un submddulo de un R-mddulo M, N es esencial en M si y solo si para todo
0#xz€ M, exister € R tal que 0 #rz € N.

Demostracion. Supongamos que N es esencial en M y sea 0 # x € M, entonces Rz # 0, luego
RxN N # 0, ya que N es esencial en M. Ahora supongamos que, para todo 0 # = € M, existe
r € R tal que 0 # rz € N, sea K submoédulo no cero de M, entonces hay un 0 # =z € K y existe
un r € R tal que 0 # rz € N, es decir, KN N # 0. ]



Preliminares
1.1 Submodulos esenciales

Proposicion 1.1. Sean I un conjunto de indices, M = @& M; y N; un submddulo esencial del
il
R-mddulo M;, para cada i € I. Entonces N = & N; es esencial en M.
icl

Demostracion. Sea 0 # x € M, entonces x = (x;) estd conformado por un nimero finito de
componentes no cero, los llamaremos x; € M;;, con j € {1,---,n}, a continuacion construiremos un
r € R tal que 0 # rx € N. Por el lema anterior, existe 1 € R tal que maxy € N;,, luego x2 € M;, y
asi rixe € M,;,, si rize # 0 existe ry € R tal que 0 # rarixa € N, en caso que 1122 =0, r2 = 1g.
De este modo 0 # rorizy € N;, 0 0 # rorjza € N,,, siguiendo con este proceso obtendremos
T =rpr,—1---71 tal que e # 0 ya que podemos asegurar que al menos un componente rz; # 0y
ademés rx € N. Por lo tanto, nuevamente por lema anterior N es esencial en M. |

Corolario 1.1. Sean I un conjunto de indices, M = > M; y N; submddulo esencial del R-mddulo
iel
M;, para cada i € I, entonces N = Y N; es esencial en M.
iel
Demostracion. La demostracién es analoga a la demostracion de la proposiciéon anterior. W

Proposicion 1.2. Sea M un R-mddulo, entonces, M es inyectivo si y solo si no existe un R-
mddulo E tal que M es submaddulo propio esencial de E.

Demostracion. Supongamos que M es inyetivo y que existe E tal que M es esencial en E. Como
M es inyectivo existe K un R-submoédulo no cero de FE, tal que £ = M + K suma directa, pero
M es esencial en F, se sigue que K = 0, lo cual es una contradiccién por lo que, no existe F.

Ahora supongamos que no existe un R-moédulo E tal que M es esencial en E. Para que M
sea inyectivo, podemos demostrar que es un sumando directo de un R-médulo K que contenga
propiamente a M. Sea K un R-submoédulo que contenga propiamente a M y denotamos como I'
a la familia de todos los submo6dulos no cero X de K tal que M N X = 0. Por hipétesis, sabemos
que M no es esencial en K, negando la definiciéon de submédulo esencial, tenemos que existe un
submoédulo N tal que M NN =0 pero N # 0, entonces N € T', de esta manera I' # &. Ordenamos
parcialmente ha I' con la inclusién y sea I un subconjunto totalmente ordenado de I', entonces

afirmamos que Y, X €T, yaquesiz e MN Y X, se sigue que
Xer Xer

n
T = Zl'z con cada z; € X;, donde i € {1,---,n},
i=1

dado que cada X; € I" existe un X; que los contiene a todos, con j € {1,---,n}, de este modo
o x; € X; y @ =0, obtenimos que M N > X = 0. También, si X € I', X C > X, por
Xer’ Xer

lo que, todo subconjunto totalmente ordenado de I' esta acotado superiormente. Por el lema de
Zorn, I" tiene almenos un elemento maximo Xy. Si K = M + X, acabamos, ya que es suma directa.
Supongamos que K # M + X y por el Tercer Teorema de Isomorfismos de médulos tenemos,

M = M/(0) = M/(MnNXo) = (M + Xo)/Xo C K/Xo,

como (M + X;)/ Xy es isomorfo a M, tampoco es submoédulo esencial propio de algtin R-modulo,
entonces (M + Xg)/Xo no es esencial en K/ X, nuevamente negando la definicion, existe Y/ Xy # 0
submodulo de K/ Xy, se sigue que Xy C Y y es tal que,

(Y N(M+ Xo))/Xo=Y/XoN (M + Xo)/Xo =0,

entonces,
YNMCYN(M+ Xp) C Xo,

se sigue que, MNY CMNXg=0,asiY €'y Xg CY, lo cual es una contradiccién ya que Xy
es maximo. Por lo tanto K = M + X y como es suma directa, M es inyectivo. |
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1.2 Capsulas inyectivas

1.2. CAapsulas inyectivas

Definicion 1.2. Sea o : M — E un monomorfismo de R-mddulos. Entonces E es una cdpsula
inyectiva de M si E es inyectivo y a es un monomorfismo esencial.

Proposicion 1.3. Todo R-mddulo estd incluido en una cdpsula inyectiva.

Demostracion. En [4, Chapter 5, Corollary 5.5.5] nos dice que todo R-mo6dulo es un submodulo
de un R-moédulo inyectivo. Sea M un R-moédulo y F un R-moédulo inyectivo en el cual esta incluido.
Denotamos como I' a la familia de todos los R-submoédulos X de E tal que M es submodulo
esencial de X, M € T asi ' # @. Ordenamos parcialmente a I' con la inclusiéon y sea I un

subconjunto totalmente ordenado de T', entonces > X € T, ya que por el Corolario 1.1, M =
Xer
> M esesencialen Y X, por lo que, todo subconjunto totalmente ordenado de I" esta acotado
Xelv Xer
superiormente. Por el lema de Zorn, I' tiene elemento méximo, sea Xg. Ahora supongamos que

existe K tal que Xy es submédulo propio esencial de K, como E es inyectivo tenemos el siguiente
diagrama conmutativo.

XOLK
/

. i g
B s
¥
E

Entonces Xy = ig(Xo) = a(ix(Xo)) = a(Xp). Supongamos que ker o # 0, como X es esencial
en K, XgNkerao # 0, sea 0 # z € Xo Nkera, de este modo, © = ig(x) = alix(z)) = 0
lo cual es una contradiccion, por lo que kera = 0, luego a|*%) : K — a(K) es isomorfismo y
(a|*F))=1: o(K) — K es sumorfismo inverso. Ademas como X es esencial en K, por el Lema 1.1,
Xo = a|* ) (Xo) = ((a|*F))=1)"1(X,) es esencial en a(K) y por el Lema 1.2, M es esencial en
oK), se sigue que a(K) € T, se deduce que a(K) = X = a(Xp), como a|**) es un correstriccion
sobre a(K), se sigue que, a(K) = a|*F)(K), asi

K = (a|]*™ ) (a*M(K)) = (o)) "N a(K))
= (o]*) " (a(X0)) = (a]*™)) " (a]*) (X)) = X,

entonces K = Xj, lo cual es una contradicciéon, ya que Xy era submoédulo propio de K. Se ha
demostrado que no existe R-modulo K tal que Xy es submoddulo propio esencial de K, por la
Proposicion 1.2, X es inyectivo esencial y con la inclusion se concluye que, Xg es capsula inyectiva
de M. |

Proposicion 1.4. Las cdpsulas inyectivas son unicas (salvo isomorfismos).

Demostracion. Sean E(M) y Eq(M) dos capsulas inyectivas del R-moédulo M, no necesariamente
con la inclusion, con o : E — E(M) y 8 : E — E1(M) sus respectivos monomorfimos esenciales,
como F;(M) es inyectivo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

ﬁl - /"//
~
Ey(M)

donde, 8 = ya. Supongamos que kervy # 0, como a(M) es esencial en E(M), a(M) Nkery # 0,
sea 0 # x € a(M) Nker~, como z € a(M) existe algin 0 # m € M tal que x = «(m), de la misma
forma [ es monomorfismo, entonces,

0 # B(m) =y(a(m)) =~(z) =0,
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lo cual es una contradiccion. Asi kery = 0, se sigue que, y(E(M)) es inyectivo y es submodulo de
E (M), por lo que existe un sumando directo K, R-modulo, tal que Ey (M) = v(E(M)) + K suma
directa. También sabemos que, S(M) = v(a(M)) C v(E(M)), entonces f(M) N K = 0, ya que
K es sumado directo de y(E(M)) y como B(M) es esencial en E1(M), K = 0. De est4 manera,
Y(E(M)) = E1(M), por lo tanto E(M) = Ey(M). [ |

Observaciones: A la capsula inyectiva donde el R-médulo M esta incluido la denotaremos como
E(M) a menos que se diga otra cosa. También si N es esencial en M, entonces por Lema 1.2 N es
esencial en E(M), se sigue que E(N) = E(M).

Proposicion 1.5. Sean M, M, - -, M,, R-mddulos. Entonces @1 E(M;) es una cdpsula inyectiva
de @ M;, es decir,
E(@iL M;) = &) E(M;).

Demostracion. Como hay un ntmero finito de E(M;) por [3, Chapter 2, Proposition 2.3]
@7 1 E(M;) es inyectivo y por la Proposicon 1.1, @, M; es esencial en @, E(M;). [ |

1.3. Anulador

Sean M un R-moédulo, N un submoédulo de M y K un subconjunto no vacio de M. Entonces
denotaremos

N:K={reRrK C N}
Lema 1.4. N : K es ideal izquierdo de R.

Demostraciéon. Sean z,y € N : K, k € K y r € R, entonces

(m+y)k:xk+yk€N, Ork =0gr € N,
(—x)k=—(zk) e N y (rz)k=r(zk) € N,

asi x +y,—x,rx,0g € N : K. Por lo tanto, N : K es un ideal izquierdo de R. |

De aqui, podemos observar los siguientes casos particulares. Sea m € M

N:m={reRjrme N}
0: K={reR|rK C0}={reR|ke K,rk=0}

Si K es submodulo de M y sean x € N : K, k € K, r € R, entonces (2r)k = z(rk), como rk € K
se tiene que z(rk) € N, asi r € N : K. De este modo, si K es R-submoédulo de M, N : K es un
ideal bilateral de R.

Definicion 1.3. Sean M un R-mddulo y N un submddulo de M. Entonces a 0 : N lo llamaremos
anulador de N y lo denotaremos AnngN. En caso de que K = {z}, denotamos 0: {z} = (0: x).

Proposicion 1.6. Sean M un R-mddulo y x € M, entonces Rx = R/(0 : z).

Demostracion. Sea « : R — Rx tal que «(r) = rz, con r € Ry sean 11,79 € R, entonces

a(rry +re) = (rr1 + re)x = rryx + rex = ra(ry) + a(rs)
re € Re,3r e R a(r) =rz.
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De estéa forma, « es un epimorfismo, y por otro lado,
kera = {r € Rla(r) =0} = {r € Rlre =0} = (0: z)
y por el Primer Teorema de Isomorfismos
R/(0:2) = R/kera & Ruz.

Lema 1.5. Sean I un ideal izquierdo propio de R y x € AnngE(R/I). Entonces existe un elemento
y€ R, ye&lI tal que yr = 0.

Demostracion. Supongamos que no existe un elemento y € R, y ¢ I tal que yx = 0. Entonces
podemos afirmar que (0 : z) C I. Veamos que o : Rx — R/I tal que a(riz) =r+ I, conr € R es
un morfismo de R-modulos. Sean r € Ry ra,rox € Rz, entonces

a(rriz+rox) = a((rr +r2)x) =rri+re+ I =r(r1) + I +ro+ I = ra(riz) + a(rex)

y como (0: z) C I, « esta bien definido, por lo que « es morfismo y lo extendemos de la siguiente
manera,

in—R>R

|

R/I

iE(R/I)\L

E(R/T)

a1

donde, ig(r/rya = iR, de esta forma, oy : R — E(R/I)y
a1 (z) = ar(ir(z)) = ipr/n(a(@) = a(z) =1+ 1.
Por otro lado, oy (1) € E(R/I), asi
O=zaq1(1) =a1(x) =14+1+#0

lo cual es una contradiccion. [ |

1.4. Moébdulos inescindibles y submoédulos irreducibles.

Definicion 1.4. Sea M un R-mddulo. Se dice que M es inescindible si M # 0 y los unicos
sumandos directos de M son M y 0.

Definicion 1.5. Sean M un R-mddulo y N un submddulo de M. Entonces decimos que N es un
submddulo irreducible si N # M y no existen submddulos A, B de M tal que N C A, N C B y
N = AN B. Un ideal izquierdo de un anillo es un ideal izquierdo irreducible, si el anillo es visto
como un mdodulo izquierdo y el ideal es un submddulo irreducible. Si M es un R-mddulo tal que el
submddulo cero es irreducible en M, se dice que M es uniforme.
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1.4 Moédulos inescindibles y submodulos irreducibles.

De las definiciones se puede deducir que cualquier modulo isomorfo a un médulo inescindible
(irreducible) es inescindible (irreducible).

Proposicion 1.7. Sea M un R-mddulo inyectivo. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. M es inescindible.
2. M #0 y es la capsula inyectiva de todo submadulo no cero de si mismo.
3. M es uniforme.

Demostracion. Primero demostremos que 1. implica 2. Supongamos que M es inescindible, asi
M # 0. Sea N # 0 un submodulo de M, como M es inyectivo tenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

iB(N)

Donde ip; y @ E(N) son las respectivas inclusiones, entonces iy = i E(N), Veamos que « es mono-
morfismo, supongamos que ker a # 0, debido a que N es esencial en E(N), N Nkera # 0, sea
0 # x € N Nker «, entonces

0# 2 =iy(z)=caipw)(z)=alr)=0

lo cual es una contradiccion, por lo que « es monomorfismo. Luego a(E(N)) es un submodulo
inyectivo de M, entonces a(E(N)) es sumando directo distinto de cero de M, por lo que M =
a(E(N)), asi « es isomorfismo y M es una capsula inyectiva de N.

Ahora demostremos que 2. implica 3. Supongamos que M # 0 y es capsula inyectiva de todo
submodulo no cero de si mismo y sean Ny, No submddulos de M tal que Ny N Ny = 0, si Ny # 0,
como Nj es esencial en M, se sigue que Ny = 0. Por lo tanto, M es uniforme.

Por tltimo demostremos que 3. implica 1. Supongamos que M es uniforme, entonces M # 0y
supongamos que existen Ny, Ny submodulos de M tales que M = N + Ny suma directa, entonces
N1 N Ny =0, lo cuél es una contradicciéon ya que M es uniforme, por la tanto M es inescindible.ll

Corolario 1.2. Sea M un R-mddulo. Entonces
1. E(M) es inescindible si y solo si M es uniforme.

2. Sea N submddulo de M, N es un submddulo irreducible de M si y solo si E(M/N) es
inescindible.

3. Si M es un mddulo simple, entonces E(M) es inescindible.
Demostracion.

1. Por la proposicion anterior, E(M) es inescindible si y solo si E(M) es uniforme, y como M es
submodulo de E(M), el submo6dulo cero también es irreducible con respecto a M. Por otro
lado, supongamos que M es uniforme y sean Ni, Ny submodulos no cero de E(M) tal que
Ny N Ny =0, como M es esencial en E(M), Ny N M, No N M son submddulos no cero de M
tal que (Ny N M) N (NaN M) =0 lo cual es un contradiccion ya que M es uniforme. Asi,
E(M) es uniforme.
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2. Primero probaremos que N es un submodulo irreducible de M si y solo si el submodulo cero
de M/N es irreducible. Sean Nj, Ny submodulos M que contienen estrictamente a N, asi
N C N; N Ny, entonces si Ny N Ny = N, se tiene que (N1/N) N (N2/N) = (N1 N Ny)/N =
N/N = 0, por otro lado, si (N1/N) N (N2/N) = 0, se sigue que Ny N Ny C N, por lo que
NN Ny = N. Entonces, N submodulo irreducible de M, no existen los submoédulos Ny, Ny de
M que contienen a N tal que NyN Ny = N esto ocurre si y solo si (N1/N)N(Ny/N) = 0, como
no existen (N1 /N), (Ny/N) submo6dulos de M /N, el submodulo cero de M/N es irreducible.

Concluimos que, si N es submo6dulo de M por 1, E(M/N) es inescindible si y solo si el
submodulo cero de M/N es irreducible si y solo si N es submodulo irreducible de M.

3. El submédulo cero de M es irreducible ya que no existen submoédulos no cero de M que no
sean el mismoy M N M = M, y por 1, E(M) es inescindible. |

Corolario 1.3. Sea M un R-mddulo inyectivo inescindible y 0 # x € M. Entonces, M = E(R/(0 :
x)) y (0:z) es un ideal izquierdo irreducible de R.

Demostracion. Por la Proposicion 1.6, Rx = R/(0 : x) y por la proposicion anterior M =
E(Rz) 2 E(R/(0 : x)), por lo que E(R/(0 : x)) es inescindible y por el Corolario 1.2, (0 : ) es
irreducible. u

Definicion 1.6. Sean R un anillo conmutativo y P un ideal de R, entonces P es un ideal primo
de R si es un ideal propio y para todo x,y € R tal que xy € P, entoncesx € P oy € P.

Lema 1.6. Sean R un anillo conmutativo y P un ideal primo de R. Entonces E(R/P) es inescin-
dible y P es irreducible.

Demostracion. Sean A, B ideales de R tal que P = AN B. Entonces AB C AN B = P, asi,
ACPoBCP,esdecir, A= P o B = P, por lo que P es irreducible y por el Corolario 1.2
E(R/P) es inescindible. [ |

Lema 1.7. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo inyectivo inescindible y sea ¢ €
EndgM (EndrM representa al anillo de los R-morfismos con dominio M y codominio M, es
decir, el anillo de los R-endomorfismos de M ). Entonces ¢ es invertible si y solo si ker ¢ = 0.

Demostracion. En en anillo de endomorfismo de M, los elementos invertibles, son los isomor-
fimsos, por lo que, si ¢ es isomorfismo, es monomorfismo y ker ¢ = 0. Por otro lado, si ker¢ = 0
entonces ¢ es monomorfismo y ¢(M) es un submoédulo inyectivo de M por lo que ¢(M) es un su-
mando directo de M distinto de cero, como M es inescindible, ¢(M) = M y asi ¢ es epimorfismo.
Por lo tanto, ¢ es invertible. |

1.5. Zoclo

Definicion 1.7. Sea M un R-mddulo, entonces el zoclo de M es la suma directa de todos sus
R-submddulos simples de M y lo denotaremos zoc(M), es decir,

zoc(M) = Z S (suma directa).
SCM
S simple
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Proposicion 1.8. Sea a : M — N un morfismo de R-mddulos. Entonces a(zoc(M)) C zoc(N).

Demostracion.

a(zoc(M)) = of Z S) = Z a(S).
SCM SCM
S simple S simple

Sea S un submoddulo simple de M, entonces por el primer teorema de isomorfismos, S/ ker(a|s) =
a(S), como S es simple, ker(als) = S o ker(als) = 0. Si ker(als) = S, entonces 0 = S/S = a(S),
por lo que a(S) = 0. Por otro lado, si ker(a|s) = 0, entonces S = «(S), se sigue que a(S) es simple.
Como «(S) C N, entonces a(zoc(M)) es una suma de submodulos simples y 0 de N. Por lo tanto,
a(zoc(M)) C zoc(N). ]

Corolario 1.4. Sea a : M — N un isomorfismo de R-mddulos. Entonces a(zoc(M)) = zoc(N).
Demostracion. Por la proposicion anterior sabemos que, a(zoc(M)) C zoc(N) y también que
a~Y(zoc(N)) C zoc(M), por lo tanto, zoc(N) C a(zoc(M)) C zoc(N), es decir, a(zoc(M)) =
zoc(N). |
Lema 1.8. Sean M un R-mddulo y N un R-submddulo esencial de M. Entonces zoc(N) = zoc(M).
Demostracion. Sea S un submodulo simple de M, como N es esencial en M, N NS # 0, por lo
que NN S =S5, asi S CN. Por lo tanto, zoc(N) = zoc(M). [ |
Proposicion 1.9. Sean My, Ms,--- M, R-mddulos. Entonces,
zoc(@®i M;) =2 @7 zoc(M;).
Demostracion. Sean m; : @' M; — M; y n; : M; — @' M;, para cada j € {1,---,n}, los

morfismos proyeccion natural e inclusiéon respectivamente.
Por la Proposicion 1.8, sabemos que 7;(zoc(M;)) C zoc(®l_, M;), entonces,

n
> nj(zoc(M;)) € zoc(@f_y M;).
j=1
Por otro lado, sabemos que Idgr v, = Z;;l 1,75, se sigue que

z0c(B]_, M;) = > nj(mj(z0c( @]y M;y))) C Z??j(ZOC(Mj))-

j=1

Por lo que, 2?21 n;(zoc(M;)) = zoc(PB}_, M;). Como es suma de modulos simples, es claro que es
suma directa, por lo tanto,

@ jzoc(M;) = Zni(zoc(Mi)) = zoc(B1 M;).
i=1
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1.6. Modulos neterianos y artinianos

Definicion 1.8. Sea M un R-mddulo, M es neteriano(resp. artiniano) si todo familia no vacia
de R-submddulos de M posee un elemento mdzimo(resp. minimo) con respecto a la inclusion. Un
anillo R es considerado neteriano(resp. artiniano) si lo es como R-mddulo.

De la definicion es facil ver que todo R-submodulo de un R-moédulo neteriano(resp. artiniano),
también es neteriano(resp. artiniano). A su vez también que la propiedad de ser neteriano, se
preserva bajo isomorfismo de R-moédulos.

Definicion 1.9. Sea M un R-mddulo. Una cadena de R-submddulos de M
- C N2t CN; C Ny C- -

(finita o infinita) se dice que se estaciona si la cadena estd formada por un nidmero finito de
diferentes R-submddulos.

Proposicion 1.10. Sea M un R-mddulo, entonces,
1. M es neteriano si y solo si toda cadena ascendente se estaciona.
2. M es artiniano si y solo si toda cadena descendente se estaciona.
Demostracion.

1. Supongamos que M es neteriano y sea la siguiente cadena ascendente de R-submoédulos de
M arbitraria.

Ny CNyCN3C---

Entonces la familia de submoédulos N;, con i € {1,2,---}, tiene un elemento méximo Ny, por
lo que Ny = N,,, cuando k& < m, entonces la cadena ascendente se estaciona.

Por otro lado, supongamos que M no es neteriano, entonces existe una familia I" de R-
submodulos de M, que no tiene méaximo con respecto a la inclusién, entonces sea N; € T,
entonces N7 no es maximo por lo que existe Ny € I" tal que N1 C Na, como N, tampoco es
maximo, existe N3 € I tal que Ny C N3, continuando con este proceso indefinidamente, por
lo que la cadena

Ny C Ny CNsC---

no se estaciona, asf si M no es neteriano existe al menos una una cadena ascendente de R-
modulos que no se estaciona. Por contraposiciéon tenemos, si toda cadena de R-submoédulos
de M se estaciona, entonces M es neteriano.

2. La demostraciéon es analoga a la anterior.

Proposicion 1.11. Sea
0O-=N—-E—-M-—=0

una sucesion exacta de R-mddulos. Entonces E es neteriano (resp. artiniano) si y solo si N y M
son neterianos (resp. artinianos).
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Demostracion. La demostraciéon para artinianos es analoga a la de neterianos, por lo que solo
demostraremos para neterianos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que N es submoédulo de
Eyque M = E/N. Sea

KiCKyCKzC---

una sucesion ascendente de R-submoédulos de E/N. Entonces definimos K/ = {x € E|lz+ N € K;}
para cada ¢ € {1,2,---}, asi tenemos la siguiente cadena de submodulos de E,

K/ CK,CK{C---
como F es neteriano, la cadena se estaciona en algin K}, por lo que K/, = K/, cuando n < m
y por como estan definidos estos modulos implica que, K, = K,,, cuando n < m, por lo que la

cadena ascendente de submoédulo de E/N se estaciona y E/N es neteriano.
Por otro lado, supongamos que N y M son neterianos, y sea

Ky CKyCK3C---
una cadena de R-submoédulos de E. Entonces tenemos que las siguientes cadenas ascendentes,

(K1 + N)/N C (K5 + N)/N C (K3 + N)/N C---

de R-submodulos de N y E/N respectivamente, entonces ambas se estacionan, supongamos que en
l,r € {1,2, -}, respectivamente, sea n = méx{l,r} tal que pasen las siguientes acciones al mismo
tiempo,

K,AN=K,NN v (K,+N)/N=(Kn+N)/N,

se sigue, K,, + N = K, + N, cuando n < m. Utilizando la ley modular, obtenemos el siguiente
resultado,

Kn=Ky+(K,NN)=Kp,+ (KnNN)=KpnN(Ky,+N)=KpnnN(Kp+N)=K,.

Por lo tanto, la cadena ascendente de submoédulos de E se estaciona y F es neteriano. |

Proposicion 1.12. Sean My, Ms,- - - M,, R-mddulos, entonces & M; es neteriana(resp. artinia-
na), si y solo si cada M; es neteriano(resp. artiniano), para cada i € {1,2, -+, n}.

Demostracion. La demostracion para artinianos es analoga a la de neterianos, por lo que solo
demostraremos para neterianos. Procederemos por induccién. Para el caso base, cuando r = 1, es
claro que se cumplen las dos implicaciones. Supongamos que se cumplen ambas implicaciones para
r > 1, entonces queda demostrar que se cumplen ambas implicaciones para r + 1. Consideremos la
siguiente sucesion exacta

0— @I M; — & M; — M,y —0

con la inclusiéon y la proyeccion candnica.
Ahora supongamos que 7T 1M7; es neteriano, entonces por la proposicién anterior, ®7_, M;
=1 ’ 9 i=1
y M,11 son neterianos y con la hipétesis de induccién tenemos que cada M; es neteriano con

ie{1,2,---,r}

Por otro lado, si suponemos que M; es neteriano, para cada i € {1,2,---,r+1}. Por hipotesis de
induccién tenemos que @]_; M; es neteriano y como también M,.;, es neteriano, por la proposicién
anterior, acabamos. |

Corolario 1.5. Sean 51,52, --S,, R-mddulos simples, entonces @;_,S; es neteriano y artiniano.

10



Preliminares
1.6 Modulos neterianos y artinianos

Demostracion. Como cada moédulo simple tiene tinicamente dos submoédulos, toda cadena as-
cendente y descendente se estaciona entonces son neterianos y artinianos, y por la proposicion
@;_, 5 es neteriano y artiniano. |

Definicion 1.10. Sean M un R-mddulo y la cadena
0=MyCM CMC---C M, =M
de R-mddulos de M, entonces,
1. la cadena es de longitud n

2. la cadena es una serie de composicion si M;_1 es submaodulo mdximo de M; para cada i €

{17. .. ,n}_

3. M es de longitud finita si tiene una serie de composicion.

Proposicion 1.13. Sea M un R-mddulo. Entonces M es neteriano y artiniano si y solo si M es
de longitud finita.

Demostraciéon. Supongamos que M es neteriano y artiniano, sea I' la familia de todos los R-
submoédulos propios de M, como M es neteriano existe M; € I' maximo, lo que seria un submodulo
méximo de M. Como M; es submodulo M, también es neteriano y siguiendo el mismo procedi-
miento, existe Ms un submoédulo méaximo de M;. Repitiendo este proceso obtenemos la siguiente
cadena decendente de submoédulos de M,

-~ CMyC M, CMy=M,

debido a que M es artiniano esta cadena se estaciona. Supongamos que se estaciona en el R-modulo
M,., con r un entero positivo, entonces la familia de los submoédulos propios de M,. debe ser vacia,
por lo que M, = 0, luego M, = 0 es el submo6dulo méaximo de M, _1, por lo que M,_; es un
submoddulo simple. Se sigue que la cadena es una serie de composiciéon y M es de longitud finita.

Por otro lado, supongamos que M es de longitud finita. Procediendo por induccién. Seal =1 la
longitud de la serie de composicion, entonces M es simple, M es artiniano y neteriano. Supongamos
que supongamos que que se cumple para [ = r — 1. Queda demostrar que cumple para r. Sea

O=MyCcMyC---CM,_ 1CM,=M
una serie de composicion de longitud r de M. Entonces
O0=MyCM C---C M,
es una serie de composicion de longitud r—1 de M,._1, por hip6tesis, M, _; es neteriano y artiniano.
A su vez, M,_; es submodulo maximo de M, entonces M/M,._; es simple, por lo que es neteriano
y artiniano. Veamos la siguiente sucesion exacta

0> M,y —>M—M/M,_; — 0,

por la Proposiciéon 1.11, M es neteriano y artiniano. |

Proposicion 1.14. Un R-mddulo M es neteriano si y solo si todo R-submddulo de M es f.g.

11
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Demostracion. Supongamos que M es neteriano y sean N un R-submoddulo de M y I' la familia
de todos los R-submoédulos f.g. de N, la familia es distinta del vacio ya que el R-modulo O es
f.g.. Como M es neteriano, I' tiene elemento maximo, sea Ko = Rr; +--- + Rx,, con z; € Ky,
i € {1, --,n}. Supongamos que N no es f.g., entonces Ky C N, asi existe k € N, k ¢ K, entonces,
Ky + Rk es un submoédulo de N f.g., lo cual es una contradicciéon, ya que Ky es maximo, por lo
tanto N es f.g.

Por otro lado, supongamos que todo R-submodulo de M es f.g., y sea

N1 CNyC N3 C---

una cadena ascendente de R-submodulos de M, consideremos K = Ufil N;, entonces, K es submo-
dulo de M, se sigue que es f.g., sea K = Rx1+---+ Rx,, donde z; € Kj,, para cada i € {1,---,n}
y para algtn j; € {1,---,00}. entonces, sea r = max{j;}, de este modo z1, -, x, € K., por lo que
K = K, la cadena se estaciona en K, y M es neteriano. |

Proposicion 1.15. Un anillo izquierdo R es neteriano (resp. artiniano) siy solo si todo R-mddulo
f-g. es neteriano (resp. artiniano).

Demostracion. Supongamos que R es neteriano (resp. artiniano). Sea A un R-mddulo f.g. si
A=Rxi+ - Rx,,donden e Nz; € Aconi€ {1, --,n}, como R es neteriano(resp. artiniano),
R™ también lo es, y sabemos que todo R-moédulo es la imagen epimorfica de una suma directa
externa de copias de R, en este caso A de R", por lo que A es neteriano (resp. artiniano).

Por otro lado, suponemos que todo f.g. es neteriano (resp. artiniano), como R es f.g. por ser
generado por el 1p, R es neteriano (resp. artiniano). |

Lema 1.9. Sea R un anillo neteriano, entonces:
1. Toda suma directa de R-mddulos inyectivos es inyectiva.
2. Todo R-mddulo M contiene un R-submddulo N uniforme.
Demostracion.

1. Sea E =} ,.; E;, con I un conjunto de indices, una suma directa de R-moédulos inyectivos.
Por el Criterio de Baer, es suficiente probar que para todo U ideal de R y todo morfismo
a:U — E, existe f: R — F, tal que el siguiente diagrama conmuta

es decir, o = Pig, donde i es la inclusion en R.

Como R es neteriano, por la Propoiciéon 1.14, U es f.g., entonces, U = Rxy +---+ Rxy, y
a(U) = a(Rzxy +- -+ Rxy) = Ra(z) +- - - + Ra(zy,),

donde cada a(x;), es la suma de un numero finito de diferentes elementos no cero de F;, con
i € Iy, Iy C I finito. De este modo tenemos los siguientes morfismos, ip : Zielo E;,—-FEy

) E; . . .
ap = a|21€10 , donde es claro que a = igag. Como I es finito y cada FE;, con i € I, es

12
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inyectivo, y la suma directa ), 1, Bi es inyectiva por lo que existe Bo:R— > E;, tal

que el siguiente diagrama conmuta,

i€ly

es decir, ag = Bpig. Por lo tanto, definimos 8 = ig 3y, se sigue que, o = igag = igPoir = Pig.

2. Para la demostracion necesitaremos la siguiente definicién. Sean A un R-moédulo y B un
R-submodulo de A, si C' un R-submodulo de A, tal que BN C = 0 y es maximo con esta
propiedad, lo llamaremos el complemento de la interseccion de B en A, denotaremos al
complemento de la interseccién de B como B™.

Sea N un R-submoddulo no cero f.g. de M, por la Proposiciéon 1.15, N es neteriano. Sea I la
familia de los R-submoédulos propios de IV, los cuales son el complemento de la interseccion
de los R-submodulos no cero de N. Como el R-submoédulo cero es un submédulo propio de
N, N#4#0y=N"=0,0¢cT, asiI' # @. Como N es neteriano, existe X" maximo, el
complemente de la intersecciéon de X en N.

Veamos que todo R-submoédulo de X es esencial en X. Sean K un R-submoédulo no cero de
X y L un R-submoédulo de X, tal que K N L = 0, entonces

KN(L+X")=(KNL)+(KNX")=0+0=0.

Como K # 0, entonces, K™ # N, pero X" es maximo, se sigue que, L + X" = X", es decir,
LC X" porloque LC XNX"=0,L =0, locual es una contradiccién. Se obtiene que
cualquier submo6dulo no cero de X es esencial en X. De este modo, no existen R-submoédulos
no cero A, B de X, tales que AN B = 0. Por lo tanto, el R-médulo X es uniforme.

1.7. Modulos semisimples

Lema 1.10. Sean M un submddulo tal que todo R-submddulo de M es un sumando directo de M
y N un R-submddulo de M, entonces todo R-submddulo de N es un sumando directo de N.

Demostracion. Sea A un R-submodulo de N, entonces A es un submédulo de M, entonces existe
un R-submoédulo B de M tal que M = A + B suma directa, se sigue que NNM =NN(A+B)y
por la ley modular N = A + (N N B), esta suma es directa ya que

AN(NNB)CANB=0.
|

Proposicion 1.16. Sea M un R-mddulo. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Todo submddulo de M es una suma directa de submddulos simples.

2. M es una suma directa de submodulos simples.
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8. Todo submddulo de M es sumando directo de M .

Demostraciéon. Supongamos que todo submédulo de M es suma directa de submodulos simples,
como M es un submédulo de si mismo, M es una suma directa de submodulos simples.

Por otro lado, supongamos que M es una suma directa de R-submoédulos simples, es decir
M =3,.;Si, donde I es un conjunto de indices y cada S; es un R-submodulo simple de M, sea
N un submodulo de M y consideremos a la familia

I'={LCIN+ Z S; suma directa}.
ieL

Como » ;.5 =0, €T, por lo que I' # &, ordenamos parcialmente a I' con la inclusion y sea
I una subfamilia totalmente ordenada de I'. Claramente K = (J; . L es una cota superior de
I, veamos que K € I". Sea F' C K finito, entonces existe un L € " tal que F C L y F es de tal
forma que n—l—Zieri =0,conn € Nys; €S;,como FCL n=s; =0 paratodaiec E. De
esta manera, N + ., S; es suma directa, por lo que K € I' y por el Lema de Zorn existe un
elemento maximo J € I'. Sea

E=N+ Z S;  (suma directa)
ieJ

y supongamos que E+S;, es suma directa, con ig € I, esto no seria posible debido a que JU{ip} € T,
pero J es elemento maximo de I', se sigue que £ N S;, # 0 y como 5;, es simple se tiene que
EﬂSio = Digs asi Sio Q Ey
M=) S CECM,
il
como N fue arbitrario, todo R-submoédulo de M es sumando directo de M.

Por dltimo, supongamos que todo R-submoédulo de M es sumando directo de M, sean N un R-
submodulo de M y Nog = >, .; S; donde I es un conjunto de indices y cada S; es un R-submo6dulo
simple de N, entonces Ny es submddulo de N, luego por hipotesis y por el lema anterior, existe
K un R-submoédulo de N tal que N = Ny + K suma directa, si K = 0 terminamos, supongamos
que K # 0, entonces K tiene un R-submoédulo f.g. L el cual posee un R-submodulo méaximo
X, entonces nuevamente por hipétesis y el lema anterior existe Ly R-submoédulo de L tal que
L = X + Ly suma directa, luego por el Segundo Teorema de Isomorfismos de médulos

L/X = (X + Lo)/X = Lo/(X N Lo) = Lo/0 = Lo,

como X es maximo en L, L/X es simple, entonces Ly es un submodulo simple de L, asi Ly es un
submodulo simple de K y Lo € Ng, por lo tanto Ly C Ny N K = 0, lo cual es una contradiccion,
se sigue que K = 0. |

Definicion 1.11. Al R-mddulo que cumpla con alguna de las equivalencias dadas en la proposicion
anterior se le llama R-modulo semisimple.

Proposicion 1.17. Sea M un R-mddulo semisimple, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. M es una suma directa de un niumero finito de R-submddulos simples.
2. M es neteriano

8. M es artiniano.
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Demostracion. Supongamos que M es una suma directa de un nimero finito de R-submédulos
simples, por el Corolario 1.5, M es artiniano y neteriano.

Por otro lado, si negamos que M es una suma directa de un numero finito de R-submodulos
simples, entonces seria un suma infinita entonces M tendria cadenas ascendentes y descendentes
infinitas, es decir M no es artiniano y no es neteriano. La contraposicion seria, si M es artiniano
M es una suma directa de un nimero finito de R-submodulos simples, de igual manera si M es
neteriano. ]

Proposicion 1.18. La imagen de un morfismo de un R-mddulo semisimple es semisimple.

Demostracion. Sea a : A — B un morfismo de R-moédulos, donde A es semisimple, entonces
existe N un R-submoédulo de A tal que A = ker o + N suma directa, entonces por el primer y
segundo teorema de isomorfismos de médulos tenemos que

a(M) = M/(kera) = (kera+ N)/kera = N/(N Nkera) = N/0 = N,

por la Proposicion 1.16, N es semisimple, entonces «(A) es semisimple. |

Corolario 1.6. Sea R un anillo. Entonces R es semisimple como R-mddulo si y solo si todo
R-mddulo es semisimple.

Demostracion. Supongamos que R es semisimple, como todo R-moédulo es imagen de un epi-
morfismo de una suma directa externa de copias de R, por la proposicién anterior todo R-mo6dulo
es semisimple.

Por otro lado, supongamos que todo R-moédulo es semisimple, entonces R visto como R-mddulo
es semisimple. |
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Capitulo 2

Moédulos finitamente incrustados y
sus propiedades.

2.1. Modébdulo finitamente incrustado.

Definicién 2.1. Un R-mddulo no cero M es finitamente incrustado (f.i.) si su cdpsula inyectiva
es isomorfa a una suma directa finita de cdpsulas inyectivas de R-modulos simples, es decir,

E(M) = E(S)) @ ® E(S,)

Lema 2.1. Sea M un R-mddulo. Entonces M es f.i. si y solo si zoc(M) es esencial en M y es f.g.

Demostracion. Supongamos que M es f.i., entonces
E(M) = E(51) - @ E(Sy)

con S; R-moédulos simples, para cada i € {1,---,n}, como M es esencial en E(M), por el Le-
ma 1.8, zoc(M) = zoc(E(M)), sea « el isomorfismo dado por hipdtesis y por el Corolario 1.4,

a(zoc(E(M))) = zoc(E(S1) @--- ® E(Sy)), es decir, a|zzzgggi;)))@"@E(S”) es isomorfismo, asf

zoc(M) = zoc(E(M)) = zoc(E(S1) @+ @ E(S,))
£ 20c(B(S1)) @- - & 200(E(Sy)) = S1 & - & S,

por lo que, zoc(M) es f.g.

Ahora, sabemos que S; es esencial en E(S;), para cada ¢ € {1,---n}, se sigue que, S1 ®--- B Sy,
es esencial en F(S7) ®--- @ E(S,). Entonces, por el Lema 1.1, zoc(M) = a~*(371(S1 ®--- & S,))
es esencial en E(M). Sea U un R-submoédulo de M tal que zoc(M)NU = 0, como U también es
submodulo de E(M), U = 0. Por lo que, zoc(M) esencial en M.

Por otro lado, supongamos que zoc(M) es esencial en M y es f.g., es decir, zoc(M) =Y | S,
una suma directa de R-submodulo simples S; de My como zoc(M) es esencial en M tenemos,

E(M) = E(zoc(M)) = E(S) @--- & S,) = E(Sy) & - & E(S,,).

Por lo tanto, M es f.i. [ ]
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Definicion 2.2. Sean M un R-mddulo e I un conjunto de indices. Una familia {M;};c; de R-
submddulos de M es llamada directa (resp. inversa) si para cualquier nimero finito de elementos
de I hay un ig € I tal que,

My, U Mg, U---UM;, C M,
(resp. M;, € M;, 0 M, N---NM;).

Proposicion 2.1. Sea M un R-mddulo, entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. M es f.g. siy solo si toda familia directa de R-submddulos propios de M estd acotada supe-
riormente por un R-submaddulo propio de M.

2. M es fi. si y solo si toda familia inversa de R-submddulos no cero de M estd acotoda
inferiormente por un R-submddulo no cero de M.

Demostracién.

1. Supongamos que M es f.g. y que existe {M;};cr, con I un conjunto de indices, una familia
directa de R-submodulos propios de M, la cual no esta esti acotada superiormente por un
R-submodulo propio de M. Ademés M; C ., M;, para cada i € I, entonces es una cota
superior, pero como la familia no esta acotado superiormente por un submoédulo propio de M,
> icr Mi = M, M es f.g. por lo que existe I’ C [ finito tal que, ) ,;, M; = M, pero como la

familia es directa existe un 4o € I tal que | J;c;, M; C M;,, recordando que la suma )., M;

es el generado de (J;c;, M;, es decir, es el minimo submodulo que contiene a | J,c; M;, se

sigue que, M = >, M; C M;,, lo cual es una contradiccion, ya que M;, es un submodulo

propio de M.

Por otro lado, supongamos que M no es f.g. y sea {M;};c; la familia de todos los R-
submodulos f.g. de M, como M no es f.g., todo los submoédulos de la familia son propios, el
0 € {M,}ier, por lo que no es vacia y la suma finita de modulos f.g. es nuevamente f.g., por
lo que cualquier subfamilia finita, estd acotada superiormente por un modulo f.g., entones
{M;};cr es una familia directa, por lo que existe M; submoédulo propio de M que acota
superiormente a todo la familia directa, sea x € M, x ¢ M;, entonces tenemos que Rz no
es un submodulo de M, pero Rz € {M,}icr, lo cual es una contradiccion, ya que Rx serfa
submoédulo de M.

2. Supongamos que M es f.i. y sea {M;};c; una familia inversa de submoédulos no cero de
M, como M esta en la familia, es distinta de cero, por el Lema 2.1 sabemos que el zoc(M)
es esencial en M, asi zoc(M) N M; # 0, para cada i € I, ademas el zoc(M) es f.g. y es
una suma directa de R-mo6dulos simples, por lo que zoc(M) = Z?Zl Sj & @} Sj, con Sj
R-submodulos simples de M y por el Corolario 1.5, zoc(M) es artiniano, de este modo, la
famlia {zoc(M) N M;};cs tiene minimo, digamos zoc(M) N M, sea k € I, como la familia
{M,}icr es inversa, entonces existe ig € I tal que M;, C Mj, N M, se sigue,

M,;, Nzoc(M) C M, N My Nzoc(M) = My Nzoc(M),

como M, Nzoc(M) es minimo, M; Nzoc(M) = M;, Nzoc(M), por lo que, My Nzoc(M) C
M;, C My, como k es arbitrario, M;» Nzoc(M) es cota inferior distinta de cero de la familia
{M;}ier.

Por otro lado, sea N un R-submodulo no cero de M y I la familia de todos los R-submédulos
no cero de N, dotamos a I' con la inclusién inversa para ordenarlo parcialmente, N € T,
entonces I' # &. Sean I una subfamilia totalmente ordenada con la inclusion inversa y
Iy una subfamilia finita de I, entonces rer, L € I' es una cota inferior(con la inclusion
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normal) de Ty, por lo que IV es una familia inversa y por hipotesis est4 acotada inferiormente
por un submoédulo no cero, entonces I con la inclusién inversa esta acotada superiormente y
por el Lema de Zorn, I' tiene méximo, se sigue que, con la inclusiéon normal tiene minimo, es
decir, N tiene un submodulo simple S. Como N # 0 fue arbitrario y 0 # S C N Nzoc(M),
el zoc(M) es esencial en M.

Por el Lema 2.1, queda demostrar que zoc(M) es f.g. o lo que es lo mismo, zoc(M) = Y | S,
con S; R-submddulos simples de M. Supongamos que zoc(M) es una suma directa de una
familia infinita de R-submodulos simples de M y sea {S;}2; una subfamilia contable. La

siguiente familia,
o0

00
>S5
=] j=1

claramente esta totalmente ordenada con la inclusiéon, por lo que, la interseccion de un ntmero
finito de sus elementos estaréd en la familia, se sigue que es una familia inversa. Veamos que
la interseccion de todos los elementos de la familia es cero.

Supongamos que 0 # x € ﬂjoil Efij S;, en particular z € Y 2, S;, es decir, x = Y o0, T,

con x; € S; entonces existe al menos un 0 # x, € Sy, a € {1,2,---, 00}, pero
o0 [e3 o0
re Y Si=> 0+ > S,
i=a+1 =1 i=a+1

de este modo, x, = 0, lo cual es una contradicciéon, por lo que x =0y
o0 o0
A3 -0
j=1i=j

Se sigue que, toda la familia no puede ser acotada por un submoédulo no cero, lo cual es un
contradiccion ya que contradice nuestra hipotesis. Entonces zoc(M) es f.g., por lo tanto, M
es f.i.

Proposicion 2.2. Sea 0 — M, S M ﬁ) My — 0 una sucesion exacta de R-mddulos, entonces:
1. S8i M es f.g., entonces Ms es f.g.
2. Si My y Ms son f.g., entonces M es f.g.
3. Si M es f.i., entonces My es f.i.
4. Si My y My son f.i., entonces M es f.i.
Demostracion.

1. Sea M f.g., entonces, existe x1, xa, -+, € M tal que, M =" | Rx;, como [3 es epimorfis-
mo, tenemos que,

n

Mz = B(M) = (3 Rai) = 3 B(Rwi) = ) RA(w:).

=1
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2. Sean M; y Ms son f.g., entonces existen x1,Zo, -+, &, € M1 y y1,Y2, -, Yn € Mo, tales
que, My = Y. | Ra; y My = Z;nzl Ry;. Como 3 es epimorfismo, se sigue que, existen
k1, ko, -+, km € M tales que, 8(k;) = y;, para cada j € {1,---,m}. Sea k € M, entonces

Blk) = rjy; =Y _riBlk;) = BO_rikj),
=1 j=1 =1

n

asi k — Z;":l rjk; € kerfg = Ima, por lo que, existe x = Y "  rix; € M; tal que,

(X rimy) =k — 3700 7k, lo que implica, k = 377 ria(x;) + 357, 7k, por lo tanto,

M =" Ro(z;) + > Rk;.
j=1

i=1

3. Supongamos que existe una familia inversa {M;};cs, con I un conjunto de indices, de R-
submoédulos no cero de M7, que no esta acotada inferiormente por un R-submédulo no cero de
M, entonces esta acotada inferiormente inicamente por el R-moédulo 0, entonces (;; M; =
0, como « es monomorfismo, {a(M;)}icr, es una familia inversa de R-submodulos no cero
de M, como M es f.i., existe K una cota inferior no cero, luego a es monomorfimo, se sigue
que 0 = kerw C M;, para cada i € I, entonces

0+#KC ma(Mi) =« (ﬂMl> =«(0) =0,
i€l i€l
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, My es f.i.
4. Sean My y Ms f.i., entonces,
E(M;) = E(S)) @@ E(Sy)
E(Ms) = E(S1) @+ @ B(S,),

con S;, S; R-submodulos simples de M y My respectivamente, i € {1,---,n}yj € {1,---,m}.
Entonces

E(E(M) ® E(Mz)) = E(E(My)) & E(E(Mz)) = E(M,) & E(My)
= (@i B(S)) @ (8]L1E(S))) ,

E(M;) ® E(Ms) es f.i.y como E(M) es inyectivo tenemos el siguiente mapa conmutativo,

M1L>M

iE(Ml)\L e
7
L

E(My)

e

con ig(py) la inclusion en E(My), tal que ig,) = Yo
Definamos el siguiente morfismo ¢ : M — E(M;) & E(Ms), de tal forma que, si x € M,
¢(z) = (v(z), B(x)), como v y B son morfismos, el morfismo ¢ estd bien definido. Sea x €
ker ¢, entonces v(z) =0y fB(x) =0, asi « € ker 8 = Ima, por lo que existe 2’ € M; tal que,
a(z') = x, entonces,

o’ =ipaun) (@) = v(a(@’)) = v(z) =0,
se sigue que, x = 0, es decir, ker ¢ = 0, ¢ es monomorfismo y F(M;) ® E(Ms) es f.i., por 3.
de esta proposicion. M es f.i.
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2.2. Caracterizaciones de moédulos neterianos y artinianos.

Proposicion 2.3. Un R-mddulo M es artiniano si y solo si todo mddulo cociente de M es f.i.

Demostracion. Supongamos que M es artiniano y sea M’ un modulo cociente de M, por la
Proposicion 1.11, M’ es artiniano, entonces todo submoédulo de M’ contiene un submodulo simple,
ya que si N es un submédulo no cero de M’, entonces la familia de todos los submédulos no cero
de N, tiene minimo, es decir, tiene un modulo simple, por lo que, zoc(M') NN # 0, asi zoc(M') es
esencial en M', ademas es artiniano y por la Proposicion 1.17, zoc(M') es neteriano, se sigue que
por la proposicion anterior es f.g., por lo tanto por el Lema 2.1, M’ es f.i.

Por otro lado, supongamos que todo moédulo cociente de M es f.i. y sea

--- € N3 C Ny C Ny,

una cadena descendente de submédulos de M. Sea N = (.2, N;, entonces N es submodulo de M.
Supongamos que la cadena no se estaciona y veamos la siguiente familia de submodulo de M/N,
{N1/N,N3/N,N3/N,---}, como la cadena no se estaciona, esté es una familia de submédulos no
cero de M/N(Si la cadena se estaciona en Ny, la familia incluiria al cero, ya que N /N = Nj /Ny, =
0). Es facil ver que, también forma una cadena decendente y que es una familia inversa, pues la
interseccion de un namero finito de elementos de la familia es igual al elemento minimo entre ellos.

Pero
o0

[((Ni/N) = (N2, N;)/N = N/N =0,

i=1
por lo que, no puede ser acotada por un submoédulo no cero, lo cual es una contradiccién, ya que
M/N es f..y por la Proposicion 2.1, la familia deberia estar acotada por un submo6dulo no cero.
Por lo tanto, la cadena se estaciona, es decir M es artiniano. |

Definicion 2.3. Sea J el conjunto de todos los elementos v € R tales que rS = 0 para todo

R-mddulo simple S, es decir, J = (| 0:.5, de este modo J es un ideal bilateral de R al que
S simple
llamaremos radical de Jacobson.

Lema 2.2. J es el radical de Jacobson de R st y solo si J es la interseccion de todos los ideales
izquierdos mdximos de R.

Demostracion. Sean r € J y M un ideal izquierdo méximo de R, entonces R/M es un R-modulo
simple, por lo que r(R/M) = 0, se sigue que r € M.

Por otro lado, si r es un elemento de la interseccion de todos los ideales izquierdos maximos de
R y consideramos a 0 # s € S un elemento de un R-modulo simple arbitrario, por la Proposicion
1.6 S=Rs= R/(0:s), de este modo (0 : s) es un ideal izquierdo méximo y r € (0 : s), por lo que
rs =0, se sigue que rS =0y r € J. |

Proposicion 2.4. Sean R un anillo artiniano y J el radical de Jacobson de R, entonces J es la
interseccion de un nimero finito de ideales izquierdos mdzrimos de R.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3 el R-modulo R/.J es f.i. y consideremos a I' la familia
de todas las intersecciones finitas de submodulos de R/J de la forma M/J, donde M es un ideal
izquierdo maximo de R, como la intersecciéon finita de elementos de I' sigue siendo una interseccién
finita de submoddulos de la forma M/J T' es una familia inversa de R/.J-submodulos, ademas no
esta acotada por un R/J-submoédulo no cero, ya que

(N M/ h)y=( (| M)/J=J/T=0

M méximo M méaximo
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y debido a que R/J es f.i. por la Proposicion 2.1, I" tiene un elemento que es igual a cero, es decir,
existen My, Ms,- - -, M,, ideales izquierdos maximos tales que

(My/J) 0 (Mz/J) -0 (My/J) =0,

por lo tanto J = My N Mo N---N M,. |

Proposicion 2.5. Sean R un anillo artiniano y J el radical de Jacobson de R, entonces R/J es
un anillo semisimple.

Demostracion. Por la proposicion anterior existen ideales izquierdos méximos My, Mo,- -+, M,
de R tales que J = My N MsN---N M, definimos

a:R/J— (R/My) @ @ (R/M,)
a(r+J)=(+ M, -, r+ M,),

con r € R, veamos que es morfismo de R-modulos, sean r, z,y € R, entonces

allre+y)+J)=((ra+y)+ My, -, (re+y)+ M)
:(Tx+M1,7rw+Mn)+(y+M1,7y+Mn)
=r(x+ My, 2+ M)+ (y+ My, -, y+M,) =ralz+J)+aly+J).

Sea r + J € ker a, entonces r € ﬂ?zl M; = J, peror+.J € R/J, entonces r + J = Og, s, entonces
es monomorfismo y se tiene que R/J = «(R/J). Como M; es ideal izquierdo méaximo, donde
i € {1,---,n}, cada R/M; es simple, de este modo (R/M;) ®--- & (R/M,) es semisimple, por lo
que a(R/J) es semisimple ya que es submodulo de un semisimple y por la Proposicion 1.18, R/.J
es semisimple como R-moédulo y luego como R/J-modulo. |

Si n es un entero positivo, entonces J™ denota el conjunto de todas las sumas finitas de elementos
de R de la forma j;jo- - - j, donde cada j; € J. También J° = R.

Proposicion 2.6. Sean R un anillo artiniano y J el radical de Jacobson de R, entonces existe un
entero positivo k tal que J* = 0.

Demostracion. Dado que R es artiniano, la familia de todas las potencias positivas de J tiene
un elemento minimo al cual denotaremos como I = J*, como J es un ideal bilateral J* también
lo es y asi I? = J? = J¥ = I. Suponemos que I # 0y 0 : I es bilateral ya que I es un submodulo
de R y como R es artiniano R/(0 : I) también lo es, asi que tiene existe al menos un R/(0 : I)-
submodulo simple S. Se sigue que x +0: I € S genera a S, con x € R, entonces  + 0 : I genera
un R-modulo simple, por definicion del radical de Jacobson J(x +0:1) =0, asi e C Jr C0: 1,
luego Iz = I?2 = 0 por lo que = € I : 0 lo cual es una contradicciéon ya que 2 + 0 : I genera a S,
de esta maenra J* = I = 0. ]

Teorema 2.1. Sean R un anillo artiniano y M un R-mddulo, entonces M es artiniano si y solo
st M es metertano.

Demostracion. Sea J el radical de Jacobson de R, por la proposicién anterior, existe un entero
positivo k tal que J*¥ = 0, consideremos la siguiente cadena de R-submoédulos de M,

O=J*McCcJ'McC...cJMCJ°M = M.

Cada modulo cociente de la forma J*=1M/J'M es anulado por J, con i € {1, -, k}, entonces
tienen estructura de R/J-modulos. Por la proposiciéon 2.5, R/J es un anillo semisimple, luego por
el Corolario 1.6 cada J*"1M/J*M es semisimple como R/J-mo6dulos.

22



Moédulos finitamente incrustados y sus propiedades.
2.2 Caracterizaciones de modulos neterianos y artinianos.

Supongamos que M es artiniano(resp. neteriano), entonces J~! M es artiniano(resp. neteriano),
donde i € {1,---,k}, asi J*"'M/J*M es artiniano(resp. neteriano) como R-médulos y en conse-
cuencia como R/J-moédulos, por la Proposicién 1.17, J*=1M/J'M es neteriano(resp. artiniano)
como R/J-modulo pero también como R-modulo. Nos fijamos en la siguiente sucesion exacta

0— JIM — J*2M — J*2M/J1M — 0

En particular J*='M/J*M = J*'M/0 = J¥'M es neteriano(resp. artiniano) y como
JF=2M/J*=1M es neteriano(resp. artiniano), se sigue J¥~2M es neteriano(resp. artiniano), si-
guiendo este mismo proceso llegamos a que J°M = M es neteriano(resp. artiniano). |

Proposicion 2.7. Sea M un R-mddulo de un R anillo conmutativo. Entonces las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. M es f.g. y artiniano.
2. M es f.i. y neteriano.
3. M es de longitud finita.

Demostracion. Supongamos que M es de longitud finita, entonces por la Proposicion 1.13, M
es neteriano y artiniano, por las proposiciones 1.14 y 2.3, M es f.g. y M es f.i., de este modo, solo
nos queda probar que 1. implica 3. y que 2. implica 3.

Supongamos que M es f.g. y artiniano, entonces, M = Rx; +--- + Rz, con x; € M, como R
es conmutativo, Rz; = R/(0: z;), para cada ¢ € {1,---,n}, también, cada Rx; es artiniano, ya que
son submoédulos de M y M es artiniano, se sigue que cada R/(0 : x;) es artiniano y por el Teorema
2.1 es neteriano, por la Proposicion 1.12, R/(0 : z1) ®--- ® R/(0 : z,) es neteriano y existe un
epimorfimos « tal que,

R/(0:21)®---® R/(0:2,) = Rx; ®--- & Ry, > Rxy +---+ Rr,, = M,

por lo que M es neteriano y por lo tanto de longitud finita.

Ahora supongamos que M es f.i. y neteriano, entonces M es f.g., M = Rxy1 +---+ Rx,, y
nuevamente Rx; = R/(0 : x;), para cada ¢ € {1,---,n}, pero ahora R/(0 : z;) es neteriano, y
por 3. de la Proposicion 2.2 Rx; es f.i., se sigue que R/(0 : x;) es f.i.. Como R es conmutativo
también R/(0 : x;) lo es, por [2, Proposition 3| en un anillo neteriano conmutativo todo f.i. es
artiniano, entonces cada R/(0 : x;) es artiniano y nuevamente siguiendo lo mismo pasos que con
los neterianos, llegamos a que M es artiniano. |

Lema 2.3. Sean M un R-mddulo y I la familia de R-submddulos de M, definimos

Q={T"CT] Z N es suma directa}.
Nerv

Entonces ) tiene elemento mdximo.

Demostracion. {@} € Q, ya que, @ C T'y Y v NV = 0 es directa, se sigue que  # @.
Sea ' C , totalmente ordenado con la inclusién. Definimos o = (Jpcq, IV, entonces, a € T
Supongamos que a & ), entonces, Yy, IV 10 es directa, entonces, existe I un conjunto de indices
finito, tal que Ziel N; no es directa, con N; € a, donde 7 € I, pero

N;ca= U I,
/ey
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asi N; € I'}, para algun I'; € a. Como €’ es totalmente ordenado, existe I' tal que, N; € I'}, para
todo i €1, de este modo, » .., N; es directa, lo cual es una contradlcmon por lo que a € Q y es
cota superior de ', por el Lema de Zorn, existe ', elemento méaximo de Q. |

Teorema 2.2. Un anillo R es artiniano si y solo si todo R-mddulo inyectivo es un suma directa
de capsulas inyectivas de R-mddulos simples.

Demostracién. Supongamos que R es un anillo artiniano, por el Teorema 2.1, R es neteriano.
Sea F un R-modulo inyectivo, por el Lema 2.3 definiendo a I' como la familia de todos los R-
submoédulos inyectivos inescindibles de F, tenemos al elemento maximo de €2, sea I, tal que
la suma de sus elementos es directa, es decir Ey = ) Ner N es directa, con N R-submoédulos
inyectivos inescindibles, ademas por 1. del Lema 1.9, Ej es inyectivo. Por lo que, £ = Ey+ L suma
directa, con L un R-submoédulo de F.

Supongamos que L # 0, por 2. del Lema 1.9, L contiene un R-submoédulo K que es uniforme,
entonces por 1. del Corolario 1.2 E(K) es inescindible, si L C E(K), luego L C Ej lo que es una
contradiccion ya que son sumandos directos. Ahora si F(K) C L, existe un R-submoédulo Lq de L,
tal que L = E(K)+ Ly y es suma directa, por lo que Ey+ F(K) es una suma directa de submoédulos
inyectivos inescindibles, lo cual es una contradiccion, ya que Ey es maximo. Se sigue que, L =0y

E= )Y N.

Nery

Sea x € N, entonces Rx es un R-submodulo f.g. de N, como R es artiniano, por la Proposicion
1.15, Rz es artiniano por lo que contiene un R-submoédulo simple Sy y por la Proposiciéon 1.7,
E(Sy) = N €Ty, con Sy el submodulo simple contenido en cada N

E= Y E(SN).

Nery

Por otro lado, supongamos que todo R-moédulo inyectivo es una suma directa de capsulas
inyectivas de R-mo6dulos simples, por la Proposiciéon 2.3, si todo moédulo cociente de R es f.i.,
entonces R es artiniano. Sea U un ideal de R, se sigue que

E(R/U) =Y E(S;

el

suma directa y S; R-modulos simples. Ademés R/U es generado por 1g+U € Y
existe J C I finito, tal que 1x +U € ), ; E(S;), por lo que,

R/UCY E(S)C )Y E(S)=E(R/U),

i€J el

ser £(S;), entonces

R/U es esencial en E(R/U), luego es esencial en ), ; E(S;) y por 1. del Lema 1.9 >, E(S;) es
inyectiva, entonces es capsula inyectiva. Por lo que E(R/U) = 3, ; E(S;) = @®iesE(S;). Por lo
tanto, todo modulo cociente de R es f.i. |
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Capitulo 3

Localizacion con respecto a un ideal
primo.

En este capitulo asumiremos que el anillo R es conmutativo, P un ideal primo de Ry R— P
son todos los elementos que estdn en R pero no en P, notar que el O estda en P. También, los
morfismos de anillos seran unitarios, es decir, el morfismo aplicado al elemento identidad de un
anillo sera igual al elemento identidad del otro anillo.

3.1. Localizacion

Definicion 3.1. Una localizacion de R con respecto a P es un morfismos de anillos ¢ : R — S
que satisface las siguientes afirmaciones:

1. ker¢p ={r € R|I3t € R— P,tr =0};
2. ¢(t) es invertible de S, cuando t € R — P;
3. Todo elemento de S puede ser expresado de la forma ¢(r)p(t)~!, donder € R yt € R — P.

El anillo S no necesariamente debe ser conmutativo, debido al siguiente lema.

Lema 3.1. Sea ¢ : R — U un morfismo de anillos, U no necesariamente debe ser conmutativo, y
suponemos que ¢(t) es invertible en U cuando t € R— P. Entonces los elementos de U de la forma
é(r)p(t)~L, donder € R yt € R— P, forman un subanillo conmutativo.

Demostraciéon. Sean r, 71,70 € Ry t,t1,t5 € R — P. Entonces
P(r1)¢(r2) = ¢(rira) = ¢(rar1) = d(r2)d(r1),
O(t1) " p(ta) " = (P(t2)p(t1)) ™ = (d(t1)(t2)) ! = (¢t ) Lo(t)
¢(r)p(t) ™" = o(t) " p(t)p(r)p(t) Tt = B(t) T p(r)e(t)p(t) Tt = B(t) 1B (r).

Con esto se tiene que los elementos de la forma ¢(r)¢(t)~!, donde r € Ry t € R — P conmutan,
con las operaciones clasicas de los anillos de fracciones, es decir,

P(r1) (1) " + p(r2)d(ta) ™" = d(rita + rat1)d(trta) ™",
—p(r)p(t) " = ¢p(—r)p(t)
(6(r1)d(t1) ") (B(r2)o(t2) ") = ¢(T17‘2)¢('51t2)_1

25



Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

también con 1y = ¢(1)(1)~1 y 0 = ¢(0)¢(1), se tiene que los elementos de la forma ¢(r)é(t) !
forman un subanillo conmutativo de U. |

Observaciones. Si r € Ry t,t' € R — P, entonces ¢(t) es invertible, por lo que ¢(t)p(t)~! =
ly = ¢(1)¢(1)~" por lo que,

¢(r)o(t') ™ = o(r)o(t') " (1v) = ¢(r)o(t') " (d(t)o(t) ) = o(rt)p(t't) !
también, ¢(0)o(1)~" = ¢(0)p(t) .
Proposicion 3.1. Las localizaciones son unicas salvo isomorfismos.

Demostracion. Sean ¢ : R — Sy ¢’ : R — S’ localizaciones de R con respecto a P. Entonces
podemos definir un morfismo de anillos ¢ : S — S’ tal que,

P(e(r)p(t) ™) = ¢/ (r)e (),

donde r € Ryt € R— P. Comprobemos que esta bien definido. Sean r,7’ € Ry t,t' € R— P,
tales que ¢(r)p(t) ™! = ¢(r")p(t') 71, es decir, ¢(rt’ —r't)p(tt’) =1 = 0, se sigue que ¢(rt’ —r't) =0,
asi, rt’ — r't € ker ¢, por lo que existe x € R — P tal que (rt' — r't)x = 0, entonces rt'z = r’tz. De
este modo,

¢ (' ()7 = v(e(r)d(H) ") = Y(e(rt'w)p(tt'x) ™) = p(p(r'ta)p(tt'z) ™)
= v(@(r)e(t) ") = &' ()¢ ()"

Ahora veamos que es morfismo de anillos. Sean 1,72 € Ry t1,t3 € R — P, se sigue que,

P(P(r1)d(t) " + p(ra)(ta) ™) = Y(p(r1ta + T2t1)¢(t1t2) Yy = ¢ (rita + rot1) ¢ (t1ta) 7!
=¢'(r1)¢ (t1) "+ &' (r2) (t2) 7" = (d(r1)p(t1) ") + P(d(r2)d(t2) ™),

P((p(r1)¢(t1) ) (@(r2)p(ta) 1)) = P(d(rira)d(tita) ™) = ¢ (r1r2)d (tta) "
= (¢ (r1)¢' (t1) ") (¢ (r2)¢' (t2) ") = (d(r1)d(t1) ") (B(r2)(t2) 7).

Por lo que, ¥ es morfismo de anillos, ahora veamos que es isomorfismos, sean r € Ryt € R — P,
empecemos por comprobar que ker ¢ = {0g/}, es claro que Og/ no es inverso, entonces

)o(t) " € Sl(e(r)o(t) ™) = 0}
(ro(t)~" € Sl¢'(r)¢'(t) ™" = 0s1}
= {o(r)o(t)"" € S|¢/(r) = 0s'}
(r)é(t) ™t € S|r € ker ¢'},

es decir, existe tg € R — P tal que tgr = 0, de esto modo tenemos que,

P(r)p(t) " = d(to)o(to) " o(r)p(t) " = d(tor)d(tot) ™' = d(0)d(tot) " = ¢(0)p(1) ™" = 0gr,

asi, kerty = {0g}. Por otro lado, para todo ¢'(r)¢'(t) € S’, existe ¢(r)p(t) € S tal que
P(p(r)p(t) 1) = ¢/(r)¢/(t). Por lo tanto, 1 es isomorfo y hace conmutar al siguiente diagrama,

donde ¢’ =) o ¢.

S—>S’
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

Ahora que hemos visto que las localizaciones son tnicas salvo isomorfismos, construyamos una
localizacion en particular.

Sean F = E(R/P) y H = Endg(F) el anillo de endomorfismos de E. Definiremos a ¢ : R — H
de la siguiente manera,

((r))(e) =re, donder € Rye€ E. (3.1)

Veamos que es un morfismo de anillos.
Sean r,7’ € Ry e € E, entonces

(W(r+1))(e) = (r+1")e=re+1"e=1(r)(e) + (') (e).
(W (rr))(e) = rr'e = r((r'))(e) = (W (r)) (W (r)(e)) = (¥(r) o ¥ (r'))(e).

También es facil ver que,
kery = AnngFE

Lema 3.2. Con el dado en (3.1). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1.t¢P
2. Y(t) es invertible en H.

Demostraciéon. Como P es ideal primo, sabemos por el Lema 1.6 que E es inescindible, supon-
gamos t € Py seax € R— P, entonces (¢(t))(x) =tx =0, yaque tx € P,asi 0 # R— P C kerv)
y por la contraposicion del Lema 1.7, ¥(¢) no es invertible. Entonces la contraposicion de esto es,
si 9 (t) es invertible, entonces t & P.

Ahora supongamos que ¢ ¢ P y nuevamente por el Lema 1.7 solo queda demostrar que ker 1) (t) =
0, sea x € kery(t) N (R/P) entonces x = r + P, donde r € R, y tz = (¢(¢))(x) = 0, por lo que
tr € P, como t ¢ P, queda que r € Py x = 0 entonces ker¢(¢) N (R/P) = 0, ademéas como R/P
es esencial en E, concluimos que ker(t) = 0. |

Ahora denotemos a S como el conjunto de todos los elementos de H de la forma t(r)i(t)~1,
donde r € Ryt € R— Py por el Lema 3.1, S es un subanillo conmutativo de H, como ¢(R) C S
consideremos el morfimos de anillos ¢ : R — S como ¢(r) = ¢(r).

Proposicion 3.2. Sea ¢ como el descrito anteriormente. entonces ¢ es una localizacion de R con
respecto a P.

Demostracién. Sea t € R — P, entonces ¢(t)~! = ¢(1)p(t)~! € S, asi ¢(t) es un elemento
invertible de .S, entonces por como son los elementos de S y por el Lema 3.2, queda demostrar que
ker¢p = {r € R|3t € R — P,tr = 0}. Sea r € ker¢ = AnngFE, entonces por el Lema 1.5 hay un
elemento t € R — P tal que tr = 0.

Por otro lado, si r € R es tal que existe t € R — P, tr = 0, entonces

o(r) = d(r)p(t)d(t) " = p(rt)p(t) ™" = (0)p(t) ™" = 0.
Por lo que, r € ker ¢. -

Con esto ademas de construir nuestra localizacion hemos demostrado su existencia y con an-
terioridad su unicidad(salvo isomorfismos) de este subanillo de endomorfismo, por lo que, diremos
que S es una localizacion de R con respecto a Py las localizaciones de R con respecto a P las deno-
taremos como Rp y cuando nos queramos referir al morfismo de anillos lo llamaremos el morfismo
canoénico de R a Rp.
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

Proposicion 3.3. Los elementos no invertibles de Rp forman un ideal y este ideal es el inico
ideal mazrimo de Rp.

Demostracéon. Podemos tomar el Rp construido anteriormente. Entonces, sea ¢(r)é(t)~! € Rp,
conr € Ryt € R— P.Primero probemos que ¢(r)¢(t)~! es invertible si y solo si ¢(r) es invertible.

Sea ¢(r)¢(t)~! invertible entonces existe un elemento ¢(r1)é(t1)~t € Rp conry € Ry t; €
R — P tal que (¢(r)o(t)~1)(p(r1)d(t1) ™) = 1, sabemos que el inverso de ¢(t)~! es ¢(t), entonces
si sustituimos,

(@(r)e(&) ™) (@(r1)e(t1) ™) = (6(r)(t) ) (e()d(t1) ™) = d(r)(t1) ™" =1

por lo que ¢(r) es invertible. Ahora, supongamos que ¢(r) es invertible, entonces el inverso de
d(r)p(t) L es ¢(t)p(r)~t. Por el Lema 3.2, ¢(r) es invertible si y solo si 7 ¢ P. Por lo tanto, por
contraposicion, ¢(r)¢(t)~r € Rp,conr € Ryt € R— P, no es invertible si y solo si 7 € P. Veamos
que forma un ideal, para ello recordemos nuestra operaciones en Rp pero ahora con r € P.

Sean x € R, r1,79 € Py t1,t2 € R — P. Entonces

P(r1)p(t) ™"+ d(r2)p(ta) ~h = d(rita + rat1)p(trta) ",
—p(r1)e(t1) " = p(—r1)o(t1) ",
(D(r1)o(t1) ) (d(@)d(t2) ") = d(riz)d(tita) ™"

Observemos que como P es ideal primo, entonces rito+rot1, —7, rx € P, de este modo, los elementos
no invertibles de Rp forman un ideal y como Rp es conmutativo, es un ideal bilateral. Supongamos
que los elementos no invertibles de Rp no forman al tinico ideal méximo Rp, eso quiere decir que
existe algtin ideal propio I de Rp, tal que z € I y x € {¢(r)¢(t)~! € Rp|r € P}, pero eso quiere
decir que x es invertible, entonces I = Rp ya que ¢(1)¢(1)~! € I lo que es una contradiccién ya
que I es propio. |

Al conjunto de todos los elementos no invertibles de Rp lo denotaremos como PRp, que ex-
plicitamente seria el conjunto ¢(P)Rp. Cuando todos los elementos que no son invertibles, en un
anillo, forman un ideal, el anillo es llamado quasi-local.

Ahora a los Rp-modulos les daremos estructura de R-modulo.

Proposicion 3.4. Sean Rp una localizacion de R con respecto a P, ¢ : R — Rp el morfis-
mo canonico y A, B Rp-mddulos. Entonces A tiene estructura de R-mddulo y Homp(A, B) =
Hompg, (A, B).

Demostraciéon. Para darle estructura de R-moédulo, proponemos
ra=¢(r)a, conr€ Ryac A

Recordamos que, sir € Ryt € R— P, ¢(r) = ¢(r)p(1)"r € Rp y ¢o(t)"! = ¢(1)p(t)~! € Rp.
Entonces, sean r,r1,70 € Ry a,a1,a2 € A
(rir2)a = ¢(rira)a = (¢(r1)¢(r2))a = ¢(r1)(¢(r2)a) = ri(d(r2)a) = ri(rza),
(r1+r2)a=¢(r1 +r2)a = (¢(r1) + ¢(r2))a = d(r1)a + ¢(rz)a = ria + raa,
r(ay + a2) = ¢(r)(a1 + a2) = ¢(r)ar + ¢(r)as = ray + ras,
la = ¢(1)a = ¢(1)p(1) " ta = a.

Por lo que A también es un R-mé6dulo y de este modo, todo Rp-submddulo de A es R-submodulo.
Ahora si @ € Hompg, (A, B), entonces sean r € Ry aj,as € A, entonces

a(ra; +r2) = a(d(r)a; + a2) = ¢(r)a(ar) + alaz) = ra(ar) + alas),
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

se sigue que o € Homp (A, B). Por otro lado, si & € Hompg(A, B), entonces sean r € R, t € R — P
y a,a1,as € A, entonces

a(a) = a(d(t)e()~"a) = a(té(t)"'a) = ta (¢(t) a) = p(t)a(p(t) " a),
o(t)""ala) = a(p(t)"'a).

Recordemos que A también es un R-moédulo, de este modo,

a(ar + az) = afar) + afaz),
a(d(r)o(t) " ar) = a(ré(t)'ar) = ra(¢(t) " a1) = ¢(r)o(t) " a(ar),

tenemos que, o € Hompg, (A4, B). Por lo tanto, Hompg(A, B) = Hompg, (4, B). |

Corolario 3.1. Si R es neteriano(artiniano), entonces cualquier Rp es neteriano(artiniano).

Demostracion. Sea un cadena de ideales de Rp ascendente(descendente), por la proposi-
ci6n anterior, también es una cadena ascendente(descendente) de R-moédulos y como R es ne-
teriano(artiniano), las cadenas se estacionan como R-moédulos pero también como Rp-moédulos.l

Proposicion 3.5. Sean ¢ : R — Rp una localizacion de R con respecto a P y A un Rp-mddulo,
si A es inyectivo como un R-mddulo, entonces es inyectivo como Rp-mddulo.

Desmotracion. Sea B un Rp-moédulo que extiende a A, entonces B también es un R-moédulo.
como A es inyectivo como R-mo6dulo es un sumando directo de B, B = A+ C suma directa, siendo
C un R-submoédulo de B, C C B. Como A, B son Rp-modulos, solo debemos probar que C' es un
Rp- subm(’)dulo de B, para que A sea inyectivo como Rp- médulo Seance€ C'yt e R— P, entonces
é(t)"tec € B, luego existen a € A, ¢; € C tales que ¢(t) e = a+ ¢y, asi ¢ = ¢(t)(a + c1), como
a+ c; € B, tenemos

tat+tc=tla+c1) =¢(t)(a+c1) =d(t)a+ ¢(t)er = ta+ d(t)er

De este modo, ta 4 tc = ta + ¢(t)c; se sigue, tc = ¢(t)c.
Ya que ¢(t)c; = te; € C, entonces ¢ = ta + ¢(t )01, se sigue que ta = ¢ — ¢(t)c; € C, también
como ANC =0, ta=0, porloque c=¢(t)e; y ¢(t) le=c;€C.SireR

¢(r)o(t) le=ro(t)le=rer € C

Por lo tanto, C' es un Rp-submoédulo de B. |

Nota. La implicacién inversa de la proposicién anterior también es cierta pero a fines de esta
tesis, no es necesaria.

Proposicion 3.6. Sean E = E(R/P) un R-mddulo y Rp una localizacion de R con respecto a P,
entonces E es un Rp-mddulo.

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.1, sabemos que Rp es tnico salvo isomorfimos, entonces
sea Rp el subanillo de el anillo de endomorfismos de E, visto en la Proposicion 3.2. Para darle
estructura de Rp-mddulo a E, proponemos,

rpe =rp(e), conr, € Rpyee E
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

como estamos en un subanillo de endomorfismo de E, r,(e) € E. Sean r,r1,r2 € Rp ye,ei,es € E,
entonces,

(rire)e = (ryorg)(e) =

~ = —
—~ o~
=
=
—
—~
@
~

(r1 +r2)e=(r1 +712)(e) = + (ro)(e) = rie + rae,
r(e;r +e2) = (r)(e1 +e2) = (r)(e1) + (r)(e2) = rey + rea,
d(1)p(1)te = Idge = Idp(e) = e
Por lo tanto, E es un Rp-mdbdulo. [ |

Corolario 3.2. Sea E = E(R/P). N es un R-submddulo de E si y solo si N es un Rp-submddulo
de E.

Demostracion. De la propisicion anterior, es claro que todo R-submoédulo de E es Rp-submddulo
y por la Proposicion 3.4 todo Rp-mddulo es R-modulo, por lo tanto, N es R-submodulo de £. 1

Corolario 3.3. Sea E = E(R/P), E es inescindible en R si y sdlo si E es inescindible en Rp.

Demostracion. Se sigue del Corolario 3.2. |

Corolario 3.4. Sea E = E(R/P), E es neteriano(artiniano) en R si y sélo si E es nete-
riano(artiniano) en Rp.

Demostracion. Por el Corolario 3.2 se sigue que toda cadena ascendente(descendente) es cadena
de R-moédulos y a la vez de Rp-modulos, por lo que se estaciona en R si y solo si se estaciona en
Rp. [ |

Proposicion 3.7. Sean E = E(R/P) un R-mddulo, entonces E es isomorfo a la cdpsula inyectiva
de un Rp-maddulo simple.

Demostracion. Por la Proposicién 3.6, E es un Rp-moédulo y ya que E es inyectivo como R-
modulo, por la Proposicién 3.5, es inyecto como Rp-moédulo. También recordemos que E, por
el Lema 1.6, es inescindible como R-médulo y ya vimos que todo Rp-submoédulo de E es R-
submodulo, entonces E es inescindible como Rp-submoédulo. De este modo, E es un Rp-mo6dulo
inyectivo inescindible y sea 0 # 2 € R/P, entonces x es anulado por todo elemento de P en R,
seanr € Rt € R— P,si¢(r)p(t) "t €0:r, x

0=¢(r)e(t) 'z = d(t) ' o(r)z = ¢(t) 'ra,
se sigue que rz = 0, asi r € Py ¢(r)¢(t)"! € PRp, ahora si ¢(r)p(t)~! € PRp, entonces
$(r)o(t) ' = o(t) ' o(r)z = o(t) " 'rz = ¢(t) "1 (0) =0,
luego ¢(r)é(t)~r € 0 :g, = y x es anulado por todo elemento no invertible de Rp, el conjunto

PRp. Por el Corolario 1.3 E = E(Rp/(0: z)) = E(Rp/PRp), y como PRp es méaximo y unico,
si S es un Rp-modulo simple, S = Rp/PRp. Se concluye, E =~ E(Rp/PRp) = E(S). [ |

Lema 3.3. Sean R un anillo conmutativo y P un ideal primo de R. Si E = E(R/P) es neteriano
(resp. artiniano), entonces Rp es artiniano (resp. neteriano)
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.1 Localizacién

Demostracion: Sean I, .J ideales de Rp y denotemos al conjunto I* = {e € E|Ie = 0}. Veamos
que I* es un Rp-submodulo de E. Sean i € I, e,eq,es € I* y r € Rp, entonces

i(er +e2) =ieyg +iea =0+0=0,
i(re) = (ie)r = (0)r =0,
asi (e; +eg) € [*yree I*.

Ahora veamos que si I C J, entonces J* C I*. Sea x € J*, entonces Iz C Jz = 0, se sigue que
Iz =0, asi x € I'*. Se deduce que I = J, entonces [* = J*.

Por otro lado demostremos la otra implicaién, supongamos que I* = J* y que existe un z € J
tal que = & I. Sabemos que I :g, = = {r, € Rp|rpz € I} es un ideal de Rp, entonces I : x C PRp,
donde PRp denota al tnico ideal maximo de Rp. Denotamos T = = + [ y veamos que existe un
morfismo ¢ : RpZ — R/P tal que ¢(Z) # 0. Proponemos, si r, € Rp, entonces ¢(r,Z) =1, + P =
rplp+P € R/P ya que R/P es un Rp-submoédulo de E, se sigue que ¢(Z) = 1z + P. Veamos que
es morfismo de modulos, sean 1,72 € Rp.

Y(rpr@ + 1oZ) = Y((rpr1 +12)T) =1pr1 + 12+ P
= (rp(r1) + P) + (12 + P) = rph(r1T) + P(r27),

como 0:Z=1:x C PRpy el anulador de R/P en Rp es PRp, el morfismo esta bien definido.
Luego como F es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo,

iRp/T

Rpr —— RP/I

‘|
R/P /,
E

donde ig o) = @ oiR,r, asi

I+ P =9(7) = ip(Y(7) = ¢lir,/1(T) = (2),

también notemos que si i € I, entonces i¢(1) = ¢(i(1 + I)) = ¢(0 + I) = 0, se sigue que ¢(1) €
I* = J*, de este modo
lp+ P =¢(z) = ¢(z(1)) = 2¢(1) = 0
lo que nos lleva a una contradiccion. Por lo que, I = J. Ahora también que I = J si y solo si
I =Jr.
Supongamos que FE es neteriano (resp. artiniano) y sea la cadena descendente (resp. ascendente)
de ideales de Rp

(repe. 1 C I CI3C--v),
entonces tenemos la siguiente cadena ascendente (resp. descendente) de Rp-submodulos de E,
ITCI;CI;C---
(repc. ---CI; CI;CIy),

ya que E es neteriano (resp. artiniano) como Rp-moédulo, existe k € N tal que I} = Ii. . Por
lo tanto, I, = Ijy1, es decir, Rp es neteriano (resp. artiniano). [ |
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.2 Dualizacién y caracterizacion de anillos neterianos y artinianos.

3.2. Dualizacién y caracterizacion de anillos neterianos y ar-
tinianos.

En esta seccion, M denotara ideal maximo de R y S a un R-moédulo simple, R sigue siendo
conmutativo salvo que se diga de lo contrario.
Primero recordemos una de las caracterizaciones de anillos neterianos vista en la Proposicion

1.15.

Un anillo izquierdo R es neteriano si y solo si todo R-moédulo f.g. es neteriano.

Ahora veamos una caracterizacion de anillos artinianos.
Proposicion 3.8. Un anillo izquierdo R es artiniano si y solo si todo R-mddulo f.g. es f.i.

Demostracion. Si R es artiniano, por la proposiciéon 1.15 todo R-mo6dulo f.g. es artiniano y
por la Proposicién 2.7 todo R-moédulo f.g. y artiniano es f.i. Por otro lado, supongamo que todo
R-moédulo f.g. es f.i. entonces, sabemos que todo anillo cociente es generado por el 1z + 1, con I su
respectivo ideal de cada cociente, por lo que, todo anillo cociente es f.i. y por la Proposicion 2.3,
R es artiniano. |

La dualizacién de estas propiedades serian

(P) todo moédulo f.i. es artiniano.
(@) todo modulo fi. es f.g.

respectivamente. Si suponemos un R anillo izquierdo con la propiedad @, entonces todo R-mo6dulo
A f.i. A es neteriano, ya que todo submodulo de un f.i. es nuevamente f.i. entonces todo submodulo
de A es f.g. es decir, A neteriano. Si ademas R es conmutativo, por la Proposicion 2.7 todo R-
modulo f.i. y neteriano es artiniano. Entonces en todo anillo conmutativo (@) implica (P). Similar
a la propiedad, anillo artiniano implica anillo neteriano, de donde provienen (Q) y (P).

Ahora caractericemos las propiedades (P) y (Q).

Teorema 3.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Todo R-mddulo f.i. es artiniano.
2. Ryr es neteriano para todo ideal mdximo M de R.

Demostracion. Sea A un R-moédulo f.i. entonces A = E(S1) @--- ® FE(S,), entonces A =
E(R/My) ®---® E(R/M,), con M; ideales méaximos de R, donde i € {1,---,n}, de esta manera
todo R-modulo f.i. es artiniano si y solo si todo R-moédulo de la forma E(R/M) es artiniano.

Sea £ = E(R/M) un R-moédulo. Supongamos que E es artiniano, entonces por el Lema 3.3,
R/ es neteriano

Solo nos falta demostrar que si Rj; es neteriano, entonces el R-moédulo de la forma E =
E(R/M) es artiniano, para todo M R-mo6dulo méximo. Supongamos que Rjs es neteriano y por
la Proposicion 3.7, E es f.i. en Ry, por [2, Proposition 3| todo f.i. sobre un anillo neteriano, es
artiniano. Entonces E es artiniano en R); y por el Corolario 3.4 E es artiniano en R. ]

Teorema 3.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Todo R-mddulo f.i. es f.g.

2. Ryr es artiniano para todo ideal mdximo M de R.
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Localizacién con respecto a un ideal primo.
3.2 Dualizacién y caracterizacion de anillos neterianos y artinianos.

Demostracion. Nuevamente, sea A un R-modulo f.i. entonces A = E(S;) @---® E(S,,), entonces
A= E(R/M;)® --®E(R/M,), con M; ideales méaximos de R, donde ¢ € {1,---,n}, de esta manera
todo R-modulo f.i. es f.g. si y solo si todo R-modulo de la forma E(R/M) es f.g.

Suponemos que todo R-médulo f.i. es f.g., entonces todo R-moédulo f.i. es neteriano, ya que todo
R-submoédulo de un f.i. es nuevamente f.i. y por tanto f.g. Similar a la primera implicacién del
Teorema 3.1, tomamos E = E(R/M) con M cualquier ideal méximo de R, entonces E es neteriano
y por el Lema 3.3, Rjs es artiniano.

Por otro lado, solo nos falta demostrar que si Rj; es artiniano, entonces el R-modulo de la
forma E = E(R/M) es f.g., para todo M R-mdédulo méaximo, supongamos que Rys es artiniano,
entonces Rjs es neteriano y por el Teorema 3.1, E' es un R-mo6dulo artiniano, por el Corolario 3.4
es artiniano en Rj; y por el Teorema 2.1 como E es un Rjs/-moédulo artiniano y Ry es artiniano,
entonces FE es un Rjp;-moédulo neteriano, luego es un R-moédulo neteriano. Por lo tanto, E' es un
R-moédulo f.g. |
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Capitulo 4

Concluciones

El Lema 2.1 del capitulo 2 nos da una equivalencia la cual nos dice que un R-médulo M es
finitamente incrustado si y solo si su zoc(M) es esencial en M y finitamente generado, recordando
que el zoclo de un moédulo es semisimple y que un modulo semisimple finitamente generado es
finitamente cogenerado, entonces M es finitamente incrustado si y solo si zoc(M) es esencial en
M y es finitamente cogenerado, la cual es una equivalencia de que un moédulo sea finitamente
cogenerado. Asf

M es finitamente incrustado si y solo si M es finitamente cogenerado.

Ademaés, durando el capitulo 2 se expusiera varias propiedades que dualizaban con las de finitamente
generado, algunas de estas propiedades fueron las proposiciéon 2.1, 2.2, la Proposiciéon 1.14 con la
Proposicion 2.3, entre otras. Motivo por el cual se consideraba al concepto de finitamente incrustado
como el dual de finitamente generado.

En el capitulo 3 se hizo una construccién muy particular de una localizaciéon con respecto a un
ideal primo, sobre el anillo de endomorfismos de una capsula inyectiva del cociente del anillo con
un ideal primo. Esta localizacién nos dio pauto a descubrir que la capsula inyectiva del cociente
del anillo con un ideal primo como moédulo del anillo tiene una copia exacta como moédulo de la
localizacion del anillo. Esto nos brindaron muchas propiedades para el médulo, tanto como moédulo
del anillo como médulo de la localizaciéon. En los casos donde el ideal primo fuera méximo, nos
ayudaron a demostrar las caracterizaciones de las propiedades (P) y (Q) de Peter Vamos en [1] de
una forma distinta.
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