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Introduccion

La teoria de punto fijo se ha utilizado para resolver diversos problemas
y por esta razon, esta area de investigacion se ha vuelto un campo de
estudio muy activo. Recordemos por ejemplo al teorema del punto fijo
de Banach que prueba la existencia de un tnico punto fijo para las con-
tracciones y ademads proporciona un método para aproximarlo con cierto
margen de error previamente fijado. Este resultado constituye un método
numérico que puede ayudar a dar solucién a problemas especificos por
ejemplo en ecuaciones lineales algebraicas, ecuaciones integrales, ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales parciales, etc. (ver
[29]).

Esta teoria no sélo se limita a averiguar que aplicaciones tienen o no
puntos fijos y su unicidad. Los métodos de aproximacién o procesos ite-
rativos, su velocidad de convergencia al punto fijo, y la equivalencia entre
ellos son problemas en los que muchos autores han trabajado bastante.
Este escrito se enfoca principalmente en estabilidad de procesos iterati-
vos en espacios métricos.

La motivacion para estudiar la estabilidad de procesos iterativos se en-
cuentra en el siguiente razonamiento: Sean (X,d) un espacio métrico
y T : X — X una funcién con un tnico punto fijo p. Sea zg € X
y sea 1 = f(T,x,) el proceso iterativo que en teoria genera la su-
cesion {xn}io la cual converge a p. En la practica no siempre puede
obtenerse {z,}  sino sélo una sucesién aproximada {w,} . La su-
cesion {wn}i , podria hallarse del siguiente modo: Tomamos un punto
en X, llamémosle . Ahora quisiéramos obtener 1 = f(T,xg), sin em-
bargo por errores de redondeo, o discretizacion del problema sélo obte-
nemos rj que es una aproximacién a xp. Para calcular zs, ya que co-
nocemos I = x1, evaluamos f(7,T1) y obtendremos Zs. Considerando
que To = Iy, procedemos del mismo modo para hallar una aproxima-
cién de z3. De este modo obtenemos una sucesién {En}:ozo que es una

. .7 oo
aproximacién a {z,} _ .



Como se puede ver, en cada iteracién se generan errores, de modo que
cabe preguntarse ;Converge T, a p como lo hace x,?
De acuerdo a [22], dada una sucesién arbitraria {y,} _ en X,

=0
si lim d(yn+1, f(T,yn)) = 0 implica que lim y, = p,
n— 00 n—00

entonces el proceso iterativo x,11 = f(T, z,) es llamado “T-estable”.
Por lo tanto si (T, x,) es T-estable, entonces {En}i , converge al punto
fijo p de T siempre que nh—>Holo d(Tpt1, f(T,Z,)) = 0. De este modo pode-
mos ver lo importante que es, desde el punto de vista practico, conocer
si un proceso iterativo que conduce a un punto fijo es T-estable. A través
del tiempo, se ha hecho un estudio amplio sobre estabilidad de procesos
iterativos en espacios métricos y han surgido otras definiciones de este
concepto.

Ademis de los espacios métricos, otro tipo de espacios en los que la teoria
de punto fijo se ha estudiado de manera activa es en los espacios métricos
difusos. Desde el primer resultado de punto fijo en este tipo de espacios
en 1988 (ver [18]), hasta la fecha, la teorfa de punto fijo se ha estudiado
intensamente en busca de clases de funciones con punto fijo y métodos
de aproximacién. Sin embargo, hasta el momento no hemos encontrado
en la literatura algin resultado que trate el tema de la estabilidad de
procesos iterativos en este tipo de espacios.

El tema principal que tratamos en este trabajo de tesis es la estabilidad
de procesos iterativos. Por un lado, la estudiaremos en espacios métricos
(cldsicos) donde abordamos distintos tipos de estabilidad y por otro
lado, proporcionamos una definicién de estabilidad en espacios métricos
difusos y realizamos un estudio alrededor de esta. Ademas, en espacios
métricos hacemos una recopilacién de distintas condiciones contractivas
y proceso iterativos encontrados en la literatura con el fin de dar una idea
de la manera en que han evolucionado o se han generalizado a través del
tiempo. Los resultados originales de la tesis se encuentran en el Capitulo
3 y las Secciones 4.3.2 y 4.4 del Capitulo 4.

Antecedentes

Hasta donde sabemos, el primer resultado sobre estabilidad de procesos
iterativos, en el sentido del que hemos hablado, se debe a A. Ostrovs-
ki, quien en 1964, prueba para una sucesién arbitraria {yn}:;o de un
espacio métrico completo (X, d), que si nlgréo d(Yn+1,Tyn) = 0, donde
T : X — X es una contraccién, entonces {yn}:o:0 converge al punto
fijo de T (ver [22]). En 1988, Harder y Hicks establecieron en [22] la
definicién formal de estabilidad de procesos iterativos. A partir de esto y
hasta la fecha diversos autores han adoptado esta definicién y han obte-
nido numerosos resultados. Algunos de ellos como Rhoades [55], Osilike
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[48], Olatinwo, Owojori y Imoru [42], Olatinwo [45] y Olatinwo [44] uti-
lizaron condiciones contractivas que se han ido generalizando. En 2010
Bosede y Rhoades [8] utilizaron una condicién que supone la existencia
de un punto fijo, la cual simplifica notablemente los calculos al probar
resultados de estabilidad.

Al mismo tiempo, autores como Kirk [26] en 1969, Isikawa [24] en 1974,
Rhoades y Soltuz [56] en 2004, Olatinwo e Imoru [41] en 2008 y Gursoy,
Karakaya y Rhoades [20] en el 2014, entre otros, han trabajando en
teoremas de punto fijo con procesos iterativos cada vez més generales.
En 2005 Singh, Bhatnagar y Mishra [65] fijaron su atencién en procesos
iterativos actualmente conocidos como de tipo Jungck los cuales tiene
la forma Sx,11 = f(T,x,). Estos autores establecieron también una
definicién de estabilidad para estos procesos basada en la definicién de
Harder y Hicks. Algunas generalizaciones de este tipo de iteracién las
veremos en la Seccién 1.1.

En cuanto a los espacios métricos difusos, la teoria comienza con el con-
cepto de conjunto difuso que fue introducido en 1965 por Zadeh [76].
Un conjunto difuso se define a partir de un conjunto X, y una funcién
u: X — [0,1] que asigna a cada elemento € X un grado de perte-
nencia al conjunto (ver Definicién 4.1.1 en esta tesis). Es comun llamarle
conjunto difuso a la funcién u, ya que esta caracteriza a dicho conjunto.
Por lo tanto, un conjunto difuso lo entenderemos como una funcién con
dominio un conjunto X y contradominio el intervalo [0,1]. La motiva-
cién de este concepto se halla en el lenguaje cotidiano que utilizamos,
en el cual de manera frecuente consideramos clases de objetos que no
tienen bien definido un criterio de pertenencia. Por ejemplo al referirnos
a “café caliente”, tenemos preferencias distintas respecto a la tempera-
tura de este liquido. El margen de temperatura en el cual un liquido se
puede considerar caliente es muy amplio, de modo que recurrimos a ex-
presiones como “muy caliente”, “tibio” o “frio”. Aun asi, estas palabras
no resuelven totalmente el problema, pues, jen que momento caliente
pasa a muy caliente o a tibio? Entonces es necesario considerar distintos
grados de temperatura.

En 1975, Kramosil y Michélek [28] definieron por primera vez un espacio
métrico difuso como la terna (X, M, *), donde X es un conjunto no vacio,
* es una operacién binaria continua en [0, 1] que es ademé&s conmutativa,
asociativa, que posee como elemento neutro al 1, es mondtona (en el
sentido de que si a < o’ y 8 < ', entonces a * 8 < o' % ') y M es un
conjunto difuso sobre X2 x [0, 0c0) que satisface las siguientes propiedades
para cualesquiera x,y,z € X y t,s > 0,

(KM-1) M(z,y,0) = 0;

(KM-2) M (x,y,t) =1, ¥t > 0siy sélosiz=y;

(KM'3) M(l‘, Y, t) = M(?/v T, t))
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(KM-4) M (x,y,-) : [0,00) — [0,1] es continua por la izquierda;
(KM-5) M(z,z,t + s) > M(z,y,t) * M(y, 2, 5).

Se puede interpretar a M (x,y,t) como el grado de cercanfa entre x e y
respecto a t, y en tal caso se se puede relacionar a M(z,y,t) = 0 con la
idea de que x y y se encuentran infinitamente alejados, y a M (z,y,t) =1
con x = y. Debido a la existencia de otras definiciones de espacio métrico
difuso, nos referiremos a la de Kramosil y Michalek como KM-espacio
métrico difuso.

En 1988 Grabiec [18] dio una definicién de sucesién de Cauchy y una
de espacio métrico difuso completo (Definicién 4.2.5 en esta tesis). Con
estas definiciones, establecié el primer resultado de punto fijo.

En 1994 George y Veeramani [17] modificaron los axiomas (KM-1), (KM-
2) y (KM-4) dando as{ una definicién distinta de espacio métrico difuso
y probaron que a cualquier espacio métrico (cldsico) se le puede asociar
un espacio métrico difuso y a este espacio métrico difuso lo denominaron
“estandar”. Modificaron también la definicién de sucesién de Cauchy de
Grabiec y probaron que cada espacio métrico difuso que proviene de un
espacio métrico completo (en el sentido cldsico) es también completo en
el sentido de su nueva definicién.

Existe por supuesto un extenso material bibliografico sobre teoria de
punto fijo en este tipo de espacios. Se ha trabajado bastante en existencia
y unicidad de puntos fijos y como en el caso clasico, se han estudiado
métodos de convergencia y condiciones contractivas. Sin embargo, de
acuerdo a nuestra investigacion, hasta la fecha no se ha trabajado en
estabilidad.

Contenido General del trabajo

1. Se presenta un panorama del estado actual de las investigaciones
en espacios métricos en el que se exponen:

a) Los procesos iterativos més usuales asi como el proceso de
generalizacién que se ha observado en algunos de ellos.

b) La evolucién del concepto de contraccion.

c¢) Distintas definiciones de estabilidad que han surgido a través
del tiempo partiendo de la T-estabilidad.

2. Se estudian algunas relaciones entre distintos tipos de estabilidad.

3. Se estudian, ademas de la T-estabilidad, otros tipos de estabilidad
de procesos iterativos en espacios métricos para los cuales aun no
se les conoce esta propiedad.

4. Se aborda el estudio de la estabilidad de procesos iterativos con
punto fijo en espacios métricos difusos.
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Estructura de la Tesis

Esta tesis consta de una introduccién y cuatro capitulos. Los Capitu-
los 1 y 2 ademéds de exponer el estado del arte en espacios métricos,
sirven también para establecer conceptos y resultados necesarios para
el desarrollo de los demés capitulos. En el Capitulo 3 se exponen nues-
tros resultados de estabilidad en espacios métricos y en el Capitulo 4 se
aborda la teoria de punto fijo en espacios métricos difusos y se establecen
también nuestros resultados sobre este. Finalmente se proporciona una
serie de conclusiones y se lista la bibliografia que se ha utilizado en el
desarrollo del presente trabajo. A continuacién se describe el contenido
cada uno de los capitulos.

En el Capitulo 1 exponemos distintos procesos iterativos y condiciones
contractivas existentes en la bibliografia, asi como algunos resultados y
definiciones que utilizamos en capitulos posteriores a este.

En el Capitulo 2 hacemos un estudio de distintos tipos de estabilidad
que han aparecido en la literatura y adicionalmente exponemos algunos
teoremas encontrados en la literatura que consideramos representativos.
Esto tltimo con la intension de dar una idea general del tipo de resultados
sobre el tema ademads de servir como referencia para los resultados del
capitulo siguiente.

El Capitulo 3 corresponde a resultados que hemos obtenido sobre esta-
bilidad en espacios métricos. En la Seccién 3.1 introducimos dos nuevos
procesos iterativos y damos la demostracion de la estabilidad, casi esta-
bilidad y casi estabilidad sumable de estos procesos. En la Seccién 3.2
damos resultados de v-estabilidad para el proceso iterativo de Picard
y el proceso iterativo de Mann asociados a aplicaciones que satisfacen
algunas condiciones que estudiamos en la Seccién 1.2.

Por tdltimo, en el Capitulo 4 estudiamos la teoria de punto fijo en es-
pacios métricos difusos. En las Secciones 4.1 y 4.2 damos informacién
introductoria sobre este tipo de espacios asi como algunos resultados
que sirven como antecedente para el desarrollo de las ultimas dos seccio-
nes. En la Seccién 4.3 establecemos nuestros resultados sobre existencia,
convergencia y unicidad de puntos fijos, y en la Seccién 4.4 proporcio-
namos una definicién de estabilidad en espacios métricos difusos en el
mismo sentido que la T-estabilidad y obtenemos varios resultados.

Nota: En el desarrollo del trabajo, especialmente en los Capitulos 3 y
4, aparecerd este cuadrado blanco [J. Este simbolo indica el final de la
demostracién del resultado que ahi se establece.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo exponemos de manera breve, algunos con-
ceptos, términos y propiedades que son basicos para el desa-
rrollo de los siguientes capitulos del trabajo. La parte princi-
pal del capitulo son las Secciones 1.1 y 1.2 donde mostramos
la manera en que se han generalizado los procesos iterativos
y las condiciones contractivas a través del tiempo.

1.1. Procesos Iterativos

El concepto de proceso iterativo es basico en el desarrollo de este trabajo.
A continuacién proporcionamos su definicién.

Definicién 1.1.1. Un proceso iterativo en un espacio métrico es un pro-
cedimiento para generar una sucesion a partir de un punto inicial dado
y una o varias funciones.

Una representacién simbodlica de este concepto puede ser la siguiente.
Consideremos un conjunto no vacio Y y un espacio métrico (X, d). Defi-
namos X = {T:Y — X| T es funcién }. Sean S, T, Ty, ..., T € X con
S inyectiva. Dado xg € Y, denotaremos al proceso iterativo que genera
la sucesién {Sz,} _ por

S$n+1 :f(Tl,T27...7Tk,xn), (111)

con el entendidode que f : X X -+ X X XY — X es una funcion tal que
—_———

k—veces
f(I, T, ..., Ty, x) € S(Y) para cada € Y. Observe que esta manera
de denotar a los procesos iterativos, indica como obtener la sucesién

{Sccn}:o:(].
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En efecto,
e Tomamos arbitrariamente xy € Y y calculamos f (71,75, ..., Tk, Zo).

e Yaque f(T1,T5,...,Tk,x0) € S(Y) y S es inyectiva, entonces existe
un tdnico elemento z1 € Y tal que Sz = f(T1, 15, ..., Tk, o).

e Ahora tomamos z; y calculamos f(T1,T5, ..., Tk, x1) € S(Y).
e Nuevamente existe un tnico z3 € Y tal que Sxo = f(T1, ..., Tk, x1).

.’ oo
De este modo obtenemos la sucesién {Sz,} .

Un caso especial es cuando Y = X, S es la identidad en X y sélo inter-
viene una funcién T'. Estos procesos iterativos tienen la forma z,11 =
f(T,x,), uno muy conocido y tal vez el mds simple, es el proceso itera-
tivo de Picard. Definimos este proceso en términos actuales como el de
espacio métrico.

Definicién 1.1.2. (Picard [50], 1890). Sean X un espacio métrico y
T : X — X una funcién dada. Sea xg € X un punto arbitrario. Entonces,
la iteracion de Picard o proceso iterativo de Picard esta definida por

Tpi1 =Tx,, necZt. (1.1.2)

Este método, también conocido como el método de las aproximaciones
sucesivas, fue desarrollado por el matemaético frances M. Emile Picard
para obtener una solucién a una ecuacién diferencial. Como es bien sabi-
do este proceso fue también utilizado por Banach en 1922 en el conocido
teorema del punto fijo de Banach (Kirk [27]).

En general, para funciones no expansivas, (Definicién 1.2.12 en esta te-
sis) la iteracién de Picard no converge al punto fijo de T' como sucede
con las contracciones de Banach (Definicién 1.2.1 en esta tesis). Sin em-
bargo, cuando tal punto existe, otros métodos de aproximacién pueden
ser utilizados, una opcién es el siguiente proceso iterativo.

Definicién 1.1.3. (Krasnoselskii, 1955; ver [26]). Sean X un espa-
cio normado y T : X — X una funcién dada. Dado xzg € X, el proceso
iterativo definido por

1 1 1 1
Tpal = §$n + iTx" =(1- g)xn + iTx"’ (1.1.3)

lo llamaremos proceso iterativo de Krasnoselskii.

Krasnoselskii en 1955 demostré que si K es un subconjunto cerrado
convexo de un espacio de Banach uniformemente convexo y T es una
funcion definida en K que toma valores en un subconjunto compacto de
K, entonces bajo ciertas condiciones para T, el proceso iterativo definido



CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

por (1.1.3) converge a un punto fijo de T. Posteriormente, Schaefer en
1957 observa que % puede ser reemplazado por cualquier a € (0,1) y el

resultado se mantiene (citado por Kirk [26]).

Definicién 1.1.4. (Schaefer, 1957; ver [26]). Sean X un espacio
normado y T : X — X una funcién. Sea xg € X, el proceso iterativo de
Schaefer estd definido por

Tpi1 = (1 —a)z, +aTz,, ac(0,1]. (1.1.4)

Notemos que el proceso iterativo de Schaefer, ademéas de generalizar al
de Krasnoselskii, generaliza también al proceso de Picard, en el sentido
de que, si en (1.1.4), a = 1, obtenemos el proceso de Picard.

Las iteraciones de Schaefer, son un caso particular del proceso iterativo
que introduce Kirk [26] en 1969. Este proceso se define como sigue.

Definicién 1.1.5. (Kirk [26], 1969). Sean X un espacio normado y
T una funciéon de X en X. El proceso de Kirk estd dado por

k
Tny1 = ZaiTimn7 (1.1.5)
=0

para k € N fijo, o; > 0 para todoi € Z*, a; >0y Zf:o a; = 1.

Tomando k =1, a9 = (1—a) y @; = a en la ecuacién (1.1.5), obtenemos
las iteraciones definidas por la ecuacién (1.1.4).

Sean X un espacio normado, C' C X, T : C — C una funcién y
z1 € C. Sea A = [ay, ;] una matriz infinita tal que (I) a,; > 0, para
toda n,j € Ny a,; = 0 para j > n; (II) Z;;l an,; = 1, para toda
n € N; (II1) lim,, o a,; = 0, para toda j € N. Mann [31] introdujo en
1953 el proceso iterativo

Uy = Zan,jmj; Tnt1 = Ton, nEN, (1.1.6)

j=1

denotado por M(z1, A,T). En 1970, Dotson [14] definié un proceso
iterativo al que llamo de Mann Normal como aquel proceso iterativo
M(x1,A,T) que ademds de satisfacer (1), (II) y (I11) satisface también
(IV) ang15 = (I = @pyimg1)ang, j =1,2,.n5n € Ny (V) an, = 1,
para todan € N 6 a, , <1, para toda n > 1.
En el inciso (¢) del Teorema 2 de [14], Dotson concluye que la sucesién
{vn}:czl en un proceso iterativo de Mann normal M (zq, A, T) satisface
para toda n € N

Upt1 = (1 —tp)vp, + t,Tvy,, donde t, = anii1nt1.
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Entre otros resultados, Dotson prob6 también que si X es un espacio de
Banach estrictamente convexo, C' es cerrado y convexo y T es continua
y cuasi-no expansiva sobre C'y T'(C) C K C C, donde K es compacto y
ademds {t,} = {@n+1,n+1} tiene una subsucesién convergente a algin ¢ €
(0,1), entonces las sucesiones {z,,} v {v,} _, en el proceso iterativo
de Mann normal M (x,, A,T) convergen a un punto fijo de 7T

A pesar de la definicién original dada por Mann (proceso iterativo de-
finido por (1.1.6)), frecuentemente en la literatura se hace referencia al
proceso iterativo de Mann como se define enseguida.

Definicién 1.1.6. (Ver Mann [31] y Dotson [14]). Sean X un es-
pacio normado y 7' : X — X una funcién dada. Sean xg € X un punto
arbitrario y {a,} _, C [0,1] una sucesién de nimeros reales. Entonces
la iteracion de Mann o proceso iterativo de Mann estd definida por

Tpi1 = (1 — an)zn + anTay, n€ZT. (1.1.7)

El proceso iterativo de Schaefer puede verse también como un caso par-
ticular del proceso iterativo de Mann y este a su vez es generalizado por
el proceso de Ishikawa como puede verse en la siguiente definicién.

Definicién 1.1.7. (Ishikawa [24], 1974). Sean (X, || - ||) un espacio
normado y T : X — X una funcién dada. Sean g € X un punto arbi-
trario y {a,} . {Ba}._, C [0,1] dos sucesiones. Entonces, la sucesién
{,} ", C X definida por

Tn4+1 = (1 - an)xn +ap,Tz,, n€ Z* 5

zn = (1= Bp)on + BpTan, (1.1.8)

se llama tteracion de Ishikawa o proceso iterativo de Ishikawa.

Puede observarse inmediatamente que para o, = a, para toda n € Z%,
en las iteraciones de Mann, se obtiene la ecuacién (1.1.4). Ademsds si en
el proceso iterativo de Ishikawa, 3, = 0, para toda n € Z™, obtenemos
el proceso iterativo de Mann.

El siguiente proceso fue dado por Noor [38] en 2000.
Definicién 1.1.8. (Noor [38], 2000). Sea D un subconjunto de un

espacio normado X y sea T : X — X una funcién. Para cada x € D el
proceso iterativo de Noor esté definido por

Wn = (1 - 771)1’71 + VT Ty, Tn € [07 1];
Zn = (1 - ﬁn)xn + BnTwn, ﬁn S [07 1};
Tpie1 = (1 — ap)zn + Tz, a, €[0,1].
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Claramente puede observarse el tipo de generalizacién que hace el pro-
ceso iterativo de Noor respecto al proceso iterativo de Ishikawa.

Veamos una extension del proceso iterativo de Noor en el cual se realizan
un ndmero finito de pasos en cada iteracion.

Definicién 1.1.9. (Rhoades, Soltuz [56], 2004). Sean X un espacio
normado y 7' : X — X una funcién. Las iteraciones multipasos estan
dadas, a partir de un xy € X, por

szl =(1- Sfl)zn}r ﬂ_ﬁflTxn k>2;
zn = (1= B)wn + B, T2, i=1,2,... k—2;
Tpy1 = (1 — ap)zy + a, T2}, n=12 ..,

oo

donde {an}:ozo, {ﬁ}‘l}n:07 i=1,2,...,k—1, son sucesiones reales en [0,1)

tales que Z an, = 00y k es un entero fijo.

n=0

El siguiente proceso iterativo fue definido haciendo una combinacién de
los procesos Kirk e Ishikawa.

Definicién 1.1.10. (Olatinwo, Imoru [45], 2009). Consideremos un
espacio de Banach X y una funciéon T : X — X. El proceso iterativo
Kirk-Ishikawa se define a partir de un zy € X por

k i k
Tn41 = SOln,0$n + ,Zi:l ans,iTzZm Zi:o Q4 = 1, ne ZJr;
Zn = Zj:() Bn,jzjm Zj:o Bn,j =1,

k > S, Qn g > 0; Qn,0 7& 07 Bn,j > 07 ﬁn,O 7& 07 an,hﬁn,j € [07 1}7 donde k
Yy § son enteros ﬁjOS.

(1.1.9)

Posteriormente, en 2012 se introdujo (ver [10]) un proceso iterativo lla-
mado Kirk-Noor que extendié a las iteraciones Kirk-Ishikawa. La ite-
racién Kirk-Noor consta de un nimero finito de sumandos como en las
iteraciones Kirk-Ishikawa, pero teniendo tres pasos en vez de dos.

Recientemente en 2014, Gursoy, Karakaya y Rhoades [20] introdujeron
el proceso iterativo llamado Kirk multi-pasos que generaliza al proceso
iterativo Kirk-Noor [10] y al proceso iterativo Kirk-Ishikawa.

Definicién 1.1.11. (Gursoy, Karakaya, Rhoades [20], 2014. Sean
X un espacio normado, y T': X — X una funcién. El proceso iterativo
Kirk multi-pasos se define a partir de un xy € X como:
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T € X;
Sk
yﬁ—l = E S;:lex’ru k > 2, para toda n € N;
i =0
Sp+1
__ 3P E P %, +1 _ .
yﬁ, _6n,0xn+ ﬁn,ierlTerlyg ) b= 1a2a"'ak_2a
ipt1=1
s1
) 1
Tptl = Qp0Tn + § an,ilT“ynv
11=1

donde 70 _gani, = 1, 27T o Bh, = lparap = 1,2,k — 1;
vy Bry . €10,1], iy >0, ano #0, B, >0, By 5 # 0 para
p=1,2,...k=1y s1,5p41. Con p=1,2,...,k — 1 enteros fijos tales que
S§1 2 82 2+ 2> Sk

Otros procesos iterativos generales como este tltimo se pueden encontrar
en [21].

Ahora veremos algunos procesos iterativos de la forma Sz, 1 = f(T, x,).
A este tipo de procesos iterativos los nombraremos en general como “pro-
cesos iterativos tipo Jungck”. El nombre se debe a que fue Jungck quien
introdujo por primera vez un proceso de este tipo, a saber, el siguiente:

Definicién 1.1.12. (Jungck, 1976; ver [65]). Sean (X, d) un espacio
métrico y S,T : X — X tales que T(X) C S(X) con S inyectiva. Para
cada zg € X, el proceso iterativo de Jungck se define como:

Stpi1 =Tz, n€ZT (1.1.10)

De esta ultima definicién, se obtiene el proceso iterativo de Picard cuando
S =d (id la funcién identidad en X).

Singh, Bhatnagar y Mishra en [65] dan una modificacién de la Definicién
1.1.12 haciéndola mas general, considerando no sélo un espacio métrico
(X, d) sino también un conjunto Y y funciones S,7 : Y — X tales que
T(Y) C S(Y) con S inyectiva. Entonces a partir de un zg € Y se genera
una sucesion {Sxz,} por las iteraciones (1.1.10).

El siguiente proceso iterativo fue introducido en el 2005 por Singh, Bhat-
nagar y Mishra [65].

Definicién 1.1.13. (Singh et al. [65], 2005). Sean X un espacio
normado, Y un conjunto cualquiera, y S,7T : Y — X dos funciones
tales que T'(Y) € S(Y) con S inyectiva y S(Y') subespacio de X. Sea
{an}:ozo una sucesion en [0, 1]. Para cada xg € Y, el proceso iterativo de
Jungck-Mann estd definido por

Stpi1 = (1 —ap)Szy + anTa,, n€ZT,
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Este proceso iterativo hace de las iteraciones de Mann un caso particular
cuando X =Y y S =id.

En 2008, Olatinwo e Imoru en [41] definieron una generalizacién de la
iteracién de Jungck-Mann y también de la de Ishikawa.

Definicién 1.1.14. (Olatinwo, Imoru [41], 2008). Sean X un espacio
de Banach y Y un conjunto arbitrario. Sean S, T : Y — X dos funciones
tales que: T(Y) < S(Y), S(Y) es subespacio de X y S es inyectiva.
Para cada xg € Y, el proceso iterativo Jungck-Ishikawa se define por las
iteraciones

Stpi1 =1 —ay)Stp +ayTz,, ne€ZT ;

Szn = (1= Bn)Szy + BnTTn, (1.1.11)

donde {a,,} v {Bn} _, son sucesiones en el intervalo [0, 1].

En 2012, Chugh y Kumar establecen en [10] el siguiente proceso llamado
Jungck-Kirk-Noor.

Definicién 1.1.15. (Chugh, Kumar [10], 2012). Sean X un espacio
normado y Y un conjunto arbitrario. Sean S,T : Y — X, dos funciones
tales que T(Y) C S(Y), S(Y) un subespacio de X y S es inyectiva.
Entonces para cada xg € Y, el proceso iterativo Jungck-Kirk-Noor se
define por las iteraciones

t t
Swn = 'Vn,OSLL'n + Z’Yn,lTla”u ZfY’n,l = 17
=0

=1
s

Sen = PBnoStn+ Y BuiTwn, Y Buj=1;
=0

j=1

k k
an+1 = O‘n,OS'xn + Zan,iTiZna Zan,i =1 n=0,1,2,..,
i=1 i=0
donde k > s > t, apy > 0, ano # 0, Bnj = 0, Bno # 0, ny > 0,
Tn,o # 0 iy Brj, Yng € [0,1] donde k, s y t son enteros fijos.

El caso Y = I corresponde al proceso iterativo Kirk-Noor introducido
también en [10].

En el 2010 Olaleru y Akewe [39] definieron un proceso iterativo tipo
Jungck, a partir de las iteraciones multipasos (Definicién 1.1.9 en este
trabajo), al que denominaron Jungck-multipasos.
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1.2. Funciones contractantes o contraccio-
nes

La convergencia o la estabilidad de un proceso iterativo, depende di-
rectamente de las restricciones o condiciones que cumplan las funciones
con las cuales se genera el proceso iterativo. En la literatura estas con-
diciones aparecen con el nombre general de condiciones de contraccién
o contractivas. En esta seccién hacemos una breve recopilacién de ta-
les condiciones, esto con un doble propdsito. Primero, pretendemos dar
una idea general de como ha evolucionado este concepto en el tiempo y
segundo, esta seccién servird para entender el porque del tipo de condi-
ciones usadas en la Seccién 3.1 asi como para conocer algunas relaciones
que tienen las condiciones que utilizamos en la Seccién 3.2.

Debemos aclarar que debido a la cantidad de condiciones contractivas
que aqui consideraremos y a que algunas de ellas ya se les ha asignado
un nombre en la literatura, en este texto encontraremos enunciadas estas
condiciones de dos maneras. Una de ellas es como definicion asignandole
un nombre al tipo de funciones que satisfacen determinada propiedad.
La otra manera es utilizando la palabra Condicion y asigndndole una
numeracion para identificar tal condicion.

De entre las condiciones de contraccién, quizds la mas popular es la
condicién del teorema del punto fijo de Banach.

Definicién 1.2.1. (Banach, 1922; ver [27]). Sea (X,d) un espacio
métrico. Una funcién T de X en X es una contraccion de Banach si
satisface

d(Tz,Ty) < ad(z,y), para algin a € [0,1) y z,y € X. (1.2.1)

Como ya se menciond, esta condicién es muy importante en el conocido
teorema del punto fijo de Banach que establece la existencia y unicidad
del punto fijo de T' cuando el espacio es completo. Este hecho se logra
mostrando la convergencia de la sucesiéon que genera el proceso iterativo
de Picard al punto fijo de T

Kannan [25] en 1969 muestra la convergencia de la sucesién generada
por el proceso iterativo de Picard a un punto fijo cuando la funcién que
lo genera satisface la siguiente condicién de contraccién:

Definicién 1.2.2. (Kannan [25], 1969). Sean (X, d) un espacio métri-
co y T una funcién de X en X. Diremos que T es una aplicacion de
Kannan si existe una constante 8 € (0, 1) tal que

d(Tx,Ty) < Bld(z, Tx) + d(y, Ty)], para todo z,y € X. (1.2.2)
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Una definicién més general de este tipo de funciones es la siguiente.

Definicién 1.2.3. (Roux, Maluta [59], 1979). Sea (X, d) un espacio
métrico. Una funcién T : X — X se llama aplicacion tipo Kannan si
para todo z,y € X se satisface la siguiente condicién

d(Tz,Ty) < b(z,y)d(z, Tx) + b(y, z)d(y, Ty), (1.2.3)
donde b es una funcién de X x X en [0,1) que cumple
i) b(z,y) + by, x) <1;

1) cada vez que lim b(z,y) =1,
(z,y)—(z0,Y0)
para alguna pareja (xo,y0) € X x X, entonces

lim méx{d(z,Tx),d(y, Ty)} =0 6 co.
(z,y)—(z0,y0)

A pesar de que no es evidente, puede mostrarse (ver por ejemplo [71],
Proposicién 2.1, pdg. 17) que si T es una aplicacién de Kannan en el
sentido de la Definicién 1.2.2, entonces T satisface también

ATe,Ty) < —P—dlw ) + =L d@. Te), zyeX  (124)

1-p 1-p

v que 0 < lf—ﬁ < 1.
La desigualdad (1.2.4), es bésica en la evolucién del concepto de con-
traccién razén por la cual aparecerd varias veces en lo que sigue.

Chatterjea en 1972 usa la siguiente condicién contractiva:

Definicién 1.2.4. (Chatterjea, 1972; ver [41]). Sean (X, d) un espa-
cio métrico y T una funciéon de X en X. Llamaremos a T" una contraccion
de Chatterjea si existe una constante v € (0, 3) tal que

d(Tz,Ty) < ~yld(z,Ty) + d(y, Tz)], para todo z,y € X. (1.2.5)

También puede verse en [71] en la Proposicién 2.2 pag. 18, que una
contraccién de Chatterjea implica lo siguiente

2
d(Tz, Ty) < ﬁd(x,y) + ﬁd(m,Tﬂ:). (1.2.6)
Zamfirescu en [77], obtiene una condicién, que es combinacién de las

definiciones de contraccién de Banach, aplicacién de Kannan y de con-
traccién de Chatterjea.
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Definicién 1.2.5. (Zamfirescu [77], 1972 ). Sean (X, d) un espacio
métrico y T : X — X una funcién. Diremos que T' es una contraccion
de Zamfirescu, si existen a, 8,y € Recon 0 < a < 1,0< <05y
0 <~ < 0,5 tales que para cada =,y € X al menos una de las siguientes
proposiciones es verdadera.

i) d(Tz,Ty) < ad(x,y)
i) d(Tz,Ty) < Bld(z, Tx) + d(y, Ty)] (1.2.7)
iii) d(Tx,Ty) < ~[d(z, Ty) + d(y, Tx)].

Para este tipo de funciones, Zamfirescu generalizé también el teorema
del punto fijo de Banach y demostr6 en [77] que, cada contraccién de
Zamfirescu en un espacio métrico completo X, tiene un tinico punto fijo
py que la iteraciéon de Picard converge a dicho punto, a partir de una
aproximacioén inicial cualquiera xzg € X.

Notemos que cada las contracciones de Banach, las contracciones de
Chatterjea y las aplicaciones de Kannan son contracciones de Zamfirescu.
En la demostracién del Teorema 2 de Harder y Hicks [22] se prueba
que cada contracciéon de Zamfirescu T, satisface, para cada z,y € X, la
siguiente desigualdad

d(Tx,Ty) < dd(z,y) + 20d(x, Tx), (1.2.8)
donde § = max{a, %, ﬁ} Como puede verse 0 < 6 < 1.
Por otra parte, para obtener resultados de estabilidad, en 1993, Rhoades
[55] considera la siguiente condicién.

Condicién 1.2.1. (Rhoades [55], 1993). Sean (X, d) un espacio métri-
coy T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condicién
1.2.1 si existe una constante ¢ € [0,1) tal que, para todo z,y € X

d(z,Tx) + d(y, Ty)

d(T,Ty) < cméx{d(z,y), :

yd(x, Ty), d(y, Tx)}.

Rhoades en la prueba del Teorema 3 en [55], demostr6 que si T satisface
la Condiciéon 1.2.1, entonces

d(Tz,Ty) < %d(m,Tz) + cd(x,y). (1.2.9)
—c

Note que la desigualdad (1.2.9) es del mismo tipo que las desigualdades
(1.2.8), (1.2.4) y (1.2.6).

Osilike [46] generaliza y extiende varios resultados de Rhoades, Harder
y Hicks y de s{ mismo (Ver Osilike [46]) usando la siguiente condicién.
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Definicién 1.2.6. (Osilike [48], 1996). Sean (X, d) un espacio métrico
y T : X — X una funcién. Llamaremos a T' una contraccion de Osilike
si existen L >0y b € [0,1), tales que

d(Tz,Ty) < bd(z,y) + Ld(z,Tx) para todo z,y € X. (1.2.10)

Observe que las desigualdades (1.2.4), (1.2.6), (1.2.8) y (1.2.9) son casos
particulares de la contracciéon de Osilike y por lo tanto las condiciones
dadas por Kannan, Chatterjea, Zamfirescu y la Condicién 1.2.1, implican
a la contraccién de Osilike.

Osilike [48] muestra con un ejemplo que la clase de funciones que satis-
facen la Condicién 1.2.1, es un subconjunto propio de las funciones que
son contraccién de Osilike.

Definicién 1.2.7. (Berinde [3], 2004). Sea (X, d) un espacio métrico.
Una funcion T : X — X es llamada contraccion débil si existen una
constante § € (0,1) y algin L > 0 tales que

d(Tz,Ty) <0 -d(x,y) + Ld(y, Tx), forall z,ye€ X. (1.2.11)

Inmediatamente puede verse que cada contraccién de Banach satisface
(1.2.11) con 6 =1y L =0, y entonces es una contraccién débil.

La Proposicién 1, la Proposicién 2 y el Corolario 1 de [3] muestran,
respectivamente, que cada aplicacién de Kannan, cada contraccion de
Chatterjea y cada contraccién de Zamfirescu es también una contraccién
débil.

Un ejemplo en [48], pag. 18, permite ver que existen contracciones de
Osilike (definidas en espacios métricos completos) que no poseen pun-
tos fijos. Por otra parte el Teorema 1 de [3] muestra que en espacios
métricos completos, las contracciones débiles poseen al menos un punto
fijo. Por lo tanto el ejemplo en [48] y el Teorema 1 en [3] muestran que
la desigualdad (1.2.10) no implica (1.2.11). Ademads el Ejemplo 2 de [3]
proporciona un ejemplo de una contracciéon débil que no es contraccién
de Osilike. Concluimos entonces que las contracciones débiles son, en
general, independientes de las contracciones de Osilike.

Ahora consideremos una definicién de contraccién que es mas general
que la Condicién 1.2.1 y es independiente de la definicién de contraccién
de Osilike.

Definicién 1.2.8. (Cirié¢ [11], 1974 ). Sea (X, d) un espacio métrico.
Una funcién T : X — X es llamada cuasi-contraccion si existe un § €
[0,1) tal que

d(Tz,Ty) < dméx{d(z,y),d(z,Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tz)},
(1.2.12)
para cada x,y € X.
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Puede comprobarse facilmente que cada aplicaciéon de Kannan, contrac-
cién de Chatterjea y contraccién de Zamfirescu satisfacen (1.2.12), es
decir, todos estos tipos de funciones son también cuasi-contracciones.
Ademas, cada cuasi-contraccién con § < %, es una contraccién de Zam-
firescu.

Por otra parte, puede verse que la Condicién 1.2.1 implica a la definicién
de cuasi-contraccién. Sin embargo se tiene un ejemplo en [46], pag. 26,
de una funcién que es cuasi-contractiva y que no satisface la Condicién
1.2.1.

La misma funcién del ejemplo en [46] y el Ejemplo 2 de [3] muestran
que existen cuasi-contracciones que no son contracciones de Osilike. Por
otra parte la funcién del ejemplo en [48] muestra que existen contrac-
ciones de Osilike que no son cuasi-contracciones. Concluimos que, en
general, las definiciones de contraccién de Osilike y de cuasi-contraccién
son independientes.

El Ejemplo 1 de [3] prueba que la funcién identidad en [0, 1] es débilmente
contractiva pero no cuasi-contractiva. La Proposicién 3 de [3] muestra
que cada cuasi-contraccién con 0 < § < % es una contracciéon débil, sin
embargo el Ejemplo 2 del mismo trabajo proporciona una funcién que
es cuasi-contraccién con % <di<ly qlue sigue siendo una contraccién

débil lo cual sugiere afirmar que § < 5 no es una condicién necesaria

para que una cuasi-contraccién sea una contraccién débil.

Condicién 1.2.2. (Rhoades [57], 1978). Sean (X, d) un espacio métri-
coy T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condicién
1.2.2 si existen § € [0,1) y ¢ > 0 tales que, para todo z,y € X

d(Tz,Ty) < dméx{cd(z,y),d(z,Tz) + d(y, Ty),d(z,Ty) + d(y, Tz)}.

Facilmente podemos ver que las cuasi-contracciones satisfacen la Con-
dicién 1.2.2. Ademas las funciones que satisfacen la Condicién 1.2.2 con
0<d< % y 0 < dc < 1 son contracciones de Zamfirescu.

Condicién 1.2.3. (Babu, Panda [2], 1987). Sean (X,d) un espacio
métrico y T': X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condi-
ci6n 1.2.3 si existen § € [0,1) y ¢ > 0 tales que, para todo z,y € X

d(Tz, Ty) < é méx{cd(z,y)+d(z, Tz)+d(y, Ty), cd(z, y)+d(z, Ty)+d(y, Tx)}.

Claramente la Condicién 1.2.2 implica la Condicién 1.2.3. El ejemplo
siguiente muestra que la implicacion inversa no siempre es cierta.

Ejemplo 1.2.1. (Babu, Panda [2], 1987). Sean X = {z,y,z}, Tz =
y, Ty = 2z, Tz = z, d(z,y) = 1.7, d(z,z) = 1.8, d(y,2) = 1.3, c =1
y 6 = 0.28. (X, d) es un espacio métrico, T satisface la Condicién 1.2.3
pero no la Condicién 1.2.2.
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Taskovic introduce el concepto de ¢-contraccion diametral que unifica la
definicién de contraccién de Banach, cuasi-contraccién y otras (ver [70]).

Definicién 1.2.9. (Taskovic, ver [70], 1980). Sea (X,d) un espacio
métrico. T : X — X es una @-contraccion diametral si existe una
funcién ¢ : R — R con la propiedad

i) o(t) <t para toda t € R"\{0},

i) limsup ¢(z) < t para toda t € R \{0},

z—tyio

y tal que
d(Tz, Ty) < o(5[0(x,y,0)]), [0(z,y,00)] €R ", (1.2.13)

donde O(z,y,0) = {z,y, Tx, Ty, T?x, T?y...} y 6[O(z,y,00)] denota el
didmetro de O(x,y, 00).

Una contraccién de Banach y una cuasi-contraccién son ¢-contracciones
diametrales. En efecto, tomando a ¢ : R° — R™ como p(t) = at,
a € [0,1) para toda t € R", entonces si d(Tz,Ty) < ad(z,y), como
d(z,y) < §[0(x,y,00)], entonces

d(Tz,Ty) < ad[O(z,y,00)] = ¢(3[O(x,y, 00)]).
Del mismo modo si
d(T'z,Ty) < améx{d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty),d(z,Ty),d(y, Tz)},

ya que
méx{d(z,y), d(z,Txz),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tz)} < 6[O(x, y,0)],

entonces d(Tz,Ty) < ad[O(z,y,00)] = ¢ (0[O(x, y, 0)]).

En seguida veremos condiciones de contraccion que generalizan algunas

de las condiciones anteriores, pero antes veamos la siguiente definicién
b
que necesitaremos. Esta definicién la podemos encontrar en [23].

Definicién 1.2.10. Una funcién ¢ : Rt — RT se llama una funcion
de comparacion si

1) 1 es mondtona creciente;

i) lm ¢"(t) =0, t € R,

n—roo

donde ¥"(t) denota la composicién de ¢ consigo mismo n veces.
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Condicién 1.2.4. (Olatinwo, et al. [42], 2006). Sean (X, d) espacio
métrico y T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condi-
cién 1.2.4 si existen una constante b € [0,1), y una funcién mondtona
creciente ¢ : RT — R™, con p(0) = 0, tales que

d(Tz,Ty) < p(d(x,Tx)) + bd(z,y), para cada z,y € X.

Condicién 1.2.5. (Olatinwo [41], 2008). Sean (X, d) espacio métrico
y T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.5 si
existen una funcién de comparacién 1 y una funcién monoétona creciente
@ : Rt — RT, con ¢(0) = 0, tales que

d(T2,Ty) < p(d(x, Tw)) +(d(z,y)), para cada z,y € X.

Condicién 1.2.6. (Imoru, Olatinwo [23], 2006. Sean (X, d) espacio
métrico y T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Con-
dicién 1.2.6 si existen una constante a € [0,1) y una funcién mondétona
creciente ® : RT — R con ®(0) = 1, tales que

d(Tz, Ty) < ad(z,y)®(d(z, Tx)),

Condicién 1.2.7. (Imoru, Olatinwo [23], 2006).Sean (X, d) espacio
métrico y T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condi-
cién 1.2.7 si existen una constante L > 0 y una funcién ¥ : RT — R*
tales que

d(Tz,Ty) < ¥(d(z,y)) exp(Ld(z,Tx)), para todo z,y € X,

donde V¥ puede ser una funcién de comparacién o una funcién mondtona
creciente.

Condicién 1.2.8. (Olatinwo [43], 2009). Sean (X, d) espacio métrico
v T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.8

si existen @1, : R" — R" dos funciones monétonas crecientes con
©1(0) =0, p2(0) =1yt : R" — R’ una funcién de comparacién
continua tales que

p1(d(z, T2)) +¥(d(z,y))
pa(d(z, Tx))) C

Condicién 1.2.9. (Olatinwo [43], 2009). Sean (X, d) espacio métrico
vy T : X — X una funcién. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.9

si existen @1, @9 : R" — R’ dos funciones monétonas crecientes con
©1(0) =0y ¢2(0) =1y : R" — R" es una funcién de comparacién
continua tales que

d(Tz,Ty) <

y € X.

P(d(z,y))

(T, Ty) < erld@. Te) + =t Ta))

r,y € X,
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Observaciones:
1. Las Condiciones 1.2.6 y 1.2.7 son independientes (ver [23]).
2. La Condicién 1.2.5 extiende a la Condicién 1.2.4.

La definicién de contraccién de Banach puede ser generalizada de una
manera distinta como puede observarse en la siguiente definicion.

Definicién 1.2.11. (Jungck, 1976; ver [65]). Sean (X, d) un espacio
métricoy S,T: Y — X donde Y un conjunto cualquiera tal que T(Y") C
S(Y). El par de funciones (S,T) es llamado una .J-contraccion si existe
una constante 0 < a < 1 tal que

d(Tz,Ty) < ad(Sz, Sy), (1.2.14)
para todo z,y € Y.

Jungck demostrd, en el caso X =Y, que las parejas de funciones que
son una J-contraccion, tienen un punto fijo en comun, siempre que X
es un espacio métrico completo, S y T conmutan, T(X) C S(X) y S es
continua (ver [65]).

Una condicién maés de este tipo estd dada por la Condicién 1.2.10, que es
similar a la definicién de contraccién de Osilike. Esta condicién la usaron
Singh, Bhatnagar y Mishra [65] en el 2005 para mostrar resultados de
estabilidad.

Condicién 1.2.10. (Singh, et al.. [65], 2005 ). Sean Y un conjunto
arbitrario, (X,d) un espacio métrico y S,T : ¥ — X una funcién.
Diremos que T satisface la Condiciéon 1.2.10 si existen dos constantes
a€ (0,1)y L >0, tales que

d(Tz,Ty) < Ld(Sz,Tx) + ad(Sz, Sy), z,y €Y.

Olatinwo dio las siguientes condiciones contractivas del mismo tipo que
la Condicién 1.2.10 y la Definicién 1.2.11. Las primeras dos, generalizan
a la Condicién 1.2.10.

Condicién 1.2.11. (Olatinwo [43], 2009). Sean Y un conjunto arbi-
trario, (X, d) un espacio métrico y S,T : Y — X una funcién. Diremos
que T satisface la Condicién 1.2.11 si existen un ¢ > 0 y una funcién

monétona creciente ¢ : R° —s R con ¢(0) = 0 tales que
d(Tz,Ty) < p(d(Sx,Tx)) + cd(Sx, Sy), z,y€Y;
Condicién 1.2.12. (Olatinwo [43], 2009). Sean Y un conjunto arbi-

trario, (X, d) un espacio métrico y S,T : Y — X una funcién. Diremos

que T satisface la Condicion 1.2.12 si existen una funcién ¢ : R"—R"
mondtona creciente con ¢(0) = 0 y una funcién de comparacién ) con-
tinua, tales que

d(Tz, Ty) < p(d(Sz,Tz)) + ¥(d(Sz, Sy)),x,y €Y,



CAPITULO 1. PRELIMINARES 16

Condicién 1.2.13. (Olatinwo [43], 2009). Sean Y un conjunto arbi-
trario, (X, d) un espacio métrico y ST : Y — X una funcién. Diremos
que T satisface la Condicién 1.2.13 si existen un nimero M > 0 y una

funcién de comparacién continua y subaditiva 1 : R" — R tales que

AT 7y < LS. 50)

_wlebor, oY) Y,
S 14 Md(Sz, To) DYED

Condicién 1.2.14. (Olatinwo [43], 2009). Sean Y un conjunto arbi-
trario, (X, d) un espacio métrico y S,T : Y — X una funcién. Diremos

. . i .y + +
que T satisface la Condicion 1.2.14 si existen una funcién ¢ : R — R
mondtona creciente con ¢(0) = 0y una funcién de comparacién continua

y subaditiva 1 : R" — R tales que

P(d(Sz, Sy)) + ¢(d(Sx, Tx))
1+ Md(Sz,Tx) ’

d(Tz,Ty) < M>0, z,yeY.

Pasemos ahora a dar la definicién de una funcién no expansiva y cuasi-no
expansiva. Si a = 1 en la definicién de contraccién de Banach, entonces
la funcién T : X — X se conoce como no expansiva (ver [26]), esto es:

Definicién 1.2.12. (Ver Kirk [26], 1969). Sea (X,d) un espacio
métrico. Una funcién T : X — X es llamada no expansiva si para
cualesquiera z,y € X, se satisface:

d(Tz, Ty) < d(z,y). (1.2.15)
Una definicién més débil que la de funcién no expansiva es la siguiente.

Definicién 1.2.13. ( Dotson [14], 1970). Una funcién 7': X — X
se dice cuasi-no expansiva si tiene al menos un punto fijo en X y para
cada punto fijo p de T se tiene que

d(Tz,p) <d(z,p), x € X (1.2.16)

Esta definicién es tal como aparece en [14], en 1970. Sin embargo, esta
condicién considerando la desigualdad estricta fue introducida en 1967
por Diaz y Metcalf en [13].

Note que si T tiene punto fijo y satisface la Condicién 1.2.6, o la Condi-
cién 1.2.4 o alguno de sus casos particulares, entonces 7' es una funcién
cuasi-no expansiva. De este modo, una contraccién de Osilike con punto
fijo es una funcién cuasi-no expansiva, y en consecuencia también lo son
las aplicaciones de Kannan, contracciones de Chatterjea y contracciones
de Zamfirescu.

La definicién de funcién cuasi-no expansiva requiere de la existencia de
un punto fijo. Podriamos retomar las condiciones de contraccién mencio-
nadas en esta seccion, pedir la existencia de un punto fijo en el espacio
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y dar definiciones andlogas al de funcién cuasi-no expansiva. Sin embar-
go, solo haremos mencién de dos con las cuales han trabajado algunos
autores.

Condicién 1.2.15. (Bosede, Rhoades [8], 2010 ). Sean (X,d) un
espacio métrico y T : X — X una funcién con punto fijo p, diremos
que T satisface la Condicién 1.2.15 si existe a € [0,1) tal que

d(Tz,p) < ad(xz,p), z€X.

Condicién 1.2.16. ( Asadi, et al. [1], 2009). Sean (X, d) un espacio
métrico y T : X — X una funcién con punto fijo p, diremos que T
satisface la Condicién 1.2.16 si existen a € [0,1) y L > 0, tales que

d(Tz,p) < ad(x,p) + Ld(z,Tx), x€ X.

La Condicion 1.2.15 es la andloga a la definicién de contraccién de Ba-
nach y la Condicién 1.2.16 andloga a la contraccién de Osilike [46],
ademas la Condicién 1.2.15 implica a la Condicién 1.2.16.

Note también que en presencia de un punto fijo las contracciones de
Osilike y las Condiciones 1.2.4 y 1.2.6 implican a la Condicién 1.2.15 y
por tanto también a la Condicién 1.2.16. De este modo, las contracciones
de Zamfirescu y las funciones que satisfacen la Condicién 1.2.2 con 0 <
§ < %y 0<édc<0 (con punto fijo) satisfacen la Condicién 1.2.16.

Puede también comprobarse facilmente que las cuasi-contracciones con
punto fijo, satisfacen la Condicién 1.2.16.

Enseguida enunciamos cuatro condiciones definidas por medio de de-
sigualdades en las que interviene una integral, esto con el fin de dar una
breve idea de este tipo de condiciones contractivas.

Condicién 1.2.17. ( Branciari [7], 2002). Sean (X,d) un espacio
métrico y T : X — X. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.17 si
existe un nimero real ¢ € (0,1) tal que para cada z,y € X se tiene

d(Txz,Ty) d(z,y)
/ p(t)dt < c/ p(t)dt,
0 0

donde ¢ : [0,400) — [0,+00) es un funcién Lebesgue-integrable, en
cada subconjunto compacto de [0, 4+00), no negativa y tal que para cada
€>0, [5@(t)dt > 0.

Branciari prueba que las funciones que satisfacen esta condicién en un
espacio métrico completo tienen un tnico punto fijo y que ademads las
iteraciones de Picard convergen a dicho punto.
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Como se puede ver, la Condicién 1.2.17 es una generalizacién de la con-
traccién de Banach. Si ¢(t) = 1, para cada t > 0, entonces se tiene
que

d(Tz,Ty) d(z,y)
/ p(t)dt = d(Tz, Ty) < cd(z,y) = c/ p(t)dt,
0 0

entonces una contraccién de Banach también satisface la Condicién 1.2.17,
puede verse un ejemplo en (Brianciari [7], Ejemplo 3.6 pag. 535) que la
afirmacion inversa no siempre es cierta.

Posteriormente en el 2003, Rhoades [58] generaliza la condicién anterior
utilizando las siguientes dos condiciones.

Condicién 1.2.18. (Rhoades [58], 2003). Sean (X,d) un espacio
métrico y T : X — X. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.18
si existe un nimero real k € (0,1) tal que para cada z,y € X se tiene

d(Te,Ty) méx{d(z,y),d(z,Tx),d(y,Ty),| LoTLdw.T2) ]}
| ek | p(t)dt
0 0

donde ¢ son como en la Condicién 1.2.17.
Condicién 1.2.19. (Rhoades [58], 2003). Sean (X,d) un espacio

métrico y T : X — X. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.19
si existe un nimero real k € (0,1) tal que para cada z,y € X se tiene

d(Tz,Ty) méx{d(z,y),d(z,Tz),d(y,Ty),d(z,Ty),d(y,Tx)}
/ o)t < & / o(t)dt,
0 0
donde ¢ es como en la Condicién 1.2.17.
Note que si en la Condicién 1.2.19 ponemos ¢(t) = 1, obtenemos la

definicién de cuasi-contraccion.

Siguiendo a Brianciari [7] y Rhoades [58] y con fines de obtener resul-
tados sobre estabilidad, en el 2010, Olatinwo [44] establece la siguiente
definicién de contraccién.

Condicién 1.2.20. (Olatinwo [44], 2010). Sean (X,d) un espacio

métrico y T : X — X. Diremos que T satisface la Condicién 1.2.20 si
existen un nimero real k € [0,1) y dos funciones mondtonas crecientes

v, R" — R" con ¥(0) = 0 tales que para todo z,y € X se tiene
d(TZ,Ty) d(w,Tx)
[ etman <u| [T etant
0 0

donde ¢ : R" — R' es una funcién Lebesgue-Stieltjes integrable, no
negativa y tal que para cada € > 0,

/6 p(t)dv(t) > 0.

0

d(z,y)
+k/ o (t)du(t),
0
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Observe que si en la Condicién 1.2.20, se pone p(t) = 1y v(t) = t,
entonces obtenemos la Condicién 1.2.4.

Las condiciones que involucran una integral y que enunciamos aqui, tie-
nen como objetivo dar continuidad a la idea de la evolucién del concepto
de contracciéon que presentamos en esta seccion. Se han estudiado otras
condiciones de tipo integral, como ejemplo de ello puede verse Gairola y
Rawat [15], Olatinwo [40] y Moradi y Omid [37].

Finalizamos esta parte con el siguiente diagrama que resume algunas
de las implicaciones entre las principales condiciones contractivas que
presentamos aqui.

Chatterjea @ Contraccion
de Banach i

No expanswa
5< Ve

de<1

o

oS, L oo o
débil v debll
ENE i
Contraccién

Cuasi-no
expansiva \

Diagrama 1.2.1. Condiciones contractivas

Si exite
punto fijo

S\ exite
punto fuo
2,

t, &,

/Jr‘ %

0;., 4
%

1.3. Resultados y definiciones adicionales

Comenzaremos con un lema que utilizaremos para las pruebas de los
resultados nuevos que presentaremos lo largo de este trabajo.

Lema 1.3.1. (Berinde [5, Lema 1]). Sean {u,} vy {e.} _, dos
sucesiones de nimeros reales no negativos y 6 € [0,1) tales que,

Unt1 < OUp + €4, n=0,1,... (1.3.1)

L) Si hm e, = 0, entonces lim u, = 0.
n—oo
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oo o0
Ly) Si Zen < 00 entonces Zun < 0.

n=0 n=0

Lema 1.3.2. (Harder y Hicks [22, Lema 1]). Si A es un nimero

real tal que 0 < |\ <1y {vy} es una sucesion de nimeros reales tal
n

que lim vi = 0, entonces lim E AR =0
k—oco n—00 o

Definicién 1.3.1. (Ciri¢ [12]). Sea T una funcién de un espacio métrico
X en si mismo. X se llama T-orbitalmente completo si cada sucesion
de Cauchy contenida en O(T,00) = {z,Tz,T?,-} para algin z € X
converge en X.

Como puede notarse si X es un espacio completo, entonces es T-or-
bitalmente completo para cada T : X — X. En [12, Ejemplo 3] se
mostré que espacios métricos no completos pueden ser orbitalmente com-
pletos con respecto a una funcién pero no con respecto a otra.

Lema 1.3.3. (Vetro [75, Lema 1 y Lema 2]). Sea v : [0,1] — [0, 1]
una funcién continua por la izquierda, no decreciente y tal que ¥(a) > «,
para toda o € (0,1). Entonces

a) Y1) =1
b) lim ¢¥"(a) =1 para cada o € (0,1) (Y™ denota la composicion de
n—oo

Y consigo misma n-veces).



Capitulo 2

Estabilidad de procesos
iterativos

En este capitulo se exponen algunas contribuciones en el tema
de estabilidad de procesos iterativos encontradas en la litera-
tura con el objetivo de mostrar el estado actual del tema. Esto
incluye algunas de las distintas definiciones de estabilidad que
se han estudiado, algunas de las relaciones que existen entre
ellas y los resultados principales que se han obtenido. Este
capitulo es importante como antecedente de los resultados
del Capitulo 3.

El concepto de estabilidad tiene significados distintos de acuerdo al drea
en que se trabaje. Por ejemplo, en matematicas, en el drea de anélisis
numérico, la estabilidad es una propiedad de los algoritmos numéricos
(para una definicién de este concepto puede consultarse por ejemplo
[9, pdg. 31]) que describe como los errores en los datos de entrada se
magnifican, reducen o mantienen conforme el algoritmo se ejecuta.

Nosotros estamos interesados en la estabilidad de procesos iterativos que
generan sucesiones que convergen a un punto fijo de las funciones con
las cuales se definen dichas iteraciones. Como veremos, en la actualidad
existen distintas definiciones de estabilidad para procesos iterativos. En
espacios métricos, la primera definicién de este concepto surgié en 1988,
es conocido como T'-estabilidad vy esta basado en un resultado aparecido
en el ano 1964 (ver [22]).

21
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2.1. T-Estabilidad

Veamos el siguiente resultado que puede ser encontrado en [22].

Teorema 2.1.1. (Ostrovski, 1964). Sean (X,d) un espacio métrico
completo y T : X — X wuna contraccion, esto es d(Tx, Ty) < kd(zx,y)
para cada x,y € X, donde 0 < k < 1. Sea p el punto fijo de T'. Sea xy
un punto arbitrario en X y pongamos T,41 = Tz, paran = 0,1,....
Sean {yn}:l0 una sucesion en X y e, = d(ynt1, Tyn) paran =0,1,....
Entonces paran =0,1,...,

(1) d(p,yn+1) < 727 (en + kd(Yn, Ynt1)) ¥

(2) d(p,yn+1) < d(p,@nir) + k" Hd(wo,y0) + D K" e
i=0
También
(8) lm y, =p siy sdlo si lim e, =0.
n—oo n—oo

Basados en el resultado anterior, Harder y Hick [22] dieron en 1988 la
siguiente definicién de estabilidad.

Definicién 2.1.1. (Harder, Hicks [22], 1988). Sean (X, d) un espacio

métricoy T': X — X una funcién con un tnico punto fijo p. Sea x,, 41 =

f(T, x,) un proceso iterativo. Supongamos que lim x,, = p. Sea {yn}oio
n— 00 =

una sucesién cualquiera en X y definamos e, = d(yn+1, f(T,yn)). Si

lim e, = 0 implica que lim y, = p, entonces diremos que el proceso
n—oo n—oo

iterativo x,41 = f(T,z,) es estable con respecto a T o simplemente
T-estable.

Una motivacién para tal definicién puede ser la siguiente: Considere-
mos una funcién T sobre un espacio métrico X y un proceso iterati-
vo Tpt1 = f(T,x,), supongamos que podemos generar una sucesién
{a:n}io con la propiedad que x,, converge a un punto fijo p de T' cuando
n tiende a infinito. Sin embargo, en la practica no siempre es posible
obtener la sucesién {z,} " si no solamente una aproximacién {y,}

n=0"
La sucesion {y,} _, podria hallarse del siguiente modo: tomamos x¢
de forma arbitraria en X. Ahora quisiéramos obtener z1 = f(T,x¢),

sin embargo por errores de redondeo o discretizacién del problema sélo
obtenemos y; que es una aproximacién a x1. Ahora, para calcular xo,
ya que conocemos y; = xp,procedemos del mismo modo y evaluamos
f(T,y1) para obtener una aproximacién yo. Utilizando y2 = x5 podemos
encontrar una aproximacién a 3. Asi, obtenemos una sucesién {yn}io

oo

que es una aproximacion a {x, }

n=0"
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Como se puede ver, en cada iteracién se generan errores, de modo que ca-
be preguntarse ;Converge y,, a p cémo lo hace x,,? Pues bien, si f(T,x,)
oo . . .
es T-estable, entonces {y,} _ converge al mismo punto fijo p de 7" siem-
pre que lim ¢, = 0. Esto muestra la importancia de las investigaciones
n—oo

sobre estabilidad de los procesos iterativos.

Por supuesto, existen procesos iterativos que no son T-estables como lo
muestran los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 2.1.1. (Harder, Hicks [22, Ejemplo 5]). Consideremos el
espacio métrico (R, |- |), donde |- | es la métrica usual. Sea T : R — R,
definida por:

six <0
. 1.
si0<z<3;
siz> 3.

Tx =

O o=

Tenemos que % es un punto fijo de Ty ademads es tnico. También pode-
mos ver que el proceso iterativo de Picard conduce al punto fijo. Esto se
debe a que:

1. si zg < 0, entonces z1 = Txg = % Y Ty = i para n > 2;
2. siOSxo§%7ent0ncesx1:Tx0:iyxn:%paran22;
3. sixy > %7 entonces x1 =Txg =0y x, = i para n > 2.

Ahora veamos que este proceso iterativo no es T-estable. Para ello to-
mamos la sucesién {y,} C[0,1] como yo = xo y

n=0

. —% si n es par;
5 T 5 slnesimpar.

Si n es par, tenemos

L S A Y DR T O NS |
S DR 2l T2 el 2 nyl

Si n es impar, entonces

1 11 1 1
o= (o) -7 G )l = (o) o=

oo
n=

Entonces lim e, = 0, sin embargo {y,} _ es una sucesién divergente.

n— oo
Por lo tanto la iteraciéon de Picard es una sucesién no T-estable.

Ejemplo 2.1.2. (Harder, Hicks [22, Ejemplo 3]). Consideremos el
espacio métrico ([0,1],] - |) donde | - | es la métrica usual en R. Sea
T :[0,1] — [0,1] la funcién definida como:

=0
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La funcién T tiene un unico punto fijo en % y las iteraciones de Picard
convergen a dicho punto. En efecto

1. siOSxS%,entoncesxl:Tmozéyxnz%paranzz
2. si%<x§l,entoncesxl:Ta:():nyn:%paraan.

Para mostrar que esta iteraciéon no es T-estable tomemos la sucesion
= . 1 1 1 1

{yn},_, € [0,1], definida como yo = 3, Y., = 5+ @7 ¥ You_1 = FmuF1s

para toda n € N.

{yn}m(J es una sucesién divergente, g9 = |1 —T (3)| =

2|
1. Si n es par, g, = ’(i)nH_T((%) (HM| = ‘( ) _0‘ =
(i)m_1 Si n es impar, entonces &, = ‘((5) i (i)n+1) ST ()Y
’( n+1) -3 = (i)nﬂ. Entonces e, = (

o
1rn En = O pero {y,}, _, no converge a 5.
n—

)nH, por lo tanto

1
4

En el Teorema 2.1.1 se prueba que la iteracién de Picard es T-estable
con respecto a cada contraccién. En [22] se probd la estabilidad de este
proceso para cada contraccién de Zamfirescu. En [22] se probd que las
iteraciones de Mann son T-estables con respecto a cada contraccién de
Zamfirescu y un resultado similar fue probado para la iteraciéon de Kirk
con respecto a una contraccion.

Una de las condiciones contractivas mas generales que se han utilizado
para hallar la estabilidad del proceso iterativo de Picard, Kirk e Ishikawa
es la de contraccién de Osilike, (Definicién 1.2.6). Pruebas cortas de estos
resultados las podemos encontrar en [49].

Para hablar de estabilidad de procesos iterativos asumimos que las fun-
ciones asociadas tienen puntos fijos. Un ejemplo en [48] muestra que
existen funciones que son contraccién de Osilike y sin embargo pueden
no tener puntos fijos. Pero puede verificarse que si una contracciéon de
Osilike tiene un punto fijo, entonces este es tnico.

En los siguientes cuatro resultados se utilizé la Condicién 1.2.4 que es
todavia més general que la definicién de contraccién de Osilike.

Teorema 2.1.2. (Olatinwo [45, Teorema 3.1], 2012). Sea (X,||-||)
un espacio normado. Sea T : X — X una funcion que satisface la Con-
dicion (1.2.4) con la métrica inducida por la norma ||-|| y ¢ con la hipdte-
sis adicional de ser subaditiva y que ¢(Lu) < Lo(u), £ > 0, u € RT.
Supongamos que T tiene un punto fijo p y que las iteraciones de Kirk-
Ishikawa convergen a él. Entonces el proceso iterativo Kirk-Ishikawa es
T-estable.

Teorema 2.1.3. (Chugh, Kumar [10, Teorema 3.1], 2012). Sean
(X, |]-]]) un espacio normado. Sea T : X — X una funcion que satisface
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la Condicion 1.2.4, donde ¢ : R" — R es una funcion mondtona
creciente, subaditiva tal que p(0) =0 y o(Lu) < Lo(u), £ >0, u € RT.
Sea xg € X vy {xn}:ozo la sucesion generada por el proceso iterativo
Kirk-Noor. Supongamos que T tiene un punto fijo p. Entonces el proceso
iterativo Kirk-Noor es T-estable

El Teorema 2.1.3 generaliza al Teorema 2.1.2 asi como también al Teore-
ma 3.2. de [45], el cual corresponde a la estabilidad del proceso iterativo
Kirk-Mann.

Teorema 2.1.4. (Chugh, Kumar [10, Teorema 3.2], 2012). Sea
(X, ]| - |I) un espacio normado. Sean S, T :' Y — X dos operadores
conmutativos que satisfacen la Condicion 1.2.11 (con la métrica inducida
por la norma) y tales que T(Y) C S(Y), S(Y) o T(Y) es un subespacio
completo de X con ||S%x — T(Sz)|| < ||Sz — Tz||, Vzx €Y y||S*x —
Syl < ||Sz — Syl||, Va,y € Y. Supongamos que z es un punto de
coincidencia de S, T, S* y T (es decir Sz =Tz =1p y S'z =Tz = p).
Sea p : R" — R" una funcion mondtona creciente, subaditiva tal que
©(0) =0y o(Lu) < Lo(u), £>0, u € RT. Sean zg € Y y {Sz,} __ la
sucesion generada por el proceso iterativo Jungck-Kirk-Noor que converge
a p. Entonces el proceso iterativo es (S,T')-estable.

Teorema 2.1.5. (Giirsoy, Karakaya, Rhoades [20, Teorema 6 y
7], 2014). Sean (X,|| -||) un espacio normado. Sea T : X — X una
funcion que tiene un punto fijo p y que satisface la Condicion 1.2.12 con
alguna ¢ : R™ — RT subaditiva, mondtona, creciente y tal que p(0) = 0
y o(Lu) < Lop(u), £ >0, u € R*. Entonces la sucesion generada por el
proceso iterativo Kirk multi-pasos converge a p y es T-estable.

Para terminar esta seccién, observemos el teorema siguiente, en el cual
se utiliza la Condicién 1.2.15. Notemos nuevamente que, si se satisface
la Condicién 1.2.4 y la funcién tiene puente fijo, entonces, se satisface
también la Condicién 1.2.15. Utilizar esta tltima simplifica célculos al
probar resultados de estabilidad.

Teorema 2.1.6. (Bosede, Rhoades [8], 2010). Sea (X, d) un espacio
métrico completo. Sea T : X — X una funcion con un punto fijo p tal
que satisface d(p,Tz) < ad(p,z), para algin a € [0,1) y cada z € X.
Entonces la iteracion de Picard es T-estable.

2.2. Casi T-Estabilidad

Definicién 2.2.1. (Osilike [47], 1988). suponga que (X, || -||) es un
espacio de Banach real y T : X — X una funcién con al menos un
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punto fijo. Sea o € X y {az:n}oo= un proceso iterativo definido por

0
Tny1 = f(T,2,), n€ AR (2.2.1)

que converge a un punto fijo p.

o ., oo ..
Suponga que {yn}ﬂ;: , €8 una sucesién en X y {en},_, es la sucesion de
nuameros reales positivos dados por

en = |[Ynt1 — F(T,yn)ll-

oo
Si an < oo implica lim ¥y, = p, entonces el proceso de iteracién
70 n—oo
definido por la ecuacién (2.2.1) se dice casi T-estable o casi estable con
respecto a T'.

Observacién 2.2.1. Claramente cada proceso iterativo T-estable es
o0

casi T-estable, ya que si el proceso iterativo es T-estable y Z En < 00

n=0
entonces lim &, =0y por lo tanto lim y, =p
n—oo n—oo

Sin embargo, una iteracién que es casi T-estable puede no ser T-estable
como muestra el Ejemplo 1 de [47]. Aqui, para mostrar ese hecho tomare-
mos un caso particular de dicho ejemplo que necesitaremos nuevamente
mas adelante.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos (R, |- ), T definida como Tx = %x y el
proceso iterativo de Mann x,,+1 = (1 — ay,)zy, + @y T2y, con o, = n%rl
Entonces
2n +1 S2i 1
= = ‘ , 20 € R. 2.2.2
Tn+1 <2n+2>$ <522+2>$0 Zo ( )

Tenemos que lim x,4; = 0, el dnico punto fijo de 7. El Teorema 1
n—oo

de [47] asegura que el proceso iterativo de Mann que hemos definido es

casi T-estable, sin embargo veremos que no es T-estable. Consideremos
n

Yn = 751>

En = ‘yn-i-l - (1 - an)yn - anTyn‘ =

n+1 n +1 1 n
n+2 n+l1l 2n+1n+1

1 n

+ —1.
(n+2)(n+1) 2n?

1 n
CEICE R CESE

Por lo tanto, lim ¢, = 0, sin embargo lim y, = 1.
n—oo n—oo
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Ejemplo 2.2.2. (Osilike [47, Ejemplo 3], 1998). Consideremos a
R,|-]) yaT:R — R la funcién identidad sobre R. Sean {a,}

y {Bn},_, dos sucesiones en [0,1]. Sea g € R, zg # 0 y sea {z,} _,
la sucesién generada por la iteracién de Ishikawa. Claramente xy es un
punto fijo de T y {zn}:O: converge a Tg. Sea Y, = n%rl, n € N U {0}.
Entonces

n=0

o]

en = |Yn+1 — (1 = an)yn — anT[(1 = Bn)yn + BuTynl|
1
T+ Dn+2)

o0
Por lo tanto Z €n < 00. Sin embargo lim y, = 0 # xg, de modo que la
iteracién de Ishikawa no es casi T-estable y entonces tampoco T-estable.

Es facil ver también que la iteracién de Picard tampoco es casi T-estable
y por tanto tampoco T-estable, considerando por ejemplo ¥y, = % y

xo#()

Como ejemplos de resultados de casi estabilidad podemos ver los teore-
mas siguientes.

Teorema 2.2.1. (Rezapour, Haghi, Rhoades [54, Teorema 2.2],
2011). Sea X un espacio normado. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una fun-
cion de comparacion tal que p(u+v) < u+p(v), para toda u,v € [0, 00).
Supongamos que T : X — X es una funcion con un dnico punto fijo
p tal que ||Tz — p|| < ¢(||z — p||), para toda x € X, entonces el proceso
iterativo de Mann es casi T-estable.

Teorema 2.2.2. (Rezapour, Haghi, Rhoades [54, Corolario 2.3],
2011). Sea X un espacio normado. Sea ¢ : [0,00) — [0,00) una fun-
cion de comparacion tal que p(u+v) < u+p(v), para toda u,v € [0, 00).
Supongamos que T : X — X es una funcion que satisface

um—Tyn,ny—Tmn}),

z —Tz|| +|ly — Tyl

, I
70~ 7l < o (max {l1c = vl + :

para toda x € X. Entonces el proceso iterativo de Mann es casi T'-
estable.

2.3. Casi T-Estabilidad Sumable

Definicién 2.3.1. (Berinde [5], 2003). Sean (X, d) un espacio métrico

y T : X — X una funcién con un tnico punto fijo p. Sea z,+1 = (T, x,)

un proceso iterativo. Supongamos que lim z, = p. Sea {yn}ji0 una
n—oo -

sucesion cualquiera en X y definamos &,, = d(yn+1, f(T, yn)). El proceso
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iterativo x,,11 = f(T,xy) se dice casi T-estable sumable o casi estable
sumable con respecto a T si

o0 o
an<oo — Zd(yn,p)<oo
n=0 n=0

La casi estabilidad sumable de un proceso iterativo expresa una pro-
piedad importante relacionada con la velocidad de convergencia de la
sucesion {y,}

n=0"

Observacién 2.3.1. Cada proceso iterativo casi estable sumable es tam-

o0
bién casi estable ya que Z €n < 0o implica que lim d(y,,p) = 0.
n—oo
n=0
Existen procesos iterativos que no son casi estables sumables como mues-
tra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.1. (Berinde [5, Ejemplo 1], 2003). Sea T : [0,1] —
[0, 1] definido por Tx = x, para cada = € [0, 1] donde [0, 1] es dotado con

la métrica usual. Sea p = 0, tomemos y,, = %, para toda n € N. Entonces
o0

im y, =p, en = [Yn+1 — Tyn| = m, y entonces Zen < 00 pero

n—oo

n=0
oo (o9} 1
E lyn — p| = E — = o00. De ahi, la iteracién de Picard no es casi
n
n=0 n=0

T-estable sumable.

Los siguientes resultados son extraidos de [5] donde se muestra que la
iteracion de Picard, la iteracién de Ishikawa y la de Kirk, son casi T-
estables sumables bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.3.1. (Berinde [5, Teorema 1], 2003). Sean (X,d) un
espacio métrico y T : X — X wuna contraccion de Osilike. Suponga que
T tiene un punto fijo p. Sean xg € X y xpy1 = Ta,, n € NU {0}.
Entonces {xn}:ozo converge a p y es casi T-estable sumable.

Teorema 2.3.2. (Berinde [5, Teorema 2/, 2003). Sean (X,||-||)
un espacio normado y T : X — X wuna contraccion de Osilike con
(d(u,v) = ||lu—vl||, V u,v € X). Suponga que T tiene un punto fijo
p. Sean xg € X y {xn}::o la sucesion generada por la iteracion de
Ishikawa con oy, By € [0,1] tal que 0 < o < ay,, para algin a. Entonces
la iteracion de Ishikawa converge a p y es casi T-estable sumable.

Teorema 2.3.3. (Berinde [5, Teorema 3/, 2003). Sean (X,||-||)
un espacio normado y T : X — X wuna contraccion de Osilike con
(d(u,v) = |lu —v||, V u,v € X). Suponga que T tiene un punto fijo p.
Sean zp € X y {xn}f;) la sucesion generada por la iteracion de Kirk
con o; > 0, ag > 0. Entonces la iteracion de Kirk converge a p y es casi
T-estable sumable.
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2.4. T-Estabilidad débil

Berinde [4], hace notar que el concepto de (casi) estabilidad, que he-
mos definido hasta ahora, no es muy preciso en el sentido de que no es
natural que la sucesiéon sea tomada de forma arbitraria. De acuerdo a
Berinde, desde el punto de vista numérico, la sucesion {yn}:o:D debe ser
una aproximacién a {xn}i , en cierto sentido. Adoptando el concepto de
la eleccién de una sucesion aproximada, Berinde introduce el concepto
de estabilidad débil.

Definicién 2.4.1. (Berinde [4], 2007). Sean (X, d) un espacio métrico
y {zn} _, C X una sucesién dada. Diremos que {y,} _, C X es una
sucesion aprozimada de {x,}  si para cada k € N, existe n = n(k) tal
que

n=0
d(xnvyn) <n n= k.

Definicién 2.4.2. (Berinde [4], 2007). Sean (X, d) un espacio métrico

y T : X — X una funcién. Sea {xn}:ozo un proceso iterativo definido

porxg € Xy xpy1 = f(T,2,), n€ AR Suponga que {mn}:ozo converge
a un punto fijo p de T'. Si para cada sucesién aproximada {yn}zozo cX

oo . . . . . .7
de {z,} _, se tiene la siguiente implicacién

lim d(yn+17 f(Tv yn)) =0 = lim Yn =D,
n—00 n—00

entonces se dice que el proceso iterativo x,+1 = f(T,x,) es débilmente
T-estable o débilmente estable con respecto a T.

Cada proceso iterativo estable es también débilmente estable, pero el
inverso no siempre es cierto (ver Berinde [4], ejemplo 7.3, pdg. 165).

El siguiente ejemplo muestra que existen procesos iterativos casi estables,
pero que no son débilmente estables, esto es que la estabilidad débil no
implica la casi estabilidad.

Ejemplo 2.4.1. En el Ejemplo 2.2.1 se tiene que el proceso iterativo
de Mann definido por (2.2.2) a partir de un xy € R es casi T-estable,
ahora veremos que ese mismo proceso no es débilmente estable. Ya que

lim z,, =0, existe K € N tal que 0 < z,, < 1, para toda n > k.
n—oo

Sea n, = 1+%, {nn}f;o es una sucesion de nimeros positivos decreciente
que converge a 17 = 1. Entonces {yn}j;o definida como y, = 115;, n >0
es una sucesion aproximada de {xn}:czo, yaque [z, —y,| <1 <1+ % =
M, para toda n > k. Ademaés nlin;o €n < nl;n;o m + % =0
y sin embargo {yn}n:o no converge a 0. Por lo tanto la iteracién de
Ishikawa no es débilmente estable con respecto a T'.

oo
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2.5. ~vy-Estabilidad

Sea xn41 = f(T,2p) un proceso iterativo cuya sucesién converge a un
punto fijo p de T. Cuando este proceso iterativo, como método numéri-
co, es implementado en una computadora para aproximar a dicho punto
fijo, se requiere una instruccién que asegure que el programa termine de
ejecutarse en una iteracién en la cual la aproximacién, bajo cierto crite-
rio, pueda considerarse “suficientemente buena”. Una manera es indicar
que el programa se detenga cuando la distancia entre la aproximacién
wn+1 y la anterior w, sea menor que cierto valor e. Si trabajamos en
espacios métricos esa condicién de paro serfa d(wyt1,wn) < €. Se espe-
ra que esto suceda, ya que se busca una aproximacién a p y entonces
d(wpt1,wn) — 0 cuando n — oco. Como esto no siempre sucede, se
corre el riesgo de que las aproximaciones no converjan a p y el programa
trabaje indefinidamente sin obtener un resultado final. Por esta razén
se incluye la condicién adicional de paro determinado por cierto ntimero
de iteraciones. Aun asi, la condicién d(wy+1,w,) — 0 no garantiza que
wp — p cuando n —» oo. Este problema es precisamente el que trata
la ~y-estabilidad.

Definicién 2.5.1. (Garcia [16], 2000). Sean (X, d) un espacio métrico

y T : X — X una funcién con un tnico punto fijo p. Sea z,+1 = (T, x,)

un proceso iterativo. Supongamos que lim z, = p. Sea {yn}w_0 una
n— 00 n=

sucesion cualquiera en X y definamos v, = d(yn, f(T,yn)). Si lim ~, =
n—oo
0 implica que lim y, = p, entonces diremos que el proceso iterativo
n—oo

Tpt1 = f(T,x,) es y-estable.

En teorfa, la condicién de paro d(wp+1,wn) < € responderfa satisfacto-
riamente para los procesos iterativos y-estables.

La v-estabilidad no implica a la T-estabilidad, con el teorema expuesto
a continuacién y el Ejemplo 2.1.2 de la Seccién 2.1 veremos este hecho.

Teorema 2.5.1. (Garcia [16, Proposicion 5.1.1], 2000). Sean (X, d)
un espacio métrico y T : X — X wuna funcion tal que para cada
x,y € X, v £y, d(Tz,Ty) < méx{d(x,Tx),d(y,Ty)}. Supongamos
que p es el unico punto fijo de T y que la sucesion generada por el pro-
ceso iterativo de Picard converge a p. Entonces el proceso iterativo de
Picard es y-estable.

Puede mostrarse facilmente que T' del Ejemplo 2.1.2 (pag. 23) satisface la
condicién del Teorema 2.5.1. Entonces tenemos que el proceso iterativo
de Picard no es T-estable, pero si es y-estable.

Utilizando el mismo Ejemplo 2.1.2 y asumiendo que ya sabemos que
el proceso iterativo de Picard es vy-estable, podemos mostrar que la -
estabilidad no implica a la casi T-estabilidad, ya que tomando {yn}io C
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[0, 1], definida como yo = %, Yo = % + 42% YV Yoy = 42,1%, para toda
1)n+1

n € N, como vimos en el Ejemplo 2.1.2, ¢,, = (1 , para toda n € N,

por lo tanto Zen < 00, pero {yn}:o:O no converge a % Entonces el

n=0
proceso iterativo de Picard no es casi T-estable.

Al mismo tiempo, el ejemplo muestra que la y-estabilidad no implica a
o0

la casi T-estabilidad sumable, pues a pesar de que Z en < 00, se tiene
n=0

que Z |yn — p| = 0o y entonces el proceso iterativo de Picard tampoco

es ca81 T estable sumable.
Ahora veremos que la casi T-estabilidad no implica a la y-estabilidad y
por tanto estos dos conceptos son independientes. En el Ejemplo 2.2.1
tenemos que el proceso iterativo z,41 = (1 — a)xy + anTay,, con g €
Ry a, = % es casi T-estable con respecto a la funcién Tx = %x
Utilizando la sucesion y,, =

n+
#, n > 0, veremos que este proceso no es
~y-estable. Ya que

Tn = |Z/n_ (l_an)xn_anTxn|
n 2n+1) 1
n+1 2n+2| 2(n+1)

Entonces lim +, = 0, pero y, no converge a 0.
n—oo

Ahora a presentaremos otros resultados que se han obtenido sobre -
estabilidad.

Teorema 2.5.2. (Garcia [16, Proposicion 5.2.1], 2000). Sean (X, d)
un espacio métrico completo y T : X — X wuna contraccion de Zam-

firescu (Definicion 1.2.5). Sea p € X el punto fijo de T. Sea zg € X y

Tnt1 = Txy para cada n € NU{0}. Sean {yn}:i una sucesion en X y

Yn = d(Yn, Tyn). Entonces,

0

G,) d(yn-i-l,p) < (1+2 ) Yn+1; donde 6 = maX{a7 %7 ﬁ} ) 0475"7
son las constantes que corresponden la contraccion de Zamfirescu.

b) Si lim v, =0 entonces lim y, =p
n—oo n—oo

Teorema 2.5.3. (Garcia [16, Proposicion 5.2.2], 2000). Sean (X, d)
un espacio métrico completo y T : X — X una aplicacion tipo Kannan

en el sentido de la Definicion 1.2.3 para la cual sup{b(x,y) + b(y, x)} =

A< 1. Sean xg € X, xpy1 = Txy. Sean {yn} otra sucesion en X y

Y = d(Yn, Tyn). Entonces,

n=0
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a) d(Yn+1,0) < (14 N)Vnt1,

b) Si lim v, =0 entonces lim y, =p
n—oo n—oQ

Teorema 2.5.4. (Garcia [16, Proposicion 5.3.1], 2000). Sean -
(X, ]| - 1) un espacio normado y T : X — X una aplicacién tipo Kan-

nan en el sentido de la Definicidn 1.2.3 para la cual A = sup{b(x,y) +
k

bly,z)} < 1. Sean a; € [0,1], 7 = 0,1, ...,k tales que Zai = 1. Con-
i=0

sideremos el proceso iterativo de Kirk y supongamos que la sucesion ge-

nerada {xn}:lo converge a p, el punto fijo de T. Sean {yn}f; cXy

’Yn:‘

0

Yn — Z?:o aiTixn) ‘ Entonces,

1T4A(1—
a) d(Yny1,p) < +1(_a0a0)7n+1 + 13‘(’% [|Znt1— Dl + M| Tnr1 — Tnaa| |+
ﬁ”i’?nﬁ =l

b) Si lim ~, =0 entonces lim y, = p.
n—oo n—oo



Capitulo 3

Resultados obtenidos en
espacios métricos

En este capitulo, establecemos los resultados originales de
este trabajo de tesis sobre T-estabilidad, casi-estabilidad y
casi T-estabilidad sumable de dos procesos iterativos que in-
troduciremos como resultado del proceso de generalizacién
que indagamos en la Seccién 1.1. También estudiamos la -
estabilidad para los procesos iterativos de Picard y Mann,
asociados a funciones que satisfacen algunas condiciones es-
tudiadas en el primer capitulo.

3.1. Resultados sobre T-estabilidad

Motivados por la manera en como se han ido generalizando los procesos
iterativos que presentamos en la Seccién 1.1, definimos a continuacién
dos nuevos procesos iterativos.

Definicién 3.1.1. Sean (X, || -||) un espacio normado y ¥ un conjunto
tal que X CY. Sean m € N\ {1, 2} fijoy k1, k2, ..., km, € N. Supongamos
que S,Tj;, Y — X, para j =1,2,....,my i; = 1,..., kj;, son funciones

tales que: S es inyectiva, y para cualquier coleccién finita {)\ij}flo C
=
[0,1] y para cada x,y € Y se tiene que:
kj
A0Sz + Z Ai;Tjiy | € S(Y), para j =1,2,..,m.

i;=1

Supongamos que aﬁi%j € [0,1] para cada j € {1,...,m}, i; € {0,...,k;}

33
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k;

y n € Ny ademds Z a(]) = 1 para cada j € {1,...,m} y n € N. Sea
i;=0

ro € Y un punto arbitrario. Sea xy € Y, definimos el proceso iterativo

Jungck-Kirk multi-pasos generalizado por

S’z(m) =« m)S’m + Z a(m) T i T

7fm*1

Sz = a Sx + Z 047”7 Ty, 20", para j=2,..,m-1;

zJ—l

STpy1 = an OS’xn + Z an “Tl i ? (2).

11=1

Si en la definicién anterior Tj;, = T (aqui 7% denota la composicién
de T, ij-veces ), para j = 1,2,...,m e i; = 1,..., k;, obtenemos el caso
especial siguiente.

Definicién 3.1.2. Sean (X, ||-||) un espacio normado y ¥ un conjunto
tal que X C Y. Sean m € N\ {1,2} fijo y ki, ko, ..., ks, € N. Suponga-
mos que S, T : Y — X son funciones tales que: S es inyectiva y para
cualquier coleccidn finita {)\ij}szo C [0,1] y para cada z,y € Y se tiene
que:
k;
XSz + Z )\Z-jTify € S(Y), paracada j =1,2,..,m

ij=1

Supongamos que aii € [0,1] para cada j € {1,...,m}, i; € {0,...,k;} y

.7
neN y Z O‘;],Zj =1, para cada j € {1,....,m} yn € N. Sea zg € Y,
;=0
definimos el proceso iterativo Jungck-Kirk multi-pasos por

SZ(M) _ a o S.’E + Z CY m) Tme

im=1
i
Sz,(Lj) = agﬁ)SJcn + Z agf’ijifzle, para j=2,...,.m-1;

Q=1

k1
Stpy1 = aﬁi%S’xn + Z ai{ngil 22,

i1=1

Observaciones: Consideremos el proceso iterativo Jungck-Kirk multi-
pasos.
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1- SiY = X, S =1, (I la funcién identidad en X) obtenemos el
proceso iterativo Kirk multi-pasos (Gursoy, Karakaya y Rhoades
[20]).

2.- Siki=ky=---=k, =1, obtenemos el proceso iterativo Jungck-
multipasos (Olaleru and Akewe [39] ).

3.- Sim = 3, obtenemos el proceso iterativo Jungck-Kirk-Noor (Chugh
y Kumar [10]).

4.- Sim = 3, ky = ko = k3 = 1, obtenemos el proceso iterativo de
Jungck-Noor (Olatinwo [40]).

5- SiY=X,8=I,m=3y affz, = 1, para cada n € Z", obtenemos
el proceso iterativo Kirk-Ishikawa (Olatinwo [45]).

Estas observaciones nos dicen como se obtienen algunos de los procesos
iterativos que hemos enunciado en la Seccién 1.1 a partir de las iteracio-
nes Jungck-Kirk multi-pasos. Pero por supuesto, a partir de este proceso
iterativo, también se pueden obtener los procesos iterativos Mann [31],
Ishikawa[24], Noor [38], multi-pasos [56] y Kirk [26].

Los procesos iterativos a los que generaliza las iteraciones Jungck-Kirk
multi-pasos, obviamente también los generaliza las iteraciones Jungck-
Kirk multi-pasos generalizado.

Los dos teoremas siguientes, son dos de los resultados principales de este
trabajo de tesis, en ellos se establecen la T-estabilidad, la casi estabilidad
y casi estabilidad sumable de los procesos iterativos Jungck-Kirk multi-
pasos generalizado y Jungck-Kirk multi-pasos. Estos resultados estan
publicados en [53].

Teorema 3.1.1. Sean (X, ||-||) un espacio normado yY un conjunto tal
que X CY. Seanm € N\{1,2} fijo y k1, ka, ..., kny € N. Supongamos que
S, Tj:. Y — X, paraj=1,2,....myi; =1,...,k;, son funciones tales

que: S es inyectiva y para cualquier coleccion finita {\;, }fj_o c [0,1] y
J

15

para cada x,y €Y se tiene que:
kj
AoSx + Z Xi; T,y | € S(Y), esto para cada j =1,2,..,m.
i;=1
Ademds supongamos que existe un p € S(Y') tal que

a) ||Ti4z —pl| < 6]|Sz — pl||, para algin 6 € [0,1), cada x € Y e
’il = 17...,/€1,'

b) [Ty, —pll < [|Sz —pll, para cada x € Y, i; = 1,...,k; y j =
1,2,...,m.
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Supongamos también que {Smn}io es la sucesion generada por el proce-
so iterativo Jungck-Kirk multi-pasos generalizado, con la condicion adi-

ctonal de que existe a < 1 tal que 0 < 04511,2) + 6 < a, para toda n € N.

Sea {Syn}:o una sucesién arbitraria en S(Y), definamos

0

Sw{™ = ol Sy, + Z Y T

1,,171
Swl) = agz)Syn + Z aﬁf)”T] Z]wﬁl para j=2,...,m-1
ij=1
Y
en = ||Syns1 — alhSyn — Z o) T 0@
Zl—

Siq €Y es el punto tal que Sq = p, entonces

i) q es un punto de coincidencia de cada una de las funciones con-
sideradas, es decir Tj;,q = Sq = p para cada iy € {1,....k;} y
je{1,2,..,m};

g g oo

i) la sucesion {Sx,} _ converge a p;

i) lim €, =0 si y sélo si lim Sy, = p;
n—oo n—oo

oo
w) si E €, < 00 entonces lim Sy, = p;
0 n— o0
n=

oo o0
v) si Zen < oo entonces Zd(Syn,p) < oo

n=0 n=0

Demostracion. Por la hip6tesis a) puede verse directamente que ¢ es un
punto de coincidencia de todas las funciones que se estan considerando.
Omitimos la demostracién del inciso (ii), ya que es similar a la prueba
de la primera implicacién de (iii) que a continuacién se presenta.

(Necesidad). Suponga que 1lim ¢, = 0.
n—oo

SYn+1 — aﬁi%Syn Z o, T1 “w@)

7,11

||Syn+1 - PH <

S%L“"Zan“Tln )_p

11=1
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Entonces

1
[[SYn+1 —pll = €n + Syn+ Zan i 11, 11w(2) a p Zai 21

i1=1 i1=1

k1
1 1
< en+al 1Sy —pll + Y al) 1Ty w® — |

’
i1=1

por la hipotesis a) tenemos,

1Syn+1 = pll < en+alpl|Syn — p|+<zasgl)5||5wg)pll-

211

(3.1.1)

Ahora consideremos a ||Sw£Lj) —pl|, para j =2,...,m—1,

stgzj)_p'l: nOSy +Zaj) TJZJw(JJ’_l) Za’nl]

ij=1 i;=0

< o 1Syn —pll + > o) 1T, w5 +Y — ]

n,15
7._7':1

por la hipotesis b) tenemos que,

1Sw$ — pl| < a4l1Syn — pl| + Zam |SwdT) — p||. (3.1.2)

n,1;
ij=1

. . . m
Procediendo de manera similar tenemos para, ||Sw7(1 )~ pll,

—pll+ (Z o, zm> [1Syn — pl| = [|Syn —pl|-

im=1
(3.1.3)
Por (3.1.2) v (3.1.3), [|Sw™ ™" —p|| < ||Syn—pl|, paral=0,1,...m—2,
de modo que

15wl — p|| < T

15w — pl| < ||Syn — pll, (3.1.4)
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y por (3.1.1)

k1
15yt — Dl < en + al)Syn — pl| + (Z ail,Zl) 81Syn — pl|

i1=1
< e+ (allh +9) 1S ]
<€y +a||Syn _p||'

Ya que (aﬁi% + (5) <o
[SYn+1 = Pl < €n + af|Syn — pl|- (3.1.5)

Por el Lema 1.3.1, lim SYyn =p

Ahora continuamos con la otra implicacién de (ii).

(Suficiencia). Supongamos lim ||Sy, — p|| = 0.
n—oo

k1
SYn+1 — ai},éSyn - Z OCS,ZlTl,ilwff)

i1=1

1 1
Z CY,EI 21 51 E)Sy" Z Oé" ,i1 Tl 111[}(2

11=0 11=1

< |SYn+1 —pl|| +

< 1Synr1 — pll + al'y|[Syn — pII+ZaMIITm ) —pll

i1=1
< 11Synr1 = pll + aflollSyn - p||+<Za5331)6|5w5,2>p||
11 1

De esta ultima desigualdad y de (3.1.4),

en < 1SYns1 — pll + al b1y — pll+<zaile>5|5yn—pl

111

< ||Syn+1 _p” + ||Syn _pH'

Luego,
lm e, < Hm (||Synt1 — pll + [[Syn — pl[) = 0.
n—oo n—oo

El inciso (v) se tiene también por la desigualdad (3.1.5) y el Lema 1.3.1.
Y el inciso (iv) se tiene como consecuencia tanto de (#i¢) como de (v).
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A pesar de que el siguiente resultado puede pensarse como caso particular
del teorema anterior, debe ponerse atencién en su formulaciéon por la
manera en que aparecen las condiciones contractivas. La forma de estas
condiciones se acercan més a las utilizadas en [20, Teorema 3.2](Teorema
2.1.4 en este trabajo).

Corolario 3.1.2. Sean (X,||-||) un espacio normado y'Y un conjunto
tal que X C Y. Sean S,T : Y — X dos funciones tales que: S es

inyectiva y para cualquier coleccion finita {\;, }szo C [0,1] y para cada
x,y €Y se tiene que:
kj
AoSz + Z)\iTiy e S(Y), para cada j € {1,...,m}.
i=1
Ademds supongamos que existe unp € S(Y) tal que
c) ||Tz —pl|| < 4||Sz — p||, para algin 6 € [0,1) y cada x € Y;
d) |[S(T(x)) —pll < IT(S(x)) — pll. para cada x €Y ;
e) |1S%z —p|| <||Sz — p||, para cada x €Y.

Supongamos también que {Smn}:;) es la sucesion generada por el proce-
so iterativo Jungck-Kirk multi-pasos, con la condicion adicional de que

eziste a < 1 tal que 0 < asi% + 90 < a, para toda n € N.

Sea {Syn}oo , una sucesio'n arbitraria en S(Y'), definamos
Sw — (m)S (m) Timyqy -
an 0°Yn + Z & Jim Yns

zm_l

Sw (7) = oz(j)Sy + Z o, T”w]Jrl para j=2,...,m-1;

i;=1

SYn+1 — Z anlzl T (2)

i1=1

Siq €Y es el punto tal que Sq = p, entonces

i) q es un punto de coincidencia de S y T; mds aun, ¢ = p, es decir
p es un punto fijo deT' y S. Ademds este punto fijo es unico.

.. e oo
ii) la sucesion {Sx,} _  converge a p;

0

iit) lim €, =0 si y sélo si hm Syn = p;
n— 00

oo
w) si E €, < 00 entonces lim Sy, = p;
0 n— o0
n—



CAPITULO 3: RESULTADOS OBTENIDOS EN... 40

oo o0
v) si Zen < oo entonces Zd(Syn,p) < o0.

n=0 n=0

Demostracién. Primero, para probar (i) notemos que (e) implica que
Sp = p. Ya que S es una funcién inyectiva, entonces ¢ = p. Ahora, por
(¢) tenemos que Tp = p y de (¢) obtenemos que si existe otro punto fijo
p’, entonces p’ = p.

Las pruebas de (i), (i), (iv) y (v) se siguen del Teorema 3.1.1. Si
ponemos Tj;. = T% , para i =1,...,k; y j = 1,...,m, en el Teorema
3.1.1, sélo necesitamos observar que los supuestos a) and b) se satisfacen.
Para esto, fijemos j € {1,...,m} y consideremos i; > 2,

|72 —pl| = [|TT 2 - pl.

Por la hipétesis ¢), |[T%z — p|| < §||ST% 1z — p||.
Por la hipétesis d), ||T%z — p|| < 6||T% 1Sz — p||.
Repitiendo estos pasos i;-veces, tenemos,

752 = pll < 511552 — pl
< 31282 |

Por la hipétesis e), ||T%x — p|| < §||S% 1o — p||.
Repitiendo estos pasos i;-veces, tendremos que,

1% 2 — pl| < 4[]Sz —pl.

Por lo tanto, a) y b) se satisfacen.

O
En el caso particular Y = X y S'la funcién identidad en X en el Corolario
3.1.2, obtenemos parcialmente los Teoremas 6 y 7 de [20]. Pero nosotros
usamos la Condicién 1.2.15 en lugar de la Condicién 1.2.4.
El Teorema 3.1.1 y el Corolario 3.1.2 generalizan parcialmente a los Teo-
remas 3.1 y 3.2 de Chugh y Kumar [10]. Esto se puede ver si elegimos
m = 3 en el Corolario 3.1.2.
Por ultimo observemos que el Teorema 3.1 de [45] (Teorema 2.1.2 en este
trabajo) es generalizado también por los resultados de esta seccién.

3.2. Resultados sobre y-estabilidad

La mayoria de los resultados sobre estabilidad de procesos iterativos, que
podemos encontrar en la literatura, estan dedicados a la T-estabilidad.
Sin embargo, como vimos en el Capitulo 2, existen procesos iterativos que
pueden no ser T-estables pero si vy-estables. En esta seccién estudiamos
la v-estabilidad de los procesos iterativos de Picard y de Mann para
ciertas clases de funciones.
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Cabe recalcar que todos y cada uno de los resultados que aparecen en
toda esta seccién son resultados propios de la tesis. Iniciaremos con el
resultado que asegura la y-estabilidad del proceso iterativo de Mann para
funciones que satisfacen la Condicién 1.2.16.

Teorema 3.2.1. Sea (X,||-||) un espacio normado. Sea T : X — X
una funcion con un punto fijo p tal que para cierto L > 0 y cierto
0< A<,

Tz — p|| < L||z — Tx|| + M|z —p|], VzeX. (3.2.1)

Supongamos que la sucesion generada por el proceso iterativo de Mann
Tpy1 = (1 — )2y + Ty converge a p. Sila sucesion {a, }°°  es tal
que a < ay, < 1 para algun o > 0, entonces el proceso iterativo de Mann
es y-estable.

Demostracion. Primero mostremos que el punto fijo p de T es unico.
Supongamos que ¢ es otro punto fijo de T', entonces

llp—qll =|Tp—q|| < Ll|lp —Tp|| + Xlp — ql| = Allp —dll,

ya que 0 < X\ < 1, entonces ||p — ¢|| = 0.
Ahora, sea {yn}::o una sucesién cualquiera en X y definamos v, =
[lyn — [(1 = an)yn + @nTyy]||, tenemos que

||yn 7p|| < ||yn - (1 *an)yn *anTyn” + H(l *an)yn + ap,Tyy 7p||
< Yo+ (1= an)|lyn — pll + anl[Tyn — |
< Yo+ (1 _an)l‘yn _pH +an(L||yn _TynH +)‘Hyn _p”)'

Notemos que ¥, = ayn||yn — T'yn||, entonces

[[yn =PIl < v+ (1= an)|lyn — pll + Lyn + an||yn — pl|
= (1+ L)y +[1 = an(l = N]l|yn — |-

Asf tenemos que [1 — 1+ ap (1 — N)]||lyn — pl| < (1 + L)7,, por lo que

(1+1L)
— < — 7 .
1y =PIl < an(l— )\)’Yn

Por lo tanto, si 7, — 0 cuando n — oo, entonces ||y, — p|| converge
también a cero.

O
Nota: Si @ = 1 entonces «,, = 1, asi el proceso iterativo de Mann llega
a ser el proceso iterativo de Picard. De hecho, el Teorema 3.2.1 puede
escribirse en espacios métricos como sigue.
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Teorema 3.2.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea T : X — X una
funcion con un punto fijo p tal que para cierto L > 0 y cierto 0 < § < 1,

d(Tz,p) < L(z,Tx)+ éd(z,p), Ve X. (3.2.2)

Supongamos que la sucesion generada por el proceso iterativo de Picard
converge a p. Entonces este proceso iterativo es y-estable.

La prueba es la misma que la del Teorema 3.2.1 haciendo «,, = 1 para
toda n € N y cambiando la norma por la métrica d.

Corolario 3.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea T : X — X una
funcion que satisface

d(Tz,Ty) < dméx{d(z,y),d(x,Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tz)},
(3.2.3)
para algin 0 < § < 1. Supongamos que T tiene un punto fijo p y que
la sucesion generada por el proceso iterativo de Picard converge a él.
Entonces, el punto fijo es unico y el proceso iterativo de Picard es ~y-
stable.

La prueba se sigue del Teorema 3.2.2 ya que

d(Tz, Tp) < d méx{d(z,p),d(x,Tx),d(p, Tp),d(x,Tp),d(p,Txz)}
< d0d(z,p) + 0d(x, Tx). (3.2.4)

Y por lo tanto T' satisface la desigualdad (3.2.2).

Si en el corolario anterior (X, d) es T-orbitalmente completo (ver Defi-
nicién 1.3.1 en este trabajo de tesis), el Teorema 1 de Ciri¢ [11] asegura
que T tiene un unico punto fijo y que las iteraciones de Picard convergen
a dicho punto.

Corolario 3.2.4. Sea (X, || ||) un espacio normado. Sea T : X — X
una funcion que satisface

[Tz — Ty < dmis{ [z — yll. |l — Tal|,[[y = Tyl lle — Ty, lly - Tal|},

(3.2.5)
para algin 0 < & < 1. Supongamos que T tiene un punto fijo p y que la
sucesion generada por el proceso iterativo de Mann xp1 = (1 — )y, +
ap, Tz, converge a él, si la sucesion {ozn}zzo es tal que o < o, < 1 para
algin « > 0. Entonces el punto fijo es dnico, y el proceso iterativo de
Mann es vy-stable.

Este resultado se sigue del Teorema 3.2.1 puesto que las cuasi-contracciones
satisfacen también (3.2.1), esto puede comprobarse fécilmente observan-
do que la desigualdad (3.2.4) se tiene de igual manera para la norma
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Teorema 3.2.5. Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X una
funcion para la cual existe p € X tal que para algin § € [0,1):

d(Tz,p) < dd(z,p), VzelX.
FEntonces,
(i) p es punto fijo y es unico,
(ii) el proceso iterativo de Picard converge a p y es ~y-stable.

La prueba de este ultimo teorema podemos encontrarla implicitamente
en la prueba del que sigue.

El Teorema 3.2.5 es valido también para contracciones de Osilike o fun-
ciones que satisfacen la Condicién 1.2.4 y que poseen punto fijo. Por esta
razon la conclusién (b) de la Proposicién 5.2.1 de [16] (Teorema 2.5.2 en
esta tesis) es implicado por nuestro resultado.

El siguiente resultado nos serd util para probar otros resultados que
veremos mas adelante.

Teorema 3.2.6. Sean (X, ||-||) un espacio normado yT : X — X una
funcidn para la cual existe un p € X tal que ||Txz—p|| < d|lx—p|| YV €
X, para algin § € [0,1). Supongamos que la sucesion {a, }°° = asociada
al proceso iterativo de Mann x,y1 = (1 — an)z, + apTa, es tal que
a < a, <1 para algin o > 0. Entonces,

(i) el punto fijo es tnico,

(ii) la sucesion generada por el proceso iterativo de Mann converge a
D,

(#i1) el proceso iterativo de Mann es y-stable.

Demostracién. La prueba de (i) es inmediata ya que si existe otro
punto fijo ¢, entonces ||¢ — p|| = ||T'q¢ — p|| < 6||¢ — p||, lo cual implica
que ||g — p|| = 0. Para la convergencia del proceso iterativo de Mann,
hacemos lo siguiente,

|#ns1 —pll = [[(1 = an)zn + an T, — pl|

< (1= am)llzn — pll + anl[T2n — pl|
(1 = an)llzn = pll + andlzn — pl|
[1 = an(l = 9)]||lzn — pl|

<1 = a1 =0)l|fzn —pl|-

IAIA

Por esta desigualdad y el inciso (L;) del Lema 1.3.1 obtenemos que

lim z, = p.
n—oo
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Para la y-estabilidad definimos v, = |lyn — (1 — an)yn + anTynl| v
hacemos lo siguiente

||yn 7p|| < ||yn - (1 *an)yn *anTyn” + H(l *an)yn + apTyy 7p||
<+ (L= an)l|lzn — pl| + anl[T2, — pl|
<+ [1—a=6)llz. —pll

Esta ultima desigualdad implica que

Tn
— < -1
v =l < 27

Por lo tanto si lim ~, = 0 entonces lim y, =p
n—oo n—oo
|
En el Corolario 3.2.4 hemos establecido la ~y-estabilidad estabilidad del
proceso iterativo de Mann para cuasi-contracciones. En el siguiente re-
sultado veremos que la ~v-estabilidad del proceso iterativo de Mann se
mantiene para las Condiciones 1.2.2 y 1.2.3.

Teorema 3.2.7. Sea (X,||-||) un espacio normado. Sea T : X — X
una funcion que satisface

T2 ~Ty|| < 6 méx{cllz—yll, o~ Te||+Ily—Tyll, ke — Tyl +|ly—Tal]},

(3.2.6)
para ciertos §,¢ > 0 tales que 0 < 0 < % y 0 < dc < 1. Supongamos que
T tiene un punto fijo p y sea xpt1 = (1 — ap)zy + apnTx, el proceso
iterativo de Mann cuya sucesion {ay,}° = satisface que o < a,, para
todon > N, para algin N € N y algin o > 0. Entonces,

(7) el punto fijo es unico,

(i1) la sucesidn generada por el proceso iterativo de Mann converge a
p,

(#i2) el proceso iterativo de Mann es ~y-stable.

Demostraciéon. En primer lugar recordemos que las contracciones de
Osilike satisfacen la condicién ||Tz — p|| < d||z — p|| cuando T tiene un
punto fijo. Ademads las restricciones 0 < § < % y 0 < ¢ < 1 implican
que T es también una contraccién de Zamfirescu y por tanto también
una contraccién de Osilike. Por lo tanto (4), (i7) y (i%4) de este teorema
se siguen del Teorema 3.2.6.

a

Corolario 3.2.8. Sea (X, || ||) un espacio normado. Sea T : X — X
una funcion que satisface

[Tz —Ty|| < dmax{lx —yll, ||z — T[], [y = Tyll, [|x = Tyll, [ly — T=[l},
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para algin 0 < 6 < % Supongamos que T tiene un punto fijo p y que
la sucesion {, }°° = del proceso iterativo de Mann x,1 = (1 — o )wy +
apTx, es tal que a < a, < 1 para algin o > 0. Entonces,

(i) el punto fijo es unico,
(#) la sucesion generada por el proceso iterativo de Mann converge a
D,

(#i2) el proceso iterativo de Mann es ~y-stable.

La prueba se sigue del Teorema 3.2.7 debido a que las funciones cuasi-

contractivas con § < % satisfacen (3.2.6) con c=1. También puede ser

visto directamente como un corolario del Teorema 3.2.6 ya que las cuasi
contracciones con § < % son también contracciones de Osilike.

El teorema siguiente establece la ~v-estabilidad del proceso iterativo de
Mann asociado a funciones que satisfacen la Condicién 1.2.3 bajo ciertas
restricciones en las constantes contractivas.

Teorema 3.2.9. Sea (X,||-||) un espacio normado. Sea T : X — X
una funcion que satisface

ITz=Ty|| < 6 méx{c|le—y||+||lz=Tz[|+|l[y=Tyll, cllz—yl|+||x=Ty||+[[y=T=|[},

para ciertos 0,¢ > 0 tales que 0 < § <1 y0 < §(c+2) < 1. Supongamos
que T tiene un punto fijo p y consideremos el proceso iterativo de Mann
Tpy1 = (1 — an)zn + ayTay,, donde la sucesion {oan}° = satisface que
a < ay, para todon > N, para algin N € N y algin o > 0. Entonces,

(i) el punto fijo es inico,

(ii) la sucesion generada por el proceso iterativo de Mann converge a
D,

(#i1) el proceso iterativo de Mann es y-stable.

Demostracién. Para demostrar (i) supongamos que existe otro punto
fijo, digamos ¢. Entonces

llp —ql| = ||Tp — Tq|| < 0max{c|lp — ql|,cllp — ql| + |lp — ql| + ||lg — »||}
< d(c+2)[lp—dqll-

Ya que §(c + 2) < 1, tenemos que ||p — ¢|| = 0.
Ahora veamos la demostracién de (i),

[[Zns1=pl| < [|(1=an)zn+anTr,—pl| < (1—an)||zn—p|[+an|[Tzn—p|.
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Ademas

1Tz — pll < d max{cl[xn — pl| +[|zn — Tznl],
cl|zn = pll + [|zn — pll + [Ip — Tall}
< dmax{c||zn — pl| + [[zn — pl[ + [Tz — pll;
cllzn = pll + llzn — pll + [Ip = Tznl[}
= ocllzn = pl| + 0[|zn = pl| + 8[| Ty — pl|.

)
Entonces ||Tz, — p|| < %Hxn — pl|. Luego

o(c+1
v =all < (1= @l = pll+ an ()l

[ 1
~ [r=antan (D) fo
_[1=6—a,+da, +andc+a,d [P
=\ s Tp =P
[1-6  —an+and(c+2)
T 1-6(c+2)

[ 1—-6(c+2
< [r-a (522 o - (327

Por dltimo veamos que 0 < 1—a« (1413(_?2)) <1l.SeaA=1-a (17(15(_6;2)).

Notemos que

1-0(c+2) 1-6-1+46c+20 d(c+1) -0

1 1-46 1-46 T 1-6 —

Entonces 0 < %‘?2) < 1y por lo tanto 0 < A < 1. Luego (3.2.7),
queda escrito como ||z,1+1 — p|| < Al|z, — p||. Asi, por el inciso (L1) del
Lema 1.3.1, x,, converge a p.

Para la demostracién de (iii) tomamos {y,} _ una sucesién cualquiera
en X y definamos v, = [|yn — (1 — @n)yn — anTyn||-

||p_yn|| < ||yn - (1 _an)yn _anTynH + H(l - an)yn + anTyn _p”
<+ (1= an)|lyn = pll + anl|Tyn — pl|-
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Ademas,

[[Tyn — pl| < dméx{c||yn — pl| + [lyn — Tynll,
cllyn = pll + lyn — pll + llp — Tynll}
< dmax{c||yn — pll + [lyn — 2l + Ip — Tynll,
cllyn = oIl + lyn — 2l + [lp — Tyall}
<d(c+ Dllyn —pll +dllp — Tynll.

Lo cual implica que ||Ty, — p|| < %Hyn — pl|, entonces

O(c+1
1o = wll < 7o+ (1 = )l — Il + ((1_(5’) 19— ol

En la prueba de (iz), obtuvimos que

-yt [SED] <1, (1R D) , (1fe D)),

Finalmente, esto implica que ||p — yn|| < (%) Vi
De este modo, si lim v, = 0, entonces lim y, = p.

n—oo n—oo

a

A pesar de que tenemos restricciones para § y ¢ en los Teoremas 3.2.9
y 3.2.7, en el Ejemplo 1.2.1 de la primera seccién (pag. 12 de esta te-
sis), podemos ver que existen funciones que satisfacen la Condicién del
Teorema 3.2.9 pero no la del Teorema 3.2.7

En esta seccion, hemos probado la y-estabilidad de los procesos iterativos
de Mann y de Picard que estan asociados a cierto tipo de funciones, sin
embargo, es importante mencionar que varios autores se han ocupado
ya de estudiar la T-estabilidad de algunos de estos procesos iterativos,
aqui mencionamos tres:

e La T-estabilidad del proceso iterativo de Picard asociado a fun-
ciones que satisfacen (3.2.2) se probé en [51] haciendo uso de la
hipétesis lim d(yn, Tyn) = 0.

n—o0

e La T-estabilidad del proceso iterativo de Picard para funciones
cuasi-contractivas se probé en [51].

e La T-estabilidad del proceso iterativo de Mann para cuasi-con-
tracciones se tiene por el Teorema 2 de Harder y Hicks [22], ya
que las cuasi-contracciones con § < % son también contracciones
de Zamfirescu.



Capitulo 4

Estabilidad y

convergencia de procesos
iterativos en espacios
meétricos difusos.

En la literatura no hemos encontrado antecedentes acerca de
estabilidad de procesos iterativos en espacios métricos difu-
sos, en este ultimo capitulo abordamos este tema. Comenza-
mos probando resultados de existencia y unicidad de puntos
fijos y posteriormente establecemos resultados de estabilidad.

4.1. Introduccion y preliminares

En la vida cotidiana, frecuentemente hacemos uso de informacién que
quizds podemos llamar imprecisa, la cual deja cabida a tratarla de dis-
tintas maneras y nos aleja de la légica clasica donde una afirmacién
puede ser unicamente “cierta” o “falsa”. Veamos el siguiente ejemplo
que podemos encontrar en [74, pdg. 33]. No hay un valor cuantitativo
que defina el término joven. Para alguna gente, 25 anos es joven, mien-
tras que para otros, 35 es joven. Incluso el concepto puede ser relativo
al contexto. Un presidente de gobierno de 35 anos es joven, mientras
que un futbolista no lo es. Hay sin embargo cosas que estan claras: una
persona de 1 ano es joven, mientras que una de 100 anos no lo es. Pero
una persona de 35 anos tiene algunas posibilidades de ser joven. Para
representar este hecho, debemos definir el conjunto joven de modo que
cada uno de sus elementos pertenezca a €l con cierto grado o posibilidad.

48
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En el sentido cldsico, sabemos que un conjunto (nitido en la terminologia
difusa) es una coleccién de objetos (elementos) bien especificados que
poseen una propiedad comun. Para definir un conjunto nitido A podemos
utilizar la funcidn caracteristica o funcion de pertenencia dada por p, :

X —{0,1},
0 siz¢g A
NA(m)_{l siz e A.

Asi, un conjunto A estard completamente definido por el conjunto de
pares:

A= {($7NA($)) S XHu’A(J’.) € {071}}'

Por ejemplo si X = {a,e,i,0,u} y A = {a,i,0} es un subconjunto de X.
Podriamos representar a A de la siguiente forma:

A= {(a7 1), (e,O), (iv 1)(05 1>(u70)}'

Sin embargo, en conjuntos difusos la funcién de pertenencia puede tomar
cualquier valor en el intervalo [0, 1]. Es decir, cada elemento pertenece
al conjunto con cierto grado o probabilidad.

En gran parte de la bibliografia se considera a Zadeh [76] como el autor
que introduce el concepto de conjunto difuso en 1965, sin embargo el
mismo Zadeh cita a [6], donde se trabajé en el tema.

Definicién 4.1.1. (Zadeh [76], 1965) Sea X un conjunto. Un conjunto
difuso A en X es una funcién con dominio X y valores en [0, 1].

En 1975, Kramosil y Michdlek [28] definieron un conjunto difuso A en
X como un par (X, u,), donde p, es una funcién definida sobre X que
toma sus valores en el intervalo [0,1].

Es decir, tenemos la funcién de pertenecia de un conjunto difuso p, :
X — [0,1] y al conjunto A definido por

A= {(w,p,(2) v € X, p, (@) € [0,1]}.

Sin embargo frecuentemente se hace referencia a la funciéon de pertenen-
cia g como el conjunto difuso, ya que es esta quien lo caracteriza.
Ademés en [76], la nocién de inclusién, unién, interseccién, complemento,
convexidad, etc. son extendidas a este tipo de conjuntos y se establecen
varias propiedades de esas nociones en el contexto de los conjuntos difu-
SOS.

Aqui sélo veremos la inclusién e interseccién pues nos interesa llegar
al concepto de t-norma para definir posteriormente un espacio métrico
difuso.
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Definicién 4.1.2. (Zadeh [76]). Sea X un conjunto. Un conjunto di-
fuso A estd contenida en otro B siy sblo si pa(z) < pup(x), para todo
x € X, o en forma abreviada puys < pp.

Definicién 4.1.3. (Zadeh [76]). La interseccién de dos conjuntos di-
fusos A y B, con respectivas funciones de pertenencia p4 y g, es un
conjunto C' escrito como C' = AN B cuya funcién de pertenencia esta re-
lacionada con la de A y B por

pe(z) = min{pa(z), pp(x)}, Ve X,
o en forma abreviada uc = min{pua, ps}.

Se puede mostrar que esta definicién es equivalente a la idea de la inter-
seccién clasica de conjuntos:

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto difuso mds grande
que estd contenido tanto en A como en B.

Entonces, si D es cualquier conjunto que esté contenido tanto en A como
en B, entonces también esta contenido en la interseccién.

Para mostrar la equivalencia, notemos que A N B estd contenida en A y
B ya que

Hanp = min{UAqu} Sty Y Hang = min{/’[’AML’LB} < pp-

Ademss si D pertenece a A y al mismo tiempo pertenece a B, entonces

Up < pa, Yy Bp < UB.

Por lo que pp < min{ua, g} = panps. Esto implica que D C (AN B).
En lo anterior utilizamos el simbolo C para denotar inclusién entre con-
juntos difusos, de aqui en adelante C denotara tinicamente la inclusién
de conjuntos clasicos.

La Definicién 4.1.3 no es la tinica manera de extender la operacién cldsica
de interseccion entre conjuntos, supongamos:

Pans (T) = pi, (%) * py(z), donde x:[0,1] x [0,1] — [0, 1].

A esta funcién *, desde el punto de vista intuitivo, se le debe exigir las
siguientes caracteristicas:
(TN-0) Concordancia con el caso nitido 0%x1=0x0=1x%0=0;

1x1=1.
(TN-1) Conmutatividad axf=L0x*a.
(TN-2)  Asociatividad ax(Bxvy)=(axf)*~.
(TN-3) Identidad axl=qa.
(TN-4) Monotonfa sia<d yB<p, =

axf <o *xf.
Notemos que (TN-0) es consecuencia de (TN-1), (TN-2), (TN-3) y (TN-4).
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Las funciones que verifican estas propiedades, se llaman dentro de la
teoria de conjuntos difusos normas triangulares o ¢{-normas.

En realidad pc de la Definicién 4.1.3, pertenece a esta clase general de
operadores, y comunmente se denota por A, es decir a A f = min{«, 5}
es una t-norma y se conoce como la t-norma del minimo.

Ejemplos de otras t-normas:

[.- Producto drastico. Lo denotaremos por o.

a sipf=1;
aoff=< B sia=1;
0 En otro caso.

II.- Lukasievicz. Lo denotaremos por £ y estd definido como aff =
méx {0, + 5 — 1}

III.- Producto. Lo denotaremos por -, éste es precisamente el producto
usual en R.

Una propiedad de estas t-normas es que para toda « y [ en el intervalo
[0, 1], se satisface

aof<alf<a-f<aNp.

En 1942, Menger [36] generaliza la teoria de espacios métricos introdu-
ciendo los espacios métricos probabilisticos. En la formulacién original
de este espacio, Menger emplea una funcién T : [0, 1] — [0, 1] que satis-
face T(v,0) > T(w, B) para y > o, § > B3, T(a, ) = T(B, ), T(1,1) =1,
T(«,1) > 0 para a > 0. Hoy en dia después del estudio axiomdtico de los
espacios métricos probabilisticos por Schweizer y Sklar [63], comtinmente
es considerada la siguiente definicién.

Definicién 4.1.4. (Schweizer, Sklar [63], 1960). Una operacién bi-
naria x : [0,1] x [0,1] — [0,1] es llamada una t-norma continua si
satisface (TN-1), (TN-2), (TN-3), (TN-4) y ademds es continua.

4.2. Espacios métricos difusos y teoremas
de punto fijo

En esta seccién abordamos el tema de espacios métricos difusos con el
objetivo de estudiar la teoria de punto fijo en este tipo de espacios.
Daremos algunas definiciones bésicas y resultados que consideramos ne-
cesarios para el desarrollo de las siguientes secciones.

El concepto de espacio métrico difuso se debe a Kramosil y Michalek
[28] quienes por primera vez introdujeron el concepto de métrica difusa,
aqui enunciamos la definicién tal como aparece en [18].
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Definicién 4.2.1. (Kramosil, Michalek [28], 1975). Un KM-espacio
métrico difuso es una terna (X, M, x), donde X es un conjunto no vacio,
* es una t-norma continua y M es un conjunto difuso sobre X? x [0, c0)
que satisface las siguientes propiedades:

(KM-1) M(z,y,0) =0, Va,y € X;
(KM-2) M(z,y,
(
(

t)=1,Vt > 0siysolosiz=y;
(KM-3) M(z,y,t) = M(y,z,t), Ve,y € X y t > 0;
B

(KM-4) M (z,y,
X

[0,00) — [0, 1] es continua por la izquierda Va,y €

(KM-5) M(z,z,t+s) > M(z,y,t) * M(y,z,s), Vx,y,z € X, Vt,s > 0.

Formalmente, en [28] se definié una métrica difusa sobre X como un
conjunto difuso sobre el producto X2 x [0, c0) cuya funcién caracteristica
M satisface (KM-1)-(KM-5). En este trabajo, como en gran parte de la
bibliografia consultada, nos referiremos a la métrica difusa sobre X por
el par (M, x).

En 1988 Grabiec [18] establecié una definicién de sucesién de Cauchy y
con ella, una definicién de completitud de espacio métrico difuso (Defini-
ci6én 4.2.5 en este trabajo). En la literatura, se hace referencia a esté de-
finicién como “G-completitud” (ver por ejemplo [19] y [35]). Aqui llama-
remos a este tipo de completitud “completitud débil” como se comenta
y sugiere en [73].

Con esta definicién de completitud, Grabiec [18] extendié el teorema del
punto fijo de Banach a espacios métricos difusos débilmente completos.
Mas adelante, varios autores obtuvieron teoremas de punto fijo basados
en espacios métricos difusos débilmente completos, entre ellos, Vasuki
[72], Sharma [66], Subrahmanyam [68], etc.

En 1994 George y Veeramani [17] dieron una definicién distinta de espa-
cio métrico difuso (X, M, *) modificando los axiomas (KM-1), (KM-2)
y (KM-4) y a partir de M, dedujeron una topologia 7a; sobre X que es
primero numerable y Hausdorff la cual tiene como base a la familia de
conjuntos abiertos de la forma {Bps(z,7,t) : x € X,0 <r < 1,t > 0},
donde Bys(z,7,t) = {y € X : M(z,y,t) > 1 — r} para todo z € X,
re(0,1) yt>0.

Ademis, a partir de una métrica d sobre un conjunto X, George y Vee-
ramani [17] definieron una métrica difusa (Mg, -) sobre X, donde - es la
t-norma producto y My estd definida como:

Mgy(x,y,t) = Tty
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Se conoce a (Mg, -) como la métrica difusa estindar y a (X, My,-) como
el espacio métrico difuso estandar.

George y Veeramani probaron que la topoldgica inducida por My coincide
con la inducida por d y probaron que el espacio métrico difuso estandar
deducido de un espacio métrico usual completo no resulta ser completo
en el sentido de la definicion de Grabiec. Por esta razén modificaron
la definiciéon de sucesién de Cauchy. Con la definicion de sucesién de
Cauchy de George y Veeramani (Definicién 4.2.6 en este trabajo), dicho
espacio si resulta ser completo.

Song [69] modificé la definicién de sucesién de Cauchy de Grabiec [18]
argumentando que esta es inadecuada. La definicién de Song [69] (De-
finicién 4.2.7 en este trabajo) resulta ser equivalente a la definicién de
George y Veeramani [17]. Cabe mencionar el comentario de Vasuki y
Veeramani [73] donde aclaran que la definiciones de sucesién de Cauchy
y de espacio métrico completo de Grabiec [18] son tinicamente definicio-
nes méas débiles que las de George y Veeramani [17] y por lo tanto los
resultados obtenidos son distintos pero no incorrectos (ver [69], [18], [72]
y [73]).

De las nociones que han dado George y Veeramani se han obtenido varios
resultados sobre propiedades que tienen los espacios métricos difusos,
asi como también se han deducido otros teoremas de punto fijo. Para
tener un panorama general de tales resultados, puede consultarse por
ejemplo [61].

De distintos modos ha sido abordado o introducido el concepto de es-
pacio métrico difuso, aqui, nosotros solo consideraremos la definiciéon de
Kramosil y Michélek [28], la de George y Veeramani [17] y la de espacio
métrico difuso fuerte [62].

Definicién 4.2.2. (George, Veeramani [17], 1994). Sean X un con-
junto no vacio, * una t-norma continua y M es un conjunto difuso sobre
X2 x [0,00). Diremos que (X, M, ) es un GV-espacio métrico difuso si
M satisface (KM-2), (KM-3), (KM-5) y

(GV-1) M(x,y,t)>0,Vt>0yx,y€X;
(GV-2) M(z,y,-):(0,00) — [0, 1] es continua para todo z,y € X.

Se podria interpretar a M (x,y,t) como el grado de cercanfa entre = e y
respecto a t, y en tal caso se identificarfa a M (z,y,t) = 0 con la idea de
que z y y se encuentran infinitamente alejados, y a M(z,y,t) = 1 con
T =y.

Observacion 4.2.1. Notemos que cada KM-espacio métrico difuso, pa-
ra el cual M(z,y,t) > 0, paratodat > 0y M(z,y, ) es también continua
por la derecha, es también un GV-espacio métrico difuso. Podemos tam-
bién ver que todo GV-espacio métrico difuso es también un KM-espacio
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métrico difuso si se extiende M definiendo M(z,y,0) = 0, para todo
z,y € X.

La siguiente definicién podemos verla en [62].

Definicién 4.2.3. Un GV-espacio métrico difuso (X, M, %) (o una métri-
ca difusa (M, *)) se llama fuerte si satisface que para cada z,y,z € X y
cada t > 0,

(SM) M(x,z,t) > M(x,y,t)* M(y, z,t).

Proposicién 4.2.1. (George, Veeramani [17], 1994). Sea (X,d) un
G V-espacio métrico difuso. Consideremos la t-norma a* 8 = «- 3, para
cualesquiera o, B € [0,1]. Sea My : X x X x (0,00) — (0,1] la funcién
definida de la siguiente manera:

Mg(x,y,t) = +dzy)

Entonces (X, My, -) es un GV-espacio métrico difuso.

Definicién 4.2.4. (George, Veeramani [17], 1994). La métrica difu-
sa (My, -) definida en la Proposicién 4.2.1 la cual es inducida (generada)
por la métrica d, se denomina estdndar y a (X, My, -) se le llama GV-
espacio métrico difuso estdndar (asociado al espacio métrico (X, d)).

Definicién 4.2.5. (Grabiec [18], 1988). Sea (X, M, *) un espacio
métrico difuso, entonces:

1) Se dice que una sucesién {xn}::o converge a € X (denotado por
lim x, = z), si: lim M(x,,z,t) = 1 para todo t > 0.

n— oo n— oo

.. .7 oo e ’7 - .
i1) Una sucesién {z,} _ en X es una sucesion de Cauchy débil si:

lim M(Zpim,2n,t) =1 paracadat >0y m > 0.

n—oo

ii1) El espacio métrico (X, M,x*) es llamado débilmente completo si
cada sucesion de Cauchy débil es convergente.

Definicién 4.2.6. (George, Veeramani [17], 1994). Sea (X, M, x)
un espacio métrico difuso, entonces:

i) Unasucesién {z,} _ en X es una sucesion de Cauchy si para cada
e € (0,1) y cada t > 0 existe N € N tal que M(zp,Zm,t) > 1 —¢€
para todo m,n > N.

1) El espacio métrico difuso (X, M, x*) es llamado completo si cada
sucesién de Cauchy es convergente.
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Definicién 4.2.7. (Song [69], 2003). Sea (X, M, ) un espacio métri-
co difuso, una sucesién {mn}io C X es una sucesion de Cauchy si
M(Zp4m,Tn,t) = 1 (para toda t > 0) cuando n — oo uniformemente
sobre m € N.

Notemos que la diferencia entre la definicién de sucesién de Cauchy débil
y la Definicién 4.2.7 radica en la convergencia uniforme sobre m. Por otra
parte, puede probarse que las definiciones de sucesién de Cauchy de Song
[69] y de George y Veeramani [17] resultan ser equivalentes, por tal razén
no hemos hecho distincién en el nombre de sucesion de Cauchy.

En el Capitulo 2 de [30], se presentan diversos ejemplos de métricas
difusas, algunas de las cuales generalizan a otras, como la métrica difusa
estandar. Aqui sélo colocamos aquellos ejemplos de espacios métricos
difusos que usaremos.

En las siguientes tres proposiciones, g : Rt — R™ serd una funcién
continua y creciente y d serd una métrica clasica sobre X.

Proposicién 4.2.2. ( Lépez [30, Proposicion 2.3.1], 2010). Sea
m € RT. Sea M definida como

B 9(t)
M@yt = o nde )

Entonces (M, -) es una métrica difusa sobre X.

Si en la proposicién anterior elegimos a g(t) = ¢, Vt > 0y m=1. Entonces
obtenemos la métrica difusa estdndar. Por otra parte un caso particular
que no cae en la Proposicién 4.2.2; es cuando elegimos a g(t) = t™, Vt >
0,con n € Ny m = 1. Entonces obtenemos M(x,y,t) = m y
considerando la t-norma A, tenemos que (M, A) es una métrica difusa,
esto puede verse en el inciso (i7) del Ejemplo 4.2 de [60].

Proposicién 4.2.3. ( Lépez [30, Proposicion 2.3.2], 2010). Si M
estd definida por
d(z,y)
M(z,y,t) =¢ 9@ |

entonces (M, ) es una métrica difusa sobre X.

Un caso particular de M en la Proposicién 4.2.3, es cuando consideramos
d(z,y)

ag(t) =t Vt>0, entonces M(z,y,t) = e~ “ , con la t-norma A
tenemos que (M, A) es también una métrica difusa (ver [17]).

Proposicién 4.2.4. ( Lépez [30, Proposicion 2.3.6], 2010). Sean
k un real positivo y (X,d) un espacio métrico tal que d(x,y) < k para
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todo x,y € X. Sea g : RT — (k, +00) una funcién continua y creciente.
Si definimos la funcion M por

M(x7yvt) =1-

entonces (M, £) es una métrica difusa sobre X.

Proposicién 4.2.5. ( Lépez [30, Proposicion 2.8.1], 2010). Sean
(N,-) una métrica difusa sobre X y ¢ : (0,+00) — Rt una funcién
continua y creciente. St definimos M por

o(t) + N(z,y,t)

M@, yt) = =57

9

entonces (M, ) es una métrica difusa sobre X.

4.2.1. Contractividad en espacios métricos difusos

Nociones de contractividad en espacios métrico difusos se han dado un
gran numero (ver por ejemplo [33], [67], [19], [68], [18], [34] ). Aqui sélo
mencionaremos algunas que dan pie a la condicién que proponemos y
utilizamos.

En lo que sigue, denotaremos por ¥ al conjunto de todas las funciones
¥ : [0,1] — [0, 1], tales que:

- 1 es continua por la izquierda, no decreciente y

- Y(a) > o, Ya e (0,1).

Definicién 4.2.8. (Sehgal, Bharucha-Reid [64], 1972). Sea (X, M, )
un KM-espacio métrico difuso. Una funcién 7' : X — X es llamada una
B-contraccion probabilistica si existe k € (0,1) tal que

M(Tz, Ty, kt) > M(z,y,t), Va,ye Xy Vt>0.

La definicién de B-contraccién probabilistica la hemos colocado en el
contexto de espacios métricos difusos como en [32]. La versién original
en [64] se da en espacios métricos probabilisticos.

Definicién 4.2.9. (Gregori, Sapena [19], 2002). Una funcién con-
tractiva difusa sobre un espacio métrico difuso (X, M, *) es una funcién
T : X — X con la propiedad:

1 1
- 1 <k({— -1 i X, Vt>0
M(Tx,Ty,t) - (M(x,y,t) )7 Ly e, > 5

donde & es fijo en (0, 1).
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Gregori y Sapena [19] justifican la definicién de funcién contractiva difusa
con el hecho de que una funcién T sobre un espacio métrico (X, d) es
una contraccién con constante k si y sélo si es contractiva difusa sobre
el espacio métrico difuso estandar (X, My, ) con constante contractiva
k (ver [19, Proposicién 3.7]).

Es posible reescribir la condicién anterior en la siguiente forma equiva-
lente:

M(z,y,t)
M(Tz, Ty, t) <
T 190 < 3l go8) + (1 - M(2,9,9)
Definicién 4.2.10. (Radu [52], 2002). Sea (X, M, %) un espacio métri-
co difuso. Una B-contraccion estricta es una funcién T : X — X tal que
para todo x,y € X y todo t > 0,

Ve, y € X,V > 0.

M(z,y,t)
M(z,y,t) + k(1 — M(z,y,t))

M(Tx, Ty, kt) <

donde k € (0,1) es un real fijo en.

Radu [52] observé que las B-contracciones estrictas pertenecen a la clase
de funciones que satisfacen la desigualdad

M(Tz, Ty, ¢(t)) 2 ¥(M(z,y,t), Y,y € X y V>0,  (42.1)

donde v : [0,1] — [0,1] es creciente, ¥)(a) > «, para toda a € (0,1)
y  : [0,00) — [0,00) es una funcién creciente tal que, p(t) < ty

lim ¢"(¢) = 0 para toda t > 0. En efecto, para ver esto es suficiente to-
n—oo

mar ¢ y v definidas respectivamente como ¢(t) = kt, y ¢(«) =
para toda ¢t > 0, o € [0,1] y algun k € (0, 1).

Mihet [32] introdujo y estudié el siguiente concepto para KM-espacios
métricos difusos.

o
atk(l—a)

Definicién 4.2.11. (Mihet [32], 2004). Sean ¢ una funcién en ¥
continua y (M, X, *) un KM-espacio métrico difuso. Una funcién T :
X — X es llamada 1-contractiva difusa si la siguiente implicacién se
satisface:

M(z,y,t) >0 = M(Tz,Ty,t) > Y[M(z,y,t)].

Observacién 4.2.2. Notemos que para cada A € (0,1), la funcién ), :
[0,1] — [0, 1] definida como ¥y () = ﬁl_a) es continua y (o) > «
para cada a € (0,1), esto es ¥, € V.

Mihet [32] hace notar que si para cada A € (0,1), ¥r(a) = =)
entonces cada funcion y-contractiva difusa es una funcién contractiva

en el sentido de Gregori y Sapena [19] (Definicién 4.2.9).
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4.2.2. Teoremas de punto fijo

En esta parte, enunciamos algunos teoremas encontrados en la literatura
con la intensién de dar ejemplos de este tipo de resultados sobre el tema
a y de resaltar algunas condiciones contractivas que aparecen en estos
resultados como motivacién de las definiciones 4.3.1 y 4.3.2 que damos
en la Seccion 4.3.

Teorema 4.2.6. (Grabiec [18], 1988). Sea (X, M, ) un KM-espacio
métrico difuso débilmente completo tal que tlim M(z,y,t) =1 para todo
—00

z,y,€ X. SiT: X — X es una B-contraccion probabilistica, entonces
tiene un unico punto fijo.

Teorema 4.2.7. (Song [69, Teorema 2], 2003). Sea (X, M,*) un

KM-espacio métrico difuso débilmente completo tal que th’m M(x,y,t) =
— 00

1 para todo x,y,€ X y a* f = min{a, B} para cada o € [0,1]. Si

T: X — X es una B-contraccion probabilistica, entonces tiene un unico

punto fijo.

Teorema 4.2.8. (Subrahmanyam [68, Teorema 2], 2005). Sea

(X, M, *) un KM-espacio métrico difuso débilmente completo y sean
T,5: X — X dos funciones que satisfacen las siguientes condiciones

(a) T(X) C S(X).

(b) S es continua.

(¢) M(Tx,Ty,kt) > M(Sxz,Sy,t) para todo x,y € X y 0 < k < 1.
Entonces S y T tienen un dnico punto fijo en comin si S y T conmutan.

Notemos que la hipdtesis (c) en el Teorema 4.2.8 es una extensién de la
definicién de B-contraccion probabilistica, en el sentido de que si en el in-
ciso (c) S es la funcién identidad en X, entonces obtenemos la Definicién
4.2.8.

Teorema 4.2.9. (Mihet [34, Teorema 3.1], 2008). Sea (X, M, )
un KM-espacio métrico difuso débilmente completo tal que para cada
x,y,z2 € X y cada t > 0, satisface M(x,z,t) > M(x,y,t) * M(y, z,t).
Sea T : X — X wuna funcion -contractiva. Si existe x € X tal que
M(z,T(x),t) > 0, para toda t > 0. Entonces T tiene un punto fijo.

4.3. Resultados obtenidos sobre convergen-
cia

En esta seccion establecemos teoremas originales de este trabajo de tesis
que tratan sobre la existencia y unicidad de puntos fijos para cierta clase
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de funciones. Pero antes de enunciar los teoremas principales de esta
parte, daremos algunos resultados y conceptos necesarios para lo que
sigue.

4.3.1. Resultados previos

Lema 4.3.1. Sea {a,} C (0,1) una sucesidn tal que lim a, =1 y sean
n—oo

r,R € (0,1] tales que r < R. Sea ¢ : [0,1] x [0,1] — [0,1] una funcion

continua tal que: i) ¢(x,1) = z, para todo x € [0,1] y, i1) si y < z

entonces ¢(x,y) < ¢(x, z). Entonces, existe N € N tal que

¢(R,an) > r, para cadan > N.

Demostracién. Consideremos la sucesién {(R,a,)} _, C [0,1] x [0,1].
Tenemos que (R,a,) — (R,1), cuando n — oo, ya que a, —> 1
cuando n — oo.

Como ¢ es continua entonces ¢(R,a,) — ¢(R,1). Es decir, para cada
€ > 0, existe N, € N tal que

d(R,1) — ¢(R,ay) <€, paratodon > N..
En particular para € = R — r, tenemos que existe N(g_,) tal que
(R, 1) — ¢(R,a,) < R—.

Por lo tanto ¢(R, a,) > r, para toda n > N(p_,).

O
Siguiendo la condicién definida por la desigualdad (4.2.1) y la defini-
ci6én de funcién -contractiva, damos la definicién de (), )-contraccién
difusa.

Definicién 4.3.1. Una (v, p)-contraccion difusa en un KM-espacio mé-
trico difuso o GV-espacio métrico difuso (X, M, *) es una funcién T :
X — X para la cual existen ¢ € WU y una funcién de comparacién ¢
(ver Definicién 1.2.10) tales que se satisface la siguiente implicacién:

M(z,y,t) >0 = M(Tx,Ty,¢(t)) > P[M(z,y,1)],

Observacién 4.3.1. Una (1, p)-contraccién difusa en un GV-espacio
métrico difuso satisface M (Tx, Ty, p(t)) > [M(z,y,t)] para toda x,y €
X.

Observacién 4.3.2. Si T es una (v, p)-contraccién, entonces 1" es tam-
bién t-contractiva. Si T satisface la desigualdad 4.2.1 y si ¢ tiene la
forma particular ¢(t) = kt para toda t > 0, con k € (0,1) entonces T es
una B-contraccién probabilistica.
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La condicién siguiente, extiende, en cierto modo, la definicién de (¢, p)-
contraccién difusa.

Definicién 4.3.2. Sean Y un conjunto cualquiera y (X, M, *) un KM-
espacio métrico difuso o GV-espacio métrico difuso. Sean S,7 : Y — X
dos funciones. Diremos que T es una (1, ¢)-contraccion difusa de Jungck
con respecto a S si existen ¥ € ¥ y una funcién de comparacién ¢ tales
que se satisface la siguiente implicacion:

M(Sz,Sy,t) >0 = M(Tx,Ty,(t)) > v[M(Sz,Sy,t)]

Observacién 4.3.3. Si en la definicién de (1, p)-contraccién difusa de
Jungck consideramos el caso Y = X y S la identidad en X, obtenemos
la definicién de (v, p)-contraccién difusa.

Observacién 4.3.4. Una (v, p)-contraccién difusa de Jungck 7' con
respecto a una funcién S en un GV-espacio métrico difuso satisface
M(Tz, Ty, p(t)) > [M(Sxz, Sy, t)] para toda z,y € Y.

Observacién 4.3.5. Una (v, p)-contracciéon difusa de Jungek T : X —
X (esto es Y = X en la Definicién 4.3.2) con respecto a una funcién S
continua que conmuta con T, satisface la hipétesis (c) del Teorema 4.2.8.

El siguiente ejemplo muestra que en un KM-espacio métrico difuso las
contracciones de Banach son ejemplos de (¢, ¢)-contracciones.

Ejemplo 4.3.1. Sean X = [0,00), o A § = min{a, §} para todo «, 8 €
[0,1] y

0, t§|x_y‘§

1t fe (4.3.1)

M(z,y,t) = {
Seat € ¥y T:X — X una funcién tal que para algin k € (0,1),

[Tz — Ty| < klz — y|, Vz,y € X, entonces T es una (¢, p)-contraccién
difusa en un K M-espacio métrico difuso (X, M, A).

En efecto, puede verse sin dificultad que (X, M,A) es un KM-espacio
métrico difuso.

Sean =,y € X, si M(z,y,t) > 0, entonces M (z,y,t) = 1, esto sélo
ocurre si t > |z — y|. Entonces kt > k|z — y| > |Tx — Ty|, por lo tanto
M(Tz, Ty, ¢(t)) = 1, asi M(Tx, Ty, ¢(t)) = [M(z,y,1)].

Ahora damos un ejemplo de una (v, p)-contraccién difusa en un GV-
espacio métrico difuso.

Ejemplo 4.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Consideremos el GV-
espacio métrico difuso estdndar (X, My, ) asociado y sea T : X — X
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una contraccién con constante contractiva Ak, 0 < A,k < 1. Sabemos
que d(Tz,Ty) < Mkd(x,y), entonces

d(Te,Ty) _ A
ATz, Ty) _ Zd(z,y), V>0

kt
Luego
Tz, T
kt+dTx,Ty) | _ [Hd(wy) _ 1} ,
kt t
asi
1 1
RN S
kt+d(Txz,Ty) t+d(z,y)
Es decir

1 1
My(Ta, Ty o) =7 [Mdu,y,t) B 1} '

Por lo tanto

1 A
< —A+1
Md(TxaTya(p(t)) Md(-ra?ﬁt)
1
=— [\ =AM, t) + M, t
Md(:c,y,t) [ d(l“,y; )+ d(‘raya )}
_ )‘(1 - Md(x7yat)) + Md(xa yvt)
Md(-ray?t) ’
Entonces
Md(xvy7t)

My(Tz, Ty, p(t)) > My(z,y,t) + AN[1 — My(z,y,1)]

Por lo tanto T es una (1, )-contraccién difusa, con ¢(t) = kt y 1 defi-
nida como ¥ (a) = m va que ¥ € ¥ como afirma la Observacién
4.2.2.

4.3.2. Resultados de convergencia y unicidad

Como ya se menciono, los teoremas que en esta seccién aparecen son
originales de esta tesis, estos resultados son béasicos para otros mas que
establecemos en la Seccién 4.4, los cuales también son producto de este
trabajo.

Antes de comenzar, recordemos el proceso iterativo de Jungck del que
hablamos en el Capitulo 1: Sean Y un conjunto no vacio, (X, M, %) un
espacio métrico difuso y 7,5 : Y — X dos funciones tales que S es
inyectiva y T(Y) C S(Y). El proceso iterativo de Jungck viene dado
por la expresién recursiva Sx,y+; = Tx,, la cual genera una sucesién
{an}:o:o a partir de un punto inicial o € Y (ver [65]).
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Teorema 4.3.2. Sean Y un conjunto no vacio y (X, M,x) un KM-
espacio métrico difuso. Sean S, T :' Y — X dos funciones, T(Y) C
S(Y), S inyectiva y T una (¥, ¢)-contraccion difusa de Jungck con res-
pecto a S. Supongamos que (S(Y), M, x) es un KM-espacio métrico di-
fuso completo. Sean xg € Y y {Sacn}(:f:0 C X la sucesion generada por
el proceso iterativo de Jungck (Sxpy1 = Txy). Si M(Txzg, Sxg,t) > 0,
vV t > 0. Entonces:

i) {an}:ozo converge a algin Sz =p € X.
i) z es punto de coincidencia de S y T.

Demostracién. Sea ¢t > 0. Por (KM-2) y (KM-5) de la definicién de
KM-espacio métrico difuso, ya que T es una (¢, ¢)-contraccion difusa de
Jungck con respecto a S y dado que M(Txg, Sxg,t) > 0, tenemos que

M(Sxo, Szq,t) > M(Sxq, Sx1,0(t)) * M(Sxz1,Sx1,t — (1))
= M (S, Sz1, (1))
= M(Tx1,Txo,p(t))
> [M(Sxy, Sxo,t)] > 0.

Del mismo modo
M(SJC3, SZZ?Q, t) > ’(/)[M(Sl‘g, Sl’l, t)] > 1/12 [M(Sl‘l, S.ZEQ, t)] > 0.

Por induccién obtenemos que M (Sp41,S%y,t) > " [M(Sz1, Sxo,1)],
para cada n € N. Por lo tanto, para cada t > 0,

lim M (Szpt1,STn,t) > lim Y [M(Sz1,Sxo,t)] = 1.

n—oo

Como lim M(Txy,Stn,t—p@) =1,1>¢9(1—€)>1—€e>0yya

que * es continua, por el Lema 4.3.1, existe N € N tal que
(1 — €)%« M(Tap, Stp,t —@(t)) >1—¢€, Vn> N. (4.3.2)

Sean > N,

M(Txy, Sxp,t) > M(Txpn, Tan, o)) * M(Txy, STy, t — o(t))

> (M (S, Sy, t)) % M (T, Sty t — o(t))

ya que (M (Sz,, Szn,t)) =1,

M(Tzp, Sxp,t) > (1 —€) x M(Txy, Stp,t — o(t))
Por (4.3.2) y por la expresién anterior,

M(Szpy1,Sz,,t) > 1 —e¢ (4.3.3)
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Podemos ver también que

M(Txn+1a S$n7 t) Z M(T.’I)n+1, Tx’ﬂ7 @(t)) * M(T$n7 S‘T’I’Ht - @(t))
> Y(M(Sxpi1,Sxn,t)) * M(Tay, Stn,t — o(t))

por (4.3.3),

M(Tzpt1,STn,t) > (1 —¢€) * M(Tx,, STy, t — @(t)).
Luego de la expresién anterior y (4.3.2).
M(Sxpi2,STn,t) > 1—¢. (4.3.4)
Nuevamente

M(Txpyo,Stp,t) > M(Twpy2, Tan, o(t)) * M (T, S, t — (1))
> (1 —€) « M(Ty, Sxp,t — ()
>1—e

En general M (Txym,STn,t) > 1 — €, para cada m € NU {0}. Esto es,
para cada n > N,

M(Txpim, STpn,t) >1—€ ¥ m e NU{0}.

Notemos que esto nos dice que M (TZp4m, STy, t) converge uniforme-
mente a 1 cuando n — oco. Luego la sucesién {z,} __ es una sucesién de
Cauchy y entonces converge a algun p € S(Y).

Sea z € Y tal que Sz = p. Veamos que z es punto de coincidencia de
S y T. Sabemos que, para n suficientemente grande, M (p, Sx,,t) > 0
y entonces M(Tz,Txn, o(t)) > [M(p, Stp,t)]. Ademds ya que 9 es
continua por la izquierda,

n

lim M(Tz, T, o(t)) > 9 ( lim M (p, an,t)) = 1.
n oo

n—oo

Luego

M(p’TZ’t) 2 M <p7 anv 15_280(1») * M <S$n;5$n+la ! _;O(t)> *

& M(Saas1, Tz, 0(1)):

Tomando el limite cuando n — oo, obtenemos que M (p,Tz,t) =1y
por lo tanto Tz = p.
a

La siguiente proposicién nos dice que si el (X, M, x) del Teorema 4.3.2
satisface (GV-1) de la definicién de GV-espacio métrico difuso, entonces
el punto de coincidencia de Ty S es tnico.



CAPITULO 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE... 64

Proposicién 4.3.3. Sean Y un conjunto no vacio, (X, M,*) un KM-
espacio métrico difuso y S, T :' Y — X dos funciones tales que S es
inyectiva y T es una (v, )-contraccion difusa de Jungck con respecto a
S. Supongamos que (S(Y), M, *) es un KM-espacio métrico difuso com-
pleto tal que M(z,y,t) >0,V z,y € X, yVt > 0. Entonces S y T tienen
a lo mads un punto de coincidencia.

Demostracién. Supongamos que existe w € X tal que Sw=q¢=Twy
q # p- Entonces

M(Sw,Sz,t) = M(Tw,Tz,t)
M(Twa TZ? (p(t)) * M(TZ, TZv t— (p(t))
Y[M(Sw, Sz,t)]

M(Sw, Sz,t).

\VAR\VARLY,

Esto es una contradiccién pues M(p, q,t) < ¥[M(p,q,t)]. Por lo tanto
p=qy Sw=p=Twy por la inyectividad de S, w = z.

O
Dos resultados inmediatos que se obtienen a partir del Teorema 4.3.2 y
la proposicién 4.3.3, son la existencia y unicidad de un punto fijo para
(v, p)-contracciones difusas.

Teorema 4.3.4. Sean (X, M, x) un KM-espacio métrico difuso completo
yT : X — X una (¥, p)-contraccion difusa. Sean zg € X y {z,}
la sucesion definida por xpi1 = Txp. St M(Txg,z9,t) > 0, V¢t > 0,

entonces {xn}:ozo converge a un punto fijop € X de T.

Proposicién 4.3.5. Sea (X, M, X) un KM-espacio métrico difuso tal
que M(xz,y,t) >0, Vit >0 yVae,ye X. SiT: X — X es una (Y,p)-
contraccion difusa entonces tiene a lo mds un punto fijo.

Como puede verse en el Teorema 4.3.4, a pesar de que utilizamos (1, ©)-
contracciones, una clase de funciones méas pequena que la clase de fun-
ciones -contractivas, nosotros, a diferencia del Teorema 3.1 de Mihet
[34] (Teorema 4.2.9 en este trabajo), debilitamos las condiciones sobre el
espacio, considerando en general un KM-espacio métrico difuso, quitan-
do la restriccién de que se satisfaga la desigualdad (SM) de la Definicién
4.2.3.

El Teorema 4.3.2 se cumple también para GV-espacios métricos difusos.
Pero ademés en este caso, ya que se pide el axioma (GV-1), el resultado
garantiza también la unicidad del punto de coincidencia.

Teorema 4.3.6. Sean Y un conjunto no vacio y (X, M,*) un GV-
espacio métrico difuso. Sean S, T :' Y — X dos funciones, T(Y) C
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S(Y), S inyectiva y T una (1, )-contraccion difusa de Jungck con res-
pecto a S. Supongamos que (S(Y), M,x) es GV-espacio métrico difuso
completo. Sean xg € Y y {Sl’n}:;o C X la sucesion generada por el
proceso iterativo de Jungck (Sxpy1 = Tx, ). Entonces:

i) {Sxzn},_, converge a algin Sz =p e X.
i) z es punto de coincidencia de S y T y ademds es unico.

La demostracién es basicamente la del Teorema 4.3.2 y la Proposicién
4.3.3, por lo cual la omitimos.

De igual manera tenemos el resultado para el caso en que Y = X y S es
la identidad en X.

Teorema 4.3.7. Sean (X, M, *) un GV-espacio métrico difuso completo
yT: X — X una (¢, p)-contraccion difusa. Sean o € X y{x,} _ la

n=0

sucesion definida por xn1 = Txy. Entonces {xn} _  converge a algin

p € X, p es punto fijo de T y ademds es unico.

0

4.4. Resultados obtenidos sobre estabilidad

De acuerdo a la investigacion realizada durante la escritura de esta te-
sis, en la literatura no hay informacion relacionada con estabilidad de
procesos iterativos en espacios métricos difusos. Siguiendo la definicién
de T-estabilidad en espacios métricos (Definicién 2.5.1), en esta seccidn,
proponemos una definicién de estabilidad para procesos iterativos en
espacios métricos difusos, a la que llamaremos estabilidad T-difusa.

Definicién 4.4.1. Sean (X, M, ) un espacio métrico difusoy T : X — X
una funcién con un tnico punto fijo p. Sean xg € X y 41 = f(T,2,) un
proceso iterativo que converge a p. Sean {yn}io una sucesién cualquiera
en X yt € (0,00). Definamos €, (t) = M (ynt1, f(T,yn), ).
El proceso iterativo z,+1 = f(T, x,) se dird T-difuso estable si se satis-
face la siguiente implicacién:

lim e,(t) =1, Vt>0= lim M(y,,p,t)=1V¢t>0.

n—,oo n—oo
Esto es, si lim ¢,(t) = 1 para toda ¢t > 0, entonces lim y, = p.

n—oo n—oo

Ahora damos dos ejemplos para mostrar que existen procesos iterativos
que no son T-difuso estables.

Ejemplo 4.4.1. Sea d una métrica en R, consideremos el GV-espacio
métrico difuso estdndar (R, My, -) asociado al espacio métrico (R, d). Sea
T : R — R, la funcién identidad en R, es decir: Tx = z, Vx € R. Sea
{xn}f;o la sucesion generada por la iteraciéon de Picard iniciando en
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zo # 0. Claramente zy es punto fijo de Ty lim =z, = zg. Sea {yn}éo_o
n—00 =

la sucesién definida como ¥y, = %, entonces

¢
ltm My(yns1, Tyn,t) = lim ———— =1, V¢t > 0.
n— o0

n—00 1
()

Sin embargo

lim My(y,,xo,t) = lim ————
A, Maya, w0 ) = Jin 5= 0y

t

= — 1 t .
[T d0zg) ~ b V>0

Lo cual muestra que el proceso iterativo de Picard no es T-difuso estable.

Ejemplo 4.4.2. Consideremos al GV-espacio métrico difuso estandar
([0,1], M).},-) donde |- | es la métrica usual en [0,1] (M (x,y,t) =
Ve,y € X). Sea T : [0,1] — [0, 1] la funcién definida como:

0 sio<zx
Tgc:{ .1
b osid<a

t+]a—y|

[y NI

<
<
La funcién T tiene un tnico punto fijo que es 0 y las iteraciones de Picard
convergen a dicho punto. En efecto

1. siOSxS%,entoncesxl:Tmozoya:nzoparan22;

2. si % <x <1, entoncesx1:Ta:():%yxn20paran22.

Veremos ahora que la iteracién de Picard no es T-difuso estable, para

ello tomemos la sucesién {y,} _ C [0,1], definida como y,, = n}H + 3.
Tenemos que
, t
lim M. (Yns1, TYn,t) = lim =1, Vt>D0.
n—o0 n—>oot+i+l_l‘
n+1 2 2
Sin embargo
lim My (yn;0,6) = lim —
nl—>ngo \|yn7 _nl—>ngot+|l+ff0|

t
= T <1, Vi>0.
t+§
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4.4.1. Resultados previos

En lo que continua, el simbolo 1" denotard la funcién identidad en [0, 1],
es decir 1°(a) = a, para toda a € [0, 1].

Lema 4.4.1. Sean * una t-norma y ¢ € ¥ tales que

P(ax*B) > (a)*(B) para toda «,fB € [0,1]. (4.4.1)

Sean {an}:;o Yy {vn}:lo dos sucesiones en [0,1] tales que ant1 > ¥(ay)*
Un, para toda n € NU {0}, entonces

ant1 > P (ag) * (ﬁo w”‘i(m) ;

donde ]ﬁo Yk (vy,) denota a Y™ [vo] * Y vg] % -k blug 1] * W0[vn].

Demostracion. Procedamos por induccién. Para n = 0,
_ _ n+1 n n—i
ans1 = a1 2 ¥(ao) ¥ vo = ¥ (ag) + (i (vy)).

Supongamos que la conclusién se tiene para algin n € NU {0}, es decir
U1 > V" (ag) * (;0 w”_i(vi)). De esto tltimo y por propiedades de
1=

1, tenemos

Gp4-2 > 77[J(an+1) * Un+t1

Lo cual concluye el resultado.

|
En el Lema 4.4.1 ha sido necesario colocar como hipétesis la desigualdad
(4.4.1) ya que hay t-normas y funciones en ¥ que no la satisfacen y otras
que si lo hacen. Veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.4.3. Sean # la t-norma producto y ¢ : [0,1] — [0, 1] defi-
nido por

\/ﬁ, si0<a<
1/J(a) :{ (27\/5) a—1% 1
V3
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¢ € ¥ y sin embargo (4.4.1) no se satisface para toda «,8 € (0,1).
Para ver esto basta encontrar dos valores para los cuales no se satisfaga
(4.4.1). Tomemos o = % y 8= 2 tenemos:

P(a- B) = 0,4330... < 0,4731...4(a) - ().

Ejemplo 4.4.4. La funcién ¥(a) = \/a es un elemento de ¥ y con la
t-norma producto se satisface (4.4.1).

Ejemplo 4.4.5. Consideremos la t-norma de Lukasievicz £, A € (0,1)
y ¥ definida como ¥y (a) =1 — A(1 — «) para toda « € [0, 1], entonces
se satisface (4.4.1).

De la Observacion 4.2.2, para cada A € (0,1), ¥y € ¥. Veamos que 1y
satisface

Ya(aLB) > ¥r(a)Lepr(B) para toda «,f € [0,1].
En efecto ) (alf) =1 — A1 —méx{0,a + 5 —1}) y entonces

B 1—\ sita+p4<1
W(O‘w)—{ 1-22—(a+8)] sia+p>1

Por otra parte
Pala) LYA(B) = méx{0,1 - A1 —a) +1-A(1—p5) — 1}
= max{0,1 — A2 — (o + B)]}.

Caso a+ [ <1.

—(a+B)>-1 = 2—(a+h)>1 = A2—(a+8)]>A
= “A2—(a+p)]< -2 =>1-A2—-(a+pP)])<1-A\
Asi obtenemos que

Ua(alf) > Pa(a)La(B).

Casoa+ > 1.
2—(a+p8) <1l = 22—(a+p)]<1l = 1-A2-(a+p3)]>0.
Por lo tanto

Ua(a)La(B) =1 = A2 — (a + B)] = Pa(alh).

Ejemplo 4.4.6. Si tomamos la t-norma A, es decir a A 8 = min{a, 5},
tenemos entonces que para cualquier i) € U se tiene (4.4.1).

En efecto si a < f entonces () < 9(8) y por lo tanto para cada
a, B €10,1]

PanB) = d(min{a, 8}) = ¢(a) = min{y(e), $(B)} = ¢(a) Ay (B).



CAPITULO 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE... 69

Lema 4.4.2. Si ¢ € U, entonces para toda sucesion {v,} _ C (0,1) tal
que lim v, =1, se tiene que
n—oo

m A "R (o) =1,

n—o00 k=0
donde k}l:\o YR (vy) denota a Y™ o) AT o] A Ao 1] AP,

Demostracién. Sea ¢ > 0, existe N, € N tal que 1 — v, < €. esto es
v > 1 — €, para toda n > N.. Sea n > N, por la asociatividad de A,

Aot = | Kot |

k=0 k= k=N:+1

o).

Ya que ¥(a) > « para cada a > 0, entonces "~ %(v;) > v; para cada
i€ {Nc+1,...,n— 1}, entonces

A onE () = L]&wk(vk)p{ A vk].

k=0 k=N.+1

Ya que v, > 1 — ¢, para toda n > N,

Y

k=0

Lot [ B o]
_ M‘Owk(vk)} A=),

Por la continuidad de A, tenemos que

lim A 9" F () > 1im ([]X w"—’%vk)} A(l—e))

n—o00 k=0 n—00 k=0

= | % lim gk A (1
= [ L v AL -
=1—ce
De lo cual se obtiene la conclusién.
O

Lema 4.4.3. Sean A € (0,1) y ¥ : [0,1] — [0,1] definida como
Ya(a) =1 -1 —a). Sea £ la t-norma de Lukasievicz. Entonces para
cada sucesion {v,}_ C [0,1] tal que lfim v, =1 se tiene que

- n—oo

lfm ¢ P (v) =1,

n—00 j=0

donde k)Z“,o Y F(vy) denota a " [vg] LY 1)L - Lblvn_1] L0 vy,
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Demostracion. Definamos
S}ff) = Z)\"*i(l —v;), myneN, m<n;
i=0
S, =8" neN;

m

L™ — E wf\l_i(vi), m,n €N, m < n;
i=0

L,=L", neN.

n
Sabemos por el Lema 1.3.2 que lim S, = lim Z)\"_i(l —v;)=0.
Sea € € (0,1), existe n € N tal que S,, < ¢, para toda n > 7. Entonces
para cualquier n > 7, tenemos que

(n) ! n—u
Ly" = £ Py (i)
=93 (vo) £ Y3 (w)
=1-A"1—-v)]L[1=A"""1-0v)]
=méx{0,2 — [\"(1 —vp) + A" 1(1 —vy)] — 1}
1 .
= méax {O, 1- Z AT - vi)} = méax {O, 1-— S%n)} .
i=0
Notemos que 1 — Sin) >1-5,>1—¢e>0, entonces
L = mix {0,1 - 5{"} = 1- 5",

Ahora consideremos a LY

I & iy,
2 £y (vi)
=0

= L 2 (vg)
1

1= A1 — )

=0

= médx {0, 1- [Z AL =) F AT - w)} }

=0

1= A""2(1 = v3)]

= mix{0,1 — Sén)}.
Nuevamente, 1 — Sén) >1-—S5,>1—¢>0, entonces

£§” = mix {0,1 - 5§} = 1- 57,
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Realizando este procedimiento n-veces, tendremos que L,, = 1 — S,, >
1 — €. En resumen, dado € € (0,1) existe n € N tal que

go w;‘_i(vi) >1—¢ Vn>n.

Por lo tanto lim © P (v) = 1.

n—00 =0

4.4.2. Resultados nuevos sobre estabilidad

Todos los resultados que presentamos en esta tltima parte, incluyendo
los de la Seccién 4.4.1, son resultados propios de la tesis y corresponden
a estabilidad de procesos iterativos en espacios métricos difusos.

Comenzaremos con algunos resultados inmediatos que se obtienen direc-
tamente de la T-estabilidad en espacios métricos.

Teorema 4.4.4. Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X una
funcion con un dnico punto fijo p. Sean xo € X arbitrario y {xn}io
la sucesion generada por el proceso iterativo x,11 = f(T,x,) el cual
converge al punto fijo de T. Sean m,k € R \{0},neNyg: R" —

R" una funcion continua y creciente. Si xpy1 = f(T,2,) es T-estable
(Definicion 2.5.1) en (X,d) entonces también es T-difuso estable en el
G V-espacio métrico difuso

a) (X,M,-) con M definida como

t
M<x7y7t>:g()y7 l‘,yEX, tERJr.

a’) (X, M,N) con M definida como

ktn

n
=—— Ve,ye X, teR .
ktn + md(z,y) wY

M (x,y,t)

b) (X, M,-) con M definida como

_d(z,y)

M(z,yt)=e @ , z,yeX, teR .
b’) (X, M,A) con M definida como

(z.u)
M(x,y,t):e_dmy , Va,y € X, teR".



CAPITULO 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE... 72

Demostracion. La prueba de que (X, M,-) en a) y b) son GV-espacios
métricos difusos, puede encontrarse en las Proposiciones 2.3.1 y 2.3.2 de
[30]. Por otra parte, se sabe por el Ejemplo 4.2 de [60] que (M, A) de los

)

incisos a’) y b’) son métricas difusas. Ahora bien, sea {y,} _, una suce-

n

sién arbitraria en X. Supongamos que €, (t) = M (yny1, f(T,yn), ) — 1
cuando n — oo, V t > 0.

) g9(t)
a) En este caso lim
) e G0+ mdyns, T gm)

Pero esto sucede si y sélo si d(yn+1, f(T,yn)) — 0 cuando n — oo,
en otro caso £,(t) o no convergeria o no lo harfa a 1 para cada t.

=1, Vt>0.

Luego la T-estabilidad del proceso iterativo, implica que d(y,,p) —
0 cuando n — oo y por lo tanto

) g9(t)
Wm M(yy,pt) = —I 4.
n-soo (Yn: p:t) g(t) + md(yn, p)
A(Yn41,f (T yn))
b) Ahora tenemos que lim e 9(0) =1
n— o0

7d(y’L+lq’£()T’y")) — 0 cuando n — oo y esto
ocurre si y sélo si d(yn+1, f(T,yn)) — 0 cuando n — oo. Esto

implica que d(y,,p) — 0 y entonces

Esto pasa si y sélo si

; , d(yn,p)
lim M (y,,p,t) = lim e 9@ =1.

n—oo n—roo

Las pruebas de estabilidad de a’) y b’) son como las de a) y b) respecti-
vamente.

|
Es importante mencionar un caso particular del inciso (a) del Teorema
4.4.4 cuando elegimos m = 1y a g(t) = t, para toda ¢t > 0.

Corolario 4.4.5. Sean (X,d) un espacio métrico y T : X — X una
funcion con un unico punto fijo p. Sea xg € X arbitrario, suponga que
{a:n}:ozo es la sucesion generada por cierto proceso iterativo T,41 =
f(T,xy,) el cual converge a p. Si el proceso iterativo xn 11 = f(T,zn) es
T-estable entonces también es T-difuso estable en el GV-espacio métrico
difuso estandar (X, My, -) asociado a (X,d).

Teorema 4.4.6. Sea k € R, k > 0. Sean (X, d) un espacio métrico tal
que d(z,y) < k, para todo z,y € X y T : X — X una funcion con
un unico punto fijo p. Sean xy € X arbitrario y {xn}io la sucesion
generada por el proceso iterativo Tni1 = f(T,xy,) el cual converge al
punto fijo deT. Sea g : R — (k,00) una funcion continua y creciente.
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Si pp1 = f(T,xy,) es T-estable en (X, d), entonces también es T-difuso
estable en el GV-espacio métrico difuso (X, M, L), con M definida como

d(z,y)
g(t)
Demostracién. Podemos ver que (X, M, £) es un GV-espacio métrico
difuso en la Proposicién 2.3.6 de [30]. Sea {y,} _, una sucesién arbitraria
en X. Supongamos que €, (t) = M (yn+1, f(T,yn),t) = 1 cuando n — oo,

Vt>0, estoes

, _ d(yn+1; f(T7 yn))
lim <1 9@

pero esto sucede si y sélo si d(yn+1, f(T,yn)) — 0, cuando n — oo, lo
cual implica que d(yn,p) — 0 cuando n — oo. Por lo tanto

M(xvyvt):<]-_ ), :c,yeX,teR+.

)_1, vit>0,

n—oo

d
lim M (yn,p,t) = lim (1-— (yn, p) =1

O
Un resultado distinto pero también inmediato es el siguiente.

Teorema 4.4.7. Sean (X, N,-) un GV-espacio métrico difuso y T :
X — X una funcion con un inico punto fijo p. Sean xqg € X arbitrario
Y {xn}:o:U la sucesidn generada por el proceso iterativo x, 1 = (T, zn)
el cual converge al punto fijo de T. Sea ¢ : (0,00) — R" una funcion
continua y creciente. Si tp+1 = f(T,xy,) es T-difuso estable en (X, N, -),
entonces también lo es en el GV-espacio métrico difuso (X, M,-), con
M definida como

o(t) + N(z,y,t)

n
, T,ye X, teR .
o(t) +1

M(z,y,t) =
Demostracién. Sea {yn}zo: , una sucesién arbitraria en X. Supongamos
que &,(t) = M(yn+1, f(T,yn),t) = 1 cuando n — oo, V t > 0, es decir
que

t) + NYnit, f(Tyyn), t
i £+ Nn1, £ y)):L ViSO
n—00 p(t)+1
Entonces N(yn+1, f(T,yn),t) — 1 cuando n — oo, en otro caso, &, no

converge o lim ¢, < 1.
n—oo

Por la estabilidad de x,,+1 = f(T, z,) en (X, N, -) se tiene que M (yn,p,t)
tiende a 1 cuando n tiende a oo, luego

t N(ypn,p,t
lim M (yn,p,t) = lim #(t) + N(yn.p:?)

=1
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Teorema 4.4.8. Sea Y un conjunto no vacio. Consideremos un KM-
espacio métrico difuso (X, M, N), donde M satisface que para todo x,y €
X yt>0, M(z,y,t) >0 . Sean T,S : Y — X dos funciones tales
que T(Y) C S(Y), S inyectiva y T una (¥, ¢)-contraccion difusa de
Jungck con respecto a S. Supongamos que S y T tienen un unico punto
de coincidencia z, sea p € X el punto tal que Sz = Tz = p. Entonces

i) el punto de coincidencia es dnico,

i) la sucesion {Smn}:ozo generada por el proceso iterativo de Jungck
(Stpy1 = Tx,) converge ap y

iii) el proceso iterativo de Jungck es (S, T)-difuso estable.

Demostracion. La Proposicién 4.3.3 asegura la unicidad del punto de
coincidencia. Sea {an}:o: , la sucesion generada por el proceso iterativo
de Jungck. Para cada t > 0, tenemos

M (Szp,p,t) > M(Txn_1,p,0(t) * M(p,p,t — o(t))
> Y(M(Sxp_1,p,t)).

Ya que M (Sxn—1,p,t) > (M (Sxn_2,p,t)), entonces
M(Szy,p,t) > V(M (STp_2,p,t)).
Si repetimos este proceso n-veces, obtenemos
M (Szp,p,t) > " (M(Sxo,p,t)).
Por lo tanto, por el Lema 1.3.3

lim M(Sz,,p,t) > h;m " (M (Szo,p,t)) = 1.

n—oo
Asf completamos la prueba de (ii).
Para probar (i), sea {Syn}:l , una sucesién arbitraria en S(Y') y defi-
namos €, (t) = M(Syn+1,Tyn,t) para cadan € NU{0} y ¢t > 0.
Tenemos entonces que para cadan € NU{0} yt >0

M(Synt1,p,t) > M(p, Tyn, p(t)) A M(Typn, Synt1,t — @(1)).
Pero,

M(Tynu SynJrlvt - (P(t)) = E’ﬂ(t - @(t)) Yy M(p7 Ty’m W(t)) > w[M(pv Sy’m t)]7

Entonces

M(Synt1,p,t) = YIM (P, Syn, )] N en(t = ¢(t)). (4.4.2)



CAPITULO 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE... 75

Si ponemos a, = M(Syn,p,t) y v, = e, (t —¢(t)), la desigualdad (4.4.2)
queda escrita como a1 = ¥(a,) Av,. Ademds es facil ver que A y cual-
quier ¢ € W satisfacen la desigualdad (4.4.1) del Lema 4.4.1 (ver Ejemplo
4.4.6). Por lo tanto, ya que A, ¥, a, y v, satisfacen las condiciones de
Lema 4.4.1 para cada t, tenemos que para cada t > 0

M(Syni1,p,t) > 9" (M (Syo,p,t)) A (ZZO Y (et — w(t)))) -

Si lim ¢;(s) = 1, para toda s > 0, entonces lim &;(t — p(t)) = 1, y
71— 00 1— 00
entonces por el Lema 4.4.2,

lim A " (ei(t— (1)) = 1.

n—o00 1=0

Por dltimo, de la continuidad de A,
i M(Syata,p,t) = Hm [0 (M (Syo,p,0) A (A 0" (ealt = o)) )]

> lim " (M(Syo,p.0) A lim (A 6" (it = (0)))

n—oo oo \1

=1 AN1=1

d
De este teorema, en el caso Y = X y S la identidad en X se obtiene
la estabilidad del proceso iterativo de Picard para (1, p)-contracciones
difusas sobre espacios métricos difusos con la t-norma del minimo.

Teorema 4.4.9. Consideremos un KM-espacio métrico difuso (X, M, ),
donde M satisface que para todo z,y € X yt > 0, M(x,y,t) > 0. Si
T:X — X es una (¢, ¢)-contraccion difusa con un punto fijo p. En-
tonces el punto fijo es inico, la sucesion {mn}io generada por el proceso
iterativo de Picard converge a p y este proceso iterativo es T-difuso es-
table.

El resultado siguiente es la versién del Teorema 4.4.8 para GV -espacios
métricos difusos, la prueba es parecida a la del Teorema 4.4.8 y por lo
tanto no la daremos.

Teorema 4.4.10. Sea Y un conjunto no vacio. Consideremos un GV-
espacio métrico difuso (X, M,N). Sean T, S : Y — X dos funciones,
T(Y)C S(Y), S inyectiva y T una (Y, ¢)-contraccion difusa de Jungck
con respecto a S. Supongamos que S y T tienen un punto de coincidencia
z. Sea p € X el punto tal que Sz = Tz = p. Entonces el punto de
coincidencia es unico, la iteracion de Jungck (Stp+1 = Txy,) convergen
apyes (S,T)-difuso estable.
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Veamos un caso particular del resultado anterior que nos garantiza la
estabilidad del proceso iterativo de Picard.

Teorema 4.4.11. Sea (X, M, \) un GV-espacio métrico difuso. Si T :
X — X es una (¢, p)-contraccion difusa con un punto fijo p. Entonces
el punto fijo es unico, la sucesion {xn}:jzo generada por el proceso itera-
tivo de Picard converge a p y ademds este proceso es T-difuso estable.

Teorema 4.4.12. Sea Y un conjunto no vacio. Consideremos un KM-
espacio métrico difuso (X, M, £), donde M satisface que para todo x,y €
X yt>0, M(z,y,t) >0 . Sea ) € U definida como (a) =1—A(1—
a), Ya € [0,1]. Supongamos que T, S : Y — X son dos funciones tales
que T(Y) C S(Y), S es inyectiva y T es una (x, p)-contraccion difusa
de Jungck con respecto a S. Supongamos que S y T tienen un punto de
coincidencia z, sea p € X el punto tal que Sz =Tz = p. Entonces,

i) el punto de coincidencia es dnico,

1) la sucesién generada por las iteraciones y de Jungck converge a p,
Y

iii) el proceso iterativo de Jungck es (S, T)-difuso estable.

Demostracion. Las pruebas de (i) y (i7) son como las pruebas de (7)
y (i7) del Teorema 4.4.8. Para probar (i#i) primero notemos que ¢ y £
satisfacen la hipétesis (4.4.1) del Lema 4.4.1 (ver Ejemplo 4.4.5). Sean
{Syn}:o:o una sucesién arbitraria en S(Y) y e, (t) = M(Syn+1,TYn, ).
Tenemos que para cadan € Nyt > 0:

M(Syn+1,p, t) M(Syn-‘rh Tynv t— ‘P(t))SM(Tymp» So(t))

>
> en(t —@(t) £ YA[M (yn,p,t)].

Hagamos v, = €,(t — ¢(t)) y an = M(Syn,p,t). Ya que ¥y, v, v ap
satisfacen las condiciones del Lema 4.4.1 entonces

M(Spnerpit) 2 637 (S 0)2 & 080 - 0(0))

(4.4.3)

Si lim e,(s) = 1, para toda s > 0, entonces lim e,((1 —k)t) =1,y
n—oo n—oo

entonces por el Lema 4.4.3,

lim & 7 e;(t — (1)) = 1, para toda ¢ > 0.

n—o0 =0
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De modo que tomando limite en (4.4.3), tenemos por la continuidad de
£ que para toda t > 0,

1> lim M(Syn+1,p,t)
n—oo

n— oo

> Jin [0 (& vt - o))

> lim ¢§+1[M(Syo,p,t)]2nlggo (igowfi[si(t—w(t))])

n— oo

=181 =1. (4.4.4)

|
Tenemos también la estabilidad del proceso iterativo de Picard como
caso particular del teorema anterior cuando tomamos ¥ = X y S la
identidad en X.

Teorema 4.4.13. Consideremos un KM-espacio métrico difuso (X, M, £)
donde M satisface que para todo z,y € X yt >0, M(z,y,t) >0 . Sea

A € (0,1) y consideremos la funcidn ¢y € U definida por y(a) =

1—X1—a), para toda « € [0,1]. Si T es una (Px, p)-contraccion difusa

que tiene un punto fijo entonces este es unico, la iteracion de Picard

converge a dicho punto y es T-difuso estable.

Por supuesto podemos enunciar también las correspondientes versiones
de los Teoremas 4.4.12 y 4.4.13 para G'V-espacios métricos difusos.

Teorema 4.4.14. Sea Y un conjunto no vacio. Consideremos un GV-
espacio métrico difuso (X, M, £). Sea ¥y € ¥ definida como ¥y (a) =
1 - X1 - «), para toda o € [0,1]. Sean T, S : Y — X dos funciones,
T(Y) C S(Y), S inyectiva y T una (Yy, )-contraccion difusa de Jungck
con respecto a S. Supongamos que S y T tienen un punto de coincidencia
z, sea p € X el punto tal que Sz = Tz = p. Entonces el punto de
coincidencia es unico, la sucesion generada por las iteraciones de Jungck
{an}:ozo, converge a p y ademds este proceso iterativo es (S,T)-difuso
estable.

Teorema 4.4.15. Consideremos un GV-espacio métrico difuso (X, M, £).
Sea A € (0,1) y consideremos la funcion ¥y € ¥ definida por ¥x(a) =
1—X(1—a), para toda « € [0,1]. Si T es una (Y, p)-contraccion difusa
que tiene un punto fijo, entonces este es unico, las iteraciones de Pi-
card convergen a dicho punto y el proceso iterativo de Picard es T-difuso
estable.

Los siguientes dos resultados nos garantizan la estabilidad del proceso
iterativo de Picard para funciones i-contractivas en ciertos K M-espacios
métricos fuertes.
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Teorema 4.4.16. Sea (X, M,N) un GV-espacio métrico difuso fuerte.
Sea T : X — X wuna funcion ¥-contractiva difusa. Sean zo € X y
{I"}ZO:() la sucesion definida por xpy1 = Tx,. Entonces este proceso
iterativo es T-difuso estable

Demostracién. Sea {yn}:;O C X una sucesién arbitraria. Definamos
en(t) = M (Yn+1, Tyn,t) para cada n € NU {0} y ¢t > 0, y supongamos
que nh—>n<’>lo en(t) = 1, para toda t > 0.

Tenemos que para cadan € NU{0} y ¢t >0
M(ynJrl»pv t) > M(p, Tyn, t) A M(Tyn, Yn+1, t)
> @D[M(p, Yn, t)] A En(t)~ (445)

Si ponemos a, = M (yn,p,t) v vn = en(t), la desigualdad (4.4.5) queda
escrita como an+1 = Y(an) A vp.
Ya que v satisface las condiciones de Lema 4.4.1, tenemos que

M(yn-‘rhpa t) 2 ¢n+1(M(yOap7 t)) A (ZZ\O wn*i (el(t))> .

Ya que lim €,(t) =1, por el Lema 4.4.2,
n—oo

lm A " (ei(8) = 1.

n—o00 1=0

Por lo tanto,

T M(yay1,pt) > i [ (M(yo,p, ) A (A 0" (=:(0)]

n—oo
’ n+1 s n n—i .
> Tim ™ (M(yo,p, ) A lim (A 0" (=:(1))
=1 AN1=1
g

Teorema 4.4.17. Consideremos el GV-espacio métrico difuso fuerte
(X, M, L£). Sea A € (0,1) y consideremos la funcién ¥y € ¥ definida
por Yx(a) = 1 — A(1 — @), para toda o € [0,1]. Si T es una funcion
PYx-contractiva que tiene un unico punto fijo y ademds las iteraciones de
Picard convergen a dicho punto, entonces el proceso iterativo de Picard
es T-difuso estable.

La manera de probar este resultado es la misma que la del Teorema
4.4.16. La diferencia es que en lugar de utilizar el Lema 4.4.2 se usa el
Lema 4.4.3.

En realidad el Teorema 4.4.8 y el Teorema 4.4.12 se satisface también
para K M-espacios métricos difusos fuertes y funciones -contractivas.
Con estos resultados, los Teoremas 4.4.16 y 4.4.17 quedarian como casos
particulares.



CAPITULO 4. ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA DE... 79

Observacién 4.4.1. En los Teoremas 4.4.8 y 4.4.12 se pide que la (¢, ¢)-
contraccién difusa tenga un unico punto de coincidencia. Si se pide la
completitud del espacio en estos resultados, el Teorema 4.3.2 y la Propo-
sicion 4.3.3 aseguran la existencia y unicidad del punto de coincidencia
y también la convergencia del proceso iterativo de Picard.

Observacién 4.4.2. Lo mismo, que en la Observacién 4.4.1, sucede
con los Teoremas 4.4.10 y 4.4.14, pero ahora la existencia y unicidad del
punto fijo y la convergencia del proceso iterativo de Picard lo garantiza
el Teorema 4.3.6.



Conclusiones

A continuacién listamos los resultados que hemos obtenido en el desa-
rrollo de esta tesis. Estos resultados se encuentran en los Capitulos 3 y 4
donde abordamos la estabilidad de procesos iterativos con punto fijo en
espacios métricos clasicos y espacios métricos difusos respectivamente.

Capitulo 3. Se presentaron resultados obtenidos sobre distintos tipos
de estabilidad y también resultados de convergencia a puntos fijos.

Seccién 3.1 (a) Se introdujeron los procesos iterativos “Jungck-
Kirk multi-pasos generalizado” y “Jungck-Kirk multi-pa-
sos”. Estos procesos iterativos son de tal generalidad que
a partir de ellos pueden ser obtenidos otros ya conocidos.

(b) Se probé en el Teorema 3.1.1 y el Corolario 3.1.2 que,
bajo ciertas restricciones, los procesos iterativos “Jungck-
Kirk multi-pasos generalizado” y “Jungck-Kirk multi-pa-
sos” son T-estables, casi T-estables y casi T-estables su-
mables con respecto a una clase de funciones que satisfa-
cen condiciones contractivas del tipo d(Tx,p) < dd(x,p),
con § € [0,1) fijo.

Estos resultados se publicaron en la revista International
Journal of Applied Mathematical Research, (ver [53]).

Seccion 3.2 Se establecieron los siguientes resultados de y-esta-
bilidad:

Teorema 3.2.1 Establece la v-estabilidad de la iteracion de
Mann asociada a funciones que satisfacen la Condicién
1.2.16.

Corolario 3.2.4 Establece la y-estabilidad de la iteracién de
Mann asociada a cuasi-contracciones con la restriccién de
la constante de contraccién 0 < § < 1.

Teorema 3.2.6 Establece la y-estabilidad de la iteracién de
Mann asociada a funciones que satisfacen la Condicion
1.2.15.
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Teorema 3.2.7 Establece la y-estabilidad del proceso itera-
tivo de Mann asociado a funciones que satisfacen la Con-
dicién 1.2.2 con la restriccién a la constante de contrac-
cibn 0 <6 <iy0<de<l.

Corolario 3.2.8 Establece la vy-estabilidad del proceso ite-
rativo de Mann asociado a cuasi-contracciones con la res-
triccion de la constante de contraccién 0 < § < %

Teorema 3.2.9 Establece la y-estabilidad del proceso itera-
tivo de Mann asociado a funciones que satisfacen la Con-
dicién 1.2.3 con la restriccién a la constante de contrac-
cion0<d<1ly0<d(c+2)<1.

En los Teoremas 3.2.2, 3.2.5 y el Corolario 3.2.3 establecimos
la ~-estabilidad del proceso iterativo de Picard para funcio-
nes que satisfacen respectivamente las condiciones contrac-
tivas utilizadas en los Teoremas 3.2.1 y 3.2.6 y el Corolario
3.2.4.

Los Teoremas 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.9 y el Corolario 3.2.8 in-
cluyen resultados de convergencia.

Capitulo 4: Abordamos el concepto de espacio métrico difuso con el
objetivo de estudiar el tema de la estabilidad de procesos iterativos
en este tipo de espacios.

Seccién 4.3.2 Introdujimos el concepto de (1, ¢)-contraccién di-
fusa de Jungck (Definicién 4.3.2) y establecimos los siguientes
resultados:

Teorema 4.3.2: Dada T una (1, ¢)-contraccién difusa de
Jungck con respecto a una funcién S, ambas Ty S defini-
das en un KM-espacio métrico difuso completo, probamos
que Ty S tienen al menos un punto de coincidencia y que
el proceso iterativo de Jungck converge y lo hace a algin
punto de coincidencia.

Proposicion 4.3.3: Proporciona una condicién suficiente que
asegura la unicidad del punto de coincidencia para (v, ¢)-
contracciones difusas de Jungck.

El Teorema 4.3.4 y la Proposicién 4.3.5 son casos particulares
(pero importantes) del Teorema 4.3.2 y la Proposicién 4.3.3
respectivamente.

Los Teoremas 4.3.6 y 4.3.7 son las versiones de los Teoremas
4.3.2 y 4.3.4 para GV-espacios métricos difusos completos.

Seccién 4.4: Introdujimos el concepto de estabilidad T-difusa (De-
finicién 4.4.1) en espacios métricos difusos y probamos los
siguientes resultados:
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Teorema 4.4.7: Considerando dos GV-espacios métricos di-
fusos (X, N,x) y (X, M, x) donde M estd definida como
M(z,y,t) = W, @ una funcién positiva, conti-
nua y creciente, probamos que si un proceso iterativo es
T-difuso estable en (X, N, ) entonces también lo es en
(X, M, ).

Teorema 4.4.8: Este teorema establece que el proceso itera-
tivo de Jungck es T-difuso estable con respecto a (1, ¢)-
contracciones definidas en KM-espacios métricos difusos
cuya t-norma es la del minimo A.

Teorema 4.4.12: Este teorema establece que el proceso ite-
rativo de Jungck es T-difuso estable con respecto a (1, ¢)-
contracciones (¥, =1 — A(1 — a), V a € [0,1]) definidas
en KM-espacios métricos difusos que tienen por t-norma
la de Lukasievicz £.

Teorema 4.4.16: Establece que el proceso iterativo de Pi-
card es T-difuso estable con respecto a funciones -con-
tractivas (Definicién 4.2.11) definidas en GV-espacios mé-
tricos difusos fuertes cuya t-norma es la del minimo A.

Teorema 4.4.17: Establece que el proceso iterativo de Pi-
card es T-difuso estable con respecto a funciones )-
contractivas (¢y = 1 — A1 — a), V a € [0,1]) defini-
das en GV-espacios métricos difusos fuertes que tienen la
t-norma de Lukasievicz £.

Los Teoremas 4.4.10 y 4.4.14 son las versiones para GV-espa-
cios métricos difusos de los Teoremas 4.4.8 y 4.4.12 respecti-
vamente

Los Teoremas 4.4.9, 4.4.11, 4.4.13 y 4.4.15 son casos particula-
res de Teoremas 4.4.8, 4.4.10, 4.4.12 y 4.4.14 respectivamente.

Del Teorema 4.4.4 al 4.4.6 consideramos GV-espacios métri-
cos difusos definidos a partir de espacios métricos clédsicos y
probamos resultados de estabilidad difusa que se heredan de
la estabilidad en los espacios métricos clasicos.
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