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Introduccion

Desde el inicio de la mecanica cuantica, encontrar soluciones exactas de la ecuacion
de Schrodinger ha sido un objetivo permanente como una linea de investigacion.
Conocer exactamente la funciéon de onda de un sistema cuantico dado significa
conocer todo acerca de ese sistema [1], pero ademads significa tener un punto de
partida para resolver otros sistemas cuanticos con caracteristicas similares, ya sea
también exactamente, por el método de perturbaciones o numéricamente.

Tradicionalmente el método de solucion de la ecuacién de Schrodinger, la cual
es una ecuacion de segundo orden, lineal y homogénea, ha sido el de series de
potencias [2], basado en los polinomios ortogonales de Hermite [3], Laguerre, y
otros. Parece que este método ya no es muy fructifero. Otro mecanismo de solu-
cién conocido desde hace muchos anos es el de factorizacién [4-6], muy apreciado
por su simplicidad y por su elegancia, y que ha servido mas recientemente para
desarrollar otras formas de solucién para sistemas cudnticos similares, como por
ejemplo, la transformada de Darboux [7], y ademds para el moderno desarrollo
de la mecanica cuantica supersimétrica. Recientemente se descubrié que mas sis-
temas cuanticos tienen solucion exacta en términos de los llamados polinomios
ortogonales excepcionales [8], que son generalizaciones de los polinomios de Her-
mite, Laguerre, Jacobi, y otros.

Como se puede ver por lo anterior, en los tltimos anos se ha realizado un es-
fuerzo enorme para encontrar soluciones exactas para la ecuacién de Schrodinger,
sobre todo por las implicaciones sobre la teletransportacién cuantica, la compu-
tacion cuantica y la criptografia cuantica, entre otras posibles aplicaciones que
tendran lugar en un futuro cercano que seguramente tendran un impacto relevan-
te en la sociedad.

En este trabajo hacemos una aportacion a esta linea de investigacién en la
mecanica cuantica que no ha aparecido en la literatura. Es un método de solucién
de la ecuacién estacionaria de Schrodinger en forma exacta, que consiste en usar
algebra ordinaria para un problema de eigenvalor para un operador diferencial
de segundo orden, pero hacemos la aclaracion de que el dlgebra que usamos no
es algebra lineal, que es la base del método de factorizacion mencionado arriba.
Aqui no usamos operadores, sino que planteamos la ecuacién de Schrodinger en
términos de sistemas de ecuaciones algebraicas, cuya solucion son los coeficien-
tes de polinomios que a final de cuentas son polinomios ortogonales, y también
hacemos la aclaracién de que tampoco se usa el método de series de potencias.
Los polinomios ortogonales son necesarios para la normalizacion de las funciones
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de onda y a final de cuentas para lo correcta interpretacién probabilistica de la
mecanica cuantica.

Aplicamos el método a un caso muy conocido, el oscilador armoénico. Luego lo
hacemos con otro sistema no muy conocido, el potencial isoténico [9]. Estos siste-
mas ya han sido resueltos exactamente por alguno de los métodos descritos arriba,
por lo que comparamos dichos procedimientos con nuestro método para resaltar
las ventajas, practicas y del uso de los fundamentos de la mecanica cuantica.

Finalmente a un sistema nuevo que no aparece en la literatura. Veremos que
en todo momento las bases de la mecanica cuantica en general y de la fisica del
sistema cuantico en particular no se pierdan por calculos largos y dificiles.
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Capitulo 1

Fundamentos de la mecanica
cuantica

1.1. Introduccion

Desde los inicios de la mecanica cuantica, encontrar soluciones exactas de la ecua-
cién de Schrodinger ha sido un objetivo permanente como una linea de investi-
gacién. En este capitulo se hace una revisién de los postulados [1], la ecuacién
de Schrodinger y su papel dentro de la mecanica cuantica, las soluciones de la
ecuacién de Schrodinger y su interpretacion probabilistica [2,3]. Revisién de los
métodos de solucion exacta de la ecuaciéon de Schrodinger. Tradicionalmente ha
sido el de serie de potencias, basado en los polinomios de Hermite, Laguerre y
otros. Otro mecanismo de solucién conocido desde hace muchos anos es el de fac-
torizaciéon de Dirac [6] y a soluciones de sistemas generados por transformaciones
de sistemas ya resueltos.

1.2. Los postulados

En la Ref. [1] aparecen los postulados con la nota: la mecdnica cuéntica est basada
en el siguiente conjunto de postulados, que son confortablemente elegantes y cuya
justificacién final es dada solo por el acuerdo con el experimento:

a) La funcién de onda y la probabilidad. La descripcién mas detallada que
permite la naturaleza estda dada por una funcién compleja, la funciéon de onda ¥
, la cual da predicciones probabilisticas de cantidades fisicas.
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b) Observables y operadores. A cada cantidad fisica u observable a se le asocia
un operador hermitico A, de manera que el promedio

(@) = / O Apdr (1.1)

esta relacionado con las mediciones de la observable a.
c¢) El hamiltoniano H y la ecuacién diferencial de Schrodinger. El hamiltoniano
es el operador asociado a la energia E, por medio de la ecuacion de Schrédinger
~ ov
HY =ih— 1.2
T (1.2)
Las soluciones ¥ de esta ecuacion son el objetivo central de esta tesis.
d) Los operadores de posicién T y de momento p. Estos operadores son

r=ux (1.3)

N 0
p=—th—. 1.4
o (1.4)
e) El principio de correspondencia. Establece que en el limite en el cual los
efectos cuanticos son insignificantes, la mecanica cudntica se reduce a la mecanica

clasica.

1.3. Ecuacién de Schrodinger y su papel dentro
de la mecanica cuantica

Partiendo del postulado ¢) hemos establecido la forma explicita del operador ha-
miltoniano H para un sistema de n particulas [2,3]:

-~
H:—Ez;m_aV§+V(rlar2"'arN) <15)

siendo el primer término el operador de energia cinética y el segundo el de energia
potencial, el cual contiene todas las fuerzas a las que la particula a = 1,..., N
esta sujeta. Asi la ecuacion de Schrodinger mas general

_h_zzivi\p (ra,t) +V (12) U (14, ) = ih%\If(Ta,t) (1.6)

2 = my 0
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Sélo nos interesa el caso en que las interacciones no dependen del tiempo t,
lo cual se refleja en que V' (r,) no contiene a t. Se demuestra que en este caso la
funcién de onda es

U (ro, t) =1 (ry) e i (1.7)

siendo v (r,) la solucién de la ecuacién estacionaria de Schrodinger,

Hy (1) = By (r,) (1.8)

y se dice que v (r,) representa a los estados estacionarios del sistema.

1.4. Interpretacion Probabilistica de la funcién
de onda

La ecuacién estacionaria de Schrodinger es [3]

Mo 1
) Z oVt (ra) + V (ra) ¥ (ra) = By (ra) (1.9)
Para simplificar lo que sigue, escribimos esta ecuacion en una dimensién y para
una sola particula,
h? d?
—%@?ﬂ (2) +V (2) ¢ (v) = B (x) (1.10)
De acuerdo con el postulado a), la funcién de onda ¥ (r,,t) debe cumplir la
condicién

/|\If (ra, t))* d®ry = 1 (1.11)

que para los estados estacionarios se reduce a

/oo W (@) dz = 1 (1.12)

La regién de integracién se puede reducir a a < x < b, la region fisica a
la que la particula estda confinada por el potencial, y esto lleva a una cuestién
fundamental para este trabajo. El confinamiento a una regién determinada tiene
dos consecuencias: 1) la cuantizacién de la energia, 2) la existencia de condiciones
de frontera. En los ejemplos que presentamos méas adelante veremos este punto
con detalle.
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Capitulo 2

Algunos métodos de solucion
exacta

2.1. Introduccion

En este Capitulo hacemos una revisiéon breve de los métodos de solucion de la
ecuacién diferencial de Schrodinger, la cual tiene las siguientes caracteristicas
matematicas [3]:

1) Es de segundo orden en la derivada.

2) Es una ecuacion lineal.

3) Es homogénea.

Podemos establecer un esquema de solucion de la ecuacién estacionaria de
Schrodinger en dos pasos:

- Establecer las condiciones de frontera que impone el potencial y
hallar funciones elementales ¢, () que las cumplan.
- Proponer la solucion general en la forma

¥ (x) = ¢o (z) P ()

y hallar y resolver la ecuacién diferencial que satisfaga la funcién P ().

En general esta ecuacién diferencial no tiene solucién en términos de funciones
sencillas, y en la mayoria de los casos de interés la soluciéon tiene una parte que
consiste de polinomios de tipo Sturm-Liouville, es decir, de polinomios ortogona-
les que dan lugar a espacios vectoriales cuyas bases son esos polinomios, y esto
tiene una consecuencia fundamental, las soluciones de la ecuacién de Schrodinger
representan estados dinamicos que forman un espacio vectorial de Hilbert.
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Se deben desarrollar métodos matematicos para encontrar esos polinomios or-
togonales. Es aqui donde hacemos una revisién de esos métodos, algunos pocos
que aparecen en los libros, y otros que han sido reportados en articulos de inves-
tigacién sobre el tema.

Podemos situar en este punto el objetivo principal de la tesis: la
propuesta de un método alternativo para encontrar esos polinomios,
que no hemos visto en la literatura conocida.

Ahora hacemos una revision de tres métodos de solucién, aunque existen mas
en la literatura.

a) Por serie de potencias

Ejemplo 1. Oscilador arménico.

Ejemplo 2. Atomo de hidrégeno

b) Por factorizacién de Dirac

Ejemplo 3. Oscilador arménico.

Ejemplo 4 Oscilador isoténico.

c¢) Por transformacion de sistemas ya resueltos

Ejemplo 5. Transformacién de Darboux.

Ejemplo 6. Por mecanica cuantica supersimétrica.

2.2. Solucién por series de potencias

Es el método tradicional para resolver cierto tipo de ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Las aplicaciones en fisica son muy amplias [4], y surgen de la sepa-
racién de variables en ecuaciones diferenciales parciales, ejemplos son: la ecuacién
de Laplace, la ecuacion de onda, la de la propagacion del calor, etc, y en particular
la de Schrodinger. Por ello las soluciones de las ecuaciones que quedan después de
la separacién de variables llevan un nombre: funciones especiales, entre las cuales
tenemos la funcién hipergeométrica, la funcion de Legendre, de Hermite, de La-
guerre, y otras que no llevan nombre.
Esencialmente consiste en proponer la solucién como una serie de potencias

P(z) = Z cra®
k=0
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alrededor del punto singular regular x = 0. Entonces el problema se reduce a
encontrar los coeficientes ¢;, por medio de la misma ecuacién diferencial. [lustramos
el método con dos ejemplos: el oscilador armoénico y el atomo de hidrogeno, los
cuales se encuentran en todos los libros de texto de mecanica cuantica.

Ejemplo 1. Oscilador armodnico

Presentamos el método de series de potencia para el oscilador arménico [5] con
cierto detalle para resaltar algunos puntos que seran muy utiles para el objetivo
de la tesis.

La ecuacién de Schrodinger es

T L 2% = R 2.1
5z Tt v =B (2.1)
El potencial
1
Voa () = 5° (2.2)

es parabdlico por lo que las condiciones de frontera que debe cumplir la funcién
¢o () son

lim ¢ (z) =0

r—+o0

y la funcién que cumple dichas condiciones es

2

¢o () = e72°

El factor 1 del exponente lo establece la ecuacién de Schrédinger (2.1). De
acuerdo al esquema de solucién la funcién de onda es (salvo un factor de norma-
lizacién C' que no es importante aqui)

¥ (x) = ¢y (2) P (x) = e 72" P (2) (2.3)

que al ser sustituida en (2.1) da lugar a la llamada ecuacién diferencial de Hermite
para la funcién P (z):

d*P dP

Esta ecuacion no tiene solucién en términos de funciones elementales, por lo
que se propone una serie de potencias

P(z) = chxk (2.5)
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que al ser sustituida en (2.4) da lugar a la ecuacién de recurrencia para los coefi-
cientes cg:

L 2k-2B41
T kD) (k+2) "

Aqui es donde la fisica del problema debe entrar. Antes dijimos que la constante
de normalizacién no es importante en este contexto, pero si lo es que la funcién
de onda sea de cuadrado integrable, es decir, normalizable. Esto obliga a cortar
la serie (2.5) para que se convierta en un polinomio, el cual es dominado por

(2.6)

. _1.2 <z
la exponencial ¢q (x) = e~2%" de manera que la funcién de onda cumpla con la
condicién

/ 14 (2)|* = constante finita

El corte de la serie se efectiia haciendo que para k = n, ¢, # 0y ¢,0 = 0.
Para que esto ocurra debemos tener la condicion

1
2n—2E+1:O:>E:n+§

Entonces la exigencia de la normalizacién da lugar a la cuantizacién de la
energia. Lo que sigue es utilizar a relacién de recurrencia (2.6) para construir los
polinomios P, (x) que resultan ser los polinomios ortogonales de Hermite H,, ()
y entonces la solucién completa para el oscilador armonico es

2

1 1
U () = C H, (x) e 27, E,=n+ 5

Ejemplo 2. Atomo de hidrégeno
Presentamos los principales pasos [5] de forma mds resumida. El potencial es
de tipo Coulomb

V() = —% (2.7)

Como el potencial es central se usan coordenadas esféricas. La ecuacién de
Schrodinger

oo, 1.
—SVH =~ = By (238)

permite la separacién de variables

P (r,0,0) = R(r)©(0)®(p) = R(r)Y (0,) (2.9)
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donde la funcién Y (6, ) sélo depende de los angulos y es llamada de arménicos
esféricos. Tiene que ver con el momento angular y tiene dos nimeros cuanticos [
y m. Su forma explicita es

Yim (0, ) = \/(2[4; (125_[”_1)7” (=1)™ P (cosB) e

No es esencial para nuestro objetivo, pues el potencial (2.7) s6lo depende de
la variable 7, por lo que queda en la ecuacién diferencial para la funcién R (r):

1d ( ,dR LI+1)Y ,
ﬁa(r%)+(2E—2V— . )R—O

Las condiciones de frontera son

ImR(r) = 0
r—0
rlgglo R(r) = 0

y se puede comprobar que la funciéon adecuada es

¢o (r) =rle V2T B <.

Siguiendo el esquema de soluciéon, proponemos la funciéon de onda radial

R(r) =rle V72T P (7) (2.10)
y se encuentra que la ecuacién diferencial para la funcién P (r) es

2

dP
—+ Q2 +2-p)—+AN—-1l-1)P=0 2.11
P @) (A1) 211)

con p = 2¢/—2FEr y A es una constante que contiene a la energia. (2.11) es la
ecuacion de Laguerre. Resolviendo por series encontramos

o0

P(p)=> cp

k=1
—“A+1+1
C = Ck.
Tk + )+ )+ k(k+1) "

Por las mismas razones para el oscilador arménico, la serie debe cortarse para
tener un polinomio. El corte da lugar a la cuantizacién de la energia

(2.12)
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En

n? n

B 13,6eV

2

E, =

y la iteracién de la relacién de recurrencia (2.12) produce el polinomio asociado
de Laguerre L2"*!  (p). La solucién de la ecuacién de Schrédinger es finalmente

Yoim (1,0.0) = CoimYim (0,0) e V2B 2L (2\/——2Er>

E, = ——

Con estos Ejemplos 1 y 2 terminamos de exponer el método de solucién por
series.

Hemos expuesto sélo los resultados que da el método de series. En general los
pasos intermedios son engorrosos y largos, y a menudo se pierde el sentido fisico
de la matematica. En su favor se puede decir que este método es aplicable a todos
los problemas cuanticos que tienen solucion exacta, aunque a veces el camino no
es claro.

2.3. Por factorizacion de Dirac

El método de factorizacion de Dirac [6] utiliza conceptos del dlgebra lineal: ope-
radores A actuando sobre kets |a) de un espacio vectorial. Los valores propios, los
cuales son observables, son independientes de la representacién utilizada para re-
solver el problema. La representacion de Dirac proporciona un método matematico
para el cdlculo de las propiedades asociadas con el sistema cudntico. La represen-
tacin de Dirac en el problema del oscilador armonico sirve por ejemplo, como base
para la teoria cuantica de la radiacién.

Existe una diferencia fundamental entre variables dindmicas de mecanica clasi-
ca y mecanica cuantica. En teoria cudntica, los operadores lineales, los cuales re-
presentan las variables dindmicas, de acuerdo con el postulado b), estédn sujetos a
un algebra en el cual la ley conmutativa de multiplicacién no es valida en general.

Una propiedad del algebra lineal dice que los eigenvalores de los operadores
hermiticos son niimeros reales. Estos son las cantidades fisicas medibles.

Ya que las observables medidas en el laboratorio son siempre ntimeros reales,
los operadores que representan a esos observables deben ser hermiticos (postulado

b).
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El método de factorizacién de Dirac consiste en introducir dos operadores a y

a’ llamados operadores de escalera, que factorizan al hamiltoniano en las formas
aat = Hoy +C
ata=Hoy—C

con las propiedades

a¢n ~ ¢n—1
a+¢n ~ ¢n+1-
El &lgebra de estos operadores no es conmutativa, ya su su conmutador es
[a,at] = 1.
Ejemplo 3. Oscilador arménico

Con el método de factorizacion, el hamiltoniano del oscilador armonico es
(Ejemplo 1)

~ 1 d? 1
Hos = 2~ 4 ~a?

2.1
2dz? 2 (2.13)

se introducen los operadores [5]

i <i + x) (2.14)

at = L (—i + x) (2.15)

siendo a* el adjunto de a. Estos operadores a y a*t factorizan al hamiltoniano.

~ 1
Hoa=a"a+ 3 (2.16)
. 1
Hoa =aa" — 5 (2.17)

El estado propio |E) normalizado del hamiltoniano Hoa es
Hoa|E) = E|E) (2.18)
Ahora aplicamos el operador @ sobre |E). Llamamos |Q) al vector resultante:

Q) =alE)
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cuya norma es
N 1
(QIQ) = (Flaa*|E) = F— 5 >0
Hay un limite inferior para la energia, E, tal que

1

Aplicando el operador @ a (2.13)
4Hou |E) = GE|E) = EG|E)
puesto que @ es lineal. Asi que
Hoa(@|E)) = (E—1)a|E).
Por lo tanto la ecuaciéon de Schrodinger para este estado con energia £ — 1 es
HoalE—-1)=(E—-1)|E—-1)

Esto es, si |E) es un estado propio del hamiltoniano, también lo es a |E) =
|E — 1). Aplicando sucesivamente el operador @ tenemos

@"|E) = |E —n).

como hay un limite inferior en la energia, si el estado de minima energia es |Ep),
entonces

ya que no hay un estado de energia menor. Tiene como solucion

2

| Bo) = o (x) = 722 (2.19)

donde v (x) representa el estado base del oscilador arménico. Es la funcién ¢q ()
del Ejemplo 1, encontrada mediante las condiciones de frontera.
Aplicando el operador de ascenso a® al estado base obtenemos la funcién de
onda para el estado n
Py () = (&*)n o ().
La solucion general es
1.2

U (z) = C H, (z) €727 (2.20)

donde (), es una constante de normalizacién y H, (z) es el polinomio de Hermite
de gradon =0,1,2, ...
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Finalmente para determinar el espectro de energia con el valor minimo

y los incrementos son por unidad, es decir

E, = Ej+1,
Ey = EBEy+1=FEy+2,
E3 - E2+1:E0+3,

asi al estado n le corresponde la energia

1
E,=n+ g (2.21)

La solucién exacta para el potencial del oscilador arménico es dada por (2.20)
y (2.21). Por supuesto que coincide con el Ejemplo 1. Hemos resuelto el problema
del oscilador arménico por el método de Dirac que es puramente algebraico, sin
tener la necesidad de resolver directamente de la ecuacién de Schrodinger, como
se hizo en el Ejemplo 1.

Ejemplo 4. Oscilador isoténico

El hamiltoniano del oscilador isoténico es [7]

T2 1, 10+1)
T S Gl ) 9.99
sder 2% T T o2 (2.22)

con [ > 0. Este hamiltoniano es factorizado por los operadores

1 d l
G = — (=42 2.23
" ﬂ(d:v” x) (223)
1 d )
af = — (-2 4= 2.24
a \/5( dx—HE x) ( )

_ . 1
Hor (z) =aa +1— 3 (2.25)

Pero ahora los operadores @; y @ no son operadores de escalera, pero @; sirve
para generar la funcién del estado base vy () por medio de

ayo (r) = 0,

ﬁo] (1’) =

en la forma
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que es equivalente a la ecuacién diferencial

dzb;ix) + (:v - é) tho (#) =0

dando como resultado
W () = 2HHe /2 (2.26)

Introducimos los operadores de segundo orden

E—(a—Hl) (a _l+1)
l —\/5:1: l —\/§x

~ [+1 [+1
e e R N P i
(al \/537) (al \/53:)

Estos son operadores si son de escalera pero no factorizan al hamiltoniano. Se
demuestra que

Hor <2+ |n>> = (E, +2) (2+ |n>> .

Este resultado se interpreta: si |n> es un eigenvector propio del hamiltoniano
Hor (z) con eigenvalor E, entonces A* |n) es también un eigenvector de Hoy ()
pero con eigenvalor E, + 2, entonces los niveles de energia del oscilador isoténico
estan igualmente separados pero por una distancia 2, en lugar de 1 como en el
caso del oscilador armoénico.

Empezando con la minima energia Fj todos los demaés niveles de energia estan

separados por 2.
Las funciéon de onda para el estado n es

W () ~ (ﬁ+)” o ().

sustituyendo los operadores d; y @, en el operador de ascenso y haciendo un
cambio de variable £ = x, tenemos que el operador AT tiene la forma

~  1[d d I(1+1
=g lae g @ o0 -HE

también hacemos el cambio de variable £ = x en el estado
wo (g) ~ €l+1€_£2/2-

Haciendo las primeras derivadas de 1y (£) se obtiene el primer estado exitado

b (€) ~ ( 5 +Z+1+1)¢o<5>
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comparando con el polinomio asociado de Laguerre de primer grado
LY (u) = —u+a+1

donde u = &2, a = [+ % Por lo tanto la funciéon de onda del primer estado exitado
es

0 (€) = CLLY™ (€2) o (€)

donde C] es una constante de normalizacién, independiente de z.
Asi la forma general es

U (€) = CuLi™™ (€2) 40 (€) (2.27)

con un procedimiento andlogo al del oscilador arménico, se encentra el espectro
de energia

3
By=l+5+2n, n=012... (2.28)

La solucién (2.27) y (2.28) se ha encontrado con la factorizacién de Dirac.
Este problema de oscilador isoténico no es muy conocido y sélo ha aparecido en
articulos de investigacion [7]. Se ha usado en teoria de muchos cuerpos y en otros
campos de la estadistica cuantica.

El método de factorizacion que hemos presentado es sencillo y muy elegante,
pero tiene la desventaja de que no se puede aplicar a todos los problemas.

2.4. Transformacién de sistemas ya resueltos

La idea general es partir de un problema cuya solucion se conoce, hacer una trans-
formacion matematica de esa solucion para encontrar una nueva funcién que es
solucién exacta de la ecuaciéon de Schrodinger con un nuevo potencial, que tam-
bién se construye con la transformacién. Primero presentamos la transformacién
de Darboux, la cual ha tenido mucho éxito en los tltimos anos por su relacién con
la mecanica cuantica supersimétrica.

Ejemplo 5. Potencial de Gold’man Krivchenckov [8] y la transfor-
mada de Darboux [9].

Presentamos los hechos esenciales de la transformacién de Darboux y luego la
aplicamos al potencial de Gold'man-Krivchenkov (GK). Tenemos la ecuacién de
Schrodinger
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Hypy = Epihy (2.29)
cuyo operador hamiltoniano es
~ 1 d?

La hipétesis es que tanto la funcién de onda v, (z) como el espectro de energia
E, son conocidos.
Definimos la funcién generadora de la transformacién de Darboux a la funcién

By (o) = 22 2.31)
y definimos la nueva funcion
Gup (T) = ¥, — Byt (2.32)

generada con la funcién de onda conocida v, (x) y con la funcién generadora

(2.31) B, (x).

Ahora construimos la expresion

§ (@) =~ 56+ IV () — E] b0y

siendo V' (z) una funcién indeterminada hasta este momento. Pero si imponemos
la condicién S (x) = 0 entonces se cumple

50+ V (@) bup = By (233)

la cual es una ecuacién de Schrédinger con un potencial V' (z). La solucién es la
funcién ¢, (z), la cual, de acuerdo con (2.32), puede ser calculada exactamente.
La funcién potencial V (z) es determinada también por la condicién S (x) = 0.
Sin hacer la demostracién damos el resultado

V() =V (z) = B, (2). (2.34)

El potencial nuevo tiene su origen en el potencial original V; (x) con la deri-

vada de la funcién generadora de la transformaciéon de Darboux (2.31). Un hecho

relevante es que la energia del nuevo sistema cuantico es la misma que la del sis-
tema original. Un esquema de lo anterior es

Sistema original — Transformaciéon — Sistema nuevo tambien

., ., La misma energia
con solucién exacta de Darboux con solucién exacta &
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Potencial de Gold’'man-Krivchenkov (GK)
Ahora aplicamos los resultados anteriores al potencial (GK), el cual es

a xT\2

Vo) =5 (2 -2). 2.35
@) =5 (21 (235)
Este problema tiene solucion exacta. La funcion de onda del estado n y su

energia son

2
bn (2) = Cpe™ /22’117 (%) (2.36)
2 1
E, = 3 (n +5+ C) (2.37)

donde C' es una constante que depende del parametro de entrada a de (2.35), lo
mismo que la constante v, y LY~ (2%/b) es un polinomio asociado de Laguerre.

Ahora hacemos la transformacién de Darboux a este sistema. Después de hacer
los calculo pertinentes, la funcién generadora, Fc. (2.31) queda asi

2z
By (x) =g (z)+ ;Gp (z). (2.38)
El potencial del nuevo sistema cudntico que se deriva de (2.34) es

V(z) = % (é - %)2 + H, () (2.39)

x
mientras que la nueva funciéon de onda es

y—1r y=1
Ln LP

AT T T

b (0) = D1 J (2.40)

Se puede decir que ¢, () es la funcién de onda de la familia p que se encuentra
en el estado cudntico n. Se puede comprobar, con bastante dlgebra, que ¢, (x) es
solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger

1d2pny |1 (A z\°
—— === H,(x)| ¢np = Eppyp.
2 d.fl'2 2 a + p( ) (b p (b P

T

La interpretacion fisica del nuevo sistema cuantico generado por la transfor-
macién de Darboux no es directa, pero para nosotros lo importante es que tiene
solucién exacta.
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Aunque no es importante para nuestro objetivo, damos las expresiones de los
elementos que aparecen en (2.38), (2.39) y (2.40):

G, (x) =2, a:1v1+4a2, g(z) =

11
L v= 4 VI +4a
2 a 272

SHIN

4a? B 4z C 4
Hy(r)= =G+ (=== )G +—+2L
p p a a

a a?

Ejemplo 6. Potenciales de Mielnik

Tomamos la Ref [9] para mostrar un caso tipico del uso de un sistema cuédntico
con solucién exacta para construir un nuevo sistema, también con solucion exacta
y con el mismo espectro de energia que el sistema original. De nuevo recurrimos
al oscilador armonico, cuyas soluciéon tenemos en los Ejemplos 1 y 3. Pero ahora
los operadores de escalera son de la forma

b= — (% +8 (:17)) (2.41)
oL (—% +5 (x)) . (2.42)

Comparamos con (2.14) y (2.15), y encontramos que los operadores son muy
semejantes, pero ahora en lugar de z tenemos una funcién g (x), la cual vamos a
determinar. Se puede comprobar que estos operadores tienen las propiedades

[B,Zﬂ = B (z) (2.43)
H __1& 12_/(;1}_1 (2.44)
OA= "o T 27 T 2 '

la cual es la misma que (2.17) Hos = a'a — + para el oscilador arménico. Sin
embargo la propiedad (2.16): Hpoa = aat + % ya no se cumple, pues ahora

~ 1 d? 1 1
Hop=—=—=+=(8+p5%) - = 2.45
0A 2dz2+2<ﬁ+ﬁ) 5 (2.45)
Entonces necesariamente
B +p—1=2z? (2.46)

En (2.46) tenemos una ecuacién no lineal en (5, llamada ecuacién de Ricatti.
Se demuestra que la solucién tiene la forma
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g

e
,y+f01’ eftht

donde aparece una constante de integracion 7. Con la relacion de conmutacion
(2.43) tenemos bb™ — btb = ' (x), de donde

Bz) =+ (2.47)

PP . 1 . 1~ 1
b+b=bb+—ﬁl(l')IHOA+§_5'(5U) ZHOA+1—5'(~’C)_§:H_§
Se ha introducido un nuevo hamiltoniano H definido por
Aefoat1-f@)=—L e g% v ()
- ood T 2da? 2 T 2da? ‘

que contiene al potencial nuevo

1 1 d e’
v — 42 1—43 - 2 - - 2.4

Con la ecuacién bgy = 0 se encuentra la funcion de estado base

b0 () = Coe™ 7 exp (1 + /Ox B (z) dt)

y todas las demas funciones

b (z) = (B+)" do (2) (2.50)

Entonces, en resumen, partiendo del oscilador arménico y con una transfor-
macion de Darboux, hemos resuelto de manera exacta la ecuacion de Schrodinger

1d*¢,

TS A +V (z) pp = Eny,

con el potencial

1 d e’
V(o) = La2 e 2.51
(x) 2‘1' dx (,}/ + fo et2dt> ( )

y las funciones de onda

b () = C,, (—% 45 @))n [e exp (1 + /0 8 () dt)] (2.52)
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con el mismo espectro de energia F,, = n + %
De nuevo, las expresiones (2.51) y (2.52) tiene formas complicadas, pero lo
importante es que tenemos resuelto de manera exacta un sistema cuantico nuevo.

En este primer capitulo hemos hablado de algunos métodos de solucion exac-
ta de la ecuacién de Schrodinger. Existen otros mecanismos [10], de los que no
hablamos, con el mismo objetivo, como la mecanica cudntica supersimétrica, y la
existencia de los llamados polinomios excepcionales [11], que se han descubierto
recientemente.



Capitulo 3

El método algebraico de solucion

3.1. Introduccion

En este Capitulo presentamos el método basado en algebra ordinaria para resolver
la ecuacion estacionaria de Schrodinger. De entrada, como todo problema seme-
jante, se requiere conocer el potencial V' (x) que mantiene confinada a la particula.
Este sistema ligado tiene condiciones de frontera para la funcién de onda. Con las
condiciones de que la funcién de onda contiene a un polinomio de Sturm-Liouville
y de que la energia es una cantidad constante, se establece un sistema homogéneo
de ecuaciones que es completamente equivalente a la ecuacién de Schrodinger. La
solucién de ese sistema conduce automaticamente a la cuantizaciéon de la energia
y a la funcién de onda.

3.2. La ecuacién de eigenvalor

El propdsito es proponer y aplicar un método para resolver exactamente la ecua-
cion de eigenvalor

Hi = Ev

donde H es un operador hermitico de segundo orden en la derivada y por lo tanto
el eigenvalor E es una constante real. R
Luego aplicar al caso cuantico donde H es el hamiltoniano

H=T+V

El potencial V(x) es tal que acota a la particula en una regiéon a < x < b de
tal manera que surja la cuantizacion de la energia E,,.

21
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El objetivo central es encontrar primero una funcién v () que cumpla con las
condiciones de frontera del problema. Luego se propone que la solucién general
exacta de la ecuacion de eigenvalor de Schrodinger sea

Yn (2) = Po () Yo (2) (3.1)

donde P, (z) es un polinomio de grado n de tipo Sturm-Liouville

P, () = ap + ayx + ax® + ... + apz” (3.2)

de grado igual al niimero cuantico n.
El hecho mas importante de esta Secciéon es que el eigenvalor A = E de la
ecuacién de Schrodinger

Hy = Ey (3.3)

es un numero real. De la literatura tomamos las soluciones de la ecuacién de
eigenvalor (3.3) para
Oscilador armoénico

(3.4)

N | =

Oscilador isotonico

1, 1(+1)
§$+ 202

+3

Vi) = % x)=Ln x2 .TlJrl@i%, En:2n—{—l+§ 3.5
2

Potencial de Gold’'man-Krivchenkov

1 b 2 £L'2 xQ
V(I):é(aerE), @Dn(x):xVexp(—Q—b)F(a;”y,?), E,=-02n+~vy—a)

(3.6)

S

3.3. La funcién ¢y(x)

La funcién g (x) de (3.1) normalmente es la funcién de onda del estado base o
estado de la minima energia, pues el polinomio de grado cero Py (x) es igual a 1.
No es una regla general pues en el dtomo de hidrégeno el estado con n = 0 no
existe.
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Asi que en cada sistema se busca una funcién simple que cumpla con las
condiciones de frontera. Es oportuno mencionar que en la solucién

tn () = P () Yo (1) (3.1)
la funcién v, () debe predominar sobre P, (x) en las fronteras.

Para ilustrar todo lo mencionado calculamos v, (x) para el oscilador arménico,

el oscilador isoténico y el potencial de Gold’man-Krivchenkov modificado, la cual

ya aparece en (3.4), (3.5) y (3.6) respectivamente.
Oscilador arménico

Vamos a encontrar v (x). Las condiciones de frontera que debe de cumplir la
funcion del estado base son

lfm 4 (z) =0

r—+oo

La funcién méas simple que cumple esas condiciones es

con la constante a > 0 determinada por la ecuacién asindtica r — +oo de
Schrodinger:

de donde se obtienen los posibles valores matematicos de a:

1
= 4=
T
_ 1 1 ’
Descartamos a = —3, por tanto a = 3, asf tenemos que
_a?
o (x) =€ 2 (3.7)
Oscilador isoténico
El potencial de este oscilador es
1, (141
\% (x) = 5:15 + T x>0

y nos indica que las fronteras son x = 0 y x — oo. Buscamos la funciones mas
sencillas para cada frontera:

La funcién méas simple que se anula en z = 0 es una potencia de x:

a

po=2x" a>0
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que debe satisfacer la ecuacion de Schrodinger asintética cuando z — 0:

d*po  L(1+1)

da? 2 0T 0
Sustituimos ¢ y sus derivadas
d a—1
dr Yo = ax
d? _
2270 az®? (a —1)

en la ecuacion asintéticas:

o 1(1+1 I(l+1
B (L+ )gooo:():>—axa_2(a—1)+ L+ )x“:0:>a:l+1,—l
dz? x? x?
Descartamos a = —[. La funcion que se anula en la frontera z = 0 es
©o (x) — $l+1

En x — oo la ecuacién de Schrodinger asintotica es

d* o
dz?

+ 22pse = 0

2
. . s . _z ’
que es la misma que en el oscilador arménico, por lo que ¢ () = e~ 2. Asi, la
funcién de onda 1, (x) para el oscilador isoténico es

Yo (z) = ole T (3.8)

Potencial de Gold’man-Krivchenkov modificado
Este potencial es

3G e

Haciendo el mismo analisis que en los casos anteriores, se encuentra

2

Yo (z) = ave” 5 (3.9)
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3.4. El polinomio de Sturm-Liouville P,(x)

La ecuacién diferencial de segundo orden

2

s(a:)%Jr%Z—i—t(x)y: —u(x)y (3.10)
es llamada de Sturm-Liouville y tiene la forma de ecuacién de eigenvalor. Si el
operador diferencial

~ > ds d

es hermitico, entonces, como ya se dijo el eigenvalor A es un nimero real. Supo-
nemos que las funciones s (x), t (z) y u (z) son funciones reales. Por las reglas de
derivacién del célculo, (3.10) se escribe también asi:

- [s (2) Z—ﬂ @)y = —ru(e)y (3.12)

Nos interesa una de las propiedades basicas de la ecuacién de Sturm-Liouville:
la ortogonalidad de las soluciones. Con el operador (3.11) la ecuacién de Sturm-
Liouville (3.10) se escribe

Ly () = —Mu(2)y (2) (3.13)

La ecuacién de Schrodinger (3.3) para un sistema cuéntico dado es de la forma
(3.13). Sino lo es directamente, se pueden hacer transformaciones adecuadas para
ponerla en dicha forma.

Ortogonalidad de las soluciones
Tomamos dos soluciones linealmente independientes y; (z) y y2 (), es decir,

Lyi = Mu(z)y
Lyy = Xou(x)ys

Se puede demostrar [12], mediante operaciones algebraicas y de calculo, ademés
de las condiciones de frontera en x = a y en x = b, que

(= 29) [ @)y (@) e (x) do =0 (.14

Es importante que A} = Ay 0 que A7 # Ay. Si los eigenvalores son diferentes
entonces tenemos el siguiente caso:
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Definicién
Si las soluciones y; (z) y y2 () cumplen la condicién

b
/ w (@) g3 (2) g () dz = 0 (3.15)

entonces esas funciones son ortogonales. La funcién u (z) es llamada funcién de
peso.

Como se sabe de algebra lineal, las funciones y; (x) y y2 () generan un espacio
vectorial de funciones, llamado espacio de Hilbert. Esto es fundamental para la
mecanica cuantica, como se desprende se los postulados, pues da lugar al principio
se superposicion.

Para este trabajo de tesis es importante pues el polinomio P, (x) de la solucién
(3.1) debe ser del tipo Sturm-Liouville.

Para ilustrar este hecho escribimos las relaciones de ortogonalidad

/ e H, () Hy (z)dz =0, nEtm
0

/ e “xLy (x) Lo (z)de =0, nEtm
0

para los polinomios de Hermite y de Laguerre respectivamente, los cuales aparecen

en (3.4) y (3.5).

3.5. La funcién S,(z)

La ecuacién de Schrodinger para un sistema cuantico que consiste de una particula
de masa m sujeta a un potencial unidimensional V' (z) es
_1dWn +V (2) ¢y = Bt (3.16)
2 dx? " nen '
Suponemos que el potencial mantiene a la particula en una regién a < x < b
que se puede extender a infinito en uno o en ambos lados. Hablamos entonces de

un sistema ligado, en el que la energfa estd cuantizada [2]. Escribimos la ecuacién
de Schrodinger en la forma

i%f — 2V (z) — 2E] % (3.17)
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se define la funcién S (z):

1 d*y
S(x) = E@ (3.18)
por lo que
S(x)=2[V (z)— E] (3.19)

Si es conocida la funcién de onda 1 (x), por medio de (3.18) se puede encon-
trar la funcién S (x). Inversamente, si se conoce S (z) se puede encontrar i (x)
también con (3.18) y la energia con (3.19), pero ésto es totalmente equivalente a
resolver la ecuacion diferencial de Schrodinger (3.16). En este trabajo utilizamos
las expresiones (3.18) y (3.19) para calcular ¢ (x) y la energia E, pero por un
camino diferente y con algebra ordinaria, para sistemas cuanticos que tienen las
siguientes caracteristicas:

1. Es un sistema ligado, es decir, el potencial V' () mantiene a la particula
en una region definida, como se mencion6 antes. Esto significa que la energia esta
cuantizada, y que existen estados propios del hamiltoniano, denominados ¢, (x).
También debe existir una funcién ¢, () que a) sea solucién de la ecuacion de
Schrodinger, y b) que cumpla las condiciones de frontera que impone el potencial.

2. La funcién de onda ¢ (x) tiene la forma

U (x) = P (x) o (x)

donde 9y (x) es una funcién que cumple con las condiciones de frontera impuestas
por el potencial V' (z).

Lo anterior da lugar a dos condiciones, muy importantes para el desarrollo de
este trabajo:

Primera condicién: La funcién P (x) es un polinomio de Sturm-Liouville de
grado n, que llamamos P, (z) tal que podemos escribir

Un () = Py (2) tho () . (3.20)

Segunda condicién: La energia FE, correspondiente al estado v, () es una
cantidad fisica constante, es decir, independiente de la variable de posicién x.

Como puede verse, estas condiciones no son adicionales. Son consecuencias
naturales de las caracteristicas 1 y 2 del sistema fisico.

Las numeramos como primera y segunda para resaltar el importante papel
que juegan en este trabajo. Ahora establecemos la relaciéon fundamental que nos
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permite alcanzar el objetivo. Derivando dos veces (3.20) obtenemos

d2¢n o 1/} dQPn + 2dPn dd)O d2¢0
dz?z 7 dx? dr dx " dax?

con la cual podemos escribir (3.18) asi

1 d’P, n QdPn diy d*iy
P,y O da? dx dx " da?

En (3.21) ya esta evidenciado que hay una funcién S (z) para cada estado n.
Ahora, por la misma razén escribimos (3.19) en la forma

S, () (3.21)

S, (z) = 2V (z) — 2E,. (3.22)

La combinacién de (3.21) y (3.22) nos permite establecer la igualdad clave
para nuestro objetivo:

1 d*P, dP, d 1 d?
E, = “ 9P U (% 12 +2 . dzio) ~ 2 d;éo +V(z). (3.23)
La ecuacién (3.23) y las dos condiciones nos permiten encontrar ¢, () y E,,
es decir, resolver el problema para el potencial V (x).
En (3.23) aparecen términos de dos clases: una que depende del grado n del
polinomio P,, que llamaremos J\,, y otra que es independiente de n, que llamare-
mos . Se ve que

1 d*P, _dP, diy
(TR (% &2 e de ) » =012, (3.24)
1 d*y,
0= g Y (z). (3.25)

Ambas deben ser constantes reales, de acuerdo con la segunda condicion.
La energia es entonces

En=M +ay, n=123... (3.26)

Es claro de (3.25) que el primer término —ﬁdjﬁo

V' () con signo negativo, es decir, debe necesariamente ser de la forma

debe contener al potencial

_ 1 &
21p0 dx?

= —V (z) 4 constante (3.27)
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Asi que la funcién ¢y () juega un papel fundamental doble: a) debe cumplir
con las condiciones de frontera que impone el potencial y b) cumplir con (3.27),
que es la ecuacién de Schrodinger para el estado base.

3.6. La ecuacion principal
Se deduce de (3.24) que

d*P, dwo
o
dz d dz
Vamos a llamar a (3.28) la ecuacién principal del método algebraico que esta-
mos proponiendo para resolver la ecuacion de Schrodinger. Es importante resaltar

que (2.28) es completamente equivalente a la ecuacién de Schrodinger. La deriva-
da de ¥y(z) debe ser de la forma

d’lb(](&?) .
i f(z)ho()

donde f(z) debe estar formada por potencias enteras de z, positivas o negativas
y define completamente al sistema cudntico en cuestién, de acuerdo a (3.27).
Definiendo

4 2Nl =0 (3.28)

d’P, dwo dP,
An (7) = tho de dx dx

+ 22t P (3.29)

la ecuaciéon principal se escribe

A (z) =0 (3.30)

e introduciendo la forma del polinomio de grado n

P, = Z c,(c"):ck, ¢ £,
k=0

dp, ~

- _ Z /{IC% )Qik 1

d*P, o () k2

ol ;k(lﬂ—l)ck x

obtenemos una forma mas explicita de la ecuaciéon principal del método
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_ ) k2 0@, ) ko —~ )k
A, = Q/JOZk;(k:—l)ck T —|—2%;ka x +2)\n¢0kz:%ck x

=1y y_ Dat =0 (3.31)

k=0
D=0, k=0,1,2,....,n (3.32)

La ecuacién principal (3.28) es completamente equivalente a la ecuacién esta-
cionaria de Schrodinger, pues en 1 () esta implicito el potencial V' (x) y por lo
tanto las condiciones de frontera. La ecuacién principal en la forma (3.31)consiste
en un polinomio de grado n igualado a cero. En el lenguaje del algebra lineal (3.31)
es una combinacion lineal de potencias de la variable z, las cuales son linealmente
independientes, por lo que los coeficientes deben ser cero. La ecuacién principal
(3.28) es en realidad un sistema algebraico (3.32) de n + 1 ecuaciones pero con
n + 2 incégnitas; los n 4 1 coeficientes ¢, k = 0,1, 2, ...,n y la constante \,. Esto
no es sorprendente, pues es un hecho que la ecuacién diferencial de Schrédinger
siempre deja un pardametro indeterminado, y es la condicién de normalizacién de
la funcién de onda la que fija a ese parametro.

El método de solucién que presentamos en este trabajo consiste en: a) Esta-
blecer el sistema algebraico de n + 1 ecuaciones (3.32) a partir de V(x) y ¥o(x).
b) Resolver el sistema (3.32) para encontrar n de los n+ 1 coeficientes ¢ del poli-
nomio de Sturm-Liouville P,(z), quedando uno de ellos para la normalizacién, y
ademas para hallar A, lo que da lugar a la cuantizacién de la energia, de acuerdo
con (3.26).

Aplicamos el método a algunos ejemplos particulares en el siguiente capitulo.



Capitulo 4

Aplicaciones del método a
sistemas cuanticos

4.1. Introduccion

Después de haber expuesto nuestro método en el capitulo anterior, lo aplicaremos
a tres tipos de problemas, 1) un problema muy conocido, de la mayor importan-
cia por su alcance tedrico y por su contenido didactico: el oscilador armoénico,
que habitualmente aparece en los textos de mecanica cuantica, para verificar di-
rectamente la validez del método propuesto. 2) luego resolvemos la ecuacién de
Schrodinger para el oscilador isotonico, problema que solo aparece en revistas
especializadas, 3) finalmente proponemos un sistema nuevo, el cual es una genera-
lizacién del potencial de Gol”dman-Krivchenkov (GK), el cual ya hemos tratado
antes. Este problema no lo hemos encontrado en la literatura que conocemos.
En los casos conocidos 1) y 2) las soluciones que resultan de nuestro método
coinciden completamente con los resultados también conocidos, por lo que pode-
mos tener mayor confianza en sus predicciones, lo cual se da en el potencial de

Goldman-Krivchenkov Modificado (GKM).

4.2. Aplicacién a un sistema muy conocido

Oscilador Arménico

El oscilador armonico es un sistema muy conocido, que aparece en todos los
libros de texto de mecanica cuantica.

Definimos al oscilador arménico por el potencial

31
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1

Vi(x) = 53:2 (4.1)
siendo la ecuacion de Schrodinger
d*y
5= (2V —2E)¢ = (2° — 2E) ¢ (4.2)
Ya demostramos que la funcion de estado base es
o (x) = e 2" (4.3)
Calculamos sus derivadas
% = —xiy
T~ (-1

La constante ag, Ec. (1.10)

1 d*yy 9 1
=_—_— =_= -1 2=
Qg 200 da? +V (z) (z )+ s 5
por lo que la energia es
1
En:)\n+040:)\n+§
La ecuacion principal para el oscilador arménico queda
. 1d*P, dp,
A= DMgk =220 " L\ P, =0 44
kz; BT 27dz> Uz + (44)

El polinomio P, () es

—~

P,(z)=c" + e+ Va4 4 g = Z M

Tenemos entonces n + 1 coeficientes cé") desconocidos, mas la A,. En total
n + 2 incégnitas, pero en (4.4) hay sélo n + 1 ecuaciones. La expresién (4.4) es
un sistema de n + 1 ecuaciones algebraicas y es completamente equivalente a la
ecuaciéon diferencial de Schrodinger

Calculamos los primeros polinomios, las energias y las funciones de onda



4.2. APLICACION A UN SISTEMA MUY CONOCIDO

Estadon =0

Py(x) = c(()o) #0

dP,

Z0 —_ 9
dx
d*P,

=0
dx?

1d?P, dPy

Ao 2 dx? v dx ol =0

Para este estado la tnica condicién es

DY = ey =0

por lo cual debemos tener

y la solucién es

Yo () = e 3%

Paran=1
P (x) = cél) + Vg, cgl) #0
e
dx !
d’P, B
de?
1d?P, dP;

= e MR = 0= —da o () + ) = 0

(A —1) Mo+ )\10(()1) =0
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. . . . . , . 1 1
Se tiene el sistema algebraico de dos ecuaciones con tres incognitas c(() ), cg ) y

A1
= -1 =0
DV = e =0
Como c1 7é 0 entonces Ay =1y c(l) = (. Entonces la solucion es:
1 1
Eir=M+=-=1+4+=
1 1+ 5 + 5
i (2) = ¢ we ="
Paran =2
Py(x) = (2) + 052):16 + cf) 2, (2) #0
ar OO
o2 2
I + 2¢y7w
72 2¢y
1 d*P. dP:
A== 222 4t MPr= M =2) P2+ M= 1) Pz 4+ + X =0
2 dz? dz

Sistema algebraico de tres ecuaciones

DY = (X —2)c? =0
DP = —-1)c? =0
Dg F= e xacl =0

Como 02 7& 0 entonces \y = 2 y cg) = 0, ademas c§2) = —)\20(()2) = —26(()2).
Hemos encontrado que

1 1
By =\ — =24 —
2 = 2+2 +2

2

Py (x) = 082) (1—22?%) e 2"

Caso general n
Polinomio de grado n
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P, = Zc;")xk, CEL”)%O,
k=0

ap, ") e
- _ Z kc; )xk 1
k=1

d?P,
dx?

= Z k(k—1) clg")xk_Q
=2

La ecuacion principal

n 2
A, = g D, 2" = 72 —2x . +2\, P, =0, n=0,1,2,...
k=0

se convierte en

A, = 2\, Z c,(fn)xk -2 Z kc,in)xk + Z (k+2)(E+1) C,(:gzwk
k=0 k=0 k=0

= D[22k + (k+2) (4 1) ]| o
k=0

- Yoo
k=0

Término con k =n

DI =2\ —n) e + (n+2) (n+1) iy = 0

Como el polinomio es de grado n, entonces 051722 =0, por lo que

2\, —n)c™ =0
Pero por la misma razon, cﬁf‘) # 0, por lo tanto

Ap =1

La relacién de recurrencia general es

(n) _ 2(n—Fk)  w
% T () (4:5)
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En el caso general, con la relacion (4.5) se calculan todos los coeficientes del
polinomio P, (z). Se encuentra que el polinomio resultante P, (x) es proporcional
al conocido polinomio de Hermite, por lo que la solucién es

1
Un (2) = CoH, (z) e 2°

En esta aplicacién de nuestro método se nota la simplicidad de céalculo, pero
basado en los conceptos basicos de la mecanica cuantica para sistemas ligados.

2

(4.6)

4.3. Un sistema no muy conocido

Potencial Isoténico
Sélo aparece resuelto en revistas de investigacién. Como hemos visto antes, el
potencial llamado isoténico

1, l(H+1)
V(z) = 5% + 5,2
tiene como funcién que cumple las condiciones de fronteraen x =0y z — o0 a
o (x) = g2 gl (4.7)
dig [+1
— = — 4.8
(e + ) (48)
d*vq 1, 1(I+1) 20+3
=2 = — 4.
g2 20 (2”“" T > (4.9)
Con la segunda derivada (4.9) la constante ag de (1.10) queda asi:
1 d*yy 3
- — e 4.1
g S0 da? Vir)=1+ 5 (4.10)

La funcién de onda es
Yo (2) = Py (2) 9 () = P, (z) e 272"

y ahora procedemos a calcular el polinomio P, (x) de grado n. Con la derivada
(4.8) de v (x) la ecuacién principal ( 2.13) queda



4.3. UN SISTEMA NO MUY CONOCIDO 37

An:¢0

d’P, [+1\ dP,
+2¢y | —x + —— + 2\ P, = 0
dx? T dx

La ecuacion principal se convierte en

1 d’P, [+1\ dP,
A= o NP, =0 4.11
Yo dx? * < Sl x ) dx * (4.11)
Hacemos el cambio de variable
(=22 =g =¢(2 (4.12)

La razon de este cambio de variable es que los calculos resultan mas sencillos.
Se cambian las derivadas:

i .d
R 41

& £ d

e g 414

a2 e e (4.14)

Sustituimos (4.12), (4.13), (4.14) en (4.11) quedando la ecuacion diferencial

1 dZPn 3\ dP, 1
—A, =—— [ — — -\ P,=0 4.15
o fd@*( “2) i T2 (4.15)

Como se explicé antes, normalmente se usa el método de series de potencias
para este tipo de ecuaciones, pero en nuestro método algebraico la solucion es un
polinomio de grado n:

n

P,(6) = ¢k (4.16)

k=0
APy N, () ek
7 =3 ket (4.17)
k=1
PP, & n) ek
e =Y k(k—1)cer (4.18)
k=2

Sustituyendo (4.16), (4.17), (4.18) en (4.15)
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1 d2Pn dP 1
_ n)k § - n)kl k
_Zk et 4 (z+2); 3 Zk §+)\kz

= Y Det=0=D" =0, k=0,1,2,....n

k=1

El sistema algebraico homogéneo de ecuaciones se encuentra construyendo los
coeficientes de la potencias de z e igualando cero:

3
DO = (l+§) (1)01“—?60:

D, = _2(1)+

D, = (r+ 1) (r)+ (l+ g) (r+ 1)} Cry1+ (—r+ %) ¢ =0

Como se menciond antes, es un sistema de n + 1 ecuaciones, para las las n+ 1
incognitas A\, c1, Co,..., ¢,, quedando ¢y como constante de normalizacion.
Resolviendo este sistema encontramos

ST E T o
&’ 2[2 EI)QS()zT%n)] )] i 2
e e (a1
- 2[4E§>3+(22ﬁ§]<4>] = -



4.3. UN SISTEMA NO MUY CONOCIDO 39

O —2r 4+ A\, o)
rH 2 [(7" +1)(r)+ ([ +32)(r+ 1)} ! (423)

FUNCION DE ONDA
Construimos algunos polinomio de menor grado, las funciones de onda corres-

pondiente y sus energias

Estadon =0
P o= &V #0
dP,
=0 _ 9
dx
d?’P, B
dz?2

La ecuacién principal (4.15) da lugar a una sola ecuacién algebraica

/\oc((]o) =0
cuya solucion es
/\0 — 0
Soluciéon
3 3
Ey = M+l+=-=1+=
0 o+ t+ 5 + 5

wo (5) — C[()O)B_%z2€l+1
Primer estadon =1

P1:a+b§

P = « +¢'¢

_ — Cl
dg
d*P, _ 0
de?

Ecuacion principal
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d*Py

dP,
2§d—52+(2l—2§+3)—1+>\1}71:0

dg
(20 — 26 +3) iV + Ay (cél) + cgl)f) =0

Se tiene el sistema de ecuaciones

A —2)=0
c(()l))\l + cgl) (20+3)=0

con la condicién 0(11) # 0. Entonces

A =2
w___2
! 20+37°

Asi que la solucién es

2 3 1
16) 2l+3<+2 €>C°
El polinomio de Laguerre de grado uno es (Gradshtein)

L) =a+1-¢
Identificamos

+1 l+3: l+1
« — — o = —
2 2

entonces
I+3 I+1
P)=L (=1L " (xz)
La solucion para el primer estado excitado n =1 es
3

3
E: —:2 —
1 )\1—|—l+2 +l+2

1
Yy () = O(gl)Ll1+2 (.I‘Q) 6_%12$l+1.

Para el segundo estado excitado n = 2 el polinomio es de segundo grado.

Py = a+ b¢ + c€?
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Pr=c + e+ c#0

La ecuacion principal

d*Py
dg?

dP.
+ (20 —2643) =2 — APy =0

2¢ 0

se convierte en

(Cég) Ny 469)) o ( 4 — 26D 4 Dy, 420 (2 + 3)) &+ (ch> Ao + 2 (20 + 3)) =0

que da lugar al sistema algebraico de ecuaciones

DAy —4)=0
4c? — 26 + P + 247 (204 3) =0
g+ @1+3)=0

Un analisis cuidadoso da la solucion aceptable fisicamente:

Ny = 4
@ _ 4 o
¢ 2+ 3
4
42 @)

(20 +5)(20+3)°

y el polinomio es

Py (&) = 80(()2)% €2 —(20+5)€+ }1 (20 +5) (20 + 3)

el cual se identifica con el polinomio de Laguerre de segundo grado y pardmetro
[+3
I+3
By (§) = 8Ly " (€).-
La soluciéon para el estado n = 2 es

3 3
E2:A2+l+§:4+l+§
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1
o (2) = C(()Q)Ll;rz (xQ) o372 1
Estado general n

Se propone la forma del polinomio P, (x)

n

P& = > gl P £0

k=0
dd_f? _ ;n; ke ekt
d;_gn _ Z k (k b2
y se sustituye en la ecuacién principal
&An - g‘i—? + (z — &+ 2) ddlz (4.15)

y entonces (4.15) es ahora

Zk )cieR Tt + ( )Zk ekt chkg+ /\Z Vel = 0.

El sistema homogéneo de ecuaciones es

(1+ )(1)01 + 3A co )
[(2) (1) + (1 + )<2>]cé”> [—<> +3A] =0

[0+ 1) (1) + (n 4+ 2) (4 1] e + [ (n) + 3] &) =0

La ultima ecuacién da lugar a

1
(n) _ n— 3\ (n)

Cnt1 = (n+1) [Zn + %} n

como el polinomio es de grado n entonces 07(1”) %0y 01(1721 = 0, por lo que

An = 2n.
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La relacién general
1
o k= sh w)

es una relacién de recurrencia. Con ella se construyen todos los coeficientes del
polinomio

IAGED P
k=0

El resultado final es el polinomio asociado de Laguerre

Pue) = L (22).

Finalmente ponemos la solucién que hemos encontrado

U (z) = C’anj? (22) o~ 5% plH1
E,=2n+1+3

Este es el resultado reportado en [7].

OBSERVACION

Un mecanismo mas directo para encontrar la funcion de onda y el espectro de
energia es buscar si la ecuacion principal de muestro método coincide con alguna
ecuacion diferencial de la Fisica Matematica. En este caso del potencial isotonico
la ecuacién principal

d?P, 3\ dP, 1
€d§2 +<l—§+§> s +§AnPn_o (4.15)

es precisamente la ecuacién de Laguerre (Gradshtein)

Lo dLe
§d§2 +(a—E&+1) T +nl=0

y se identifica inmediatamente

y se encuentra la solucién
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3
En:2n+l+§

o (1) = CuLi? (a2) 370!

Pero si nuestra ecuacién principal no corresponde a alguna ecuacion diferencial
conocida, entonces debemos hacer lo que hicimos con el oscilador arménico y con
el oscilador isoténico, es decir, calcular directamente los coeficientes del polinomio
P, (z).

En los libros de texto de mecéanica cuantica normalmente se hace un estudio
preliminar de los polinomios de Hermite y de Laguerre al ver los temas de oscilador
armonico y atomo de hidrégeno, respectivamente.

4.4. Aplicacién a un sistema nuevo

Llamamos al sistema nuevo potencial de Gol “"dman-Krivchenkov Modificado(GKM).
La modificacién fundamental es que se propone que los parametros del potencial
sean diferentes, este es un potencial generalizado que no existe en la literatura,
tiene como caso particular al oscilador armoénico cuando a = 0y b = 1, y al po-
tencial isoténico cuando a = \/I(l+ 1) y b= 1.

Con nuestro método vamos a encontrar las soluciones a este sistema nuevo.

Potencial de Gol “dman-Krivchenkov Modificado(GKM)

1 /2 a\2
=—|=-—== ) 4.24
V (z) 2<b x) 2> 0 (4.24)
La funcién de estado base se encontréd antes
1.2 1 1
o (x) = 2Ve " v= 5 + 5 4a? +1 (4.25)
las derivadas de 1 ()
dpy  bv — x?
dr ~ bx Yo (4.26)
d*iy 1
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calculamos la constante oy Ec. (2.10):

1 d?yg 2v—2a+1

T V(w) = =g (4.28)

La ecuacién principal para este potencial es, con (2.8) y (4.26),

g = —

An d2P bv — 22 dP,
4 AP, =0
v Cae TV d T

Como en el caso del potencial isoténico, también hacemos el cambio de variable
2
(=

d L d
2 93
dr Czdg‘
& d
Rl 2o i9
d? CdQQ LT

después de sustituir y hacer alguno arreglos obtenemos

A, d*P, dP, _bv—(dP,

— =2 2 AP, =0
b ae e TPy act
para simplificar mas atin cambiamos
_¢ _
=7 ==t
para encontrar la ecuacion diferencial
A d*P, 1 dpP, b
LR Juitei - — &) =L+ NP, =0. 4.2
e CRR AT K N WS (1.29)
Proponemos el polinomio de grado n
IAGED IR (4.30)
k=0
APy N, () ke
7 :ch,ﬁ Jek (4.31)
d§2 Zk — 1) Mgk (4.32)

y la ecuacién (4.29) es ahora
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=S k(- D ee (5 +V>Zk:c \ehet ngu A Z
0

k=2

(4.33)
Como hemos mencionado varias veces la ecuacion principal es un polinomio
de grado n igual a cero, lo que implica que sus coeficientes deben ser cero:

D¢k = 0= D™ =0
- ,2

Como en los casos anteriores, calculamos los coeficientes D ) de las potencias
menores de £ y luego el de la mayor potencia n.

Dy = (% + u) (1) ™ + gxncgm =0 (4.34)
D, = [2 (1) + <% + u) (2)] A {— (1) + g/\n] M =0 (4.35)
Dy = [3 (2) + <% + u) (3)] A+ {— (2) + g/\n] M =0 (4.36)

D, = [(n +1)(n) + (% + u) (n+ 1)} A4 [—n + gAn} dM=0 (437

Este es un smtema al%ebralco homogeneo de n + 1 ecuaciones para n + 1
incognitas c1 , c2 ) e Yy An, quedando cO ) libre para normalizacion.

FUNCIONES DE ONDA Y ENERGIA

Estado base n = 0. El polinomio Fy (z) = cO 7& 0 en la ecuacién principal da
la tnica ecuacién

%)\0 C(()O) =0

cuya solucién fisicamente aceptable es

)\0:0
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por lo que la energia del estado base es

2v—2a+1
E = A = e —
0 0o+ ap = Qg 5
o () = Vave n"

Primer estado excitado n =1

P& = o+l
d P,

“r_

dé
d2P1
dg?

La ecuacion principal paran =1

A d*P 1 apP, b
¢—;:§d€21+<§+V—§)d_§l+§)\1P1=0

es ahora

Ay 1 m , b M, W) _
%—O+<§+V—f)cl +§)\1<C0 +Cl 5)—0

que es equivalente al sistema homogéneo de ecuaciones

(—1 + g)‘l) Cgl) =0
(% + 1/) cgl) + g)\lc(()l) =0

Como cgl) # 0 entonces —1 4 2X; = 0. La solucién de este sistema es

2 2v—2a+1
Br = Afac= g+ =

1 2 v —L2
R e

47
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Segundo estado excitado n = 2

() = P +Pet e
dP;

2
d_§ = ( ) + 205 )5
Py @)
e = 2c
La ecuacién principal
Ay d*P; 1 dP, b
— = —&)—+ =P =0
” §d52+ +Vfd€+ 2%
da lugar al sistema de tres ecuaciones
by,) c? —
= (g she) ey’ =0
< o)+ (—14 8y — 0
DO:(§+y)c§>+gA o) =0
cuya solucién es, con c§2) #0
4
AQ - E
@___ 4
“ w1
1 1 4
@ _ @ _ (1) (2)
i e R S S D PN
entonces tenemos la soluciéon para n = 2:
4 2v—2a+1
Ey =)\ =4 ——
S

o _4 ! vemm®
a (z) = ¢4 <1 2y+1£+(2u+3)(27/+1>§2)x6

Caso general n

Como lo hemos hecho para el oscilador armoénico y para el isoténico, se propone
la forma del polinomio
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P(€) = Zc(”) & #0

dP,
d£ — ch Sk 1

d’P, k2
e - Zk 5

Al sustituir en la ecuacion principal obtenemos el resultado

1 b
Dy, = [(k +1) (k) + (5 + v) (k+ 1)} A+ { k+ An] A" =0 (4.37)
que da lugar a la relacién de recurrencia entre los coeficientes de P, (§):

O k= 5 )
kD[R + GHr)]

(4.38)

En particular, para k =n

b
(n) n—3\ (n)

Cnt1 = (n+1) [(n) + (% + u)} en

y como P, (§) es de grado n, debemos tener i) #0y cﬁﬁ&l = 0, lo cual tiene

como consecuencia que

2
Ay = =1

b
y que la energia sea

2 Ww—2+1
Ep= Ao+ a0 =+ % (4.39)

La funcién de onda para el estado n simbdlicamente es

n

Wy (x) = Cpa’e u% Z cgfn)ék (4.40)

k=0

donde los coeficientes c,(cn) se determinan con la relacién de recurrencia (4.38).
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NOTA. Solucién de Goldman-Krivchenkov [5]
El resultado de Goldman-Krivchenkov es, para la energia
2 2v—2a+1

B, =2
T

que coincide completamente con nuestro resultado (4.39). La ecuacién diferencial
que esos autores manejan es la ecuacion hipergeométrica confluente

d’y dy
@y _anY =0
que coincide con nuestra ecuacién principal
A d*P, 1 dP, b
— = ~ = — 4+ -M\P, =0 4.29
e () B 429
si se hacen las analogias
s
= —+4v
7T
b
- -\,
T

que por supuesto estdan de acuerdo con nuestros resultados. La solucion de la
ecuacién (5.12) es la funcién hipergeométrica confluente

1 x?
Yy (n,2+%b)

por lo que podemos concluir que

1 x?
P, (z) —F< n,§—|—u7?>
NOTA
En la [5] se esboza el método de solucién que utilizaron Gol’dman y Kriv-
chenkov, basado en series de potencias. Nosotros hemos repetido esos calculos y
encontramos que son muy largos, comparados con los que hemos presentado aqui.
En este ejemplo se aprecia mas la ventaja de nuestro método sobre el tradicional
de series de potencias.
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Resultados y Conclusiones

5.1. Introducciéon

Presentamos un método de solucién exacta 1, (x) = P,(x)yo(x) de la ecuacién de
Schrodinger para sistemas ligados, basado en dos propiedades fisicas del sistema:
1) P,(x) es un polinomio de grado n, 2) la energia E,, es una constante. Con estas
condiciones se construye un sistema algebraico homogéneo de n + 1 ecuaciones,
cuya solucién es el conjunto de n coeficientes de P, (z) mas la energia F,. Este
sistema algebraico es completamente equivalente a la ecuacion de Schrodinger. Se
aplica este nuevo método a los casos conocidos del oscilador arménico y del osci-
lador isoténico, encontrando los mismos resultados que ya han sido reportados. Se
resuelve con nuestro método un sistema nuevo que nosotros proponemos, el poten-
cial de Gol“dman-Krivchenkov modificado, obteniendo resultados que no han sido
publicados. Este método no usa el calculo ni técnicas de solucién de ecuaciones
diferenciales, inicamente algebra ordinaria, en particular de sistemas homogéneos
de ecuaciones. El método es muy sencillo en cuestiones de cédlculo y la fisica del
problema esta presente en todo momento. Tiene posibles aplicaciones futuras, por
ejemplo, puede ser usado como una guia para construir nuevos sistemas cuanticos
con solucién exacta, contribuyendo asi a la linea de investigacién actual sobre la
teletransportacién, la computacién cuantica y la criptografia.

5.2. El método algebraico de solucién
Hacemos un resumen del método. empezando con la ecuacién de schrodinger
——7+V(x)¢:E@/z (1.10)

o1
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La funcién de onda para el estado n es

Un (2) = P, (2) o () (3.1)

La ecuacién de Schrodinger se convierte en

1 @P, APy diy 1 d*,
b = - 2
La energia es una constante real. Tiene dos partes
By =X+ ag (3.26)
1 P, o dPy diy
An == 24
2Pbo (% dx? dm dx) (3:24)
1 d*y
=5 a2tV 2
Qg Sy d? +V(x) (3.25)
Ecuacién principal
P, |, diodb,
An (2) = o3 d% 7y T2l =0, (3.30)

La derivada de 1y debe ser de la forma

Mo J @)

donde f (x) debe estar formada por potencias enteras de z, positivas o negativas.
La ecuacién principal se convierte en

1 d?P, dpb,
—A, =_""19 — + 2\, P, =
Yo (z) dx? I (x) dx 0,

siendo P, (x) un polinomio de Sturm-Liouville de grado n:

=Yt 20,
k=0

Forma explicita de la ecuacién principal
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A, = woZk M2 4 2o f (@ ch - 1+2)\n¢oz (n)

= Z DMk =0 (3.31)

k=0
La tnica posibilidad para que se cumpla la igualdad para todo valor de = es
que los coeficientes sean cero:

D=0, k=0,1,...,n (3.32)

el cual es un sistema algebraico homogéneo cuyas soluciones dan lugar a la cuan-
tizacién de la energia y al polinomio P, (z).

5.3. Ejemplos y sus soluciones

1. Oscilador armodnico

" ———— xl
o (x) = em27
% = —xto
2
d ¢0 _ (1‘2 i 1) 7700

dx?
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@) = -

Qyp =

N | —

DI =2\, —k) e + (k+2) (k+ 1)), =0

Solucion

= =T
2 222
e
¥ |
|
T |
|
|
i |
|
1
|
|
— )
I|II
4 |
Y
\ s
-~
- . : il | | |
t 1 t T T T 1
X
_1.2
wo (SC) — e 2% lerl
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3\
Dy = (k+1) <2k+§) o,

Solucién

1

95
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2 1 1
o (x) = ave mv, 1/:§+§ 4a® + 1
do by — 22
@ -
d? 1
d;@o = o (zv (x)—E(QV—ZcH—l))
v ox
f(z) = -3
v —2a+1
@ = 2

Dy = {(k+1)(k)+ <%+1/) (k+1)} c;+1+[ k+b/\n} A" =0

2
)\n = ETL
1 2
P,(x) = F (—n, -+ %)
Solucién

2 2v —2a+ 1
E, = —nt——21-

p T T

T

1 1 2
U (z) = Che 5 2"F (—n, 3 + v; F)

5.4. Conclusiones

Hemos presentado un método de solucién de la ecuacion de Schrodinger con un
potencial V' (z) que confina a la particula a una regién en una dimension, lo cual
lleva a la existencia de condiciones a la frontera para la funciéon de onda para
el estado base 1y(x) y por lo tanto a la cuantizacion de la energia F,, con un
polinomio de Sturm-Liouville P,(z), de tal manera que la solucién completa para

el estado n es ¢, (x) = P,(x)o(z).
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1. Con las condiciones 1) P,(x) es un polinomio de grado n, 2) la energia E,, es
una constante, se construye un sistema algebraico homogéneo de n+ 1 ecuaciones,
cuya solucién es el conjunto de n coeficientes de P, (x) mas la energia F,. Este
sistema algebraico es completamente equivalente a la ecuacion de Schrodinger.

2. Se aplicé este nuevo método a los casos del oscilador arménico y del oscilador
isotonico, encontrando los mismos resultados que ya han sido reportados.

3. Se aplicé a un sistema nuevo que nosotros proponemos, el potencial de
Gol “"dman-Krivchenkov modificado, obteniendo resultados que no han sido publi-
cados. Estos resultados se reducen al caso del potencial GK ordinario, pero tienen
la posibilidad de ser usados en aplicaciones mas amplias, de acuerdo con la lite-
ratura sobre este sistema.

El mecanismo de solucion propuesto tiene las siguientes caracteristicas:

Aparte de algunas derivaciones sencillas, no usa el calculo ni técnicas de solu-
cion de ecuaciones diferenciales. No se requiere del concepto abstracto de conver-
gencia de series, ni de algebra lineal, inicamente de técnicas de dlgebra ordinaria,
en particular de sistemas homogéneos de ecuaciones.

Consideramos que las ventajas de nuestro método son

1. El método es muy sencillo en cuestiones de célculo.

2. La fisica del problema en cuestién no se pierde de vista, pues esta presente
en todo momento.

3. Tiene posibles aplicaciones futuras, y sélo mencionamos una de ellas: puede
ser usado como una guia para construir sistemas cuanticos con solucién exacta,
contribuyendo asi a la linea de investigacion actual sobre la teletransportacion, la
computacién cuantica y la criptografia.
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